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Resumo

A pesquisa analisa o curriculo de Trigonometria no ensino médio sob a 6tica dos do-
cumentos legais (PCNEM, OCEM e BNCC). Analisa, caracteriza mudangas em topicos e
organizac¢do do curriculo de Trigonometria nos livros didaticos de matematica que com-
poem o Guia PNLD 2018 - Matematica. E ainda identifica a participacido dos contetdos de
Trigonometria no novo ENEM. A abordagem € idealizada através de uma pesquisa de natu-
reza qualitativa descritiva, fundamentada nas teorias sobre curriculos. Os documentos legais
apresentam sugestdes para constru¢io de um curriculo de Trigonometria, os livros didaticos
analisados contemplam tais sugestdes € 0 ENEM tem dado pouca relevancia aos contetdos
de Trigonometria. Assim, € papel docente entender toda conjuntura que fundamenta a cons-

trucdo de um curriculo e com isso buscar implementar melhorias ao ensino.

Palavras Chaves: Curriculo. Ensino Médio. Trigonometria.
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Abstract

The research analyzes the Trigonometry curriculum in high school from the perspec-
tive of legal documents (PCN, OCEM and BNCC). Analyzes, characterizes changes in topics
and organization of the Trigonometry curriculum in the mathematics textbooks that make up
the PNLD Guide 2018 - Mathematics. It also identifies the participation of the contents of
Trigonometry in the new ENEM. The approach is idealized through a qualitative, descrip-
tive research, based on curriculum theories. The legal documents present suggestions for the
construction of a Trigonometry curriculum, the textbooks analyzed include such suggestions
and ENEM has given little relevance to the contents of Trigonometry. Thus, it is the teaching
role to understand the whole situation that underlies the construction of a curriculum and

thereby seek to implement improvements in teaching.

Keywords: Curriculum. High School. Trigonometry.
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Capitulo 1

Introducao

Nos ultimos 15 anos de experiéncia docente, lecionando a disciplina de Matematica
tanto no ambito do ensino médio como também no nivel superior, ndo raro algumas in-
dagacoes e reflexdes surgiram a respeito dos conteidos programaticos dispostos nos livros
didaticos do respectivo nivel de ensino.

Preocupacgdo semelhante podemos encontrar nos escritos de Pais [27] que aponta como
algo emergente atentar para questdes de natureza reflexiva. Conforme aponta a autora Brito
de Menezes [13] (p. 21), “existem alguns fendmenos didadticos que se instituem na sala de
aula, e cuja investigacao €é fundamental para a andlise da relacdo que se estabelece entre pro-
fessor e aluno, mediada por um determinado saber a ser ensinado/aprendido”. H4, portanto,
uma pretensa necessidade de saberes na drea da matematica necessitarem de uma transfor-
macao para tornar possivel ser ensinados e, consequentemente, tomar seu lugar como parte
dos conhecimentos dos alunos. Pois a obra do pensamento matemaético tedrico ndo € passivel
de uma comunicagao direta com os alunos e esta muitas vezes ¢ mediada através dos livros
didéticos.

Dentre as demandas e tarefas engendradas ao trabalho docente, seja qual for a disci-
plina em questdo, estd a busca por um bom livro didatico. Uma obra que contemple conteu-
dos programaticos, estrutura e topicos considerados essenciais, € ainda, mesmo que minima-
mente, que cumpram com os objetivos propostos para um dado assunto a ser trabalhado em
sala de aula.

Com uma dindmica que outras dreas do conhecimento ja vivenciam a mais tempo, o
professor da disciplina de Matemadtica ao fazer algum levantamento bibliogréafico de material
para suas aulas pode se deparar com mudancas presentes nos conteudos dos livros didéticos.
Por exemplo, obras ja omitem em sua estrutura curricular o ensino de Matrizes e Determi-
nantes no ensino médio.

E por que ndo continuar essa andlise em relacdo aos contetidos dos livros didaticos
em matemadtica do ensino médio, mais especificamente pondo um olhar sob os contetdos
da Trigonometria? Serd que também a Trigonometria, assim como os conteudos ja citados

Matrizes e Determinantes, tem sido alvo de significativas mudancas em sua abordagem de

4



tépicos e aplicacdes que outrora foram tido como essenciais ao curriculo? O curriculo de
Trigonometria se encontra, por assim dizer, mais enxuto?

Nesse ambito, existem objetivos e competéncias julgadas necessdrias aos alunos que
cursam o ensino médio, com o intuito de que tais conteidos de referéncia subsidiarem seu
futuro, tanto em aspectos profissionais e principalmente no que tange a continuidade dos
estudos com ingresso no ensino superior.

Deste modo, para se dar um maior embasamento as discussdes em apontar a relevancia
dos contetddos no curriculo da Trigonometria, como também observar mudangas em seus to-
picos e estruturacao (organizagdo), esta pesquisa serd feita através do processo metodolégico
de forma qualitativa, em que fazemos uso da pesquisa bibliografica como embasamento da
fundamentagdo tedrica. Na abordagem qualitativa faz-se uma andlise textual discursiva sobre
os documentos legais do governo federal que norteiam o curriculo e por conseguinte o ensino
da Trigonometria no ensino médio. Também analisamos como o curriculo de Trigonometria
¢ proposto nos livros didaticos a partir da observacdao do Guia PNLD 2018 - Matemética.
Discorremos ainda sobre quais conteidos de Trigonometria sdo abordados pela Matriz de
Referéncia de Matematica e Suas Tecnologias do ENEM, caracterizando as competéncias e
habilidades que destacam o curriculo da Trigonometria, e por fim analisamos os topicos de
Trigonometria nas questdes Novo ENEM entre 2009 e 2019.

1.1 Objetivos

A pesquisa intenta apontar os seguintes itens:

1.1.1 Objetivos Gerais

e Analisar o curriculo de Trigonometria no ensino médio, sob o ponto de vista dos docu-
mentos oficiais (PCNEM, OCEM e BNCC), também na 6tica do Programa Nacional
do Livro Didatico (PNLD) e ainda na visdo do Exame Nacional do Ensino Médio
(ENEM).

1.1.2 Objetivos Especificos

e Discutir como os Documentos Legais (PCNEM, OCEM e BNCC) estruturam no en-

sino médio os conteddos que sdo parte do curriculo da Trigonometria;
e Analisar os contetidos de Trigonometria nas obras do Guia PNLD 2018 - Matematica;

e Identificar no Exame Nacional do Ensino Médio a participacdo do curriculo de Tri-
gonometria fazendo alusdo aos Documentos Oficiais e o Programa Nacional do Livro
Didatico.



1.2 Organizacao

A partir de uma andlise textual discursiva sobre os livros didaticos e documentos ofi-
ciais que norteiam o ensino da Trigonometria no ensino médio no pais, abordaremos o tema
através de uma pesquisa de natureza qualitativa descritiva.

A nossa pesquisa se inicia no capitulo 1 com a introducao.

Depois no capitulo 2 discorremos com a fundamentacao tedrica sobre curriculos.

Posteriormente o capitulo 3 faz uma breve revisao histérica de como a Trigonometria
percorre seu caminho enquanto ciéncia atrelada ao desenvolvimento do pensamento matema-
tico e cunhado nas aplicacdes da geometria. Dividiu-se a sintese historica da Trigonometria
em trés partes: primeiro com a histdria dos povos antigos (egipcios, babilonios e chineses);
depois com a Idade Média e por fim a era Moderna.

No capitulo 4 busca-se perscrutar os documentos oficiais nos quais se balizam a abor-
dagem dos contetidos programéticos da matematica atrelados com a Trigonometria. Tal
pesquisa fomenta uma abordagem que se inicia com a Lei de Diretrizes e Bases da Educacado
(LDB), perpassa pela Diretriz Curricular Nacional do Ensino Médio (DCNEM), e também
se faz observar como os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) para o Ensino Médio,
mais precisamente no que corresponde a drea das Ciéncias da Natureza, Matemadtica e suas
Tecnologias buscam organizar o contetidos da Trigonometria. E finda-se com uma andlise
nas Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio (OCEM) e ainda uma breve visita a Base
Nacional Curricular Comum (BNCC).

Chegando ao capitulo 5, fazemos uma andlise das cole¢des de livros didéticos da dis-
ciplina de Matemaética que foram disponibilizados e aprovados no Programa Nacional do
Livro Didatico (PNLD), para o triénio 2015, 2016 e 2017 (Guia do PNLD 2018 - Matema-
tica). Discorre-se com o tratamento que as 8 (0ito) obras disponibilizadas fazem ao contetido
da Trigonometria. Procura-se ainda elencar e apontar em que momento (série letiva) os as-
suntos de Trigonometria sdo sugeridos ou em que séries do ensino médio sdo omitidos em
tais documentos oficiais.

Na etapa posterior, o capitulo 6 visa destacar os contetidos relacionados a Trigonome-
tria no Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM). Sdo pesquisados a partir da Matriz de
Referéncia ENEM em Matematica e suas Tecnologias, expondo como tais contetidos se des-
tacam nas 7 (sete) areas de competéncia e nas 30 (trinta) habilidades requeridas ao discente
do ensino médio. E findamos o capitulo analisando quais conteidos de Trigonometria sao
abordados nas questdes do exame.

Por fim, no capitulo 7, tecem-se algumas consideragdes finais a respeito de mudan-
cas significativas observadas entre os contetidos cldssicos e as exigéncias de tais conteidos
por parte do documentos legais. E ainda comenta-se a relacdo que ha entre os objetivos re-
queridos no ENEM e a adequacdo deles em tais obras de referéncia do Guia PNLD 2018 -
Matemdtica.



E, ap6s as referéncias bibliograficas, expomos um apéndice com os assuntos cldssicos
da Trigonometria.



Capitulo 2

Fundamentacao Teorica

2.1 Conceito de Curriculo

Quando nos deslocamos para fazer uma determinada viagem, seja ela via transporte
terrestre, maritimo ou aéreo percorremos uma trajetoria, um caminho sobre o qual nos levara
ao nosso destino final. Esse exemplo ilustra bem o que queremos evidenciar com a palavra
curriculo, que etimologicamente tem origem no latim curriculum, derivada do verbo currere
e significa caminho ou percurso a ser seguido ou que ja foi realizado.

De acordo com Sacristan [31] (p. 16), currere e cursus assumem dois sentidos: um
designando a vida profissional de onde vem o uso da palavra curriculum vitae € o outro
passando a constituir a carreira do estudante, mais precisamente no que diz respeito aos
conteddos e sua organizacdo. Assim, podemos entender que ha uma relacao andloga entre o
curriculo e os contetidos de uma determinada disciplina estudada na escola regular. Em certo
sentido sdo termos sindbnimos, pois sdo caracterizados como agentes reguladores do trabalho
docente.

Para nossa pesquisa € importante entender as concepgdes sobre curriculo que sdo abor-
dadas por Nereide Saviani [32], que diz que “o curriculo diz respeito a relacdo, sequen-
ciacdo e dosagem de conteddos da cultura a serem desenvolvidos em situagdes de ensino-
aprendizagem”. Ou seja, os saberes da sociedade que se apresentam no ambito da escola de
forma organizada e quantificada.

Segundo Demerval Saviani [33], o curriculo tem relacdo com as disciplinas de um
curso e se relaciona com os assuntos de uma disciplina. Mas numa perspectiva ampliada,
ele comenta que o curriculo compde atividades destinadas a um dado fim. Diz respeito
ao conteudo da educagdo, muitas vezes convencionalmente chamado de grade curricular.
Compreende aos atos educacionais que a escola promove.

Outra relevante definicdo para o curriculo encontramos num dos documentos legais
do governo federal que € parte das nossas andlises mais a frente, as Diretrizes Curriculares

Nacionais da Educa¢do Basica que em sua Resolucdo n® 04/2010, no Artigo 13, definiu que,



O curriculo, assumindo como referéncia os principios educacionais garantidos
a educacdo, [...] configura-se como o conjunto de valores e praticas que
proporcionam a producdo, a socializacdo de significados no espaco social e
contribuem intensamente para a construcio de identidades socioculturais dos
educandos. [7] (p. 66)

Mas o curriculo ndo se restringe a apenas um documento escrito com um certo con-
teido programatico, mas também de experiéncias compostas de sujeitos, que sdo propostas
pela escola e gera impacto sobre os discentes. E sua finalidade € planejar de maneira ci-
entifica as atividades pedagdgicas da instituicao de ensino, do docente e do livro didético e
organizd-las com o intuito de atingir metas e objetivos pré-estabelecidos.

Dito isto, nossa investigagdo sobre como a Trigonometria acontece nos documentos
legais do governo federal se torna relevante, visto ela ser um contetido importante dentro do
curriculo que os livros didaticos de Matematica no ensino médio propdem.

Com isso em mente, e visando tornar claro o enfoque aos conteidos da Trigonometria
discorremos de maneira sucinta a respeito das teorias sobre curriculo que o autor Tomaz Silva

[36] faz em sua obra Documentos de Identidade: Uma Introducdo as Teorias de Curriculo.

2.2 Teorias Sobre Curriculos

Conforme explica Michael Young [37], a teoria do curriculo tem suas origens com
o americano Frederick Taylor, o pai da administracdo cientifica, em que seus principios
passaram a ser aplicados na escola de maneira que os docentes seriam norteados através
do curriculo. E o autor comenta que paralelamente na Inglaterra aflorava a educagao liberal
das elites que direcionava o que era ensinado nas escolas.

Assim, de acordo com Silva [36], as teorias curriculares sdo um conjunto de repre-
sentacoes e reflexdes que produzem e descreve o significado do préprio curriculo. Sao os
conceitos sobre os quais se baseiam a constru¢do de um curriculo. Conceitos de cunho so-
cial, idealista, moral, dogmatico, materialista, para citar como exemplos.

Com isso, destacam-se as trés principais correntes de teorias curriculares: as teorias
curriculares acriticas ou nao-criticas, balizada no tradicionalismo; as teorias curriculares
criticas, baseada na transformacio da sociedade; e as teorias curriculares pds-criticas, que

atuam na forma como as pessoas enxergam a realidade.

2.2.1 Teoria Acritica

Nesta modalidade de teoria curricular, o carater conservador e tradicionalista se eleva

na constru¢do do curriculo. Seus principios advém dos padrdes estabelecidos pelas classes



dominantes. Caracteriza-se por trazer no curriculo aspectos mecanicos, voltados a compre-
ensdo de uma determinada tarefa atrelada ao mercado de trabalho.

Em suas concepcoes gerais o curriculo acritico pode ser dividido em quatro modali-
dades. A primeira delas é o modelo tradicional de curriculo, que estd atrelado a formagao
da elite, com uma formacdo humanistica. A segunda modalidade é do curriculo escolano-
vista, surgido dentro do movimento da escola Nova', que propde colocar o aluno como um
sujeito ativo no processo de aprendizagem, trazendo uma pedagogia mais ativa. A terceira
modalidade € o curriculo tecnicista, em que o curriculo passa a ser voltado para atender
as demandas de um mercado de trabalho. E a quarta modalidade é o curriculo neotecni-
cista, em que a pedagogia proposta para os curriculos sdo fundamentadas na construcao de
competéncias e habilidades, para que o sujeito passe a ter uma atuagao mais efetiva.

Assim, o foco principal estd no preparo do cidaddo para cumprir um dado papel na
sociedade, exercer uma profissdo, atender uma necessidade de mao de obra com alguma es-
pecificidade. Contudo, isso se configura numa formacdo que ndo privilegia a reflexdo, ela
ndo propicia a atuagdo critica do sujeito na sociedade. Como diz Silva [36], o curriculo é
visto como a especificacdo precisa de objetivos, procedimentos e métodos visando a obten-
cdo de resultados que possam ser rigorosamente mensurados.

Nessa Otica a escola é apenas o agente que possibilita a transmissao do conhecimento
que a humanidade produziu. Os contetdos estdo logicamente sequenciados e repassados de
maneira descontextualizada. O professor é o unico detentor do saber que vai avaliar se os

alunos conseguem reproduzir os conhecimentos de acordo com o que foi ensinado.

2.2.2 Teoria Critica

Nesta modalidade de teoria curricular, a elaborac@o do curriculo é de natureza refle-
xiva. Estd pautada no desenvolvimento da pedagogia histérico-critica e critico-social dos
contetidos. E caracterizada por uma busca em mostrar ao sujeito a realidade externa da so-
ciedade, entendendo os diversos mecanismos da estrutura social com seus bens e servigos
possibilitando uma modificacdo dessa realidade.

As concepgdes de curriculo critico estao pautadas nos contetidos sécio-historicamente
relevantes, em que um curriculo nunca aparece neutro, carregando em si um aspecto ideo-
l6gico, pois isto vai ser o crivo da selecdo de alguns contetidos em detrimentos de outros.
Assim, ndo € fundamental saber qual método usado pelo docente para trabalhar um dado
conteddo e sim saber quais os fatores e motivos pelos quais tal contetido estd sendo vivenci-
ado.

De acordo com Silva [36], as teorias criticas colocam em questao 0s pressupostos

sociais e educacionais. Ela desconfia, critica e muda de maneira radical o status quo, onde

"No Brasil, a partir da década de 30, ganha impulso o movimento para universalizagio da escola publica,

laica e gratuita.
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o importante € desenvolver os conceitos que possibilitem ao sujeito compreender o que o
curriculo faz. O curriculo critico visa a democratizagdo do conhecimento objetivando uma

mudancga da realidade transformando a sociedade.

2.2.3 Teoria Pos-Critica

E como derradeira modalidade de teoria curricular temos a teoria pds-critica, ndo tendo
necessariamente essa nomenclatura por ter surgido apds as teorias criticas, contudo incorpo-
ram elementos dela. Sua égide estd pautada no direcionamento dos curriculos a partir de
conhecimentos e identidades vinculadas a temas como raga, etnia, multiculturalismo, sexua-
lidade entre outros.

As tendéncias de mercado, globalizaciao e o neoliberalismo econdmico permeiam as
diversas facetas da sociedade. E a escola ndo fica de fora da influéncia desses elementos. E
1sso acarreta numa contaminagao dos curriculos.

Assim as teorias pds-criticas partem dos conhecimentos do cotidiano de um determi-
nado grupo, ou seja, a partir dos conhecimentos prévios de sua prépria cultura. Nesse sentido
a escola passa a ser o espaco de vivéncias e ressignificacdo dos saberes. As verdades antes
ensinadas como absolutas comecam a ser questionadas, preconizando o convivio entre visdes
de mundos diferentes.

Com isso, as propostas curriculares e pedagdgicas das escolas passam a ser inclusivas,
visando a formacao de um sujeito soliddrio, que atua de maneira a transformar a realidade

do grupo social a qual faz parte.

2.3 Curriculo e Trigonometria

Diante das teorias expostas sobre o curriculo, fazemos nosso recorte em analisar, nos
documentos oficiais do governo federal, como os contetidos da Trigonometria sdo propostos.
O intuito € subsidiar o docente em sua tarefa de estruturar a disciplina de Matematica
dentro de uma respectiva carga-hordria e contemplar assim na grade curricular os conheci-
mentos sobre Trigonometria, principalmente os topicos ou conteiidos que, eventualmente,

sdo abordados no exame do Novo ENEM.
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Capitulo 3
Breve Relato Historico da Trigonometria

O intuito desse capitulo € observar a Trigonometria como elemento ou instrumento da
linguagem matematica que foi construido, aprimorado e aplicado através do préprio desen-
volvimento do homem e da sociedade. Estd longe de ser uma exausta pesquisa de cada por
menor a despeito do que venha a ser a Trigonometria e de como ela veio a ser apresentada
até os dias de hoje. Outros autores o fazem com a devida competéncia, dentre os quais sao
parte do referencial tedrico apresentado na bibliografia desta pesquisa.

Dito isto, o breve relato histérico apresentado € sintetizado em dois tépicos. Num
primeiro momento compreende os relatos da Trigonometria na Histéria Antiga e um segundo
tépico abrange uma sintese historica na era Moderna.

Os termos a.C. e d.C. significam antes de Cristo e depois de Cristo, respectivamente.
Sendo que, a partir do ano mil abandonamos essa designa¢do. Quando ndo citamos as fontes,
as figuras s@o de autoria prépria.

3.1 Sintese Historica Antiga

De acordo com historiadores da literatura matemaética, a Trigonometria tal como a
estudamos hoje em dia nao foi obra ou mérito de um tinico homem, nem muito menos de um
s6 povo. Tal pensamento encontramos na obra de Aaboe [2]. E reportados aos primérdios das
civilizacdes antigas vamos abordar o desenrolar histérico da Trigonometria a partir de sua
forma engendrada com problemas relacionados a Astronomia, Agrimensura e Navegacao.

No que diz respeito a etimologia da palavra Trigonometria, Silva [35], depois de men-

cionar as relagdes entre tridngulos e a razdo entre dois nimeros, assim definiu o termo:
e TRI (trés); e GONO (angulos); e METRIA (medida).

Assim, o significado de Trigonometria abrange a medida dos trés dngulos de um trian-
gulo e ainda determina um ramo da matematica que estuda a relacio entre as medidas dos

lados e dos angulos de um tridngulo.
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3.1.1 Povos Antigos

De acordo Nielce Costa [16], as raizes da Trigonometria sdo concomitantemente obser-
vadas na civilizacdo Egipcia, Babilonica e Chinesa. Tais povos antigos deixaram um legado
histdrico significativo no que tange aos rudimentos de elementos matematicos.

Egipcios

Temos como primeiro registro antigo conhecido da Trigonometria um documento cha-
mado Papiro de Rhind. Atualmente exposto no acervo do Museu Britanico de Londres, este
item foi primeiramente copiado por um escriba chamado Ahmes por volta do ano 1650 a.C..
Nele hd apresentacdo de 84 problemas matemadticos, dentre os quais faz mencao ao seqt de
um angulo.

Figura 3.1: Papiro de Rhind
Fonte: [26] (p. 22)

Para a construgdo das grandes piramides no Egito antigo, a necessidade de inclinagcdo
constante entre as faces propiciou surgir o conceito de seqgt, representando uma razao entre

afastamento horizontal e elevacdo vertical. Mas Ahmes ndo deixou claro como essa defini¢ao

se dava, contudo as conclusdes apontam que seja o equivalente a cotangente do angulo OMV,
ver [29].

Figura 3.2: Seqt

OM
Seqt = =

Fonte: http://ligadamatematica.blogspot.com/2013/11/a-historia-da-trigonometria.html
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Babilonicos

O interesse babildonico na Astronomia propiciou o cendrio para observagdes de cunho
matemadtico que se relacionam com rudimentos da Trigonometria.

Nesse contexto, destaca-se o que hd registrado na tabela Plimpton 322. Tablete datado
do periodo babildnico antigo (cerca de 1900-1600 a.C.), contendo ali inferéncias a elementos

da Trigonometria.

Figura 3.3: Plimpton 322
Fonte: https://rcristo.com.br/2018/11/13/conheca-plimpton-322-um-tablete-de-argila-com-

escrita-cuneiforme-babilonica-datado-em-3800-anos/

Chineses

Textos chineses que remontam a 1100 a.C. apontam vestigios de uma Trigonometria
primitiva. Em que se mediam distancias, comprimentos e profundidades usando triangulos
retangulos.

Certa passagem chinesa foi traduzida: "O conhecimento vem da sombra, e a sombra
vem do gnomon”, fazendo alusdo de conhecimentos trigonométricos no segundo milénio
a.C. [16].

Ilustrado a seguir, o gnomon ja conhecido de egipcios por volta de 1500 a.C., chegou

até os chineses através dos babildnicos.

Figura 3.4: Gnomon
Fonte: http://www.astronomiapratica.com.br/experimentos/medindo-direcoes-construindo-

um-gnomon/
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O gnomon consistia numa vareta cravada ao chdo, formando angulo de 90°, e o compri-
mento de sua sombra era observado ao meio dia. Atentando aos limites da sombra media-se
a duragdo do ano, e, pelo movimento lateral didrio permitia-se medir a durag¢do do dia.

Seguindo uma ordem cronoldgica e crescente de linha do tempo, apresentam-se agora

as contribui¢des helénicas para a Trigonometria.

3.1.2 Gregos

Conforme Mol [26], a evolucdo da matemadtica sofreu uma mudanca de rumo na Gré-
cia Antiga (a partir do século VIII a.C.). A matemadtica abandona seu cardter empirico e
passa a ter formato de uma ciéncia organizada, posta de maneira sistematica e por elementos
racionais. Assim, desempenha um papel significativo na constru¢do da Trigonometria.

No que tange a elementos de conhecimento de Trigonometria os gregos faziam uso
também do ja mencionado gnomon, batizado por eles, segundo Herédoto (490-420 a.C.),
como reldgio de Sol.

A Grécia foi um celeiro de grandes pensadores. Dentre os quais elencamos Thales de
Mileto (625-546 a.C.), contribuindo com estudos sobre semelhancas; Pitagoras (570-495
a.C.) com o teorema famoso que leva seu nome; e dai a escola Pitagorica (século V a.C.)
desenvolvendo estudos sobre o som; Hipsicles (180 a.C.) divide o zodiaco em 360 partes;
Eratostenes de Cirene (276-196 a.C.), contemporaneo de Arquimedes (287-212 a.C.) e
Aristarco (310-230 a.C.) usaram a Trigonometria para o cdlculo da circunferéncia da Terra
(o que mostra uma relacgio direta com a Astronomia).

Um expoente em sua época (século III a.C.) foi Euclides, com a obra Os Elementos.
O texto que mais influenciou a matematica e a ciéncia até o século XIX, e que de acordo
Mol [26] teve a contribui¢@o de outros matematicos sob a coordenacdo de Euclides. Decerto
que ali se pavimentava o caminho para o tratamento da Trigonometria advinda na esteira da

Geometria.

Figura 3.5: Os Elementos
Primeira edi¢do em lingua inglesa, de 1570.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Os_Elementos
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Destaca-se no periodo helénico, com sua abordagem de conteidos trigonométricos,
Hiparco de Nicéia (180-125 a.C.). Este dividiu a circunferéncia em 360 partes, construiu
a primeira tabela trigonométrica e observou que num dado circulo a razdo do arco para a
corda diminui quando o arco diminui de 180° para 0°. Seria este um resultado moderno para
a expressao:

senx

lim —1.!

x—0 X

Assim, Hiparco ganhou o nome de Pai da Trigonometria.

Figura 3.6: Hiparco
Fonte: https://br.pinterest.com/pin/619315386230645945/

A obra Almagesto ganha destaque na Astronomia da antiguidade. Em drabe significa
“A Maior”, escrita por Claudio Ptolomeu (90-168 d.C.), em que ele compila os resultados
matematicos preliminares de Hiparco indispensdveis a época.

AR e o
y-m-??zg:' men-.g-}:n ym&
ey bt Lime it et g

Figura 3.7: Traducdo do Almagesto
Texto em latim, de 1451. Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Almagesto

O Almagesto é um marco no modelo de Astronomia e perdurou como referéncia até
Nicolau Copérnico, no século XVI [16].

Por volta de 100 d.C. surge Menelau de Alexandria com uma obra intitulada, a Spha-
erica. Nesse texto aparece o “Teorema de Menelau” como parte da trigonometria esférica
ou trigonometria de cordas num circulo [26].

'Limite Trigonométrico Fundamental.
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Figura 3.8: Triangulo Esférico

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Trigonometria_esferica

Com isso, segundo Mol [26] (p. 63), "Os polos de criacdo matemética se deslocaram
na direcdo do Oriente. A matemética ganhou contribui¢cdes vindas da India e, sobretudo, do

Império Arabe, que deixaram consequéncias importantes em sua estrutura."

3.2 Sintese Historica Oriental

Descrita uma breve passagem sobre o periodo cldssico, adentramos na perspectiva que
a matemadtica e alguns aspectos que permeiam a Trigonometria toma em direcio ao Oriente.

Segundo escreve Costa [16], houve um deslocamento do celeiro cultural da Europa
Ocidental em direcdo a India devido as invasdes barbaras germanicas e queda do Império
Romano a partir do século I'V.

3.2.1 Hindus

A maior contribui¢do dos hindus para matematica estd no desenvolvimento do sistema
de numeragdo decimal, posicional e o uso do zero.

A Trigonometria aparece num conjunto de textos denominados Siddhanta, que signi-
fica sistemas de astronomia. E o texto que chegou até nds € chamado Surya Siddhanta
(Sistemas do Sol), datado por volta do século IV de nossa era, exposto através de versos e
em lingua sanscrita.

Os textos da Surya trazia o conceito trigonométrico denominado jiva, correspondendo
arelacdo existente entre a metade da corda e a metade do angulo central, possibilitando assim
observar um tridngulo retadngulo na circunferéncia. Ou seja, um conceito para o seno de um

angulo. Vejamos a ilustragdo.
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Figura 3.9: “Jiva” hindu

O matematico hindu Aryabhata (cerca de 500 d.C.) ja calculava semi-cordas e usava
também o sistema decimal. Em Varahamihira (cerca de 505 d.C.) encontra-se algo seme-
Ihante a identidade trigonométrica fundamental sen’(at) +cos>(o) = 1. Assim, Silva [35]
comenta que toda a Trigonometria que estudamos hoje foi baseada no seno dos hindus.

Posteriormente a contribui¢do hindu para a Trigonometria se encontram as contribui-

coes dos povos drabes e persas.

3.2.2 Arabes e Persas
Arabia

No intuito de preservar todo o conhecimento até entdo disseminado nos escritos de
linguas grega e latina, os drabes deixaram sua parcela de contribui¢do ao desenvolvimento
da matematica. Fizeram isso se valendo dos firmes alicerces da matemadtica hindu, com os
quais tiveram intenso intercambio.

De acordo com a fala de Costa [16], a influéncia drabe comecou com a fundagdo da
Escola de Bagdad, no século IX, tendo o principe da Siria Mohamed-ben-Geber como seu
expoente, conhecido como Al-Battani (cerca de 850 a 929 d.C.), ou Albategnius em latim,
apelidado de o Ptolomeu dos drabes.

Em seus estudos, Al-Battani, a partir das obras do Almagesto e Siddhanta, introduziu
o circulo de raio unitdrio. Demonstrou que a razdo jiva vale para triangulos retangulos.

Observe a ilustracdo na figura abaixo.

jiva

o Q

Figura 3.10: Raio unitdrio de Al-Battani
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Da figura acima, temos que:

BC
2 1

Dentre os drabes também merece destaque o matematico Abti’l Wéfa que em 980 d.C.

B cateto oposto BC (04
]lva:,—:—:>sen( )
hipotenusa 1

elaborou uma sistematizac¢do de provas e teoremas de trigonometria.

Pérsia

Destacamos da Pérsia o astronomo Nasir ed-dén al-Tisi, que a partir de suas pesqui-
sas, em 1250, desvincula a Astronomia da Trigonometria. Logo depois citamos Al-Kashi
(cerca de 1380-1429), um matematico e astronomo de origem persa que obteve, em seu
Tratado da Circunferéncia, uma aproximacao de 27 com 16 casas decimais exatas.

No mais, as producdes matemdticas da época focaram na Algebra e na Aritmética.

Nesse interim, a Escola de Bagdad entrou em declinio, e o centro das atividades in-
telectuais deslocou-se para o sul da Europa, na Peninsula Ibérica. Com isso, os estudos da

Trigonometria também tomam estes rumos.

Figura 3.11: Arabes e Persas
Fonte: https://br.pinterest.com/pin/105412447500642052/

3.3 Sintese Historica Ocidental

Avancamos ao periodo da histéria que compreende a queda do Império Romano do
Ocidente em 4767 até a tomada de Constantinopla (capital do Império Bizantino) em 1453.
Nos séculos XII e XIIT foram fundadas as primeiras universidades. A instrugdo era

3

dada em quatro artes matemaéticas do quadrivium’: aritmética, geometria, musica e astrono-

mia.

Note que as datas a partir de agora correspondem todas a nossa Era Comum, e, portanto, ndo fazemos mais
mencao a Depois de Cristo (d.C.).
3Formagcio mais complexa que a formagdo trivium, que deu origem 2 palavra “trivial”.
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3.3.1 Idade Média

Os astronomos drabes migraram até a Espanha para trabalhar e passaram a difundir
seu saber. Destacamos Ibrahim ibn Yahya al Naqqash, (conhecido nas tradugdes latinas
como Arzachel) que viveu em Cérdoba e produziu um conjunto de tdbuas trigonométricas
em 1050; e ainda citamos Jabir ibn Aflah, que viveu em Sevilha, cujos estudos permeavam
a drea da astronomia.

Na fala de Mol [26], Leonardo de Pisa (cerca de 1170-1250), conhecido como Fibo-
nacci, € considerado o mais importante matemético da Europa Medieval. A obra “Practica
Geometriae”, de sua autoria em 1220, € uma aplicac@o da trigonometria drabe na Agrimen-
sura.

Um documento importante usado na navegagao foram As Tdbuas Afonsinas (uma mo-
dernizacdo das tdbuas trigonométricas), produzidas por estudiosos em 1254, na cidade de
Toledo na Espanha, a partir da tradugdo de textos arabes a mando do rei Alfonso X de Cas-
tela.

No século X1V, Purbach, na Inglaterra, retomou a obra do grego Ptolomeu e calculou
uma nova tdbua de senos. Seu discipulo Regiomontanus (1436-1475) tem destaque com seu
De Triangulis Omnimodus escrito em 1464, e o posterior Tabulae Directionum, que incluia
a funcdo tangente.

Feito este breve relato a respeito dos expoentes e as principais obras da que foram
alicerces da Trigonometria, passamos 2 tltima fase histérica com o perfodo Renascentista®,
e indo até a Idade Moderna.

3.3.2 Modernidade

Ap0s estar imersa em conflitos entre nagdes e problemas sociais tais como fomes e do-
engas5 , de acordo com Mol [26], a Europa vivenciou um redespertar das atividades criativas,
assistindo ao florescimento de diversas dreas, entre as quais a literatura, a arte e a ciéncia.

A invencdo da prensa com o alemao Johannes Gutemberg (1398-1468) propiciou
o cendrio para a difus@o do conhecimento e com isso a atividade matematica desloca-se
repetidamente para diversos paises.

Com o trabalho de Joachim Rhaeticuspela em Leipzig (1551), “Canoni4 Doctrina-
eTtriangulorum” as funcgdes trigonométricas foram definidas como fun¢des do angulo, em
vez de funcdes do arco, e subentendidas como razdes.

Os textos de Rhaeticus (1514-1576) retomou o trabalho sobre as tdbuas de Regiomon-

tanus de 1464, com maior rigor nos cédlculos.

4Renascimento, Renascenga ou Renascentismo sio termos usados para identificar o periodo da histéria da
Europa entre meados do século XIV e o fim do século XVI.
SCitamos a Peste Negra que assolou a Europa, Asia e Africa. Levando 2 morte de cerca de 50 milhdes de

pessoas, 60 % da populacdo europeia na época
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Em 1580, o bacharel em Direito, e francé€s Francois Viete (1540-1603), desenvolveu
estudos com um tratamento analitico para Trigonometria, pois até entdo era essencialmente

geométrica. Foi ele quem aplicou as transformacdes algébricas a Trigonometria.

Figura 3.12: Frangois Viete
Fonte: https://www.britishmuseum.org/collection/object/P_1865-0114-135

O matemdtico dinamarqués Thomas Fincke, no seu livro “Geometria Rotundi”, em

Basel na Suicga, no ano de 1583, publica uma expressdo matematica equivalente as leis da

tg(A+B b
tangente: g(A+B) _ ¢ + . Contudo, de acordo com Costa [16], ja haviam tais resultados
tg(A—B) a—b

nos textos de Viete em “Variorum de rebus mathematicis” .

Um expoente do renascentismo foi o polonés Nicolau Copérnico (1473-1543). Que
em sua obra Sobre as Revolucdes das Esferas Celestes confrontou o modelo ptolomaico
(geocéntrico) e defendeu a ideia de que a Terra gira em torno do Sol (heliocéntrico).

De acordo com Reis [30], no ano de 1595, Bartholomaus Pitiscus (1561-1613) pu-

blica a primeira obra trazendo a palavra Trigonometria em seu titulo.

Figura 3.13: Livro de Pitiscus
Fonte: Wikipédia
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E avangando nos séculos XVI e XVII, citamos John Napier (1550-1617), matemético
escocés que escreveu duas formulas trigonométricas para resolver triangulos esféricos e en-
controu expressoes exponenciais para fungdes trigonométricas. E ainda ano de 1626, Pereira
[29] comenta que Albert Girard (1595-1632) publicou a obra mais antiga com o uso das
abreviag0es sin, tan e sec para seno, tangente e secante.

No contexto britanico, dentre os principais expoentes com publicacdes sobre a Trigo-
nometria destacamos Oughtred, que em 1657, usou simbolos para desenvolver suas aborda-
gens. John Newton (1622-1678) publicou em 1658 o tratado “Trigonometria Britannica”,
o livro mais amplo sobre o tema a época. John Wallis (1616-1703) expressou férmulas
usando equacgdes em vez de proporcoes. Isaac Newton (1642-1727) contribuiu com estudos
sobre cdlculos infinitesimais, expandindo o uso arc sen(x)é.

A partir dos estudos de Newton, o matemadtico alemao Gottfried Leibniz (1646-1716)
contribui no estudo da trigonometria pavimentando o caminho da abordagem para o sen(x)
e 0 cos(x) surgirem como nimeros e ndo como grandezas. Apds isso, Thomas-Fanten de
Lagny (Franga), em 1710, foi o primeiro matematico a evidenciar a periodicidade das fun-
coes trigonométricas. E por fim, Kastner, (1719-1800) em 1759, foi o primeiro matemédtico
a definir as fung¢des trigonométricas de nimeros puros.

Em nossa breve abordagem histérica sobre pensadores e obras que trataram de uma
forma mais rudimentar ou até mais profunda a Trigonometria mencionamos com o suico Le-
onhard Euler (1707-1783), maior matematico do século XVIII, influenciando a matematica
moderna. Com uma vasta obra composta de 560 livros e artigos, podendo chegar até 800

manuscritos publicados apds sua morte.

Figura 3.14: Leonhard Euler
Pintura de 1753 - Kunstmuseum Basel, Suica.
Fonte: [26] (p. 118)

Na obra Introductio in Analysin Infinitorum, de 1748, Euler elabora o tratamento ana-
litico da trigonometria, introduzindo as nota¢des sen(x), cos(x), f(x) para fungdes e relacio-

nou tais fungdes dos angulos com o circulo unitario.

%Arco seno de x, corresponde ao seno inverso de um angulo, representado também por sen | (x).
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Todo o processo histérico da génese, aperfeicoamento e aplicagdes da Trigonometria,
se apresenta subjacente ao processo de desenvolvimento da matemaética e da geometria como
instrumentos para compreensao de atividades sociais de civilizagdes antigas como também
enquanto ciéncia nesta era moderna com seu tratamento analitico.

Portanto, um macro entendimento desse carater histérico da Trigonometria pode nos
dar bases para apontar o rumo para o qual essa relevante drea do conhecimento nos aju-
dard a discutir questdes atuais, tanto no ambito académico nas escolas regulares quanto nas

abordagens e aplicacdes praticas que um conhecimento cientifico proporciona.
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Capitulo 4

Curriculo de Trigonometria nos
Documentos Oficiais

Os documentos legais que norteiam as propostas curriculares para o ensino médio no
Brasil sdo analisados neste capitulo. Nesta perspectiva, comentamos de maneira sucinta a Lei
de Diretrizes e Bases da Educag@o Nacional (LDB) e as Diretrizes Curriculares Nacionais
do Ensino Médio (DCNEM). E em seguida, destacamos com mais €nfase os Parametros
Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM), as Orienta¢des Curriculares para o
Ensino Médio (OCEM) e a Base Nacional Curricular Comum (BNCC).

Visa-se assim caracterizar, no que concerne a area das Ciéncias da Natureza, Mate-
matica e Suas Tecnologias, no que diz respeito aos conteudos da Trigonometria, como estes
marcos reguladores norteiam o ensino da matemadtica e consequentemente 0 ensino e pro-

postas curriculares para Trigonometria.

4.1 Bases Legais

41.1 LDB

O ensino no Brasil teve um marco regulador que traz influéncia as atividades de ensino
nos dias de hoje a partir da implementac@o da Lei n® 9.394/96, aprovada em 1996, chamada
de Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (LDB). A LDB regulamenta os siste-
mas de ensino, dividindo em Educagdo Basica e Educag@o Superior. As disposi¢des para a
Educagao Bésica compde sua subdivisdo em Ensino Infantil, Ensino Fundamental e Ensino
Meédio. E obrigatoriamente dispde que nos curriculos de tais niveis de ensino deve abranger
a seguinte area do conhecimento: Matematica e Suas Tecnologias.

Posteriormente foram sendo implementados decretos, resolucdes, pareceres e diretri-
zes no intuito de tratar de forma mais analitica os conteidos das disciplinas. Por isso, ela-
boramos um panorama geral, tendo em vista compreender como o ensino médio, dentro do

ambito da matemadtica trata a Trigonometria.
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4.1.2 DCNEM

No decorrer do ano de 1998, o Conselho Nacional de Educaciao (CNE), junto com a
Camara de Educacio Bésica (CEB) emitem o Parecer CEB n° 15/98 e a Resolugdo CEB n°
3/98, propondo entdo a instru¢do ao texto das Diretrizes Curriculares Nacionais do Ensino
Médio (DCNEM), documento que fundamenta e orienta até entdo a nova reforma do Ensino
Médio.

Segundo a Resolucdo o DCNEM [9] (p. 1),

[...] se constituem num conjunto de defini¢des doutrindrias sobre principios,
fundamentos e procedimentos a serem observados na organizagdo pedagdgica
e curricular de cada unidade escolar integrante dos diversos sistemas de
ensino, em atendimento ao que se manda a lei, tendo em vista vincular
a educagcdo com o mundo do trabalho e a pratica social, consolidando a
preparacdo para o exercicio da cidadania e propiciando preparacio bésica para

o trabalho.

Com isso, € fomentada uma estrutura¢do para as disciplinas e curriculos, visando um
melhor ensino da teoria ancorado na prética. E ainda, como ponto importante da estruturagdo

proposta no documento, em seu Artigo 10, inciso II, ele estabelece que:

A base nacional comum dos curriculos do ensino médio serd organizada em

areas de conhecimento, a saber:

IT - Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias, objetivando a

constitui¢do de habilidades e competéncias que permitam ao educando:

h) Identificar, representar e utilizar o conhecimento geométrico para o

aperfeicoamento da leitura, da compreensio e da agdo sobre a realidade.

m) Compreender conceitos, procedimentos e estratégias matematicas e
aplicé-las a situacOes diversas no contexto das ciéncias, da tecnologia e das

atividades cotidianas. [9] (p. 4, 5)

Conforme observado na revisdo dos aspectos histéricos da Trigonometria, muitas vezes
esta surgiu e se desenvolveu na esteira dos estudos relacionados a Geometria. Entendendo
isso, 0s DCNEM destacam as alineas h) e m) que permeiam o conhecimento geométrico e as

estratégias matematicas que sdo a base para o tratamento da Trigonometria no ensino médio.
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4.2 PCNEM

4.2.1 Marco Inicial

O documento legal que vem na sequéncia e que instrumentaliza o ensino no Brasil
sdo os Parametros Curriculares Nacionais (PCN). Constituindo um referencial de quali-
dade que, a partir de um conjuntos de proposi¢des visam organizar os curriculos € promover
melhorias em todo sistema educacional do pafs.

Com isso, mais um elemento de reforma € apresentado: os Parametros Curriculares
Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM), focando em orientacdes complementares em
relacdo aos PCN'’s, voltado especificamente para o ensino médio.

Nesse documento, no que diz respeito a Matematica observamos que:

Referenda-se uma visdo do Ensino Médio de carater amplo, de forma que
os aspectos e conteidos tecnoldégicos associados ao aprendizado cientifico e
matemdtico sejam parte essencial da formacdo cidada de sentido universal e

ndo somente de sentido profissionalizante. [6] (p. 4)

Tal documento foi dividido em quatro partes, cada uma delas se preocupando em dis-

correr sobre quatro grandes dreas do conhecimento, a saber:
(I) Bases Legais;
(II) Linguagens, Cddigos e suas Tecnologias;
(ITI) Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias;

(IV) Ciéncias Humanas e suas Tecnologias.

Uma vez que expressamente a matematica estd destacada numa das grandes areas do
conhecimento acima, fazemos nossas observagdes dentro da area das Ciéncias da Natureza,

Matematica e suas Tecnologias. Da qual o referido texto faz a seguinte afirmagao:

A Matemadtica, por sua universalidade de quantificacdo e expressdo, como
linguagem portanto, ocupa uma posi¢do singular. No Ensino Médio,
quando nas ciéncias torna-se essencial uma constru¢do abstrata mais ela-

borada, os instrumentos matemadticos sio especialmente importantes. [6] (p. 9)

A partir desse embasamento, o ensino médio tem um papel importante na amplia-
cdo, aprofundamento e organizacdo do conhecimento matematico. Dentro desta perspectiva,
busca-se destacar o papel que € dado ao estudo da Trigonometria.

Exemplificando a importancia da aprendizagem matemadtica com o desenvolvimento
de habilidades e competéncias (cerne das teorias pds-criticas sobre curriculos), o proprio

texto propde como a Trigonometria deve ser encarada, de maneira que:
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[...] seu estudo esteja ligado as aplicagdes, evitando-se o investimento
excessivo no cdlculo algébrico das identidades e equagdes para enfatizar os
aspectos importantes das fungdes trigonométricas e da andlise de seus gréificos.
Especialmente para o individuo que nfo prosseguird seus estudos nas carreiras
ditas exatas, o que deve ser assegurado sdo as aplicacdes da Trigonometria
na resolugdo de problemas que envolvem medi¢des, em especial o cdlculo
de distancias inacessiveis, ¢ na construcdo de modelos que correspondem a

fendmenos periddicos. [6] (p. 44)

Dentro das observacdes nos documentos legais que norteiam o ensino e propostas cur-
riculares para o ensino médio temos acima a primeira citacao direta aos contetidos de Trigo-
nometria, foco da pesquisa.

Contudo, esta meng¢ao ndo se apresenta através de uma estrutura curricular organizada,

~ 00

e sim por meio de uma “‘sugestdo” ou proposta geral de como abordar de maneira mais
profunda ou mais superficial um dado conteudo da Trigonometria. Mais a frente destacamos

como os livros didéticos e as questdes do ENEM concebem esta proposta.

4.2.2 Comentarios a Proposta do PCN

Procura-se nesta secdo tragar elos entre as sugestdes do PCN de Matemética atrelado
ao curriculo da Trigonometria através de observagdes em questdes de exames e vestibulares
para exemplificar tal relagdo, comentando no final quais contetidos programaticos cldssicos
da Trigonometria foram abordados. No apéndice desta pesquisa fizemos uma aparato de tais
topicos.

Segundo Cunha [17], a importancia da matemaética se da pela sua difusdo nos diver-
sos segmentos da vida cotidiana. Com isso, topicos do curriculo matematico (dentre eles a
Trigonometria) carecem de uma abordagem por parte do professor de modo que privilegie a
ligacao destes contetidos com aplicag¢des para vida prética.

De acordo com Elon L. Lima [24] as aplica¢Oes mais usuais sao as relagdes trigonomé-
tricas no tridngulo retangulo, a lei dos cossenos e a lei dos senos. Para isso, vamos mostrar
alguns exemplos em que cada um destes conteidos de Trigonometria podem ser usados de

maneira pratica.

Exemplo: razdes trigonométricas no tridngulo retangulo

Exemplo 1 (UFJF-MG) Ao aproximar-se de uma ilha, o capitdo de um navio avistou uma
montanha e decidiu medir a sua altura. Ele mediu um dngulo de 30° na dire¢do do seu cume,
como indicado na figura. Depois de navegar mais 2 km em dire¢do a montanha, repetiu o
procedimento, medindo um novo dngulo de 45°. Entdo, usando V3 =1,73, o valor que mais

se aproxima da altura dessa montanha, em quilometros, é:
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a) 2,1 b) 2,2 c) 2,5 d) 2,7 e) 3,0

Para desenvolver a resolugdo de questdes desse tipo € necessdrio o conhecimento das
razdes trigonométricas no triangulo retangulo, sendo elas o seno, o cosseno e a tangente, bem
como se apropriar dos valores numéricos dos dngulos notaveis de 30° e 45° sob os quais sdo

construidos os enunciados.

Exemplo: lei dos cossenos

Exemplo 2 (Editora Bernoulli - Matemdtica: Volume 4) Uma empresa ao construir uma
linha férrea acaba por deparar-se com uma nascente de dgua e seu curso serd alterado
para garantir um custo menor de construcdo, figuras 1 e 2. Sabe-se que o aumento do
custo de construcdo depende da diferenca entre a distdncia efetiva de construcdo (soma
das distdancias dos segmentos AC e BC) e a distancia inicialmente planejada (medida do

segmento AB). O valor encontrado pela construtora nessa diferenca de percurso, em km, é:

a) 5(V3-1) b)) 52-V3) ¢ 10V3-1) d) 102—+3) ) 10(3—3)

O entendimento e uso da Lei dos Cossenos € uma ferramenta para tracar a resolucao
da questdo enunciada acima. Com isso, essa aplicagdo cumpre com a proposta do PCN em

privilegiar cdlculos da Trigonometria que envolvam medidas para situagdes reais.

Exemplo: lei dos senos

Exemplo 3 (Adaptado de [24] (p. 72)) No dia do solsticio de verdo, Erastostenes verificou
que, ao meio-dia, o sol brilhava diretamente dentro de um pogo profundo em Assud e, em
Alexandria, a 5000 estddios ao norte de Assud, alguém mediu o angulo que os raios solares
faziam com a vertical, encontrando 30 do circulo. Com base nestes dados, calcule o raio

da Terra.
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Para construir a resolucao desse tipo de questdo, a ferramenta do contetido da Trigo-
nometria utilizada € a Lei dos Senos. Uma vez que, a partir da proposta do PCN, a Trigo-
nometria subsidie a medi¢ao para os célculos de distancias inacessiveis, temos neste topico

uma importante ferramenta prética da matemaética.

4.2.3 Areas Estruturadas para Trigonometria

O documento legal que vem a seguir é o PCN+ (Ensino Médio): Orientacoes Curri-
culares Complementares aos Parametros Curriculares Nacionais, e nos interessa o que
diz respeito a area das Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias.

Com o intuito de facilitar a apresentacdo dos objetivos educacionais que organizam
o aprendizado nas escolas a drea das Ciéncias da Natureza, Matematica e suas Tecnologias
foi divida de modo a contemplarem trés competéncias a serem perseguidas durante o ensino
médio: a primeira é a representacdo e comunica¢do, em que o foco se dad para a leitura,
interpretacdo e produgdo de textos; a segunda € a investigagcdo e compreensdo, focada na
resolucdo de situacdes-problemas e por dltimo temos a contextualizacdo das ciéncias no
ambito socio-cultural, que foca a andlise critica das ideias de modo a promover o pensar
social.

Busca-se assim sintetizar, nas tabelas a seguir, os contetidos e propostas que de maneira
mais direta permeiam a Trigonometria, separadas por cada uma das trés competéncias acima
citadas. Logo em seguida tecemos alguns comentérios que fazem a ponte entre a proposta
do PCN+ em sua respectiva competéncia e os conteidos de Trigonometria, € assim como no

tépico anterior exemplificamos tal conteudo a partir de uma questao de aplicacdo.

Representacio e Comunicacio

Representaciao e Comunicacio

Na Area Em Matematica

Simbolos, codigos e nomenclaturas de ciéncia e tecnologia

Reconhecer e utilizar . )
Identificar, transformar e traduzir adequadamente
adequadamente, na . o .
i valores e unidades basicas apresentados sob diferentes
forma oral e escrita, o N .
) . formas como decimais em fragdes ou poténcias de dez,
simbolos, cédigos e . . o
litros em metros cubicos, quildmetros em metros,
nomenclatura da . .
angulos em graus e radianos.

linguagem cientifica.

Tabela 4.1: PCN+: Representacdo e Comunicagdo
Fonte: [8] (p. 114)
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Nota-se que na primeira competéncia requerida sobre representacdo e comunica¢do
em matemadtica hd um destaque para o estudo da identificacdo e transformacao entre as uni-
dades de angulos em graus e radianos. E como trazemos no apéndice, destacamos que o
angulo pode ser medido em graus, radiano ou grado. Podemos entdo observar que uma
das representacdes para medir o angulo, a saber o grado, foi deixada de lado na proposta
curricular para o estudo da Trigonometria no ensino médio.

Para o Sistema Internacional de Unidades (SI)!, a grandeza angulo no plano € medida
em radianos, representada por rad. Contudo, em nossas observacdes a respeito de como
amplamente o dngulo é medido, ele se apresenta com a unidade medida em graus. Isto
visto, carece que o professor privilegie o estudo das transformagdes entre angulos em graus
e radianos e vice-versa.

Além do SI, o estudo das fung¢des trigonométricas e a construgdo de graficos de mo-
vimentos periddicos se ddo a partir do uso da medida radiano. Por isso ha de se frisar a
importancia de entender a relacdo entre estas unidades de medidas mais classicas.

Citamos uma ilustragdo da transformacao entre essas unidades a partir dos exemplos

abaixo.

Exemplo: transformacao para graus

Exemplo 4 (Unifor-CE) O dispositivo de seguranca de um cofre tem o formato da figura
abaixo, onde as 12 letras A, B, ..., L estdo igualmente espacadas (o dngulo central entre
duas letras vizinhas é o mesmo) e a posi¢do inicial da seta, quando o cofre se encontra

fechado, é a indicada.

Para abrir o cofre, sdo necessdrias trés operacoes (o segredo), girando o disco menor
(onde a seta estd gravada), de acordo com as seguintes instrugdes, a partir da posi¢do

indicada:

2r

1) 3 no sentido anti-hordrio.
3n

2) > no sentido hordrio.

3n ) : .
3) e no sentido anti-hordrio.

Do francés Systeme international d’unités
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Pode-se, entdo, afirmar corretamente que o cofre serd aberto quando a seta estiver:
a) no ponto médio entre L e A.
b) na posicdo B.
c) na posigdo K.
d) em algum ponto entre J e K.
e) na posicao H

No desenvolvimento da resolu¢do desta modalidade de questdo, € importante compre-
ender as relacdes existentes entre as medidas angulares do radiano e do grau. Portanto, é

mister o docente trabalhar tais conceitos sugeridos pelo PCN+.

Exemplo: transformacao para radianos

Exemplo 5 (Adaptado de [20] (p. 14)) Determinar em radianos as medidas, no sistema

circular, os angulos internos dos poligonos regulares convexos de 3, 4, 5 e 6 lados.

Como ja citado na pesquisa, ha uma intima relagdo entre o estudo da Geometria e
da Trigonometria. Nesse sentido, € fundamental o docente se apropriar das vérias nuances
que a transformacdo entre as unidades de medida de graus para radianos propicia. Sendo
assim, para o cdlculo dos valores dos angulos internos das figuras acima, temos de destacar

os angulos de 30°, 90°, 108° e 120° e fazer as devidas conversdes em radianos.
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Investigacao e Compreensao

Investigacdo e Compreensao

Na Area

|

Em Matemaética

Estratégias para enfrentamento de situagcoes-problema

Identificar em dada situagao
problema as informacgdes ou
varidveis relevantes e
elaborar possiveis estratégias

para resolvé-la.

Identificar as relagdes envolvidas e elaborar
possiveis estratégias para enfrentar uma dada
situacdo-problema; por exemplo, para obter
uma dada distancia, saber optar por medi-l4
diretamente, utilizar uma planta em escala, usar
semelhanca de figuras, fazer uso de propriedades
trigonométricas ou utilizar um sistema de eixos
cartesianos e abordar o problema através

da geometria analitica.

Interacoes, relacoes

e fungoes; invariantes e transformagoes

Identificar fen6menos

naturais ou grandezas em

dado dominio do
conhecimento cientifico,
estabelecer relacoes, identificar
regularidades, invariantes

e transformacoes.

Reconhecer a existéncia de invariantes
ou identidades que impdem as condi¢des a
serem utilizadas para analisar e resolver
situagdes-problema; por exemplo, estabelecer
identidades ou relagdes como aquelas existentes
entre o comprimento da circunferéncia e seu
didmetro, os volumes de um cilindro e de um cone
que tenham a mesma base e a mesma altura,
a relacdo entre catetos e hipotenusa em qualquer
triangulo retangulo; ou ainda a identidade

fundamental da trigonometria.

Medidas, quantificacées, grandezas e escalas

Selecionar e utilizar
instrumentos de medicao e de
célculo, representar dados e
utilizar escalas, fazer
estimativas, elaborar hip6teses

e interpretar resultados.

Identificar e fazer uso de diferentes
formas e instrumentos apropriados
para efetuar medidas ou célculos;
por exemplo, discriminar o melhor
instrumento para medir, comparar ou
calcular comprimentos e distancias,
angulos, volumes ocupados por liquidos,
em dada situagdo especifica.
Usar adequadamente réguas, esquadros,
transferidores, compassos, calculadoras

e outros instrumentos ou aparelhos.

Tabela 4.2: PCN+: Investigacdo e Compreensao
Fonte: [8] (p. 115-117)
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Esta drea da investigacdo e compreensdo tem como destaque identificar e resolver
situacOes-problemas a partir do uso das propriedades trigonométricas. Ela foi subdividida
em trés perspectivas, sejam elas: (a) estratégias para enfrentar resolucdes; (b) interacdes,
relagdes e fungdes, invariantes e transformacdes; (c) e medidas, quantificacdes, grandezas e
escalas.

Nesse intuito, para a divisdo da parte (a), o docente pode cumprir tal proposta do PCN+
ao se trabalhar os questdes de uso pratico do Teorema de Pitdgoras. Também pode-se incluir
os topicos da Trigonometria j4 citados na competéncia anterior (razdes trigonométricas no
triangulo retangulo, lei dos senos e lei dos cossenos).

No que tange a parte (b), o professor de matemética pode relacionar a proposta do
PCN+ com os seguintes conteidos da Trigonometria: comprimento de um arco e relacdo
trigonométrica fundamental (contemplados no apéndice).

E na parte (c), além da trabalhar com os conteddos ja citados sobre medida de an-
gulos, o docente poderia propor um estudo sobre construgdes geométricas, fazendo uso de
equipamentos de medi¢do tais como régua, compasso, transferidor e esquadros.

Dito isto, vejamos alguns exemplos que podem se encaixar nas propostas (a), (b) e (c)

dos PCN+ e assim contemplarem os contetidos da Trigonometria.

Exemplo: teorema de Pitagoras

Exemplo 6 (/23] (v.1, p. 212)) Para vencer um desnivel de 9 m entre dois pisos de um
shopping foi construido um elevador e uma rampa suave para possibilitar o acesso de ca-

deirantes ou pessoas com mobilidade reduzida, como mostra a figura:

B solo nivel 2

elevador

solo nivel 1

50m

O elevador sobe verticalmente 5 m, chegando ao ponto A. De A inicia-se o percurso
sobre a rampa de baixa inclinacdo até se chegar ao ponto B, no outro nivel. Use uma
calculadora para determinar o comprimento aproximado da rampa (por excesso), com erro
inferior a 0,01.

Temos no Teorema de Pitdgoras uma das ferramentas mais cldssicas com a qual o
docente pode utilizar na resolucdo de situacdes-problemas. Esse é o destaque dado pelo
PCN+ nesta divisdo da qual o docente pode fazer vasto uso, e acima pudemos exemplifica-

lo.
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Exemplo: comprimento da circunferéncia

Exemplo 7 (/23] (v.2, p. 12)) Um automével percorre 157m em uma pista circular, descre-

vendo um arco de 72°. Determine a medida do raio da curva. Use m = 3, 14.

Figura 4.1: Exemplo
Fonte: [23] (p. 12)

Elementos sem propor¢do entre si.

Para este tipo de questdo, o professor tem de se apropriar ainda mais da relagdo exis-
tente entre grau e radiano, uma vez que o cdlculo de medidas angulares € uma conseguinte

extensdo para se determinar o comprimento de uma medida curvilinea.

Exemplo: construcao geométrica

Exemplo 8 Usando régua e compasso, construir um tridngulo equildtero com 3 cm de lado.

Em sua parte (c) os PCN+ propéem ao docente o uso de instrumentos de medigao
que visem discriminar comprimentos e distancias. Para tanto o professor pode se valer do
uso de teodolitos (também disponiveis em aplicativos para celulares), de sistemas de gps
e, de acordo com o enunciado do exemplo, através de instrumentos simples como régua e
compasso. Tais abordagens podem enriquecer o estudo da Trigonometria com aplicagdes
mais praticas e manipulacdo de materiais.
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Contextualizacdo Sécio-Cultural

Contextualizacao sécio-cultural

Na Area Em Matematica

Ciéncia e tecnologia na historia

Compreender o desenvolvimento da
tecnologia associada a campos diversos da
Matematica, reconhecendo sua presenca
e implicacdes no mundo cotidiano,
nas relacdes sociais de cada época,

nas transformacdes e na criagao

Compreender o conhecimento de novas necessidades, nas condi¢des de vida.
cientifico e o tecnoldgico como Por exemplo, ao se perceber a origem
resultados de uma construcao do uso dos logaritmos ou das razdes
humana, inseridos em um trigonométricas como resultado do avanco
processo historico e social. tecnologico do periodo das grandes navegacoes

do século 16, pode-se conceber a Matematica
como instrumento para a soluc¢io de problemas
praticos e que se desenvolve para muito
além deles, ganhando a dimensdo de ideias gerais

para novas aplicagdes fora do contexto que

deu origem a elas.

Tabela 4.3: PCN+: Contextualizagdo Sécio-Cultural
Fonte: [8] (p. 117, 118)

Nesta derradeira drea, a saber contextualizagdo socio-cultural, a proposta do PCN+
consiste em observar o uso das razdes trigonométricas a partir de resultados dos avancos tec-
nolégicos. Nesse sentido, a postura do docente, visando atingir os objetivos desta proposta,
pode ser traduzido em se trabalhar os aspectos historicos no processo de desenvolvimento do
pensamento matemético em torno da Trigonometria. Isto pode ser feito através pesquisas ex-
tracurriculares em revistas especializadas, também assistindo a filmes e documentérios que
retratem o surgimento da Trigonometria decorrer da histéria através das grandes navegacdes,
e ainda relacionar aspectos da Astronomia com a Trigonometria.

No capitulo 3 desta pesquisa, discorremos com um breve relato histdrico a respeito
de pensadores que foram expoentes no estudo da Trigonometria. Portanto, ao docente fica a
sugestao de um estudo da biografia destes, evidenciando uma contextualiza¢do na constru¢ao
de dado conhecimento cientifico como um elemento da histdria.

Assim, em seus pressupostos normativos, os PCN+ tratam das diretrizes de como a

Trigonometria pode ser abordada no curriculo escolar, e tecemos comentdrios € exemplifi-
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camos como de modo mais geral estes conteidos podem ser parte das ministracdes de aulas
dos docentes.

4.2.4 Trigonometria nas Areas Estruturantes do PCN+

Os PCN+ propdem uma sistematizacdo para o ensino da matemética, chamado de Te-
mas Estruturadores do Ensino de Matematica, isto se da por meio de trés eixos a serem

desenvolvidos, os quais sao:

I. Algebra: nimeros e fungdes;
II. Geometria e medidas;

III. Anélise de dados.

Tal divisdo visa com que o aluno adquira as competéncias das trés dreas estruturadas
mencionadas anteriormente.

Na perspectiva deste trabalho, o eixo norteador que engloba a Trigonometria é a Al-
gebra: niimeros e fungoes. A partir dele sdo propostas duas unidades temdticas. Sejam
elas: Variacdo de Grandezas e Trigonometria. Com isso, destacamos como o PCN+ trata a
unidade tematica de nossa pesquisa:

Trigonometria: do tridngulo retdngulo; do tridngulo qualquer; da primeira
volta.

e Utilizar e interpretar modelos para resolucao de situa¢des-problema que
envolvam medig¢des, em especial o cdlculo de distancias inacessiveis, e

para construir modelos que correspondem a fendmenos periddicos.

e Compreender o conhecimento cientifico e tecnoldgico como resultado
de uma constru¢do humana em um processo histérico e social, reconhe-
cendo o uso de relagdes trigonométricas em diferentes épocas e contex-
tos sociais. [8] (p. 123)

Observa-se que a énfase sugerida estd no estudo de topicos elementares da Trigono-
metria, tais como tridngulo retangulo e tridngulo qualquer. E posteriormente fica inferido
que o PCN+ sugere tratar apenas da primeira volta no ciclo trigonométrico, ndo abarcando o
estudo das equagdes trigonométricas.

Na secdo anterior abordamos e exemplificamos como o docente pode organizar o cur-
riculo para o preparo de aulas de acordo com as sugestoes do PCN+.

Vejamos como os PCN+ reiteram e propdem o ensino da Trigonometria no ensino
médio:
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[...] o estudo deve se ater as funcdes seno, cosseno e tangente com énfase

ao seu estudo na primeira volta do circulo trigonométrico e a perspectiva

histdrica das aplicacOes das relagdes trigonométricas. [8] (p. 121, 122)

Este importante documento legal para o curriculo faz uma critica ao modelo tecnicista
com o qual o contetido da Trigonometria em muitas situagdes pode ser vivenciado em sala
da aula, caracteristica esta dos modelos tradicionais de curriculo. Assim, o PCN+ ndo sugere
o estudo quando ndo ha aplicabilidade de um contetido, principalmente no que diz respeito
ao estudo das identidades trigonométricas em detrimento de um aprofundamento nos estu-
dos das fungdes trigonométricas e na interpretagdo grafica delas. Ou seja, o papel docente
concerne em ndo “perder tempo” com assuntos demasiados formais, com uso de férmulas e
sim “gastar as energias” com a parte mais aplicdvel da Trigonometria com graficos.

Portanto, o PCN+ sugere ao docente que privilegie um curriculo com énfase das aplica-
coes do seno, cosseno e tangente, deixando de lado suas relagdes trigonométricas derivadas,
bem como sugere enfatizar os estudos da Trigonometria sob uma perspectiva histérica das
aplicagdes dessas relagdes trigonométricas.

4.2.5 Sequéncia nas Séries

Nesta secdo sintetizamos, nas tabelas abaixo, como os PCN+ propdem ser feita a es-

colha da série em que o conteido da Trigonometria € abordado:

12 série 22 série 32 série

1. Funcdes seno, cosseno
e tangente.

1. Trigonometria do Nao hd proposta
triangulo retangulo. | 2. Trigonometria do de contelido.
triangulo qualquer e da

primeira volta.

Tabela 4.4: PCN+: Organizacdo do Trabalho Escolar
Fonte: [8] (p. 128)

O documento ainda sugere, para se obter a finalidade proposta no ensino da Trigono-

metria, a seguinte organizacao de contetdo:
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Exemplo de uma possivel programacio
19 série 24 série 34 série
Matematica
Fungdes e trigonometria do ) . | Ndo hd proposta
N R Trigonometria )
triangulo retangulo de contetidos

Tabela 4.5: PCN+: Possivel Programacao
Fonte: [8] (p. 134)

O que se pode observar, a partir da sugestdo do PCN+, € que o estudo da Trigonometria
estd condensado no primeiro e no segundo ano do ensino médio. Sendo a primeira série
desse nivel de ensino tratando de conteidos introdutérios como a Trigonometria no tridngulo
retangulo e a segunda série abordando as partes mais complexas englobando as funcdes seno,
cosseno e tangente. Ja para o terceiro ano do ensino médio o PCN+ ndo elabora uma proposta
de conteudos.

Este € um aspecto delicado com o qual o docente ndo raro vai se deparar. Como
veremos mais adiante, alguns poucos livros didéticos trazem contetidos de Trigonometria
para serem trabalhados no terceiro ano do ensino médio. Nesse sentido, entendemos que esta
forma de dispor os contetdos pode gerar algum impacto no estudo da Trigonometria. Cabe
portanto ao professor estar a par das necessidades regionais de uma comunidade escolar e a
partir dos objetivos da coletividade discutir o curriculo que melhor se adéqua a realidade local
e assim escolher um livro ou obra de referéncia. Nao seguir uma proposta que € amplamente
adotada pela comunidade escolar pode acarretar em alguma defasagem no aprendizado, visto
que o curriculo, nesse sentido se apresenta mais enxuto. E fundamental o docente também

se ater ao um curriculo que tenha pretensa aplicabilidade as questdes da sua regiao.

43 OCEM

Visando a construcao de uma unidade da organizagdo escolar para o ensino médio, a
Secretaria de Educagdo Bésica (SEB) apresenta um conjunto de orientagdes e reflexdes para
nortear as atividades da escola e do docente.

Assim, em 2006, o Ministério da Educagdo publica as Orienta¢oes Curriculares para
0 Ensino Médio (OCEM). Documento do qual vamos nos ater ao seu volume 2, que trata
das Ciéncias da Natureza, Matemdtica e suas Tecnologias, e com mais acuidade sintetizar o
tratamento dado ao curriculo da Trigonometria nesse importante documento.

“Visando a contribui¢do ao debate sobre as orientacdes curriculares, este documento
trata de trés aspectos: a escolha de conteddos; a forma de trabalhar os conteidos; o projeto
pedagdgico e a organizagdo curricular.” [4] (p. 69)

Sendo assim, discorreremos, no que tange a Trigonometria, sobre os aspectos relacio-

nados aos conteudos, pois os demais aspectos da OCEM nao focam apenas no tépico cerne
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desta pesquisa, mas tem um cardter mais geral de organizacdo e de propostas pedagdgicas

em matematica.

4.3.1 Escolha de Conteudos

O referido documento faz uma inter-jun¢do do estudo da Trigonometria como sendo
uma progressdo no estudo das funcdes, levando a encarar o conteudo das fungdes trigono-

métricas com mais €nfase, uma vez que propoe:

[...] (no) estudo das fung¢des trigonométricas, destaca-se um trabalho com a
trigonometria, o qual deve anteceder a abordagem das funcdes seno, co-seno
e tangente, priorizando as relagcdes métricas no tridngulo retdngulo e as leis do

seno e do co-seno. [4] (p. 73)

Um importante conteddo da Trigonometria que aparece aqui com destaque € o estudo
das leis dos senos e cossenos. Dada sua ampla aplicacdo em questdes mais prdticas e de
cunho tecnolégico as OCEM colocam tais assuntos como prioritdrios. Nos topicos anteriores
J& vimos exemplos que englobam as Lei dos Senos e Lei dos Cossenos, no entanto vamos
destacar, a partir de um outro exemplo, como o estudo da Trigonometria se relaciona como

uma continuidade no desenvolvimento e compreensao do estudo das fungdes. Veja:

Exemplo: funcio seno e cosseno

Exemplo 9 (UERJ/2010) Observe abaixo a ilustracdo de um pistdo e seu esquema no plano.

O pistdo é ligado, por meio da haste BC, a um disco que gira em torno do centro A.

Considere que:

e o raio AB e a haste BC medem, respectivamente, 1 polegada e 4 polegadas;
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e a medida que o disco gira, o pistdo move-se verticalmente para cima ou para baixo,

variando a distancia AC e o dngulo BAC.

Se a medida do dangulo BAC é dada por x radianos, a distdncia entre A e C, em polegadas,

pode ser obtida pela seguinte equagcdo:
(a) y=4-+sen(x)
(b) y=4+cos(x)

)+ /16 — cos2(x)
(d) y=cos(x)+1/16 —sen?(x)

A seguir, no que diz respeito ao estudo das razdes trigonométricas no triangulo retan-

(c) y=sen(x

gulo vemos a seguinte orientacdo da OCEM.:

[...] (nas) razdes trigonométricas seno e co-seno, inicialmente para angulos
com medida entre 0° e 90°, deve-se ressaltar que sdo as propriedades de
semelhanca de tridngulos que dao sentido a essas defini¢des; segue-se, entio,
com a defini¢do das razdes para dngulos de medida entre 90° e 180°. A partir
das defini¢Ges e de propriedades bésicas de tridngulos, devem ser justificados

os valores de seno e co-seno relativos aos angulos de medida 30°, 45° e 60°.
[4] (p. 73)

Nesta por¢ao temos uma nitida sugestdao da OCEM para incluir o estudo das razodes
trigonométricas dos angulos notdveis de 30°, 45° e 60°. Ou seja, estar a par dos valo-
res numéricos correspondentes a cada angulo notdvel, sua respectiva razio trigonométrica
e compreender exatamente qual delas serdo usadas para uma dada resolucdo. Vejamos um

exemplo de como seu uso pode ocorrer:

Exemplo: angulos notaveis

Exemplo 10 (UDESC SC/2011) No dia primeiro de janeiro de 2011, ocorrerd a cerimonia
de posse do(a) novo(a) Presidente(a) da Repuiblica. Um dos atos solenes desta cerimonia é
a subida da rampa do Paldcio do Planalto, sede do governo brasileiro que pode ser vista na

figura abaixo.
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Figura 4.2: Pal4cio do Planalto
Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Palacio_do_Planalto.JPG

Suponha que essa rampa possua uma elevagdo de 15° em relagdo a sua base e uma
altura de 3v/2m. Entdo o(a) novo(a) Chefe de Estado, ao subir toda a rampa presidencial,

percorrerd uma distancia de:
(a) 6vV/3—1m
(b) 8V3+8m
(¢c) 6V/3—2m
(d) 6v/346m

(e) 4/3-2m

Temos ainda uma outra importante abordagem trigonométrica sendo orientada para
o curriculo do ensino médio, seja ela: [...] “leis dos senos e dos co-senos pode ser moti-
vada com questdes relativas a determinagdo das medidas de elementos de um triangulo. [...]
recomenddvel o estudo da razdo trigonométrica tangente pela sua importancia.” [4] (p. 73)

O contetdo aqui em voga sdo as razdes trigonométricas que usam a tangente, a Leis
do Senos e a Lei dos Cossenos. Nos topicos anteriores exemplificamos como o docente pode
abordar o estudo das Leis dos Senos e Cossenos. Assim, podemos citar um exemplo para
o estudo da razdo tangente trigonométrica, tendo em vista sua importancia e aplicagdo em

situacdes cotidianas. Vejamos:

Exemplo: tangente trigonométrica

Exemplo 11 (UNIFOR CE/2011) O Edificio Joelma tornou-se conhecido nacional e inter-
nacionalmente quando, em fevereiro de 1974, um incéndio provocou a morte de 188 pessoas.
Foi inaugurado em 1.971 e continha vinte e cinco andares, sendo dez de garagens. Hoje é

denominado Edificio Praca da Bandeira. Suponha que cada andar tem 2 metros de altura
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e um carro de bombeiro tenha se posicionado em frente ao prédio incendiado. Se a incli-
nagdo mdxima da escada é 30° e o seu tamanho mdximo é 60 m, qual serd o ultimo andar

alcancado pela escada?

(a) 5° andar

(b) 7° andar

(c) 8 andar

(d) 10° andar
Figura 4.3: Tlustracdo do edificil

Fonte: www.rived.mec.gov.br (e) 15° andar

Nota-se a seguir uma sugestdo de dispensa de conteido, bem como uma critica pon-
tual, nos seguintes termos aos conteidos de Trigonometria propostos pelas OCEM: “tépicos
usualmente presentes no estudo da trigonometria podem ser dispensados, como, por exem-
plo, as outras trés razdes trigonométricas, as férmulas para sen(a+ b) e cos(a+b), que tanto
exigem dos alunos para serem memorizadas.” [4] (p. 74)

De acordo com Megid e Fracalanza [25] (p. 40)

[...] o livro diddtico € utilizado como apoio as atividades de ensino-
aprendizagem, seja no magistério em sala de aula, seja em atividades
extra-escolares, visando especialmente a leitura de textos, a realizacdo de
exercicios e de outras atividades ou, ainda, como fonte de imagens para os
estudos escolares, aproveitando fotos, desenhos, mapas e gréaficos existentes

nos livros.

Dito isto, o livro didatico se configura na prética escolar, como um material de con-
sulta e apoio pedagdgico. Assim, tais autores atribuem ao livro didatico uma importancia
considerdvel a pratica pedagogica. Dada a sua relevancia, os documentos legais influenciam
diretamente como e quais os contetidos serdo apresentados nos livros didaticos. Por assim
dizer, estruturam o curriculo que os docentes podem vir a usar em suas aulas, sendo parte
importante do processo de formagao do estudante.

Por isso, entendemos que quando as OCEM sugerem a dispensa do topico de conteudo
de outras razdes trigonométricas, exemplificada pelas operacdes de soma com arcos duplos
de seno e cosseno, isto faz com que os livros didéticos deixem de privilegiar tal assunto, e
ndo raro omitem e sequer apontam que existe o estudo de tal topico da Trigonometria como

veremos mais a frente na analise dos livros didaticos do Guia PNLD 2018 - Matematica.
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E por fim, este documento oficial trds uma proposta de contetidos que tratam das fun-

coes trigonométricas. As sugestdes sdo mencionadas abaixo nos seguintes termos:

[...] seno e o co-seno, definidos como as coordenadas de um ponto que
percorre um arco do circulo de raio unitdrio com medida em radianos. As
fungdes trigonométricas devem ser entendidas como extensdes das razdes
trigonométricas entdo definidas para angulos com medida entre 0° e 180°.
Os alunos devem ter a oportunidade de tragar graficos referentes as fungdes

trigonométricas. [4] (p. 74)

Um destaque neste trecho das OCEM ¢ dado ao estudo dos graficos das funcdes tri-
gonométricas seno e cosseno, sem nada mencionar a respeito das funcdes trigonométricas
inversas e nem do grafico da funcdo tangente. Podemos exemplificar sua abordagem na

questdo a seguir:

Exemplo: grafico de fun¢ao trigonométrica

Exemplo 12 (UNIFOR CE/2011) Uma pessoa inspira e espira a cada 3 segundos. O volume

de ar nos pulmoes de uma pessoa varia entre um niitmero minimo de 2 litros e um mdximo de
. 2
4 litros. A fungdo f(t) =3+ sen (Tt representa o volume de ar, nos pulmoes da pessoa,

em fungdo do tempo t. Qual o grdfico que melhor representa essa fun¢do?

¥
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Em face do que observamos até aqui nas OCEM, notou-se que ha uma ampla orien-

tacdo da qual o docente pode balizar seu organograma de contetidos para esse importante
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assunto da Matematica. Hé bases para a constru¢do de um curriculo que privilegie a forma-
cdo critica do aluno. Assim as OCEM se mostram alinhadas com os conceitos das teorias

criticas e pos-criticas dos curriculos.

44 BNCC

Como derradeiro marco legal para a constru¢ao do curriculo no ensino médio, em
sua ultima versdo publicada no final do ano de 2017, temos a Base Nacional Curricular
Comum (BNCC). Definida nos seguintes termos:

[...] € um documento de cardter normativo que define o conjunto organico e
progressivo de aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvol-
ver ao longo das etapas e modalidades da Educacdo Bdsica, de modo a que
tenham assegurados seus direitos de aprendizagem e desenvolvimento. [3] (p.
07)

Com isso, fazemos um recorte do que € proposto na BNCC no que diz respeito ao
estudo da drea de Matemadtica e suas Tecnologias. De acordo com o documento, o objetivo
¢ ampliar e aprofundar a matemaética estudada no ensino fundamental. Isto € feito conside-
rando pressupostos que garantam competéncias especificas, as quais foram divididas em 5
(cinco) e sdo indicadas através de habilidades a serem desenvolvidas para essa etapa.

No que concerne ao tema da Trigonometria destacamos as competéncias especificas 3,
4 e 5. Estas tratam de maneira mais direta daquilo que o docente pode se valer como base para

constru¢do dos objetivos a serem alcangados com o curriculo no estudo da Trigonometria.

4.4.1 Competéncia Especifica 3

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em seus
campos — Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria,
Probabilidade e Estatistica — para interpretar, construir modelos e
resolver problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade
dos resultados e a adequacio das solucoes propostas, de modo a construir

argumentacao consistente. [3] (p. 527)

Em nossa observacdo, as competéncias especificas a serem perseguidas nesta terceira
divisdo abrangem o estudo da Trigonometria no ensino médio. Como ja visto anteriormente,
os estudos da Trigonometria se apresentam historicamente como um elemento do desenvol-
vimento da Geometria. Também aparecem imbuidas no estudo da Algebra com as funcdes.
Assim, contetddos tais como funcgdes trigonométricas podem subsidiar o trabalho docente
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visando auferir tais competéncias. E ainda, j4 mostramos no tépico anterior, como o en-
tendimento das grandezas e medidas sdo exemplificadas para se converter as unidades de
medida dos angulos.

Dito isto, dentre as dezesseis habilidades presentes nesta competéncia, vejamos o des-
taque que damos a duas habilidades que permeiam a Trigonometria na competéncia especi-

fica 3 mencionada acima:

HABILIDADES

Resolver e elaborar problemas em contextos que envolvem fendmenos

periddicos reais, como ondas sonoras, ciclos menstruais, movimentos ciclicos, entre
outros, € comparar suas representacoes com as fungdes seno e cosseno, no plano

cartesiano, com ou sem apoio de aplicativos de dlgebra e geometria.

Resolver e elaborar problemas em variados contextos, envolvendo tridngulos

nos quais se aplicam as relacdes métricas ou as no¢des de congruéncia e

semelhanca.

Tabela 4.6: Competéncia Especifica 3
Fonte: [3] (p. 527)

Dentro da competéncia especifica 3, delineamos duas habilidades que englobam assun-
tos da Trigonometria. Ambas apontam para a habilidade de resolver e elaborar problemas.
Assim, julgamos que o trabalho do docente pode ser norteado a partir de tais habilidades.

De acordo com a primeira habilidade a ser buscada, o entendimento a respeito do
estudo de movimentos periddicos e ciclicos cabe muito bem ao estudo das fungdes trigono-
métricas circulares, dada a sua relacdo com o ciclo trigonométrico e representagdo através
do grafico cartesiano. E, um exemplo de como o docente pode atingir tal objetivo € através
do uso de softwares livres que tratem da geometria, tal como o Geogebraz. Por ele, o pro-
fessor tem um facilitador na sua maneira de mostrar o comportamento grafico das funcdes
trigonométricas estudadas e discutir assim, de uma maneira mais lidica, as propriedades que
tais fungdes possuem.

Como exemplo, podemos mostrar o comportamento grafico da funcao trigonométrica
seno e como se d4 a translag@o que sua representacdo grafica adquire a medida que se modi-

ficam alguma varidvel da funcdo circular. Vejamos:

Exemplo 13 Com a ajuda do Geogebra, observar o comportamento grdfico das funcoes
f(x) = sen(x), g(x) = sen(x) +2 e h(x) = sen(x) — 2, e em seguida discutir as diversas

translacoes observadas.

Disponivel em: https://www.geogebra.org/download
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Figura 4.4: Transla¢do da Fun¢do Seno

E para a segunda habilidade que esta competéncia busca propiciar ao aluno, o professor
tem como base o estudo dos tridngulos (relacdes métricas, semelhanca e congruéncia), dentre
os quais estdo incluidos conteidos da Trigonometria como o Teorema de Pitdgoras. Veja

abaixo um exemplo que engloba estes topicos.

Exemplo 14 (UNESP SP/2002) A sombra de um prédio, num terreno plano, numa determi-
nada hora do dia, mede 15 m. Nesse mesmo instante, proximo ao prédio, a sombra de um

poste de altura 5 m mede 3 m.

Q ol A altura do prédio, em metros, é:
(a) 25
O ™
" (b) 29
IR
Shate 5 \K‘x FEE (0) 30
D " = \'kx
“‘ - t (d) 45
15 3
(e) 70

4.4.2 Competéncia Especifica 4

Compreender e utilizar, com flexibilidade e fluidez, diferentes registros
de representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, com-
putacional etc.), na busca de solucdo e comunicacio de resultados de
problemas, de modo a favorecer a construcio e o desenvolvimento do

raciocinio matematico. [3] (p. 530)

Um dos grandes pilares pelo qual os documentos legais articulam todo o estudo da
matematica no ensino médio se da pela capacidade que a disciplina tem em organizar ideias

e construir modelos que se traduzam numa melhor compreensio dos fendmenos cotidianos.
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Temos, portanto, mais uma contundente abordagem de como o estudo da Trigonometria deve
ser vivenciado, uma vez que este é parte importante para o uso do raciocinio matemaético.

Com este intuito, dentre as nove habilidades a serem desenvolvidas pelo discente nesta
competéncia especifica 4, destacamos uma habilidade dentre elas a que permeia conteido
de Trigonometria. Observe:

HABILIDADES

Identificar as caracteristicas fundamentais das fun¢des seno e cosseno (periodicidade,

dominio, imagem), por meio da comparagao das representagcdes em ciclos

trigonométricos e em planos cartesianos, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

Tabela 4.7: Competéncia Especifica 4
Fonte: [3] (p. 531)

Como visto acima, a €nfase estd no estudo das fung¢des seno, cosseno a partir da com-
preensdo do ciclo trigonométrico. E citamos mais uma vez que o docente pode fazer o uso
de tecnologia digital com o software Geogebra como ferramenta que vise ilustrar uma repre-
sentacdo grifica de uma funcdo. A seguir exemplificamos a funcdo cosseno e seu periodo.
Vejamos:

Exemplo 15 Fazer um esboco do grdfico de f(x) = cos(x), destacando o seu periodo.

Figura 4.5: Periodo da Funcdo Cosseno

4.4.3 Competéncia Especifica 5

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando recursos e estratégias como ob-
servacao de padroes, experimentacoes e tecnologias digitais, identificando
a necessidade, ou nao, de uma demonstracio cada vez mais formal na

validacao das referidas conjecturas. [3] (p. 532)
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Nesta competéncia especifica 5 entendemos que a Trigonometria também ganha des-
taque, uma vez que esta pode ser estudada empregando recursos de tecnologias digitais
(softwares), como expostas nos exemplos imediatamente anteriores. E visando um aprofun-
damento para ingresso no ensino superior, o docente pode trabalhar topicos da Trigonometria
que privilegiem demonstra¢cdes formais, tais como as relacdes trigonométricas fundamentais
e as relagdes trigonométricas derivadas, como também abordar valida¢des de teoremas no
estudo dos triangulos.

Dentre as doze habilidades a serem buscadas nesta competéncia especifica 5, elenca-
mos uma habilidade que da destaque a Trigonometria. Seja ela:

HABILIDADES

Investigar propriedades de figuras geométricas, questionando suas

conjecturas por meio da busca de contraexemplos, para refutd-las ou

reconhecer a necessidade de sua demonstragdo para validagdo, como

os teoremas relativos aos quadrildteros e triangulos.

Tabela 4.8: Competéncia Especifica 5
Fonte: [3] (p. 533)

A habilidade que confere esta competéncia pode ser exemplificada através de questdes
voltadas a vestibulares que privilegiem o ingresso no ensino superior em areas das ciéncias
exatas. Vejamos um exemplo de como uma demonstra¢do de uma identidade trigonométrica

pode ser trabalhada pelo docente:

Exemplo 16 (UDESC SC/2010) A expressdo

cos(2x) — sen’(x) - cos <777r - x)
< cotg*(x)

cossect(x)

) —2-cos(x) sen (x+3 ) +1
é equivalente a:

(a) cotg®(x)

(b) 1g*(x)

(c) cossec’(x)

(d) 2-tg(x) —sen*(x)

(e) tg*(x)
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Desta feita, se valendo de principios que envolvem adquirir competéncias como racio-
cinio, fazer representacdes, melhorar a comunicagdo e discorrer argumentos, mencionamos
acima como tais pressupostos aparecem na BNCC, destacando-se o viés dado ao estudo da
Trigonometria.

A partir de nossas observacoes, os conteidos de Trigonometria comecam a sofrer um
alteracdo significativa com a nova proposta da BNCC. As propostas dos PCN+ e das OCEM
contemplavam conteudos tais como o radiano, ciclo trigonométrico e equagdes trigonomé-
tricas. Contudo, a BNCC ndo aponta que o docente aborde em suas aulas tais conteudos
mais analiticos que compdem o ciclo trigonométrico. Como foi visto nos exemplos, apenas
os assuntos sobre fungdes trigonométricas e trigonometria no tridngulo retangulo ganham
destaque no curriculo.

As mudangas no ambito educacional tendem a serem conservadoras. E a estruturagao
daquilo que € ensinado pelo docente gradativamente sofre influéncia de vdrias vertentes,
sejam elas sociais, econdmicas, politicas ou pedagégicas. E este tipo de mudanga tende a
aparecer nos livros didaticos. Sendo assim, conteidos de Trigonometria outrora presentes
nos livros de matemaética do ensino médio podem ser futuramente parte de uma galeria de

obras mais especificas e apenas vivenciados no ambito do ensino superior.
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Capitulo 5

Curriculo de Trigonometria no Guia
PNLD 2018 - Matematica

De acordo com Cecilia Cassiano [15] (p. 34),

[...] o livro didatico um elemento prescritivo chave do curriculo, [...] seu uso,
que se concretiza na prética da sala de aula, d-se com sujeitos especificos, em
dadas condig¢des sdcio histdricas e ao lado de outros recursos (a lousa e o giz,
por exemplo), tendo entdo esse uso a poténcia de subverter o prescrito, mas o
faz valendo-se do préprio material, isto €, de uma condicdo objetiva que estd
dada [...]

A autora frisa que o livro didético é uma ferramenta necessdria a estruturacdo do cur-
riculo escolar. Sendo assim, entendemos o livro como um instrumento uniformizador para
a pratica docente, servindo ele de elo entre a ciéncia e a sociedade. Um fator de transver-
salidade que o educador pode ter como auxilio a execu¢do de suas atividades. Assim, o
livro didético € um catalisador sobre o saber a ser estudado e responsdvel pela estruturacao
e organizagdo dos contetdos ao longo dos anos de escolaridade.

No nosso pats, a partir de 1985, coube ao Plano Nacional do Livro Didatico (PNLD)
configurar qualidade as obras. O Ministério da Educacio publica entdo o Guia de Livros
Didéticos para Matematica - PNLD, elencando ali as diversas competéncias e capacidades
que os livros didéticos utilizados nos niveis de ensino basico deveriam propiciar.

O documento divide a matemdtica em quatro partes, sejam elas: (a) nimeros e ope-
racoes; (b) funcdes; (c) geometria; (d) andlise de dados e probabilidade. Conforme vimos
no PCN, a Trigonometria encontra-se concatenada em assuntos relacionados a geometria e
também relacionados com os estudos das fungoes.

Dito isto, chegamos a este capitulo com a tarefa de verificar as propostas para o curri-
culo e ensino da Trigonometria nos livros didaticos que sao disponibilizados no Guia PNLD
2018 - Matematica. Estes contemplam o triénio 2019, 2020 e 2021.
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Em suma, no Guia PNLD 2018 [10] (p. 8):

[...] estdo presentes as resenhas das oito cole¢des de livros didaticos de
Matematica aprovadas para o Ensino Médio. Essas resenhas possuem
estrutura uniforme: contém tanto a descricdo e o sumdrio de cada uma das

obras, como a avaliac@o das principais caracteristicas delas.

A partir da resenha de cada livro diddtico de matemadtica disponibilizados no Guia

PNLD 2018 - Matemadtica fazemos nosso levantamento sobre os contetidos de Trigonometria

que ali sdo abordados. Dando destaque a observagdes com respeito as séries do ensino médio

que o PNLD propde para o estudo da Trigonometria, em que bimestre pode ser trabalhado e

ainda pontuamos o qudo denso os contetdos estdo presentes em tais obras de referéncia.

5.1 Livrol

A obra considerada aqui ¢ MATEMATICA - CONTEXTO E APLICACOES, 3?
edicdo, do autor Luiz Roberto Dante, publicada pela editora Atica em 2016.

Na obra, trabalham-se os contetidos de Trigonometria da seguinte maneira:

1° Ano
Capitulo Unidade 4
g Trigonometria no tridngulo retangulo: semelhanca, teorema de Tales,
relacdes métricas e trigonométricas no triangulo retangulo.
2° Ano
Capitulo Unidade 1
i Trigonometria em tridngulos quaisquer: seno, cosseno, lei dos senos,
lei dos cossenos.
) Conceitos trigonométricos basicos: arcos e angulos, circunferéncia
trigonométrica, arcos congruos.
Funcdes trigonométricas: ideias de seno, cosseno e tangente; redugcao
3 ao 1° quadrante, nogdo geométrica de tangente; fungio seno; fungio
cosseno; senoide.
3% Ano
Capitulo Unidade 4
10 Relagdes e equacgdes trigonométricas: identidades, férmulas de adicao,
do arco duplo e do arco metade, equagdes trigonométricas.

Tabela 5.1: Livro 1: Matemética - Contexto e Aplicacdes
Fonte: [10] (p. 44-46)

51




A partir do sumdrio desta obra, nota-se uma ampla abordagem da Trigonometria. Esta
colecdo contém trés volumes (cada qual para uma respectiva série do ensino médio), eles
estdo divididos em quatro unidades bimestrais, e em todos os bimestres contemplam assuntos
relacionados a Trigonometria.

Observa-se que no primeiro ano do ensino médio (volume 1) a obra de Dante propde
que seja trabalhada na 4° unidade bimestral um capitulo com os conceitos introdutérios da
Trigonometria. Em seguida, de acordo com a obra, nota-se que uma maior gama de con-
teudos referentes a Trigonometria sdo abordados no segundo ano do ensino médio (volume
2). Possuindo um total de trés capitulos, em que a Trigonometria € proposta para o estudo
de toda a primeira unidade bimestral. E por fim, numa das raras ocorréncias, Matemdtica
- Contexto e Aplicacdes, propde um aprofundamento do estudo da Trigonometria ao trazer
no terceiro ano do ensino médio (volume 3), na 4* unidade bimestral, um capitulo sobre
identidades e equagdes trigonométricas.

A abordagem dos contetddos de Trigonometria, de acordo com o Guia PNLD menciona
que: “As fungdes seno e cosseno, por sua vez, sao sistematizadas e apresentadas como mode-
los aproximados de fendmenos periddicos, o que contribui para a atribui¢do de significados
a ambas.” [10] (p. 47)

De acordo com nossa observagdo desta obra, entendemos que ela se destaca no quesito
do estudo da Trigonometria. Fazendo com que o conteido seja abordado durante todo o
ensino médio (trés séries regulares), além de privilegiar, a partir de seu sumadrio, todos os
tépicos que levantamos no apéndice deste texto.

Se atentarmos a proposta das OCEM vemos que Dante vai além e contempla um cur-
riculo de Trigonometria mais extenso. O autor traz em sua obra os contetidos das férmulas
de adi¢ao e do arco duplo e do arco da metade, sendo que as OCEM sugerem que o docente
nao trabalhe tal contetudo [4] (p. 74).

5.2 Livro?2

A obra considerada agora ¢ QUADRANTE - MATEMATICA, 1* edi¢do, dos autores
Diego Prestes e Eduardo Chavant, publicada pela editora SM, em 2016.

Nesta obra os contetidos de Trigonometria sdo assim trabalhados:
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1° Ano
Capitulo Unidade 4

Teorema de Tales — trigonometria: relagdes métricas e trigonométricas

no tridngulo retangulo; seno, cosseno, tangente: definicdes, inter-relacoes,
10 valores, de dngulos notaveis; relacdes trigonométricas
em um triangulo qualquer: Lei dos senos, Lei dos cossenos;
area de um tridngulo; tamanho aparente dos astros; Curva de Koch.
2° Ano
Capitulo Unidade 1

Circunferéncia: medida e comprimento de um arco de circunferéncia;

circunferéncia trigonométrica: arcos congruentes, 1* determinacdo positiva;
seno, cosseno e tangente de um arco trigonométrico; angulos notaveis;
reducdo ao 1° quadrante; fung¢des trigonométricas: seno, cosseno,

dos tipos f(x) =a+b-sen(cx+d) e f(x) =a-+b-cos(cx+d); equagdes
trigonométricas; ondas sonoras.

Tabela 5.2: Livro 2: Quadrante - Matematica
Fonte: [10] (p. 53)

A referida cole¢@o possui trés volumes (um para cada série no ensino médio), ela se
dividem em 4 unidades bimestrais. Sendo que o volume 3 nio apresenta conteddos relacio-
nados a Trigonometria.

E observado nesta obra que o primeiro ano do ensino médio (volume 1) dedica num
unico capitulo ao que consideramos uma vasta abordagem do estudo da Trigonometria em
sua 4* unidade bimestral. E no segundo ano do ensino médio (volume 2), o livro Quadrante
- Matemdtica dedica toda a primeira unidade bimestral para complementagdo do estudo da
Trigonometria.

No guia PNLD, a andlise dessa obra cita que:

Na obra, sdo focalizadas apenas as funcdes trigonométricas seno e cosseno.
Mas, no Manual do Professor, indica-se a possibilidade de exploracdo das
demais fungdes trigonométricas. Tal abordagem permite tratar, de modo ade-
quado, as fung¢des do tipo f(x) =a+b-sen(cx+d) e f(x) =a+b-cos(cx+d)

e do efeito da variacdo dos parametros nos graficos dessas fungdes. [10] (p. 56)

Em nossa anélise desta obra, observa-se que o professor tende a trabalhar a Trigono-
metria nos momentos finais do primeiro ano de ensino médio € nos momentos iniciais no
segundo ano do ensino médio. Ela se alinha com a proposta da OCEM ao contemplar ape-
nas os conteidos de funcdo seno e cosseno no estudo dos graficos. A abordagem ocorre
maneira sucinta, mas contemplando os topicos cldssicos no estudo da Trigonometria quando

comparado ao que é apresentado no apéndice desta pesquisa.

53



5.3 Livro3

Pontuamos a seguir a obra MATEMATICA: CIENCIA E APLICACOES, 9? edico,
dos autores: David Degenszajn, Gelson Iezzi, Nilze de Almeida, Osvaldo Dolce e Roberto
Périgo. Publicada pela editora Saraiva Educagdo, em 2016.

Os conteudos de Trigonometria sdo trabalhados da seguinte maneira:

1° Ano
Capitulo Nao hd divisdo em unidades bimestrais
1 Trigonometria no tridngulo retangulo: razdes trigonométricas, seno,
cosseno e tangente, angulos notdveis.
2° Ano
Capitulo Nao hd divisdo em unidades bimestrais
Circunferéncia: arcos e angulos, medida de comprimento de arco,
1 unidades de medidas de arcos e de angulos, circunferéncia
trigonométrica; simetria.
) Razdes na circunferéncia trigonométrica: seno, cosseno, tangente; relagoes
entre seno, cosseno e tangente, arcos complementares.
3 Trigonometria em tridngulos quaisquer: lei dos senos, lei dos cossenos.
4 Funcdes trigonométricas: arcos congruos, funcdes periddicas, funcdo seno,
funcdo cosseno.

Tabela 5.3: Livro 3: Matematica: Ciéncias e Aplicagdes
Fonte: [10] (p. 61)

Verifica-se que este compéndio possui trés volumes, um para cada série do ensino
médio. Do qual os volumes 1 e 2 abordam contetidos relacionados a Trigonometria e o
volume 3 ndo traz contetdo nesse sentido. Pontuamos que nele ndo ha divisdes em unidades
bimestrais.

Para o primeiro ano do ensino médio (volume 1) € proposto num dos capitulos finais o
estudo da Trigonometria no tridngulo retangulo, bem como todas as proposi¢des mais gerais
e bésicas. J4 no segundo ano do ensino médio (volume 2), os primeiros quatro capitulos
(que podem muito bem compreender uma unidade bimestral) de Matemadtica: Ciéncias e
Aplicagées aborda os demais conteddos que seus autores julgam ser necessdrios ao estudo
da Trigonometria.

A relagdo entre docente e livro diddtico pode dirimir a postura pedagdgica em frente a
um contetdido. Nesta obra nao temos a divisdo por unidades bimestrais, o que sugere autono-
mia por parte do professor em trabalhar de maneira mais livre os contetidos da Trigonome-
tria, visando otimizar o tempo escolar e quem sabe assim maximizar o processo de ensino e

aprendizagem.
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54 Livro4

Consideramos agora a obra MATEMATICA PARA COMPREENDER O MUNDO,
1* edigdo, das autoras Kétia Stocco Smole e Maria Ignez Diniz, publicada pela editora Sa-
raiva Educacdo, em 2016.

Nesta obra, trabalham-se os contetdos de Trigonometria da seguinte maneira:

1° Ano
Capitulo Unidade 4
10 Trigonometria do tridngulo retangulo: teoremas de Pitdgoras e de Tales;
seno, cosseno e tangente.
11 Leis dos senos e dos cossenos.
2° Ano
Capitulo Unidade 1
| Trigonometria: angulos e arcos de circunferéncia, angulo central,
medida de arcos, circulo trigonométrico.
) Funcgdes seno, cosseno e tangente: variacdo, grafico, conjunto
imagem; relagdes trigonométricas.
3 Equacdes e inequacdes trigonométricas; fun¢des trigonométricas:
soma e diferenca de arcos, arco duplo.
3% Ano
Capitulo Unidade 4
1 Funcgdes trigonométricas: historia, circulo trigonométrico, reducao
ao 1° quadrante, arcos complementares e suplementares.

Tabela 5.4: Livro 4: Matematica Para Compreender o Mundo
Fonte: [10] (p. 68, 69)

Nota-se uma relevante abordagem da Trigonometria por parte das autoras desta obra.
Apresenta-se em trés volumes, cada qual dividido em quatro unidades bimestrais. E em todas
as séries do ensino médio hd capitulos abordando contetido da Trigonometria.

Para o primeiro ano (volume 1), a 4* unidade bimestral é condensada com o estudo
dos conceitos basicos e introdutdrios da Trigonometria. Seguindo com o volume 2 (segundo
ano), a primeira unidade € toda consagrada ao estudo da Trigonometria, 0 que complementa
os topicos do ano anterior. E finalizando, temos no terceiro ano (volume 3) uma retomada
de Trigonometria na 4* unidade bimestral, aprofundando a abordagem com o estudo das
identidades e equagdes trigonométricas.

O Guia PNLD 2018 analisa que Matemdtica Para Compreender o Mundo propoe:
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Com base em situa¢des ndo convencionais, utilizam-se tabelas e propriedades
das curvas que representam cada tipo de funcdo, o que enriquece a atribui¢do
de significados a esse conceito matemadtico. Particularmente no caso das fun-
¢coes trigonométricas, destacam-se as representagdes gréficas de inequacgdes,

com apoio no circulo trigonométrico. [10] (p. 71)

Sendo assim, esta obra procura privilegiar as propostas que os PCN+ trazem, no que
tange a estudo da Trigonometria em seus aspectos mais praticos e cotidianos, relacionando-

0s com a compreensao e interpretacdo grafica das fungdes trigonométricas.

5.5 Livro5

Seguimos agora para a obra MATEMATICA: INTERACAO E TECNOLOGIA, 2°
edi¢do, de 2016, do autor Rodrigo Balestri, com publicacio pela editora Leya.
Os contetddos de Trigonometria desta obra s@o a seguir discorridos:

1° Ano

Capitulo Nao hd divisd@o em unidades bimestrais

Trigonometria: Teorema de Tales, Teorema de Pitdgoras, relacdes métricas
no tridngulo retangulo; distancia entre dois pontos no plano; relagdes

8 trigonométricas: seno, cosseno, tangente, identidades, tabela
trigonométricas, angulos notaveis; Lei dos Senos; Lei dos Cossenos —

area de um triangulo.

2° Ano
Capitulo Ndo hd divisdo em unidades bimestrais

Circunferéncia trigonométrica: conceitos basicos, comprimento
1 de arco, medida angular de um arco, seno e cosseno, reducao

ao 1° quadrante, tangente.

Fungdo seno: gréfico, fungdes do tipo f(x) = a+b-sen(cx+d); fungio
2 cosseno: grafico; seno, cosseno e tangente da soma e da diferenca de arcos;

identidades trigonométricas; equagdes trigonométricas.

Tabela 5.5: Livro 5: Matemadtica: Interacdo e Tecnologia
Fonte: [10] (p. 75)

Neste livro, o autor divide sua obra em trés volumes, cada qual para um respectivo ano
do ensino médio. As unidades bimestrais estdo ausentes e o volume concernente ao terceiro
ano do ensino médio (volume 3) ndo possui contetidos relacionados com a Trigonometria.

Assim, no primeiro ano do ensino médio (volume 1), em seu capitulo final, a obra

aborda todos os topicos basicos e também mais cldssicos sobre Trigonometria. Esta pers-
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pectiva sugere que seja na quarta unidade bimestral que o docente trabalhe este capitulo.
E no segundo ano do ensino médio (volume 2), os capitulos iniciais privilegiam o assunto
da Trigonometria, o que lanca a sugestido de vivenciar tais conteddos na primeira unidade
bimestral.

Em nossa andlise consideramos a proposta curricular desta obra satisfatéria no que
tange aos assuntos da Trigonometria, pois cumpre bem aos anseios das propostas dos PCN+
e das OCEM.

5.6 Livro6

Adentramos na obra #CONTATO MATEMATICA, 1* edigdo, de 2016, dos autores
Joamir Souza e Jacqueline Garcia, publicado pela editora FTD.

Os contetidos de Trigonometria aparecem de acordo coma tabela a seguir:

1° Ano

Capitulo Nao hd divisdo em unidades bimestrais

Teorema de Tales; teorema de Pitdgoras; trigonometria no tridangulo retangulo;
9 seno, cosseno e tangente, angulos notaveis, tabela trigonométrica;

lei dos senos, lei dos cossenos, drea de um triangulo.

2° Ano

Capitulo Nao hd divisdo em unidades bimestrais

Trigonometria na circunferéncia: arcos, medidas de arco, circunferéncia
trigonométrica, angulos congruos; redugdo ao primeiro quadrante;

funcdes trigonométricas: seno, cosseno e tangente, transformacoes;

relagdes e equagdes trigonométricas.

Tabela 5.6: Livro 6: #Contato Matematica
Fonte: [10] (p. 82, 83)

Observando-se o sumaério, bem como os topicos apresentados acima, temos aqui uma
das obras mais sucintas do Guia PNLD 2018 - Matemadtica no que diz respeito ao trato
da Trigonometria com a qual o docente vai se deparar em termos de sugestdes em como
subsidiar seu trabalho em sala de aula.

#Contato Matemadtica esta compreendida em trés volumes (um para cada ano do ensino
médio), sem dividir os capitulos em unidades bimestrais. Nota-se que o capitulo final no
livro do primeiro ano (volume 1) aborda os conceitos iniciais da Trigonometria, sugerindo
sua abordagem no quarto bimestre letivo e que no livro do segundo ano (volume 2), em seu
capitulo inicial, o que sugere ser vivenciado no primeiro bimestre letivo, busca-se estruturar
os demais topicos relacionados a Trigonometria. Observa-se que ndo hd uma proposta de
estudo de Trigonometria no volume 3 desta colecao (terceiro ano do ensino médio).

57



5.7 Livro7

Seguimos com a obra MATEMATICA - PAIVA, 3% edigéo, 2016, de Manoel Paiva,
publicado pela editora Moderna. Os contetidos de Trigonometria aparecem na tabela abaixo:

1° Ano

Capitulo Nao hd divisdo em unidades bimestrais

Geometria: notas histéricas; poligono: defini¢do, convexo,
regular; tridngulo: classifica¢do, elementos, angulos, propriedades;
3 segmentos proporcionais; Teorema de Tales; semelhanca de figuras
planas; semelhanca de triangulos; relacdes métricas no

triangulo retangulo.

Circunferéncia e circulo: arcos e cordas; posi¢des relativas:
entre reta e circunferéncia; entre duas circunferéncias.
4 Circunferéncia: angulos, perimetro; drea: unidades, retangulo,
quadrado, paralelogramo, tridngulo, hexdgono regular,
trapézio, losango, circulo, setor e coroa circular.

2° Ano

Capitulo Nao hd divisd@o em unidades bimestrais

Trigonometria no tridngulo retangulo: fatos historicos, razoes
2 trigonométricas, relacdes entre seno, cosseno e tangente,

angulos notaveis.

Circunferéncia trigonométrica: radiano, transformacdes de
unidade, arcos trigonométricos, arcos congruos, relacio com

0S numeros reais; simetrias, seno € cosseno de um arco
trigonométrico, variacdo de sinal do seno e cosseno, reducdo ao
1° quadrante, relagdo fundamental da trigonometria,

equagdes trigonométricas

Tangente de um arco trigonométrico: defini¢do, variagao,
como razdo do seno pelo cosseno, reducdo ao 1° quadrante;
equagdes trigonométricas; secante, cossecante, cotangente:

seno, cosseno e tangente: da soma de arcos, do arco duplo.

Funcgdes trigonométricas: defini¢des, grafico do seno e do
cosseno, periodo; movimentos periddicos: defini¢do, relacao
5 com as fun¢des trigonométricas; movimento circular e

movimento peridédico — resolucdo de triangulos; Lei dos senos e

dos cossenos; area de um triangulo.

Tabela 5.7: Livro 7: Matematica - Paiva
Fonte: [10] (p. 89, 90)
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Nesta obra de Manoel Paiva, no que diz respeito a conteddos de Trigonometria, bem
como nos seus assuntos co-relatos tais como geometria e fungdes, temos uma das maiores
abordagens dos livros que compdem as cole¢des do Guia do PNLD - Matematica 2018.

O compéndio € estruturado em trés volumes, cada qual relacionado com uma série
letiva do ensino médio regular. Volume dos quais em sua terceira parte nao contempla con-
teidos da Trigonometria. E ainda, observa-se que nao hé divisao em unidades bimestrais.

Assim, o primeiro volume, que trata da primeira série do ensino médio dedica dois
capitulos para o estudo da Trigonometria, ambos abordando conceitos inicias da Trigono-
metria, interrelacionando-os com a geometria plana. Ja o volume 2, para o segundo ano do
ensino médio, discorre com quatro capitulos e com isso abrangem a maior gama de contet-
dos da Trigonometria.

Vejamos o comentdrio do Guia PNLD 2018 sobre esta colecao:

[...] a trigonometria é abordada em excesso. Além disso, ao trabalhar-se a
trigonometria no tridngulo retdngulo, as situacdes, mesmo as que envolvem
contextos sociais € matematicos, se reduzem ao cdlculo de distancias e de

comprimento de segmentos desconhecidos, o que nao é pertinente. [10] (p. 92)

Como o préprio documento comenta, hd um excesso de contetidos neste livro. Isto
ndo significa necessariamente que seja algo ruim. Mas vai merecer um cuidado especial
por parte do docente, visto que muitos assuntos podem se apresentar de maneira desconexa
de aplicagcdes mais voltadas as realidades cotidianas do aluno. Em contra partida, permite
ao docente visitar conteidos mais densos e trabalhar uma Trigonometria mais voltada ao
aluno que intente ingressar no curso superior de dreas das ci€ncias exatas como em cursos

de engenharia.

5.8 Livro8

E findamos nossa exposi¢do dos contetidos de Trigonometria nas obras do Guia PNLD
2018 com o livro CONEXOES COM A MATEMATICA, 3% edi¢do, do autor Fabio Martins
de Leonardo, publicado pela editora Moderna em 2016.

Sejam seus contetidos de Trigonometria observados na tabela a seguir:
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1° Ano

Capitulo

Ndo ha divisd@o em unidades bimestrais

11

Razdes trigonométricas: seno, cosseno e tangente; relacio
fundamental da trigonometria; seno, cosseno e tangente

de angulos notaveis; tabela trigonométrica.

2° Ano

Capitulo

Ndo ha divisd@o em unidades bimestrais

Arcos de circunferéncia: comprimento, medida angular, grau
e radiano; ciclo trigonométrico; seno, cosseno e tangente;

relacdo fundamental da trigonometria; equacdes trigonométricas.

Funcdes periddicas; ciclo trigonométrico; funcdo seno;

funcdo cosseno; fungdo tangente; construgdo de graficos.

Trigonometria em um tridngulo qualquer: lei dos senos,
lei dos cossenos; secante, cosseno e cotangente; equagoes

trigonométricas; adi¢do de arcos.

Esta derradeira colec@o analisada possui trés volumes, cada qual destinada para uma

série do ensino médio. Na obra ndo apresenta divisdes em unidades bimestrais. E em seu

Tabela 5.8: Livro 8: Conexdes Com a Matematica
Fonte: [10] (p. 96, 97)

volume 3 ndo contempla assuntos relacionados a Trigonometria.

De acordo com o sumdrio apresentado acima, no primeiro ano letivo do ensino médio
(volume 1) a obra € finalizada com um capitulo sobre o estudo dos conceitos bdsicos e ini-
ciais da Trigonometria. Isto sugere que tais conteudos sejam trabalhados na ultima unidade
bimestral. Ja no segundo volume, concernente ao segundo ano do ensino médio, de acordo
com nossa estruturacdo de topicos no apéndice desta pesquisa, a obra contempla, nos trés
capitulos iniciais, toda gama de contetidos que estdo relacionados com a Trigonometria, o

que sugere que sejam vivenciados no bimestre inicial do ano letivo.

Em linhas gerais, Conexoes Com a Matemdtica propde que:

Desta feita, elencamos como cada obra do Guia PNLD 2018 - Matematica aborda

o curriculo concernente a Trigonometria, bem como também destacamos as séries letivas

O estudo das nocdes e representagdes das funcdes afim, quadrética, exponen-
cial, logaritmicas e trigonométricas, assim como o das sequéncias numéricas e
da matematica financeira, sdo desenvolvidos de modo equilibrado. Em geral,

os conteidos matemdticos sdo articulados entre si, com situacdes praticas e

com outras dreas do conhecimento. [10] (p. 100)
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em que estes topicos sdo propostos para a desenvolvimento do trabalho docente. E ainda
sugerimos como alguns livros organizam a unidade bimestral para um dado assunto.

E tendo em vista todo o levantamento feito neste capitulo e comparando com as suges-
tdes e propostas curriculares contidas nos documentos oficiais citados no capitulo anterior,
julgamos que todas as obras do Guia PNLD 2018 - Matemdtica cumprem de maneira satis-

fatéria com um curriculo basico de Trigonometria.
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Capitulo 6

Trigonometria nas Diretrizes do Novo
ENEM

6.1 Objetivo do ENEM

Conforme relatado pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais
Anisio Teixeira (INEP), no ano de 1998, mais precisamente no dia 20 de agosto, 115.575
participantes estiveram na primeira edi¢do do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM),
criado no intuito de avaliar o desempenho dos estudantes ao final do ensino bésico e direci-
onar politicas de melhorias na Educagdo Basica.

Ap6s 10 anos, acompanhados de uma vasta expansao no que diz respeito a acessibi-
lidade e abrangéncia no territério brasileiro, o ENEM passa a ter relevancia na estrutura do
ensino. “Se tornaria o processo nacional de sele¢do para ingresso na educagdo superior e
certificacdo do ensino médio” [11].

Universidades atrelam a nota do exame como porta de entrada aos seus cursos a partir
da criacdo do Sistema de Selecao Unificada (SISU). Assim o ENEM muda o formato e
induz uma reestruturacdo dos curriculos de ensino médio.

Para cumprir tal objetivo, o MEC/INEP publica a Matriz de Referéncia ENEM. Do-
cumento que contém os Eixos Cognitivos que sao comuns a todas as dreas do conhecimento,

a saber:
I. Dominar linguagens (DL);
II. Compreender fendmenos (CF);
ITI. Enfrentar situagdes-problema (SP);
IV. Construir argumentacao (CA);

V. Elaborar propostas (EP).
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Assim, nesta secao destacamos aquelas dreas de competéncias e habilidades que o novo
ENEM adota a partir de sua Matriz de Referéncia - Matemdtica e Suas Tecnologias que
vao influenciar de alguma maneira o curriculo da Trigonometria. Posteriormente fazemos
uma relacdo entre os conteddos cldssicos e as questdes de Trigonometria que cairam nos
exames do novo ENEM entre 2009 e 2019, buscando refletir sobre quais conteidos estiao
sendo privilegiados e quais conteidos ndo estejam, porventura, sendo contemplados nesta

importante prova nacional.

6.2 Areasde Competéncias e Habilidades

6.2.1 Introducao

A partir das areas de conhecimento acima discriminadas, a Matriz de Referéncia do
ENEM delimita Areas de Competéncia e Habilidades a serem adquiridas pelo estudante ao
término do ensino médio. Aborda-se agora a Matriz de Referéncia de Matemdtica e suas
Tecnologias, que esta dividida em 7 (sete) competéncias de dreas e 30 (trinta) habilidades,
sendo que as habilidades H1, H2, H3, H4 e H5 compdem a competéncia de drea 1; as habi-
lidades seguintes H6, H7, H8 e H9 compdem a competéncia de drea 2; as habilidades H10,
H11, H12, H13 e H14 compdem a competéncia de drea 3; as habilidades H15, H16, H17
e H18 compdem a competéncia de area 4; as habilidades H18, H19, H20, H21, H22 e H23
compdem a competéncia de drea 5; as habilidades H24, H25 e H26 compdem a competéncia
de drea 6; e, as habilidades H27, H28, H29 e H30 compdem a competéncia de drea 7.

No recorte que fazemos dando destaque a Trigonometria, discorre-se em pontuar todas
as sete dreas de competéncia e mensurar algumas habilidades que julgamos relevantes, de
forma direta ou por inferéncia, na contribui¢io da constru¢do do curriculo de Trigonometria.
Devido as fortes relacdes com que se apresentaram, a competéncia de drea 3 e competéncia
de area 4 sdo abordadas em conjunto, pois nota-se que tais competéncias estao atreladas ao
estudo da geometria e da dlgebra. Do mesmo modo, as competéncia de 4drea 5 e competéncia
de 4rea 6, sdo englobadas numa tnica secdo, tendo em vista que ambas tratam da manipula-
cdo e modelagem para um contetido matematico. Fazemos assim, pois julgamos ndo haver
dicotomia na abordagem que o professor pode dar em ambos os casos.

E, visando um melhor esclarecimento, apresentamos alguns exemplos de questdes que
podem ser base para se atingir as competéncias de dreas sugeridas pela Matriz de Referéncia
- Matemdtica e Suas Tecnologias do ENEM.
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6.2.2 Competéncia de Area 1

Construir significados para os niimeros naturais, inteiros, racionais e re-

ais.

H1: Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e representa-

coes dos nimeros e operagdes - naturais, inteiros, racionais ou reais.

H4: Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construgdo de

argumentos sobre afirmacdes quantitativas.

HS: Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimen-

tos numéricos. [12]

Nesta primeira drea de competéncia, o docente pode observar que o ensino da Trigono-
metria vem atrelado a constru¢do de significados para os nimeros, uma vez que, os valores
numéricos das razdes trigonométricas (principalmente o valores mais classicos dos angulos
notdveis) estdo atrelados ao entendimento de nimeros reais e seus subconjuntos.

Por exemplo, ao se calcular o valor do seno do angulo de 90°, temos como resposta

1, que é um nimero natural; e seguindo no ciclo trigonométrico, o seno do angulo de 270°

vale —1, ou seja, € um niimero inteiro; o seno do angulo de 30° é numericamente igual a >

) . , : o 3 .
que ¢ um nimero racional; e ainda o valor do seno de 60° vale - portanto um nimero
irracional. Logo, no estudo da Trigonometria, em seus diversos topicos sobre as razdes
trigonométricas do angulos notdveis e suas aplicagdes, cumprem a proposta de subsidiar o
docente em trabalhar os conjuntos numéricos.
Com isso, as habilidades destacadas de reconhecer contextos e significados de tais
nimeros, bem como a habilidade de avaliar os resultados e propor intervencdes sdo caminhos

inerentes no estudo de importantes tépicos da Trigonometria.

6.2.3 Competéncia de Area 2

Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e a represen-
tacao da realidade e agir sobre ela.

H6: Interpretar a localizagdo e a movimentacdo de pessoas/objetos no es-

paco tridimensional e sua representagdo no espacgo bidimensional.
H?7: Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

H8: Resolver situacido-problema que envolva conhecimentos geométricos

de espaco e forma.

H9: Utilizar conhecimentos geométricos de espago e forma na selecdo de

argumentos propostos como solucdo de problemas do cotidiano. [12]
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Tem-se na competéncia de drea 2, uma proposta para que o estudo da Trigonometria
ocorra engendrado ao ensino da Geometria. Como sugestdo para trabalhar esta relagcdo, o do-
cente pode abordar a construcdo da representacdo gréfica cartesiana presente nas fungdes tri-
gonométricas - ilustramos nos exemplos 13 e 15 do capitulo 4 algumas dessas representacdes
-, nestas representacdes graficas podem ser também observadas os fendmenos ondulatérios e
de expressoes relacionadas a movimentos de natureza harmonica mais simples, uma vez que
as habilidades de interpretacdo e representacio sao amplamente estudadas na abordagem do
ciclo trigonométrico.

E ainda como exemplo, o docente pode se valer do uso das figuras geométricas planas
regulares, tais como tridngulo equildtero e quadrado, na inten¢do de demonstrar os valores
das razdes trigonométricas para os angulos notdveis como se exemplifica no apéndice deste
texto.

De acordo com a Matriz de Referéncia - Matemadtica e Suas Tecnologias do ENEM, o
uso do conhecimento trigonométrico deve ser uma ferramenta do trabalho docente que serve
como ponte entre a compreensao da realidade e as abstragdes com a qual o pensamento
matematico exigem. Nesse sentido deve ser algo que o docente provoque em seus alunos,
modelando o conhecimento e propiciando aprendizado.

Vejamos um exemplo simples em que essa relacao pode aparecer:

Exemplo 17 (UNIFOR CE/2000) Na figura abaixo tem-se um observador O, que vé o topo
de um prédio sob um dngulo de 45°. A partir desse ponto, afastando-se do prédio 8 metros,

ele atinge o ponto A, de onde passa a ver o topo do mesmo prédio sob um angulo 0 tal que

7
cotg(0) = c

O Of -,
O O

N A

A altura do prédio, em metros, é:
(a) 30v/3
(b) 48
(c) 20v/3
(d) 24

(e) 10V/3
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6.2.4 Competéncia de Area 3 e Competéncia de Area 4

Competéncia de area 3: Construir no¢des de grandezas e medidas para a

compreensdo da realidade e a solug¢do de problemas do cotidiano.

H10: Identificar relagdes entre grandezas e unidades de medida.

H14: Avaliar proposta de interven¢do na realidade utilizando conhecimen-

tos geométricos relacionados a grandezas e medidas. [12]

Nota-se aqui que os conceitos de medida de angulo devem ser observados pelo docente
nesta competéncia de area 3. Pois, as transformagdes entre as unidades de medida de angulos
(de graus para radianos, e vice-versa) podem estar inclusas no trabalho do professor com o
objetivo de mediar a compreens@o do aluno a respeito de realidades cotidianas, bem como
solucionar problemas. Esse tipo de proposta ja foi referendada e exemplificada em nossa
abordagem sobre o PCN+ no capitulo 4, quando comentamos sobre as dreas estruturadas

para Trigonometria na secao sobre representacao e comunicacgao.

Competéncia de area 4: Construir nocdes de variacio de grandezas para a

compreensdo da realidade e a solug¢do de problemas do cotidiano.

H15: Identificar a relacdo de dependéncia entre grandezas. [12]

Tem-se nessa competéncia de drea 4 algo semelhante ao que foi comentado no item
anterior, mais precisamente no que diz respeito a manipulacdo das transformacdes trigono-
métricas. Contudo, a nocao a ser destacada pelo docente em sua abordagem tem a ver com
o tratamento dado a no¢do de variagdo entre as grandezas, enquanto que a outra perspectiva
comentada era construir o entendimento da grandeza em si. Estas transformacdes englobam
identificar as variacOes de grandezas e entender a relacdo de dependéncia que as fungdes
trigonométricas possuem.

Assim, as habilidades de se identificar tais grandezas e avaliar sua aplicabilidade para
intervir em realidades concretas sao objetivos de se ter no curriculo os estudos da Trigono-

metria.
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6.2.5 Competéncia de Area 5 e Competéncia de Area 6

Competéncia de area 5: Modelar e resolver problemas que envolvem varia-
veis socioecondmicas ou técnico-cientificas, usando representagdes algébri-

cas.

H20: Interpretar grafico cartesiano que represente relacdes entre grandezas.

H22: Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a

construcao de argumentagdo. [12]

Para esta competéncia de drea 5, o destaque que a matriz de referéncia propde € para
que o docente construa, a partir de situagcdes cotidianas, habilidades de modelagem matema-
tica. Ou seja, traduzir em forma de representacdes e simbolos algébricos e também através
de construcdes graficas, questdes das situacdes cientificas e sociais. Dada a relacdo exis-
tente entre o plano cartesiano e a circunferéncia, que dao origem ao ciclo trigonométrico,
pontuamos a importancia de ser trabalhado pelo professor esta competéncia no que tange as
representacdes algébricas através do estudo das diversas fungdes circulares (seno, cosseno e

tangente), algumas delas exemplificadas no capitulo 4 desta pesquisa.

Competéncia de area 6: Interpretar informagdes de natureza cientifica e so-
cial obtidas da leitura de graficos e tabelas, realizando previsdo de tendéncia,

extrapolagdo, interpolacdo e interpretacao.

H24: Utilizar informacdes expressas em graficos ou tabelas para fazer infe-

réncias.

H26: Analisar informagdes expressas em graficos ou tabelas como recurso
para a construcio de argumentos. [12]

Aborda-se nesta competéncia de area 6 algo muito proximo ao que ja foi mencionado
no item antecedente, pois também visa auferir uma andlise interpretativa de graficos cons-
truidos a partir de plano cartesiano. Com isso, a habilidade de analisar as informacdes no
estudo dos graficos de fungdes trigonométricas pode ser destacada no trato docente com o
conteudo.

Vejamos um exemplo em que o professor pode usar a modelagem em sua resolugao:

Exemplo 18 (FJP-MG-2.010) Observe a seguinte figura que lembra um dos mais bonitos

cartoes postais de Belo Horizonte.
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«——15,70 m —

Parece que o arquiteto Oscar Niemeyer se inspirou no arco de uma senoide para fazer
a fachada da Igreja da Pampulha. Se assim foi, das funcdes a seguir, a que mais se aproxima

da funcdo que o inspirou é:
(a) f(x)=12-sen(5x)

(b) f(x)=12sen (f)

(c) f(x)=12-sen <15’;0x>

15,7()x>
12

(d) f(x)= 12-sen(

6.2.6 Competéncia de Area 7

Compreender o carater aleatério e nao-deterministico dos fenomenos
naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados para medidas, de-
terminacao de amostras e calculos de probabilidade para interpretar in-
formacdes de variaveis apresentadas em uma distribuicao estatistica.

H30: Avaliar propostas de interven¢ao na realidade utilizando conhecimen-
tos de estatistica e probabilidade. [12]

Nesta derradeira competéncia, temos a Unica area que, de acordo com a explanagao
da Matriz de Referéncia - Matemdtica e Suas Tecnologias do ENEM, ndo propde para o
docente uma abordagem ou relacdo com algum conteudo especifico da Trigonometria. Esta

area preconiza a Andlise Combinatdria e Probabilidades.

6.3 'Trigonometria nas Questoes do Novo ENEM

Com o objetivo de apontar para o docente a relevancia do curriculo de Trigonometria
no novo ENEM e quais os contetddos dela que estdo sendo abordados nas questdes do exame
em seu formato atual entre 2009 e 2019, fazemos aqui uma anélise de tais quesitos. Apresen-

tamos seus enunciados, destacamos uma solucao para tal item e fazemos uma classificacdo

68



(facil, média ou dificil) quanto ao nivel de complexidade da questdo, usando como critério a
quantidade de contetidos abordados para se chegar na resposta.

6.3.1 Questoes

1. (ENEM - 2009) Uma empresa precisa comprar uma tampa para o seu reservatorio, que

tem a forma de um tronco de cone circular reto, conforme mostrado na figura.

Considere que a base do reservatdrio tenha raio r = 2v/3m e que sua lateral faga um
angulo de 60° com o solo. Se a altura do reservatdrio € 12 m, a tampa a ser comprada

devera cobrir uma area de:

(a) 12m? (d) 3007 m?
(b) 1087 m?> (e) (24w +2v3)2nm?
() (12 +2v3)*nm?

Uma solucao:

(1) Vamos idealizar uma divisao deste reservatorio da seguinte maneira:

e Dividimos a base em duas, cada parte medindo 2\/5 m;
e Sobra entdo duas partes na circunferéncia de cima, que chamaremos de x

cada uma;

(i) Ligando a extremidade da circunferéncia de cima com a extremidade da base,

formamos um triangulo retangulo, de altura 12 m (cateto adjacente);

(iii) Se o angulo de 60° estd em relagdo ao solo, temos que o Angulo oposto ao cateto
x € 30°

(iv) Calculamos entéo:

X \/§ X
(30 = = = V2 X 43
B0 = 5= F =5 o=

(v) Temos que o raio da circunferéncia € dado por:

r=2V3+4vV3=r=6V3m;
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(vi) Assim, a drea da circunferéncia é expressa por:
A=nr*=>A=nx- (6\/5)2 = r= 1087 m?. Logo a alternativa assinalada é a B.

Comentario:

Na presente resolugdo, o destaque que o docente vai dar a Trigonometria estd no t6-
pico das razdes trigonométricas e também no topico de angulos notdveis, atrelados
ao estudo da geometria euclidiana plana no cédlculo das dreas. Como sdo usados dois

topicos da Trigonometria neste item, classificamo-lo como nivel médio.

. (ENEM - 2009) Considere um ponto P em uma circunferéncia de raio r no plano
cartesiano. Seja Q a projecdo ortogonal de P sobre o eixo x, como mostra a figura, €
suponha que o ponto P percorra, no sentido anti-horario, uma distancia d < r sobre a

circunferéncia.

Entdo, o ponto Q percorrerd, no eixo x, uma distancia dada por:

(a) r-(l—sen%) (c) r-(l—tg%)
(d) r-sen%
(b) r~<l—cos§> (e) r-cosg

Uma solucao:

(1) O angulo, em radianos, € definido como a razdo entre a medida do comprimento

do arco e o raio da circunferéncia;

(i) Se o ponto P percorre uma distancia d < r, o angulo serd menor que 1 radiano,

portanto menor que 60°, menor que a quarta parte da volta;

(iii) Marcando qualquer ponto na circunferéncia abaixo da posi¢ao inicial de P, antes
de completar a quarta parte da volta, tem-se que a sua projecao no eixo x € igual

a diferenca do raio com o produto do raio pelo cosseno do angulo central;
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) ) d
(iv) Este angulo tem seu valor expresso em radianos por o = —;
r

(v) No triangulo retangulo entdo formado, temos que:

—-D
cos(a) = - =r-cos(a)=r—D=D=r—r-cos(a)=D=r-(1—cos(a))
r

. - d Coa ) ) .
(vi) Substituindo ox = — em (iii) a distancia percorrida pelo ponto P no eixo x é de

d d )
r—r-cos (—) our <1 —CoSs —). Assim, marca-se a letra B.
r r

Comentario:

Nesta resolu¢do, o docente pode identificar os topicos de comprimento do arco, trans-
formacdo entre as unidades de medida graus e radianos, as razdes trigonométricas no
triangulo retangulo. Devido a complexidade em concatenar todos estes assuntos da

Trigonometria classificamos esta questao como dificil.

. (ENEM - 2010) Um satélite de telecomunicagdes, ¢ minutos apds ter atingido sua 6r-
bita, estd a r quilometros de distancia do centro da Terra. Quando r assume seus valores
maximo e minimo, diz-se que o satélite atingiu o apogeu e o perigeu, respectivamente.

Suponha que, para esse satélite, o valor de r em funcdo de ¢ seja dado por:

5.865

) =
=170 15 % c0s(0,06 1)

Um cientista monitora o movimento desse satélite para controlar o seu afastamento do
centro da Terra. Para isso, ele precisa calcular a soma dos valores de r, no apogeu e no

perigeu, representada por S.

O cientista deveria concluir que, periodicamente, S atinge o valor de:

(a) 12.765km. (c) 11.730km. (e) 5.865km.
(b) 12.000km. (d) 10.965km.
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Um solucgao:

(i) Note que o valor do cosseno pertence ao intervalo —1 < cos(0,06-¢) < 1;

(i1) O valor maximo ou apogeu € para o menor valor possivel do cosseno, ou seja,

5.865 5.865
para cos(0,06-¢) = —1, logo teremos: r(t) = 17015 (1) =085 6.900;

(ii1)) O valor minimo ou perigeu é para o maior valor possivel do cosseno, ou seja,

para cos(0,06-¢) = 1, logo teremos: r(t) = 1+3'81655 0 = 51'88655 = 5.100;

(iv) Logo, o valor da soma S € dado por: 6.900+5.100 = 12.000 km. Assim, marca-
se a letra B.

Comentario:

Na resolugdo desta questdo o professor vai abordar um conceito importante da funcao
trigonométrica que € o intervalo da imagem da funcdo cosseno compreendida no in-
tervalo [—1,1]. Como € usado apenas um tépico da Trigonometria classificamos esse

quesito como uma questao facil.

4. (ENEM - 2010) Um baldo atmosférico, lancado em Bauru (343 quilémetros a Noroeste
de Sao Paulo), na noite do ultimo domingo, caiu nesta segunda-feira em Cuiab4d Pau-
lista, na regido de Presidente Prudente, assustando agricultores da regido. O artefato
faz parte do programa Projeto Hibiscus, desenvolvido por Brasil, Franca, Argentina,
Inglaterra e Itélia, para a medi¢do do comportamento da camada de ozo6nio, e sua des-
cida se deu ap6s o cumprimento do tempo previsto de medicao.

Na data do acontecido, duas pessoas avistaram o baldo. Uma estava a 1,8 km da po-
sicdo vertical do baldo e o avistou sob um adngulo de 60°; a outra estava a 5,5km da
posicao vertical do baldo, alinhada com a primeira, € no mesmo sentido, conforme se

vé na figura, e o avistou sob um angulo de 30°.
contrava o balao?

(a) 1,8km
(b) 1,9km
(©) 3,1km
d) 3,7km

Qual a altura aproximada em que se en- (e) 5,5km

Um solucao:
(1) Seja x a altura do solo até o baldo;
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(ii) Pelo ponto A, temos a seguinte razdo trigonométrica: tg(60°) = 118;
(iii) Como tg(60°) = /3 e V322 1,7, temos que: x=1,8-v/3=1,8-1,7 = 3,06;

(iv) Logo, aproximadamente, a altura € a 3, 1 km. Assim, marca-se a letra C.

Comentario:

Nesta resolucdo o docente vai explorar o uso das razdes trigonométricas no tridngulo
retangulo, no caso a razdo tangente. E ainda, o docente vai explicitar a importancia de
dominar os dngulos notdveis e seus valores numéricos. Entao, por abordar dois topicos

da Trigonometria classificamos esta questdo como de nivel médio.

. (ENEM - 2011) Para determinar a distancia de um barco até a praia, um navegante
utilizou o seguinte procedimento: a partir de um ponto A, mediu o angulo visual o
fazendo mira em um ponto fixo P da praia. Mantendo o barco no mesmo sentido, ele
seguiu até um ponto B de modo que fosse possivel ver o mesmo ponto P da praia, no

entanto sob um angulo visual 2a. A figura ilustra essa situagao:

Suponha que o navegante tenha medido o 4ngulo o = 30° e, ao chegar ao ponto B,
verificou que o barco havia percorrido a distancia AB = 2.000m. Com base nesses

dados e mantendo a mesma trajetdria, a menor distancia do barco até o ponto fixo P

sera:
(a) 1.0007m. © 50003 (d) 2.000m.
(b) 1.000v/3m. 3 (©) 2.000v/3m.

Uma solucao:
(i) De acordo com a figura, tracamos uma perpendicular a AB, passando por P, de-
terminando assim x;

(ii) Como o = 30°, logo 2- ot = 2-30° = 60°. Logo o angulo ABP = 120°, pois é

suplementar;

(ii1) Com isso, pela soma dos angulos internos do triangulo o angulo APB = 30°, o

que caracteriza o tridangulo ABP como isésceles de base AP, logo BP = 2.000m;
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P (praia)

Trajetoria do barco

A 2000 m B D

Figura 6.1: Fonte: https://brainly.com.br/tarefa/10918460

(iv) No triangulo BPD, temos:
N NG
sen(60°) = BP = 5 = 5000 = x = 2.000- - portanto, x = 1.000v/3m.
Marca-se a letra B.

Comentario:

Na resolucdo deste item, o docente pode observar que os conteddos de Trigonometria
aqui abordados foram as razdes trigonométricas no tridngulo e os angulos notaveis.
Classificamos tal questao como sendo de nivel médio, pois € usado dois assuntos im-

portantes do curriculo de Trigonometria.

. (ENEM - 2013) As torres Puerta de Europa sao duas torres inclinadas uma contra a
outra, construidas numa avenida de Madri, na Espanha. A inclinagdo das torres € de
15° com a vertical e elas tém, cada uma, uma altura de 114m (a altura é indicada na
figura como o segmento AB). Estas torres sio um bom exemplo de um prisma obliquo

de base quadrada e uma delas pode ser observada na imagem.

Utilizando 0,26 como valor aproximado para a tangente de 15° e duas casas deci-
mais nas operacgoes, descobre-se que a drea da base desse prédio ocupa na avenida um

espago:
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(a) menor que 100 m?. (d) entre 500 m?* e 700m>.
(b) entre 100 m2 e 300 mz. (e) maior que 700 m2
(c) entre 300 m* e 500m>.

Uma solucao:

(i) Como a base do prédio € um quadrado de lado x, logo sua drea é dada por A = x%;

(ii) Notamos que, para o célculo de x, o dngulo de 15° feito pelo lado AB e a aresta
obliqua do prisma tem como cateto oposto um dos lados do quadrado da base
(x) e como cateto adjacente o lado AB, se for considerado o tridngulo retangulo

ABC, sendo C o vértice da base inferior que se encontra na mesma face de A;

(i11) Sendo a tangente do angulo a razdo entre o cateto oposto e o adjacente desse

angulo, tem-se que: tg(15°) = lxﬂ = x=0,26-114 = x = 29,64m;

(iv) Assim, a drea é expressa por: A = (29, 64)2 = A = 878,5296m>. Logo, a 4rea é

maior que 700 m?. Marca-se ento a letra E.

Comentario:

Na resolucdo desta questdo o professor de matemdtica vai se deparar com o conteido
das razdes trigonométricas no tridngulo retangulo, além de ferramentas de geometria
plana. Um exemplo claro de que no estudo da Trigonometria o docente pode muito
bem atreld-lo com a geometria. Como abordou apenas um topico da Trigonometria,

classificamos essa questdo como sendo de nivel fcil.

. (ENEM - 2015) Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), pro-
dutos sazonais sdo aqueles que apresentam ciclos bem definidos de produgdo, consumo
e preco. Resumidamente, existem épocas do ano em que a sua disponibilidade nos
mercados varejistas ora € escassa, com precos elevados, ora é abundante, com precos

mais baixos, o que ocorre no més de produ¢ao maxima da safra.

A partir de uma série histdrica, observou-se que o preco P, em reais, do quilograma de

um certo produto sazonal pode ser descrito pela func¢ao:

P(x) =8+5-cos <71'x6—7r>

Onde x representa 0 més do ano, sendo x = 1 associado ao més de janeiro, x = 2 ao

més de fevereiro, e assim sucessivamente, at€é x = 12 associado ao més de dezembro.

Na safra, o més de producao méxima desse produto é:
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(a) janeiro. (b) abril. (c) junho. (d) julho. (e) outubro.

Uma solucao:

(1) A produgdao méaxima ocorre quando o preco € mais baixo;

(i) Além disso, sabemos que o cosseno de um angulo varia dentro do intervalo

(ii1)) Note que o argumento (angulo) é dado em radianos, entdo o preco minimo pos-

sivel se dd para o menor valor do cosseno, pois € a varidvel da expressao;

(iv) Observando a varidvel na expressao temos:

nx—T - ~ .
Cos G = —1. Como cos(7) = —1, entdo resolvemos a equagao trigono-
métrica;

(v) Igualando as expressdes temos:

cos(nx;n> =COoSTT = nx;n:ﬁég(x—l):ﬂzwc—l:6:>x:7;

(vi) Logo, x =7 equivale ao més de julho. Marca-se entdo a letra D.

Comentario:

Nesta resolucio o docente vai se deparar com os tépicos de fungdes trigonométricas,
interpretando em qual intervalo ocorre a imagem da funcdo dada, também é traba-
lhado o conceito de mudanga de grandezas de graus para radianos e ainda o tpico
de equacdes trigonométricas estd presente. Como abordaram trés topicos extensos da
Trigonometria, classificamos tal quesito como dificil.

. (ENEM - 2015) No jogo mostrado na figura, uma bolinha descola-se somente de duas
formas: ao longo de linhas retas ou por arcos de circunferéncias centradas no ponto O
e raios variando de 1 a 8.

Durante o jogo, a bolinha que estiver no ponto P devera realizar a seguinte sequéncia
de movimentos: 2 unidades no mesmo sentido utilizado para ir do ponto O até o ponto

A e, no sentido anti-horario, um arco de circunferéncia cujo dngulo central é 120°.
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Ap0s a sequéncia de movimentos descrita, a bolinha estard no ponto:

(a) B (b) D (c) E (d) F (e) G

Uma solucao:

(1) Comegamos no ponto P, andando duas unidades para fora do circulo (de 4 para
6);
(i) Em seguida percorre-se 4 arcos de 30° para que forme 120°, pois é como a cir-

cunferéncia esta divida;

(ii1)) Assim, o movimento vai parar no ponto F. Logo a alternativa marcada é a D.

Comentario:

De acordo com essa resolucao, o professor pode observar que se trabalhou os conceitos
inicias da Trigonometria, tais como sentido do angulo. Por ter apenas um tépico da

Trigonometria, classificamos essa questdo como fécil.

. (ENEM - 2015) Um técnico precisa consertar o termostato do aparelho de ar-condicionado
de um escritorio, que esta desregulado. A temperatura T, em graus Celsius, no escrito-

rio, varia de acordo com a fungédo:

T(h)=A+B-sen (%-(h—lz)) ,

sendo & o tempo, medido em horas, a partir da meia-noite (0 < h <24) e A e B os
parametros que o técnico precisa regular. Os funciondrios do escritério pediram que a
temperatura maxima fosse 26°C, a minima 18°C, e que durante a tarde a temperatura

fosse menor do que durante a manha.

Quais devem ser os valores de A e de B para que o pedido dos funciondrios seja
atendido?
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() A=18eB=38 (c) A=2eB=4 () A=26eB=38
(b) A=22eB=—4 (d) A=26eB=—8

Uma solucao:
(1) Para que tenhamos a temperatura mixima, temos que o seno deve seriguala 1 e
para minima, seno igual a —1;
T
(ii) Para temperatura méaxima, temos que: sen (E (h— 12)) =1,e T(h)=26.
T
Logo, T(h) =A+B-sen (E (h— 12)) =26=A+B;
T
(iii) E, para temperatura minima, temos que: sen <E ~(h— 12)> =—leT(h)=18.
T
Logo, T(h) =A+ B-sen (E (h— 12)) = 18=A—-B;

(iv) Resolvendo o sistema, temos:

{A+B:26 =S 2A=44=A=22eB=4;

A—B=18

(v) Assim, com B = 4, terifamos o periodo da tarde sendo mais quente. Como que-
remos o periodo da manha sendo mais quente, entdo B = —4. Marca-se entdo a
letra B.

Comentario:

De acordo com a resolucdo apresentada, podemos pontuar que o docente se depararé
com o tépico das equagdes trigonométricas, atrelada ao estudo da dlgebra na resolu-
cdo de sistemas de equacdes. Como temos dois topicos que exigem atengdo em sua

resolucao, classificamos esta questdo como nivel médio.

10. (ENEM - 2016) Um casal e seus dois filhos sairam, com um corretor de imoveis,
com a intenc¢ao de comprar um lote onde futuramente construiriam sua residéncia. No
projeto da casa, que esta familia tem em mente, irdo necessitar de uma area de pelo
menos 400m>. Apés algumas avaliagdes, ficaram de decidir entre os lotes 1 e 2 da
figura, em forma de paralelogramos, cujos pregos sao R$100.000,00 e R$150.000, 00,

respectivamente.

V31

Use ERb) e 1,7 como aproximagdes, respectivamente, para sen(60°), cos(60°) e V3.

Para colaborarem na decisdo, os envolvidos fizeram as seguintes argumentagdes:
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Pai: devemos comprar o Lote 1, pois como uma de suas diagonais € maior do que as

diagonais do Lote 2, o Lote 1 também terd maior area;

Mae: Se desconsiderarmos os precos, poderemos comprar qualquer lote para executar

nosso projeto, pois tendo ambos 0 mesmo perimetro, terdo também a mesma area;

Filho 1: Devemos comprar o Lote 2, pois € o Unico que tem 4rea suficiente para a

execucdo do projeto;

Filho 2: Devemos comprar o Lote 1, pois como os dois lotes possuem lados de mesma

medida, terdo também a mesma drea, porém o Lote 1 é mais barato;

Corretor: Vocés devem comprar o Lote 2, pois é o que tem menor custo por metro
quadrado.

A pessoa que argumentou corretamente para a compra do terreno foi o(a):

(a) Pai. (b) Mae. (c) Filho 1. (d) Filho 2. (e) Corretor.

Uma solucao:

(1) Temos que calcular a drea de cada lote.
(ii) Lote 1: calculamos sua altura usando o seno de 60°.
sen(60°) = % = \g = % =h=7,5-1,7=h=12,75.
Assim, sua drea é dadapor: A=B-h=A=30-12,75=A= 382,5m2;
(iii)) Lote 2: adreaé dadapor: A=B-h=A=30-15=A= 450 m?;
(iv) Portanto, o lote 2 tem maior drea e € maior que 400m?, drea suficiente para a
execucdo do projeto. Marca-se a alternativa C.
Comentario:

Na resolugdo apresentada nesta questdo, o docente pode atentar para o uso da razao tri-
gonométrica no tridngulo retangulo e também ainda atentar para o tépico dos angulos
notdveis, atrelado ao estudo das aplicagdes da geometria com cdlculo de dreas. Para
este item, classificamos como nivel médio, pois engloba dois tépicos da Trigonome-
tria.

1.

(ENEM 2017) A imagem apresentada na figura € uma cépia em preto e branco da tela
quadrada intitulada O Peixe, de Marcos Pinto, que foi colocada em uma parede para

exposicao e fixada nos pontos A e B.

Por um problema na fixacdo de um dos pontos, a tela se desprendeu, girando rente a

parede.

ApOs o giro, ela ficou posicionada como ilustrado na figura, formando um angulo de

45° com a linha do horizonte.
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Para recolocar a tela na sua posi¢do original, deve-se gird-la, rente a parede, no menor
angulo possivel inferior a 360°.

A forma de recolocar a tela na posi¢do original, obedecendo ao que foi estabelecido, é

girando-a em um angulo de:

(a) 90° no sentido horério. (d) 270° no sentido anti-hordrio.

(b) 135° no sentido hordrio. (e) 315° no sentido horério.

(c) 180° no sentido anti-hordrio.

Uma solucao:
(1) Observando a figura, para que ela retorne a posicao original devemos gird-la no
sentido horario;
(i) E, de acordo com a figura, o angulo percorrido serd de:
45° +90° = 135°. Logo marca-se a letra B.
Comentario:

Nesta resolucdo, o docente vai apenas pontuar um conceito inicial de Trigonometria
relacionado com a rotac@o de angulo e sua soma algébrica. Por usar um tnico tépico

de Trigonometria a classificamos como nivel facil.

12.

(ENEM - 2017) Raios de luz solar estao atingindo a superficie de um lago formando

um angulo x com a sua superficie, conforme indica a figura.

Em determinadas condic¢des, pode-se supor que a intensidade luminosa desses raios,
na superficie do lago, seja dada aproximadamente por I(x) = k- sen(x), sendo k uma

constante, e supondo-se que x esta entre 0° e 90°.

80



Quando x = 30° a intensidade luminosa se reduz a qual percentual de seu valor ma-

ximo?

(a) 33 % (b) 50 % (c) 57 % (d) 70 % (e) 86 %

Uma solucao:

(i) O valor maximo serd quando x = 90°, e note que sen(90°) = 1.
Entdo I(x) = k-sen(90°) = I(x) =k -1 = I(x) = k;

1
(ii) Agora quando x = 30°, e sabendo que sen(30°) = 7 temos:
1 &
I(x) = k-sen(x) =k-sen(30°) =k- 3= 5"
(iii) Assim, a variacdo serd de 50 %. Marca-se a alternativa B.

Comentario:

De acordo com a resolugdo exposta, o professor de matematica vai abordar o tépico
sobre angulos notdveis, atrelada ao estudo da édlgebra com o cdlculo de percentuais.
Por ter apenas um tdpico de Trigonometria, classificamos essa questdo como nivel

facil.

13.

(ENEM - 2017) Uma desenhista projetista deverd desenhar uma tampa de panela em
forma circular. Para realizar esse desenho, ela dispde, no momento, de apenas um
compasso, cujo comprimento das hastes € de 10cm, um transferidor e uma folha de
papel com um plano cartesiano. Para esbocar o desenho dessa tampa, ela afastou as
hastes do compasso de forma que o dngulo formado por elas fosse de 120°. A ponta
seca estd representada pelo ponto C, a ponta do grafite esta representada pelo ponto B

e a cabeca do compasso estd representada pelo ponto A conforme a figura.
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Ap6s concluir o desenho, ela o encaminha para o setor de produgcdo. Ao receber o
desenho com a indicacdo do raio da tampa, verificard em qual intervalo este se encontra

e decidird o tipo de material a ser utilizado na sua fabricac¢io, de acordo com os dados.

Considere 1,7 como aproximacgdo para a raiz de 3.

O tipo de material a ser utilizado pelo setor de produgao sera:

(a1 (b) II (c) III d Iv (e) V

Uma solucao:

(i) De acordo com a tabela, o tamanho do raio da tampa € o que determina o tipo de
material a ser usado;

(i) Seja o raio r = BC e consideramos o triangulo ABC, de lados AC = AB = 10cm;

(111) Utilizando lei dos cossenos no triangulo ABC da figura temos:
BC? = AB*> + AC* —2-AB-AC - cos(120°)

(iv) Fazendo uma redu¢@o primeiro quadrante do Angulo de 120°, temos que:
¢ao p q g q

3
cos(120°) = cos(60°). Note que: cos(60°) = g;
(v) Assim, fazendo as devidas substituicdes temos:

V3

- 102+102—2-10-10-7:>r2: 1004100 —100-1,7 = > =200+ 170
¥ =370 = r =370 = r 19,23 cm;

82



(vi) Logo, o raio estd, de acordo com a tabela, no intervalo 15 < r < 21, portanto vai
usar o material de tipo I'V. Marca-se assim a letra D.

Comentario:

Para esta resolu¢do comentada acima, nota-se que o docente vai trabalhar com o con-
teddo da lei dos cossenos, e ainda usar o topico de reducdo ao primeiro quadrante e
calcular o valor numérico de angulo notdvel. Tudo isso atrelado ao estudo da geome-
tria. Por usar trés tépicos da Trigonometria, classificamos esta questdo com nivel de
dificil.

14. (ENEM - 2017) Um cientista, em seus estudos para modelar a pressao arterial de uma
pessoa, utiliza uma fungdo do tipo P(t) = A+ B-cos(k-t) em que A, B e K sdo constan-
tes reais positivas e ¢ representa a varidvel tempo, medida em segundo. Considere que
um batimento cardiaco representa o intervalo de tempo entre duas sucessivas pressoes

maximas.

Ao analisar um caso especifico, o cientista obteve os dados:

Pressdo minima 78

Pressdo maxima 120

Numero de batimentos cardiacos por minuto 90

A funcdo P(t) obtida, por este cientista, ao analisar o caso especifico foi

(@) P(t) =99+21-cos(3m-1) (d) P(t) =99+21-cos(r)
(b) P(t) =78 +42-cos(37 1) (€) P(r) =78 +42-cos(r)
(c) P(t)=99+21-cos(2m-1)

Uma solucao:

(i) Observe que o minimo e o maximo de uma fungdo cosseno estd no intervalo
[_ 17 1],

(ii) Assim, a pressdo minima P(z) = 78 ocorre quando o cosseno cos(k -¢) é minimo,
ou seja, cos(k-1) = —1. Logo, P(t) =A+B-(—1) =78 = A —B;

(iii) Note que, a pressdo médxima P(z) = 120 ocorre quando o cosseno cos(k - ) é
maximo, ou seja, cos(k-7) = 1. Logo, P(t) =A+B- (1) = 120=A+B;

(iv) Resolvendo o sistema montado acima, temos:
{ A-B=18

= 2A =198 = A =99 e, portanto B = 21;
A+B =120
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(v) Para o cdlculo da varidvel ¢, em segundos, temos que considerar os 90 batimentos

por minutos usando a regra de trés: t =

90

2

— =t=_s

3

(vi) Assim, o valor da varidvel k, que completa um ciclo (ou uma volta completa no

ciclo trigonométrico) para o valor 27 rad € dado por:

k-t:2n’:>k-§:27t:>k:37t;

(vii) Logo, o formato da func@o procurada é: P(r) =99+ 21-cos(37-¢). Marca-se a

letra A.

Comentario:

Nesta resolucdo, foi apresentado para o docente trabalhar a Trigonometria nos tépicos

de fun¢do trigonométricas, atrelada a cdlculos algébricos. Embora aborde um tépico

da Trigonometria, classificamos esta questdo como dificil, dada a sua complexidade e

atencdo para se valer da propriedades trigonométricas que a resolvem.

15.

(ENEM - 2018) Sobre um sistema cartesiano considera-se uma malha formada por

circunferéncias de raios com medidas dadas por nimeros naturais e por 12 semirretas

com extremidades na origem, separadas por angulos de 3 rad, conforme a figura.

Suponha que os objetos se desloquem apenas pelas semirretas e pelas circunferéncias

dessa malha, ndo podendo passar pela origem (0;0).

Considere o valor de ¥ com aproximacao de, pelo menos, uma casa decimal.

Para realizar o percurso mais curto possivel ao longo da malha, do ponto B até o ponto

A, um objeto deve percorrer uma distancia igual a:
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2-mw-1 2-w-3 2-mw-5
+38 (c) +4 (e)

3
2-mw-2 2-mw-4
3 +6 (d)

(a)

+2

(b) +2

Uma solucao:

(i) O trajeto inicial, de acordo com a figura, ocorre do ponto B, em linha reta, 3

. . . . T
unidades até o sentido do menor raio para o arco de — rad,;

(i1) O trajeto seguinte corresponde ao deslocamento de 4 x rin 2% 3 pelo arco até

0 ponto que estd sobre a linha do ponto A;

(iii) E, por fim, segue em linha reta, 5 unidades, até o ponto A;

2n
(iv) Logo, somamos os deslocamentos D: D = 3 + Tr +5. Como r = 1, temos:
2-m-1
D= 3 + 8. Marca-se a letra A.
Comentario:

Nesta resolugdo, o docente vai trabalhar o conceito de medida de angulo em radiano.

Como temos um unico tépico da Trigonometria, classificamos este item como facil.

16.

(ENEM - 2018) A rosa dos ventos é uma figura que representa oito sentidos, que

dividem o circulo em partes iguais.

Uma camera de vigilancia estd fixada no teto de um shopping e sua lente pode ser
direcionada remotamente, através de um controlador, para qualquer sentido. A lente
da camera estd apontada inicialmente no sentido Oeste e o seu controlador efetua trés
mudancas consecutivas, a saber:

e 1% mudanga: 135° no sentido anti-hordrio;

e 2% mudancga: 60° no sentido hordrio;

e 3% mudanga: 45° no sentido anti-hordrio.
Apés a 3* mudanca, ele é orientado a reposicionar a cAmera, com a menor amplitude
possivel, no sentido Noroeste (NO) devido a um movimento suspeito de um cliente.

Qual mudancga de sentido o controlador deve efetuar para reposicionar a camera?
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(a) 75° no sentido horério. (d) 135° no sentido anti-horério.
(b) 105° no sentido anti-horério. (e) 165° no sentido hordrio.

(¢) 120° no sentido anti-hordrio.

Uma solucao:

(1) De acordo com figura, o circulo estd dividido em 8 partes, ou seja, cada parte
tem: — = 45°;
8
(i) Assim, apds a primeira mudanga, a cAmera parou em SE;
(iii) Na segunda mudanga, a cAmera ficou a 15° de S no sentido anti-hordrio;
(iv) Por dltimo, a cAmera parou 30° no sentido anti-horério;
(v) Logo, ela estd a 165° do NO no sentido anti-hordrio, e , 295° no sentido horério;
(vi) Como se requer a menor amplitude possivel, temos que 165° no sentido anti-
horario responte a questdo. Marca-se a letra E.
Comentario:

Nesta resolucao, foi apresentado ao professor que ele pode trabalhar os conceitos de
medidas de angulos e atrelada ao sentido do movimento angular. Classificamos como

uma questao de nivel fécil, pois abarda um tnico tépico elementar da Trigonometria.

17. (ENEM - 2018) Em 2014 foi inaugurada a maior roda-gigante do mundo, a High
Roller, situada em Las Vegas. A figura representa um esbo¢o dessa roda-gigante, no
qual o ponto A representa uma de suas cadeiras:

E—

ol
Solo Solo
Disponivel em: http://en.wikipedia.org. Acesso em: 22 abr. 2014 (adaptado).

A partir da posi¢do indicada, em que o segmento OA se encontra paralelo ao plano do

solo, rotaciona-se a High Roller no sentido anti-horério, em torno do ponto O. Sejam t
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o angulo determinado pelo segmento OA em relacdo a sua posi¢ao inicial, e f a funcdo
que descreve a altura do ponto A, em relac@o ao solo, em fungdo de t. Apds duas voltas

completas, f tem o seguinte grafico:

4 f(metro)

168 | —

88

-
L=

7 t(radiano)

A expressao da funcao altura € dada por

(a) f(r) =80-sen(t)+ 88 (d) f(r)=168-sen(r)+88-cos(r)
(b) f(t)=80-cos(r)+88 (e) f(r)=88-sen(t)+ 168-cos(r)
(c) f(t) =88-cos(t)+ 168

Uma solucao:
(i) De acordo com o grafico, temos que f € uma funcao seno, pois tem o comporta-
mento crescente no intervalo de dominio [O, > ;
(ii) O periodo de f é p =2m, e escreve-se na forma: f(t) = A+ B-sen(t);
(iii) Substituindo os pontos do gréfico na expressdo acima, temos:
e f(0)=288,logo f(0) =A+B-sen(0°) =88 =A+B-0=A=88;
o f (g) = 168, logof(g) =88+ B-sen (g) Note que: sen (g) =1;
e Entdo, 88+ B-(1) =168 = B= 168 — 88 = B = §0.
(iv) Relacionando a expressdo da func¢do seno com as varidveis encontradas, temos:
f(r) =88+ 80-sen(r). Marca-se entdo a letra A.

Comentario:

No desenvolvimento desta resolu¢@o, o docente trabalha os conceitos das funcgdes tri-
gonométricas e suas representacdes graficas. Pode também observar que se buscou
fazer um modelo matemadtico para uma situacao real. Assim, pela complexidade em
concatenar esses topicos da Trigonometria, classificamos essa questdo como de nivel
dificil.
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18. (ENEM - 2018) Para decorar um cilindro circular reto serd usada uma faixa retangular

de papel transparente, na qual estd desenhada em negrito uma diagonal que forma 30°

com a borda inferior. O raio da base do cilindro mede — cm, e ao enrolar a faixa
/4

obtém-se uma linha em formato de hélice, como na figura.

O valor da medida da altura do cilindro, em centimetro, é:

(a) 363 (b) 24v/3 (c) 43 d) 36 e) 72

Uma solucao:

(i) Para o célculo da altura do cilindro, precisamos da medida do comprimento da

circunferéncia da base;

(i1)) Como o raio mede — cm, o comprimento € dado por:
T

6
c:27rr:>c:27r'%:>c:2~6:>c:12cm;

(iii) Pela figura, podemos perceber que essa faixa percorre 6 vezes o cilindro. Ento,
o comprimento dessa faixa mede 6 vezes o comprimento da circunferéncia:

c=6-12=c=T72cm;

(iv) E, utilizando a relagdo tangente no triangulo, temos:

cateto oposto V3 h
tg(30°) = = — =—=h=24v3cm.
2(30%) cateto adjacente 3 72 Vaem

Logo, marca-se a alternativa B.
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Comentario:

Nesta resolu¢do, podemos apontar que o docente vai trabalhar a razdo trigonométrica
no tridngulo retangulo e angulos notdveis, isto atrelado ao estudo da geometria nos cél-
culos de medida de comprimentos. Dito isto, classificamos essa questdo como sendo

de nivel médio, pois trabalham dois topicos da Trigonometria.

19.

(ENEM - 2019) Um grupo de engenheiros estd projetando um motor cujo esquema de

deslocamento vertical do pistdo dentro da caimara de combustio estd representado na

figura.
Céamara de Céamara de
combustéo combustéo
G EH
Instante t=0 Instante t# 0
3 Bt =w . .
A fung@o h(t) =4+4-sen 55 ) definida parat > 0 descreve como varia a altura

h, medida em centimetro, da parte superior do pistdo dentro da camara de combustao,
em fung¢do do tempo ¢, medido em segundo. Nas figuras estdo indicadas as alturas do
pistdo em dois instantes distintos. O valor do pardmetro 3, que é dado por um niimero
inteiro positivo, estd relacionado com a velocidade de deslocamento do pistdo. Para
que o motor tenha uma boa poténcia, € necessdrio e suficiente que, em menos de 4
segundos apds o inicio do funcionamento (instante t = 0), a altura da base do pistdao
alcance por trés vezes o valor de 6 ¢cm. Para os cdlculos, utilize 3 como aproximacgdo
para 7. O menor valor inteiro a ser atribuido ao pardmetro 3, de forma que o motor a

ser construido tenha boa poténcia, é

(a) 1. (b) 2. (c) 4. (d) 5. (e) 8.

Uma solucao:

(i) A altura pedida no enunciado é h(t) = 6¢cm.

t t
Como A(t) :4+4-sen<%—g>,temos que: 6:4+4-sen<%—§> =
t t 1
2:4~sen(%—g> :>Sen<%_g> :5;
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1 5
(i) Como sen(f3) = > entdo B = g rad, B = g rad ou 8 = 271'+g rad, pois sdo

os valores para o seno em que, nas trés vezes em que atinge 5

(i11)) Assim, na terceira volta, temos a equagao trigonométrica:

t
sen <%—g> = sen <27r—|—g>, em que T = 3;
(iv) Resolvendo a equagdo trigonométrica e substituindo o valor de 7, temos:
(Bt—”> —2 n+”:<ﬁt—3) 2342 B3 =13=B 1= 16
2 2/ 6 2 2/ 6 B -

16 16 16
(v) Comot<4s,eﬁ-t:16:>t:—,entﬁo—<4:>ﬁ>Z:>B > 4,

B B

(vi) Como o menor valor inteiro tem que ser maior que 4, logo concluimos que 3 = 5.
Marca-se a letra D.

Comentario:

De acordo com a resolugdo desta questdo, o professor vai trabalhar os conteidos de
equagdes trigonométricas, angulos notdveis e fungdes trigonométricas, todas atrela-
das ao uso da 4dlgebra. Classificamos este quesito como sendo de nivel dificil, pois
abordam trés contetidos do estudo da Trigonometria.

20.

(ENEM - 2019) Os movimentos ondulatérios (periddicos) sdo representados por equa-

¢des do tipo +A - sen(w -1 + 0), que apresentam pardmetros com significados fisicos

. . ) 2r )
importantes, tais como a frequéncia w = T em que T é o periodo; A € a amplitude

. 2
ou deslocamento méaximo; 6 € o angulo de fase 0 < 8 < —, que mede o deslocamento
w
no eixo horizontal em relagdo a origem no instante inicial do movimento.

O griéfico representa um movimento periddico, P = P(¢), em centimetro, em que P é a
posicdo da cabeca do pistdo do motor de um carro em um instante t, conforme ilustra

a figura.
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A expressdo algébrica que representa a posi¢do P(r), da cabeca do pistdo, em fungdo
do tempo ¢ €

(a) P(r) =4-sen(2r) (d) P(r)=4-sen <2t—|— g)
(b) P(t) =—4-sen(2t)
(c) P(r)=—4-sen(4t) (e) P(t)=4-sen <4t+ g)

Uma solucao:

(i) Para P(r) = +A -sen(w -7+ 0) temos que A representa a amplitude do gréfico.
Como, de acordo com a figura a imagem estd no intervalo [—4,4|, sua amplitude
EA =4,

(i) O periodo T', como observado na figura € T = m. Logo a frequéncia w, € expressa

or 27r:> 27r:> 2
W= — W= — w = ;
P T P

(iii)) Como o gréfico é de uma funcdo seno e se inicia na origem, entdo ndo temos

nenhum deslocamento 0 para ela e seu sinal € positivo. Logo, 6 = 0;

(iv) Assim, substituindo os valores na expressao dada, temos que:
P(t) = 4-sen(2r). Marca-se a letra A.

Comentario: De acordo com a resolugdo apresentada, o docente vai se deparar com
uma questdo de fun¢des trigonométricas. Usando varios elementos das representacoes
grificas presentes nas fungdes, como amplitude, periodo, e comportamento. Logo

classificamos esta questdo como de nivel dificil.
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Capitulo 7
Consideracoes Finais

Neste trabalho buscou-se perfazer os caminhos que a Trigonometria, enquanto con-
teido matemdtico atrelado ao desenvolvimento da geometria e também da 4dlgebra, trilhou
sob a perspectiva dos documentos oficiais que regem a educagao basica em nosso pais. Ini-
ciamos a jornada atrelando a Trigonometria com desenvolvimento histérico de civilizacdes
e povos da antiguidade a partir de suas atividades mais bdsicas da vida, e indo até a era
moderna, momento em que o uso cientifico e rigor formal do texto matematico passou a ser
parte dominante do discurso cientifico através das demonstragdes.

Na nossa 6tica, € parte do trabalho do professor compreender, mesmo que seja a partir
de uma macro perspectiva, as transformagdes que a Trigonometria sofreu ao longo da histé-
ria. Portanto, torna-se fundamental estar a par dos momentos histéricos e obras mais impor-
tantes no que diz respeito ao contetido da Trigonometria, como também se torna relevante
conhecer os varios pesquisadores e expoentes, tais como Pitdgoras, Euclides, Copérnico, Al-
Battani, Napier, Euler, dentre outros que contribuiram com seus estudos para este importante
ramo da matemética.

Deixamos como sugestdo uma abordagem cldssica dos tépicos e contetidos das prin-
cipais no¢des matemadticas no estudo da Trigonometria para o ensino médio que estao nos
livros didaticos no apéndice desta pesquisa. Entendemos que uma boa compreensao de tais
conteudos se constitui num pilar para o fazer docente, visto que o professor necessita organi-
zar e estruturar o ano letivo, a unidade didatica e também a propria aula dentro de uma carga
horéria especifica, e isto muitas vezes se constitui num desafio a ser enfrentado. Ocorrendo
assim que, muitas vezes, o aprofundamento em determinado assunto fica comprometido em
face da pouca carga horéria, quando nao raro até mesmo se omitem e excluem do curriculo
da matemadtica um dado contetido de Trigonometria.

Para citar como exemplo de recortes que o ensino médio, a partir das observacdes que
pontuamos nos documentos legais, tais como os PCN+ e os contetddos dos livros didéticos
no Guia PNLD 2018, aplicou ao curriculo da Trigonometria citamos a retirada do tépico
sobre a unidade de medida do grado. Em nossa andlise, ndo ha em nenhum dos textos legais

proponentes ao estudo da Trigonometria a menc¢do de tal contetido. O uso das unidades de
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medidas para angulo amplamente usadas sdo o grau e o radiano. O ENEM quando fala em
medida de angulo, de acordo com a nossa pesquisa, aborda apenas estas duas unidades de
medida.

A pratica pedagdgica docente € enriquecida quando ferramentas de apoio sao utilizadas
para um dado conteddo da aula, e estas ferramentas ndo sdo compostas apenas de materiais
lidicos, computadores e seus softwares, mas também quando o docente propde analogias e
comparagOes de contetidos com outras areas do saber. Nesse contexto, podemos citar uma
analogia que o docente pode aplicar ao estudo das unidades de medidas para dngulos ao
compardé-las com as unidades de medida para uma escala termométrica.

Sabe-se da Fisica que no estudo da termodinamica a temperatura em paises de lingua
latina € tradicionalmente medida em graus Celsius, ja em paises de lingua anglo-saxonica
a escala termométrica usada € a Fahrenheit, e no Sistema Internacional de Unidades se usa
a escala Kelvin. Mas estas convengdes entre as escalas e suas divisdes € algo que foi se
consolidando no decorrer do tempo, ndo é algo hermeticamente fechado. E tanto que em
muitos experimentos e em questdes de exames vestibulares aparecem escalas termométricas
arbitrarias, da qual exige do aluno uma compreensao mais geral de como essa medida é feita
e ndo apenas seus correspondentes valores das escalas classicas citadas.

De semelhante modo podemos fazer uma analogia para as unidades de medida que sdao
adotadas para o angulo. Nesse interim, o docente ndo vai simplesmente usar o que tradicio-
nalmente estd estabelecido nas unidades de medida do grau e do radiano, mas por exemplo
ampliar a compreensao agregando a unidade de medida do grado, que outrora presente nos
livros didéticos, todavia em desuso. E ainda o professor pode propor uma unidade de me-
dida arbitrdria para os arcos ou angulos, criando um sistema diferente dos convencionais,
pois esta grandeza, assim como as escalas termométricas, ndo sdo vivenciadas de maneiras
herméticas.

Dentre as atividades pertinentes ao fazer docente, entendemos que a diversificacdo na
compreensao dos conteddos que estdo expostos no livros didaticos sao fundamentais. Nao s6
no que diz respeito ao conhecimento de férmulas, proposicoes e teoremas da Trigonometria,
mas também em ampliar o leque de possibilidades no preparo de aulas com alguns contetidos
mais praticos. A diversificacdo pode ser melhor explorada no ensino médio, dado que os
alunos tendem a atingir certa maturidade nesse nivel de ensino, o que permite ao docente
ampliar seus horizontes didaticos. Com isso em mente, e observando a auséncia de topicos
especificos que contemplem as construcdes geométricas, propomos que o docente explore
de maneira intencional o ensino da Trigonometria a partir de recursos materiais como régua,
compasso, transferidor, esquadro, teodolito e softwares para manipular e instrumentalizar a
didatica.

De acordo com as observagdes que tenho feito durante 15 anos de experiéncia docente,
os livros didaticos de matematica do ensino médio nao possuem algum topico especifico que

trabalhe as constru¢des geométricas. Contudo, em nossa pesquisa pontuamos que os PCN+
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nas areas estruturadas para a Trigonometria, mais precisamente na drea da investigacdo e
compreensao, expde que as medidas, quantificacdes, grandezas e escalas sejam trabalhadas
pelo docente a partir do uso adequado réguas, esquadros, transferidores, compassos, calcu-
ladoras e outros instrumentos ou aparelhos. Assim, a atuacdo do docente ndo pode estar
limitada ao trabalho em paralelo aos conteiddos das obras de referéncia, mas também numa
busca em expandir seu repertdrio didatico buscando novos recursos.

Algo que julgamos importante frisar nessas consideragdes finais estd na proposta dos
PCN+ para a escolha da série em que o conteido da Trigonometria é abordado. Ele sugere
que o primeiro ano € o segundo ano do ensino médio regular contemplem todo o estudo
da Trigonometria, ndo sugerindo ali uma abordagem para o terceiro ano do ensino médio.
Contudo, quando observamos as propostas destacadas na andlise do Guia PNLD 2018 -
Matematica de nossa pesquisa, que analisou 8 (oito) obras, os conteidos de Trigonometria
no ensino médio estdo presentes no primeiro e segundo ano em 6 (seis) livros didéticos (livro
2, livro 3, livro 5, livro 6, livro 7 e livro 8), enquanto duas obras (livro 1 e livro 4) propuseram
que o estudo da Trigonometria seja também visto no terceiro ano do ensino médio.

Tendo vista que a maioria das obras condensam o estudo da Trigonometria nos dois
anos iniciais do ensino médio, entendo que a proposta de se trabalhar Trigonometria no
terceiro ano do ensino médio seja algo um tanto quanto inédito. Tal postura com estes
conteddos permitiria ao docente diluir por mais tempo sua diddtica, privilegiando ao ano
inicial do ensino médio as bases e fundamentos da Trigonometria e quem sabe ainda atrelar
o estudo das construgdes geométricas propostas anteriormente. Deixa-se entdo os dois anos
finais do ensino médio para um aprofundamento da Trigonometria, ministrando contetidos
como fungdes trigonométricas inversas e identidades trigonométricas junto com resolugdes
de problemas e questdes mais voltadas ao preparo de vestibulares e ENEM.

A 1mportancia do ENEM se eleva a medida que, a partir de 2009, passa a ser um dos
principais meios de acesso ao ensino superior no Brasil. Em nossa forma de enxergar e da
andlise feita nos capitulos anteriores, isso acarretou numa forte influéncia sobre os curriculos
dos livros didaticos, como também passou exercer uma significativa influéncia sobre o que
os professores irdo ou deixardo de ensinar de determinado conteido. E esse olhar ocorre
com a Trigonometria.

Fizemos uma abordagem das questdes sobre Trigonometria que apareceram no ENEM
entre 2009 e 2019, e no levantamento feito, vimos que 20 questdes contemplaram em suas
resolucdes algum assunto relacionado aos tépicos cldssicos de Trigonometria resumidos no
apéndice desta pesquisa. Classificamos estas questdes em niveis de dificuldade, sendo que 7
(sete) delas se apresentaram com nivel considerado facil, 6 (seis) se apresentaram com nivel
considerado médio e, 7 (sete) foram consideradas com nivel dificil. Ou seja, se compararmos
o quantitativo de questdes de matematica que o ENEM possui, e quais delas se relacionam
com o curriculo da Trigonometria, temos um valor préximo de 4 % apenas. Muito pouco

para uma conteudo vasto e importante. E notamos ainda que nos anos de 2012 e 2014 ndo
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cairam questdes que se relacionassem com o curriculo da Trigonometria.

Em face disso, entendemos que a Trigonometria tem sido relegada a um papel de me-
nor expressao diante desse importante termometro relacionado ao curriculo que é o ENEM.
Conteudos relevantes que sdo propostos nas orientagcdes curriculares, tais como Leis dos
Senos e dos Cossenos, Redu¢@o ao Primeiro Quadrante e a Relagdo Fundamental da Trigo-
nometria quase niao encontramos como parte das resolucdes das questdes. O foco maior do
ENEM para a Trigonometria tem sido em questdes que abordam os angulos notdveis com as
principais razdes trigonométricas (seno, cosseno e tangente) e ainda a representacdo gréfica
dessas funcdes periddicas.

A Trigonometria é um contetido importante do curriculo dos conhecimentos de ma-
tematica? No meu entender ela € relevante, todavia a forma como os livros didaticos do
ensino médio, bem como o exame de avaliagdo mais importante do nosso pais a trata, relega
a patamares cada vez mais baixos. Acredito que os docentes sdo 0s responsaveis por nao
deixar que a Trigonometria se resuma a pequenas nogdes sobre angulo e representagdes gra-
ficas. Por isso um curriculo de matematica que permeie a Trigonometria necessita ser parte

da preocupacdo da comunidade docente.
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Apéndice A
Trigonometria: Conceitos Basicos

Esta secdo traz um breve aparato das formalizagdes clédssicas da Trigonometria desen-
volvidas no decorrer da histéria e que nos dias de hoje sdo abordadas nos livros didaticos
das escolas de nosso pais. Tal abordagem visa estabelecer uma base de comparagdo entre os
contetdos de Trigonometria que estdo presentes nas propostas curriculares dos documentos
legais que norteiam o ensino desse ramo da matemaética com os contetdos dos livros didati-
cos do Guia PNLD 2018 - Matematica e posteriormente lancar um olhar sobre os contetidos
de Trigonometria que sdo contemplados no novo ENEM, a partir da andlise sobre sua Matriz
de Referéncia.

Virias outras obras de referéncia abordam de maneira mais ampla os conteidos de
Trigonometria que aqui sdo apresentados, tanto em aspectos diddticos como também no que
diz respeito as demonstragdes formais que sdo pertinentes ao texto matemdtico. Por isso,
deixamos a cargo do leitor buscar um aprofundamento maior sobre o tema.

Portanto, elencamos a seguir os tépicos da Trigonometria que julgamos relevantes para
esta pesquisa, a saber, angulo, tridngulo retangulo, razdes trigonométricas, circunferéncia
trigonométrica, funcdes trigonométricas e outras razdes trigonométricas.

As figuras representadas neste capitulo, quando nao citadas suas fontes, sdo de elabo-

racdo propria.

A.1 Nocoes Gerais

A.l1.1 Angulo

Definicao A.1 O dngulo corresponde a grandeza reunida entre duas semirretas ndo-colineares

com origem em um mesmo ponto do espago euclidiano.

A seguir, temos uma representacdo de um angulo e a designacdo de seus elementos:
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(a) (b)

Figura A.1: Angulo

~ - .
e Lados do angulo: OA e 0? (semirretas);
e Vértice: O (interseccdo entre as semirretas);

° Angulo: 5, AOB ou BOA (abertura interna entre as semirretas).

A.1.2 Classificacao de Angulos
Angulo Nulo

Quando as semirretas OA e OB, a partir da mesma origem O, possuem direcao e sentido
iguais, dizemos que este angulo € nulo.
Angulo Raso

Quando as semirretas OA e OB, a partir da mesma origem O, possuem direcdo e senti-
dos opostos, dizemos que este dngulo € raso.
Arco

Um arco geométrico € uma das partes da circunferéncia delimitada por dois pontos.

Vejamos as ilustragdes:

(a) (b) (c)

Figura A.2: Angulo Nulo (a), Angulo Raso (b) e Arco (¢).
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Angulo Central

O angulo central corresponde ao arco que este enxerga na circunferéncia. Possui
vértice no proprio centro da circunferéncia e seus lados delimitados pelos segmentos que

vao do centro da circunferéncia aos extremos do arco.

e Arco: AB. Medida de AB: «

e Angulo Central: AOB. Medida de
AOB: o

Figura A.3: Angulo Central e Comprimento do Arco: /

A.1.3 Unidades de Medida de um Angulo

De acordo com Edgard A. Filho [20], as principais unidades de medida para os angulos
sdo: Grau, Radiano e o Grado'.
Grau

Considerando um angulo raso A/OTB podemos dividi-lo em 180 partes. A figura A.4(a)

mostra um transferidor graduado em graus.

(@) b)
Figura A.4: Transferidor (a) e Circunferéncia (b).

Fonte: [21] (p. 6) (a) e [23] (p. 8) (b)

1
Assim, chama-se de angulo de 1° (um grau), o angulo correspondente a 180 do angulo

raso. De modo que percorrer o contorno de toda a circunferéncia perfaz um angulo de 360°.2

10 grado nio se encontra em uso nos atuais livros de referéncia de matematica.

%Essa divisdo em 360 partes congruentes possivelmente se deu pela influéncia do sistema sexagesimal (sis-
tema de base 60) e pela associacdo do movimento de translacdo da Terra, que dura aproximadamente 360
dias.
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O grau possui submultiplos importantes. Sejam eles:

(1) Minuto
1
O minuto, em que sua unidade é representada por 1’, e corresponde a 0 da medida de

1° (um grau). De modo que subdivide 1° em 60’

(i) Segundo
1
O segundo, em que sua unidade é representada por 1”, e corresponde a 0 da medida

de 1’ (um minuto). De modo que subdivide 1’ em 60”.

Radiano

Essa importante unidade do sistema denominado circular, corresponde ao angulo cen-

tral que intercepta um arco de circulo cujo comprimento € igual ao raio do mesmo circulo.

() (b)

Figura A.5: Radiano (a) e Comprimento do Arco (b).

Um angulo de 1 radiano, representado por 1rad, é um angulo congruente ao angulo
central subtendido por um arco de 1 radiano. “Retificando ou esticando” o arco AB, a medida
do segmento de reta obtido serd igual a medida do raio da circunferéncia que a determina.

Notamos assim que hd uma proporcionalidade entre o comprimento ¢ do arco AB e o

14

angulo central & com o raio r da circunferéncia. De modo que: | = — |.
r

Grado

E uma unidade do sistema denominado centesimal, representado por 1gr. E corres-

1
ponde ao angulo equivalente a 100 do angulo reto (90°) ou ainda o arco que corresponde a

1
200 da ci‘rcunferéncia.
Assim,

angulo reto
100 '

Podemos destacar os seguintes submuiiltiplos do grado:

angulo de um grado =
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@) Decigrado:’ 1 dgr=0,1 gr ‘

(ii) Centigrado: | 1 cgr=0,01 gr|. Também chamado de minuto de grado.

(iii) Miligrado: | 1 mgr=0,001 gr|

(iv) Decimiligrado: ’ 1 dmgr=0,0001 gr‘. Também chamado de segundo de grado.

A.1.4 Relacao Entre Unidades

Assim sendo, podemos estabelecer uma relagdo entre as unidades apresentadas para se

medir um angulo. Temos que:

2 wrad = 360° = 400gr

Isto €, a medida de uma circunferéncia € 27 radianos, 360 graus ou 400 grados.

A.1.5 Triangulo

Usando como base as propriedades concernentes aos axiomas da Geometria Euclidiana
Plana no que diz respeito aos conceitos de ponto, reta, plano e espago damos seguimento com

a definicao de triangulo.

Definicao A.2 Sejam A, B e C pontos distintos e ndo colineares do espaco. Unindo os pontos
dois a dois, temos os segmentos assim observados: AB, BC e AC. A regido plana fechada

que ficou por eles assim determinada chama-se tridngulo.

() (b) (©)

Figura A.6: Pontos (a), Segmentos (b) e Triangulo (c).

Em que representamos por AABC.

Elementos do Triangulo
e Vértices: os pontos A, B e C correspondem aos vértices do AABC.

e Lados: os segmentos BC,AC e AB, de medidas a, b e c, respectivamente correspondem
aos lados do AABC.

° Angulos: as aberturas E&I‘ A/Bz‘ e B/CZ correspondem aos dngulos internos do
AABC.
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Classificacao do Triangulo

Vamos apontar duas classificagdes cldssicas para os triangulos. A primeira tem haver

com a medida dos lados e a segunda tem que ver com a medida dos angulos internos.

(I) Quanto aos Lados:
Observando a medida dos lados de um tridngulo, podemos classificd-lo em:
(1) Escaleno: possui os trés lados de medidas distintas.
(ii) Isésceles: possui dois lados com mesma medida.

(iii) Equilatero: possui todos os lados com mesma medida.

Figura A.7: Classifica¢ao de Triangulos - Lados
Fonte: [19] (p. 37)

(IT) Quanto aos Angulos:
Observando a medida dos dngulos de um tridngulo, podemos classifica-lo em:
(i) Obtusangulo: possui um angulo interno de medida maior que 90°.
(ii) Acutangulo: possui os trés Angulos internos com medidas menores que 90°.

(iii) Retangulo: possui um angulo interno com medida igual a 90°.

Figura A.8: Classificacio de Tridngulos - Angulos
Fonte: [19] (p. 37)
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A.2 Trigonometria no Tridngulo Retangulo

A.2.1 Nocoes Gerais

Definicao A.3 A existéncia de um dngulo interno reto, ou seja, de medida 90° num tridn-

gulo, o caracteriza como tridngulo retdngulo.

Este € ilustrado a seguir na figura A.9, com angulo interno reto em BAC = «.

Figura A.9: Triangulo Retangulo

Elementos

Vamos elencar os elementos do tridngulo ABC acima:

e Lados: BC, AC ¢ AB. Medida dos lados: ¢ = medida de BC, b = medida de AC e
¢ = medida de AB.

° Angulos: Eff‘, A/B\C e A/CTB Medida dos angulos: A = medida de Eﬁlz’ = o =90°,
B = medida de 1@2’ e C = medida de 1@
Classificacao dos Elementos

Os lados do triangulo retangulo possui a seguinte classificagao:

(i) Hipotenusa: lado oposto ao angulo reto, BC = a.

(i) Catetos: lados adjacentes ao angulo reto, AC = b e AB = ¢

A.2.2 Teorema de Pitagoras

Dentre os resultados mais aplicados para o triangulo retangulo estd o Teorema de Pi-

tagoras. Enunciado da seguinte forma:

Teorema A.1

A medida do quadrado da hipotenusa é igual soma da medida dos quadrados dos catetos.

Expresso algebricamente por:

a? = b* + ¢
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A.3 Razoes Trigonométricas
Esta secdo faz uma revisdo das razdes trigonométricas, a partir das relacdes existentes

nos elementos de um triangulo retangulo ABC. Para tanto, fazemos isso a partir dos autores

Augusto C. Morgado, Eduardo Wagner e Manfredo P. Carmo [14].

A.3.1 Conceitos Introdutorios
Considere um angulo AOB = o, compreendido no intervalo 0 < o < 90°, pertencente
__>

as semirretas OA e 0?, com vértice em O. Marcamos sobre a semirreta OA os pontos A, A»,
-+, A,. Em seguida, sobre a semirreta (‘)g, determinam-se os pés das perpendiculares dos

pontos A1, As, -+ ,A,, marcando assim os pontos B1, By, --- ,B,,. Veja as ilustracoes:

(a) (b) (©)
Figura A.10: Angulos (a), Pontos (b) e Pés das Perpendiculares sobre as semirretas (c).

Os triangulos OA 1By, OA3B», --- ,O0A, B, sdo assim formados, e por terem todos os

mesmos angulos internos, caracterizam-se entdo como semelhantes entre si.
Da semelhancga de tridngulos, temos as seguintes relacdes entre os lados da figura

A.16(c):

AR AB AB
OA;  0OA,  OA,
Estas relacdes nao dependem dos comprimentos dos lados dos tridngulos, mas depen-

dem exclusivamente do angulo o.
Assim, dos tridngulos OA By, OA2B3, --- ,OA,B,,, decorrem as relacdes apresentados
nos topicos seguintes, todas elas constituidas como uma fun¢do de «, definidas no intervalo

0< o <90°.
Considere, portanto, o tridngulo ABC, retangulo em A = BAC , com o valor do angulo

em B se mantendo constante:
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Figura A.11: Tridngulo ABC, Retangulo em A

A.3.2 Seno
A razéio em o assim constituida, e para o intervalo 0 < a < 90° é definida, de acordo
A1B1  AyB; AuBy,
com a figura A.16(c), por: — = — =--- = = -.- (fixado o, o cateto oposto a
OA, OA, OA,

« e a hipotenusa siao proporcionais)
AB
Assim, % = sen(a), que se 1€ seno de a. Da figura A.11, fixando o dngulo agudo
1

em B, temos que:

Seno do angulo agudo € a razdo entre o cateto oposto ao angulo e a hipotenusa.

senB =

QI

(A.1)

A.3.3 Cosseno

A razdo em o assim constituida, e para o intervalo 0 < a < 90° € definida, de acordo

OB OB OB

com a figura A.16(c), por: —— = ——= = ... = —= — ... (fixado @, o cateto adjacente a
OA; OA) OA,

o e a hipotenusa sao proporcionais)

OB
Assim, ﬁ = cos(a), que se 1€ cosseno de a. Da figura A.11, fixando o dngulo agudo
1

em B, temos que:

Cosseno do angulo agudo € a razdo entre o cateto adjacente ao angulo e a hipotenusa.

~ C
cosB = —
a

(A.2)

A.3.4 Tangente

A razdo em o assim constituida, e para o intervalo 0 < o < 90° é definida, de acordo

AB A>B A,B

com a figura A.16(c), por; —— = =22 = ... = 22" — ... (fixado 6, o cateto oposto a ¢
OB, OB, OB,

e o cateto adjacente sdo proporcionais)
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Assim, —— =
OB
em B, temos que:
Tangente do angulo agudo € a razdo entre o cateto oposto ao angulo e o cateto adja-

A1B
i tg(a), que se 1€ rangente de o.. Da figura A.11, fixando o dngulo agudo

cente.

gt (A.3)
C

A.3.5 Cotangente
A razdo em o assim constituida, e para o intervalo 0 < a < 90° € definida, de acordo

OB, OB, OB, .
com a figura A.16(c), por: = =...= = --- (fixado o, o cateto adjacente
A1B; ArB> A,B

a o e o cateto oposto sdo proporcionais)
= cotg(a) que se 1& cotangente de o. Da figura A.11, fixando o angulo

N

OB
Assim, L
A1By

agudo em B, temos que:
Cotangente do angulo agudo € a razdo entre o cateto adjacente ao angulo e o cateto

oposto.

coth = % (A4)

A.3.6 Relacao Trigonométrica Fundamental
Considerando a figura A.11, e as equagdes (3.1) e (3.2), elencadas anteriormente, po-
demos discorrer da seguinte forma:

(1) (i1)

c=a-cosB (A.6)

(A.5) cosB = ¢ _—

~ b =
senB—=—-—| b=a-senB
a

Pelo Teorema de Pitdgoras, temos que:

a? = b? +c? (A7)

Assim, substituindo as equagdes (3.5) e (3.6) em (3.7), temos:

a* = (a-senB)? + (a-cosB)?
a® = (a®) - (senB)? + (a®) - (cos B)?
a> = a*-sen’ B+a*-cos’B ,dividindo a expressdo por a® temos:

1= sen21§—|— COSZ§
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Logo, para B = o temos:

sen’ (o) +cos?(ar)

=1

A.3.7 Consequéncias da Relaciao

(I) Considerando a figura A.11, tomamos a equagdo (3.3): tg(o) =

Note que, de (3.5) e de (3.6), podemos fazer:

— | tg(a) =

(A.8)

b ~
—,emque B = «.
c

(A9)

(IT) Considerando a figura A.11, tomamos a equagdo (3.4): cotg(a) = % ,em que B=a.

Note que, de (3.5) e de (3.6), podemos fazer:

cotg(a)

_a-cos(o)

a-sen(a)

—| cotg(a

_ cos(a)
)= sen( )

(A.10)

(IIT) A cotangente de um angulo corresponde ao inverso da tangente. Veja que:

c
cos(x a c a
cotg(a) = senEa; = cotg(a) = % = cotg(a) = — = cotg(ct)
a
1
— COtg(a) = @

A.3.8 Razdes Trigonométricas de Angulos Notéveis

Nesta secdo vamos estabelecer, a partir do tridngulo equildtero de lado ¢ e de um qua-

drado também de lado /¢, os valores numéricos de seno, cosseno e tangente dos angulos

notdveis de 30°, 45° e 60°.

Angulo de 30°

Seja um tridngulo equilatero de lado /. E, de acordo com as propriedades da geometria

plana3, a altura, a bissetriz € a mediana no triangulo equilatero se coincidem.

*Mais precisamente no que diz respeito aos estudos das cevianas de um tridngulo.
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o CM é a altura h, entiio M = 90°;

e CM é a bissetriz, entdo C= 30°;

—

Figura A.12: Triangulo Equilédtero e CM é a mediana, entio AM = ok

Considerando o tridngulo BCM, retangulo em M, da figura A.12 e pelo Teorema de

Pitdgoras calculamos a altura & do tridngulo em fungio de /:

03
2

Com isso, podemos calcular os valores do seno, cosseno e tangente para o angulo de

(CB)? = (BM)*+ (CM)> = (1)? = (g)zwﬂ —h

30°.
(I) Seno de 30°:
14
sen(30°) = 2 = sen(30°) = £l = [sen(30°) = !
Y 24 )
(II) Cosseno de 30°:
3
2 1
c0s(30°) = 2 —> cos(30%) = 3.1 Laoy(307) = 22

(IIT) Tangente de 30°:

tg(30°) =

<%

o ¢ 2 o 1 o

[
) Sl\n@
w

Angulo de 45°

Seja um quadrado de lado /. E, de acordo com as propriedades da geometria, temos:

Figura A.13: Quadrado

Pelo Teorema de Pitdgoras determinamos no tridangulo ABD, retangulo em A, a medida

da diagonal d do quadrado em funcio da medida ¢ do lado:
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d*=2-(0)?
d=V2-2=d=1(-V2

Com isso, podemos calcular os valores do seno, cosseno e tangente para o angulo de
45°,

(I) Seno de 45°:

1 1 V2
sen(45°) = — = sen(45°) = — —|sen(45°) = —
(45%) = ;-5 = sen(dS?) = = = |senf45°) =

(II) Cosseno de 45°:
‘ 1 V2
cos(45°) = —= = c0s(45°) = —= = |co0s(45°) = —
(45) = 7= = eos(45°) = = = cos(d5") =

(IIT) Tangente de 45°:

tg(45°) = % = |tg(45°) =1

Angulo de 60°

Considerando o tridngulo AMC, retangulo em M, da figura A.12 e pelo Teorema de

Pitdgoras, podemos calcular os valores do seno, cosseno e tangente do angulo de 60°.

(I) Seno de 60°:

W3
TH V3 1 3
sen(607) = —2— —s sen(60°) = 3. 1 | en(e0e) = Y2
14 2 /4 2
(II) Cosseno de 60°:
J4
cos(60°) = 2 = c0s(60°) = £l = [cos(60°) = !
-/ 2/ 2
(II) Tangente de 60°:
3
R 3 2
tg(60°) = — tg(60°) = T\/_ 7= tg(60°) = V3

()] N‘l\)

Tabela de Angulos Notaveis

Com os resultados apresentados anteriormente, podemos de maneira diddtica, montar
uma tabela para consulta rdpida desses valores para angulos notéveis.
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30° 45° 60°

Seno ! V2 \/§
2 2 2
Cosseno \/§ \/5 !
2 2 2

Tangente \/Tg 1 V3

Tabela A.1: Angulos Notdveis

A.4 Circunferéncia Trigonométrica

Esta se¢do tem como foco caracterizar a relacido existente entre o plano cartesiano
ortogonal e a circunferéncia de raio unitdrio construida analiticamente sobre esse plano com
centro na origem. Para construgao de tal conceito trigonométrico levamos em consideracao

a abordagem sobre dngulos e arcos ja apresentada no inicio do apéndice.

A.4.1 Sistema de Coordenadas no Plano
Representacao Grafica

Para uma representagdo grafica de um ponto qualquer P, fixamos um ponto O, chamado
origem, e por O tracamos duas retas x e y, perpendiculares, chamadas de eixos coordenados,
determinando assim o plano ¢. Sobre estas retas escolhemos a unidade de medir e o sentido
dos percursos.

Denominamos P; a interseccdo de x com a reta horizontal y' e P» a intersec¢iio com a
reta vertical x'.

Desta forma, a cada ponto P do plano & corresponde um tnico par ordenado de nime-
ros reais, representados por (x,y).

Figura A.14: Plano Cartesiano
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Com essas condi¢des podemos assim definir para o par (x,y) de coordenadas de P no

sistema xQOy da seguinte forma:
(i) Origem: o sistema inicia no ponto O;
(i) Abscissa: € o ndmero real xp representado por P;;
(iii)) Ordenada: é o nimero real yp representado por P;
(iv) Coordenada: sdo os nimeros reais x, € yp, indicados pelo par ordenado (xp,yP);
(v) Eixo das Abscissas: corresponde ao eixo Ox;
(vi) Eixo das Ordenadas: corresponde ao eixo Oy;

(vii) Sistema de Eixos Cartesiano Ortogonal: € o sistema xOy, também chamado sistema

ortonormal ou retangular;
(viii) Plano Cartesiano: ¢ o plano «;

(ix) Quadrante: corresponde cada uma das quatro regides do plano ¢, determinadas pelas
retas x € y. Os sinais das coordenadas estdo bem determinados e os quadrantes sao
denominados de 1°, 2°, 3° e 4°.

Exemplo 19 Vejamos na figura A.15 a seguir como os elementos apresentados acima

ficam dispostos no plano cartesiano ortogonal.

Figura A.15: Quadrantes
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A.4.2 Ciclo Trigonométrico

De acordo com Carmo et al [14], a ideia de representar pontos de um plano cartesi-
ano por pares coordenados é extremamente fértil. Pois, possibilita a observagdo gréfica e
comportamento de determinado fendmeno.

A circunferéncia € definida como o conjunto de pontos de um plano que estdo a uma
distancia fixa (na nossa representacao essa distancia vale 1 unidade de medida) de um ponto
fixo O do plano, representada por A, com raio unitario e centro O. Também é chamado de

circulo unitdrio do plano.

Definicao A.4 Consideramos sobre um plano um sistema ortonormal de eixos coordenados
x0y, de origem em O, e 1 (uma) unidade igual ao raio r da circunferéncia A. Assim, podemos
associar em todo ponto de A uma coordenada cartesiana (x,y). Entdo esta corresponde a

representagdo do ciclo ou circunferéncia trigonométrica.

Observe que, em todo ponto de A decorre das coordenadas (x,y), que pelo Teorema de
Pitdgoras satisfazem a relacdo: 4yt =1.

Dai, uma vez que podemos representar os pontos de plano por pares de nimeros, de-
corre que podemos representar uma circunferéncia pela relacdo acima apresentada.

Desta forma podemos expor a orientacdo que a circunferéncia adquire. Fixamos um
ponto, e atribuimos um sentido de percurso. Tradicionalmente € estabelecido o sentido posi-

tivo como o anti-hordrio e o sentido negativo como hordrio.

(a) (b) (©)

Figura A.16: Circunferéncia (a), Ciclo Trigonométrico (b) e Sentidos (c).

A.4.3 Razoées no Ciclo Trigonométrico

Vamos abordar a principais razdes trigonométricas vistas no tridngulo retangulo, a
saber o seno, cosseno, tangente e cotangente, mas agora sob a perspectiva do ciclo trigono-
métrico.

Anteriormente, o estudo das razdes trigonométricas se deu para os angulos agudos,
em que definimos seus sen(a), cos(a), tg(a) e cotg(a) a partir do tridngulo retingulo com

valores entre 0 < o < 90°. Buscamos, a partir de entdo, ampliar esse conceito para as razdes
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trigonométricas para um angulo o, com 0 < a < 360° (em graus) ou 0 < o < 27 (em
radianos).

Sintetizamos a seguir como o autor Gelson lezzi [21, 22] enuncia tais razdes trigono-
métricas.

Seno

Para o estudo da razdo seno, associa-se a este o eixo das ordenadas.
Seja entdo P um ponto no ciclo trigonométrico, imagem de um angulo o, com medida
entre 0 < o < 2m.

Portanto, temos o seno de o como a ordenada OP’ do ponto P.

(@) (b)

Figura A.17: Seno no Ciclo Trigonométrico
Fonte: [23] (p. 20)

Assim, o eixo vertical corresponde ao eixo dos senos.

Exemplo 20 Podemos representar os senos dos dngulos notdveis de 30°, 45° e 60° no ciclo

trigonométrico, conforme figura a seguir:

Figura A.18: Senos de Angulos Notaveis
Fonte: [23] (p. 21)

Propriedade I: sinal

(i) Se P é um ponto do primeiro ou segundo quadrante, entdo o sinal do sen(c) € positivo.
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(ii) Se P é um ponto do terceiro ou quarto quadrante, entdo o sinal do sen(a) é negativo.

Figura A.19: Sinal do Seno

Propriedade II: comportamento

(i) Se P percorre o primeiro ou quarto quadrante, entdo o sen(a) é crescente.
(ii) Se P percorre segundo ou terceiro quadrante, entdo o sen(o) é decrescente.

Sintetizamos essa propriedade na tabela A.2 a seguir:

o 0 — — T — — — 27

— N0y

decresce | O | decresce | —1 | cresce | O

sen(a) | O | cresce

Tabela A.2: Comportamento do Seno

Cosseno

Para o estudo da razio cosseno, associas-se a este o eixo das abscissas.
Seja entdo P um ponto no ciclo trigonométrico, imagem de um angulo &, com medida

entre 0 < o < 27.
Portanto, temos o cosseno de o como a abscissa OP; do ponto P.

() (b)

Figura A.20: Cosseno no Ciclo Trigonométrico
Fonte: [23] (p. 24) (a) e [21] (p. 45) (b)

Assim, o eixo horizontal corresponde ao eixo dos cossenos.
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Exemplo 21 Podemos representar os cossenos dos dngulos notdveis de 30°, 45° e 60° no

ciclo trigonométrico, conforme figura a seguir:

(a) (b) (©)

Figura A.21: Cossenos de Angulos Notdveis

Propriedade I: sinal
(i) Se P é um ponto do primeiro ou quarto quadrante, entdo o sinal do cos(a) é positivo.

(ii) Se P é um ponto do segundo ou terceiro quadrante, entdo o sinal do cos(ct) é negativo.

Figura A.22: Sinal do Cosseno

Propriedade II: comportamento
(i) Se P percorre o primeiro ou segundo quadrante, entdo o cos(a) é decrescente.

(ii) Se P percorre terceiro ou quarto quadrante, entdo o cos(a) é crescente.

Sintetizamos essa propriedade na tabela A.4 a seguir:

RY 3
o 0 — — T — > — 27
0

cresce | 1

YIRS

cos(er) | 1 | decresce decresce | —1 | cresce

Tabela A.3: Comportamento do Cosseno
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Tangente

Para o estudo da razdo tangente, associa-se um eixo vertical, tangenciando a circunfe-
réncia trigonométrica em A.

Seja entdo P um ponto no ciclo trigonométrico, imagem de um angulo &, com medida
entre 0 < o < 27.

Portanto, temos a tangente de o como a medida algébrica do segmento AT do ponto
P.

Figura A.23: Tangente no Ciclo Trigonométrico
Fonte: [23] (p. 30)

T 3n
Nota-se que, para & = — rad, P estd em B, e para & = — rad, P estd em B'. Casos em

que ndo ocorre 7. Logo a tangente ndo existe para os angulos de 90° e 270°.

Exemplo 22 Podemos representar as tangentes dos dngulos notdveis de 30°, 45° e 60° no

ciclo trigonométrico, conforme figura a seguir:

Figura A.24: Tangente de Angulos Notaveis
Fonte: [23] (v. 2, p. 31)

Propriedade I: sinal

(i) Se P percorre o primeiro ou terceiro quadrante, entdo o sinal da tg(a) € positivo.
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(ii) Se P percorre segundo ou quarto quadrante, entdo o sinal da tg(a) é negativo.

Figura A.25: Sinal da Tangente

Propriedade II: comportamento
(i) Se P percorre qualquer quadrante, entdo a tg(c) é sempre crescente.

Sintetizamos essa propriedade na tabela A.4 a seguir:

3n
— T| — > — |27

cresce | 0 | cresce | B | cresce | 0

o 0 —

S N

tg(a) | O | cresce

Tabela A.4: Comportamento da Tangente

Cotangente

Para o estudo da razdo cotangente, associa-se um eixo horizontal, tangenciando a cir-

cunferéncia trigonométrica em B.
Seja entdo P um ponto no ciclo trigonométrico, imagem de um angulo &, com medida

entre 0 < o < 27.
Portanto, temos a cotangente de o como a medida algébrica do segmento BD do ponto

P.

Figura A.26: Cotangente no Ciclo Trigonométrico
Fonte: [21] (p. 55)
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Nota-se que, para o = 0°, &« = wrad ou @ = 2mwrad, P estd em A, ou P estd em Al
Casos em que nio ocorre D. Logo a cotangente ndo existe para os dngulos de 0°, 180° ou
360°.

Exemplo 23 Podemos representar as cotangentes dos dngulos notdveis de 30°, 45° e 60°

no ciclo trigonométrico, conforme figura a seguir:

3
cotg% = cotg(30°) = V/3; cotgg =cotg(45°) =1; cotgg = cotg(60°) = %

Figura A.27: Cotangente de Angulos Notdveis

Propriedade I: sinal

(i) Se P percorre o primeiro ou terceiro quadrante, entdo o sinal da cotg(c) é positivo.

(ii) Se P percorre segundo ou quarto quadrante, entdo o sinal da cotg(a) é negativo.

Figura A.28: Sinal da Cotangente

Propriedade II: comportamento
(i) Se P percorre qualquer quadrante, entdo a cotg(a) é sempre decrescente.

Sintetizamos essa propriedade na tabela A.5 a seguir:

RY 3
— — 27
2
0

o 0 — — T —

oIy

cotg(e) | # | decresce decresce | 7 | decresce decresce | 7

Tabela A.5: Comportamento da Cotangente
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A.5 Funcoes Trigonométricas

Nesta se¢do, tendo como principal fonte os trabalhos do autor Iezzi [21], expomos as

fungdes trigonométricas seno, cosseno, tangente e cotangente.

A.5.1 Funcao Seno

Seja o um angulo e P sua imagem na circunferéncia trigonométrica.

Denominamos de funcio trigonométrica seno a aplicacdo que para cada valor real
de «a existe sempre um tdnico valor real para sen(). Ou seja, f: R — R, de modo que
o — f(a) =sen(a).

Exemplo 24 De acordo com a primeira volta positiva de f(a) = sen(Q), observe o grdfico

da fungdo seno:

Figura A.29: Func¢ao f(o) = sen(a)
Fonte: [21] (p. 94)

Propriedades

(I) A imagem da fung@o seno é o intervalo [—1, 1], para todo « real;
(IT) A fungao seno é periddica e seu periodo € 27;
(III) O gréfico é simétrico em relagdo a origem,;

(IV) A curva gréfica € chamada de senoide.

A.5.2 Funcao Cosseno

Seja oo um angulo e P sua imagem na circunferéncia trigonométrica.

Denominamos de func¢io trigonométrica cosseno a aplicacdo que para cada valor
real de o existe sempre um tnico valor real para cos(). Ou seja, f : R — R, de modo que
o — f(or) =cos(a).
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Exemplo 25 De acordo com a primeira volta positiva de f(a) = cos(), observe o grdfico

da fungdo cosseno:

Figura A.30: Fun¢ao f(ot) = cos(a)
Fonte: [21] (p. 104)
Propriedades
(I) A imagem da fungéo cosseno € o intervalo [—1, 1], para todo « real,
(IT) A fungao cosseno € periddica e seu periodo € 27;

(III) A curva grafica é chamada de cossenoide.

A.5.3 Funcao Tangente

Seja @ um angulo, com medida entre o # g + k- 7 e P sua imagem na circunferéncia
trigonométrica.

Denominamos de fun¢ao trigonométrica tangente a funcdo que para cada valor real
de o, com o # z +k-m, k € Z, existe sempre um tnico valor real para tg(a). Ou seja,
f:D— R, tal que @ — f(ax) =tg(ax).

Exemplo 26 De acordo com a primeira volta positiva de f(a) = tg(), observe o grdfico

da funcdo tangente:
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Figura A.31: Fungdo f(a) =tg(a)
Fonte: [21] (p. 108)

Propriedades

(I) A imagem da funcdo tangente sdo os reais R, ou seja, para todo « real existe um y real
tal que f(a) =tg(a);

T
(I) O dominio de f(c&r) =tg(cx) é o conjunto D = {x eR|x# 5 —|—k-7r};
(IIT) A funcao tangente € periddica e seu periodo é 7;

(IV) A curva grifica é chamada de tangentoide.

A.5.4 Funcao Cotangente

Seja o um angulo, com medida entre & # k- e P sua imagem na circunferéncia
trigonométrica.

Denominamos de func¢ao trigonométrica cotangente a funcdo que para cada valor
real de o, com o # k-7, k € Z, existe sempre um tnico valor real para cotg(a). Ou seja,
f:D— R, talque @ — f(a) = cotg(a).

Exemplo 27 De acordo com a primeira volta positiva de f(a) = cotg(a), observe o grdfico

da funcdo cotangente:
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Figura A.32: Funcéo f(a) = cotg(o)
Fonte: [21] (p. 111)

Propriedades

() A imagem da funcdo cotangente sdo os reais R, ou seja, para todo « real existe um y
real tal que f(o) = tg(a);

(I) O dominio de f(o) =tg(o) é o conjunto D = {x € R|x # k- 7};
(IIT) A funcdo cotangente € periddica e seu periodo é T;

(IV) A curva grafica é chamada de cotangentoide.

A.6 Outras Razoes Trigonométricas

Este topico tem o intuito de apontar, sem o rigor que a demonstracdo matemaética exige,
as relacdes que sdo derivadas das razdes trigonométricas, a redugdo ao primeiro quadrante,
as equacdes trigonométricas para seno, cosseno e tangente e as razdes trigonométricas para

tridngulos quaisquer.

A.6.1 Relacoes Fundamentais

A Relag@o Fundamental da Trigonometria, ja abordada nos tépicos anteriores, € a ex-
pressao génese para chegar aos demais resultados.

Seja ¢ um arco no ciclo trigonométrico, temos que:

(I) A soma dos quadrados do seno e do cosseno de um mesmo arco € igual a unidade.

sen’(ot) +cos? (o) = 1 (A.12)
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(IT) A tangente de um arco € a razao entre o seno e o cosseno desse arco.

sen( o)
tg(o) = A.13
g(a) cos(at) ( )
(IIT) A secante de um arco é o inverso do cosseno desse arco.
(@=— (A14)
sec() = .
cos(a)
(IV) A cotangente de um arco é a razdo entre o cosseno e o seno desse arco.
cos()
tg(or) = A.15
cotg(ct) sen(o) ( )
(V) A cossecante de um arco é o inverso do seno desse arco.
(@=— (A16)
cossec(o) = .
sen(o)

A.6.2 Relacoes Derivadas

A partir das expressdoes fundamentais acima, podemos deduzir as seguintes relacdes
derivadas:

Seja o um arco no ciclo trigonométrico, temos que:

(I) A cotangente de um arco é o inverso da tangente desse arco.

cotg(ar) = (@ (A.17)

(I) O quadrado da secante de um arco € igual a unidade mais o quadrado da tangente
desse arco.

sec?(a) = 1 +tg% () (A.18)

(IIT) O quadrado da cossecante de um arco € igual a unidade mais o quadrado da cotangente
desse arco.

cossec’(a) = 14 cotg?(ax) (A.19)

A.6.3 Reducio Ao 1° Quadrante

O autor José de A. Filho [20] enuncia que, dado um arco fora do intervalo entre 0° e
90°, pode ser achado um outro arco, e somente um, compreendido entre 0° ¢ 90°, tal que
as fungdes circulares sejam valores absolutos daquelas do mesmo arco dado. Essa pesquisa
para um novo arco denomina-se reducdo ao primeiro quadrante.

Com essa operagdo de reducdo torna possivel calcular todas as func¢des no ciclo trigo-

nométrico a partir dos arcos situados no intervalo entre 0° e 90°.
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Primeiro caso

O arco é positivo e menor que o arco de uma circunferéncia completa, 90° < a < 360°.
180°— 0o, se 90° < a < 180°

Assim temos: ¢ oo — 180°, se 180° < o < 270°
360° —a, se 270° < a < 360°

Segundo caso

O arco é positivo e maior que o arco de uma circunferéncia completa, o« > 360°.
Neste caso, dividimos a medida do arco o dado por 360, obtendo um quociente g € um
resto r, com r < 360, logo:
o =360°-g+r

Em que ¢ corresponde aos arcos completos na circunferéncia, e o resto r determina o

quadrante em que cai a extremidade.

Assim ¢ Se r<90°, entdo ré o arco procurado;
ssim temos:
Se r>90°, entdo usamos o caso 1.

Terceiro caso

O arco € negativo.

Observacao A.1 Neste caso aludimos a um dos dois casos anteriores mediante a conside-

ragdo do arco simétrico do arco dado, que é positivo.

A.6.4 Equacoes Trigonométricas

Tratamos nesse topico das funcdes circulares que possuem expressoes algébricas com
incdgnitas. Faremos 0s casos para seno, cosseno e tangente.

Sejam as fungdes trigonométricas f(a) e g(o), com a varidvel @ € R e com D; e D
os respectivos dominios de f e g.

Assim, denomina-se de equacao trigonométrica as equacdes que possuem funcdes

circulares de arcos incégnitos.

Equacoes Trigonométricas Elementares

De acordo com Gelson Iezzi [21], resolver tais equacdes consiste em achar as solucoes,
ou raizes com numeros ilimitados, mas que se reduz sempre a equagdes de uma das formas
a abaixo:

(I) sen(or) =sen(f)

Toda resolucdo vai se reduzir a duas possibilidades:
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(i) a e B sdo arcos congruos. Isto é, possuem mesma imagem.

Logo, temos que: |sen(a) =sen(f) = {a =B +k-27n | comk € Z.

(ii) a e B sao arcos suplementares. Isto é, sdo simétricos em rela¢do ao eixo dos
Senos.

Logo, temos que: |sen(@) =sen(f) = {« = (n—B)+k-2x |, comk € Z.

Figura A.33: Resolucdo do Seno

(I) cos(ax) =cos(B)

Toda resolucdo vai se reduzir a duas possibilidades:

(i) a e B sdo arcos congruos. Isto é, possuem mesma imagem.

Logo, temos que: |cos(a) =cos(f) = {a =B +k-2n | comk € Z.

(ii) a e B sdo arcos replementares. Isto é, sdo simétricos em relagdo ao eixo dos
COSSenos.

Logo, temos que: |cos(a) = cos(f) = {ot = —B+k-2mw |, comk € Z.

Resumidamente: |cos(a) =cos(f) = a =+ +k-2n | comk € Z.

Figura A.34: Resolucdo do Cosseno
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(I tg(a) = tg(B)

Toda resolucdo vai se reduzir a duas possibilidades:

(i) a e B sdo arcos congruos. Isto é, possuem mesma imagem.

Logo, temos que: |tg(at) =tg(f) = {a =P+ k-2 |, comk € Z.

(ii) o e B sdo arcos explementares. Isto é, sdo simétricos em relagdo ao eixo dos

CcOossenos.

Logo, temos que: [tg(a) =tg(B) = {oo = (n+P)+k-2m |, comk € Z.

Resumidamente: |tg(o) =tg(f) = o =B +k-m|,comk € Z.

Figura A.35: Resolucdo da Tangente

A.6.5 Triangulos Quaisquer

Nesta se¢do, a partir do autor Luiz R. Dante [18], abordamos as expressdes do estudo
das Leis dos Senos e dos Cossenos.
Lei dos Senos

Teorema A.2 Num tridngulo qualquer, comprimentos dos lados sdo proporcionais aos se-
nos dos dangulos opostos e igual a medida do diametro da circunferéncia circunscrita a esse

tridngulo.

Assim temos:
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Figura A.36: Lei dos Senos
Fonte: [18] (p. 15)

b
9 - 7 - ° _9R (A.20)
senA senB senC

Lei dos Cossenos

Teorema A.3 Num tridngulo qualquer, o quadrado de um lado é igual a soma dos quadra-
dos dos outros dois lados, subtraido do dobro do produto desses dois lados pelo cosseno do

angulo entre eles.

Para o tridngulo ABC temos:

a? = b* 4+ ¢* —2bc - cos(A)
b* = a®*+c* —2ac- cos(§) (A.21)
¢ =a*+b*—2ab-cos(C)

Figura A.37: Lei dos Cossenos
Fonte: [18] (p. 18)

Com isso encerramos este apéndice que fez um aparato geral das principais proposi-
coes e teoremas da Trigonometria que podem ser vistos nos livros diddticos do ensino médio.
Seus diversos topicos aqui listados podem servir como base de referéncia e comparacgio na
consulta com os conteudos de Trigonometria apresentados nas obras dos livros didaticos do
Guia PNLD 2018 - Matematica e uma possibilidade para verificar, a partir desses conteudos,
o nivel de dificuldade com que o docente pode abordar as questdes de Trigonometria que
caem no ENEM.
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