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Resumo

Nesse trabalho, faremos uma anélise sobre o conceito de funcdo, de funcdo bijetiva
e a apresentacdo desses conceitos em livros do Ensino Médio. Nossa andlise foca-se no
uso e necessidade desses conceitos para se entender conceitos posteriores, como fungdes
inversas, em particular, a funcdo exponencial e a funcdo logaritmica. Apesar dos conceitos
serem corriqueiros, traremos discussoes e reflexdes sobre esses conceitos que surgem quando
se faz uma andlise mais profunda do assunto, transcendendo a exposi¢do encontrada na
literatura em livros do Ensino Médio, muitas vezes despercebida por professores e
alunos. Essas andlises sdo feitas, levando-se em conta a importancia dos conceitos basicos de
func¢do e de suas classificacdes em outros assuntos curriculares da Matematica, o dominio
do professor sobre o tema, e sua exposicdo em sala de aula, tudo focando a ampliacdo do

conhecimento docente sobre a matéria.

Palavras chave: Funcdo. Funcdo bijetiva.  Licenciatura em Matematica.

Ensino Médio.
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Abstract

In this work, we will analyze the concept of function, of bijective function and the
presentation of these concepts in high school books. Our analysis focuses on the use and need
of these concepts to understand later concepts, such as inverse functions, in
particular, the exponential function and the logarithmic function. Although the concepts are
commonplace, we will bring discussions and reflections on these concepts that arise when
a deeper analysis of the subject is made, transcending the exposure found in the literature
in high school books, often unnoticed by teachers and students. These analyzes are made,
taking into account the importance of the basic concepts of function and their
classifications in other Mathematical curricular subjects, the teacher’s mastery over the theme,
and his exposure in the classroom, all focusing on the expansion of knowledge teacher on
the subject.

Keywords: Function. Bijective function. Degree in Mathematics. High school.
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Capitulo 1

Introducao

Na Matematica, o estudo de funcdes é algo de suma importancia, pois se trata de
um conceito primordial que se faz presente em outros campos da Matemadtica, como a
Geometria, Algebra, Cdlculo, Estatistica, etc. Mas também, faz ponte com outros campos
da ciéncia, como a Fisica, Quimica, Biologia, etc. Por se tratar de um conceito importante,
os curriculos educacionais de Ensino Médio fazem mencao a esse conceito, ressaltando a
importancia de se trabalhar esse tema nessa etapa de escolaridade. Inclusive o PCE-PE
(2012) [14] faz a seguinte colocagao:

“ O estudo das fungdes € essencial nesta etapa de escolaridade, principal-
mente por seu papel de modelo matemaético para o estudo das variacdes entre
grandezas em fendmenos do mundo natural ou social.” (PCE-PE,2012,p.129)

Conforme o PCE-PE (2012) [14] coloca, o estudo de funcdes tém o papel de relacionar
grandezas e associd-las, com isso, é importante que o professor aborde adequadamente esse
conceito em sala de aula, e nds, nos Capitulos 2 e 3 discutimos sobre o conceito de funcio e
os elementos que a compdem, buscando orientar ao professor sobre como ele deve abordar

esse conceito em sala de aula.

J4 nos Capitulos 4 e 5, abordamos os conceitos de funcdo injetiva e sobrejetiva, que
geralmente os autores abordam nos livros de Ensino Médio mas, em grande parte das
vezes, os autores abordam pouco essa temadtica, fazendo uso de poucos exemplos, o que
acaba ocultando informagdes que poderiam ser tteis ao aluno, auxiliando-o a compreender

melhor o conceito de funcdo inversa, que abordamos no Capitulo 7.

No Capitulo 7, abordamos o conceito de fun¢ao inversa, bastante requisitado nos livros
de Ensino Médio, permite ao aluno compreender melhor a relacdo existente entre algumas
fungdes e como elas podem ser trabalhadas como, por exemplo, entender a relagdo existente

entre as funcdes logaritmica e exponencial. Uma outra observagdo que fazemos € quanto



a simetria existente entre o grafico de uma funcdo e de sua inversa, que sendo trabalhada
em sala de aula adequadamente, auxilia o aluno a compreender melhor como devem ser
esbocados os graficos de algumas fungdes, por exemplo, o gréfico da funcdo logaritmica a

partir do grafico da exponencial.

Por fim, no Capitulo 8 abordamos o estudo das func¢des logaritmica e exponencial, que
estdo presentes nos curriculos brasileiros de Ensino Médio, seja a BNCC (2017) [10] ou
nos curriculos estaduais. Inclusive, a BNCC (2017) [10] coloca as seguintes competéncias a

serem desenvolvidas pelos alunos, no tocante ao estudo dessas fungdes:

* “(EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com fungdes
exponenciais nos quais seja necessdrio compreender e interpretar a
variagdo das grandezas envolvidas, em contextos como o da Matematica

Financeira, entre outros;

* (EMI3MAT305) Resolver e elaborar problemas com fungdes
logaritmicas nos quais seja necessario compreender e interpretar a variagao
das grandezas envolvidas, em contextos como os de abalos sismicos, pH,
radioatividade, Matemaética Financeira entre outros.” (BNCC,2017,p.536)

O PCE-PE (2012) [14] descreve as seguintes competéncias quanto ao estudo da func¢ao

exponencial:

* “ Reconhecer a representacdo algébrica e a representacdo grafica de

uma fun¢do exponencial associando-a ao seu padrio de crescimento;

* Diferenciar o modelo de crescimento/decrescimento da funcao exponencial

em relacdo as fungdes lineares e quadraticas. ” (PCE-PE,2012,p.131)

Conforme podemos notar, a importancia do estudo das funcdes inversas no Ensino
Médio é justamente favorecer ao aluno compreender melhor como trabalhar adequadamente
o conceito de fun¢do logaritmica, que € bem requisitado nos curriculos educacionais e
bastante explorado pelos livro didéticos, em que cabe ao professor abordar adequadamente
esse conceito de modo que o aluno entenda-o de modo claro, e como deve utilizd-lo na

resolucao de situacdes-problema.



1.1

Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Explorar o conceito de funcdo e ressaltar a importancia do estudo das funcdes injetivas

e sobrejetivas, discutindo como esses conceitos devem ser trabalhados em sala de aula.

1.1.2 Objetivos Especificos

1.2

Apresentar as defini¢des de funcao e discuti-las, auxiliando ao professor sobre como

abordar o conceito de fun¢cdo da melhor forma em sala de aula;

Apresentar os elementos que compdem uma fun¢do e discutir sobre sua importancia,
além de observar a relacdo entre dominio e contradominio de uma fun¢do com os

conceitos de injetividade e sobrejetividade, respectivamente;

Abordar o conceito de fungdo inversa e discuti-lo, além de aplicd-lo a definicao de

func¢do logaritmica, a partir da fungcao exponencial;
Fazer algumas observagdes sobre como os livros diddticos exploram os conceitos

abordados nesse trabalho.

Organizacao

O nosso trabalho ficou dividido em sete capitulos, assim distribuidos:
Capitulo 2: A defini¢do de func¢ao;

Capitulo 3: Elementos de uma funcao;

Capitulo 4: Injetividade de Fungdes;

Capitulo 5: Sobrejetividade de Fungdes;

Capitulo 6: Como os livros didaticos abordam os conceitos de injetividade,

sobrejetividade e bijetividade?



 Capitulo 7: Funcdes Inversas;

e Capitulo 8: Fungdes exponencial e logaritmica: explorando o conceito de

funcio inversa.



Capitulo 2
A definicao de Funcao

Nesta secdo, apresentamos duas defini¢cdes de funcao, a definicdo como subconjunto de
uma relacdo bindria, descrita por Marmo(1969) [13] e a definicio por Lei de
Formacgdo, descrita por Lima (2005) [2]. Ambas as definicdes estdo corretas mas, €
necessario que o professor compreenda que antes de trabalhar as demais fungdes, €
necessdrio que ele tenha em mente qual a definicio mais adequada a se trabalhar em sala
de aula. Para isso, apresentaremos as defini¢des e, posteriormente, faremos uma andlise
sobre qual definicdo seria a mais adequada para se trabalhar em classe, segundo os
documentos oficiais e alguns autores e, por fim, faremos uma breve andlise sobre o conceito

de fun¢do segundo os professores.

2.1 Definicao de funcao por relacao

Marmo(1969) [13] define produto cartesiano e relagdo bindria do seguinte modo:

Definicao 2.1 (Produto Cartesiano) “ Sejam A e B dois conjuntos quaisquer, chamaremos
de Produto Cartesiano de A por B o conjunto de pares ordenados (a,b), onde a € A, b € B.

Podemos afirmar A X B por meio da linguagem de conjunto da seguinte maneira:”

AxB={(a,b);acA,bec B}

Exemplo 1 Tome, por exemplo os conjuntos A = {1,2,3,4} ¢ B ={2,3,5}. O produto

cartesiano A X B ¢é dado por:

AxB=1{(1,2),(1,3),(1,5),(2,2),(2,3),(2,5),(3,2),(3,3),(3,5),(4,2),(4,3),(4,5) }

Definicao 2.2 (Relacdo Binaria) “ Uma relagdo R de A para B é um subconjunto de A x B.”



Exemplo 2 Tomando o conjunto S = {(1,2),(1,3),(2,3),(2,5)}, segundo o Exemplo 1,
temos que S C A X B, logo S é relacdo de A X B.

Observando os Exemplos 1 e 2, temos que as definicdes de produto cartesiano e
relacdo bindria geralmente apresentam exemplos de simples resolucdo e, em tempos
passados eram tdo recorrentes de serem utilizadas e, inclusive no Exemplo 3 temos uma
questdo de vestibular da UFPB, realizado no ano de 1995.

Exemplo 3 (UFPB,1995) “Se A ={—1,0,1} e B={(x,y) € AXA;x+y € A}, entdo o

niimero de elementos de B é igual a:
a)4 b)5 ¢c)6 d)7 e)9

Resposta: Por hipotese, temos que
AXA= {(_17 _2>7 (_17 _1)= (_170)7 (07 _1)7 (070)7 (0, 1)7 (1,0), (17 1)7 (172)} (2.1)
Em (2.1), sendo B C A X A, por hipotese os pares ordenados que compdem o conjunto B sdo:

B={(-1,0),(-1,1),(0,—1),(0,0),(0,1),(1,—1),(1,0)} (2.2)

Por (2.2), temos que B contém 7 pares ordenados, consequentemente a alternativa d é a

correta.
Posteriormente, Marmo(1969) [13] define fun¢do do seguinte modo:

Definicao 2.3 (Funcao) “Uma fungdo f de A em B é todo subconjunto de A X B no qual
a cada a € A aparece como primeiro elemento em somente um par ordenado de f. Como

podemos observar, a fungdo f é uma relagcdo particular de A para B.”

O conceito de definicdo por relacdo, € bastante comum a ser abordado nos livros
didéticos brasileiros, inclusive hé autores que abordam o conceito de func¢ao por esse método,
que inclusive, encontramos essa definicdo em dois livros didaticos distintos, que

denotaremos por Livros B e C:



3

Sejam os conjuntos A € B nao vazios, uma relggéo f de A,e.m B!e :m(a}
fungao quando associa a cada elemento x, do conjunto A, um unico elem
y, de B. Essa fungao pode ser indicada por:

i'A—B ou A—'—B (1&-se “fungao f de A em B")

O conjunto A & denominado dominio (D(f)) € © coq}unto B, contradominiz
(CD(f)) da funcéo f. Cada glemento y de B que possul correspondente x gm

é chamado imagem de x pela funcdo f. O conjunto formado por todas as ima-
gens é denominado imagem da func¢éo (Im(f)).

Figura 2.1: Definicdo de funcdo por relagdo - Livro B

Considerando dois conjuntos,4 € B,nio-vazios ¢ uma relagio binaria deA em B,
dizemos que essa relagio é fungio de 4 em B se,e somente se,a cada elemento x do
conjunto A corresponder um tinico elemento y do conjunto B.

iA—B le-se: f ¢ funcdo de A em B.

Ou, no caso de ser possivel escrever uma lei de correspondéncia através de uma
cxXpressao matematica:

y = f(x) lé-se: y é funcio dex,comx EA ey € B.

Figura 2.2: Defini¢do de func¢do por relagdo - Livro C

Embora utilizada com certa frequéncia, a definicdo por relagdo apresenta alguns
problemas em sua abordagem, que citaremos nesse capitulo mas, isso ndo quer dizer que
ela seja uma definicdo errada, porém, se trata de um conceito estdtico, que apresenta

algumas lacunas e, a nosso ponto de vista, ndo seria adequado a se trabalhar em sala de
aula.

Observe o Exemplo 4:

Exemplo 4 Tome os conjuntos

A={1,2,3,4,5} B={3,510,7,¢}

Sendo R ={(1,3),(2,5),(3,10),(4,7),(5,e)}, R é funcdo de A em B?

Resposta: Segundo a definicdo 2.3, é funcdo pois a cada a € A estd associado um
tinico b € B. Logo, R é funcdo de A em B.



Observando o Exemplo 4, vimos que R é funcdo de A em B. Mas, tomando
R=1{(1,10),(2,¢),(3,m),(4,3),(5,5)} ou R={(1,10),(2,7),(3,5),(4,e),(5,3) } , também
sao fungdes de A em B, pois segundo a defini¢do 2.3, para que se caracterize a existéncia
de uma funcdo, basta apenas obter os pares ordenados, independentemente do modo que se
coloquem. Além disso, tomando f apenas como subconjunto de A X B, poderia se definir
f de inimeros modos, em que ndo existe um sentido claro quanto a expressao f : A — B,

dificultando uma compreensao adequada sobre o que vem a ser fungao.

Exemplo 5 Agora, seja a seguinte fungdo:

0; se xeR-Q
I; se xe€@Q

fx) =

A fungdo definida logo acima, é chamada Fung¢do de Dirichlet.

Sejam (x,) C Qe (y,) C R—Q sequéncias de modo que R = (x,,) U (y,). Tomando a
funcdo descrita no Exemplo 5, os pares ordenados definidos pela funcdo
f=1{a,f(a);a € R} serdo da forma (x;,1) e (y;,0) e, sendo Q e R — Q conjuntos infinitos,
¢ impossivel determinar todos os pares ordenados da forma (a, f(a)), logo podemos afirmar

que definir fun¢do desse modo ndo viria a ser adequado do ponto de vista matematico.

2.1.1 O que os autores e documentos oficiais colocam sobre a definicao
de funcao por relacao?

Conforme fora colocado anteriormente, nota-se que a defini¢do por relacdo € correta,
porém estdtica, pecando ao nao dar um sentido claro a expressdo f : A — B. Conforme
vimos no Exemplo 4, os pares ordenados podem ser obtidos de inimeros modos, sem que
haja uma “ regra” de associa¢do para obter os pares ordenados. Ja no Exemplo 5, sendo Q
e R — Q conjuntos infinitos, é impossivel determinar todos os pares ordenados definidos em
f, reforcando a ideia de que essa defini¢do ndo € interessante do ponto de vista Matematico.
Inclusive, o PCE-PE(2012) [14] deixa claro que:

“ Em particular, a defini¢do de fun¢do baseada na ideia de produto cartesiano
de dois conjuntos aparece como bastante desaconselhdvel, tanto do ponto de
vista matematico, como do ponto de vista didatico.” (PCE-PE, 2012, p.129)

Além disso, Lima (2001) [7] afirma que:



“ Essa opc¢do ndo é das mais indicadas, pois ndo enfatiza a no¢ao badsica,
usada em aplicagdes, de lei de correspondéncia, de dependéncia entre duas
varidveis, substituindo-a por um tratamento tedrico-formal, correto sem duvida,

mas que ndo € motivado por aplicacdes relevantes.” (Lima, 2001, p.319)

Ou seja, sendo a definicdo por relacdo estitica, e sem dar €nfase a nogdo bdsica de
correspondéncia, ela também ndo passa a ser interessante do ponto de vista didatico, o que
dificulta a compreensao por parte do aluno em sala de aula. Logo, podemos afirmar que nao

¢ adequado ao professor trabalhar esse conceito de fun¢do em turmas de Ensino Médio.

2.1.2 Definicao de funcao por relacao e o conceito de grafico

O conceito de funcdo por relacdo, colocado na defini¢do 2.3, conforme concluimos
na secao 2.1.1 ndo é o mais adequado a se trabalhar em turmas de Ensino Médio, mas € um
conceito que nao deve ser desprezado pois, contém informacdes relevantes como, por

exemplo, para definir o grafico de uma fung@o.

Lima (2005) [2] define o grafico de uma fun¢do do seguinte modo:

Definicdo 2.4 (Grafico) “ O grdfico de uma funcdo f: X — Y é o subconjunto G(f) do
produto cartesiano X X Y formado por todos os pares ordenados (x,y), onde x é um ponto

qualquer de X e y = f(x). Assim,

G(f) ={(x,y) €X xYiy=f(x)} = {(x, f(x));x € X}.

Conforme podemos observar a defini¢do 2.4, o grifico de uma fun¢do € definido
como subconjunto de um produto cartesiano, em que a cada x € X existe somente um
y € Y de modo que (x,y) € G(f). Por outro lado, a defini¢do 2.3 define a funcdo como
subconjunto de um produto cartesiano, assim como o conceito de grafico, colocado na
definicio 2.4. Assim, podemos afirmar que a antiga defini¢do por relacdo, hoje é

semelhante a defini¢cao do grafico de uma funcao.

Inclusive, Lima (2005) [2] reforca essa ideia, ao fazer a seguinte colocagdo:

“ Se definimos uma funcdo f : X — Y como um subconjunto particular do
produto cartesiano X x Y, qual seria a definicio matemaética do grafico de uma
fun¢do?” (Lima, 2005,p.82)



Ou seja, definir func@o por relacdo ndo nos parece algo adequado e, segundo
Lima (2005) [2], definindo fun¢do por relagdo € praticamente invidvel definir o grafico de
uma fung¢do, o que ndo seria interessante do ponto de vista matemdtico. Além disso, ao
abordar o estudo de fungdes, o conceito de grafico pra ser bem definido, t€ém como
fundamento as definicoes 2.1 e 2.2, que sdo justamente os conceitos de produto cartesiano e
relac@o bindria pois, conforme podemos observar, o grafico de uma funcdo é definido como

um conjunto de pontos contido em R2.

2.2 Definicao de funcao por lei de formacao

Lima (2005) [2] define fun¢ao do seguinte modo:

Definicao 2.5 (Funcao) “Dados os conjuntos X,Y, uma funcdo [ : X — Y é uma regra
(ou conjunto de instrugoes) que diz como associar a cada elemento x € X um elemento
y = f(x) €Y. O conjunto X chama-se dominio e Y o contra-dominio da fun¢do f. Para cada
x € X, o elemento f(x) €Y chama-se a imagem de x pela fungdo f, ou o valor assumido pela

fungdo f no ponto x € X. Escreve-se x — f(x) para indicar que f transforma (ou leva) x em

fx).”

Assim como a definicdo 2.3, a defini¢do por lei de formacao também é comum a ser
utilizada nos livros didaticos e, inclusive, selecionamos dois livros que definem fun¢do desse

modo, que sdo os Livros A e D:
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efinicdo e notacao

Dados dois conjuntos nao vazios, A € B, uma funcao de Aem B
é uma regra que indica como associar cada elementox €A
a um Gnico elemento y € B.

Usamos a seguinte notacao:

fA—>Bou A —fs8 (Ie-se: fé uma funcao de A em B)

A funcdo ftransforma xde Aem y de B,ouseja, fix — .
Escrevemos isso assim:

¥ =flx) (1é-se: y é igual a fde x)

A} KB
FASB
X—Yy

Banco do imagenuimuliv da editorn

Figura 2.3: Defini¢cdo de Funcdo - Livro A

Y [

$ Resumindo, quando temos:
e um conjunto D de nimeros reais, onde a variavel independeqte, X, gssume valores.
e uma lei de correspondéncia que a cada valor de x associa um e somente um
nGmero real y, que € a varidvel dependente.
dizemos que temos uma funcdo f de D em IR, o que repr?,sentamos por f:D—+IR.
O elemento yE€ R associado a x€ D, ou seja, a imagem de x, & representado por f{x.};_e
escrevemos v = f(x). O conjunto das imagens f(x) é a imagem Im de D pela funcao
f, ou somente, a imagem de f. Temos, entdo:

Em —{yeRly-=flx), xcD}

a1

Figura 2.4: Definicdo de Func¢do - Livro D

Conforme podemos notar, essa definicdo também tem boa aceitacdo por meio dos
autores e, a nosso ponto de vista, ¢ a mais adequada a se trabalhar em sala de aula, pois enfa-
tiza a nocdo de correspondéncia, em que Lima (2001) [7] afirma que a ideia de

correspondéncia € essencial para que se defina fun¢do corretamente.
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Observe o Exemplo 6:

Exemplo 6 Observe a seguinte funcdo:
f:N—=YCN

x— f(x)=2*

Definida a fun¢ao colocada no Exemplo 6, a cada n € N estd associado um valor
y=2"€Y CN, ou seja, hd uma associacdo clara entre os elementos de X e Y por meio
de f. A definicao 2.5, d4 um significado claro a existéncia de f, pois € a lei de formacao
que define como se deve associar os elementos de A e B, diferentemente da defini¢do 2.3,
em que os pares ordenados da forma (a, f(a)) podem ser obtidos de modo arbitrério, que a
unica regra € relacionar a cada elemento de A um unico elemento de B, conforme vimos no
Exemplo 4. Porém, nem toda func¢ao € definida necessariamente por meio de uma expressao
matematica, basta a existéncia de dois conjuntos e uma lei de formagdo que indique como
devemos associar seus elementos. Na funcdo colocada no Exemplo 5, temos que a cada
numero racional € associado o valor 1 e, a cada irracional o valor 0, que em relagdo a
definicdo 2.3 € bem mais pratico, em relagdo a definir infinitos pares ordenados da forma
(x,1)e (y,0),comxceQeyeR—-Q.

Agora, observe o Exemplo 7:

Exemplo 7 Tome A um conjunto de n pessoas e, seja B um conjunto contendo os meses
do ano. Podemos definir uma fungdo g : A — B que associa cada pessoa ao seu més de

aniversdrio, pois cada pessoa nasce em um unico més do ano. Logo, temos que:

* A={ay,ay,...,ay}; em que a; representa uma pessoa, de modo que 1 <i <n;

* B = {Jan,Fev,Mar,Abr,Mai,Jun,Jul ,Ago,Set,Out,Nov,Dez}, que sdo os meses do

ano,

* g:A — B, em que g associa a cada pessoa o seu més de aniversdrio.

Conforme vimos no Exemplo 7, temos uma funcio que além de ndo ser definida por
meio de uma expressdo matematica, também ndo € definida por conjuntos numéricos, mas
nao deixa de ser funcdo, pois existe uma correspondéncia clara entre os elementos de A e B,

atendendo a definicdo 2.5.

12



2.2.1 O que os autores e documentos oficiais colocam sobre a definicao
por lei de formacao?

A definicdo por lei de formacdo, inicialmente, enfatiza a ideia bdésica de
correspondéncia e de dependéncia entre varidveis, que segundo Lima (2001) [7] é um
conceito essencial pra geu se defina fung¢do corretamente. Além disso, Stewart (2006) [15]
faz a seguinte colocacao:

“Uma funcdo f € uma lei a qual para cada elemento x em um conjunto A faz

corresponder exatamente um elemento f(x) em um conjunto B.” (Stewart,2006,p.12)

Lima (2001) [7] reforca essa ideia, ao afirmar:

“ Uma funcdo consta de trés ingredientes: dominio, contradominio e
correspondéncia. Nao se pode falar em funcdo sem mencionar
os trés.” (Lima,2001,p.352)

Conforme Lima (2001) [7] e Stewart (2006) [15] colocaram acima, € impossivel
falar de funcdo sem estabelecer a ideia de correspondéncia, que ndo € enfatizada na
defini¢do 2.3, e que é fundamental pra definir funcdo adequadamente. E a BNCC(2017)
[10] refor¢ca que os estudantes tém a oportunidade de identificar relagdes entre grandezas e
comunicd-las, e a definicio de funcdo por lei de formagdo contempla essa ideia,
diferentemente da definicdo por relacdo que coloca f apenas como subconjunto de um
produto cartesiano. Por fim, podemos afirmar que essa definicio € mais adequada a se

trabalhar em turmas de Ensino Médio.

2.3 Definicao de funcao segundo os professores

Conforme apresentamos as defini¢des 2.3 e 2.5, colocadas por Marmo(1969) [13] e por
Lima (2005) [2], essas defini¢cdes geralmente sdo as mais trabalhadas no Ensino Médio e, a
nosso ponto de vista, a definicao por lei de formagao € o modo mais adequado a se trabalhar
em sala de aula. Entretanto, reescrevemos a definicao de funcio de quatro modos distintos
e consultamos uma amostra de 20 professores, onde cada professor teria direito a escolher

mais de uma alternativa, cujas defini¢des apresentamos do seguinte modo:

a) Dados dois conjuntos ndo-vazios X e Y, uma funcio f : X — Y € uma regra que associa a

cada elemento x € X, um tnico elemento y € Y. Representamos y = f(x).
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b) Dados dois conjuntos X e Y, uma funcdo f: X — Y € uma regra que associa a cada
elemento x € X, um dnico elemento y € Y. Representamos y = f(x).

¢) Dados dois conjuntos ndo-vazios X e Y, uma funcdo f : X — Y é uma regra que associa a
cada elemento x € X, um elemento y € Y. Representamos y = f(x).

d) Dados dois conjuntos X e Y, uma fung¢do f : X — Y € uma regra que associa a cada
elemento x € X, um elemento y € Y. Representamos y = f(x).

Conforme podemos notar nas defini¢des a,b,c e d, escritas de modo bem semelhante,
porém o que as diferencia € a colocacdo das palavras unico € ndo-vazios e, embora as
definicdes estejam colocadas corretamente, o uso dessas palavras pode acarretar em
alguns problemas de interpretacdo, que confundem boa parte dos professores e alunos,

ao definir funcdo em sala de aula.

Os resultados obtidos da pesquisa estdo distribuidos na tabela abaixo:

Defini¢cao de Fungdo | N° de professores
A 10
B 9
C 5
D 0

Tabela 2.1: Defini¢ao de funcio segundo os professores

Segundo a tabela 2.1, podemos notar que as defini¢des a, b e ¢ tiveram aceitagdo entre
os professores, enquanto a definicdio d ndo houve aceitacdo alguma. As quatro
defini¢des, estdo colocadas corretamente, porém, a alternativa d ndo explora nenhuma das
duas palavras em sua defini¢do. Quanto ao uso da palavra nao-vazios, nota-se que soa
com uma certa redundancia, pois ndo € possivel definir fun¢do sem correspondéncia entre
elementos, conforme afirmam Stewart(2006) [15] e Lima (2001) [7], na se¢do 2.2, logo,
dados dominio e contradominio da fun¢do, se a0 menos um desses conjuntos for vazio, é
impossivel que haja correspondéncia entre elementos, logo, para que exista uma funcao, os

conjuntos obrigatoriamente devem ser nao-vazios.

Quanto ao uso da palavra Ginico, observe as defini¢des 2.6 ¢ 2.7:

Definicao 2.6 (Funcao) Dados dois conjuntos X e Y, uma funcdo f : X — Y é uma regra que

associa a cada elemento x € X um unico elementoy €Y.
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Definicao 2.7 (Funcao Injetiva) Uma funcdo f : X — Y é injetiva quando, a cada
y € Im(f) CY, existe um tinico x € X de modo que y = f(x).

O uso da palavra unico, conforme colocado na defini¢do 2.6, se da pela associacdo de
que a cada elemento do dominio, estd associado um tnico elemento no contradominio, mas
isso ndo quer dizer que a cada elemento da imagem deva estar associado um unico elemento
no dominio. J4 o uso da palavra tdnico na defini¢do 2.7 se coloca de modo reverso, em que a
cada elemento da imagem estd associado um unico elemento no dominio, assim, elementos
distintos no dominio obrigatoriamente t€m imagens distintas e, na definicao de fun¢do, nao
ha essa obrigatoriedade e, se ndo observados esses detalhes, um professor pode provocar nos
alunos uma concepcao errada do conceito de fungdo. Mas antes, definiremos o que vem a
ser raiz quadrada, para que o leitor compreenda de modo mais claro o que colocamos nos

Exemplos 9 e 10.

Definiciio 2.8 (Raiz quadrada) Dados dois niimeros a € R e b € R de modo que a*> = b,

dizemos que a ¢ a raiz quadrada de b.

Um detalhe pertinente a definicdo de raiz quadrada, que o leitor deve estar atento €

que, todo nimero real positivo admite duas raizes reais: uma positiva e outra negativa.

Observe o Exemplo 8:

Exemplo 8 Quais sdo as raizes quadradas reais de 9?

Resposta: As raizes quadradas reais de 9 sio 3 e -3. Pois, 3> = (—3)? =0.

Agora, observe os Exemplos 9 e 10:

Exemplo 9
fiN—=R

x> f(x) = Vx

A expressdo acima, definida no Exemplo 9, conforme podemos notar ndo é fungdo,
pois tomando 1 € N, temos f(1) = 1 € R, mas também f(1) = —1 € R. Assim, nota-se que
existe um elemento no dominio associado a dois elementos no contradominio,
contradizendo a definicdo 2.6 e com isso, a expressao colocada ndo pode ser fungdo pois,

embora existam dois conjuntos nido-vazios € uma lei de formagdo que associa os elementos
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do conjunto N aos elementos do conjunto R, existe um elemento no no dominio associado a
dois no contradominio.

Exemplo 10
g:R—-R

x—g(x) =x°

Dada a expressdo definida no Exemplo 10 é fungdo, em que a cada x € R ¢é
associado um tnico y = f(x) € R, mas ndo ¢ injetiva, pois tomando {—1,1} C R, temos
g(—1) = g(1) = 12 = 1, negando o conceito de fungio injetiva, que abordaremos de modo
mais claro no Capitulo 4. Contudo, vemos que o uso da palavra tnico pode confundir o
aluno na exploracdo de tais defini¢des, em que pra isso, € importante que o professor esteja

atento a esse detalhe pra que os alunos ndo confundam as defini¢des colocadas acima.
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Capitulo 3
Elementos de uma funcao

Uma fun¢do, conforme vimos na secdo 2.2, € composta por trés elementos: dominio,
contradominio e uma lei de formacdo que associa 0s
elementos do dominio com os elementos do contradominio e, tais fun¢des podem ser
definidas por meio de uma expressdo matematica ou ndo, pois o importante € a
existéncia dos elementos dos conjuntos e de wuma regra que O0S associe.
Lima (1976) [6] afirma que a igualdade entre funcdes ocorre apenas quando elas
apresentam mesmo dominio, mesmo contradominio e mesma lei de formacgdo e, é
importante fazer esta observacdo pois € bastante comum nas salas de aula o professor
apresentar modelos de fun¢des semelhantes e, que muitas vezes o aluno imagina que elas
sejam iguais. Logo, € importante que o professor tenha cuidado ao abordar o estudo de
fungdes em sala de aula, buscando aborda-lo de modo claro e sucinto, pois se trata de um
conceito Matemadtico importante ndo apenas no decorrer do Ensino Médio, mas também em

estudos posteriores como, por exemplo, no dambito académico.

3.1 Leide formacao da funcao

Definida uma func¢do f : X — Y, a Lei de formacao, conforme observamos, € o termo
que define como serd a associacdo entre os elementos dos conjuntos X e Y, ou seja, é
quem faz a “ponte” entre os elementos do dominio com os elementos do contradominio.
Conforme vimos no Exemplo 7, a lei de formacdo nem sempre € definida por meio de uma
expressao matemadtica, basta que ela associe a cada elemento do dominio um Unico elemento

no contradominio, conforme fora colocado na defini¢ao 2.6.

Mas serd que duas fungdes que apresentam mesma lei de formagao sdo iguais? Observe
os Exemplos 11 e 12:

Exemplo 11 Seja X = {1,2,3,4,5} e f(x) =x*> — 1. Sendo f : X — R, os elementos de X
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no contradominio R sdo definidos pelo conjunto Y = {0,3,8,15,24}.

Exemplo 12 Seja X = {1,3,5,7,9} e g(x) = x> — 1. Sendo g: X — R, os elementos de X
no contradominio R sdo definidos pelo conjunto Y = {0,8,24,48,80}.

Embora os Exemplos 11 e 12 nos parecam exemplos simples, podemos observar que,
embora as funcdes f,g apresentem mesma lei de formagdo, sendo os dominios distintos as
imagens também serdo, pois embora as funcdes f e g tenham mesma lei de formacdo, a
associacdo entre os elementos de dominio e contradominio se coloca de modo diferente.
Logo, podemos afirmar que duas fun¢gdes embora apresentem mesma lei de formagao, dados

dominios diferentes, as func¢des f e g serdo também diferentes.

Agora, para que exista uma fun¢do, é necessdario que haja uma lei de formagao que faca
a correspondéncia entre os elementos do dominio com os elementos do
contradominio. Porém, apenas a existéncia da lei é insuficiente, pois para que uma funcao
esteja bem definida, € importante observar o modo como dominio e contradominio estao

colocados.

Observe os Exemplos 13 e 14:

Exemplo 13 A expressdo
fiR—R

x= f(x)=vxr—1

define uma funcdo?

Resposta: Inicialmente, seja 0 € R. Observe que, f(0) = /02 — 1 = /=1, que admite
dois possiveis valores: f(0) =i ¢ R e, f(0) = —i ¢ R, ou seja, existe um
valor real no dominio que ndo admite valores reais no contradominio. Por outro lado, seja
2 € R e consequentemente, f(2) =~/22 — 1, dai, note que f(2) = /3 ou f(2) = —/3, pois
(v3)? = (—=v/3)? = 3. Ou seja, existe um elemento no dominio associado a dois elementos

no contradominio R, contradizendo a definicdo 2.6. Logo, f ndo é fungdo.

Exemplo 14 A expressdo
8- N — R+

x—gx)=vx2—1

define uma funcdo?

Resposta: Inicialmente, observe que pra existir uma funcdo f : X — Y, nesse caso,
devemos ter que:
-1 >0=
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x221<:>
x>1 ou x<-—1. 3.1

Mas, se x € N, satisfaz (3.1) e, nesse caso é conveniente tomar N como dominio
de g. Porém, para cada niimero natural, existem duas raizes quadradas, uma positiva e
outra negativa mas, observe que o contradominio dado é o conjunto R,, em que
consideramos apenas valores positivos na imagem, logo, podemos afirmar que a cada
elemento do dominio estd associado um tinico elemento no contradominio, satisfazendo a

definigcdo 2.6 e, consequentemente, g é funcdo.

Observando os Exemplos 13 e 14, existem duas expressdes com mesma lei de
formacdo, em que uma define a existéncia de uma funcdo, enquanto a outra ndo define.
Com isso, € importante frisar que a existéncia da lei de formacao € importante, mas ela por
si sO nao define a existéncia de uma fung¢do, logo, é importante que o professor esteja atento
a esse detalhe, pois conforme Lima (2005) [2] refor¢a, ndo € possivel falar de fungdo sem
mencionar a ideia de correspondéncia, mas essa correspondéncia deve ir de acordo ao modo

como dominio e contradominio sdo colocados.

3.2 Dominio de uma funcao

Dada uma fungdo f : X — Y, o dominio de uma fungdo (D(f)), é o conjunto que
contém os elementos a serem associados ao contradominio por meio da sua lei de formacao.
Conforme vimos nos Exemplos 11 e 12, se duas fungdes apresentam dominios distintos e
mesma lei de formagdo, consequentemente, serdo duas fungdes distintas, pois os elementos

obtidos no contradominio obtidos por meio de f serdo distintos.

Mas, caso o dominio da funcdo seja indefinido, sendo colocada apenas sua lei de
formacgdo por meio de uma expressdo matemadtica, € possivel definir seu dominio? Muniz

Neto (2013) [11] afirma nesse caso, que:

“ De outro modo tomamos X como igual ao maior subconjunto de R no qual
as expressOes matemadticas que definem a expressdo f(x) tém sentido. Diremos
entdo, que X € o dominio maximal de defini¢do, ou simplesmente dominio
maximal de f.” (Muniz Neto, 2013,p.8)

Nesse caso, o dominio maximal de uma fungdo € colocado como o maior subconjunto
de R pra que as expressdes colocadas sejam definidas, e os livros didéticos A, B e D também

fazem mencao a essa defini¢do, colocando-as do seguinte modo:
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(‘s ) Estudo do dominio de uma fungdo real ¢

Estudamos que toda funcio tem dominio, contradominio e lei de correspondéncia. Quando é citada uma
funcdofde A em B, ja ficam subentendidos o dominio (A) e o contradominio (8). |

As vezes, € apresentada apenas a lei da funcao f, sem que A e B sejam citados. Nesses casos, considera-
‘mos o contradominio B = R e o dominio A como o “maior” subconjunto de R (A C R) tal que a lei dada

defina uma funcio A — R.

Figura 3.1: Defini¢do do dominio de uma fun¢do - Livro A

* Estudo do dominio de uma funcao

Estudamos que uma fungdo f de A em B é uma relagio que apresenta um dominio
(A) e um contradominio (B). Na fung#io f de M em Z, definida por f(x}=2x-10, por
exemplo, temos que o dominio é o conjunto M dos nimeros naturais & o contradomi-
nio & o conjunto Z dos nameros inteiros, ou seja, D(f)=N e CD(f)=Z.

Porém, em algumas situagbes, o dominio e o contradominio de uma fungéo ndo
estao explicitos, sendo apresentada apenas a lei de formag&o. Nesses casos, consi-
deramos que o dominio seja o maior subconjunto possivel dos nimeros reais (D<)
para o qual a lei de formac&o faz sentido, e o contradominio, o proprio conjunto dos
nimeros reais (CD=M).

Figura 3.2: Definicdo do dominio de uma fung¢do - Livro B

2. Nestes casos, quando o
are e ele terd como elementos todos
odemos substituir no lugar de x na lei y = f(x), obtendo,
s, um numero real. Assim, por exemplo, temos:

Figura 3.3: Definicdo do dominio de uma fung¢do - Livro D
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Conforme podemos observar nas figuras 3.1, 3.2 e 3.3, vemos que a definicdo de
dominio maximal é comum a ser colocada nos livros didaticos, por se tratar de um
conceito fundamental no estudo de funcdes. Mas para garantir a existéncia de uma
fun¢do o dominio j4 € definido porém, nos casos em que o dominio ndo € explicito, o autor
poderia adotar a expressdo ‘“determine o dominio maximal da funcdo”. Mas também,
conforme citamos na se¢do 3.1, nem toda fun¢do € definida por meio de uma expressao
matematica e, quando o Livro D adota na sua definicio de dominio a expressao
“convencionaremos que ele terd como elementos todos os numeros reais...”, o leitor
imagina que toda funcdo € definida por meio de uma expressao matemadtica, 0 que a nosso
ponto de vista, ¢ um equivoco. Por fim, o conceito de dominio maximal, além de ser
importante a se trabalhar em sala de aula, é bastante comum a ser abordado em questdes
de vestibulares, em que nos Exemplos 15 e 16, trazemos duas questdes de vestibulares da

UFPB, realizados durante a década de 1990.

Exemplo 15 (UFPB-1994) Determine todos os possiveis valores de x € R para os quais
estd definida a fungdo cuja regra é f(x) =v1—x2, f(x) € R.

Resposta:  Observando a lei de formacdo da fungdo, inicialmente temos que:

1-x*>0<=x*<1. (3.2)

Em (3.2), temos que 2 <1, logo:
<= (3.3)
x| <le -1<x<1. (3.4)

Por (3.4), concluimos que o dominio de f se dd por D(f) = [—1,1].

Exemplo 16 (UFPB-1997) O dominio mdximo D da funcdo definida por

fx) =/loga(x* =3)

S\\

Resposta: ~ Conforme podemos notar, o radical é definido para valores maiores ou

iguais a 0, porém, o logaritmo é definido para valores maiores que 0. Assim, devemos ter
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que:

P-3>0=x>3cx<—-V3 ou x>V3. (3.5)

Por(3.5), concluimos que o dominio D da funcdo f se dd por:

D=D(f)={xeRix<—V3 ou x>+/3}

Mas também os livros didéticos abordam a determinacdo do dominio, abordando-a do
seguinte modo:

" Exercicio resolvido

1. Explicite o dominio das seguintes funcbes reais: | b) flx) = S
1 ' N3 —x 56 ¢ possivelem R se 3 —x =0
a)flx) = 3

‘ {em R ndo ha raiz quadrada de nimero negativo).

T 3—x=0=>x=-3=x=<3

bl Para cada x < 3, flx) existe e & (nico, pois € a raiz
= ! quadrada de um nimero real maior ou igual a zero.

i Portanto, D(f) =X ER [ x =3}

=
3 : NT—X

Resolucao: ; ‘ c) fix) = e

3) fix) = — Nesse caso, devemos ter:
= , T—x=20=x=7

L s é possivel em R se x # 0 (ndo existe divisao : X2 0=x>12

% Ou seja, x € (2,7].
ek ‘ Para cada x € (2, 7], f(x) existe e & Unico, pois é a
Para cada x # 0, o valor L sempre existe e édni- | divisio de um numero real positivo ou nulo por ou-
: | tro positivo.
co (o inverso de x). Logo, D(f) = R — {0} = R". | Logo, D(f) = (2.7}

Figura 3.4: “Determinacdo” do dominio de uma fung¢do - Livro A
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/ Atividades resolvidas \

2
RS. Qual o dominio da fungdo f(x)={x—3’ ety

V2x—-3, se x=0
Resolucao
Para determinar o dominio da funcéo, estudamos dois casos:
» se x<0, temos f[x)=—2§, entdo: ; » se x20, temos f(x)=+/2x-3, entdo:
X— :
x—320=>x#3 2x—320=»2}(23=:~x2E
Como x<0=x#8, temos x<0 (I). '

Como x2~2—=>x20. temos xz% (1.

A solugdo é dada pela unido das condicées | e I

| 0‘
1 .

Majea
ik _%
Aceryo di-editora

1 I A A O S

0

najes

Assim, D(f)=]-= n[u[%,m[ ou D(f):{xe[F&|x<0 ou ng}.

Figura 3.5: “Determinacio” do dominio de uma funcdo - Livro B
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RE. Determine o dominio da fungéo f(x) =, ’ii
- X+2

Resolucao .

Para a condicé@o :%; >0, temos duas possibilidades.

« Numerador néo negativo & denominador positivo:
%x—120=x=1
X+2>0=2x>-2
Como as duas inequacdes devem ser satisfeitas simultaneamente, realizamos a
intersecdo das condigGes:

xz1 W
1
x>—2._—mmwmm'mwm—
=2 1
g AN

Logo, x=1. !

< Numerador néo positivo e denominador negativo:
x—1<0=x<1
X120 %x<=2
Como as duas inequagdes devem ser satisfeitas simultaneamente, realizamos a
intersecdo das condigdes:
RET AN ———
1

_2|
D=5, LIS, O SN
2

X< -ZW
S MIWO——
=2
Logo, x<—2.
O dominio da fungdo é dado pela unido das duas solugdes.
S —— W S
1) E

daedilord

-

Portanto, D={xeR|x<—-2 ou x=1}.

Figura 3.6: Determinacdo do dominio de uma funcgéo - Livro B

24



19) o dominio da fungéo determinada pela lei f(x) = 3x*> € todo conjunto
dos nGmeros reais: D = R.

1 ) B
29) o dominio da fungio determinada por fix) = BV EMD=TR - {4},

uma vez que sd nao existe f(4).

39) o dominioc da fungdo fix) = «/ x ¢ o conjunto dos nimeros reais nao
negativos, pois nao existe No conjunto dos ndmeros reais a raiz guadrada de um nimero
negativo: D=IR .

¢ 49) o dominio de f(x) = I x & todo conjunto dos nimeros reais IR, pois
, qualquer nGmero real tem raiz cabica real: D =IR.
59) o domfnio de f(x) = i + v % é o eonjunto dos nimeros reais positivos,
: X

" = E
uma vez que devemos ter, simultaneamente, X 7 0 e x =0: D=R%.

Figura 3.7: “Determinacdo” do dominio de uma funcgao - Livro D

Conforme podemos observar, os livros didaticos ndo fazem referéncia apenas a
defini¢do, mas também exemplificando como se deve determinar o dominio maximal de uma
fun¢do, embora a expressdo “determinar dominio” nio nos parega adequada pois, conforme
citamos anteriormente, para que exista uma fun¢do, seu dominio ja deve estar definido. Mas,
em outros casos, € importante que o autor tenha em mente como a lei de formagao da funcao

se coloca, pois seu dominio pode ser definido em um conjunto bem mais restrito do que se
intui.

Observe o Exemplo 17:

Exemplo 17 (Soma dos termos de uma P.G. infinita) 7ome g : A C R — R de modo que

n

x> g(x) = ,}iilgoni;x eR;ieN
i=0

Qual seria o dominio A C R de g?

Resposta:  Primeiramente, veremos em quais valores de x a fungcdo g(x) ndo estd
definida, para isso, dividiremos a solucdo desse problema em quatro casos:

o x=1

Para x =1, temos x" = 1, para todo n € N. Assim, temos:
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n
g(1)=31330211:
i=0

g)=1liml+1+..+1=
—_——

n—soo
n  parcelas
g(1) = lim n = H-oo. (3.6)
n—oo

Logo, g(1) diverge e, g ndo estd definida para x=1.

x>1
Para x > 1, temos x" > 1, para todo n € N. Assim,

n
g(x) = 1115130;))6 = (3.7)
n . n .
1 1 . 1
g(x)—r}glgo;x >nlggl§)1 >1= (3.8)
T i . . — 1o
g(x) _r}gr;i;x > lim n = lim g(x) = eo. (3.9)

Logo, para x > 1, temos que g(x) diverge.

Observe que g pode ser escrita como soma dos termos de uma Progressdo Geométrica

de primeiro termo ay = 1 e razdo x, com isso, observe que a soma dos termos de uma P.G.

se dd por:
1—=4g"
5= al=d) (3.10)
I—q
I-(1—x" I—x"
g = LU= = (3.11)
1—x 1—x
I—x"
g(x) = lim . (3.12)
n—e 1 —x
x=-1
Para x = —1, mostraremos que a sequéncia a, = % possui duas subsequéncias que

convergem para valores distintos e assim, concluiremos que a sequéncia diverge, com isso,

dividimos essse caso em dois outros casos:
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* n par

Sendo n par, temos n =2q, q € N. Assim, temos que x*4 = 1. Logo, por (3.12),

temos:
(—1) = I 1 —x% 1-1 0_, 3.13)
J— = l1m = = — = . .
8 e 1ox  1-(—1) 2
* n impar
Sendo n impar, temos n=2q+1, g € N. Assim, temos que x> = —1. Logo, por

(3.12), temos:

g(—1) = lim — = =§=1. (3.14)

Por (3.13) e (3.14), concluimos que as duas subsequéncias a, convergem para

limites distintos, logo, g ndo estd definida para x = —1.

x<-1
Agora, tome x < —1 e, assim como o caso anterior, mostraremos que a sequéncia

ay possui duas subsequéncias que convergem para limites distintos. Inicialmente, temos que

x< —1= (3.15)

—x> 1= (3.16)

l—x>2= (3.17)
1 1

—. 3.18

—x 2 (3.18)

Do mesmo modo, observe que hd dois possiveis casos para n, que colocaremos abaixo:



* n par

Sendo n par, temos n =2q e x* > 1. Dai, lirJrrl —x2 = —co, Assim, temos
g—Foo

P> =

< 1=

1—x% < 0.

Por (3.18) e (3.21), multiplicando membro a membro, temos:

Por (3.24), temos lim ay, < 0.
g—reo

* nimpar

Para n impar, temos n =2q+1, g€ Ne, xX* < —1. Assim, temos:

M<—-1=1l<xX"=0<2<1—Xx".

Por (3.25), temos que 0 < 1 —Xx". Mas também, observe que:

x<—1=
—x>1=
0<l—x=
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(3.19)
(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
(3.27)
(3.28)



0< (3.29)
1—x
Por (3.29) em (3.25), multiplicando membro a membro por 1—lx, temos:
2<1—X"=> (3.30)
1
2 <l—x"- = (3.31)
1—x 1—x
2 1—x"
0<—<—" = (3.32)
1—x 1—x
li = too, 3.33
oim a1 =+ (3.33)

Por (3.33), t li = o0,
or ( ), temos que . illlwazq+1 +

Segundo (3.24) e (3.33), hd duas subsequéncias de somas parciais s, divergindo.
Logo, para x < —1, g(x) diverge.

Para concluir, resta o caso em que —1 < x < 1 e, nesse caso, usaremos que

lim x* = 0. Por (3.12), temos:
n—oo

g(x) = lim =, (3.34)

Assim, concluimos que o dominio maximal de g é D(g) = (—1,1).

Conforme o Exemplo 17 e a equacdo (3.12), supde-se que a funcdo g estaria definida
para todos os nimeros reais, exceto x = 1 mas, conforme vimos ao final, nota-se que o
dominio obtido da funcdo é um intervalo bem mais restrito do que se intui, com isso, €
importante que professor e aluno prestem bastante atenc@o ao observar a lei de formagao da

funcdo, para que seu dominio maximal seja determinado corretamente.
Mas também, é possivel determinar fun¢des cujo dominio € definido por um tnico

elemento, porém, antes de abordar o Exemplo 18, citaremos o Teorema do Sanduiche,

extraido de Lima (2006) [5] e que sera utilizado como suporte.

Teorema 3.1 (Teorema do Sanduiche) Se limx, = limy, =a e x, < z, < yy, para todo n

suficientemente grande, entdo limz, = a.
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Demonstragao. “ Dado arbitrariamente € > 0, existem ny,n, € N tais que
n>n =>a—-&<x,<at+€en>n=a—€<y,<a+é€. Sejany=nny. Entdo
n>ng=>a—e<x, <z <y <ate=a—-e<z,<at+e=z,€ (a—¢€,a+e), logo

limz, = a. .

Agora, trazendo ao texto uma outra discussdo, colocamos anteriormente que nao
existem fungdes de dominio vazio e nem toda expressdo matemadtica define uma funcdo.

Para observar esse detalhe com maior clareza, observe o Exemplo 18:

Exemplo 18 Dada a fungdo
g: X—R

o= i (s (5 (- (2))))

qual seria seu dominio X?

Resposta: Observe inicialmente que:

|cos (%) |<1= (3.35)
(V!I” € 2sm,2(s+ )] = (3.36)
27 < M}Zr” <2s+\)m; seZ fixo. (3.37)

Em (3.37), multiplicando membro a membro por W, temos:

1 nr
28T - <(v)7r

1
o S s ST o = (3.38)

2w - (v!)”

s Si s+1

(vh)r x — (v

(3.39)

<

Por hipotese, temos que r — —+o0 e m — +oo ¢, sendo 0 < v < m, temos que v — —+oo.

Assim, em (3.39) aplicando o limite membro a membro, temos:

1 1
lim | lim il < lim | im —| < lim | lim St . (3.40)
r—soeo | vt (V17 r—rtoo | v—too 2x oo | v—rtoo (V)7
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Inicialmente, dados r,v € N, temos que (v—l,), > 0. Agora, fixando ro,vy € N, devemos

calcular a diferenga A(vy), pra saber se a sequéncia x, = (v—l,), é crescente ou decrescente.

Com isso, temos:

1 1
A0 = G e T~ T G4
1—(vo) - [(vo+1)!
Em (3.42), temos que:
voEN=(v9)*>1€N (3.43)
vEN= () eN= (3.44)
(vo+1)! >1€N. (3.45)

Por (3.45), se vo,rg > 1, temos que (vo)" > 1 e (vo+ 1)! > 1. Assim podemos afirmar
que (vo)"0 - (vo+1)! > 1. Assim, temos que:

(vo)?-(vo+ !> 1= (3.46)
—(Vo)ro . (V0+ 1)! <—-1= (3.47)
1—(vg)™-(vo+1)!<O. (3.48)

Por (3.48) em (3.42), concluimos que A(vy) <0 e, x,41 < x, para todo r € N e,

consequentemente, a sequéncia X, = (1 é decrescente e, como x, > 0 para todo r,

vhr

podemos concluir que lim ( lim )=~ = 0. Em (3.40), fixado s € Z, temos:
y—too rrtoa” (V)
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(3.49)

lim [ lim
r—»o0

1 1
m m <')r}< lim [lim —]< lim [lim S+ }
r—+oo [v—rtoo (P!

- V—r—o0 2x r—rtoo | v—rtoeo (V)"

1 < lim [lim i] <(s+1)- lim [lim L} = (3.50)

s+ lim | lim
y—r+o0 2x r—soeo | vt (V1)F

oo | vt (V1)F

1
5:0< —<(s+1)-0= (3.51)
2x

<0& —=0. (3.52)

Em (3.52), ndo existem niimeros reais que satisfacam tal condicdo, consequentemente,

afirmamos que:

X=D(g)=0.

Observando o Exemplo 18, temos uma funcdo de “dominio vazio.” Mas, conforme
Lima (2001) [7] coloca e segundo citamos na Secdo 2.3, € impossivel que exista funcdo sem
correspondéncia e, nesse caso, sendo o dominio um conjunto vazio, ndo € possivel associar

elementos do dominio ao contradominio, logo, g nao € funcao.

3.3 Contradominio e imagem de uma funcao

Anteriormente, conforme colocamos na se¢do 2.2, vimos que uma fungdo f: X — Y é
composta por trés elementos: dominio, lei de formagdo e contradominio. O contradominio
de uma funcdo, € o subconjunto Y de R que contém os elementos associados a X por meio
de f, componente essencial na definicao de fun¢do. Conforme podemos observar, € bastante
comum que haja uma confusdo entre contradominio e imagem. Embora sendo dois termos
distintos, sdo bastante semelhantes e, € bastante comum confundi-los pois, o contradominio
contém os elementos associados a X por meio de f e, a imagem € o conjunto que con-
tém exclusivamente os elementos associados a X por meio de f. Logo, € importante que o
professor tenha cuidado ao trabalhar esses conceitos em sala de aula, de modo que os alunos

do Ensino Médio consigam diferenciar esses termos sem confusdes.

Muniz Neto (2013) [11] define a imagem de uma funcao do seguinte modo:

Definicao 3.1 “ Mais geralmente, dada uma funcdo f : X — Y, o conjunto imagem, ou
simplesmente a imagem da funcdo f é o conjunto Im(f), cujos elementos sdo as imagens
f(x) €Y dos elementos x € X :
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Im(f) ={f(x) € V;x € X}
Em particular, temos sempre Im(f) CY, e a discussdo acima mostra que pode ocorrer

Im(f) # 7.

Conforme citamos, o contradominio de uma funcdo contém os elementos
associados ao dominio por meio de f, enquanto a imagem redine exclusivamente os
elementos associados ao dominio por meio de f, ou seja, o contradominio contém o0s
elementos associados, porém, pode conter também elementos ndo-associados,
diferentemente da imagem e, além disso, se o contradominio de uma fun¢do coincide com
a imagem, dizemos que a funcdo é sobrejetiva, conceito que abordaremos de modo mais

detalhado na Se¢ao 5. Observe o Exemplo 19, mencionado logo abaixo:

Exemplo 19 Dada a fungdo

f:X—R

NCCE BERYE S
xr—>f(x):10g(l_x2)+ x+% (3.53)

Determine seu dominio maximal e sua imagem.
Resposta: Inicialmente, observe que para determinar o dominio da fungdo, devemos
estar atentos ao conjunto de valores os quais a funcdo estd definida. Para isso,

devemos estar atentos a quatro sentencas, em que o subconjunto R que estiver definido

nessas sentengas simultaneamente, serd o dominio da fungdo f. Vamos aos casos:

e Caso I: \/x?— % e R:

Para este caso, temos que

1
\/xZ—ZeR: (3.54)

>0= (3.55)



1 1
x2§ ou x§—§. (3.56)
s Caso 2: log(1 —x?) € R:
Para que isso ocorra, devemos ter que
1-x*>0=> (3.57)
P<l= (3.58)
—1<x<l1. (3.59)
e Caso 3: \/11—6—)64 e R:
Neste caso, devemos ter que
! A>0= (3.60)
16 X = .
1
to o 3.61
' >16 (3.61)
1 , 1
_ <x*< 62
1 <0<x< 1 = (3.62)
1 1 1
<K< _<x< =, .
O_x_4:> 2_x_2 (3.63)

e Caso 4: x+% e R:

Por fim, para que isso ocorra devemos ter que

1 1
xtg A0S aFt o (3.64)
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Observando as sentencas colocadas em (3.56), (3.59, (3.63) e (3.64), o uinico va-
lor que satisfaz as sentencas colocadas é % logo, o dominio maximal dessa funcdo é
definido por X = {%} Consequentemente, a imagem de [ é definida por
Im(f) = {f(%)} cujo valor é:

r(1)- V-t Ve-dr e
2) log(1—(1)2) " I4] .
N V- V-
f(i) Tlgi-h) Iy 7 (3.66)
1\ _ 0,0
f(i) BRI (3.67)
1
/ (5) =0. (3.68)

Sendo f (%) = 0, conforme vimos no Exemplo 19, a senten¢a posta em (3.53) define
uma funcdo, pois preserva a correspondéncia entre elementos do dominio e do
contradominio por meio de f. Além disso, a imagem da funcdo coincide com o
contradominio, diferentemente da funcdo colocada no Exemplo 19. Logo abaixo,

reescrevemos a funcio do seguinte modo:

g:{3}on-10)

N Y s
x—gx) = og(1—2) x+% (3.69)

Em (3.69), temos g(%) =0, mas 0 ¢ N— {0}, ou seja, ndo existem elementos no
contradominio associados ao dominio por meio de g. Assim, a sentenga (3.69) nao descreve

uma funcgao.

Conforme podemos observar a funcdo descrita no Exemplo 19, reescrita em (3.56) e
(3.69), dependendo do contradominio tomado, pode se definir uma fun¢@o ou ndo, em que
pra ela estar bem definida, deve se prestar aten¢do nao s6 ao dominio e a lei de formacao,

mas também ao modo como o contradominio € definido, preservando a ideia de associagdo.
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Agora, vamos buscar apresentar um outro questionamento: serd que duas funcdes de
mesmo dominio e mesma lei de formagao, mas com contradominios distintos, seriam iguais?

Observe os Exemplos 20 e 21:

Exemplo 20 A expressdo
f N — R+

x> f(x) =V (3.70)

caracteriza uma fung¢do?

Resposta: Conforme podemos notar, todo niimero natural admite duas raizes, uma
positiva e outra negativa. Sendo R, como contradominio, nesse caso a cada natural é
associada apenas a sua raiz positiva que é unica, caracterizando assim a existéncia da

fungdo f segundo a definicdo 2.6.

Exemplo 21 A expressdo
g:N—R_

x> g(x) = vx (3.71)

define uma funcdo?

Resposta: Conforme ja sabemos, todo niimero natural admite duas raizes, uma
positiva e outra negativa. Sendo R_ como contradominio, nesse caso a cada natural é
associada a sua raiz negativa que é uinica, caracterizando também a existéncia da fungdo g,

segundo a defini¢do 2.6.

Conforme observamos nos Exemplos 20 e 21, duas func¢Oes, embora tenham mesmo
dominio e lei de formag¢do, mas caso os contradominios sejam distintos, consequentemente
as funcdes também serdo distintas, logo, € importante que o professor esteja atento a esse
detalhe. Agora, observe o Exemplo 22:

Exemplo 22 Dada a fungdo

h:X =R
x— h(x) = Jiieo(’}liillo(cos(x-m! )2

Determine seu conjunto imagem.

Solugcdo:  Para resolver esse problema, o dividiremos em dois casos: o caso em que

X é racional, e o caso em que x é irracional.
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e Caso 1: x € Q:

Seja x = g; com p € 7,q € N. Note que para m > q, segue que q|m! assim, m! = ky,.q;
com ky, € Z.. Logo,

Note que se m! = p.k,, € N, temos cos(p.ky) = 1 ou cos(p.ky) = —1 e, em ambos os

im (i m!- 1)) =
casos, temos r}grolo (nll_r)r!o (cos(x-m!-m))) = 1.

e Caso2: xe R—Q:

Observe que —1 < cosy < | para todo y # km; com k € 7. Assim, se x ¢ Q, teremos
xm! ¢ R—Qe:

m!.x.w # k.w; paratodo ke Z.

Logo, —1 < cos(x.m!mw) < 1. Mas como n — oo e, conforme convencionamos no

Exemplo 17, podemos concluir que li_r>n ( li_r>n (cos(x-m!-m)*")) = 0.
Nn—>o0 mM—>00

Por fim, concluimos que a imagem dessa fungdo é o conjunto Im(h) = {0,1}.

Conforme podemos observar no Exemplo mencionado acima, embora as leis de
formacdo apresentadas nos Exemplos 5 e 22 parecam distintas, representam a Fungdo de
Dirichlet escrita de dois modos distintos, logo, tomando o conjunto Im(h) = {0,1} como
contradominio, se tratam de duas funcdes iguais. Com isso, € importante que o professor
esteja atento e tenha cuidado ao trabalhar o conceito de fun¢do em sala de aula, de modo que

nao faca colocagdes inadequadas na abordagem desse conceito.
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Capitulo 4
Injetividade de funcoes

Neste Capitulo, abordaremos o conceito de injetividade, fundamental ao se trabalhar no
Ensino Médio quanto a abordagem das fungdes inversas, auxiliando os alunos a compreender
algumas propriedades das funcdes, por exemplo, como se define a fun¢do logaritmica, que
¢ inversa da funcdo exponencial porém, sabemos que alunos de Ensino Médio apresentam
dificuldades ao abordar temas como esse, pois, muitas vezes, essa temdtica ndo é explorada

adequadamente em sala de aula.

4.1 Definicao

Inicialmente, note que para uma fungdo ser injetiva, cada elemento da imagem deve
estar associado a um tnico elemento do seu dominio, ou seja, a ideia de injetividade é
associar elementos distintos do dominio a imagens distintas no contradominio, ideia que

podemos definir de trés modos distintos:

Defini¢do 4.1 Uma fungéo f: X — Y é injetiva se, dados x,x' € X, tivermos:

Defini¢do 4.2 Uma fungdo f: X — Y é injetiva se, dados x,x' € X, tivermos:

x#£x = f(x) # F2).

Definicao 4.3 Uma funcdo f: X — Y é injetiva se:

VyelIm(f), 3IxeD(f); y=f(x).
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Vamos provar que as definicbes acima sdo equivalentes, ou seja,

(4.1) = (4.2) = (4.3) = (4.1). Podemos escrever a mesma definicdo de trés modos

distintos, mas pelo fato de serem equivalentes, tomando qualquer uma das definicdes acima,

as trés serdo sempre satisfeitas.

Teorema 4.1 As definicoes (4.1), (4.2) e (4.3) sdo equivalentes.
Demonstragao.

(4.1) = (4.2)

Dados x,x' € X de modo que f(x) = f(x'), explorando a forma contrapositiva da
defini¢do, temos que x # x' = f(x) # f(x'), logo (4.1) = (4.2).

(4.2) = (4.3)

Por hipétese, se x # x' = f(x) # f(X'), caso existisse y € Y de modo que existam
x,x' € X comy= f(x) = f(x'), caso x # x' teriamos um absurdo. Logo (4.2) = (4.3).

(4.3) = (4.1)

Se a cada y € Im(f) existe um iinico x € D(f) de modo que y = f(x), tomando
/

x,X € D(f) de forma que f(x) = f(x), por unicidade temos x = Xx.
Dai, (4.3) = (4.1).

Segundo o Teorema 4.1, o conceito de funcdo injetiva pode ser escrito de trés

modos distintos e equivalentes, em que dada uma definicio qualquer entre as trés, as

defini¢des (4.1), (4.2) e (4.3) serdo sempre satisfeitas. Segundo nosso ponto de vista, para

mostrar a injetividade de uma funcdo, a definicdo 4.2 geralmente é mais explorada nos livros

didéticos, mas também alguns mencionam a defini¢io 4.1, que a nosso ponto de vista, facilita

a compreensao por parte dl leitor, conforme citaremos com maior clareza mais adiante. Mas

também podemos identificar a injetividade de uma fun¢do por meio de seu gréfico, conforme

colocaremos na definicdo 4.5.

Exemplo 23 A funcdo

ffR—=R

x— f(x)=x
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é injetiva?

Resposta:  Nesse caso, responderemos a pergunta utilizando dois métodos distintos
de resolugcdo, com o intuito de favorecer a melhor compreensdo desses métodos por parte

do leitor.

Método 1: Utilizando a Definicdo 4.1, sejam x,x' € R de modo que x> = (x')3 e,
tome k € R tal que X' = x+ k. Se k=0, configura-se a igualdade entre x e x’, encerrando a

demonstracdo. Mas, supondo k # 0, observemos que:

O =w)1= (4.1)

O =4k = (4.2)

X = +3%k 435k + K = (4.3)

0 =32k +3xk> + k> = (4.4)

k(3x* + 3xk+k*) =0 < 3x*> + 3xk + k> =0 (4.5)

Em (4.5), devemos ter que 3x2 + 3xk + k* = 0. Sendo assim, obtemos uma equacdo de

2° grau definida com valores de x em fungdo de k, calculando o valor de A, temos:

A=Db*—4ac= A= (3k*) —4.3.k> = A= 9k* — 12k* = —3k* < 0. (4.6)

Por (4.6), a equagcdo ndo admite raizes reais para valores de x determinados em

funcdo de k. Logo, devemos ter k # 0 e x = x'. Portanto, f é injetiva.

Em nosso ponto de vista, o método de resolucdo definido anteriormente pode ndo
parecer acessivel aos alunos, pois exige uma compreensdo maior de conceitos por parte
deles. Entdo, optamos por resolver o mesmo problema apresentando um método alternativo

de resolucdo mais simples, descrito logo abaixo:

Método 2: Sejam x,x' € R de modo que f(x) = f(x'). Com isso, temos:

O =)= (4.7)
C—)P=0= (4.8)
x— X +x-x' + (x)?] =0. (4.9)



Na equagcdo (4.9), se x —x = 0 temos x = X, com isso f é injetiva.

Supondo x —x' # 0, temos:

K x-x+ @) =0. (4.10)

Somando x.x' membro a membro em (4.10), deve se ter que

P rx X+ @)} =0=> (4.11)
X+ W)X =0+xd = (4.12)
(x+x)?=x-x'>0. (4.13)

Com isso, dividimos a resolucdo em dois casos: no caso em x.x' = 0, deve se ter que
x=0 ou x’=0, consequentemente, por (4.13) temos x=x"=0, contradizendo o fato de que

x—x' #0. No caso em que x,x' > 0, os niimeros x e x’ tém mesmo sinal. Assim, temos

(x+x)2>0; Vx,x' #0. (4.14)

Assim, por (4.14) temos que x — x' # 0 e, consequentemente, f é injetiva.

O conceito de injetividade de uma fungdo requer muita atencdo ao ser estudado, pois
¢ importante que se tenha aten¢do ndo s6 com a sua lei de formacdo, mas também com
dominio e contradominio. Dadas duas fun¢des distintas, embora possuam mesma lei de

formacgdo, tendo dominios distintos, uma delas pode ser injetiva, enquanto a outra nao .

Observe os Exemplos 24 e 25:

41



Exemplo 24 A funcdo
ffR—=R

x— fx)=x*+1

é injetiva?
Resposta:  Basta tomar X' =1 ex” = —1, com isso, f(—1) = f(1) =2, logo f néo é
injetiva.
Exemplo 25 A funcdo
g:N—=R

x—gx)=x*+1

é injetiva?

Resposta:  Tome x,x' € N, com x < x. Dai, existe k € NU{0} de forma que x’=x+k.
Assim,

Hrl=) 1= (4.15)

Hl= (k) 1= (4.16)

Al = Ak x4 Ak K 1 = 4.17)
Ak + 6x2 k% +4xk + k=0 = (4.18)

k- (4x° 4+ 6x°k + 4xk*> + k3) = 0. (4.19)

Supondo k # 0, temos x,k niimeros naturais, em que para todon € N, x" >0 e k' > 0,
dai, em (4.19) temos Ax3 + 6x%k + 4xk*> + k3 > 0, absurdo. Logo, devemos ter k=0 e dai,

concluimos que g é injetiva.

Conforme vimos nos Exemplos 24 e 25, alterando o dominio da fun¢do, temos duas
fungdes distintas, em que uma € injetiva e a outra ndo €. Logo, € importante que o
professor deixe claro ao aluno que a injetividade da funcdo ndo se define apenas por sua lei de
formacdo, mas de acordo como se colocam a lei de formacdo, o dominio e

o contradominio.
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4.2 Injetividade e operacoes entre funcoes

As fungdes injetivas conforme vimos anteriormente, podem ser definidas de trés

modos distintos, conforme colocamos nas defini¢des (4.1), (4.2) e (4.3), sdo equivalentes.

As funcdes injetivas podem ser identificadas de outras maneiras, desde que atendam as

defini¢Oes apresentadas, diferentes das que usamos nos Exemplos 23, 24 e 25. Observe o

Exemplo 26:

Exemplo 26 A funcdo
fiR—=R
x = f(x) = 27x° — 54x* + 36x — 8

é injetiva?

Resposta:  Dado o polinomio acima, em um primeiro momento ndo é algo simples

identificar sua injetividade, porém, escrevendo-o de modo sintético, podemos identificar a

injetividade da fungcdo de modo mais prdtico. Observe que:

fx) =27x — 54x> +36x — 8 =

f(x) = 9%*[3x — 6]+ 4[9x — 2] =

fx) =9x%-[(3x—2) —4] +4-[6x+ (3x—2)
f(x) = [3x—2] - [9x% + 4] + [24x — 36x

f(x) = [3x—2] [9x* + 4]+ [Bx—2] - [-12x
fx)=(Bx—2)-[9x* — 12x+4
f(x)=Bx—2) -[3x-(3x—4) +4]
fx)=(0Bx—2)[3x-(3x—2—-2)+4]
Ff(x)=Bx—2)-[3x-(3x—2)+4—64]
f(x)=0Bx—2)-Bx-Bx—2)+(3x—2)-(-2)]

| =
?)
]
]

i;llilliilliil

fx)=(Bx—2)-(3x—2)-(3x—2) = f(x) = (3x—2)°.

(4.20)
4.21)
(4.22)
(4.23)
(4.24)
(4.25)
(4.26)
4.27)
(4.28)
(4.29)

(4.30)

Observando a primeira expressdo da funcdo apresentada no Exemplo 26, a principio,

nao sabemos se ela € injetiva ou ndo, mas observe que em (4.30), a fun¢do f foi escrita como

composic¢ao e, para identificar essa eventual injetividade, utilizaremos o Teorema 4.2 a seguir

como suporte, que aborda a injetividade da composic¢ao de fungdes.

Inicialmente, Lima (2013) [8] define fun¢do composta do seguinte modo:
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Definicao 4.4 “ Sejam f: X —Y e g: U — V duas fungées, comY C U. A fun¢cdo composta
de g com f é a fun¢do denotada por (go f)(x), com dominio em X e contradominio em V, que

a cada elemento x € X faz corresponder o elementoy = (go f)(x) = g(f(x)) € V. Isto é:”

gof: X—=YCU—=V
x = f(x) = g(f(%)) (4.31)

Ou seja, dadas duas fungdes f,g conforme temos acima, a funcdo composta
(go f)(x) = g(f(x)) associa os elementos do dominio de f ao contradominio de g, cuja
composic¢ao entre fungdes pode resultar, obviamente, em uma nova fun¢do. Agora, quanto a

composicado entre funcdes injetivas, observe o Teorema 4.2:

Teorema 4.2 A composicdo entre funcoes injetivas resulta em uma fungdo injetiva.

Demonstragao. Sejam f,g funcdes injetivas, que atendem a definicdo 4.4, ou seja, com
Y C U. Dados x1,x; € X, pela definigdo 4.1 temos:

gf(x1))=¢(f(x2)) €eV=f(x1)=fx) €Y =x =x€X. (4.32)

Segundo o Teorema 4.2, a composi¢do entre funcdes injetivas resulta em uma func¢ao
injetiva e, tomando a fung¢io do Exemplo 26, definida por f(x) = (3x —2)3, escrevendo-a da
forma f(x) = (hog)(x), sendo g(x) = 3x —2 e h(x) = x>, temos:

fx) = flx)= (4.33)
(3x1—2)° = (Bx; —2)° = (4.34)

Agora tome u,v € R de modo que u = 3x; —2 e v = 3x, — 2. Pelo Exemplo 23, se

3

temos u®> = v> = u = v. Logo, temos que:
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u=yv= (4.35)

3x1 —2=3x—-2= (4.36)
3x1 =3x = (4.37)
3(X1 —)Cz) =0<x; =x. (4.38)

z

Em (4.38), segundo a Definicdo 4.2, concluimos que g € injetiva. Mas também,
segundo o Exemplo 23, temos que & € injetiva. Por fim, sendo g e A fungdes injetivas,
segundo o Teorema 4.2, concluimos que a funcdo colocada no Exemplo 26 definida por
f(x) = (hog)(x) é injetiva.

Conforme observamos no Exemplo 26, por meio da composicdo, observa-se que a
composi¢ao de fungdes auxilia a compreensao por parte do aluno, quanto a identificagao da
injetividade de uma fun¢do. Posteriormente, observe que o conceito de composi¢do € de

suma relevancia para o estudo das fungdes inversas.

Exemplo 27 Aplicando as operagcoes de soma e produto entre funcdes injetivas, serd que

resultam em novas funcées injetivas? Observe o Exemplo 27:

* A soma entre duas funcoes injetivas é injetiva?
Por exemplo, tome f(x) =xe g(x) = —x+2, com f,g: R — R. Somando f e g, temos

que f(x)+g(x) =x+ (—x+2) =2, para todo x € R. Logo, a soma entre funcdes

injetivas nem sempre é injetiva.

* A diferenca entre duas fungoes injetivas é injetiva?

Do mesmo modo, tome f(x) =xe g(x) =x—2, com f,g: R — R. Somando f e g,
temos que f(x) — g(x) =x— (x—2) =2, para todo x € R. Portanto, a diferenca entre

fungoes injetivas nem sempre é injetiva.
* O produto entre duas fungoes injetivas é injetiva?
Basta tomar f,g: R — R com f(x) = g(x) = x. Note que f(x)-g(x) = x> e, tomando

{=1,1} C R, temos f(—1)g(—1) = f(1)g(1) =1, logo f - g nem sempre é injetiva.

* O quociente entre duas fungoes injetivas € injetiva?

Por fim, sejam f,g : R|{0} — R com f(x) = x> e g(x) = x. Note que fx) =% e,
1

g(x)
f(=1) f(1)

NON f o
= ——= =1, logo = nem sempre é injetiva.
8

g(=1) g1
45
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Conforme observamos no Exemplo 27, as operacdes de soma e produto entre
fungdes injetivas nem sempre resultam em funcdes injetivas, e a inica operacao entre fungdes
injetivas que resulta em uma nova func¢do injetiva € a composi¢do, que o Teorema 4.2
garante isso. Logo, fica a dica para os professores: € importante deixar isso bem claro
em sala de aula, para que os alunos tenham essa compreensdo e ndo tirem conclusdes

equivocadas quanto a injetividade de uma funcao.

4.3 Injetividade grafica de uma funcao

Um outro modo de identificar a injetividade de uma fung¢ao € por meio de seu gréfico,

em que definimos a injetividade grafica do seguinte modo:

Definicao 4.5 Uma funcdo f: X C R — Y C R ¢ injetiva se, para toda fungdo constante

g(x) = c contida em Y, a intersecdo dos grdficos de f e g se dd no mdximo, em um ponto.

Teorema 4.3 As definicoes (4.3) e (4.5) sdo equivalentes.

Demonstragao.

.« (4.3) = (4.5)

Seja ¢ € R constante e a fungdo g(x) = c, e considere x € R tal que g(x) = f(x). Como
pra cada 'y = f(x) existe um vinico x € X tal que g(x)=f(x), a coordenada x do ponto
(x,c) € G(f) é unica.

Logo, (4.3) = (4.5).

© (4.5) = (4.3)

Considere x,x' € X de forma que y = f(x) = f(X') = c¢. Porém, se existe uma tinica
coordenada x de modo que (x,c) € G(f). Por unicidade, temos x = x'.
Assim, (4.5) = (4.3).

Segundo o Teorema 4.3, as defini¢des 4.3 e 4.5 sdo equivalentes e, sendo a defini-
cdo 4.3 equivalente as definicoes 4.1 e 4.2, consequentemente, a definicao 4.5 também sera
equivalente a essas defini¢des. Com isso, a cada funcdo constante dada, caso sua interse¢ao
com o grafico da funcio se d€ no méximo em um Unico ponto, significa afirmar que a cada

valor da imagem existe um dnico valor associado ao dominio, logo, a funcdo f € injetiva.

Inclusive, apresentamos alguns exemplos de funcdes injetivas e nao-injetivas logo
abaixo, produzidas no software GeoGebra e utilizando exemplos do Livro A, com o intuito

de mostrar ao leitor como identificar a injetividade de uma fun¢@o por meio de seu grafico.
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b) As linhas horizontais nunca intersectam o gra
mais de uma vez.
24

Ent3o, a funcao € injetiva.

Figura 4.1: Exemplo de Fung¢do Injetiva - Livro A

a) As linhas horizontais intersectam o grafico mais de
uma vez.
Yy

k//\uf\ .

Entdo, a funcdo nao é injetiva.

P e
_f a2 \. Capitulo2

Figura 4.2: Exemplo de Fun¢do Nao-injetiva - Livro A
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Figura 4.3: Exemplo de Func¢do Injetiva - Figura produzida pelo autor utilizando GeoGebra

Figura 4.4: Exemplo de Fun¢do Nao-injetiva - Figura produzida pelo autor utilizando Geo-
Gebra

Conforme notamos nas figuras 4.2 e 4.4, é facil identificar quando a fun¢do ndo é
injetiva, pois tracando uma reta paralela ao eixo x de modo que a interse¢cdo com o grafico
da funcao se dé em no minimo dois pontos, existem dois valores distintos no dominio com
mesma imagem, garantindo a negacdo da injetividade da fun¢do. Mas conforme vemos nas
figuras 4.1 e 4.3, podemos notar que identificar a injetividade de uma func@o por meio do
grafico parece algo simples a se notar, pois, visualizando o grafico da fungdo, ao “tracar”
retas paralelas ao eixo x, se elas “tocam” o gréfico da funcdo em no miximo um ponto e,
segundo a defini¢do 4.5, afirma-se que a funcdo € injetiva.

Observe o Exemplo 28:
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Exemplo 28 A funcdo
ffR—=R
x— f(x)=x"—3x"+8

é injetiva?

Resposta:  Inicialmente, ao fazer uma pergunta dessa ao aluno de Ensino Médio,
ndo parece fdcil respondé-la, pois se trata de um estilo de funcdo que ndo é comum a ser
trabalhado em sala de aula. Porém, observe que 8 € R. Assim, podemos encontrar valores
de x de modo que x° — 3x* +8 = 8. Observe:

¥ -3 +8=8= (4.39)
r-32=0= (4.40)

2 (xFP-3)=0= (4.41)

x=0 ou x=/3. (4.42)

Por (4.42), temos dois possiveis valores de x tais que g(x) = 8, logo, podemos afirmar
que g ndo € injetiva. Agora, observe o grdfico de f:

Figura 4.5: Gréfico da fungéo f(x) = x° —3x% 4+ 8 - Figura produzida pelo autor usando
GeoGebra
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Sendo 8 € [6,8], note que a constante y = 8 “toca” o grifico de f em trés pontos,
ou seja, existem trés valores reais x,y,z tais que f(x) = f(y) = f(z) = 8. Mas, por (4.42),

identificamos apenas duas porém, de qualquer modo, f nao € injetiva.

Observando o Exemplo 28, por (4.42) concluimos que f ndo € injetiva. Porém,
observando o gréfico da fun¢do f, € simples identificar a negacdo dessa injetividade, pois
basta encontrar uma reta que intersecte o grafico da fun¢cdo em no minimo dois pontos.
Conhecer o grifico de uma fun¢do pode auxiliar para que se negue sua injetividade, porém,
ndo é comum a ser abordado o estudo do gréifico de fun¢des ndo-elementares no Ensino
Médio. Logo, dada uma fungdo qualquer, nio é simples negar sua injetividade sem que seu
gréfico seja apresentado, devido a infinidade de fung¢des e graficos, além da dificuldade para

construi-los sem o auxilio de um software computacional.

Observe o Exemplo 29:

Exemplo 29 A funcdo

g:R—{0} >R
1 1
xX—=gx)=———4+—=
s =5+ 3
é injetiva?
Resposta: Segundo a Definicdo 4.1, pra que uma fungcdo seja injetiva, dados

a,b € R, se a # b devemos obter g(a) # g(b) . Tome a < b de modo que a e b sejam
ambos niimeros positivos, ou ambos niimeros negativos e, o outro caso serd analisado no

final. Observe que:

b —a’ = (b—a)-(a*+d’b+d*b* +ab® +b*) =

b’ —a’ = (b—a)-[(a* +a*b* + b*) + ab(a® + b?)]. (4.43)

Mas também, temos:

(b—a)*>0=

b* —2ab+a* > 0= 2ab < a* + b (4.44)
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Agora, por (4.44) em (4.43), temos:

b —a = (b—a)-[(a* +d®*b* +b*) +ab(a® + b*)] = (4.45)
b —a® > (b—a)-[(a* +a*b* +b*) +ab - 2ab] = (4.46)

b’ —a® > (b—a)-[(a* +a*b* +b*) + 2a*b*] = (4.47)

b —a > (b—a)-[(a* +b*) 4 3d°b?). (4.48)

Por hipétese, temos que b—a > 0 e, por (4.48), temos a* + b* + 3a*b> > 0, logo,

concluimos que b> —a®> > 0= a®> < b>. Por outro lado, como a e b tém mesmo sinal, temos:

1 1
a<b=s-<-=

b a
1

l_b—a
a b ab

>0&ab>0. (4.49)

Agora:

b —a*=(b—a)- (b*+ab+d?). (4.50)

Em (4.50), por hipotese, temos que b —a > 0 e, por (4.49), temos ab > 0, logo
b>+ab+a* > 0 e, consequentemente, b> —a> >0 = a> < b>.

Para concluir, tome x1,x» € R com x1 < xo e mesmos sinais. Sendo assim, temos:

X1 <x2:>x?<x§=>
1 1

x?+x1<xg+xz:> 5 < .
Xy +x2  xy+x1

4.51)
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Por outro lado, temos:

X1 <x2:>x%<x%:
1
X<x;=— <. (4.52)
N

Somando membro a membro (4.51) e (4.52), temos:

1 1 1 1
X1<)C2:>5—+—3 +—=

5 3=
X +x2 Xy xy+xr Xy

xp < x2 = g(x1) > g(x2) (4.53)

Por (4.53), temos que x| # x3 = g(x1) # g(x2) e, no caso em que x; < 0 < xp, obtemos
g(x1) <0< g(x2) e, em ambos os casos, segundo a defini¢do 4.1, concluimos que g é injetiva.

Agora, observe o grdfico da fungdo g(x):

S |
1H
\F
...... g *.:.“. —
p2 20 I ta 12 n & e "  Fo ] 4 [ ] 10 1 14 18 e ] 4 26
b ¢
.
L
18
|
. . ~ 1 . .
Figura 4.6: Gréfico da fungdo g(x) = P + — - Figura produzida pelo autor usando
X+x  x

GeoGebra

Conforme podemos observar no Exemplo 29, vimos que a fun¢do g € uma funcdo
injetiva, segundo a Definicao 4.1. Porém, ao ver seu grafico, nota-se que quanto mais distante
for o valor de x na origem, o valor de f(x) tende a ficar préximo de 0, causando a impressao
que o grafico “toca” o 0 e que a fungcdo dada nao seja injetiva. Com isso, o método de
injetividade gréfica para definir funcdes injetivas pode acabar confundindo em alguns casos,

caso o método de recursos computacionais visuais ndo seja trabalhado adequadamente.
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4.4 Como saber se uma fun¢ao nao € injetiva?

A negacgdo do conceito de injetividade também tem sua importancia ao se trabalhar
em sala de aula, para que os alunos consigam identificar ou negar de modo mais claro a
injetividade de uma funcdo. Para negar a injetividade de uma func¢do, basta que se negue o
conceito de injetividade colocado na secdo 4, cuja negacdo apresentamos de quatro modos

distintos. Para isso, considerando uma funcdo f : X — Y, dizemos que ela ndo € injetiva se:

¢ (Negagdo da Defini¢do 4.1): Existem ao menos dois elementos x,x' € X de modo que

x#x e f(x) = f(x');
» (Negacdo da Defini¢do 4.2): Existem x,x’ € X tais que x # x/, mas f(x) = f(x');
* (Negagdo da Definicdo 4.3): Iy € Im(f) C Y;3x, X' € X,.x#x" com f(x) = f(X');

* (Negacdo da Defini¢do 4.5): Uma funcdo f : X C R — Y C R no € injetiva se, existe
ao menos uma fun¢do constante g(x) = ¢ € Y tal que, dados x,x’ € X com x # X/,

temos f(x) = f(X') =c.

Observe o Exemplo 30:

Exemplo 30 A funcdo
g:R—-R

xi—g(x) =x+3x2+8
é injetiva?

Resposta:  Inicialmente, suponha a existéncia de valores reais de modo que g(x) =8.
Assim, temos que

©+3%+8=8= (4.54)
©+3°%+8=8= (4.55)
P4+3xE=0= (4.56)
2 +3)=0. (4.57)

Em (4.57), temos dois possiveis valores de x, que denotamos por x| e x», de modo que

x1 =0 exy = —v/3, negando a definicdo 4.2. Logo, h ndo é injetiva. Graficamente:
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o -8 -G - -2 [§] 2 4 3] g

Figura 4.7: Gréfico da fungdo g(x) = x° + 3x? 48, feito pelo autor usando GeoGebra

Observe agora o Exemplo 31, que é apenas uma pequena modificacdo do exemplo

anterior:

Exemplo 31 Verifique se a funcdo
h:R—R

x = h(x) =x +3x> +x+8
é injetiva.
Solugcao:  Em relagdo a lei de formagdo da fung¢do do Exemplo 30, observe que hd
o acréscimo da varidvel x em relacdo a fungdo g, caracterizando a existéncia de uma nova

fungdo. Paraidentificar a injetividade dessa funcdo, devemos adotar um outro procedimento.

Inicialmente, observe que a fungdo h é continua, informagdo essa que nos serd bastante titil.

Por hipotese, observe que:
h(0)=0°-3.0°+0+8=8. (4.58)
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Agora, observe que:

h(=2) = (-2)> =3.(—2)*+(-2)+8=—14 (4.59)
h(—=1)=(=1)° =3.(=1)*+(-1)+8=09 (4.60)

Sendo —14 < 8 <9, o Teorema 4.5, mencionado posteriormente na se¢do 4.6, garante
a existéncia de um ¢ € (—2,—1) tal que h(c) =8, mas ¢ # 0. Logo, como h(c) = h(0) = 8§,

concluimos que a fungdo h ndo é injetiva.

Observando o grdfico de h, temos:

10
A
i
I |
5
E fc
0—0¢
& -4 B, ] 0 2 4 £

Figura 4.8: Grifico da fungdo h(x) = x° 4 3x? +x + 8, produzido pelo autor utilizando
GeoGebra
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Observando as funcdes colocadas nos Exemplos 30 e 31, para negar a injetividade de
uma funcdo sem o auxilio do grafico, ndo é algo simples, pois muitas vezes oOs
argumentos matematicos desenvolvidos pra negar a injetividade de uma func¢do sao de certo
modo elaborados e, ndo sdo de féacil compreensdo por parte do aluno de Ensino Médio.
Porém, observe que ao fim das solugdes algoritmicas, € colocado o desenho grifico de
cada uma dessas funcdes, onde em ambos os gréaficos, tracando uma reta paralela ao eixo x,
encontramos regides do grafico cuja reta “toca” o grafico em mais de um ponto. Pro aluno
de Ensino Médio esse raciocinio € bem mais simples e de facil compreensao, facilitando a

compreensao dessa negacdo por parte do aluno.

4.5 Paridade e funcoes periodicas

Uma outra forma de verificar se uma funcio nao € injetiva, € justamente identificar sua
paridade ou periodicidade, pois caso a fun¢do atenda a a0 menos uma das condic¢des exibidas

a seguir citadas, consequentemente, ela ndo serd injetiva.

A defini¢do de funcdo par, deve se deixar claro que é definida apenas para dominios

simétricos, de modoque x € D implica —x € D. Define-se fung¢ao par do seguinte modo:

Definicao 4.6 (Funcao Par) “ Seja f: D C R — R com D um dominio simétrico. Uma
fungdo f é uma fungdo par se f(x) = f(—x); Vxe€D.”

Por definicdo, caso uma fungdo seja par em seu dominio, consequentemente nao
podera ser injetiva, pois o dnico valor de x € R de modo que f(x) = f(—x), é x = 0. Agora,
observe o Exemplo 32:

Exemplo 32 A funcdo
fR—=R

x— f(x)=x*, keN
ndo é injetiva.

Solugdo: Inicialmente, observe que (—x)2 =x%, VxeR. Assim, temos:

f(=0) = (0 = [0 = ] =2 = f(x). (4.61)

56



Por (4.61), concluimos que a funcdo [ para n par, ndo é injetiva e, para que isso se

verifique, basta tomar x # 0.

Conforme podemos notar, segundo o Exemplo 32, vemos que dada a fungdo f(x) = x",

com n par, ndo € injetiva. Mas para n impar, seria a funcdo g injetiva? Observe o Exemplo 33:

Exemplo 33 Seja
g:R—R

x—g(x)=x* xeRkeN

Mostre que g é injetiva.

2k+1

Demonstracdo. Inicialmente, tome a,b € R de forma que a = b**1. Assim, temos:

G2kl 2kl (4.62)

G2kt p2ktl g (4.63)

(a—b)- (@ +a* b+ ... +ab™ 1+ ) =0= (4.64)
2k

(a—b)-[Y a - p* ] =0. (4.65)
i=0

Por (4.65), hd duas possibilidades: se a—b =0 = a = b, com isso o problema estd
resolvido. Agora, suponha a —b # 0. Com isso, devemos ter que Z?ﬁo a-b* i =0e,
para isso, dividiremos o binomio acima como soma de dois binomios, sendo um soma de
monomios com expoentes pares e outro como soma de expoentes impares. Para isso,

observe os seguintes casos:

e Caso 1: ipar

Para i par, temos i = 2q;, com q; € N. Assim, temos que

k
@i P = gl PR > 0= Y g pPE > 0, (4.66)
qi=0
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* Caso 2: i impar

Supondo i impar, temos i = 2q; — 1;q; € N. Com isso, temos que:

d - p2i = a1 p2k=2git] (4.67)

[a% .bk_Qi]Z ) (a—l -b). (4.68)

Mas por hipotese, note que a?tl = p2kt1 - Agsim, multiplicando membro a membro
por b=2.a71 temos:

a2k+] — b2k+1 = (469)

a*.a=p"*.p= (4.70)

aoa- b ahy=p*b.b*.a = 4.71)

k=gl p= (4.72)

alb=(d"bp5?>0. (4.73)

Em (4.73), temos que a~' -b > 0 e, em (4.68), temos que [a% - b*=%]> > 0, dai

k
(@%@ b) > 0= Y 4 pH S 0, (4.74)
gi=1

Por (4.74), temos que Zkizl a1 . p?=24i+1 5 0, para todo i impar. Logo, por (4.66)

e (4.74) conclui-se que:

2k k k 2k
Zal . b2kfl — ani . b2k72qi + Z a2q,-fl . b2k*2qi+1 = Zal . b2kfl > 0.
i=0 i=0 j=

qi= qi=1 i=0

Sendo assim, devemos ter a—b = 0 = a = b, caracterizando a injetividade de g.
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Segundo o Exemplo 33, sendo o expoente da poténcia colocada na fungdo f par,
vimos que f ndo € injetiva. Porém, sendo o expoente da poténcia de x" impar, passa a ser uma
fun¢do injetiva, mas isso ndo garante que tomando um polindmio p(x) escrito como soma
de fungdes descritas no Exemplo 33 de expoente impar, a funcio polinomial obtida devera
ser injetiva, pois nem sempre a soma de funcdes injetivas resulta em outra funcdo injetiva,
conforme mencionamos na sec¢io 4.2. Pra verificar essa afirmacao, observe os Exemplos 34
e 35:

Exemplo 34 A funcdo
fTR—=R

x— flx)=x"—x

é injetiva?

Resposta:  Observe que:

fED) =1 = (=1 ==1+1=0 (4.75)
f(0)=0"—0*=0—-0=0. (4.76)
f=r-1*=1-1=0. (4.77)

Como f(—1) = f(0) = f(1), conclui-se que f ndo é injetiva.
Exemplo 35 A funcdo
g:R—-R
xi—g(x) =x+x+8
é injetiva?

Resposta:  Segundo a equagdo (4.48), dados x1,x; € R com x| # xa, sem perda de

generalidade, tome x| < x». Segundo o Exemplo 29, temos x? < xg. Dai:

xf_ < xg = (4.78)

K Hx <6+ (4.79)
x?+x1+8<x§+xz+8:> (4.80)

X <xp=gx) <glx); Vxp,x eR. (4.81)
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Por (4.81), temos que x| # x, = g(x1) # g(x2), logo, concluimos que a fungdo g é
injetiva, segundo a definicdo 4.1. Agora, observe o grdfico da fungdo g:

22

m

[T g —

=3
-

Figura 4.9: Griéfico da fungio g(x) = x° +x + 8 - produzido pelo autor no GeoGebra

Segundo a definicdo 4.5, como a intersecdo de toda e qualquer funcdo constante se dd
no mdximo em um ponto,mas também, segundo a equacdo (4.81), podemos afirmar que g é
injetiva.

Observando os Exemplos 34 e 35, vemos que fun¢des polinomiais escritas como soma
de mondmios com poténcias impares pode resultar em uma funcdo injetiva ou nio e,
segundo o Exemplo 27, a soma de fun¢des injetivas pode resultar em uma funcdo que nao
seja injetiva. Portanto, € importante que o professor deixe claro que nem sempre uma fungao

polinomial escrita como soma de mondmios com expoente impar serd injetiva.

Um outro modo de negar a injetividade de uma funcao, € identificando se ela € ou nao

periddica, mas antes disso, definimos o que vem a ser o periodo de uma funcao:

Definicao 4.7 (Periodo) O periodo de uma funcdo f: R — R é o menor valor possivel de
T € Ry de modo que f(x+T) = f(x), comx € R, caso exista.

Logo apés citar a definicdo de periodo, citaremos a defini¢ao de fun¢do periddica,

extraida de Lima (2013) [8] e mencionada logo abaixo:
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Definicao 4.8 (Funcao Periddica) “ Uma funcdo f : R — R chama-se periédica quando
existe um nimero T # 0 tal que f(x+T) = f(x), para todo x € R. Se isto ocorre, entdo
f(x+kT) = f(x) para todo x € R e todo k € 7.

Uma fungdo periddica, por defini¢do, tomando dominio R, ndo pode ser injetiva.
Mas, sendo o dominio da fungdo com comprimento igual ou inferior ao periodo, onde se
determinar a existéncia de uma funcio injetiva, em que pra isso, basta observar como a

funcao € definida. Observe os Exemplos 36 e 37:

Exemplo 36 A funcdo
fTR—=R

x+— f(x) = cos(x)
é injetiva?

Resposta: A funcdo f é periddica de periodo 27, ou seja, f(x+2x) = f(x), para

todo x € R. Logo, ndo pode ser injetiva. Graficamente:

Figura 4.10: Gréfico da fung@o f(x) = cos(x), produzido pelo autor usando GeoGebra

Conforme podemos observar no gréfico acima, tragando retas paralelas ao eixo x no
intervalo [—1,1] € Cd(f), essas retas tocam o grafico da fun¢do em mais de um ponto,

negando a defini¢do 4.5.
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Exemplo 37 Mostre que a funcdo

é injetiva.

Demonstragdo. Sejam x,y € (0, g) e, sem perda de generalidade, tome x < 'y. Assim, seja

y=x+h, com h > 0. Sendo assim, temos:

cos(x+h) =cosx = (4.82)

cosx.cosh —senx.senh = cosx = (4.83)
cosx.cosh —senx.senh —cosx =0 = (4.84)
cosx.(cosh— 1) —senx.senh = 0. (4.85)

Como h,x,y € (0,%), segue que cosx,cosh,senxsenh sdo valores positivos entre 0 e

1. Com isso, temos que:

senx.senh >0 =

—senx.senh < 0. (4.86)

Por outro lado, temos:

O<cosh<l=

—1<cosh—1<0. (4.87)

Consequentemente, como cosh—1 < 0 por (4.87) e, sendo cosx > 0, podemos afirmar

que

cosx.(cosh—1<0). (4.88)
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Somando membro a membro (4.86) e (4.88), concluimos que

cosx.(cosh— 1) —senx.senh < 0. (4.89)

absurdo, pois (4.89) contradiz (4.85). Assim, devemos ter h = 0 e, consequentemente,

g injetiva.

Por fim, observe o Exemplo 38:

Exemplo 38 A funcdo

é injetiva?
—T T —T T
Resposta:  Ndo, pois B3 #+ > mas cos (T) = COS <§> = 0. Logo, h ndo é

injetiva.

Conforme podemos observar no Exemplo 36, a funcdo cosseno € uma func¢do periddica
de periodo 27, logo ndo € injetiva. Mas analisando os Exemplos 37 e 38, temos duas func¢des
trigonométricas de dominio com comprimento inferior a 27, que uma € injetiva e a outra no.
Com isso, podemos afirmar que em relacdo as fungdes trigonométricas, caso o comprimento
do dominio seja inferior ao periodo, a fungdo pode ser injetiva ou nao,dependendo do modo

como o dominio é colocado.

4.6 Injetividade e Continuidade

Nesta secdo, faremos algumas colocacdes sobre a injetividade das fungdes continuas,
em que podemos associd-la a sua monotonicidade, auxiliando ao leitor a identificar a
injetividade de forma mais simples e pratica, associando-a diretamente a seu crescimento
(decrescimento) e, transparecendo com maior clareza sua identificacdo por parte do aluno
de Ensino Médio. A ideia de continuidade para os alunos de Ensino Médio se remete
ao ‘“desenhar” o grafico, quando se tem acesso a constru¢cdo do grafico, é permitido ao

aluno “grifar” a curva sem interrup¢do alguma, pois a fungdo € definida para todos os seus
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pontos mas, também € visivel ao aluno notar se a fungdo € injetiva ou ndo para dominio e
contradominio limitados. Caso dominio e contradominio sejam infinitos, é vidvel ao aluno
identificar a injetividade a partir do seu crescimento (decrescimento), mas ndo se pode
garantir sua injetividade sem o dominio de uma argumentacdo matematica consistente e,
o conceito de continuidade abordaremos com maiores detalhes na defini¢do 8.6, contida na
secdo 8.2.

Inicialmente, definimos funcao estritamente crescente e estritamente decrescente do

seguinte modo:

Definicao 4.9 (Funcao estritamente crescente) Uma funcdo f : X — Y ¢é estritamente
crescente se, dados x1,xy € X com x| < xp, temos f(x1) < f(x2).

Definicao 4.10 (Funcao estritamente decrescente) Uma funcdo g : X — Y é estritamente

decrescente se, dados x,x; € X com x| < xp, temos g(x1) > g(x2).

Definidos os conceitos de fungdo estritamente crescente e decrescente, colocamos 0s
Teoremas 4.4 e 4.5 como suporte para demonstrar o Teorema 4.6, que mostra a
associacdo entre crescimento(decrescimento) e injetividade. Muniz Neto (2013) [11]

enuncia o Teorema de Bolzano do seguinte modo:

Teorema 4.4 (Bolzano) “ Seja f: [a,b] — R uma fun¢do continua. Se f(a).f(b) <0, entdo
existe ¢ € [a,b] tal que f(c) =0."

Demonstragdo. Suponha, sem perda de generalidade, que f(a) <0 < f(b), e seja

A = {X € [a,b]; fé negativa no intervalo|a,x]}.

Como a € A por hipotese, temos A # 0. Por outro lado, A ¢ limitado (uma vez que

A C [a,b]) e, portanto, existe ¢ = supA.

Note inicialmente que ¢ > a, pelo lema de permanéncia do sinal. De fato, se fosse
f(a) <0, teriamos, de acordo com aquele resultado, a existéncia de 0 < & < b — a tal que
f(x) <Oparax€la,a+9) e, dai,c > a+34.

Agora, afirmamos que f(c) = 0. Por contradi¢do, suponha primeiro que f(c) < 0.
Entdo ¢ < b (uma vez que f(b) > 0) e, novamente, pelo lema de permanéncia do sinal,
existiria 0 < 6 < b — c tal que f seria negativa em (c — 8,c+ 6) N[a,b]. Mas, como
¢ = supA, podemos tomar d € (¢ — 8,c) NA, de sorte que f < 0 em [a,cy]; portanto,
teriamos f <0 em [a,d]U(c—38,c+ =] =[a,c+ %] contradizendo o fato de ser ¢ = supA.
Por outro lado, se f(c) > 0, existiria 6 > 0 tal que f seria positiva em
(¢c—6,c+0)Nla,b]; em particular, AN (c — 8,c|] = 0 e, dai, teriamos supA < ¢ — 8, uma

nova contradi¢do. Logo, a vinica possibilidade é termos f(c) = 0.
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Exemplo 39 Mostre que a funcdo
ffR—=R

x— f(x) =3 " —4x’ +1

possui uma raiz no intervalo (3,4) e, conclua que ela ndo é injetiva.

Solugdo:  Inicialmente, observe que f(1) = 3! —4.12 +1 = 0 e, posteriormente, ob-

serve que:

3¥3-4324+1=-8 (4.90)
f4)=3"-4421+1=18. (4.91)

Note que f(3).f(4) = (—8).18 = —144 < 0. Assim, o Teorema 4.4 garante a existéncia
de um c € (3,4) de forma que f(c) =0, mas ¢ # 1. Portanto, concluimos que a funcdo f

com dominio R ndo pode ser injetiva.

A demonstracdo do Teorema 4.4 foi extraida do livro de Muniz Neto (2013) [11] e,
servird de suporte para demonstracdo do Teorema 4.5, que é de suma importancia em
relagio ao que serd abordado nessa secdo. Posteriormente, Avila (1999) [1] cita o
Teorema do Valor Intermediario, importantissimo e bastante requisitado no estudo de

funcdes continuas.

Teorema 4.5 (Valor Intermediario) Seja f wuma funcdo continua num intervalo
I = [a,b], com f(a) # f(b). Entdo, qualquer niimero d compreendido entre f(a) e f(b),
existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d. Em outras palavras, f(x) assume todos os valores

compreendidos entre f(a) e f(b), com x variando em (a,b).

Demonstragao. Suponhamos, para fixar as ideias, que fla) < d < f(b). Considere o
conjunto
X={xel:ft)<d em a<t<x}.

Como f é continua em a, existe 6 > 0 tal que a < x < a+ € = f(x) < d; logo, o
conjunto X é ndo-vazio; e como é limitado superiormente, possui supremo, que denotaremos

por c. E claro que a<c. E claro também que c<b, pois, numa vizinhanga de b, f(x) > d.

Vamos provar que f(c) =d. Se f(c) < d, existiria € > 0 tal que x € Ve(c) = f(x) < d:

entdo, o supremo de X seria maior do que c, absurdo. Do mesmo modo, se f(c) > d, existiria
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€ > 0 tal que x € Vg(c) = f(x) > d; e o supremo de X teria de ser menor do que c, outro

absurdo. Concluimos, pois, que f(c)=d, como queriamos provar.

A demonstracdo é andloga no caso f(a) > d > f(b).

Observagdo 4.1 A notacdo Ve(c) utilizada se refere a vizinhanca do ponto ¢ contida em
(a,b).

Exemplo 40 A funcdo
g:R—R
x—g(x) =x>—3x> —5x+8

é injetiva?

Resposta:  Inicialmente, note que f(0) = 0° —3.0> +0-+8 = 8. Mas também, temos:

f(1)=1"=312-5148=1 (4.92)
f(2)=2°-322-524+8=18 (4.93)

Segundo o Teorema 4.5, existe um ¢ € (1,2) de forma que f(c) =8, com ¢ # 0. Logo,

podemos afirmar que a fun¢do g com dominio R ndo pode ser injetiva.

Conforme podemos observar, o Teorema 4.5 € importante para o estudo de fungdes
continuas, que nos Exemplos 39 e 40 utilizamos para negar a injetividade de algumas
fungdes. Mas, a utilidade dos Teoremas 4.4 e 4.5 ndo se restringem apenas a isso, em que
os utilizaremos como suporte para demonstrar o Teorema 4.6, em que uma fun¢do continua
¢ injetiva se e somente se € estritamente mondtona, associando diretamente injetividade e
crescimento (decrescimento).

Teorema 4.6 Uma funcdo continua é injetiva se, e somente se, é estritamente crescente ou

estritamente decrescente.

Demonstracdo. Seja f injetiva. Sem perda de generalidade, sejam x1,x; € X niimeros reais
com mesmo sinal de forma que f(x1) < f(x2). Agora, suponha a existéncia de x3 € X tal que

f(x2) > f(x3), seja k =max{f(x1), f(x3)}. Se k= f(x1), 0 Teorema 4.5 garante a existéncia
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de ¢ € (xp,x3) de modo que f(c) = k, absurdo. Por outro lado se k = f(x3), analogamente, o
Teorema 4.5 garante a existéncia de d € (x1,x3) tal que f(d) = k, contradi¢do. Logo, sendo

f injetiva, deve se ter que:

X1 < Xx2 < X3 :>f(x1) < f(XQ) < f(X3).

e, [ € estritamente crescente.

Supondo f estritamente decrescente, basta supor a existéncia de x3 € X de modo que
f(x2) < f(x3) e k =min{f(x1), f(x3)}. Logo, tomando k = f(x1) ou k = f(x3), 0 método
de demonstragdo é andlogo.

Por fim, sendo f estritamente crescente ou estritamente decrescente, em ambos 0s

casos temos que x| # xy = f(x1) # f(x2) e, segundo a Definicdo 4.1, f é injetiva. .

O Teorema 4.6 assegura que, uma funcdo continua serd injetiva se, € somente se,
for estritamente crescente ou estritamente decrescente, reforcando o que j citamos, que a
injetividade das funcdes continuas estd diretamente associada a sua monotonicidade. Um
exemplo de funcdo injetiva bastante explorado é o da funcido afim, cuja injetividade ¢é

simples de ser notada e € uma fung¢do bastante comum a se trabalhar no Ensino Médio.

3) fix) = 2x +1

X X
L) 1Y A=+
2 -3 ' /
- ik
1 3 3 | .4 Ppontoem
7 ] /'~ Qqueareta
T a2t intersecta
f0)=pb=1 '"‘"r*‘;' oeixoy
-2 Fal| 4

Figura 4.11: Exemplo de Fun¢do Afim - Livro A
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Temos que f é injetiva, pois
elementos distintos, x, e x,,
pertencentes ao dominio, tém
imagens -3x. e -3X,, também
distintas.

Figura 4.12: Exemplo de Fun¢do Afim - Livro B

As funcdes afins, sdo relativamente faceis de identificar sua injetividade e, devido a
sua continuidade, fica bem mais simples reconhecé-la em um primeiro momento, em que
ao abordar o conceito de injetividade, é interessante ao professor abordar exemplos como
esse pois, o aluno vai construindo inicialmente uma ideia de como associar injetividade e
crescimento (decrescimento). Porém, a ideia de injetividade continua ndo deve se restringir
apenas a isso, cuja ideia pode ser explorada também no estudo de fun¢des que abordem um
grau de dificuldade maior, onde o aluno, ja ciente sobre como explorar essa associa¢ao, nao

sentiria maiores dificuldades para identificar a injetividade de outras funcdes.

Observe os Exemplos 41 e 42:
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Exemplo 41 Mostre que a funcdo

T

f:[o,ﬂ—nR

x— f(x) = sen(x*) +3

é injetiva.

2 ¢ estritamente

T
Solucd@o:  Tomando x € [0,5], observe que a funcdo g(x) = x
crescente e, segundo o Teorema 4.6 ¢ injetiva. Por outro lado, a fung¢do h(x) = senx é

. v/ L.
estritamente crescente em |0, 5] e, consequentemente, h é injetiva. Por fim, o Teorema 4.2

¥/
garante que a composicdo (ho g)(x) = sen(x?) ¢é injetiva em [0, 5] e, consequentemente,

f(x) = sen(x?) 4 3 é injetiva.

Exemplo 42 Mostre que a funcdo

é injetiva.

Solugdao:  Sem perda de generalidade, tome x1,x3 > 1 com x| < x5 e, suponha que

x1 +— > xp+ —. Com isso, temos:
X1 X2

1 1
Xt x> (4.94)
X1 X2
1 1
X=X 2> ——— = (4.95)
X2 X1
( )= —( Lol )= (4.96)
—(x—x —(——— .
2= X1 X2
1 1
xp—x<———= 4.97)
X1 X2
X —xy <21 (4.98)
X1.X2
1< = x1.x < 1. (499)
X1.X2

Por hipotese, temos x1.x3 > 1 mas, em (4.99) temos x1.xy < 1, contradi¢cdo. Sendo

assim, devemos ter que x; < xy = g(x1) < g(x2) e, segundo o Teorema 4.6, g é injetiva.
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Conforme observamos nos Exemplos 41 e 42, a principio, as funcdes f e g ndo sdo
simples de determinar a sua injetividade mas, como sdo continuas, podemos associar a
sua injetividade a seu crescimento(decrescimento), o que facilita bastante a identificar sua
injetividade. Com isso, é importante deixar claro ao professor que caso uma fungdo seja
continua, podemos associar sua injetividade ao seu crescimento (decrescimento), permitindo

ao aluno identificar a injetividade de uma fun¢do de modo mais simples e claro.
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Capitulo 5
Sobrejetividade de funcoes

Assim como o conceito de funcdo injetiva, a definicdo de funcdo sobrejetiva tem
sua importancia quanto ao estudo das func¢des inversas, auxiliando de modo significativo a
compreensao das propriedades de algumas funcdes como, por exemplo, o caso das fungdes
trigonométricas inversas. E, pra que uma fungao seja sobrejetiva, a imagem da fungdo deve

ser igual ao contradominio definido.

5.1 Definicao

O conceito de fungdo sobrejetiva € colocado do seguinte modo:

Definicao 5.1 Uma funcdo f : X — Y é sobrejetiva se, para todo y € Y, existe ao menos um
x € X de forma que y = f(x). Consequentemente, Cd(f) = Im(f).

Observe o Exemplo 43:

Exemplo 43 A funcdo
fiR—R

x— fx) =x>+4

é sobrejetiva?

Resposta: ~ Sejay = x> +4. Logo, temos:

y=x+4= (5.1)
y—4=x"= (5.2)

Por (5.3), temos que \/y — 4 é definida para todo y € R, logo, a fungdo f é sobrejetiva.
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Assim como o conceito de injetividade, o conceito de sobrejetividade requer bastante
atencao ao ser abordado pois, embora duas funcdes distintas embora possuam mesma lei de
formacgao e mesmo dominio, uma pode ser sobrejetiva enquanto a outra ndo é, caracterizando

a existéncia de duas fungdes distintas.

Observe os Exemplos 44 e 45:

Exemplo 44 A funcdo
g:R—-R

x—g(x) =x*—2x+4

¢ sobrejetiva?

Resposta:  Sejay = —1 por exemplo. Dai, note que:
¥ —2x+4=-1= (5.4)
2 t4-3=-1-3= (5.5)
-2t l=—4= (5.6)
(x—1)?=-4=> (5.7)
x=1%£2i. (5.8)
Em (5.8), hd dois possiveis valores de x que atendem y = —1, sdo eles: x =1+2i e

x = 1—2i, e ambos ndo sdo niimeros reais. Logo, a funcdo g ndo é sobrejetiva.
Exemplo 45 Mostre que a fungdo
h:R— [4,4)
x> h(x) =x*—2x+4

é sobrejetiva.

Demonstracdo.  Considerando y > 4, observe que:

y=2—2x+4= (5.9)
y—3=x—2x+1= (5.10)
y-3=(x—17= (5.11)
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x—1l=4+\/y—-3x=1++y—3. (5.12)
Por (5.12), como 'y > 4, temos x = 1++/y—3 € R logo, a expressdo estd definida para
o contradominio Y = [4,+) e, segundo a defini¢do 5.1, a fun¢do h é sobrejetiva. .

Conforme observamos nos Exemplos 44 e 45, duas funcdes, embora possuam mesma
lei de formacao e mesmo dominio porém, com contradominios distintos, uma funcao pode
ser sobrejetiva, enquanto a outra ndo € e, caracteriza-se uma diferencga entre as funcoes f e
g apresentadas. Com isso, fazemos aqui uma primeira observacao, em que pra identificar a
sobrejetividade de uma funcdo, é importante estar atento nao s a sua lei de formagdo, mas

ao modo como seu contradominio é definido.

5.2 Sobrejetividade e operacoes entre funcoes

Quanto as operagdes entre funcdes, consideramos as operagdes de soma, produto e
composicado, que sao geralmente as mais utilizadas. Porém, serd que as operacdes de soma e

produto entre fungdes sobrejetivas resulta em uma nova fungdo sobrejetiva?

Observe o Exemplo 46:

Exemplo 46 a) A soma entre duas fungdes sobrejetivas resulta em uma nova funcdo

sobrejetiva?

Resposta: Considerando as funcoes f,g com dominio e contradominio R, sejam
f(x) =x e g(x) = —x. Sendo assim, temos que (f + g)(x) = 0, para todo x € R, logo

a soma entre fungbes sobrejetivas nem sempre resulta em uma nova fungdo sobrejetiva.

b) A diferenca entre duas fungoes sobrejetivas resulta em uma nova funcdo sobrejetiva?

Resposta: Considerando as funcées f,g com dominio e contradominio R, sejam
f(x) =x e g(x) =x—2. Sendo assim, temos que (f —g)(x) = x— (x—2) = 2, para
todo x € R, logo, a diferenga entre fungoes sobrejetivas nem sempre resulta em uma nova

fungdo sobrejetiva.

c) O produto entre duas fungoes sobrejetivas resulta em uma fungdo sobrejetiva?

Resposta:  Considerando as fungoes f(x) = x e g(x) = x com dominio e contradomi-

nio R, considerando a funcdo definida pelo produto, temos (fg)(x) = x-x = x* e, dado
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x € R, temos x> > 0, logo, a fun¢do (fg) ndo é definida para valores menores que 0 e,
consequentemente, ndo é sobrejetiva.

d) O quociente entre duas funcoes sobrejetivas resulta em uma fungdo sobrejetiva?

Resposta:  Considerando as fungdes f(x) = x e g(x) = x com dominio e contradominio
R — {0}, considerando a fungdo definida pelo quociente, temos (z)(x) ) logo,
g X

a fungdo (f) ndo é definida para valores diferentes de 1 e, consequentemente, ndo é

sobrejetiva.

Conforme observamos no Exemplo 46, as operacdes de soma e produto entre
fungdes sobrejetivas nem sempre resulta em uma nova fungdo sobrejetiva e, € importante
que o professor esteja atento a esse detalhe e alerte seus alunos quanto a isso em sala de aula.
Porém, a composi¢do entre fungdes sobrejetivas resulta em uma nova fungdo sobrejetiva, e
com isso, observe o Teorema 5.1:

Teorema 5.1 Dadas duas funcoes sobrejetivas f : X — Y e g:Y — Z quaisquer, mostre que

a composicdo (go f)(x) : X — Z também é sobrejetiva.

Demonstracdo. Por hipdtese, sendo g sobrejetiva, para todo z € Z, existe ao menos um
y €Y de modo que z = g(y). Mas também, para todo y € Y, existe ao menos um x € X de
forma que y = f(x). Consequentemente, para todo z € Z, existe ao menos um x € X de modo
que 7= g(f(x)). Logo, (go f)(x) é sobrejetiva. ||

Conforme observamos no Teorema 5.1, diferentemente das operagdes de soma e
produto, a composicdo entre funcdes sobrejetivas resulta em uma nova fungdo sobrejetiva,
logo, o método de composicao € bastante ttil para determinar a sobrejetividade de algumas

fungdes e, € muito importante que professor e aluno estejam atentos a isso.

Observe o Exemplo 47:

Exemplo 47 Verifique se a fungdo
ffR—=R

x = f(x) =27x° —27x* +9x — 1

é sobrejetiva.
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Resposta: A principio, dada uma funcdo polinomial f, ndo nos parece simples
determinar sua sobrejetividade, pois o modo como ela estd colocada talvez ndo seja simples

de percebé-la. Porém, observe que:

2763 =270 +9x —1=27x> —9x* — 182 + 6x+3x— 1 = (5.13)

27x° —27x% +9x— 1 =9*(3x— 1)+ —6x(3x— 1)+ 1.(3x — 1) = (5.14)
27x° —27x* +9x—1=(3x—1).(9%* —6x+1) = (5.15)

27x° =27 +9x—1=(3x—1).(9x* = 3x—3x+1) = (5.16)

27x3 =273 +9x— 1= (3x—1).[3x3x— 1) = 1.3x— 1)] = (5.17)

27x° =27 +9x—1=(3x—1).3x—1).(3x— 1) = (3x— 1)°. (5.18)

Por (5.18), podemos reescrever a fungdo f(x) = (3x—1)3 e, sejam g(x) =3x—1 ¢

h(x) = x3, com dominio e contradominio R. Observe que:

1
y:3x—1:>x:y+ ;com  x,y €R (5.19)
y:x3:>x:\3/§;com x,yeR (5.20)

Por (5.19) e (5.20), temos que as funcoes g e h sdo sobrejetivas pois, para todo y
existe um x de forma que f(x) =y, e segundo o Teorema 5.1, a fun¢do f(x) = (hog)(x) é

sobrejetiva.

Conforme colocamos nos Exemplos 46 e 47, definidas apenas as operagdes entre
funcdes sobrejetivas, apenas a composicao entre funcdes resulta em uma funcao sobrejetiva,
e o Teorema 5.1 justifica isso. Portanto, € importante que o professor aborde essa informacao
em sala de aula pois, se trata de algo preciso que pode auxilid-los a compreender melhor esse

conceito.

5.3 Sobrejetividade e func¢oes polinomiais

O estudo dos polindmios, geralmente é mencionado nos curriculos de Ensino
Fundamental e Médio e, consequentemente, deve ser abordado adequadamente em sala de
aula, para que os alunos consigam identificar de modo claro e objetivo como se caracteriza a
existéncia de um polindmio e suas propriedades. Usamos o conceito de

polindmio anteriormente, mas, para tornar o texto mais completo, vamos fazer uma breve

75



exposi¢cdo, mais formal sobre polindmios, cuja defini¢do apresentamos do seguinte modo:

Definicio 5.2 (Polinomio de uma variavel) Um polinémio p(x) é o nome dado a uma

sentenca matemdtica composta como soma finita de monomios e expressa do seguinte modo:

n
p(x) = ax" +ay 1 X" . 4 aix+ag= Zai x'; com a;eR,ieN
i=0

Chamamos a cada a; de coeficiente do mondémio e a cada x', de parte literal.

Definido polindmio, definiremos seu grau e o coeficiente lider, que sio itens de grande
importancia para determinar o estudo da sobrejetividade dessas funcdes, cuja definicao de
grau foi extraida de Muniz Neto (2013) [12].

Definiciio 5.3 (Grau) Se f(X) = aoX’ + a1 X' + ... + a,X" € K(X) — {0}, com a, # 0,
dizemos que o inteiro ndo negativo n é o grau de f, e denotamos df = n (l1é-se “ o grau

deféigualan”).

Defini¢do 5.4 (Coeficiente lider) Se f(X) = apX? + a1 X' +... + a,X" € K(X) — {0}, com
a, # 0 uma funcdo polinomial com d f = n, dizemos que o niimero real a, é o coeficiente

lider de f.

As fungdes polinomiais quando estudadas, podem ser sobrejetivas ou nio, desde que
se esteja atento ao modo como o contradominio € definido e, conforme observamos nos
Exemplos 44, 45 e 47, ndo € tdo simples identificar a sobrejetividade de uma funcdo
polinomial por mudanga de varidveis em alguns casos, ndo ¢é vidvel identificar a

sobrejetividade da fungdo por esse modo.

Porém, para determinar a sobrejetividade de uma funcdo polinomial, utilizaremos as
Proposicdes 5.2, 5.3, 5.4 e 5.6, que serdo de grande utilidade para discutir melhor sobre isso
mas, para demonstracdo das proposi¢oes 5.2 e 5.3, utilizaremos as Definicdes 5.5 € 5.6 como

suporte.

Definicao 5.5 (Limites Infinitos no Infinito Divergentes) Definimos os limites no infinito

de quatro modos distintos, os quais colocamos da seguinte forma:

* Defini¢do 1: Sejam x C R ilimitado e f : X — R uma funcdo. Dizemos que
lim f(x) = +oo, quando dado M>0, existe A>0 tal que

X—>4o0

x>A= f(x) >M.
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* Definigdo 2: Sejam x C R ilimitado e f : X — R uma funcdo. Dizemos que
lim f(x) = 4o, quando dado M>0, existe A<O tal que

X—>—o00

x<A= f(x)>M.

* Defini¢do 3: Sejam x C R ilimitado e f : X — R uma funcdo. Dizemos que
lim f(x) = —oo, quando dado M<0, existe A>0 tal que

X— o0

x>A= f(x) <M.

* Definigdo 4: Sejam x C R ilimitado e f : X — R uma funcdo. Dizemos que
lim f(x) = —oo, quando dado M<O0, existe A<O tal que

X—>—00

x<A= f(x) <M.

Os limites no infinito, sejam convergentes ou divergentes, sdao de grande
importancia para determinar dominio e contradominio de fun¢des polinomiais pois, sendo
essas fungdes continuas, algumas dessas fun¢des t€ém R como contradominio, mas também,
no caso das funcdes de coeficiente par, para determinar o contradominio, basta determinar o

valor minimo ou maximo da fungao.

Observe as proposi¢coes 5.2, 5.3, 5.4 € 5.6:

Proposicao 5.2 Mostre que

lim x%* = lim x
X—r—+oo X—r—0o0

2k — oo xeR,kEN

Demonstracd@o. Dado M>0, tome A =M % > 0 e observe que
x> M% =% > M= f(x) > M.

Pela definicdo 5.5, temos
lim f(x) = +eo.

X—>+too
1
Por outro lado, dado M > 0, tome A = M2 > 0 e, consequentemente, temos
1
A = —M?2x% < 0. Dati, observe que

X< —M% = x> M= f(x)> M.

Pela definicdo 5.5, temos
lim f(x) = +eo.

X——o00
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Proposicao 5.3 Mostre que

lim x2k+1 — Joo
X—>+oo
e que
lim x*t!' = —0; xeR,keN

X—y—o0

Demonstragdo. Para o caso de x — +oo, dado M > 0, tome A =M Tlﬂ Assim, observe que
x> Mz = 2 S M= f(x) > M.
Segundo a definicdo 5.5, concluimos que

lim f(x) = +oo.

X—r+o0
1
De modo andlogo, dado M<O0, tome A = M2%+1, Assim, observe que

x < M7 = 2 <M = f(x) < M.

Segundo a definicdo 5.5, concluimos que

Jim f(x) = —e.

As proposi¢des mencionadas nesta se¢do serdo de grande importancia para definir
corretamente o contradominio de uma funcdo de forma que ela seja sobrejetiva, mas para
que se tenha um entendimento mais claro destas definicdes, Muniz Neto (2013) [11] define
também uma outra forma de determinar limites infinitos, mas agora no caso em que o limite

converge, que servird de suporte para demonstracdo da proposi¢do 5.4. Observe:

Defini¢io 5.6 (Limites no Infinito Convergentes) Se existe a > 0 tal que (a,+o) C X e

f:X — R é uma fungdo dada, escrevemos 1—l>r£ f(x) =L se, dado € > 0, existe A > 0 tal
X o)

que

xeEX e x>A=|f(x)—L|<e.

No caso em que x — —oo, basta tomar X = (—eo, —a) e x < —A, e 0 método de defini¢do

é andlogo.
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Proposicao 5.4 Mostre que

1 1
lim — = lim —k:O; xeRkeN
X—>—+o X X—>—o0 X

Demonstracdo. Para demonstracdo desse teorema, dividiremos sua resolucdo em dois

casos.

e Caso l: x — +oo

Dado € > 0, tome A = (%)% > 0 e observe que

1
1 —
x> (E)k >0= (5.21)
1
Xk > o= (5.22)
lk <eg=> (5.23)
X
1
|z —0[<e= (5.24)
X
|f(x)—0| < &. (5.25)

e Caso2: x — —oo

Dado € > 0, tome A = —( )% > 0 e observe que

1
€

x<—(§)i <0= (5.26)
—x> (é)i >0= (5.27)
(—x)* > % = (5.28)
ﬁ <€= (5.29)
Iﬁ—ol <e= (5.30)
|f(x)—0] <e. (5.31)



A proposi¢do 5.4, conforme fora demonstrada acima, assim como a proposi¢cdo 5.5
mencionada logo abaixo, servird de suporte para mostrar a proposicdo 5.6, que serd de

fundamental importancia para discutir sobre a sobrejetividade de func¢des polinomiais.

Proposicao 5.5 Mostre que

lim a.x* = 4oo; para a>0 e keN
X—>-o00
e
lim ax** = —o0; para a<0 e keN
X— o0

Demonstracdo. Para demonstragdo dessa proposicdo, dividiremos em dois casos:

e Casol:a>0

M ) .
Dado M > 0, temos — > 0. Assim, como 11111 x?K = 4oo, existe A>0 tal que para
x—y7oo

a
x> A oux < —A, temos

M
¥k > — = a.x*k > M.
a

Portanto, pela definicdo 5.5, temos

lim ax* = ~+oo,

X—>doo

e Caso2:a<0

M )
Dado M < 0, temos — > 0. Assim, como lim x*

a X—rFoo
x> A oux < —A, temos

= oo, existe A>0 tal que para

M
xzk > — :>a.x2k <M.
a

Portanto, pela definicdo 5.5, temos

lim ax* = —co.
Xx—rtoo
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Nos casos em que a > 0, temos lim ax**! = 4c0; paraa > 0e lim ax***!
X—rfoo X—y—o0
Jd para a <0, temos lim ax*t! = —ce lim ax**! = oo, .
X—rFoo x——o0

Proposicao 5.6 Dado um polinémio p(x) qualquer, mostre que

lim p(x)= lim a,x"; x€R
x—>ioop() x—teo

Demonstragdo. Inicialmente, podemos escrever o polinémio p(x) do seguinte modo:

p(x) =a"+a, 1 X daxtag =
1 1 ap 1
— a1+ — ——]=
p(x> anX [ + a, + +an ¥ 1 an xn]
" oa, ;1
= a,x".[1 =
p(x) = axx".| +i¥i 4 %
Aplicando a Proposicdo 5.4 em (5.34), temos que:
1 an—i 1
. . n -i 1
i plo) = Tim a1+ ), =5 )=
lim p(¥) = lim a. lim [14+Y %= 1
x—1>r:|I:loop * _x—1>r:E°oan x—1>m°° z—Zl ay x’

n
lim p(): hm anx" 1+Za”’
=1

X—rFoo ;

AP = B e

como querl’amos demonstrar. .

(5.32)
(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

Conforme fora colocado na proposi¢do 5.6, definida uma fun¢do polinomial com

dominio em R, para definir o contradominio, é importante estar atento ao seu coeficiente

lider, pois € a partir dele que podemos observar como seu contradominio é definido e,

consequentemente, podemos identificar sua sobrejetividade de forma mais clara.
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Exemplo 48 Determine o contradominio Y de forma que a funcdo
fiR—=Y

x = f(x) = —3x +4x> —3x+8

seja sobrejetiva.

Resposta:  Inicialmente, note que -3 < 0 e, segundo a proposicdo 5.6, temos que

lim f(x) =—c0 e lim f(x)= +co.

x—>+oo X—p—o00

Assim, concluimos que Y = R.

Quando passamos a observar o coeficiente lider da func¢do, essa sobrejetividade acaba
se tornando mais simples a se identificar, facilitando bastante a compreensdo por parte do
aluno e, esse método ¢é vélido devido 4 continuidade das fun¢des polinomiais. Porém, caso
o grau da fun¢do seja impar, independentemente da fungdo ser crescente ou decrescente, o
contradominio sempre serd o conjunto R. Mas, caso o grau da funcao seja par, como fazer a

determinar seu contradominio? Observe o Exemplo 49:

Exemplo 49 Determine o contradominio Y de forma que a fung¢do
g:R—=Y
x— g(x) =x*—32x+48

seja sobrejetiva.

Resposta:  Inicialmente, Lima (2006) [5] afirma que sendo uma funcdo f: X — R
uma fungdo derivdavel em um ponto a € X e possui um mdximo ou minimo em a, entdo

f'(a) = 0. Com isso, note que

f(x) = (x* —32x425) = (5.39)
flx)=4x*-32=0= (5.40)

X -8=0= (5.41)
©=8cx=2. (5.42)
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Como 1>0 e f’(2)=0, segundo a proposi¢cdo 5.5 afirmamos que o valor minimo de f é
f(2) =2%—32.2+25=—-23. Logo, Y = [-23,+).

No caso das funcdes polinomiais de grau par, basta observar seu coeficiente lider e o
seu valor minimo, com isso, afirmamos que no caso das fungdes polinomiais se torna bem

simples determinar sua imagem desse modo, facilitando a compreensao por parte do aluno.

5.4 Sobrejetividade grafica de uma funcao

Uma outra forma de identificar a sobrejetividade de uma funcdo é por meio de seu

gréfico, que definimos do seguinte modo:

Definicao 5.7 Uma funcdo f : X CR — Y C R é sobrejetiva se, dada uma fungdo constante
qualquer com ¢ €Y, a intersecdo da fungdo y = ¢ com o grdfico de f se dd, no minimo, em
um ponto.

A defini¢do 5.7 nos permite identificar a sobrejetividade de uma fung¢do a partir da sua
visualizagdo, em que pra funcdo ser sobrejetiva, basta desenhar retas paralelas ao eixo x na
parte do contradominio da funcdo, de modo que elas “toquem” o gréfico da func¢ao.

Teorema 5.7 As definicoes (5.1) e (5.7) sdo equivalentes.

Demonstragao.

. (5.1) = (5.7)

Sendo f sobrejetiva, dado ¢ €Y, existe x € X de modo que f(x) =c. Logo,

(x,c) € G(f) e, como ¢ €Y é uma constante qualquer contida em Y, temos que
(5.1) = (5.7).

« (57)=(5.1)

Tomando g(x) = ¢ uma constante qualquer em Y de forma que (x,c) € G(f), podemos

afirmar que f(x) = c. Assim, sendo ¢ € Y qualquer, temos que (5.7) = (5.1).
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Segundo o Teorema 5.7, temos que as definicdes 5.1 e 5.7 s@o equivalentes, logo, dada
uma fungdo g constante, sendo a intersecdo com o gréfico da fun¢do f ndo-vazia, a fungio f

serd sobrejetiva.

Inclusive, apresentamos alguns exemplos de funcdes sobrejetivas logo abaixo, segundo
os livros didéticos e, na figura 5.1, temos um exemplo de grifico feito no GeoGebra pelo

autor.

Figura 5.1: Gréfico da funcdo descrita no Exemplo 46 - Produzida pelo autor utilizando
GeoGebra
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Exemplos

» Seja a funcido f de R em R definida
por f(x)=x-2

Temos que f é sobrejetiva, pois dado
yelm(f}. temos y=x-2 e, por con-
sequéncia, x=y+2. Como yeR, en-
téo (y+2)eR, ou seja, xeR. Logo,
qualquer que seja y e[}, existe xeR
tal que y=f(x) e, portanto,
CD[f]:Im(f]: R.

Figura 5.2: Exemplo de funcdo sobrejetiva - Livro B

o) "

\ D) =R
X Co(f) =R,

Figura 5.3: Exemplo de fun¢do sobrejetiva - Livro C
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Conforme podemos observar nos Exemplos acima, na figura 5.2, o autor justifica a
sobrejetividade da funcdo dada e, na figura 5.1, segundo o Exemplo 43, temos que f é
sobrejetiva. Mas, a principio, € importante estar atento a um detalhe: os desenhos dos
grificos, ao serem expostos nas imagens, sdo limitados e, pra justificar a sobrejetividade
dessas fungdes, € necessario explorar uma argumentacdo matemadtica que permita ao leitor
compreender porque as funcdes colocadas siao sobrejetivas. Quanto a figura 5.3, vemos que
no eixo y, tomando o contradominio R, a fungcdo dada € sobrejetiva mas, o que garante a
sua sobrejetividade é justamente que, para todo x € R = x*> > 0, ou seja, o recurso grafico

nos parece insuficiente para identificar a sobrejetividade de uma fungao.

Agora, observe o Exemplo 50:

Exemplo 50 A funcdo
f:RT 5 R"

xr—>f(x):%

é sobrejetiva?

1 1
Resposta:  Dado y € R" de forma que y = —, temos que xy = 1 = x = —, ou seja,
X

para todo y # 0, existe um x € D(f) de forma que y = f(x). Logo, [ é sobrejetiva no

contradominio R™. Graficamente:

1
Figura 5.4: Griéfico da funcéo f(x) = —, feito pelo autor utilizando GeoGebra
X
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Conforme vimos no Exemplo 50, a fungdo f € sobrejetiva para todos os reais
nao-nulos. Porém, para y = 0 ndo é possivel definir valores reais de x que satisfacam tal
condicdo. Observando a figura 5.4, quando os valores de x se distanciam do 0, se tem a
impressao de que o grafico “toca” o eixo x para y = 0, e isso pode confundir o aluno pois,
ao observar o gréfico, temos a impressdao de que existem valores reais de x de modo que
f(x) =0, o que é um equivoco. Logo, podemos afirmar que a defini¢do de sobrejetividade
grafica € pouco precisa por si s6 € insuficiente para determinar a sobrejetividade de uma

funcdo.

5.5 Como negar a sobrejetividade de uma func¢ao?

Assim como a nega¢do da injetividade, a negag@o da sobrejetividade também tém a sua

importancia em sala de aula e, podemos fazé-la de dois modos distintos:

* (Negacao da definicao 5.1): Uma funcdo f: X C R — Y C R ndo € injetiva se, existir
ao menos um y € Y que ndo admita x € X qualquer tal que y = f(x).

* (Negacao da definicao 5.7): Dada uma funcdo f: X C R — Y C R, existe a0 menos
uma fungéo constante g(x) = ¢, com ¢ € Y de modo que os graficos de f e de g ndo se

intersectam.

Observe os Exemplos 51 e 52:

Exemplo 51 A funcdo
fTR—=R

x— f(x) =x>—Tx+10
é sobrejetiva?

Resposta:  Inicialmente, tome y = —3. Assim devemos encontrar x € R de forma que
f(x) = —=3. Observe que:

fx)=x*—Tx+10= (5.43)
3=x2—Tx+10= (5.44)
X —Tx+13=0. (5.45)
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Para que a funcdo [ seja sobrejetiva, a equagdo definida em (5.45) deve admitir raizes
reais. Com isso, calculando A, temos:

A=b*—4dac =
A= (=7)?—4.1.13=49-52= -3 <0. (5.46)
Por (5.46), temos A < 0 e, consequentemente, a funcdo f ndo admite x € R de forma
que f(x) = =3. Logo, f ndo é sobrejetiva. Graficamente:

Figura 5.5: Gréfico da fungdo f(x) = x> — 7x + 10, feito pelo autor utilizando GeoGebra

Tracando a reta g(x) = —3, vemos que ela ndo “toca” o grdfico de f em nenhum
ponto, negando a definig¢do 5.7.
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Exemplo 52 A funcdo

g: Rt = RT
1
— —
xerg) =5
é sobrejetiva?
Resposta:  Suponha que exista x € R™ de modo que g(x) = —2. Assim, temos:
L _ 2= (5.47)
24x '
X 4x= _7 = (5.48)
1 -1 1
2
= 1= 5.49
X" +x+ 1 5 + 1 ( )
1, -1
V= = 5.50
(5= (5.50)
1 -1 —1+i
o=y — = ) Sl
x4+ ) S x > (5.51)
) o N —1+i —1—i
Por (5.51), os dois possiveis valores de x sdo x; = exy) = , e nenhum

dos dois valores é real. Com isso, concluimos que g ndo é sobrejetiva. Graficamente:

Figura 5.6: Grifico da fungdo g(x) = , feito pelo autor utilizando GeoGebra

x2+x
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Tracando a reta y = —2, vemos nitidamente que ela ndo “toca” o grdfico de g em

ponto algum, negando a definicdo 5.7.

Conforme podemos observar os Exemplos 51 e 52, pra negar a sobrejetividade de
uma funcdo basta encontrar um possivel valor de y = f(x) tal que f(x) ¢ R. Porém, anali-
sando o gréfico, basta encontrar a0 menos uma reta y = ¢ de modo que ela ndo “toque” o
grifico de g em ponto algum. Observando o desenho do gréifico, vemos que é muito mais
simples ao aluno de Ensino Médio negar a sobrejetividade desse modo, invés de encontrar
possiveis valores de y que ndo admitem valores reais e, para negar a existéncia de tais valores,
talvez seja necessdrio realizar cdlculos muitas vezes extensos e de raciocinio complexo,

muitas vezes de dificil compreensao por parte do aluno.

5.6 Sobrejetividade e Fun¢oes Trigonométricas

Abordando as funcdes trigonométricas, nessa secao discutimos as trés mais trabalhadas
no Ensino Médio, que sdo justamente as fungdes seno, cosseno e tangente, cuja motivacao
€ justamente esclarecer algumas duvidas a respeito da injetividade e da sobrejetividade das

fungdes trigonométricas elementares.

Inicialmente, observe os Exemplos 53 e 54:

Exemplo 53 A funcdo
fiR—=R

x+— f(x) = cos(x)
é sobrejetiva?
Resposta: ~ Conforme podemos observar, temos que x € R = —1 < cos(x) < 1 e,

tomando y = 2, ndo existe x € R de modo que cos(x) = 2. Logo, [ ndo é sobrejetiva.

Graficamente:
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Figura 5.7: Grifico da funcéo f(x) = cos(x), feito pelo autor utilizando GeoGebra

Conforme podemos observar, a reta’y = 2 ndo toca o grdfico de f em ponto nenhum,

negando a defini¢do 5.7.
Exemplo 54 Mostre que a fungdo
g:R—[-1,1]
x+— g(x) = cos(x)

€ sobrejetiva.

Demonstragao. Por definicdo da funcdo cosseno, temos que —1 < cosx < 1 para todo
x € R e, sendo Y = [—1,1] o contradominio dessa funcdo, podemos afirmar que ela é

sobrejetiva para todo x € R. Graficamente:

Figura 5.8: Gréfico da funcéo g(x) = cos(x), feito pelo autor utilizando GeoGebra

Conforme podemos observar, toda reta paralela ao eixo x de modo que —1 <y <1,

“toca” o grdfico de g em ao menos um ponto e, segundo a defini¢do 5.7, g é sobrejetiva. .
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Observando os Exemplos 53 e 54, note que embora as funcdes colocadas acima
sejam parecidas, a partir do instante em que se altera o seu contradominio, temos uma
fungdo sobrejetiva enquanto a outra ndo €, com isso, € importante que professor e aluno

estejam atentos a esse detalhe, para que ndo pensem que fungdes como essas sao iguais.

Agora, observe o Exemplo 55:

Exemplo 55 Mostre que a fun¢do

—7T 77:]
272

x> f(x) =1g(x)

fl —-R

é sobrejetiva.

Demonstragao. Seja y € R de modo que y = tg(x). Sendo assim, temos que
senx = V1 —cos?x e, consequentemente, temos:

y=1g(x) & (5.52)
LGN (5.53)
cos(x)
- 1 — cos?(x) (5.5
cos(x)
y2.cos*(x) = 1 —cos*(x) < (5.55)
1

cos* (x)(y* +1) = 1 & cos*(x) =

. 5.56
y+1 (5.56)

Em (5.56), sendo y € R um miimero real arbitrdrio, temos que y* > O.

Consequentemente, temos que y2 +1>1=0< ﬁ <1, para todo y € R. Sendo a

fungdo cosseno sobrejetiva em Y = [—1,1], podemos afirmar que 0 < cos>(x) < 1 para todo
x € [-5,5] logo, podemos afirmar que para todo y € R existe x € [—75,%]| de modo que

cos? (x) = ﬁ e, consequentemente, temos f sobrejetiva. Graficamente:
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Figura 5.9: Grifico da fungéo f(x) =tg(x), feito pelo autor utilizando GeoGebra

Conforme podemos visualizar graficamente, tracando retas paralelas quaisquer ao
eixo x, elas “tocam” o grdfico de f ao menos em um ponto e, de acordo com a definicdo 5.7,

f € sobrejetiva.

Observando os Exemplos 53 e 55, temos as funcdes cos x € tg X, em que uma &
sobrejetiva € a outra ndo e, com isso, as funcgdes trigonométricas nem sempre tém
contradominio limitado, embora no Exemplo 54 a funcdo cosseno seja sobrejetiva tomando
como contradominio o intervalo [—1,1]. No caso das fungdes trigonométricas, devemos
estar atentos a0 modo como seu contradominio € definido, além da sua lei de formacao, e é
importante o professor estar atento a isso, para que a sobrejetividade das funcdes
trigonométricas seja abordada adequadamente em sala de aula.
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Capitulo 6

Como os livros didaticos trabalham os
conceitos de injetividade, sobrejetividade
e bijetividade?

Nessa se¢do, para analisar os Livros Didéticos, levamos em consideracao inicialmente
o modo como os autores dos Livros 1, 2 e 3 definem fungdes injetivas, sobrejetivas e
bijetivas, ¢ como apresentam os Exemplos. E nds, aproveitamos para fazer algumas

colocagdes e sugestdes quanto a abordagem dos livros, com o intuito de auxiliar o professor

a trabalhar melhor esses conceitos em sala de aula.

6.1 Analise do Livro 1

O Livro 1 aborda o conceito de fun¢do injetiva do seguinte modo:
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S

uncao injetiva ou injetora : =4ty
: U?na funcéo f:A— Béinjetiva (ou injetora) quando elementos diferentes de A sao lrar:sformtad;s Eo; {S?r:w
= : . W - | . e ; .
elementos diferentes de 8, ou seja, nao ha elemento em B que seja imagem de mais de um elemento
fé injetiva quando: x; 7 X; em A= flx) # flx)em B

ou equivalentemente usando a contrapositiva (ver pagina 39):

Féinjetiva quando: f{x;) = flxz) em B= X = X; €M A

(Ha um elemento em B
que & imagem de dais elementos
distintos de A)

rqﬁ e s F l& T | .‘ ‘}]J,—*
T | ! Ll
. JI A . \ . = E
\‘:7_{____ _-_‘_;.; . A/Z.______'a:_’ts \A// ~ B~ E:
3 funciginjetiva funcao injetiva fungao nao injetiva E

{30 ha elemento em B gue seja imagem
demais deum elemanto de A)

Figura 6.1: Defini¢do de Funcao Injetiva - Livro 1

Conforme podemos notar, o livro aborda corretamente o conceito de injetividade,

explorando as Definicdes 4.1 e 4.2 e logo abaixo, utiliza alguns diagramas, induzindo o
aluno a ter uma nocao intuitiva do que seja tal conceito.

Posteriormente, ele coloca os seguintes exemplos:
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Exemplos:

i

a) Afuncdo f: R — R dada por flx) = x> — 1ndo € injetiva, pois: P
para x = 1corresponde f{1) = 0; ' .0
para x = —1 correspende f{—1) = 0. S
Nesse caso, para dois valores _d'n‘eren'tes de x encontramos . s :
um mesmo valor para a funcao.
b) A funcao f: R — R dada por f(x) = 2x € injetiva, pois faz corresponder a cada nimero real x o seu dobr

2x, e ndo existem dois nimeros reais diferentes que tenham © mesmo dobro. Simbolicamente: Par
quaisquer x;, X2 E R, x # X = 2X) # 2 = fl) = flx))
Observac3o: Podemos verificar se uma funcao € injetiva olhando seu grafico. Sabemes que, se a fungao
injetiva, ndo ha elemento do conjunto imagem que seja imagem de mais de um elemento do dominio. Assin
imaginando linhas horizontais cortando o grafico, essas linhas s6 podem cruzar o grafico uma tnica ve
para cada valor de y. Exemplos:

a) As linhas horizontais intersectam o grafico mais de b) As linhas horizontais nunca intersectam o grafic

uma vez. mais de uma vez.
'
Ly ly -
_~ B
Y ._ el | ’__,
+ 2 — - -
\ = — | A
- 1Y * — ¥
4y — x _._._/ .
Entdo, a funcdo ndo € injetiva. Entdo, a funcio é injetiva.

Figura 6.2: Exemplos de Fung¢des Injetivas - Livro 1

Os Exemplos a e b mencionados logo acima, sdo relativamente simples e de fécil
percepg¢do por parte do aluno, de forma que no primeiro exemplo, 0 autor mostra que a
fun¢do f ndo € injetiva, em que ela nega a defini¢do 4.2. Por outro lado, no item b, o autor
mostra a injetividade da funcdo explorando a definicdo 4.2, o que auxilia a
compreensdo por parte do aluno pois, permite a ele identificar injetividade de dois modos
distintos. Por fim, faz mencdo a ideia de injetividade grafica, citada na 4.5 e, que € de grande
valia para identificar quando a funcio ndo € injetiva ou, para identificar injetividade caso a
funcao tenha dominio e contradominio limitados.

Posteriormente, ele apresenta o conceito de sobrejetividade da seguinte forma:
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ao sobrejetiva ou sobrejetora
a funcdo fi A — B é sobrejetiva (ou sobrejetora) quando, para qualquer elemento y € B, pode-se
rar um elemento x € Atal que f(x) = y. Ou seja, f & sobrejetiva quando todo elemento de B & imagem
lo menos um elemento de A4, isto &, guando Im(f) = B.

\ (i f

1 -

\ | { | [;‘ ’
ti ) e N H! | -\'x“j‘_ Jr' . :

i L L ] | | \

. \ . / ; L .I \ . .“‘*-h.: _&’- /lll
N g Nl T kg ighis Neg

func30 ndo sobrejetiva

funcao scbrejetiva furgaosohieiedia {Ha elementos em Bsem correspondente Bm A
Imifi=8 Im{f} =8 logo, Imf{f) = &)

Figura 6.3: Defini¢do de Fun¢do Sobrejetiva - Livro 1

Assim como o conceito de injetividade, o autor define sobrejetividade corretamente,
cuja defini¢cdo vai de acordo com a definicdo 5.1, de modo claro e sucinto. Por outro
lado, apresenta aos alunos exemplos por meio de diagramas, que a principio auxiliam o
aluno a intuir adequadamente esse conceito, porém, pra que o aluno tenha uma visao mais
consistente desse conceito, exemplos como esse sao meramente simples e triviais, em que se

faz necessario explorar exemplos mais elaborados, como o autor apresenta na figura 6.4:

Exemplos:

fungio f: R — [R dada por f(x) = x + 2 € sobrejetiva, pois todo elemento de R € imagem de um elemento
R pela funcdo [x = f{x) — 2]. Veja:

flx) =5é&imagemdex=3,pois5—-2=3

flx) = 0éimagemde x = —2,pois 0 —2 = -2,

A funcio f: R — IR. dada por f(x) = x* & sobrejetiva, pois todo elemento de R. & imagem de pelo menos um
elemento de R pela fungao [x = imx_] ] Observe:

fix) = 9 éimagemdex =3 e de x = =3 (=J39)

% flx) = 0 éimagem de x = 0 (/0)

fix) =2 éimagemde x = V2 edex = —V2 (V2)

|

A funcao sucessora f: N — IN definida por f{n) = n + 1 n3o é sobrejetiva, pois Im(f) = N e IN® » N. Em
utras palavras, dado 0 € IN, ndo ha natural algum que seja transformado em O pela funcao f, isto €,
0 nao é sucessor de nenhum namero natural.

Figura 6.4: Exemplos de Fun¢des Sobrejetivas - Livro 1

Por fim, define bijetividade e apresenta os seguintes exemplos, conforme colocado nas
figuras 6.5 € 6.6:
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Funcao bijetiva ou correspondéncia biunivoca

Uma funcdo f: A — B é bijetiva se ela for, simultaneamente, injetiva e sobrejetiva. Quando isso oc
dizemos que ha uma bijecdo ou uma correspondéncia biunivoca entre A e B.

i elitnra

. ndo & bijetiva
(Einjetiva, mas nio sobrejetiva}

s

i
T

“\ - F_

LY
L
A B 3
) rdo é bijetrva n3o é bijetiva =
[E sobrejetiva, mas naa injetiva.) (N 8 injetiva nem sobrejetiva,)

Figura 6.5: Definicao de Func¢do Bijetiva - Livro 1

Exemplos:

a) Afuncdo f: R — R dada por f{x) = 3 é bijetiva, pois ela & simultaneamente injetiva e sobrejetiva; ca
ndmero real do contradominio R tem como correspondente no dominio a sua terca parte, que sempr.
existe e € Unica.

b) Afuncao f: R — R dada por f(x) = x + 1€ bijetiva, pois & injetiva e sobrejetiva; cada niimero real do co
tradominio R tem sempre um s6 correspondente no dominio R (esse niimero menos 7).

¢) Afuncaof:R — R, dada por f{x) = x* nao é bijetiva, pois, embora seja sobrejetiva, n3o & injetiva: 3 » —3
mas f(3) = fl-3) = 9.

d) A funcdo f: R — R dada por f{x) = 2 nao € bijetiva; embora seja injetiva, ndo é sobrejetiva. N3o exis :
x € R tal que f{x) = 0 ou que f{x) seja negativo.

. — — . — . — T — — . — R N B e — S — e — N m— . —
» Vocé sabia?

* Dois conjuntos, 4 ¢ B, tém o mesmo nidmero cardinal quando se pode definir uma corrsspondéncia biunivoga f: A — B.
Porexempio se A={1,2,3,4}eB=1{3,6,9,12} e f: A — B definida porfix) = 3, termos uma conrespondéncia biunivoca.

Os conjurttos 4 e B t8m o mesmo rimero cardinal que éiguala d.

r

* Uma curicsidade, descoberta por Galileu Galilei, € que o conjuntc dos mimeros naturais pares P tem o mesma cardinal que o
conjunto dos numeros naturais N, embora P seja subconjunto de N. A correspondéncia biunivoca € dada por /2 N — P, fin) = 2
paratodon EN

I — N — — 0 — N — ——

|l
[
=]
-

r-—--—-n_-—-—--l- -1

Figura 6.6: Exemplos de Fung¢des Bijetivas - Livro 1
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Conforme podemos observar na figura 6.5, nos Exemplos ¢ e d, o autor exemplifica
duas fungdes que nao sdo bijetivas e justifica a causa, porém, poderia a0 menos citar que, no
item d, adotando R como contradominio, a fun¢do f passa a ser uma bijecdo, levando o
aluno a ter uma percepg¢ao mais clara sobre bijetividade. Quanto aos Exemplos a e b, embora
abordados corretamente, seguem a mesma légica pois, se tratam meramente de duas fungdes
afins que sdo fung¢des relativamente simples, e de mesma caracteristica, 0 que a nosso ponto

de vista ndo parece interessante.

6.2 Analise do Livro 2

Inicialmente o Livro 2 define Func¢do Injetiva do seguinte modo:

Dizemos que uma funcgao f & injetiva quando elementos distintos do dominio es-
tao associados a elementos distintos do contradominio.

§

A 43\\
."’f : ‘l'.
= -—.’—n.' \ Uma funcéo f & injetiva se, e
© ) Estiens) somente se, para todo x, €D (f)
\SE ey e x,€D(f), com x,#x,, tiver-
o———'_"l'-.__‘ . / 5 i i
N mos f(x,)# f(x,).

féinjetiva

Figura 6.7: Defini¢do de Funcao Injetiva - Livro 2
O autor aborda a defini¢do de fun¢do injetiva, de acordo com a defini¢cdo 4.2, mas ndo
a explora em sua forma contrapositiva, o que poderia ser util por parte do aluno quanto a

melhor compreensao desse conceito, o que fica como sugestao.

Posteriormente, o autor apresenta os seguintes exemplos, conforme podemos observar

na figura 6.8:
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\sf
\el
AL
L SRR
LA
2t \! |
3\ |
At \ |
51 \I
Temos que f é injetiva, pois i MNote, por exemplo, que g{ 2)=3
elementos distintos, x, e x,, e g(2)=3, ou seja, elementos
pertencentes ac dominio, tém distintos pertencentes ao domi-
imagens —3x, e —3x,, também nio (-2 e 2) tém imagens iguais.
distintas. Assim, a fungao g néo & injetiva.

Figura 6.8: Exemplos de Funcdes Injetivas - Livro 2

Os exemplos colocados, um de fun¢do injetiva e outro de fungdo ndo-injetiva, em
que para abordar tal conceito, ele explora a nocdo de injetividade gréifica, mencionada na
defini¢do 4.5. Quanto ao Exemplo f(x) = —3x, assim como o Livro 1, o autor poderia

utilizar a defini¢do 4.1, explorando a seguinte argumentagao para justificar sua injetividade:

x1 #x2 = (=3)(x1) # (=3)(x2) = f(x1) # f(x2)

Conforme podemos observar, trata-se de uma argumentacdo matematica simples que
poderia auxiliar na aprendizagem do aluno, pois permitiria ao aluno, permitindo-o utilizar

corretamente o conceito abordado.

Posteriormente, se define funcio sobrejetiva do seguinte modo:
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Funcao sobrejetiva

Dizemos que uma fungéo f é sobrejetiva quando todos os elementos do contra-
dominio estdo associados com algum elemento do dominio.

o ela olitors

AT

llustraghos;

L
f e sobrejetiva g € sobrejetiva h nao é sabrejetiva

Uma funcgéo f é sobrejetiva se, e somente se, para todo y e CD(f), existir um
xeD(f), tal que f(x)=y. De outra maneira, uma funcéo f & sobrejetiva se, e
somente se, CD(f}=Im(f).

i2

Figura 6.9: Defini¢do de Funcdo Sobrejetiva - Livro 2

Conforme podemos observar, o conceito de sobrejetividade é abordado corretamente,

de acordo com a defini¢do 5.1 e, posteriormente, o autor coloca os seguintes exemplos:

Exemplos
» Seja a funcédo f de R em R definida = Seja a fungao g de R em R definida

por f(x)=x-2 . por g(x)=x"+2x+1
y

2
I e
E & S O Ty X
S 14 .
24
Temos que f é sobrejetiva, pois dado :
yeim(f), temos y=x-2 e, por con- Note, por exemplo, que —2eCD(g].
: sequéncia, x=y+2. Como y R, en- mas nac esta associado a nenhum
téo (y+2)eR, ou seja, xeR. Logo, elemento x pertencente ao domi-
qualquer que seja yeR, existe x e} nio. Assim, a funcédo g ndo é so-
tal que y=f(x) e, portanto, brejetiva.

CD(f)=Im(f) =R.

Figura 6.10: Exemplos sobre Funcdo Sobrejetiva - Livro 2
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Conforme podemos observar, o autor menciona adequadamente o conceito de
sobrejetividade nos Exemplos colocados e no caso da fungdo afim, justifica corretamente
a razdo da sobrejetividade de f. Mas, € uma pena que o autor tenha colocado apenas
esses dois exemplos, assim como o Livro 1, poderia ter explorado um pouco mais, podendo

oferecer uma consisténcia maior quanto a aprendizagem do aluno.

Por fim, ele define bijetividade do seguinte modo, e apresenta os seguintes exemplos:

Funcao bijetiva

Dizemos que uma fungao f é bijetiva quando f é injetiva e sobrejetiva simultanea-
imente.

« ¢ & o v & @I

lustracBes: Acervo da editora

f é bijetiva g nao & bijetiva, h nao é bijetiva, pois
pois ndo € injetiva nao é scbrejetiva

Uma fungéo f é bijetiva se, e somente se, para todo x, eD(f) e x, eD(f), com
X, # X,, tivermos f(x,)# f(x,) e CD(f)=Im(f).

Exemplos

» Seja a funcéo f de R em R defini- » Seja a funcdo g de R em R, defini-
g
da por f(x)=ix+1 da por g(x)=x
.
54
SIS SR
34

i
I
2r i
j

1..

lustragies: Acervo da editora

B T

Temos que f é bijetiva, pois € in- | Temos que g nao € bijetiva, pois,
jetiva e sobrejetiva simultanea- apesar de ser sobrejetiva, ela néo ¢
mente. injetiva.

Figura 6.11: Defini¢do de Funcao Bijetiva - Livro 2
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Coerentemente, o autor define bijetividade em decorréncia dos conceitos de
injetividade e sobrejetividade mas aqui, faremos algumas observacdes quanto aos

Exemplos colocados, o que seréd de grande valia no decorrer dessa secao.

Observando o Exemplo f, € facil observar que a funcdo € injetiva e, a0 mesmo tempo
sobrejetiva, pois se trata de uma fun¢do afim estritamente crescente. Mas, fica como uma
observacao que o autor poderia justificar melhor, facilitando o entendimento do aluno por
meio da exploracido dos conceitos apresentados, utilizando uma justificativa coerente e de

simples compreensao, conforme colocamos em (6.1) e (6.2):

1 1 1 1
X1 75)62 = E.xl 75 5.)62 = EJCl +1 75 E.XQ—{—I :>f(x1) %f(xz) (6.1)
1 1
yzi.x+1:>y—1:§.x:>x:2y—2 (6.2)

Em (6.1), perceba que a argumentacdo explorada vai de acordo com a definicao 4.1,
citada pelo autor e, conforme colocamos anteriormente, poderia ser utilizada a justificar sua
injetividade. Ja em (6.2), a argumentagdo matemaética colocada poderia ser explorada para
justificar sua sobrejetividade pois, para todo y € R, existe x de forma que f
¢ definida para todo o contradominio R e, segundo a defini¢do 5.1, f € sobrejetiva. Ou
seja, sdo argumentacdes matemdticas simples mas, por estar de acordo com as defini¢des

apresentadas, permitiriam ao aluno identificar e justificar a bijetividade de f corretamente.

Agora observando a func¢do g, sendo R seu contradominio, ela passa a ser sobrejetiva,
mas supondo R como contradominio ja ndo o é, logo, caberia ao autor alertar ao leitor sobre
esse detalhe. Por outro lado, temos que g(—2) = g(2) = 4 e, conforme podemos observar
no gréfico, essa fun¢do ndo € injetiva, o que é colocado corretamente por parte do autor mas,
assim como na fun¢do f, o autor poderia ter utilizado essa argumentacdo matemdtica, de
facil entendimento por parte do aluno e, que auxilia de modo claro ao aluno pelo qual g é

injetiva.
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6.3 Analise do Livro 3

Diferentemente dos Livros 1 e 2, o Livro 3 aborda inicialmente o conceito de fungao
sobrejetiva e coloca alguns exemplos, conforme vemos nas Figuras 6.12 ¢ 6.13:

FUNCAO SOBREJETORA

Dada uma fungéo f : A — B, ela serd sobrejetora se o conjunto imagem for
igual ao contradominio.

Exemplo:
Seja f: A — B, definida por f(x) = 3x.
A B

) £ oty

{ R ——F 3
r 1 ___-k_f,,_--—f‘{f ' E sobrejetora: ndo “sobram” elemen-
| = ' g8 | tos em B.

\ e \ /

ot e 45

34  caopitulo 2 + Relagio e Fungdo

Figura 6.12: Conceito e Exemplo de Funcdo Sobrejetiva - Livro 3

Conira-exemplo:
Seja g : A — B, definida por g(x) = 2x.

A B
i 7
I A= —pr P Nio é sobrejetora: “sobram” elemen-
| | IO L tos em B.
I 2 -—’;-""_fd_ ‘ft\ 7 //
\\d./ L

Resumindo a defini¢do:

f é sobrejetora = Im=B8B

Figura 6.13: Exemplo de Fun¢do Sobrejetiva - Livro 3
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Conforme podemos observar nas figuras 6.12 e 6.13, a definicdo de sobrejetividade
¢ correta pois, se Cd(f) = Im(f), pra todo elemento no contradominio existe a0 menos
um elemento no dominio e, de acordo com a Defini¢do 5.1, f € sobrejetiva. Mas, os
exemplos colocados pelo autor sdo de certo modo muito simples, apresentados apenas por
meio de diagramas limitados e, explorando pouco a argumentacdo matematica, levando o
aluno a ter uma percepg¢ao pouco clara desse conceito que é de suma importancia no estudo

de fungdes.

Por outro lado, o autor define injetividade do seguinte modo:

FUNCAO INJETORA

Dada uma funcao f : A — B, ela serd injetora quando dois elementos quais-
quer distintos de A (dominio) tiverem imagens distintas em B (contradominio).

Exemplo:
Seja f: A— B, definida por f(x) = x + 3.

A B
e ]
/ \\.‘_ 7 N ]
Ve e E injetora: cada elemento de B s re-
' | 5 cebe uma “flechada”.
||~ 2 P _Il‘;____——'—'_'_ II\ 6 rII|
\ /
e o S

Conira-exemplo:
Seja g : A — B, definida por g(x) = x*.

A B
o, 7N
\-. I_.-'r \\‘ =
fi— 5 Nio € injetora: hd elementos em B
[ == . | recebendo mais de uma “flechada”.
\ 2 i I".. = 4

Resumindo a definicao:
f é injetora quando x, # X, ‘= flx,) #fix,)

Figura 6.14: Exemplo de Funcao Injetiva - Livro 3

105



Assim como o Livro 2, o Livro 3 ndo faz mencdo ao conceito de injetividade na
sua forma contrapositiva, que seria de grande valia quanto a compreensdo por parte do
aluno. Novamente, podemos observar que os exemplos apresentados sdo rasos e triviais,
explorando apenas “bolinhas” e “setinhas”, apenas com conjuntos limitados. Mas, caso o
dominio da fun¢do seja ilimitado, de que modo o autor justificaria a sua injetividade por
meio das leis de formacdo apresentadas? Aqui, nota-se que o autor poderia ter ido bem
além, apresentando melhor os Exemplos, de modo que o aluno tenha uma compreensao
melhor do conceito de injetividade, aplicando as defini¢des apresentadas assim como o
Livro 1 e, utilizando os exemplos apresentados relativamente simples, como por exemplo
fungdes de dominio e contradominio R, o autor poderia argumentar sobre a injetividade
dessas funcdes sem dificuldade alguma. Por fim, define bijetividade do seguinte modo e

apresenta os seguintes exemplos:

FUNCAO BIJETORA

Dada uma fungdo f: A — B, ela sers

. bijetora quand
sobrejetora e injetora, J q o for ao mesmo tempo

Exemplo:
A B
7 ek HE E bijetora, pois é sobre =
[/ OS—— 9\ + PO1s e sobrejetora (ndo so-
[ e g ) bram elementos em B) e é injetora
R el e (cada elemento de B s6 recebe uma
flechada).
N\, ®- e ",.... [
S N
Contra-exemplos:
1. /é_\ B
» AN
.-’I PR SIS _:,(.:_y.
f \ { \
.' ' / ' 26 & bii s
, i*. [ Nao ¢é bijetora, pois nao é sobre-
\ e \ ® | jetora.
L ."\-\.. /,-'
2- ,é_. B
/ @S i 3
|.I . —— = _.—-'é;:'. |
1., g1 | Ve Nao € bijetora, pois nao é injetora.
e
L il

Figura 6.15: Definicao de Func¢do Bijetiva - Livro 3
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Assim como os outros livros, o Livro 3 define bijetividade em decorréncia das
defini¢cdes de func¢do injetiva e sobrejetiva, o que € coerente e, de certo modo, elementar.
Porém, voltamos a repetir uma critica feita anteriormente: os Exemplos abordados pelo
autor sdo de certo modo simples, e ndo favorecem a aprendizagem por parte do leitor pois, o
mesmo nao faz uso de uma argumentacdo matemaética consistente para abordar o estudo das

funcdes bijetivas. Inclusive, Lima (2001) [7] faz a seguinte colocagdo:

“Infelizmente, a abordagem adotada deixa a desejar, uma vez que o texto
procura utilizar sempre, provavelmente no intuito de facilitar a compreensao
desses conceitos, os “esquemas” ou ‘“diagramas” de flechas. Pensamos que, ao
contrério de esclarecer as idéias envolvidas, o recurso constante a essas figuras

pode prejudicar o entendimento.” (Lima,2001,p.419 e 420)

Ou seja, recorrer apenas a exemplos por meio de “diagramas” € um procedimento
simples, que podem ser utilizados com o intuito de favorecer o aluno a construir um
raciocinio intuitivo, mas que ndo permite ao aluno em um ambito geral, ter uma
compreensao mais profunda quanto ao estudo das fungdes injetivas, sobrejetivas e bijetivas.
Logo, o autor poderia explorar exemplos que levem o aluno a compreender esses conceitos

de modo adequado.
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Capitulo 7
Funcoes Inversas

O conceito de fun¢do inversa, comum a ser abordado no Ensino Médio, é de suma
importancia a se trabalhar e, inclusive, Lima (2001) [7] afirma que esse conceito é bastante
util para determinar de modo claro a relagdo entre as fun¢des logaritmica e exponencial, que
faremos no Capitulo 8 com mais detalhes. A defini¢do de funcdo inversa nao se resume
apenas a isso, mas também permite ao aluno compreender melhor algumas propriedades das
fungdes como, por exemplo, sua bijetividade, a simetria entre o grafico de uma func¢do e de

sua inversa, em relacio a bissetriz do primeiro quadrante.

7.1 Funcao inversa

Lima (2013) [8] define func¢do invertivel do seguinte modo:

Definicao 7.1 (Funcao Invertivel) Uma funcdo f: X — Y € invertivel se existe uma fun¢do
g:Y — X tal que:

i) (gof)(x)=Ix;
ii) (fog)(y)=Iy;

Em que Iy denota a identidade do conjunto A, ou seja:

x— Ix(x) =x.
Neste caso, a funcdo g é dita fungdo inversa de f e é denotada por g = f~\.
Segundo a definicdo 7.1, uma fungdo é invertivel se cumpre as condiges i) e ii),
ou seja, para definir corretamente funcdo inversa, ¢ importante fazer mengdo a ideia de

composicao entre funcdes, que mencionamos na Definicdo 4.4 e que serd bastante util no

decorrer dessa secdo. Inclusive Lima (2001) [7] afirma que:
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“ A melhor maneira de definir a inversa f~! de f é por meio das igualdades
flof=1Idye fof! =Idy. Isto é itil, por exemplo, para estabelecer com

clareza a conexdo entre exponencial e logaritmo.”(Lima, 2001,p.49 e 50)

Ou seja, o conceito de funcdo inversa por composicdo permite ao leitor observar

conexdes entre funcdes e suas inversas e, caso a inversa de uma funcao exista, ela é tnica.

Observe o Teorema 7.1:

Teorema 7.1 Sendo uma funcdo f: X — Y invertivel, mostre que sua inversa é iinica.

Demonstracdo.  Suponha que existam g,h:Y — X de modo que sejam inversas de f. Pelo

item i), temos que:

f(gy) =y;VyeY (7.1)
f(h(y)=y; WyeY= (7.2)
f(g) = f(h(y) =y—y=0% f(g(y)) = f(h(y)). (7.3)

Por outro lado, sendo [ bijetiva, temos f(g(y)) = f(h(y)) = g(y) = h(y).

Logo, temos g = h e, caso a funcdo inversa exista, é unica.

Conforme podemos observar, a fun¢do inversa quando goza da propriedade da
existéncia, mas também goza da propriedade da unicidade. Outro detalhe importante a se
observar é que pra funcdo ser invertivel, é necessario que ela seja bijetiva, ou seja, deve ser
injetiva e sobrejetiva, cuja justificativa € mencionada nos Teoremas 7.2 e 7.3, extraidos de
Lima (2005) [2].

Teorema 7.2 Prove que a funcdo f : X — Y é injetiva se, e somente se, existe uma funcdo
g:Y — X tal que g(f(x)) = x, para todo x € X.

Demonstragdo. Se existir g : Y — X tal que g(f(x)) = x para todo x € X, entdo
fx1) = f(x2) = g(f(x1)) =x1 = g(f(x2)) = x2, logo f € injetiva. Reciprocamente, se
f € injetiva entdo definimos f : X — X assim: fixamos xo € X. Dado y € Y, se ndo existir
x € X tal que f(x) =y, pomos g(y) = xo. Se y = f(x) para algum x € X, este x é uinico e
entdo pomos g(y) = x. A fungdo g: Y — X cumpre g(f(x)) = x.

Teorema 7.3 Prove que a fungdo f: X — Y é sobrejetiva se, e somente se, existe uma fun¢do
h:Y — X tal que f(h(y)) =y, paratodoy €Y.
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Demonstragdo.  Se existir g: Y — X tal que f(g(y)) =y para todoy €Y entdo, para todo
y €Y tem-sey = f(x), com x = g(y), logo f é sobrejetiva. Reciprocamente, se f é sobrejetiva
entdo, para cada’y € Y o conjunto f~'(y) é 0. Escolhemos x € f~'(y) e pomos g(y) = x. A
fungdo g : X — X cumpre f(g(y)) =y.

Os Teoremas 7.2 e 7.3 e suas demonstragdes, foram extraidos de Lima (2007) [4]. A
partir dos teoremas acima colocados, temos que a condi¢ao pra uma funcao ser invertivel é
que ela seja uma bijecdo, de acordo com a defini¢do 7.1, em que € importante estar atento nao
s6 a lei de formacgao da fun¢do, mas também ao modo como seu dominio e contradominio
sao definidos. Observe o Exemplo 56:

Exemplo 56 Mostre que a funcdo
fiR—R

x = f(x) = 125x> —525x> 4+ 735x — 343

é invertivel e determine sua inversa.

Demonstragao. Inicialmente, identificar a bijetividade dessa fun¢cdo no modo como ela
estd colocada ndo nos parece simples, com isso, faremos algumas manipulacoes algébricas
com o intuito de facilitar o entendimento por parte do leitor. Para mostrar que uma fun¢do
é invertivel, é necessdrio mostrar que ela deve ser bijetiva, ou seja, mostrar sua injetividade

e sobrejetividade. Utilizando o Binomio de Newton, temos:

(5x—=7) = (3) (5x)3.7° — G) (5x)%.71 + @) 5x.7% — @) (5x)°.7% = (7.4)
(5x—7)% =1.125x>.1 = 3.25x>.7 +3.5x.49 — 1.1.343 = (7.5)

(5x—7)% = 125x> — 525x% +735x — 343. (7.6)

Por (7.6), podemos colocar f(x) = (5x —7)3. Segundo o Exemplo 25, a fun¢do
h(x) = x> é injetiva e, dada a fungdo g(x) = 5x —7, tome x| e xy de forma que g(x;) = g(x2).

Logo, temos:

Sx1—7=5x—T7=5x] =5x & x1 = x3. (7.7)
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Por (7.7), segundo a defini¢cdo 4.1, temos que g é injetiva e, como f(x) = (ho g)(x),

pelo Teorema 4.2, concluimos que f ¢é injetiva. Por outro lado, observando as fungoes
y+7

geh temosy=5%—-T7=x= ey=x>=x= Y, logo, as funcoes g e h sdo
sobrejetivas, pois os valores de x estdo definidos para todo e qualquer y real. Além disso,
pelo Teorema 4.2, sendo f(x) = (hog)(x), conclui-se que f € sobrejetiva, logo, [ é uma
bijecdo, consequentemente, invertivel. Por outro lado, segundo a definicdo 7.1 a inversa de

f se dd por:

flgy)=y= (7.8)
(58(y) =7 =y= (7.9)
5¢(0)—T=y= (7.10)

743
g(y) = %ﬁ 7.11)

Por (7.11), a fungdo q(y) é uma possivel inversa de f, pois cumpre a condigdo ii) da
definicdo 7.1. Porém, pra confirmar a existéncia dessa inversa, é necessdrio que ela cumpra

a condigdo i) da definigcdo 7.1.

Observe:

5 (7.12)
3 —7)3
g = VT (113

= q(f(x) =x. (7.14)

Por (7.14), temos que g cumpre a condi¢do i) e, consequentemente, g ¢é

inversa de f.

Conforme podemos observar no Exemplo 56, a funcdo f embora seja um
polindmio escrito como composi¢do, determinar sua inversa nao nos parece algo simples,
muito pelo contrdrio, vemos que se trata de uma funcdo que pra determinar sua inversa requer
muita atencdo por parte do aluno, explorando um raciocinio de certo modo elaborado. Mas
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também, hé funcdes definidas de R em R que ndo sdo invertiveis, mas dependendo do
modo como se definem seu dominio e contradominio, ela pode admitir inversa. Observe os
Exemplos 57 e 58:

Exemplo 57 Dada a fungdo
T

f: [07 E] - [071]
x i f(x) = sen(x?)

mostre que ela é invertivel e determine sua inversa.

Demonstragdo. Inicialmente, temos que —1 < sen(x) < 1, para todo x € R e, X2 >0,
para todo x real. Sendo assim, para que f seja sobrejetiva, ela deve estar definida em um
subconjunto de R que contenha todos os reais ndo-negativos menores ou iguais a 1, que

nesse caso é o intervalo [0, 1] logo, € sobrejetiva.

Por outro lado, observe que as fungdes f(x) = x> e h(x) = senx sobrejetivas no

intervalo [0, 1], segundo o Teorema 5.1, temos que g(x) = ho f(x) € sobrejetiva.
Logo, a funcdo f é bijetiva, portanto invertivel.

Antes de determinar a inversa de f, aqui citaremos o que vem a ser o arco-seno de
um angulo. Por exemplo: sabendo que sen30° = % afirmamos que arcsen% =309, ou seja,
afirmamos que arcsen(y) = x = senx =y e, que a fungdo arcoseno é inversa da fun¢do
seno. Com isso, para determinar a fungdo inversa de f, que denotaremos por g, segundo a

definicdo 7.1 ela deve cumprir as condigées i) e ii). Observe:

f(8(y) =sen(g(y)*) =y = (7.15)
g(y)2 = arcsen(y) = (7.16)
g(y) = £+/arcsen(y). (7.17)

Por (7.17), hd duas possiveis inversas pra f, que no caso, sdo gi(y) = \/arcsen(y)
e g2(y) = —+/arcsen(y). Agora, resta verificar qual das duas funcdes cumpre a outra

.. Y/
condicdo, mas antes, como x € [0, E]’ temos |x| = x. Observe que:
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21(f(x)) = \/arcsen(sen(xz)) =
g1(f(x) = Va2 = x| =x. (7.18)

Por (7.18), nota-se que g1 cumpre a segunda condigdo e, é inversa de f. Agora, observe

que:

2(f(x) = —\/arcsen(sen(xz)) =
2(f(x) = —Va? = —|x| = —x. (7.19)

Por (7.19), vemos que g» ndo cumpre a segunda condi¢do de invertibilidade e,

consequentemente, ndo é inversa de f.

Observando a fungao colocada no Exemplo 57, observando apenas sua lei de formagao,
poderiamos pressupor que ela nio é invertivel, pois dada a lei de formacio f(x) = sen(x?),
essa funcdo € periddica com dominio R e consequentemente nao seria injetiva, logo ndo seria
invertivel. Por outro lado, como |sen(x?)| < 1 para todo x € R, poderfamos pressupor que
ela ndo € sobrejetiva, logo ndo poderia ser invertivel. Com isso, devemos prestar atencao
que para uma funcao ser invertivel, é necessdrio estar atentos ao dominio e ao contradominio

colocados, ndo apenas a sua lei de formacao.

Agora, serd que duas fungcdes com mesma lei de formagdo e mesmo contradominio,

porém com dominios distintos admitem mesma inversa? Observe os Exemplos 58 e 59:

Exemplo 58 Mostre que a funcdo
7 —1
g (o, g] - [1_6’+°°)
x> g(x) =4x> —Tx+3

é invertivel e determine sua inversa.

Solucdo:  Segundo sua lei de formagao, a funcdo g é quadrdtica e concava pra cima,

pois 4 > 0. Tomando a = 4,b = —7 e ¢ = 3, as coordenadas do vértice de g se ddo por:
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—b 4dac — b>

(xwyv):(57 o )= (7.20)
_—(=7) 443-7
W) = (77— ) (7.21)
7 -1
(v 3) = (5o 72 ): (7.22)

—1 —1
Em (7.22), o menor valor possivel de y é T e, para todo 'y > 16 a fungdo g admite

. . o 7
valores reais de x, caracterizando a sobrejetividade de g. Por outro lado, em X = (—oo, §]

a fungdo g é estritamente decrescente e, segundo o Teorema 4.6 é injetiva. Assim, podemos

afirmar que g é uma bijecdo, portanto invertivel.

Pra determinar a inversa de g, que denotaremos por h, com i € {1,2}, é necessdrio

que ela atenda as condigdes i) e ii), da defini¢do 7.1. Assim, temos:

g(h(y)) =4(h(y))* = Th(y) +3 = y. (7.23)

1
Somando membro a membro T em (7.23), temos:

A(RO)Y ~THO) 3+ =y 4 1 =

16 16
2h(y) - 512 = -2
2h(y) 7] = TVREL
2h(y) = L=V nyﬂ o h(y) = =Vl V;fyH. (7.24)

Por (7.24), hd duas possiveis inversas pra f, que sdo:

T++/16y+1

1. h(y)= 3

114



7T—+/16y+1

2. p(y)= 3

Conforme podemos notar, as fun¢des hy e hy cumprem a condigdo ii) da defini¢do 7.1
mas, pra determinar a fungdo inversa, devemos observar qual fun¢do cumpre a condi¢do i),

pra que se identifique a fungdo inversa de f. Tomando hy, temos:

x2 —Tx
hl(g(x)):7+\/16'(4 : Tx+3)+1 N

T4+ V64x2 —112x+49
= 3 ,

hi(g(x))

(7.25)

Em (7.25), note que 64x* — 112x +49 = (8x —7)? = v/64x2 — 112x +49 = |8x —7|.

7
Como x < 3 considere |8x — 7| =7 — 8x. Logo, em (7.25), temos:

C T+V64x2—112x+49 7+ (7—8x)

m(g() . -

migW) =1 —x#x (7.26)

Por (7.26), temos que hy ndo cumpre a segunda condi¢do e, consequentemente, ndo é

a inversa de g. Agora, para hy, temos:

T —/16.(4x2 —Tx+3) +1

ha(8(x) 3 = (27)
7—V64x2 —112x+49
(e = YOS (7.28)
7T—18x—17
a(g() = 2T Sx : (7.29)

Do mesmo modo, considere |3x — 7| = 7 — 8x. Assim, temos:

(g) =TT

115



Por (7.30), concluimos que hy é a inversa de g.

Exemplo 59 Mostre que a funcdo

7 -1

h: [§,+°°) — [E,‘f"x’)

x> h(x) =4x% —Tx+3

é invertivel e determine sua inversa.

(7.30)

Solugdao:  Assim como a fungdo g do Exemplo 58, h também estd definida para

todo o contradominio Y = [—,+o0) e no dominio D(h) = [§’+°°)’ ela é estritamente

crescente, segundo o Teorema 4.6 mencionado posteriormente, h é injetiva. Logo, h é

bijetiva e, consequentemente, invertivel.

Para determinar a inversa de h, assim como a inversa de g,tome j(x) inversa de h.

Logo, temos por (7.24) que j cumpre h(j(y)) =y e, suas possiveis inversas sdo:

_T+VI16y+ 1
-8

7—+/16y+1
8

L ji(y)

2. py)=

Pra que h seja inversivel, é necessdrio que ji ou j, cumpra j(h(x)) = x. Iniciando por

Jj1, temos:

_T+4/16.(4x2 —Tx+3) + 1 N

J1(h(x)) -
ji(h(x)) = 7+\/64ng 112x +49
ji(h(x)) = W

7
Em (7.33), considere |8x — 7| = 8x—7, pois x > 5 Dai, temos:
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hhx) = ———="2=x. (7.34)

Por (7.34), temos que ji é a inversa de h. Analisando a funcgdo j,, temos:

7= /16.(4x2 = Tx+3) +1 N

Jj2(h(x)) 3 (7.35)
, 7 —/64x2 — 112x+49
J2(h(x)) = 3 = (7.36)
) T—1|8x—7
() = 7T (137)
7
Como x > 3 temos |8x — 7| = 8x — 7. Logo, temos:
. 7T—(8x—7 7
p) =D T .39

Por (7.38), temos que j, ndo é inversa de h.

Observando os Exemplos 58 e 59, as funcdes g e & possuem mesmo contradominio
e mesma lei de formacdo, porém possuem dominios distintos e, consequentemente terao
inversas distintas. Assim, é importante estar atento a esse detalhe, em que ao trabalhar
fungdes inversas em sala de aula, o professor deixe isso bem claro aos seus alunos, para que

eles ndo compreendam o conceito de fun¢ao inversa equivocadamente.

7.2 Funcoes inversas e simetria grafica

Um outro ponto que colocamos nessa secdo, é a simetria existente entre o grifico de
uma funcdo e de sua inversa em relacdo ao grafico da funcao identidade, que a nosso ponto de
vista é importante a se trabalhar em sala de aula, pois induz o aluno a ter uma compreensao
melhor sobre o esboco do gréfico de uma fung¢do inversa, mas antes, definiremos o conceito

de simetria em relagc@o a uma reta, que colocamos do seguinte modo:
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Defini¢ao 7.2 (Simetria em relacio a reta) Dados dois pontos A e A’ e uma reta r contida
no plano, dizemos que os pontos A e A’ sdo simétricos em relagdo a reta r se , dados dois
pontos B,C € r, os tridngulos ABC e A’BC forem congruentes e, a reta que contém os pontos

A e A’ é perpendicular ar.

Graficamente:

Figura 7.1: Simetria entre dois pontos em relagdo a r

Conforme podemos observar, o conceito de simetria é definido a partir de congruéncia
entre triAngulos e, por consequéncia, os pontos A e A’ devem ser equidistantes em relagio a
reta r e, a reta que contém esses pontos deve ser perpendicular em relagdo a r, de modo que

os pontos A e A’ sejam equidistantes de r.

Antes de abordar a simetria, observe a proposicao 7.4, que serd de grande importancia

para mostrar a simetria entre os gréficos de f e de sua inversa.

Proposicao 7.4 (Perpendicularidade entre duas retas) Sejam r : y = ax + b e

sy =dx+b retas contidas no plano R*>. Se a-a' = —1, temos r L s.

Demonstracd@o.  Inicialmente, devemos lembrar que dois vetores ui e V sdo perpendiculares

se {ui,v} = 0. Observe agora as equagdes das retas r e s:

118



r:y=ax+b= (7.39)

rrax—y+b=0= (7.40)
va(r) : (a,—1) (7.41)
s:y=dx+b = (7.42)
s:a’x—y—kb/:O: (7.43)
va(s) : (', —1). (7.44)

—

Utilizamos a notag¢do v, (k) para representar o vetor normal da reta e, em (7.41) e

(7.44) temos os vetores buscados. Por fim, calculamos seu produto interno:

Va(r)vu(s) = (a,—1).(d',—1) = (7.45)
v,f(r).v,f{s) =ad +(-1).(-1)= (7.46)
ad+1=0&ad =—1. (7.47)
Por (7.47), temos a.a' = —1, como queriamos mostrar. .

Agora, observe o Teorema 7.5:

Teorema 7.5 (Simetria grafica das funcdes inversas) Seja f : A — B uma funcdo
invertivel e tome os pontos P = (a,b) € G(f) e P' = (b,a), com f~' : B — A
fungdo inversa de f. Mostre que P' € G(f~') e, que P e P' sdo simétricos em relagdo a

reta’y = x.

Demonstracdo.  Inicialmente, segundo a definicdo 7.1, temos que:

i (fl@)=f'b)=a (7.48)



FUF71(®) = fla) =b. (7.49)

Por (7.48) e (7.49), temos que f~1(b) = a. Logo, P' = (b,a) € G(f~1).

Agora, as coordenadas do ponto médio M dos pontos P e P' sdo definidas por:

M:P;P = (7.50)
a+b a+b
M=(==22) (7.52)

Por (7.52), temos que o ponto médio M pertence a reta y = x, logo, os pontos P e
P’ sdo equidistantes a reta r : y = x. Agora, seja s a reta que contém os pontos P e P'. o

coeficiente angular de s se dd por:

a/:yz_YI =

X2 — X1
a—>b
a = =—1. (7.53)
b—a
Por (7.53), temos que a’ = —1, em que d’ é coeficiente angular de s, mas a = 1, em que
a é o coeficiente angular de r. Como a.a’ = —1, temos pela proposi¢do 7.4 que as retas r e

s sdo perpendiculares. Tomando A € r ponto qualquer de forma que A # M, temos que os
segmentos PM e P'M sdo congruentes, o lado AM é comum aos tridngulos AMP e AMP' e,
além disso, os dngulos AMP e AMP' sdo congruentes, logo os tridngulos AMP e AMP' sdo

congruentes e, segundo a defini¢do 7.2, os pontos P e P' sdo simétricos. .

120



Graficamente:

Figura 7.2: Simetria entre o grafico de uma fun¢do e de sua inversa, feito pelo autor usando
GeoGebra

Logo abaixo, observando os gréficos das fun¢des colocadas no Exemplo 57, podemos

perceber a simetria de modo mais claro.
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Figura 7.3: Simetria entre graficos das fungdes do Exemplo 57, feito pelo autor usando
GeoGebra

Conforme citamos anteriormente, a ideia de simetria grafica entre duas funcdes é
importante a ser abordada em sala de aula pois, permite ao aluno determinar o grafico de
uma funcdo, ele pode determinar o grifico de uma fung¢do inversa por meio de sua simetria,

auxiliando claramente o aluno quanto ao esboco dos gréficos de funcdes.

7.3 Como os livros didaticos abordam o conceito de funcao

inversa?

O conceito de fungdo inversa, conforme colocamos, € de grande importancia a se
trabalhar no Ensino Médio e, o livro didatico € uma ferramenta fundamental a se
trabalhar em sala de aula, pois € ele quem traz a abordagem do conceito a ser trabalhado.
Logo, é importante que ele apresente bem as defini¢des além de bons exemplos, de modo
que favoreca a compreensao por parte do aluno. Nesse caso, fazemos uma breve abordagem

quanto aos livros 1, 2 e 3, fazendo algumas colocagdes e sugestdes mediante o que os autores
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abordam.

7.3.1 Analise do Livro 1

Inicialmente, o Livro 1 define funcdo inversa do seguinte modo:

Jefinicao de funcao inversa

Dada uma funcdo f: A — B, bijetiva, denomina-se
funcdo inversa de f a funcao g: B — Atal que, se
fla) = b,entaog(h) =a,comaEAebEB.

Ou, de modo equivalente:

A funcdo g: B— A é a inversa da fungao f: A — B quando
se tem g(f(x)) = xeflg(y)) = y paratodox EAey EB.

De modo geral, se f € bijetiva, temos a situacao do diagrama abaixo:

jwin gk ol

oo ——-
* Fique atento!
! 56 existe fungao
, inversa de uma

* funcio bije‘tjva._/
em que g: B— A € a fungao inversa da funcao f: A— B, uma vez que se tem: | S o

11 dher irg P A

alv) = alf(x)) = x para todo x € Ae fla(v)) = v, paratodoy € B.

Figura 7.4: Defini¢dao de Funcao Inversa - Livro 1

Na primeira defini¢ao, o autor deixa bem claro que pra uma fun¢do admitir inversa ela
deve ser bijetiva, detalhe importante que o aluno deve estar atento, conforme fora colocado na
Defini¢ao 7.1. Equivalentemente, ele reescreve a definicao de modo que ela seja equivalente

a primeira, pois se temos f(a) = b = f(g(b)) = b e, analogamente, g(b) = g(f(a)) = a,
trivial.

Por fim ele apresenta o seguinte Exemplo:
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Exemplo:
Considere a funcio £ R. — R. dada por fix) = x*. Como ela é biieti . >
+ =X ela é bijetiva, sua invers funciog: |
dada por g(y) = \/y, uma vez que: Iy aéafuncdog:R. - R.

9(flx) = glx) = Wx)* = x E—
e i Vocé sabia?
5 R. significa -
f9b=f{y) = y) =y i keRxzo. )
Observe a representacao grafica dessas funcdes em um mesmo sistema de eixos cartesianos:
| 3 ' . 4.T ...... = :
| : =g =
it _X— Eﬂx] x | =ﬂxj 34 ."’, g
e | PRRa s, =5l S f
| 0 i _0 0 0 2+ -2 £ g
ekl ) 1 e 1 E
2 i a | 2 &
T e -
Afuncaofeafuncioinversa g = f's30 simétricas em relacao r-r-_ .......... s - \'
* Figue atento!

areta y = x, que representa a bissetriz dos quadrantes impares. E | (a.b)e (b.a) s "
. 3 d , B} . @) sac pontos simétricos em
possivel provar que isso ocorre em todos os casos de duas funcdes . relacdozaretay E x. - :

[l

Inversas. Lhlit'i::sewe no grafico os pontos (2,4) e (4,2) _)

o~ E———
f1anY Faniene N\

Figura 7.5: Exemplo de Fung¢do Inversa - Livro 1

Conforme podemos notar no Exemplo apresentado, o autor mostra pelo qual a

funcdo apresentada € bijetiva e, posteriormente determina sua inversa e justifica,

explorando a definicdo 7.1.

Isso € bom para o aluno pois, quando o autor explora

corretamente o conceito de funcio inversa, permite ao aluno notar como se aplica a
definicdo, o que a nosso ponto de vista € bastante dtil. Mas, achamos que o autor

poderia ter explorado mais exemplos e exemplos um pouco mais objetivos, abordando de

modo mais detalhado os conceitos de fun¢do inversa, o que fica aqui como sugestao.
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7.3.2 Analise do Livro 2

O Livro 2 inicia o estudo de func¢des inversas apresentando os seguintes exemplos:

Funcao inversa

Para calcular o valor de uma fatura residencial, a concessionaria de energia elé-
trica de certa regido multiplica o consumo em quilowatt-hora (kWh) por 1,25, obten-
do o valor em real. Se o consumo mensal for de 267 kWh, por exemplo, o valor da
fatura sera R$ 333,75, pois 267-1,25=2333,75.

A funcéo f(x)=125x associa o consumo em quilowatt-hora ao valor em reais da
fatura. Observe o grafico de f,
valoé'_(n$] [ ]

|

62:5+

w
i
T
1
|

{IERES ]
0[ 10 20|30 40 50

Consumo (kWh)

Podemos também escrever uma funcao g. com objetivo contrario ao de f, ou seja,
= X
associando o valor da fatura ao consumo mensal. Nesse caso, g(x)=——=0,8x.

—_— e 125
Consumo (kWh) |
_56_._.__________._ ___QL
7] S g i
|30¢ i
20 o)
[10¢- | ] R s A |
| ] | ] |
—t—t + + Val
0| 352501550685 | o B9

Note que para todo aeD(f), se f(a)=b, entdo g(b)=a. Por exemplo, f(20)=25 e
g(25)=20. Dizemos que g é a fungdo inversa de f.

Figura 7.6: Exemplo sobre Funcio Inversa - Livro 2
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Jbserve outro exemplo.

Jada a fung@o f de A em B definida por f(x)=—2x e a funcédo g de B em A defi-
nida por g(x]:—%, com A={-10,12} e B={-4,-2,0, 2}, podemos representa-las pe-
los seguintes diagramas:

f(-1)=2
f(0)=0

< f(1)=-2
f(2)=-4
Note que:

* as fungdes f e g séo bijetivas

* D(f)=Im(g) e D(g)=Im(f)

* se (x,y)ef, entdo (y,x)eg ,
Nessas condigdes, dizemos que g é a funcao inversa de f.

Figura 7.7: Exemplo sobre Fun¢do Inversa - Livro 2

Conforme podemos observar nas Figuras 7.6 € 7.7, o autor explora dois exemplos que
abordam intuitivamente o que viria a ser funcdo inversa, o primeiro por meio de aplicagdes
praticas e o segundo, por meio de diagramas, o que nos parece interessante em um primeiro
momento, pois favorece o aluno a intuir sobre esse conceito, mas ndo € interessante a se

explorar diagramas numa abordagem mais profunda.
Posteriormente, ele define fun¢do inversa do seguinte modo:

Dada uma fungéo bijetiva f de A em B,
dizemos que uma fungéo g de B em A é

inversa de f se, para todo acA e beB

tal que f(a)=b, tem-se g(b)=a. Em ge- glb)=a
ral, indicamos a fungdo inversa de f por ou
-1 T il fib)=a
", ouseja, f'=g.

Figura 7.8: Defini¢ao de Funcao Inversa - Livro 2

Quanto ao conceito de fun¢do inversa, o autor aborda-o corretamente, em que essa
defini¢do recai na defini¢do 7.1, conforme citamos na subse¢do 7.1. Posteriormente, o autor

apresenta os seguintes Exemplos:
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RI. Uma fabrica utiliza a fungao c(n)= ] -
des de certo produto. +n

Determine a fungao inversa de c e interprete seu significado.

para calcular o custo de produgéo de n unida-

Resolucao
Nesse caso, devemos isolar a variavel n para determinar a Note que, comon
% corresponde ao
fungao inversa de c; nimero de produtos,
1 i 1-c 3= foram considerados
" 2, s 2 c
C=——=2>1n"=—n"=—1=n’=—=n=_|— apenas seus valores
1+n c c c c i
positivos.

p . 1-c . o 1
ortanto, f(c)= T, fungdo inversa de c(n}=1—5 e corresponde ao nimero
) +N
aproximaJo de unidades produzidas do produto, dado um custo.

Figura 7.9: Exemplo sobre Func¢do Inversa - Livro 2

No Exemplo acima, observe inicialmente um primeiro detalhe: Custo e Unidades de
produto, a principio, tratam-se de valores reais e positivos. Com isso, facamos a
seguinte pergunta: Caso o custo total da producdo fosse R$2,00, quantas unidades teriam

sido produzidas?(Obs: utilizar a funcdo inversa mencionada no Exemplo.)
Solucao: Utilizando a funcdo inversa dada, temos que o nimero de unidades produ-
zidas é:

n(2) =/ —=="YZ¢R. (7.54)

Em (7.54), o custo obtido ndo € um valor real, em que o autor ao fazer simplesmente
a mudanca de varidvel acaba ndo observando em quais dominio e contradominio € definida
a funcdo e, a nosso ponto de vista, o exemplo € inadequado. Posteriormente, ele aborda um

outro exemplo:
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R10. Dada a fungao f(x)=5x+1, esboce os graficos de f e ' no mesmo plano cartesiano.

Resalucao
Determinamos f' isolando x em y=f(x).

y=5x+1=>5x:y—1:>x=ﬁ_1=>x=§__

Permutando as variaveis x e y, temos ' (x) :%-% .

Esbogando os gréficos de f e ' em um mesmo plano cartesiano, temos:

Em um mesmo plano
cartesiano, os graficos de
uma funcao f e de sua
inversa f' s3o0 simétricos
em relacdo aretay=x

Acervo da editora

Figura 7.10: Exemplo sobre Fung¢do Inversa - Livro 2

Nesse caso, o autor aborda o método de mudancga de varidveis para determinar a inversa
de f que € uma funcdo afim, nesse caso nos parece eficiente, pois tomando uma funcao
afim qualquer de R em IR, ela sempre serd bijetiva. J4 para outras fun¢des, como a funcao
colocada na Figura 7.9 e conforme abordaremos na subsecao 7.3.3, esse método de mudancga

de varidvel ndo parece ser eficiente em caso algum.

7.3.3 Analise do Livro 3

O Livro 3 define fun¢do inversa do seguinte modo:
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FUNCAO INVERSA

Dada uma fungio bijetora f : A — B pelo conjunto dos pares ordenados
(x, y), chama-se fung¢do inversa de f e se indica f'a fungao f':B — A, formada
pelo conjunto dos pares ordenados (y, x), onde (x, y) € f.

Exemplo:
Sendof: A — B: entdo f!: B — A sera:
A B A B
PR T [ AL |
3 | - I.I. » 6 \ 6 ;,1' —;0-"\ 3 a'l
S : ,_./'(I \ \h_f// \\_ _/'/
f={(1,2),(2 4), 3, 6)} f1=1{(2 1), 4 2), (6, 3)}
Observe:
<o f [ Dominio = A Funcio £1 Dominio = B
Fungho | Imagem =B g0 Imagem = A
Importante:

Sé ha funcdo inversa de fungdo bijetora.

Figura 7.11: Defini¢do de Funcdo Inversa - Livro 3

Segundo a Figura 7.11, perceba que o autor define fungdo inversa por relacdo e,
conforme citamos na Secdo 2.1, definir fungcdo desse modo ndo € interessante, seja do ponto
de vista Matemético quanto do ponto de vista didatico. Por outro lado, vamos utilizar a

func¢do colocada no Exemplo 60, para determinar sua inversa.

Observe:

Exemplo 60 Dada a fungdo bijetiva
fi[2,40e0) = [16,400)
x— f(x) =x*—4x+8

determine sua inversa g.

Solugdao:  Segundo a definicdo apresentada na Figura 7.11, seja o par ordenado
P= (x2 —4x+ 8,x) pertencente a g. Tomando y = x% —4x+ 8, temos:
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y=x>—4x+8= (7.55)

y—d=x"—dx+d4= (7.56)
y—4=(x-20= (7.57)
x—2=+4y—4= (7.58)

x=2+./y—4. (7.59)

Em (7.59), hd duas possiveis inversas para f, que sdo g = 2+ +/y—4 e
g2 =2 —+/y—4. Agora, verifiqguemos se g| e g, sdo inversas de f, em que a inversa de
f deve cumprir as condicées i) e ii) da defini¢do 7.1. Mas conforme podemos observar nos

itens a) e b), elas atendem o item ii) da defini¢do 7.1.

Observe:

a) gi(y) =2++y—4

f(e1(y) =f2+y—4)= (7.60)
fe1)=Q2+y—4)?—4.2+y-4)+8= (7.61)

fg1(y) =4+4/y—4+(y—4)-8—-4/y—4+8=y. (7.62)

b) g2(y) =2—+y—4

f(&()=f2-Vy—4)= (7.63)
f@0))=02-Vy-47-4.2—\/y-4)+8= (7.64)
flg2(y) =4—4y—4+(—4)—-8+4/y—4+8=y. (7.65)

Por (7.68) e (7.65), as funcdes g1 e g» cumprem a condi¢do ii) da definigcdo 7.1.
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Por outro lado, resta saber agora qual das fungcdes cumpre a condi¢cdo i) da defini¢do

7.1, logo, a funcdo que cumprir essa condicdo serd inversa de f. Observe:

a) g1(x) =2++/x—4

1(f() =241/ (2 —4x +8) —4 = (7.66)
g1(f(x)=244/(x* —4x+4= (7.67)
g1(f(x) =241/ (x=2)2 = g1(f(x)) =2+ [x—2]. (7.68)

Em (7.68), como x € [2,+), considere |x —2| = x —2. Assim, conclui-se que
gi(f(x) =2+ 1x—2| =gi(f(x)) =24+x—2 =x e, como, g cumpre a primeira

condicdo, é inversa de f.

Agora, resta saber se g»(x) € inversa de f, que deverd cumprir a condi¢do i) da defini¢do.

Observe:

b) g2(x)=2—+/x—4

g2(f(x) = g2(x* —4x+8) = (7.69)
82(f() =2/ (2 —4x +8) —4= (7.70)
2(fx)=2—Vx*—dx+4= (7.71)

& (f(x) =2—-/(x-2)? = (7.72)
o(fx)=2—|x=-2|=2—(x—2)=4—x. (7.73)

Por (7.73), temos que g» ndo cumpre a condi¢do i) da definicdo 7.1 e, consequentemente,

ndo é inversa de f.
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Conforme podemos observar no Exemplo 60, a definicio colocada garante a
existéncia de duas possiveis inversas, mas ndo garante sua unicidade, o que a nosso ponto de
vista, € um grande problema. Com isso, podemos afirmar que definir a inversa de uma funcdo
por relacdo ndo é adequado a se trabalhar em sala de aula. Por fim, pra determinar funcdes

inversas, o autor aborda o seguinte método:

COMO SE DETERMINA A FUNCAO INVERSA DE UMA FUNCAO

Quando uma fungdo bijetora f : A — B nao é dada por um conjunto de pares
ordenados e sim definida por.uma expressao algébrica, obtemos a inversa usan-
do a seguinte regra pratica:

1 Trocamos x pelo y e y pelo x.
2 Isolamosy em fungdo do x.

Exemplo:

Determine a fungdo inversa da fungdo y = 5x + 3.

1) Trocamos x pelo y e y pelo x: x=5y+3

2) Isolamos y em fungao do x: S5y=x-3

X =G s
= 5 (fungdo inversa)

X -3

ouf'=
5

Figura 7.12: Definicao de Fungdo Inversa - Livro 3

Para verificar a eficicia do método no tocante a determinagdo da fungdo inversa, vamos

tomar, por exemplo, a fun¢do colocada no Exemplo 57. Observe:

= sen(x*) = (7.74)

x = sen(y = (7.75)

y?> = arcsen(x) = (7.76)
y = h(x) = ++/arcsen(x). (1.77)
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Conforme podemos observar, utilizando o método apresentado pelo autor para
determinar fungdes inversas, hd duas possiveis inversas para g, que sdo hj(x) = y/arcsen(x)
e hy(x) = —\/arcsen(x). Mas, segundo o Exemplo 57, a inversa de g € dnica e definida por
hi.Logo, a nosos ponto de vista, nao € recomendavel determinar a inversa de uma fungdo por

esse método pois, nos parece pouco eficiente.

133



Capitulo 8

Funcoes exponencial e logaritmica:
explorando o conceito de funcao inversa

Nesta sec¢do, ao estudar as fungdes exponencial e logaritmica, abordamos uma
aplicacdo do conceito de fun¢do inversa, que € estabelecer a definicdo dessas fungdes,
bastante exploradas nos curriculos de Ensino Médio e, de grande importincia no estudo
da Matemdtica de forma geral. A relacdo existente entre as func¢des exponencial e logaritmo
¢ que uma ¢ inversa da outra e, conforme colocamos no Capitulo 7 ambas sdo bijetivas,
informacdes que serdo de grande relevancia nao s6 quanto ao estudo dessa relagdo, mas
também serd de grande valia ao professor para que ele trabalhe corretamente os conceitos de

fun¢do exponencial e logaritmica em sala de aula.

8.1 Poténcia de um numero real

8.1.1 Poténcia de expoente racional

Nos curriculos atuais do Ensino Basico Brasileiro, é bastante comum abordar o
conceito de poténcia, de grande importancia a ser trabalhado em sala de aula e, conforme

estudamos na escola, a poténcia de um nimero real a € definida do seguinte modo:

a'=g.a.a...aq, a>0,neNU{0}.
n  vezes
De imediato, paran =1 = a' = a e, convencionamos que a’ = 1. Lima (2013) [8]
afirma que para quaisquer x,y € R e 0 < a # 1, vale a*" = a* - @’ e, Marques (2019) [9]
afirma que a propriedade @™ = (a™)", com a > 0 e m,n € N ¢ vélida e pode ser
utilizada para realizar operagdes com poténcias, em que essas propriedades serdo de

grande importancia para definir corretamente poténcias de expoente real quaisquer.
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Para definir poténcias de expoente inteiro, tome m € Z,ny € N de modo que m = —ny.
Como @™ = g™ - a" para todo x,y € R, definiremos as poténcias de expoente em Z de modo

que essa propriedade seja preservada. Observe:

a™t = g" q" = (8.1)

a "ot — g g — (8.2)
A =d"a "= (8.3)
l=d".a ™= (8.4)

a "= %;no e N. (8.5)

Com isso, estabelecemos a poténcia a", com n € Z.

No caso das poténcias de expoente racional, segundo Marques (2019) [9] basta tomar
r= ‘é, sendo ¢ um valor positivo e diferente de 0. Para que sejam validas as propriedades de

poténcia para expoentes racionais, gostariamos de que

l+1+4...+1
q q  fatores
al =a q = (8.6)
a% = aé...aé = (8.7)
N——
q fatores
1
a' = (a9)?. (8.8)
A expressao desejada anterior nos indica que a defini¢do acertada é:
1
ai =+/a; com qe€Z—{0}, a>0. (8.9)

Diante do que fora colocado em (8.9), podemos afirmar que sendo s = § com

pEl,geN:

135



1
at = (aP)e < Var.

Dessa forma acabamos, portanto, de definir as poténcias de expoente racional, de forma
que a defini¢do conserva as propriedades de poténcias ja conhecidas para nimeros inteiros.

8.1.2 Poténcia de expoente irracional

O conceito de poténcia para expoentes irracionais, conforme abordaremos nesta se¢ao,
serd definido a partir da ideia de convergéncia de sequéncias de poténcias racionais, que
foram definidas na subsecdo 8.1.1. Inicialmente, para que se possa definir com maior clareza
as poténcias de expoentes irracionais, utilizaremos a Desigualdade de Bernoulli, mencionada

no Lema 8.1 e que serd aplicada no Teorema 8.2 logo abaixo:

Lema 8.1 (Desigualdade de Bernoulli) Dados r € N et > 0, temos que (1+1t)" > 1 +r.t.

Demonstracdo.  Para demonstrar a seguinte desigualdade, faremos por meio de inducdo

sobre r. Para r=1, devemos ter que:

14+ >1+11r=>
1+t>1+41t. (8.10)

Logo, para r =1 o lema vale. Supondo que (1+1t)" > 1+ r.t para r natural qualquer,

note que

1+ =140 (1+1) = (8.11)
L+ > (14r1).(1+1) = (8.12)
I+ >1414rt42=> (8.13)
(140 > 14 (r+1)1. (8.14)

Sendo 1> > 0 para todo t real, podemos afirmar que o que foi colocado em (8.14) estd
correto e, para r+ 1 o lema vale, logo, segundo o Principio de Indu¢do Finita, o Lema é

vdlido para todor € Net > 0.
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Teorema 8.2 Para todo a € R e g racional positivo, temos que:
a) a>1=al>1;

b) 0<a<l=0<al<l

Demonstragao.
r
Itema: Sendoa>1eqe Q,, sem perda de generalidade, seja q = -, com r,s € N
s

e sejam=al € Q. Além disso, tome a = 1+t, comt > 0. Assim, temos:

a=m=(1+1)= (8.15)
as =m=(1+1)5 = (8.16)
m=v/a"=/(1+1)", (8.17)

Conforme colocamos em (8.17), elevando membro a membro a poténcia de expoente

s, temos que

m=va =+/(1+1) = (8.18)
m'=Wa) =(K/(14+1)) = (8.19)
m’'=(14+t)">14rt; (8.20)

segundo a Desigualdade de Bernoulli. Logo, m* > 1 = m = a? > 1, para todo q > 0.

1
Item b: Como 0 < a < 1, temos — > 1. Pelo item anterior, temos que
a

1 1 1
Sxl=(0)i=—>1
a a al

Consequentemente:
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1
—q>l<:>0<aq<l;Vq€Q.
a

O Teorema 8.2 € importante para mostrar com clareza no caso das poténcias de
expoente racional, que praa >1=a? > 1le,para0<a<1=0<a? <1, comqg € Q.
Mas também devemos estar atentos a um outro detalhe das poténcias (a”), com r € Q que é
justamente a sua monotonicidade, que serd de grande relevancia para definirmos com clareza

poténcias de nimeros reais. Observe o Teorema 8.3:
Teorema 8.3 Dados x,y € Q com x <y, temos:

cx<y=a <da&,coma>1

cx<y=a <da,comO<a<l.

m
Demonstragao. Tome x = — e y = E, com m,n,p,q € N. Como x <y, temos
n q
m.q — n. m.q —n.
y—x= nq—np > 0. Com isso, seja k = m4qg-—np e, consequentemente, temos:
n.q n.q
@ —d=dla m —1]=
@ —a" =a".[a"—1]. (8.21)

Segundo o Teorema 8.2, temos que sendo a > 1, implica a* > 1 para k > 0 e,
consequentemente, temos em (8.21) que @ > a*. Para 0 < a < 1, temos a* < 1 parak > 0 e,

em (8.21) temos que @’ < a*; como queriamos mostrar. .

Segundo o Teorema 8.3, sendo (r,) C Q uma sequéncia de nimeros racionais

mondtona crescente, com n € N, podemos afirmar que:
n<n<.<m<.=d <d?*<..<d"<..; para a>]1.

rn<n<.<m<.=d >d*>..>d">..; para 0<a<l.
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Conforme citamos anteriormente, a monotonicidade das poténcias e expoente racional
¢ importante, pois € explorando a ideia de convergéncia que podemos definir corretamente
as poténcias de expoente irracional. Lima (1976) [6] afirma que sendo K um corpo ordenado

deve cumprir trés condi¢des, as quais ele menciona logo abaixo:

1) N C K € ilimitado superiormente;
ii) Dados a,b € K, com a > 0, existe n € N tal que n.a > b;

iii) Dado qualquer a > 0 em K, existe n € N tal que 0 < % <a.

E, sendo vilida no corpo K qualquer uma das condi¢des apresentadas acima,

Lima (1976) [6] afirma que o corpo é arquimediano e, sendo R um corpo ordenado
completo, podemos afirmar que R € arquimediano.

No tocante a densidade de Q e R—Q em R, a demonstracio do Teorema 8.4
mencionado logo abaixo, foi extraida de Lima (1976) [6], mas antes, definimos densidade
do seguinte modo:

Definicdo 8.1 (Densidade) Um conjunto K é denso em R se, para todo intervalo (a,b) € R
coma <b,(a,b)NK #0.

Teorema 8.4 O conjunto Q dos niimeros racionais e o conjunto R—Q dos niimeros

irracionais sao ambos densos em R.

Demonstragao. Seja (a,b) um intervalo qualquer em R. Devemos mostrar que existem
um niimero racional e um niimero irracional em (a,b). Como b —a > 0, existe um niimero
natural p tal que 0 < 111 < b—a. Os niimeros da forma %,m € Z, decompoem a reta R em
intervalos de comprimento %. Como % é menor do que o comprimento b — a do
intervalo (a,b), algum dos niimeros % deve cair dentro de (a,b). Esta é a ideia intuitiva da
demonstragdo. Raciocinemos agora logicamente. Seja A = {m € Z;% > b}. Como R é

arquimediano, A é um conjunto ndo-vazio de niimeros inteiros, limitado inferiormente por

b.p. Seja my € A o menor elemento de A. Entdo b < ™ mas, como my— 1 < my,
tem-se mOT_l < b. Afirmamos que a < mOT_] < b. Com efeito, se ndo fosse assim,
teriamos monl <a<b< %. Isto acarretaria b —a < %— < monl = 119’ uma
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contradi¢do. Logo, o nimero racional ™— L pertence ao intervalo (a, b) Para obter um

niimero irracional no intervalo (a, b) tomamos p € N tal que - < b’T“, ou seja,

V2 f

p
a reta R em intervalos de comprzmento %. Como % é menor que o comprimento b-a do

< b—a. Os niimeros da forma ™=, onde m € 7 sdo irracionais ( salvo m=0) e dividem

intervalo (a,b), conclui-se que algum %@ deve pertencer a (a,b). A demonstragdo formal

mo\[

se faz como no caso anterior,; se mg for o menor inteiro tal que b < entdo o niimero

(mo—1)v2
p

irracional pertence ao intervalo (a,b). |

Conforme podemos notar no Teorema 8.4, temos que os conjuntos Q e R —Q sdo
ambos densos em R e, esse resultado € importante pois, permitird compreender com uma
clareza maior a demonstracdo dos Teoremas 8.6, 8.7 e 8.8, referentes a defini¢do de
poténcia de expoente irracional, cujas demonstracdes foram extraidas de Marques(2019)
[9]. Mas antes, devemos definir de modo claro o limite de uma sequéncia, que Muniz
Neto (2013) [11] coloca do seguinte modo e, a seguir, acrescentamos a Proposi¢ao 8.5, cuja
demonstracdo também foi extraida de Marques(2019) [9] e que serd tomada como suporte

para melhor compreensdo do Teorema 8.6:

Definicao 8.2 (Limite de sequéncia) Dizemos que uma sequéncia (a,) converge para um
real L quando, uma vez prescrito um erro € > 0 para o valor de L, existir um indice ny € N
tal que |a, — L| < &, para todo n > ny.

Alternativamente, se (a,) convergir para L, diremos que a sequéncia é convergente e que L

€ um limite da sequéncia, o que denotamos escrevendo

lim a, = L.
n—+oo

Proposicao 8.5 Dadosa € R er; € Q, existe ry € Q tal que a”? < 1+r; e existe r3 € Q tal
que 1 —ry <a'

Demonstracdo.  Para facilitar o raciocinio, vamos dividir a demonstra¢do em dois casos:

* [° PARTE: Demonstragdo de que existe ry € Q tal que a”™> < 1+ry.

— I°caso:a>1

Podemos escrever a =1+ h, para algum h > 0 e considerar rp na forma r, =

Q=

para algum q € N. Assim, mostraremos que a < (1+ry)4, para algum g € N a

ser escolhido posteriormente.
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Temos:

q(g—1)

5 r12—|—...—|—ri1>1+qr1.

(L+r)?=1+gr+

Pela Propriedade Arquimediana dos Niumeros Reais, garantimos que existe

qo € N tal que qory > h. Logo, (14+r1)% > 1+qor; > 1+h = a, ou seja,
1

14+r >a?% =a".

- 2%caso: 0 <a<1:

Nesse caso, pela monotonicidade das poténcias, basta tomarmos qualquer ry € N

para termos

a?<a<l<l1l+n.

* 2° PARTE: Demonstracdo de que existe r3 € Q tal que 1 —r; < a’

— [°caso: a>1:

Nesse caso, pela monotonicidade das poténcias, para qualquer r3 € N, teremos
ai3>a>1>1-—ry.

- 2%caso: 0 <a<1:

1
Primeiramente vamos mostrar que a™ > #, ara algum ny € N. A tese serd
147 0

uma consequéncia dessa desigualdade.

Vamos definir r = Tlrl Temos 0 < r < 1. Assim, % > 1, ou seja, % = 1-+h, para
algum h > 0.

Como (L)" = (1+h)", temos :

141



1
(=)' =1+nh+..+h" (8.22)

r

> 1+nh (8.23)
=1+h+(n—1)h (8.24)
= %—J,-(n— 1)h. (8.25)

Pela Propriedade Arquimediana dos Numeros Reais, existe ng € N tal que
L+ (no—1)h> 1 Logo,

1 1 1
—+mp—1h>-=a> 11—
. 1 1
Da desigualdade (8.25), resulta RW—T? > UL Logo,
> = (—_ym.
14+nr
Para  finalizar, basta  lembrar  que rn > 0, por  isso

(14r)(1—=r)) =1—(r)* < 1. Logo, concluimos que

1

a > >1—r.

+r

Teorema 8.6 Seja (r,) uma sequéncia de niimeros racionais que converge para 0 e a > 0.

A sequéncia (a'™) converge para 1.

Demonstragao.

Por hipdtese, (r,) converge para 0, ou seja, para todo 0 > 0, existe um

ng € N tal que, se n > ny, entdo —0 < r, < 0.
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e /°caso:a=1

Sea=1, entdo 1'" =1, para todo n € N. Logo, a sequéncia 1" é constante, com todos

os termos iguais a 1. E imediato concluir que essa sequéncia converge para 1.

e 2%aso: a > 1

Pela Proposicdo 8.5, garantimos que existe um racional &, > 0 tal que ab < 1+ &
Consequentemente, a— % > ﬁ Por fim, verificamos que Tleq > 1—¢&, De fato,
(14+¢&)(1—g;) =1—(g)* <1, 0 que implica que 1 — &, < P:—gq.

-0, )

Além disso, como a > 1 pelo Teorema 8.3, temos a” % < a%. Logo, temos

l—g,<a®<a¥% <1+g, (8.26)

Além disso, sabendo que (r,) converge para 0, para todo n > ng temos —8; < r, < 9.

Pela monotonicidade das poténcias, para todo n > ngy temos

-4,

a % < g < g,

para qualquer 8, > 0 racional. Para ampliarmos a desigualdade para qualquer € > 0
dado, a densidade dos niimeros racionais, citada no Teorema 8.4 garante que existe
&, € Q tal que 0 < g, < €. Portanto, das equagoes (8.26) e (8.6) concluimos que, para
todo € > 0, existem dois niimeros racionais 6, > 0 e & e, associado a esse, um niimero
no € N tal que se n > ng, entdo

l—e<l-g<a¥%<d <ad<lteg <l+e

ou seja, para todo n > ny, temos |a'" — 1| < €.
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e 3%caso: 0<a<1

Dado um € > 0 arbitrdrio, utilizando mais uma vez o Teorema 8.4 da densidade
de Q, garantimos a existéncia de €, € Q tal que 0 < &, < €. Provaremos agora
a existéncia de um numero racional 5q > 0 tal que a % <1+ &;. Inicialmente,

1)

temos a~ % = %q <l+g & ﬁ < a%. Aplicando mais uma vez a desigualdade
a q

1 . .,
l-¢g,< TTe,’ concluimos também que

1—¢g, <a. (8.27)

Segundo o Teorema 8.4, seguindo raciocinio andlogo ao 2° caso da 1° parte, basta
tomarmos ry = & e garantiremos a existéncia de um 1"25; que satisfaca a
desigualdade colocada em (8.27) (ndo repetimos os cdlculos por serem muito
similares, mas recomendamos que o leitor interessado em acompanhar os detalhes
da demonstragdo releia os cdlculos da referida proposicdo). Portanto, garantimos

que existe &, € Q tal que

a % <14¢, (8.28)

Pela monotonicidade das poténcias, temos

ad < a %%, (8.29)

Por fim, pela hipdtese inicial, para n > ng, temos —0, < r, < &, e, pela

monotonicidade das poténcias, temos

ad < am<a (8.30)
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Assim, pelas equacgoes (8.27), (8.28), (8.29) e (8.30) para todo € > 0, existem um

numero racional 5q > 0 e um niimero ng € N tal que, se n > ng, entdo

l—e<l-g<a¥<d"<a¥%<ltg<lte=

Vn>nyg=|a"—1|<e.

Assim, para todo a > 0, se a sequéncia (r,) converge para 0, entdo a sequéncia (a™)

converge para 1. .

Segundo o Teorema 8.6, podemos afirmar que lima” = 1, mas conforme

h—0
colocamos nessa secio, esta informacdo serd de suma relevancia para compreender melhor as
demonstracoes dos Teoremas 8.7 e 8.8, cujas demonstracdes foram extraidas de

Marques (2019) [9], conforme citamos anteriormente.

Teorema 8.7 Para todo niimero irracional x, existe uma sequéncia de niimeros racionais

que converge para X.

Demonstragao. Dado um € > 0 arbitrdrio, pela Propriedade Arquimediana dos Nu-

meros Reais, existe no € N tal que % < €. Logo, para todo n > ngy, temos L < nl—o < &

n
Consideremos agora uma sequéncia (&,), com &, = % > 0 e os respectivos intervalos
(x — &,x+ &,). Segundo o Teorema 8.4, sabemos que Q é denso em R, o que nos garante
a existéncia de pelo menos um racional r, em cada um desses intervalos. Logo, para todo

n €N, temos x—% <rp<x+ % & —% <rp—x< %; quando n > ny(&,), teremos ainda

1
I —x| < = <e.
n

Segundo o Teorema 8.7, podemos afirmar que dado x um numero irracional qualquer,
sempre existird uma sequéncia (r,,) C Q de modo que (r,) — x. Mas, pra que o leitor tenha
uma melhor compreensdo da demonstracio do Teorema 8.11, extraida de
Marques (2019) [9], colocamos os Teoremas 8.8, 8.9 e o Teorema 8.10 como suporte, em
que a demonstracdo do Teorema 8.9 foi extraida de Marques (2019, apud Morais Filho e
Oliveira (2017)) [9] e a demonstragdo do Teorema 8.10 foi extraida de Muniz Neto (2013)
[11].
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Teorema 8.8 Toda sequéncia convergente é limitada.
Demonstragao. De fato, sendo (x,) uma sequéncia convergente, temos que tomando

nog € N e sendo a o limite da sequéncia, temos:

Ve>0;3ng e Nsn>np= |x,— o <e=

Vn>ng=x,€(a@d—¢€,a+¢)

para todo n > ng e, como x, possui o — & como limite inferior e 0. 4+ € como limite

superior, conclui-se que (x,) é limitada. ||

Teorema 8.9 (Intervalos encaixantes) Dada uma sequéncia

[a1,b1] D [a2,b2] D ... D [an,bp) D ...

de intervalos fechados encaixantes cujos comprimentos tendem para zero, temos

Ny lan,bn] = {c},c €R

Demonstragao. Para n € R, temos I, C I, o que significa a, < ap+1 < b1 < by,

Podemos entdo escrever:

Considere A = {an;n € N}. O conjunto A é ndo-vazio e limitado superiormente, pois
by é uma cota superior de A. Sendo (a,) um conjunto ndo-vazio e limitado superiormente,

existe ¢ = SupA.

Evidentemente, a, < c para todo n € N, jd que c é uma cota superior de A. Por outro

lado, como cada b, é uma cota superior de A e c é a menor das cotas, entdo ¢ < b,, para
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todo n € N. Portanto, para todo n € N, temos a, < ¢ < b,, ou seja, ¢ € (7_,[an,by]. Além
disso, no caso que os comprimentos dos intervalos tendem a zero, queremos mostrar que o

ponto c é unico.

Sejam c,d € M)_1,, com ¢ # d. Podemos supor sem perda de generalidade que ¢ < d.

Dai a, < c <d < by, paratodon €N, o que implica

b,—a,>d—c>0.

Fazendo n crescer infinitamente, chegamos a uma contradicdo, pois quando n cresce

infinitamente, o comprimento b, — a, tende a zero. Portanto c=d.

Os Teoremas 8.8 e 8.9 nos permitem compreender um pouco melhor algumas
propriedades a respeito das sequéncias de nimeros reais mas, antes de citar as demonstragdes
do Teorema 8.10 e do Teorema 8.11, cuja demonstracdo foi extraida de Marques(2019) [9], é
importante citar a definicao de subsequéncia, com o intuito de favorecer a compreensao das

demonstra¢des posteriores por parte do leitor.

Definicio 8.3 (Subsequéncia) Tomando a sequéncia (x,), definimos como subsequéncia a

restrig¢do de (x,) a um subconjunto infinito N| = {n; < ny < ... <} C N e, que denotamos

por (x,,) C (xn).

Teorema 8.10 Toda sequéncia limitada admite uma subsequéncia convergente.

Demonstragao. Seja Iy = [ao,bo| um intervalo fechado e limitado contendo a sequéncia
limitada (a,),>1. Dentre os intervalos [ao,@] e [@,bo], escolha um que contenha
uma infinidade de termos da sequéncia (ay),>1, e denote tal intervalo por I;. Proceda do
mesmo modo com Iy, obtendo um intervalo fechado I C I tal que |I;| = %]11] e I, contenha

uma infinidade de termos da sequéncia (a),>1. Prosseguindo indutivamente, construimos

4]

uma sequéncia 1,1, ,... de intervalos fechados tais que Iy D I) D Iz D ... e |[,11]| = R

para todo n > 1. Portanto, pelo Teorema 8.9, existe ¢ € R tal que N>l = {c}.

Para terminar, escolha ny € N tal que ay, € I; em seguida, apos ter escolhido nj € N
tal que ay; € Ij, tome nj € Ntal quenji >njeay, , €1y (isto € possivel pela defini¢do
dos I;). Por fim, um argumento andlogo ao usado na prova do Teorema 8.9 dos Intervalos

Encaixantes garante que a; — c. .
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Teorema 8.11 Dados uma sequéncia de niimeros racionais (r,) que converge para um

x € R—Q e um niimero a > 0, a sequéncia de poténcias a™ serd convergente.

Demonstragdo.  Inicialmente, como (ry,) é convergente, pelo Teorema 8.8 garantimos que
(rn) € limitada, ou seja, existe A € R tal que |r,| < A, para todo niimero n natural. Pela
Propriedade Arquimediana dos Niumeros Reais, garantimos que exista N € N tal que N > A.
Logo, —N < r, < N, para todo n € N.

Mostraremos agora que (a™) também serd limitada:

Como N > r, para todo n € N, entdo podemos definir s, = N —r,, sendo s, >0 e

N N

sp € Q para todo n € N. Logo, a" = a5, ou seja, a = a™.a*". A poténcia a*" estd bem

definida porque s, € Q.

De forma similar, como r, > —N, podemos definir t, = r, + N, comt, >0et, € Q

~N+ty — 4—N

para todo n € N. Logo, a™ =a .a". Mais uma vez, a poténcia a™ encontrada

estd bem definida porque t, € Q para todo n € N.

e [°caso:a>1:

Nesse caso, a’* > 1 e a™ > 1, porque a > 1, s, > 0 e t, > 0. Dessa forma, concluimos

que a N < ar, < a" quando a > 1.

e 2°caso: 0<a<1:

Agora, temos 0 < a’» < 1e0<a™ <1, porque 0 <a < 1,5, >0et, > 0. Dessa forma,
concluimos que a™ > a, > a" quando 0 < a < 1.

A . . . . A . /
Pelo Teorema 8.10, a sequéncia limitada (a'™) possui uma subsequéncia (a'™)
convergente. Denotemos por L o limite dessa subsequéncia. Note que todos os termos r),

serdo termos da sequéncia (ry); logo, a subsequéncia (r})) deve convergir para x.

Suponhamos agora que (a™) ndo seja convergente. Logo, existe outra subsequéncia

(a’g ), com (r})) C (rn), que ndo converge para L.

Pela defini¢do de subsequéncia, dizer que (a™) ndo converge para L significa dizer
. . /!
que existe um €&y tal que, para todo n' € N, existe n”” > n' tal que |a™ — L| > &. Por

. A . / . .
outro lado, dizer que a subsequéncia (a'n) converge para L equivale a dizer que, para todo
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. ~ / .
€ > 0, existe um ng € N tal que, se n > ny, entdo |a™ — L| < €1. Em particular, tomaremos

g
81:70.

Pela Desigualdade Triangular, temos:

l@'" —L| < |a'" —d'n|+|d" — L| = (8.31)
" / &

e < |a'" —d'| + 50 = (8.32)

% <|a" —a™| (8.33)

Agora, mostraremos que essa tltima desigualdade ndo pode acontecer:

Vamos escrever r)) = ri, +v,. Como (r))) e (rl)) sdo subsequéncias da sequéncia

convergente (ry,), concluimos que lim,,_,.. v, = 0. Temos, entdo:

an —an| =|dn.(a" —1)| = |d'|.|a™ —1].

. . /
Pelo Teorema 8.6 sabemos que lim,_,.a"™ = 1. Logo, lim,_,« |a'|.|Ja" — 1| = 0, ou
seja, para qualquer € > 0, existe um ng € N tal que, se n > ny, entdo |a'™|.|a" — 1| < €.

Dessa forma, para n > ny,

an —an| < |d|.|a" — 1] <e

contradizendo a desigualdade (8.33). Assim, a hipotese que gerou a desigualdade
(8.33) é falsa; ou seja, toa subsequéncia de (a™) converge para L. Logo, concluimos que a

sequéncia (a™) é convergente.

Para finalizar, vamos demonstrar que a definicdo da poténcia a* ndo depende da

sequéncia (ry) de niimeros racionais escolhida:

Sejam (r,) e (sp) duas sequéncias distintas de niimeros racionais, ambas

convergentes, com lim,_,t, = x e lim, s, = x. Definamos ainda t, = r, — sp,.
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E fdcil concluir que lim,_,ot, = 0. Suponhamos que lim,_,.a™ = R e lim,_,.a’ = S.
Temos, entdo:

lim ¢’ = lim a™. lim &*".
n—oo n—o0 n—oo

Do Teorema 8.6, sabemos que lim,_,.a™ = 1. Logo, concluimos que R=S, que

denotaremos por a*.

Segundo os Teoremas 8.7 e 8.11, podemos definir as poténcias de expoente
irracional por meio da convergéncia de poténcias com expoente racional, que para o
estudante de Ensino Médio isso € importante pois, o estimula a trabalhar as ideias de
aproximacao e estimativa e, isso deve ser explorado por parte do professor pois, utilizando a
ideia de estimativa, o aluno consegue identificar e explorar com maior clareza os valores de
poténcias com expoente irracional. Por fim, definimos as poténcias de expoente irracional

do seguinte modo:

Definicio 8.4 Poténcia de expoente irracional Seja (r,) uma sequéncia mondtona de
niimeros racionais de modo que lim(r,) = x, com x € R— Q. Definimos a poténcia a,

com a > 0 e expoente irracional, do seguinte modo:

a‘ = lim a".
rp—Xx

De acordo com a defini¢do, apresentamos o Exemplo 61 mencionado a seguir, que se
trata de uma situacao-problema simples, mas se trata de uma aplicacao pratica a se trabalhar
em sala de aula.

Exemplo 61 Qual seria o valor aproximado da poténcia 2™?
Resposta: Inicialmente, note que ® = 3,1415... e, para determinar um valor

aproximado de 2%, consideremos algumas aproximacdes de T, conforme citamos na

Definicdo 8.4 e, estdo colocadas na tabela a seguir:
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Aproximacgdes de © 27
3 23 =38
3,1 231 =~ 8,5741877...
3,14 2314 =~ 8,81524092...
3,141 23141 = 8.824977827...
T 27 & 8,824977827...

Tabela 8.1: Tabela referente as aproximacdes da poténcia 27

Conforme podemos notar no tocante as poténcias de expoente irracional, embora ndo
seja possivel determinar valores exatos para as mesmas € permitido ao aluno determinar
aproximacdes e, a nosso ponto de vista, esse é um detalhe importante que o professor deve
abordar quanto ao estudo de poténcia, seja ela de expoente racional ou irracional.

8.2 Funcao exponencial

A partir do conceito de poténcia, mencionado na secdo 8.1, podemos definir a

funcao exponencial da seguinte forma:

Definicao 8.5 (Funcao exponencial) A funcdo exponencial é definida para 0 < a# 1, e é

colocada do seguinte modo:

fR-R,
x— f(x)=a5 0<a#l.

A func¢do exponencial, como podemos observar, ¢ uma fun¢do definida para todo
e qualquer x € R, pois conforme colocamos na se¢do 8.1, as poténcias da forma a* sdo
definidas e sempre positivas para todo x € R. Mas também, € importante estar atento a
injetividade e a sobrejetividade dessa func@o, que serdo de grande importincia para a

determinacdo de sua inversa, em que citaremos com maior clareza na subsecdo 8.2.1.

8.2.1 Injetividade e sobrejetividade da fun¢ao exponencial

Quanto ao estudo da funcdo exponencial devemos estar atentos a sua injetividade e
sobrejetividade de modo claro, pois essas condi¢des sdo fundamentais pra que se defina

corretamente a sua funcdo inversa, que abordaremos com maior clareza na secdo 8.3, mas
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antes, observe o Teorema 8.12:

Teorema 8.12 A funcdo exponencial é injetiva.

Demonstragao. Explorando a definicdo 4.1, tome x,y € R e tome k € R de forma que

y = x+ k. Por definicdo de funcdo exponencial, temos:

RSN (8.34)
ath =g = (8.35)
&d=a =d=1. (8.36)

Conforme colocamos na secio 8.1, temos que a* =1 < k=0, o que implicax =y e,

consequentemente, temos f injetiva.

A injetividade da func@o exponencial, conforme colocamos no Teorema 8.12, nos
permite associd-la ao crescimento (decrescimento) estrito por conta da sua continuidade,
propriedade que serd de grande importancia pra que possamos discutir sua sobrejetividade.
Porém, devemos estar atentos ao Lema 8.13 e ao Teorema 8.14, cujas demonstracdes foram
extraidas de Lima (2013) [8] e, que serdo de grande importincia para definir a
sobrejetividade da funcdo exponencial.

Lema 8.13 Fixado o niimero real positivo a # 1, em todo intervalo nédo-degenerado de R™

existe alguma poténcia a”, com r € Q.

Demonstragdo.  Dados 0 < o < 3, devemos achar r € Q tal que a poténcia a” pertenga
ao intervalo |, B], isto é, a < a” < B. Por simplicidade, suporemos a e & maiores do que
1. Os demais casos podem ser tratados de modo andlogo. Como as poténcias de expoente
natural de niimeros maiores do que 1 crescem acima de qualquer cota pré-fixada, podemos

obter niimeros naturais M e n tais que

a<B<d e l<a<(1+

Da ultima relacdo decorrem sucessivamente
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1 o 1
l<an < 14—= 0<d¥(an—1)< B —o.
a + o © a(a )< B

Logo, se m € N é tal que " < M, entdo

O<am(a%—1)<[3—(x<:>0<am%]—a% <B-o.

Assim, as poténcias

sdo extremos de intervalos consecutivos, todos de comprimento menor do que o
comprimento B — & do intervalo [a,B]. Como [a,B] C [1,aM], pelo menos um desses

. m . . .
extremos, digamos an, estd contido no intervalo [, B].

Segundo o Lema 8.13, temos que em todo intervalo contido nos reais, sempre existe
uma poténcia de expoente racional da forma ", cuja informagdo a nosso ponto de vista é
de suma importancia para que possamos definir corretamente continuidade e sobrejetividade
da fungdo exponencial. Quanto a continuidade, observe a Defini¢do 8.6 e o Teorema 8.14,
cuja demonstracdo foi extraida de Lima (2013) [8] e, Muniz Neto (2013) [11] define funcao
continua do seguinte modo:

Definicao 8.6 (Funcao continua) Uma funcdo f: X — R é continua em um ponto xy € X

se a seguinte condigdo for satisfeita: dado € > 0, existe § > 0 tal que

xeX,|x—xo|<6=|f(x)—f(xo)| < €.

a fungdo f é dita continua se o for em todo xo € X.

Teorema 8.14 A funcdo exponencial é continua.
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Demonstragao. Isto significa que, dado xy € R, € possivel tornar a diferenga |a* — a™|
tdo pequena quanto se deseje, desde que x seja tomado suficientemente proximo de xo. Dito
de outro modo: o limite de a* quando x tende a xq € igual a a*. Em simbolos: xligclo a* = a".

Essa afirmagdo pode ser provada assim: escrevemos x = xo+ h, logo x —xo =h e
entdo |a* — a0 | = a|a" — 1|. Ora, pode-se mostrar que a" pode ser tornado tio préximo de
1 quanto desejemos, desde que tomemos h suficientemente pequeno. Como a*® é constante,
podemos fazer o produto ax"]ah — 1| td@o pequeno quanto o queiramos. Isto implica que
lim |a* —a*™| =0, ou seja, lim a* = a*.
X—rX( X—X0

A continuidade da fun¢do exponencial associada a sua injetividade, segundo o
Teorema 4.6 ela pode ser estritamente crescente ou estritamente decrescente. Como a” = 1
e a' = a, podemos afirmar com certeza que a fungio é estritamente crescente para a > 1
e estritamente decrescente para 0 < a < 1. Um outro detalhe que devemos estar atentos é
quanto a sobrejetividade da funcdo exponencial, cuja demonstracdo colocada logo abaixo foi
extraida de Lima (2013) [8]. Observe o Teorema 8.15:

Teorema 8.15 A funcdo exponencial f :R — Ry, f(x) = a*,a # 1, € sobrejetiva.

Demonstracdo.  Esta afirmagdo quer dizer que para todo niimero real b > 0 existe algum
x € R tal que a* = b. (Todo niimero real positivo é uma poténcia de a.) Para provd-la,
usamos o lema 8.13 e escolhemos, para cada n € N, uma poténcia a™, com r, € Q, no

intervalo (b— L,b+1). Portanto lim a™ = b. Para fixar as ideias, supomos a > 1.

n
m—yoo
Escolhemos as poténcias a™ sucessivamente, tais que

al<ad?<..<d"<..<b.

Certamente, podemos fixar s € Q tal que b < a’. Entdo a monotonicidade da fun¢do a*
nos assegura que ry <ry < ...<r, <...<s. Assim, (r,) é uma sequéncia mondtona, limitada
superiormente por s. A completeza de R garante entdo que os r, sdo valores aproximados

por falta de um niimero real x, ou seja, lim r, = x. A fun¢do exponencial continua garante
Mm—yoo

que a* = lim a’" = b como queriamos demonstrar. .
m—soo

Sendo a fun¢do exponencial bijetiva em R, conforme colocamos nos teoremas 7.2
e 7.3 ela € uma func¢do invertivel, cuja inversa trataremos com maiores detalhes na secao

8.3. Mas antes, na subsecdo 8.2.2, devemos deixar claro ao professor que esses temas
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devem ser abordados de forma que o aluno compreenda de modo claro a injetividade e a
sobrejetividade da fungdo exponencial, para que ele consiga compreender de modo claro

como se da o comportamento da fun¢do e de sua inversa.

8.2.2 Analise grafica do comportamento da funciao exponencial

Sem perda de generalidade, observemos o gréfico da fun¢do exponencial para a > 1,
em que para 0 < a < 1, o comportamento do gréafico ocorre de modo andlogo. Graficamente:

P
2 =
1‘/
’_._...-F‘".J
-.'”_.Iu_._,,.-""ru_
e
._..___,__.o—-—‘-"_-_.
7 & 5 4 3 2 1 i 1 2 3 4 5 [ 7 £

Figura 8.1: Gréfico de fun¢ao exponencial crescente, feito pelo autor usando GeoGebra
Conforme podemos notar, caso o aluno “trace” o desenho do grifico, ele pode

desenhd-lo sem interrupc¢ao alguma, levando-o a intuir a ideia de continuidade, mencionada

na defini¢do 8.6. Agora, observe o grafico da funcdo exponencial de outra forma:
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Figura 8.2: Gréfico de fun¢do exponencial com a > 1, feito pelo autor usando GeoGebra

Observando o grafico acima, note que qualquer reta pertencente ao 1° e 2°
quadrantes e paralela ao eixo x, “toca” o grifico de f ao menos em um ponto, induzindo o
aluno a identificar a sobrejetividade da fungao exponencial embora o desenho do grafico seja
limitado pois, se a interse¢cdo do grafico com as retas constantes € ndo-vazia, segundo a

defini¢cdo 5.7 temos f sobrejetiva.

Por outro lado, note que as constantes que ‘‘tocam” o grafico, o tocam em um Unico
ponto, que segundo a defini¢ao 4.5 temos f injetiva, logo a nosso ponto de vista, nos parece
coerente que o grafico da exponencial pode auxiliar de modo claro a identificar a bijetividade
da funcao exponencial embora tenha seu gréfico limitado, em que identificar essa bijetividade
¢ de suma importancia para que possamos definir sua funcio inversa corretamente, a qual

mencionamos na se¢ao 8.3.

8.3 Funcao logaritmo

Inicialmente, para o professor e os alunos de Ensino Médio, é simples trabalhar
equagdes com poténcias reais inteiras de expoente racional, que € relativamente simples ao
aluno identificar a poténcia de modo como a base do logaritmo é definida. Agora, tome o
seguinte caso particular: serd que existe algum ¢ € R de forma que 3° = 4? Que
argumentos o professor poderia explorar em sala de aula para resolver esse problema?
Conforme podemos notar, trata-se de um problema simples que pode ser trabalhado em sala

de aula, mas que a principio ndo é de simples solucao por parte dos alunos.
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Conforme citamos na se¢do 8.2, a fungdo exponencial é sobrejetiva em [0,+) e
injetiva, logo, pra solucionar o problema colocado anteriormente, sendo 4 > 0, existe c tal
que 3¢ =4 e, esse ¢ € R € tnico, por conta da injetividade da funcdo exponencial. Segundo
a bijetividade da fungdo exponencial, podemos notar que para todos os valores positivos
a,b > 0 de modo que a # 1, existe um dnico ¢ € R de forma que a“ = b, mas existem casos
que nao é simples determinar valores de ¢. Com isso, definimos o logaritmo de um nimero

real do seguinte modo:

2

Definicao 8.7 (Logaritmo) O logaritmo de um niimero real x na base a, com 0 < a # 1, é

definido do seguinte modo:

log,x=c<a°=x; com xeR.

O conceito de logaritmo assim definido, nos permite explorar poténcias reais de R além
das racionais, em alguns casos, as poténcias racionais de a* sdo de simples
determinac@o. Porém, o conceito de logaritmo nos permite trabalhar com problemas mais

elaborados, como por exemplo, determinar a solu¢ao da equacdo 3* = 4.

Segundo o Exemplo apresentado na sec¢do 8.3, temos que o valor buscado de x estd
definido devido ao conceito de logaritmo, mas caso o logaritmo nao fosse definido, seria de
dificil percepcao ao aluno determinar qual seria esse valor, causando um “entrave” quanto
a abordagem das poténcias a* em sala de aula, dificultando a solucdo de problemas dessa
natureza. Posteriormente na secdo 8.3.1, definimos a func¢do logaritmica, que € importante
que o professor trabalhe-a de modo adequado, pra que o aluno possa ter uma compreensao

melhor quanto ao estudo das poténcias a*, com x € R.

8.3.1 Definicao da funcao logaritmica

Segundo colocamos nos Teoremas 8.12 e 8.2, temos que a funcdo exponencial é
bijetiva e, consequentemente serd invertivel, conforme citamos na se¢dao 7.1. Assim,

segundo a defini¢do 7.1, existe uma funcdo g : Ry — R de forma que:

a) g(a*) = x; paratodo x € Ry;

b) a8®) = y; para todo y € R.
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A funcdo que atende as condicdes a e b, € justamente a funcdo logaritmica,
que definimos do seguinte modo:

Definicao 8.8 (Funcio logaritmica) Seja a > 0 e diferente de 1. Definimos a
Juncdo logaritmo de base a como sendo a inversa da funcdo exponencial de base a. E,

a simbolizamos da seguinte forma:

8- R+ — R
x+—g(x) =log,x; com x>0, 0<a##l
Essa funcio, € a inversa da func¢io exponencial e, cumpre as condi¢des a e b descritas

na 7.1. Inclusive, € importante observar que:

log,a" =ucR=d"=a" < u=x (8.37)

d%%* =y e Ry = log,x=logu=v<a’ =u=x. (8.38)

Logo, por (8.37) e (8.38), temos que a fungcdo g atende a definicio 7.1 e,
consequentemente, ¢ inversa da funcdo exponencial.

Assim como a funcdo exponencial, a funcdo logaritmica é continua pois, sendo g
inversa de f, implica que g deve estar definida em todo o dominio R e, assim como a

func¢do exponencial, a funcao logaritmica é crescente para a > 1 e decrescente para 0 < a < 1.
Observe o Teorema 8.16:

Teorema 8.16 A funcdo logaritmica é crescente para a > 1 e decrescente se 0 < a < 1.

Demonstracdo.  Tome u,v € R e sejam x1,x2 € Ry de modo que u =1log,x; e v =1og,x;.
Com isso, dividimos o problema em dois casos:
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ca>1

Para a > 1, conforme vimos na subsecdo 8.2.1, se x; < xp, temos que a" < a” = u <v,

consequentemente, temos log, x| < log, x> e, g € estritamente crescente.

e O<ax1

Por outro lado, tomando 0 < a < 1, segundo a subsegcdo 8.2.1, temos que x| < X,
temos que a” < a" = u < v, ou seja, x| > xy = log, x| < log,x, e, consequentemente,

g é estritamente decrescente.

Conforme o Teorema 8.16, podemos afirmar que a funcao g, assim como a fungao f, é

crescente para a > 1 e decrescente para 0 < a < 1. Graficamente:

Figura 8.3: Grafico da fun¢do logaritmo para a > 1, produzido pelo autor utilizando
GeoGebra

Observando a figura 8.3, sem perda de generalidade vemos que o crescimento
(decrescimento) da funcdo sdo relativamente simples de se identificar por meio do gréfico,
permitindo ao aluno compreender com clareza o crescimento (decrescimento) da funcdo,
em relacdo a identificacdo por meio de calculos algoritmicos, que embora tenham uma

consisténcia matemdtica mais firme, muitas vezes ndo sdao de facil compreensdo por parte
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do aluno.

Por fim, na secdo 8.4, faremos uma breve andlise sobre como os livros didéticos
abordam o conceito de fun¢do exponencial logaritmica, abordando alguns pontos e fazendo
sugestdes sobre como os autores poderiam explanar esse assunto, com o intuito de auxiliar o

professor a trabalhar adequadamente esse conceito em sala de aula.

8.3.2 Simetria entre os graficos das funcoes logaritmica e exponencial

Nessa secdo, discutiremos um pouco sobre a simetria entre os grificos das funcdes
exponencial e logaritmica, em que sendo ambas as fun¢des inversas uma da outra, seus
grificos também sdo simétricos em relagdo a reta y = x, conforme colocamos na sec¢do 7.2 e,
essa propriedade também pode ser explorada e discutida em sala de aula, auxiliando o aluno
a compreender melhor a conexdo existente entre as duas fungdes e, permitindo ao aluno

compreender melhor como esbocar o gréifico de fungdes inversas.
Nas figuras 8.4 e 8.5, esbocamos os graficos das fungdes exponencial e logaritmo para

a>1lepara0 <a <1, em que é visivel observar a simetria dos grificos em relacdo a reta

y = x. Observe:

flx)sa™
alx)=x

hix)=log , x

Figura 8.4: Simetria entre os graficos das funcdes exponencial e logaritmo, para a > 1:

Feito pelo autor usando GeoGebra
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Figura 8.5: Simetria entre os gréficos das funcdes exponencial e logaritmo, para 0 < a < 1:

Feito pelo autor usando GeoGebra

A simetria entre os graficos da exponencial e da funcdo logaritmica, conforme citamos
na secdo 7.2, permite ao professor explorar essa simetria a trabalhar o esboco do gréfico
da funcdo logaritmo, a partir do grafico da exponencial em que o aluno, ao explorar esse
recurso grifico, tende a compreender melhor como essas fungdes se comportam no plano R?

e, observar melhor a relacdo existente entre elas.

8.4 Como os livros didaticos trabalham os conceitos de

funcao exponencial e logaritmica?

Nesta secdo, faremos uma andlise sobre como os livros diddticos abordam os
conceitos de funcao exponencial e logaritmica, buscando fazer algumas observagdes sobre a
forma como os autores abordam esses conceitos e, tomamos trés livros como amostra, cuja

nomenclatura colocamos por Livro 1, Livro 2 e Livro 3.

8.4.1 Analise do Livro 1

O Livro 1 define fun¢do exponencial da seguinte forma:
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(4) Funcdo exponencial
Vamos agora estudar a fungdo exponencial definida por fi)=a .

Definicao
; e R A ™
Dado um numerc real a (@ > 0 e @ = 1), denomina-se + Fique atento 4:
fungao exponencial de base a a funcao f R — R* represen- | R* &0 simbolo gue indica o conjunto dos .
tada pOl'ﬂX) @ para todo x real. Lriﬁfnios-rfai po-sifi\;oi: f{': =_{x_e.]?:-'x_ > 1‘:'!-“/-l
Exemplos: -
- X = L e \/E x
) fd =3 o f0 = (3] O fd) = (V2
b)y=5" d) flx) = (04)" f) flx} =10

Figura 8.6: Definicao de funcdo exponencial - Livro 1

Conforme podemos notar, a defini¢do utilizada pelo autor € definida corretamente, de
modo claro e de boa compreensio por parte do leitor, 0 que a nosso ponto de vista € de
grande valia. Posteriormente, o autor faz mengao as seguintes propriedades:

Observando =sszs tabelas e esses graficos, concluimos que:

» o grafico da fungao exponencial n3o toca o eixo das abscissas, ou seja, f(x) = @ ndo assume o valor zero
(ndo existe x real tal que flx) = 0) e intersecta o eixo das ordenadas no ponto (0, 1);

* o grafico de f(x) = 7°n3o tem pontos nos quadrantes lil e IV;

» quando a > 1e x varia da esquerda para a direita, a curva apresenta um crescimento lento enquanto x €
negativo. A medida que x cresce, o crescimento de y se torna cada vez mais acentuado;

» a funcdo exponencial é definida de R em R, logo o seu dominio é R e o seu contradominio & R®.
Como o conjunto imagem também é R?, a funcio exponencial é sobrejetiva [CD(f) = im(f)]. Ento,
temos D(f) = R, CD(f) = R e Im(f) = R%;

» elementos diferentes do dominio de ftém imagens diferentes no contradominio de f D # 2 = flx) = flxa)).
Logo, a funcao exponencial € injetiva;

» como a fungdo exponencial € sobrejetiva € injetiva ela € bijetiva;

* por ser injetiva, flx;) = flx;) somente se x; = x;,isto é,se @" = g2 = x; = xy;

» a funcdo exponencial pode ser crescente ou decrescente;

» valem as seguintes propriedades para a fungao exponencial:
fly=d'=a
flx, + %) =@ =" = a" - @ = flx;)  fixz), ou seja, fix: + x3) = flx) - fx2)
finx) = a™ = (@) = flx))", ou seja, finx) = (f{x))"

Figura 8.7: Propriedades da func¢do exponencial - Livro 1
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Entre as propriedades citadas logo acima, o autor coloca algumas que sdo pertinentes a
bijetividade da funcdo exponencial, que sd@o importantes a se mencionar e, conforme vimos
na figura 7.4, o autor associa a bijetividade de uma fungdo ao conceito de fun¢do inversa,
0 que a nosso ponto de vista é adequado. Posteriormente, o autor aborda os conceitos de

logaritmo e de func¢do logaritmica do seguinte modo:

Dados os numeros reais positivos ae b, coma = 1,se b = ¢,
entdo o expoente c chama-se logaritmo de b na base a. Podemos representar
esta cefinicdo em simbolos: log, b = ¢ & a° = b.com a e b positivose g = 1.

Nessa equivaléncia temos:

Forma logaritmica Forma exponencial
¢: logaritmo (b: poténcia L E _,._ o
log, b = ¢ {a: base de logaritmo  a° = b {a: base da poténcia Quando dizemos
(& logaritmando C: expoente - - ity

refzrindo a um numero.

— — o — - =

Veja mais alguns =xempios:

a) log;81=4 3 =8] q log\;5=2¢=>(\f5_): =5
b}log_,32=—5m(})'=32 d) logs 1= 0es8° =1
Observacoes:
1’} Condicdes de existéncia do logaritmo
Peia definicao,
N>0
log, N exi
8. N existe quando e somente quando {a S Oeg w1

Figura 8.8: Definicdo de logaritmo - Livro 1
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Definicao da funcao logaritmica

A funcio
Ainversa da funcao exponencial de base a é a funcdo log,: R* — R, logaritmicaéa
. - o . i T - Bal -1
que associa a cada numero real positivo x 0 nimero real log, x, SR w
expenencial de

chamado logaritmo de x na base a, com a real positivoe a = 1. i S
Observe que f. R — R, dada por fix) = a*, tem a propriedade f{x; = x;) = f{x;) - fix;). Asuainversag: R =R,
dada por g(x) = log, x, tem a propriedade log, (x; - x) = log, x; + log x..

) &

\ f

| et .

\I F
F, \ /
/ I

Dominio da funcao logaritmica: R*
Imagem da funcao logaritmica: R
Dadas as fungoes f(x) = a* e g(x) = log, x, vimos que g é a inversa de f, pois:

* flgh)=asr =as:" =x

v ol b @

R
2N
F \

un(
p— A
Pl et v s

" g(fx)) = log.0* = x-log;a =x-1=x
como estudamos na pagina anterior.

As funces logaritmicas mais usadas sao aquelas cuja base a € maior do que 1. Particularmente, as de
base 10 (logaritmos decimais), as de base 2 (iogaritmos bindrios) e as de base e (iogaritmos naturais).

Sao exemplos de fun¢do logaritmica as funcdes de R* em R definidas por:

a) fix) = log; x c) h(x) = loge x = In x
b) g(x) = logio x = log x d) ifx) = log ; x
4

Figura 8.9: Definicdo de funcdo logaritmica - Livro 1

Conforme podemos observar logo acima, o autor define a fun¢@o logaritmica como
inversa da exponencial, mostrando a relacdo existente entre as funcdes exponencial e
logaritmica, utilizando corretamente o conceito de funcao inversa, a qual mencionamos na
secdo 7.1. Por fim, o autor faz mencao a simetria entre os graficos das fun¢des exponencial
e logaritmica do seguinte modo:

164



Uma relacdo importante

‘ Ja estucar!?crs, n_a pagina 190, que os graficos de duas funcdes inversas s3o simétricos em relacao
aretay = x (bissetriz dos quadrantes | e Il]). Observe os gréficos das funcdes inversas Jixi=aegix)=

= log, x a seguir.
da>1 bjo<a<]
i
1y F
fix) =2 i PO b i
JiX ey 3 JiX) =i=—]
ol LESman e SlsRet, £ e hissetriz
£ - —mamad
H o
- 3
| gix)=log.x £
B e g
! / "//
..f/.' """ -
SIS st '.'_J_I x i
=7 =¥ i h 32 a4 ;3 :
T+-a i
:';. =2 - . .‘-5""‘,

Obse‘r\raﬁo:'\/eje no grafico do item a (a > 1) que a funcio exponencial cresce rapidamente, enquanto a
funcdo logaritmica cresce muito lentamente. '

Pamreietr )

} Indique as coordenadas de '
, 2lguns pontos simétricosem !
I'_ca.da um dos graficos.

Figura 8.10: Simetria entre os graficos das func¢des exponencial e logaritmo - Livro 1

Aqui, pra concluir, vemos de modo bastante positivo a colocac¢do por parte do autor
citando a simetria entre os graficos, que colocamos na subsecao 8.3.2 como algo relevante a
se abordar, auxiliando ao aluno quanto a seu esboco, em que isso € importante e o professor
deve estar atento quanto a abordagem desse tema em sala de aula. Logo, a nosso ponto
de vista, afirmamos que o autor trabalhou os conceitos de fun¢do exponencial e logaritmica
adequadamente, embora pudesse definir o logaritmo com maior objetividade, auxiliando o

aluno a compreender essa defini¢do com maior clareza.
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8.4.2 Analise do Livro 2

O Livro 2 inicialmente, define funcao exponencial da seguinte maneira:

As fungdes f.R -7,

definidas por
f(x)=b-a"+c, com
a>0,a#1ebz0
podem ser
denominadas do
tipo exponencial.

"Funcao exponencial

Uma fungéo f:R—R", definida por f(x)=a" ou y=a*, com a>0 e a1, é
denominada funcao exponencial.

x

« f(x)=7* . g{m:{%] « h(x)=(V6)" m(x)=(0,5)"

Na definigdo, as restrigdes a>0 e a#1 sdo necessarias, pois, caso contrério
nao seria possivel caracterizar uma fungéo exponencial.

- Se a=1, entdo f{x)=2a" seria uma funcéo constante.
f(x)=1=1, para todo xe3
» Se a<0, entdo f(x)=a" ndo & definida para todo x e R, como desejado. Exemplos:

1 A 1
Paraa=-3e x= > temos f[—;—]=l-3)= e (-3)ieR.
Para a=0 e x=-7, temos f(-7)=0"" e 07 ndo esta definido em R.

Figura 8.11: Defini¢do de fun¢do exponencial - Livro 2

Assim como o Livro 1, o autor define fun¢do exponencial de modo claro e sucinto,

sem que hajam confusdes por parte do leitor mas, aqui cabe uma ressalva: por meio de

alguns exemplos, o autor consegue mostrar com uma clareza maior porque a base da funcao
exponencial deve ser positiva e diferente de 1, o que a nosso ponto de vista € importante para
que essa funcdo seja bem definida. Posteriormente, o autor cita as seguintes propriedades:

De maneira geral, temos que:
uma fungdo exponencial é crescente se a>1. Sempre que aumentamos 0s va- |
lores de x, os valores correspondentes de y aumentam, isto &, x,>x,<a* >a".
uma fungdo exponencial é decrescente se O<a<1 Sempre que aumentamos
os valores de x, os valores correspondentes de y diminuem, isto &, x,>x,ea"<a"
o grafico de uma fung@o exponencial é denominado curva exponencial, inter- |
secta 0 eixo y no ponto de coordenadas (0,1) e ndo intersecta o eixo X, sendo
definido acima desse eixo. |

")

Figura 8.12: Crescimento e decrescimento da funcao exponencial - Livro 2
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O autor ao definir fungdo exponencial, determina seus intervalos de crescimento e
decrescimento, mas nao deixa claro ao leitor a bijetividade da fun¢@o exponencial, em que
mesmo a definindo com contradominio R, poderia justificar ao leitor por que a fungdo é
bijetiva, condi¢do essencial para que se defina corretamente a fungdo logaritmica. Posterior-

mente, o autor define logaritmo da seguinte maneira:

Defini(;éc.-

Antes de definirmos precisamente o que é logaritmo, resolveremos algumas
equagdes exponenciais.
¢ FF=81=3"=8"=x=4

Dizemos que 4 é o logaritmo de 81 na base 3, que pode ser indicado por

log,81=4.
X 1 X 1 ’ -3
5 _EzaS —[g) :«5 =5 =>X=—3

' ; : 1
Dizemos que -3 é o logaritmo de —— na base 5, que pode ser indicado por

1 125
Iogs[ﬁ)z—s.

Sejam os numeros reais positivos a e b, com a#1. Denomina-se loga-
ritmo de b na base a o expoente c, tal que b=a°, isto é:

log,b=cea’=b

Nessa representagéo, a é a base do logaritmo, b é o logaritmando e
¢ € o logaritmo.

-2
° Iog464=3<:>43=64 B Iog116=—2@[%J =16

4

« 10g,,100=2 &> 10% =100 * log,1=0=9° =1

Figura 8.13: Definicdo de logaritmo - Livro 2

O Livro 2, cita de modo claro a existéncia do logaritmo, mas ndo relaciona a
existéncia do logaritmo com a bijetividade da funcdo exponencial e, conforme colocamos
anteriormente, permitiria ao leitor compreender existéncia e unicidade do logaritmo com

uma clareza maior. Posteriormente, o autor define a funcdo logaritmica da seguinte maneira:
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ritmir

Estudamos anteriormente que uma fungéo f:R—R’, definida por f(x)=a", com
a>0 e a=1, & denominada funcéo exponencial. Além disso, vimos que essa fungao
é bijetiva e, dessa maneira, possui inversa.

A inversa de uma fungdo exponencial é denominada funcéo logaritmica, que
pode ser definida da seguinte maneira:

Uma fyngao f:R"— R, definida por f(x)=log,x ou y =log, X, com a>0ea#l,
é denominada fungao logaritmica.

Veja no esquema ao lado a representaga@o das fungoes
logaritmica f(x)=log, x e exponencial f'(x)=a".

Na fungdo logaritmica, R} é o dominio, e R, 0 conjunto
imagem.

Bcervo da editors

Sdo exemplos de fungdes logaritmicas:

« f(x)=log, x g(x)=logx h(x)=log 5 x

Figura 8.14: Defini¢do de fun¢do logaritmica - Livro 2

Aqui o autor cita que a funcdo exponencial € bijetiva e possui inversa, o que &
correto mas, nao foi mencionado anteriormente e, ao mencionar isso, o autor preferiu
definir a funcdo logaritmica desse modo, mas acaba ndo fazendo a conexdo com o
conceito de fungdo inversa, que a nosso ponto de vista deveria ter sido explorado pois,
permitiria ao aluno compreender com clareza o significado da expressdo f : Ry — R,
decorrente da defini¢do de fungdo inversa, em que a func¢do exponencial tém dominio R
e contradominio R;. Por fim, o autor aborda a simetria entre os graficos das funcdes
exponencial e logaritmica da seguinte forma:
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Funcao logaritmica e funcao exponencial no
plano cartesiano

Estudamos anteriormente que os gréaficos de duas ‘ungdes inversas séo simétri-
cos em relagdo a bissetriz do 1¢ e do 3° quadrantes do plano cartesiano. Como a
fungdo exponencial e a fungdo logaritmica sédo inversas, os graficos que as repre-
sentam s@o simétricos em relagdo a essa bissetriz.

Veia, em um mesmo plano cartesiano, os graficos das fungdes inversas f(x]=logix
e '-|(x)=2n- "

Nesse caso, as fungdes f e
fioy=log,x f'slo crescentes, pois
a>1.

Agora, veja os graficos das fungdes inversas g(x)=log, x e g”(x)=[-%) ;
2

]

' <

Nesse caso, as fungdes g
e g”' s30 decrescentes,
pois D<ac<l,

Rurstinghes. Acerve
-

Figura 8.15: Simetria entre os graficos das fungdes logaritmica e exponencial - Livro 2

Por fim, nota-se que o autor faz clara menc¢do como os graficos das fun¢des exponencial
e logaritmica sdo simétricos em relacdo a reta x = y e, conforme citamos anteriormente, é
importante pra que o aluno compreenda adequadamente como construir o grafico da funcdo
logaritmica a partir do grafico da exponencial, explorando a ideia de simetria, 0 que a nosso
ponto de vista é de grande importincia pois, permite ao aluno entender o comportamento e

esbocar o gréfico da funcdo logaritmica com maior facilidade.
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8.4.3 Analise do Livro 3

O Livro 3, inicialmente define funcio exponencial da seguinte forma:

FUNCAO EXPONENCIAL

Chamamos de fung¢do exponencial qualquer fungdo de IR em IR definida
por f(x)=a%, ondea € Riea#1.

Exemplos:
1. f(x)=2"

2. f(x)= @—)

Resumindo a definigdo:
f: R > Rdefinidaporf(x) =av,aER]ea#1

Figura 8.16: Defini¢do de fun¢do exponencial - Livro 3

Observando a defini¢do de fungdo exponencial, o autor define-a corretamente, mas
cabe aqui tecer um comentdrio: Tomando R como contradominio, a funcdo exponencial
nesse caso ndo € sobrejetiva e, de que maneira o professor definiria a
inversa da funcio exponencial sem mencionar sua bijetividade? Logo, a nosso ponto de vista
nao seria interessante definir fun¢do exponencial desse modo. Por outro lado, o autor define o

logaritmo da seguinte forma:

DEFINICAO

De um modo genérico, definimos:

Dados dois nlimeros reais e positivos a e b, sendo a # 1, chama-se logaritmo de b
na base a o expoente que se deve dar a base a de modo que a poténcia obtida seja
igual a b.

Indicamos: logb=x& a*=b

Chamamos: b logaritmando
a base
x logaritmo

Figura 8.17: Defini¢do de logaritmo - Livro 3
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Conforme podemos notar, o autor define o logaritmo como expoente, mas ndo
associa sua existéncia a bijetividade da fung@o exponencial, o que a nosso ponto de vista é
inadequado pois, o leitor precisa saber de modo claro a razdo da existéncia desse
expoente, além da justificativa de sua unicidade. Por fim, o autor define a funcao logaritmica

da seguinte forma:

FUNCAO LOGARITMICA

Chamamos de fungdo logaritmica qualquer fungdo de IR* em IR definida
por f(x) = log, x, ondea>0ea# 1.
Exemplos:
1. f(x) =log,x
2. f(x) = log,;x
2

Resumindo a defini¢io:
f: R; » R definida por f(x) =logx,aE R ea=#1

Figura 8.18: Definicdo de funcao logaritmica - Livro 3

Observando a definicdo colocada acima, vemos que o autor define funcao logaritmica
de modo breve, sem associar o conceito de funcio logaritmica a definicdo de func¢do inversa
e, como o autor adotou R como contradominio da fun¢do exponencial, o que a nosso ponto
de vista € um problema, pois caso o autor tomasse R} como dominio, ou seja, o autor nao

definiu a funcdo com a clareza que poderia explorar.

Por fim, o autor ndo menciona a simetria existente entre os graficos das funcdes
exponencial e logaritmica, o que a nosso ponto de vista € um problema pois, permitiria
ao aluno observar e identificar o esbogo do gréfico da fun¢do logaritmica com uma clareza

maior.
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Capitulo 9
Conclusoes

Quanto ao estudo das funcdes, bastante requisitado nos curriculos escolares
Brasileiros, concluimos que o melhor modo de definir uma func¢do é apresentando-a como
um terno, composto por trés elementos: dominio, contradominio e lei de formagao. Além da
funcgdo ser definida por esses trés elementos, o professor deve deixar claro que € importante
estar atento ao modo como estdo colocados, em que a lei de formag¢do admite um papel
importante, que é de fazer a “ponte” entre os elementos do dominio e do contradominio e,

caso essa ponte ndo esteja bem definida, nao se pode definir adequadamente uma funcao.

No tocante as funcdes injetivas e sobrejetivas, observamos que se tratam de temas de
raciocinio um pouco elaborado, “fugindo” da trivialidade apresentada pelos livros
didéticos, em que estas funcdes podem ser identificadas de véarios modos, permitindo ao
aluno identificar essas caracteristicas em exemplos de fun¢des mais complexas, despertando
a mente do mesmo para uma melhor compreensdo dessas funcoes e, no Capitulo 7, vimos
que uma funcdo para ser invertivel, obrigatoriamente deve ser bijetiva, ou seja, injetiva e

sobrejetiva.

Além disso, vimos que para determinar corretamente a inversa de uma funcdo,
devemos estar atentos ndo s a lei de formagdo, mas também ao modo como dominio e
contradominio s3o definidos, em que duas funcdes embora possuam mesma lei de
formacdo, mas caso dominio ou contradominio sejam distintos, consequentemente suas
inversas também serdo distintas. Aqui, fazemos uma consideracdo quanto aos livros
didéticos, em que muitos autores ao abordar o conceito de fun¢do inversa, enfatizam pouco o
uso de exemplos e, quando os apresentam, ‘“determinam” a inversa fazendo apenas
mudanca de varidvel, explorando a lei de formagdo de modo equivocado e,
consequentemente, determinando as inversas de forma equivocada, sem prestar aten¢io ao

modo como dominio e contradominio estdo definidos.

No Capitulo 8, ao abordar os estudos de funcdo exponencial e logaritmica, €
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importante o professor observar que para definir logaritmos corretamente, € necessario
explorar as definicdes de funcdo inversa e funcdo exponencial, pois o aluno tende a
compreender com maior clareza o que vém a ser logaritmo. No tocante aos livros
didéticos, alguns autores abordam as defini¢ches corretamente, mas estabelecem poucas
conexdes entre os conteddos abordados e, a nosso ponto de vista, é necessdrio que os autores
estejam atentos a isso, além de apresentar melhor os exemplos pois, ao mostrar melhores
exemplos, o aluno tende a compreender os temas de forma mais clara e, para que isso ocorra,
o autor deve explorar da melhor forma essas conexdes, favorecendo a compreensado por parte
do aluno, apresentando um sentido mais claro quanto ao estudo das funcdes apresentadas
neste trabalho.

Por fim, acreditamos que a escrita deste trabalho teve a inten¢do de contribuir no
tocante ao Ensino da Matematica no Brasil, por explorar ensino e estudo de temas que talvez
ndo sejam abordados de modo aprofundado na formagdo académica do professor e, com a
leitura desse texto por parte de alguns colegas professores, talvez possamos apresentar aos
alunos uma Matemdtica menos “complicada” e mais “conectada”, explorando as conexdes

existentes entre os temas abordados em sala de aula.
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