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Resumo

SILVA, Bruno Vinicius dos Anjos e, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, dezembro
de 2019. Pontos Notaveis em Triangulos e A Reta de Euler. Orientador:
Luiz Gustavo Perona Aratjo. Coorientador: Justino Muniz Junior.

A dissertacao que sera apresentada explora os aspectos geométricos no estudo dos
pontos notaveis, bem como suas caracteristicas especificas e peculiares. Além disso,

abordaremos a Reta de Euler e a Circunferéncia de Nove Pontos.

Palavras-chave: Matematica. Ensino. Ciéncia.



Abstract

SILVA, Bruno Vinicius dos Anjos e, M.Sc., Universidade Federal de Vicosa, December,
2019. Notable Points in Triangle and the Euler Line. Adviser: Luiz Gustavo
Perona Aratjo. Co-adviser: Justino Muniz Junior.

The dissertation that will be presented explores the geometric aspects of the notable
points study, as well as its specific and peculiar characteristics.Furthermore, we will

discuss Fuler Line and the Nine-Point Circle theorem.

Keywords: Mathematics. Teaching. Science.
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Introducao

Desde as antigas civilizagoes, passando pelos Gregos e até os dias atuais, os
triangulos tem sido objeto de estudo quanto a sua utilizacao, por exemplo, na movi-
mentacao dos astros, bem como quanto as suas caracteristicas especiais, como nas
propriedades das Cevianas e da Mediatriz. As Medianas do triangulo se cruzam
em um ponto comum(Baricentro) e se dividem na razao 2:1. As Mediatrizes sao
retas perpendiculares aos lados do triangulo em seus respectivos pontos médios e se
interceptam no(Circuncentro), que é o centro da circunferéncia circunscrita ao tri-
angulo. As Alturas partem de cada vértice perpendicularmente aos seus respectivos
lados opostos ou prolongamentos dos mesmos,se interceptam no (Ortocentro). As
Bissetrizes dividem os angulos internos do triangulo em partes iguais e se cruzam
em um tunico ponto(Incentro), que é o centro da circunferéncia inscrita ao triangulo.

O Baricentro, Circuncentro, Ortocentro e Incentro sao os conhecidos como
os pontos notaveis de um triangulo.

O (Baricentro, Circuncentro e Ortocentro) possuem caracteristicas préprias,
bem definidas, que coexistem de forma independente, mas surpreendentemente sao
colineares. A reta que contém esses trés pontos é conhecida como A Reta de Fuler.
Um elemento matemético que carrega em seu nome o peso de ter um dos maiores e
mais brilhantes cientistas que contribuiu em varios campos da matematica.

Leonhard Euler, nasceu em 15 de abril de 1707 e morreu em 18 de setembro
de 1783. Foi o matematico mais prolifico na histéria. Os 866 livros e artigos dele
representam aproximadamente um terco do corpo inteiro de pesquisa em matematica,
teorias fisicas, e engenharia mecanica publicadas entre 1726 e 1800. Em matemaética
pura, ele integrou o calculo diferencial de Leibniz e o método de Newton em andlise
matemadtica; refinou a nogao de uma funcao; criou muitas notagoes matematicas
comuns, incluindo o e , i , o simbolo do pi(7) e o simbolo do sigma; introduziu as
funcoes transcendentais beta e gamma.

E fato que para definir uma circunferéncia, basta dispormos de trés pontos
distintos nao alinhados. Nao necessariamente um quarto ou quinto ponto estara
sobre essa circunferéncia. Nove pontos distintos! Seria possivel estarem sobre a
mesma circunferéncia? E se nao fossem pontos quaisquer? E se esses pontos fossem
formados a partir de pontos notaveis com caracteristicas proprias e inicas? Também

12



Capitulo 1. Introducao 13

Figura 1.1: Reta de Euler

apresentaremos a Clircunferéncia de Nove Pontos. Como e porque esses pontos podem
ser garantidos em uma mesma circunferéncia independente do triangulo escolhido.

Figura 1.2: Circulo de Nove Pontos e a Reta de Euler

A Reta De FEuler e a Circunferéncia de Nove pontos serao tratados nessa dis-
sertacao a partir de demonstragoes geométricas. A abordagem em sala de aula em
turmas de ensino médio também serao temas da dissertacao. Para tanto usaremos
aplicativos ou programas computacionais que facilitem a visualizacao e um melhor
entendimento de todos os teoremas a serem demonstrados. Nesse contexto trabalha-
remos exclusivamente com o programa Geogebra. Partindo de nogoes primitivas e
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tendo como alicerce teoremas envolvendo triangulos semelhantes e as cevianas do
triangulo, sera apresentada uma visao geral e aplicada a Clircunferéncia de Nove
Pontos.

De forma mais surpreendente essas duas propriedades, Reta de Fuler e Circun-
feréncia de Nove Pontos nao s6 coexistem mas se relacionam com propriedades e
teoremas especificos que serao também amplamente exploradas nessa dissertacao.

Essa dissertagao sera dividida da seguinte maneira: No Capitulo 2 a andlise dos
casos e particularidades na semelhanca e congruéncia de triangulos. Anélise essa que
serd util no desenvolvimento da propriedades dos pontos notaveis. O Capitulo 3 trata
das cevianas, explora propriedades, teoremas e demais caracteristicas. No Capitulo 4
dessa dissertagao culminamos no desenvolvimento da Circunferéncia de Nove Pontos
e da Reta de Fuler.Finalmente, no quinto capitulo foram desenvolvidas atividades
em sala de aula que tem como metas, uma andlise detalhada, mas ao mesmo tempo
interessante, dos elementos notaveis e ainda trazendo, como principal objetivo, fazer
com que os alunos, em sua prépria curiosidade e com a devida orientagao, percebam
as caracteristicas de formagao da Circunferéncia de Nove Pontos e da Reta de Euler.



2

Congruéncia e Semelhanca de Trian-
gulos

Estima-se que o inicio do uso da congruéncia e semelhanca de triangulos se deu
no Egito aproximadamente no ano 600 antes de Cristo com Tales de Mileto. A
pedido de um farad, teria sido utilizada sombra e projecoes para determinar a altura
da piramide de Quéops. Atualmente, percebemos vérias aplicacoes no dia a dia para
semelhanca, como nas fotografias, maquetes, plantas baixas, entre outros. Nessa
secao, estudaremos defini¢oes, caracteristicas e teoremas que irao nortear as bases
para todas as demonstracoes dos capitulos seguintes.

2.1 Congruéncia de triangulos

Nesse primeiro momento, citaremos algumas defini¢oes que garantirao um melhor
entendimento de congruéncia e semelhanca de triangulos. Para maiores detalhes a
respeito dessas e de outras definigdes, consultar: [3].

Definicao 2.1: Dois segmentos sao congruentes se possuem a mesma medida ou
comprimento.

Definicao 2.2: Dois angulos sao congruentes se possuem a mesma medida.

Definigao 2.3: Dois triangulos ABC' e DEF sao congruentes se for possivel definir
uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que sejam congruentes
os pares de lados correspondentes e também sejam congruentes os pares de angulos
correspondentes. Assim, definida a correspondencia A <+ D, B +» E e C + I entre
os triangulos ABC' e DEF, se A 13, B~ E, C ﬁ, AB =2 DE, BC 2 EF e
CA = FD, dizemos que os dois triangulos sdo congruentes, o que denotamos por
ANABC =2 ADEF

Para maior entendimento e facilidade nas demonstracoes, estudaremos congruéncia
de triangulos a partir de alguns casos particulares que chamaremos de “casos de
congruéncia’.

15
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Figura 2.1: ANABC =2 ADFEF.

Postulado 2.4 (1° caso de Congruéncia de Triangulos (L.A.L.)): Dados dois
Triangulos ABC e DEF,se AB = DE, B~ FeBC EF, entdo AABC = ADEF.

Figura 2.2: L.A.L.

Como esse primeiro caso de congruéncia é um postulado, vamos assim assumi-lo
como verdadeiro e a partir dele, demonstrar os demais casos de congruéncia de
triangulo.

Teorema 2.5 (2° caso de Congruéncia de Triangulos (A.L.A.)): Dados dois
triangulos ABC' e DEF se A~D , AB =~ DFE ¢ B E entao os triangulos sao
congruentes.

Demonstracao. Considere os triangulos ABC' e DEF satisfazendo as hipdteses
do teorema. Seja F} um ponto da semirreta DF tal | que I DF, = AC. Comparemos
os triangulos ABC e DEF,. Como AB = DFE A DeAC ~DF, segue que
eles sao congruentes pelo caso L.A.L.. Portanto, ABC = DEFl. Desse fato e da
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hipétese segue que DEF = DEFl. Assim, ﬁ = l?}?l coincidem. Portanto F' e
F} sao o mesmo ponto e temos AABC = ADEF.

Figura 2.3: AABC = ADEF.

O

Teorema 2.6 (3° caso de Congruéncia de Triangulos (L.L.L.)): Se dois

triangulos ABC e DEF tém os trés pares de lados correspondentes congruentes,
entao AABC =2 ADEF

Demonstracdo. Consideremos os triangulos ABC e DEF tais que AB = DF,
BC=2FEFeCAZFD.

T

L e m————— e ——————

Figura 2.4: ANABC = ADEF.

No semiplano determinado por ﬁ e que nao contém o ponto A, consideremos
uma semirreta de origem B formando com BC um angulo congruente a DEF'.
Escolhamos sobre ela um ponto D; tal que BDi= DE. Pelo caso L.A.L., obtemos
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AD{BC = ADEF. Vamos mostrar agora que AABC = AD,BC'. Seja H um
ponto que AD; corta B? . Vamos supor primeiro que H esta entre B e C', como

na Figura 2.4
Como os triangulos BD1A e C'AD; sao isésceles, temos BAD, = BD1A e
CAD; = CDA. Além disso temos que

mBAC = mBAD, + mDyAC = mBD,A +mAD,C = mBD,C.

Dai, pelo caso L.A.L., segue que AABC = AD;BC. No caso em que B esta
entre H e C, como na Figura 2.5, ou ainda no caso em que C' esta entre B e H, é
demonstrado analogamente que ADBC = ADEF e NABC = AD,BC.

T

Figura 2.5: AABC = ADEF.

Em ambos os casos, por transitividade, obtemos AABC = ADEF. Analise-
mos agora o caso em que H = B (Figura 2.6), isto é A,B e D; sao colineares.

Figura 2.6: AABC = ADEF.
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Nesse caso A ﬁl Sabendo que em um triangulo isésceles os angulos da
base sao iguais (veja [3]), e , por transitividade A = D. Novamente, pelo caso
L.A.L., obtemos AABC = ADFEF. Os outros dois casos, H = C' ou C entre B e

H sao andlogos.
O

Teorema 2.7 (4° caso de Congruéncia de Triangulos (L.A.A.)): Sejam ABC
e DEF dois triangulos tais que AB =2 DE, B~ E e (C = F. Entdo AABC = ADEF.

Demonstracao. Consideremos os triangulos ABC e DEF, e X um ponto da
semirreta BC tal que BX = EF. Consideremos inicialmente X entre B e C.

Figura 2.7: AABC = ADEF.
Pelo Postulado L.A.L. obtemos AABX = ADEF. Disto, portanto, obtemos
AXB =~ DEF(»)

Mas AX B é um angulo externo do AAXC, do qual ACX éum angulo interno
nao adjacente. Logo, pelo teorema do angulo externo ([3]), AXB > ACX e,
portanto, pela hipdtese, AXB > DF E, o que contradiz (*). Se tivéssemos C'
entre B e X, demonstrariamos analogamente que AXB < DFE , 0 que novamente
contradiz (*). Logo o ponto X coincide com C| e portanto AABC = ADEF.

]

Em geral, L.LL.A. nao fornece um caso de congruéncia de triangulos, mas existe um
caso especial, o caso do triangulo retangulo, o qual deduzimos do teorema anterior.

Teorema 2.8 (Teorema da Hipotenusa e do Cateto): Sejam ABC e DEF
dois triangulos retangulos. Se a hipotenusa e um cateto do AABC' sao congruentes
com as partes correspondentes do ADFEF| entao os dois triangulos sao congruentes.

Demonstracao. Consideremos os triangulos ABC' e DEF, com mB =mE = 90,
AC = DF e AB= DEFE.
Tomemos o ponto Q) na semirreta oposta a EF de modo que EQ = BC. Pelo

postulado L.A.L. temos
ADEQ = NABC (xx)
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Figura 2.8: AABC = ADFEF.

O ADQF assim obtido é um triangulo isésceles visto que, por (**) e pela
hipétese, DQ = DF. Logo EFD = EQD. Disso e de (**) decorre que EFD =
BCA. Entao pelo Teorema L.A.A., obtemos ADEF = NABC.

]

2.2 Semelhanca de triangulos

A teoria de Semelhanca de Triangulos tem ampla relevancia em diversos ramos
de estudo como a arquitetura, a fisica e muitas engenharias. Limitaremos o nosso
estudo aos casos relevantes que contribuirao para futuras demonstragoes.

Definicao 2.9: Seja S uma correspondéncia biunivoca entre os vértices de dois
triangulos. Se os angulos correspondentes sao congruentes e os lados correspondentes
sao proporcionais, entao a correspondéncia S é uma semelhanca, e dizemos que os
triangulos sao semelhantes.

Figura 2.9: AABC ~ ADFEF.

Nesse caso, a correspondéncia leva A a D, Ba Ee(C a F.
Em triangulos semelhantes, medidas lineares correspondentes nos dois triangulos
formam a proporgao
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AB BC CA
DE EF FD
em que k é chamada constante de proporcionalidade ou razao de semelhanca entre

k,

os triangulos. Em triangulos congruentes k = 1

Consideraremos a partir desse momento dois lemas, sem no preocuparmos com
maiores detalhes de suas demonstragoes para a introducao de dois importantes
teoremas que serao ferramentas uteis em demonstragoes futuras. Suas demonstragoes
podem ser encontradas em [3]

Lema 2.10: Se trés ou mais retas paralelas determinam segmentos congruentes
em uma transversal, entao determinam segmentos congruentes em qualquer outra
transversal.

Lema 2.11: Dados sois segmentos AB e C'D, temos
AB n

CD m’
onde n e m sao nimeros inteiros positivos se, e somente se, existe um segmento de
comprimento ¢ tal que AB =nce CD = mc.

Teorema 2.12 (Teorema Fundamental da Proporcionalidade): Se uma reta
paralela a um dos lados do triangulo corta os outros dois lados em pontos distintos,
entao essa reta divide os lados na mesma razao.

Demonstracao. Consideremos o triangulo ABC' e uma reta paralela ao lado BC'
intersectando os lados AB e AC nos pontos D e E respectivamente. Vamos mostrar

que
AB AC
AD  AE
A
D E
B C
Figura 2.10

Consideraremos a partir desse momento 2 casos:
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(i)

AB . . .
4p € um numero racional, ou seja,
AB n
AD m’

com m e n numeros inteiros positivos.
Pelo lema (2.11), existe um segmento de comprimento ¢ tal que AD = mc e
AB = nc, e ainda com m < n pois AD < AB.

Consideremos entao em 1@ os pontos Py, P,--- P, -, P,, com Py =
A P,=DeP, =B tais que PP,y; =c,comi=0,--- m,---,n— 1

Figura 2.11
Agora tracemos paralelas & BC por P;,---,P,_;. Estas retas cortam o
segmento AC' em pontos que denotamos por @1, -+ ,@,_1. Pelo Lema 2.10,
existe um numero real positivo d tal que Q;Q;.1 =d parai=0,--- n—1

com Qg = A, Q,, = FE, Q, = C. Portanto AC = nd e AE = md. Assim,

temos:

AC nd n ne AB
AE md m mec AD’
Agora vamos considerar o caso em que ﬁ—g é um numero irracional.

Seja m um numero inteiro positivo. Consideremos na semirreta AB pontos
P =A P, -- P, =D,--- PP,y tais que PP —i+1 = ¢, i =
0,1,--- ;mym+1,--- n, para algum c¢. Dai AD = mcenc < AB < (n+1)c.
Entao temos

n AB n+1

— < —< . 2.1

m  AD m (2.1)
Tracemos paralelas a reta suporte de BC' por Py,---, P,,,. Estas retas
cortam a semirreta AC' em pontos Qyp = A,Q1, - ,Qns1 €, pelo Lema2.10,
temos que existe um nimero real positivo d tal que Q;Q;v1 =d, 1 =0,--- ,n
com Qg = A, AE =md e nd < AC < (n+ 1)d. Portanto obtemos

n AC n+1

— < —=< . 2.2

m AE m (2:2)
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Figura 2.12

De (2.1) e (2.2) obtemos

AB_AC <n+1 n 1
AD AFE

m m m

Como esta desigualdade vale para qualquer nimero inteiro positivo m, temos

AB AC AB AC

AD ~ ag = O owsda T =T

]

Teorema 2.13: Se uma reta corta dois lados de um triangulo dividindo-os na
mesma razao, entao ela é paralela ao terceiro lado.

Demonstracao. Seja ABC' um triangulo qualquer. Consideremos a reta que passa
por DE onde D é um ponto entre A e B, e F é um ponto entre a e C' com

AB AC
AD  AE
Considere a reta DFE; passando por D, paralela a reta suporte do segmento

BC que intersecciona a reta suporte do segmento AC no ponto E.
Pelo Teorema 2.13,

AB _AC
AD  AE;’
e, portanto, 1
D
AE, = AC—.
1= 4075
Mas por hipdtese p
D
AE = AC - —.
¢ AB

Assim, AF; = AE. Logo E = Ej, e a reta suporte do segmento DE é paralela
a reta suporte do segmento BC.
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Figura 2.13

]

Teorema 2.14 (O Teorema de Semelhanga A.A.A.): Dados dois triangulos
AABC e ADEF,se A~ D, B=F ¢ C 2 F, entao AABC ~ ADEF.

Demonstracao. Consideremos os triangulos AABC e ADFEF satisfazendo as
hipéteses do teorema.

A

Figura 2.14

Considere E; e F; pontos de z@ e 1@ , respectivamente, tais que AE; = DE
e AF; = DF. Pelo caso (L.A.L) de congruéncia de tridngulos (Teorema 2.4)
temos que AAFEF; =2 ADFEF. Portanto AElF ABC. Assim as retas suportes
de B, F, e BC sao paralelas ou coincidentes. Se coincidem, entdo pelo caso de
congruéncia A.L.A. temos AAFF; = AABC, e portanto, os triangulos AABC
e ADFEF sao congruentes e dai, semelhantes.

Se as retas suportes de E1F; e BC sao paralelas,entdo pelo Teorema Funda-
mental da Proporcionalidade (Teorema 2.12) temos:

AB  AC
AE AR,
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Como AE, = DE e AFy, = DF, temos

AB  AC

DE  DF’
Analogamente demonstramos que

AC  BC

DF  EF’

Logo AABC ~ ADEF.
O

Corolario 2.15: Se dois triangulos possuem dois angulos iguais entre si, entao o
terceiro angulo também serd igual uma vez que a soma dos angulos internos é igual
a 180 graus. Logo, o caso (A.A.A.) pode ser escrito apenas como (A.A.)

Exemplo 2.2.1: Considere o triangulo AABC. A partir do ponto médio M do
lado AB, trace uma paralela ao lado BC' passando por M e interceptando AC em N.
Temos que AABC ~ ANAM N e consequentemente

BC

MN = —.
2

Figura 2.15: AABC ~ AAMN.

De fato, pelo caso (A.A.A.) os triangulos sao semelhantes uma vez que pelo
teorema das paralelas cortadas por transversais ([3]), B = M e C N. Assim

NABC ~ AAMN Como M é ponto medlo do lado AB, AM = %7 e a razao de
semelhanca é k = 5. Sendo assim J‘g]cv = 5. Consequentemente
B

O segmento M N é chamado de base média do triangulo.
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Teorema 2.16 (O Teorema de Semelhanga L.A.L.): Dados dois triangulos
AABC e ADEF,se A~ D, 48 = 4C entio, AABC ~ ADEF

> DE

Demonstracao. Consideremos os triangulos AABC e ADFEF satisfazendo as
hipdteses do teorema.

A

Figura 2.16

Consideremos F, e F; pontos de ﬁ e 1@ respectivamente, tais que AE; =
DE e AF; = DF. Temos f—g = If—gl. Portanto pelo Teorema 2.13, obtemos que
as retas suportes de £, F} e BC sao paralelas e entdo, temos que ABC = A/E\lFl
e ACB = Aﬁ’\lEl. Mas pelo postulado L.A.L., os triangulos AAFEF; e ADEF
sao congruentes. Portanto temos AElFl ~ DEF e AﬁlEl ~ DFE.

Entio B2 E e C 2 F e assim temos AABC ~ ADEF O]

Teorema 2.17 (O Teorema de Semelhanca L.L.L.): Se dois triangulos AABC
e ADFEF sao tais que vale a relagao

AB AC  BC

DE DF EF

, entao AABC ~ ADEF

Demonstracao. Sejam FE; e F} pontos de /@ e 1@, respectivamente, tais que
AFE, =DFE e AF, = DF.

Decorre da hipdtese que,
AB AC

AE, AR’
segue, usando o Teorema Fundamental da Proporcionalidade, que as retas suportes
de E\Fy e BC sao paralelas. Entdo, temos ABC = AﬁlFl e ACB = AﬁlEl .
Pelo Corolario A.A. temos AABC ~ AAFE; F,. Portanto

E\Fy  AE,

BC  AB’

dai,

AFE; DFE
== BOT—. (2.3)

E1F1 = BC
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D
E F
Figura 2.17
Mas, pela hipdtese, temos
AB  BC
DE  EF’
ou seja
DFE
EFF =BC——. 2.4
1B (2.4)

Das expressoes (2.3) e (2.4), temos que E1 Iy = EF. Entao pelo caso (L.L.L.) de
Congruéncia de triangulos, temos AAFEFy =2 ADFEF, e portanto AElFl ~ DEF
e AF\E, = DFE.

Pelas expressoes anteriores temos B~F eC = F. E novamente do Coroldrio

A.A., segue o resultado.
O



Pontos Notaveis

Nessa secao, estudaremos os pontos notaveis e todas as suas caracteristicas,
teoremas e corolarios que serao uteis nas proximas secoes.

3.1 Baricentro

Definicao 3.1: Mediana é um segmento que parte do vértice do triangulo e vai até
o ponto médio do lado oposto a esse vértice.

Figura 3.1: Os pontos D,FE e F sao pontos médios dos lados BC, AB e
AC respectivamente. G é o baricentro

Teorema 3.2: As trés medianas de um triangulo concorrem em um ponto interno
a esse triangulo chamado de baricentro.

28
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Demonstracdo. Considere o AABC e suas medianas AM e BN que se interceptam
no ponto X. O segmento M N é base média do triangulo ABC', logo M N ¢é metade
de AB.

Figura 3.2

Como MN//AB, AMN =~ MAB, BNM =~ NBA, logo ANMX ~ ABAX e
X estd na terca parte do segmento BN a partir de N.
Considere agora, o AABC' e suas medianas CP e BN que se interceptam no

ponto Y. O segmento N P é base média do triangulo ABC, logo NP é metade de
BC.

Figura 3.3

Como NP//BC, CPN = PCB, PNB = NBC, logo ANPY ~ ABCY eY
estd na terca parte do segmento BN a partir de N.
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Logo X e Y estao sobre o mesmo segmento BN e na terca parte de N até B.
Logo os pontos X e Y sd@o 0 mesmo ponto que é o ponto comum (Baricentro) de
intersecao das medianas.

]

Definicao 3.3: Chamamos de Triangulo Medial, o triangulo com vértices nos
pontos médios dos lados de um triangulo AABC' dado.

Figura 3.4: AM;M5M; é um triangulo medial

Teorema 3.4: Todo triangulo e seu triangulo medial possuem o mesmo baricentro.

Demonstracdo. Considere as medianas AM;, C'My e DM; do triangulo AABC.
O ponto G é o baricentro do triangulo AABC.

Figura 3.5: AM;MsM; é um triangulo medial

Temos que AABC ~ AMy;BM; pelo caso (L.A.L.), logo B]/W\lMg ~ BOAe
BMyM, = BAC'. Assim sao também semelhantes ABM;D com ABCMs; pelo
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caso (L.A.L.). ABM3A com ABDM, pelo caso (L.A.L.) e como C Mz = AM;,
entao M1 D = M,D, logo D é ponto médio do ladoM;Ms e M3D é mediana
desse mesmo triangulo. Analogamente E e F sdo pontos médios de MyM; e
M Mj; respectivamente. Por fim, o ponto G também serd ponto de encontro das
medianas do triangulo AM; My Ms.

]

Teorema 3.5: No triangulo retangulo a mediana relativa a hipotenusa vale metade

dessa hipotenusa.

Figura 3.6: Na figura AD = DC = BD e o angulo B ¢ reto.

Demonstracao. Considere um retangulo ABCFE e suas diagonais AC' e BE se
interceptando no ponto D.

Como AB = EC, BC = AF, pelo Teorema de Pitédgoras, temos que BE = AC.
Como as diagonais se cruzam no ponto médio, entao BD = CD = AD, ou seja,

no AABC, a mediana BD vale metade da hipotenusa AC.
O

Teorema 3.6: O baricentro de um triangulo divide cada mediana desse triangulo
na razao de 1/3 e 2/3, sendo maior a parte mais proxima ao vértice que contém a

mediana.

Demonstracao. Considere o triangulo AABC na figura, sendo D e E pontos
médios de BC' e AC' respectivamente.

Tracando a reta r que passa pelos pontos D e F, temos que r/ /jﬁ, pelo
exemplo(2.2.1), sendo mABE = mDEB e mBAD = mEDA. Como DE &
base média do triangulo ABC entao DE = ATB e por consequéncia F'E = % e
DF = ATF. Logo

BF = %BE, EF = %BE
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Figura 3.7

Figura 3.8: Na figura D e E sao pontos médios dos lados do triangulo
ABC.

AF = gAD, DF = 1AD.
3 3
Sem perda de generalidade as igualdades sao verificadas para a terceira mediana

do triangulo.

[]

Teorema 3.7: O dobro do quadrado de cada mediana ¢ igual a soma dos quadrados
dos lados adjacentes do triangulo subtraido da metade do quadrado do lado que
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possui o pé da mediana, ou seja, como na Figura 3.9, temos:

2 2
2m? :b2+a2—%. (3.1)

Figura 3.9: Na figura a e § sao angulos suplementares.

Demonstracao. No AABC' , BD é uma mediana. Aplicando a Lei dos Cossenos
([2]) nos triangulos AABD ¢ ABDC' temos:

b = +m?* — 2c.m.cos(a) (3.2)
a® = +m?* — 2c.m.cos(3) (3.3)

E ao somar (3.2) e (3.3) temos:

a’?+ b=+ +2m? =2+ 2mP. (3.4)
Portanto,
2 2
2m2:b2+a2——( ) .
2
O]

3.2 Circuncentro

Definicao 3.8: Mediatriz é a reta perpendicular a um segmento passando por seu

ponto médio.

Teorema 3.9: As trés mediatrizes dos lados de um triangulo concorrem em um
mesmo ponto chamado de circuncentro. Esse ponto equidista dos vértices do

triangulo.

Demonstracao. Considere as retas f, g e h, sendo f e g mediatrizes dos lados
AC, BC e F ponto médio do lado AB, respectivamente.Assim F e G sdo pontos
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Figura 3.10: Na figura ABC é um Triangulo qualquer

médios dos lados AC e BC respectivamente.Com isso temos os triangulos ACDE
e AADE congruentes pelo caso (L.A.L.), logo DA = DC. Analogamente,
ACDG = ABDG e DC = DB. Assim o Ponto D estd equidistante de A e de
B. ACED = ANAED pelo caso(L.A.L.). Assim DC = AD. Por transitividade
BD = AD. Sendo assim AAFD = ABFD. pelo caso (L.L.L.). Com isso
mBED = mAFD = 90°, sendo DF | AB e h a mediatriz do lado AB. Assim
as trés mediatrizes passam pelo ponto D circuncentro. [

Exemplo 3.2.1: Se AABC' é um triangulo retangulo em B, entao existe uma
circunferéncia(c) circunscrita a esse triangulo de diametro AC.

A
R
vc

Figura 3.11

Como D é ponto médio do segmento AC, entdo D é centro da circunferéncia(c),
e sendo assim, AD = DC' = BD = R em que R o raio de (c¢) ( Veja Figura 3.7).
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3.3 Ortocentro

Definicao 3.10: Altura é um segmento que parte do vértice do triangulo e chega
perpendicularmente ao lado oposto ou prolongamento desse lado.

Teorema 3.11: As retas suportes das trés alturas de um triangulo concorrem em
um mesmo ponto chamado de ortocentro.

Demonstracdo. Considere um AABC e as retas f , g e h, paralelas aos lados AB,
AC e BC respectivamente. Utilizando os resultados de retas paralelas cortadas
por transversal, ([3]) temos FBA C’EB, FAB = C’EA, ECB = AEC’, EBC =
ACB,DCA =~ BAC,DAC =~ BCA.

Figura 3.12

Logo, pelo caso de congruéncia (A.L.A), AABC = NABF = ANCEB =
ADCA e por consequéncia BF = BE, CE = CD, AD = AF.
Tracemos entao as mediatrizes do triangulo ADEF

Como as retas f, g e h s@o paralelas aos lados do triangulo ABC', as mediatrizes
do triangulo DEF sao perpendiculares também aos lados do triangulo ABC', logo,
sao retas suportes das alturas do triangulo ABC.

Mas na secao anterior (Teorema 3.9), mostramos que as mediatrizes se in-
terceptam em um unico ponto, logo as alturas(ou prolongamentos) do triangulo
ANABC se encontram em um unico ponto, chamado de ortocentro.

]

Corolario 3.12: O circuncentro de um triangulo é o ortocentro de seu triangulo
medial.
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Figura 3.13

Figura 3.14: Na figura AABC é um triangulo acutangulo

Teorema 3.13: O produto de dois lados de um triangulo é igual a altura relativa
ao terceiro lado multiplicado pelo dobro do raio da circunferéncia circunscrita ao
triangulo.

Demonstragdo. Na figura 3.16, como no AABD, AE é altura, entdo

BE
sena = ——, (3.5)
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Figura 3.16
mas pela lei dos senos ([2]),
BD
= 2r, (3.6)
sen «

em que 7 € o raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo AABD.

De (3.5) e (3.6), obtemos
BE BD

AB 2
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Assim,
BD - AB = BE - 2r.

3.4 Incentro

Definigao 3.14: A bissetriz (interna) de um triangulo é um segmento de reta de
extremos em um dos vértices do triangulo e no lado oposto a esse vértice, dividindo
o angulo desse vértice em duas partes iguais.

Teorema 3.15: As trés bissetrizes de um triangulo concorrem em um ponto interno
ao triangulo chamado de incentro. Esse ponto equidista dos lados desse triangulo.

Figura 3.17

Demonstracao. Claramente, duas bissetrizes internas no triangulo se interceptam.
No AABC, Al e BI sao bissetrizes internas do triangulo ABC. A partir
do ponto I considere as perpendiculares [P, IP, e IP; aos lados BC, AC
e AB respectivamente. Como os triangulos P;Al e P,AI possuem E &~ ]/3;
e PLAI = PQA\I, entao pelo corolario (A.A.), AP3AI ~ AP,AI. Mas Al é

hipotenusa comum nos dois triangulos, logo APy AI =2 AP3AI, e assim 1P, =2 I P;.

[

De forma andloga IP; = IP;, e assim [P, = IP, = [P;. Tracando agora a
semirreta suporte de C1, temos os triangulos ACPyI e ACP,I que possuem
a mesma hipotenusa. Como P; = P,, entao pelo caso (cateto e hipotenusa)
ANCPI = ACP I, concluindo que Plal = Pgal , ou seja as bissetrizes se
encontram em [ (incentro) e sdo equidistantes dos lados do triangulo.

]
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Teorema 3.16: Em um triangulo, o pé da perpendicular a uma bissetriz partindo
de um outro vértice fica no lado do triangulo medial oposto ao primeiro vértice
considerado.

Figura 3.18

Demonstracdo. Considere a bissetriz AD do angulo BAC. A partir de B,
tracamos a perpendicular BE ao segmento AD. Essa perpendicular intersecta
AC em H. Como AE é perpendicular a BH e bissetriz de B%AlC, entao E é
ponto médio do lado BH. Tracando as perpendiculares EG e BF ao lado AC
do triangulo ABC', temos que AEHG ~ ABHF pelo caso (A.A.). Logo, como

EH = BFE, temos que
BF
EG =—.
2
Ou seja, o ponto E estara na base média do triangulo ABC, logo estara no lado
triangulo medial.

O



4

A Circunferéncia de Nove Pontos e a
Reta de Euler

A partir desse momento, sera feita uma retomada de todos os conceitos ante-
riores para chegarmos ao cerne de toda dissertacao. Compondo e estruturando a
Circunferéncia de Nove Pontos a partir de construcoes geométricas.

4.1 Circunferéncia de Nove Pontos

Karl Wilhelm Feuerbach(30/05/1800 - 12/03/1834) foi um gedmetra alemao que
leva o crédito pela descoberta da circunferéncia de 9 pontos. Apesar de o problema j&
ser conhecido em referéncias mais antigas, o teorema sé veio a ser demonstrado por
Feuerbach no livro “Eingenschaften einiger merk-wurdigen Punkte des geradlinigen
Dreiecks und mehrerer durch sie bestimmten Linien und Figuren(1822) (Proprieda~
des de alguns pontos especiais no plano de um triangulo, e vérias retas e figuras
determinadas por estes pontos: um tratamento analitico-trigonométrico). Alguns
atribuem a descoberta do teorema a Charles J.Brianchou e Jean Victor Poncelet que
publicaram em 1822 um artigo com o “Teorema da Circunferéncia de Nove Pontos”.

A partir desse momento utilizaremos todas as ferramentas ja demonstradas nos
capitulos anteriores para mostrar como ¢é formada a Circunferéncia de Nove Pontos.

Teorema 4.1: A circunferéncia que passa pelos pés das perpendiculares baixadas
dos vértices de qualquer triangulo sobre os lados opostos a eles passa também pelos
pontos médios dos lados do triangulo. Assim como pelos pontos médios dos segmentos
que ligam os vértices ao ponto de intersecao das perpendiculares.

Demonstracao. Consideremos primeiramente o AABC' com ortocentro O, pés
das alturas H,, H,, Hjs, pontos médios dos lados do triangulo M, My e M3 e
pontos médios do segmentos de extremos em cada vértice e no ortocentro Ny, No
e Ns.

Tragando N1 N3 e M; M, temos que AAOC ~ AN1ON3z e AABC~AM,;BM,,
ambos pelo caso (L.A.L.).

40
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Figura 4.1: Na figura AABC' é um Triangulo qualquer.

Como My, My, N1,N3 sao pontos médios de AB,BC,AO e OC, entao

CA
MMy = NyN3 = CT
De forma andloga ANAOB ~ ANAN1M; e ACOB ~ ACN3Ms,, ambos pelo

caso (L.A.L.). Logo

OB
MlNl - N3M2 = T

Figura 4.2: Na figura M;N;N3M; é um paralelogramo.

Como M{N,//OB// NsM, e, uma vez que a reta suporte de OB é perpen-
dicular a AC, que por sua vez é paralelo a M; M, e Ny N3, entdo temos que os

angulos internos do quadrilatero M; Ny N3Ms sao retos.
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Figura 4.3: Na figura M;N;N3M, é um retangulo.

Perceba que as diagonais desse retangulo sao os segmentos Ny M, e N3M;.
Esse fato sera usado posteriormente na demonstracao.

De forma analoga podemos construir o retangulo M; Ny N3 M3 e também o retan-
gulo Ny Ny My Ms.

Repare, nas Figuras 4.3 e 4.4, que a diagonal M; N3 é comum aos retangulos.
Nas Figuras 4.3 e 4.5 a diagonal M; N, também é comum, e nas Figuras 4.4 e 4.5,
a diagonal M,N; é comum nos retangulos destacados.

Repare ainda que o Ponto P pertence a todas essas diagonais e é ponto médio
dessas.

Portanto, concluimos que M; N3, M3Ny e NiM, sdo todos congruentes(as
diagonais de um retangulo sao congruentes [3]) e com ponto médio P. Sendo
assim 6 dos 9 pontos sugeridos compoem a circunferéncia ¢ de raio PM;, por
exemplo.

Resta-nos concluir que os pés das alturas Hy, Hy e H3 também sao pontos
desse circulo. De fato, como M; N3 é um didmetro da circunferéncia ¢ de centro
Pe le/l\lNg é reto, entao H; é ponto da circunferéncia. Para mais detalhes ver
Teorema 3.5 e Exemplo 3.2.1

Analogamente, Hy e H3 sao pontos da circunferéncia c.

4.2 Reta de Euler

Muitas vezes, de forma erronea, a Circunferéncia de Nove Pontos também é
chamada de “Circulo de Euler”. Na verdade, Euler provou que em qualquer triangulo
o circuncentro, o baricentro e o ortocentro pertencem a uma mesma reta.
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Figura 4.5: Na figura N;NoMsMj3 é um retangulo.

Teorema 4.2: O circuncentro, o baricentro e ortocentro de um triangulo sao
colineares. Além disso, o baricentro divide o segmento cujas extremidades sao o
circuncentro e o ortocentro na razao 1:2.

Demonstracao. Considere o triangulo AABC' e os pontos médios M,, M, e
M. dos lados BC', AC' e AB respectivamente. Repare que pelo Caso (L.L.L.)
(Teorema 2.17), os triangulos AABC e AM,M,M,. sdo semelhantes na razao 1:2.
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Além disso as retas suportes das alturas do triangulo AABC' coincidem com as
mediatrizes do triangulo AABC. Assim temos o ponto O como circuncentro do

triangulo AABC

Figura 4.6

O quadrilatero AM M, M, é um paralelogramo, pois suas diagonais AM,
e M,M, se cruzam no ponto Q que, sendo assim, é ponto médio do segmento
M,M, (as diagonais de um paralelogramo se cruzam no ponto médio [3]). Ou
seja, os triangulos AABC' e AM,M,M,. possuem as mesmas retas suportes de

suas medianas. Consideremos o ponto G como baricentro desses triangulos.

A

Figura 4.7

Pelo Teorema 3.6 AG = 2M,G, e por semelhanga, AH = 2M,0. AH e OM,
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sdo ambos perpendiculares a BC, logo HAG = G]\/ZGO. Portanto AAGH ~
AM,GO com razao de semelhanca %, edal AGH = M,GO.
Assim O, G e H sao colineares e OG = %GH.

Figura 4.8

]

Teorema 4.3: O centro da Circunferéncia de Nove Pontos pertence a Reta de
Fuler. Mais ainda, tal centro é o ponto médio do segmento que une o circuncentro e
o ortocentro do triangulo.

Demonstracao. Considere o triangulo AABC' com suas alturas AH,, BH,, me-
diatrizes my, ms e ortocentro e circuncentro respectivamente O e R. O ponto
K é ponto médio do segmento que une ortocentro e vértice A, e por defini¢ao,
pertence a Circunferéncia de Nove Pontos. O Ponto H; é pé da altura AH; e
também pertence a circunferéncia de nove pontos. M; é ponto médio do lado BC
do triangulo AABC e, por sua vez, também pertence a Circunferéncia de Nove
Pontos.

Como AH; 1L BC, entao AK Hy M é retangulo com KI/-I\lMl reto.

Consideremos ainda o ponto médio I do segmento K M;.

Pelo Teorema 3.5, I equidista de K, Hy e M;. Logo I é o centro da Circunfe-
réncia de Nove Pontos.

Considere a Reta de Euler e sua intersecdo com o segmento K M; em um ponto
P. Mostraremos que P é ponto médio de K—]\/.fl, logo P = 1. Como AH, é altura
do AABC e m; é mediatriz do lado BC, entdao AH,//m,. Assim,P]%Ml ~ POK
e OKP ~RM,P.

Logo

AMRP ~ AKOP.
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Figura 4.9

Figura 4.10

Mas, por definicao OK = %, logo a razao de semelhanca entre o AABC e o
triangulo medial é 1;2, e como R é ortocentro do triangulo medial AM; My Ms,.
Sendo M, e M;3 pontos médios de AC' e AB respectivamente, entao RM; = OK.

Assim APRM; = APOK e consequentemente PK = PMj.
O

Lema 4.4: Os raios das circunferéncias circunscritas a triangulos semelhantes estao

na mesma razao de semelhanca.
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Demonstracdao. Considere o AABC' e o ADEF semelhantes, sendo E’Ef), B~F
e C >~ F. Assim, % = % = % = K. Considere R, e Ry os centros das
circunferéncias circunscritas aos triangulos AABC e ADFEF respectivamente.
Temos AR; = BRy = CR; e DRy = ERy = F'Ry. Mas, pela Lei dos Senos (veja

[2]), temos:

BCA: ACA _ ABA — 9AR,
senA  senB  senC

e _ _ _
EFA _ DFA _ DEA —9DR,
senD senFE senF
Assim, L L
AB _ DFE
2AR, 2DR,’
Portanto,
2AR, AB AR,
= — =K.
°DR, DE _ DR,
A
I, D
>,
5 A INAC £ LA F

Figura 4.11

]

Teorema 4.5: O raio da Circunferéncia de Nove Pontos é metade do raio da

circunferéncia circunscrita ao triangulo.

Demonstracdo. Considere o triangulo AABC' e os pontos médios My, My e My
dos lados BC', AC e AB respectivamente.

Uma vez que MMy, My Ms, MyMs sao bases médias do AABC', temos que
ANABC ~ AM;M;M;z na razao 2 : 1. Exemplo 2.2.1

Considere os circuncentros R; e Ry dos triangulos AABC e AMyMsMs;
respectivamente. Por definicao, a Circunferéncia de Nove Pontos de raio ro passa
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Figura 4.12

por My, My e M3. Também a circunferéncia circunscrita ao AABC' de raio
passa por A, B e C.
Logo

r = —.

O

Definigao 4.6: Considere o AABC' de ortocentro O. O triangulo AM; My M;,
sendo M;,My e M3 pontos médios dos segmentos AO, OB e OC' respectivamente, é

chamado Triangulo de Fuler.

Figura 4.13
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Teorema 4.7: O Triangulo de Euler é congruente ao triangulo medial de um dado
triangulo.

Demonstracao. Considere o AABC, de ortocentro O. Considere ainda os pontos
médios My, My, M3 e O, O,, O3 dos segmentos AB, AC, BC', AO, OB e OC

respectivamente.

M,

Figura 4.14

Como MMy, M Ms e MyMj sao bases médias do triangulo AABC, entao
esses segmentos valem metade dos lados BC, AC' e AB, respectivamente. Ou

seja, L
BC

AB
e MlMQZ —_—.

M2M3 = 77 MlMS =

ais
(]

Por outro lado, 0105, 0103 e 0503 sao bases médias dos triangulos AABO,
ANACO e ABCO, respectivamente. Logo,

AB
2

<[]
<[

0,04 = ) 0,05 = € 0203 =

Portanto, pelo caso de congruéncia de triangulos (L.L.L), temos que

AMyMyMs = AO3050;.



Atividades

Nesse capitulo, iremos sugerir atividades que poderao ser realizadas dentro do
contexto escolar.Para isso, utilizaremos como ferramenta basica o programa de
construgoes geométricas Geogebra. Ressaltando que a utilizacao de tal programa
é um facilitador de aprendizagem. Inicialmente a proposicao é que todas essas
atividades sejam aplicadas no ensino médio, objetivando a observacao qualitativa dos
resultados aplicados em varios aspectos das construgoes geométricas. Eventualmente
essas atividades podem ser aplicadas no ensino fundamental II, adaptando o grau de
dificuldade e interpretacao das construcoes. Um objetivo primério, tanto aplicada no
ensino fundamental quanto no médio, é tornar pratico o entendimento das construcoes
dos pontos notaveis, bem como os teoremas envolvendo esses Pontos Notdveis,
Clircunferéncia de Nove Pontos e da Reta de Euler. Em um segundo momento, tentar
provocar curiosidade em novas construgoes e teoremas nos triangulos.

5.1 Atividade 1

PRE REQUISITOS: Saber fazer construcoes basicas usando régua e compasso.

PUBLICO ALVO: Alunos do ensino fundamental a partir do oitavo ano e
médio até a terceira série. Preferencialmente grupos de até 20 alunos para melhor
acompanhamento.

METODOLOGIA: Em principio, aula expositiva para introduzir o assunto e
na sequencia uso do aplicativo Geogebra com participacao ativa dos alunos em
estagoes individuais.

RECURSOS UTILIZADOS: Quadro e pincel para a aula expositiva e sala
com computadores para aplicacao dos resultados discutidos em sala de aula.

OBJETIVOS: Levar o aluno a concluir as propriedades dos elementos notaveis
citados a seguir. Concluir, por meio do uso do aplicativo, a formacao da Reta de
FEuler.

Inicialmente serd realizada uma aula introdutéria sugerindo a atividade que sera
proposta para 5 aulas de 50 minutos. As duas primeiras aulas mostrarao a construgao
de cada um dos pontos notaveis utilizando régua e compasso. A partir desse momento,
utilizaremos o aplicativo Geogebra.

Utilizando o programa Geogebra, construa um triangulo de vértices ABC

50
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Marque os pontos médios M, N e P dos lados AB, AC e BC.

)

) Trace as medianas CM, BN e AP.

(c) Marcar o ponto de encontro () das trés medianas tracados.
)

Movimente um dos vértices do triangulo AABC' e observe o que acontece com
as medianas tracadas anteriormente.(Figura 5.1) Repita o processo com os
demais vértices.

Figura 5.1

Perguntas:
(P;) Como é chamado o ponto Q7
(P,) E possivel, movimentando o tridngulo, fazer com que o ponto )

“saia”do triangulo ABC? Em caso afirmativo, por que isso acontece?

O objetivo é fazer com que os alunos comprovem experimentalmente uma
carcteristica ja explorada em sala de aula, o fato de baricentro e incentro
sempre estarao dentro do triangulo.

Figura 5.2

(P;) Encontre uma razao para as medidas dos segmentos AQ e QN.
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(Ps)

(F5)

Figura 5.3

A razao encontrada em (P3;) muda ao movimentarmos os vértices do
triangulo ABC?

Aqui os alunos devem perceber que mesmo alterando os tamanhos das medianas
por meio da movimentacao dos vértices do triangulo ABC, a razao 2:1 nao
sera alterada nos segmentos determinados pelo baricentro.

A razao encontrada em (P;) é a mesma para BQ e QN? E para CQ

e QM?

Em seguida, na mesma figura ja desenhada no Geogebra,

(e)

(f)

Trace as perpendiculares r, s e t aos lados AB, AC' e BC' passando respectiva-
mente por M, N e P.

Marcar o ponto de encontro R das trés retas tracadas.(Veja Figura 5.4)

Para melhor visualizagao, podemos suprimir as medianas tragadas na parte
anterior do trabalho. Permanecendo apenas o ponto (), intersecao dessas
medianas.

E possivel, movimentando o triangulo, fazer com que o ponto R
“saia”do triangulo AABC? Em caso afirmativo, por que isso acon-
tece? Veja (Figura 5.5)

O aluno, nesse momento, podera verificar que quando o triangulo é obtusangulo,
o circuncentro estara fora do triangulo. Também é uma caracteristica citada
na aula expositiva, mas nao experimentada.

Nesse momento, suprima as retas mediatrizes tracadas anteriormente, conser-
vando o ponto R de intersecao dessas mediatrizes.
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Figura 5.5

(g) Tracar a reta que passa pelos pontos R e ) e coloca-la com uma marcacao de
destaque. (Veja Figura 5.6)

(h) Trace as semirretas perpendiculares aos lados do tridangulo AABC, AH,, BHo
e C'H3 partindo, respectivamente de A, B e C' e com Hy, Hy e H3 pontos dos
lados ou dos prolongamentos dos lados do triangulo AABC.

(i) Marcar o ponto de encontro T das trés semirretas tragadas.(Veja Figura 5.7)

(j) Movimente um dos vértices do triangulo ABC' e observe o que acontece com 0s
elementos tragados anteriormente. Repita o processo com os demais vértices.

(Pr) E possivel, movimentando o tridngulo, fazer com que o ponto 7T
“saia”da reta que passa pelos pontos () e R?
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Figura 5.6

Figura 5.7

Aqui o objetivo é fazer com que o aluno perceba que esses trés pontos estao
sempre alinhados.

Que conclusao podemos chegar, sabendo que () é o ponto de encon-
tros das medianas(baricentro), R é ponto de encontro das mediatri-
zes(circuncentro) e 7' é o ponto de encontro das alturas(ortocentro)?

O objetivo é que, a partir das observagoes dos alunos, seja definido o elemento

Reta de Fuler e comecar a citar as caracteristicas a partir dai.

Utilize o triangulo ABC' do exemplo anterior, mantendo na figura a Reta de
FEuler, os pontos médios dos lados e os pontos R, S e T. (Veja Figura 5.8)
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Figura 5.8

5.2 Atividade 2

PUBLICO ALVO: Alunos do ensino fundamental a partir do oitavo ano e
médio até a terceira série. Preferencialmente grupos de até 20 alunos para melhor
acompanhamento.

METODOLOGIA: Em principio, aula expositiva para introduzir o assunto.
Na sequéncia uso do aplicativo Geogebra com participagao ativa dos alunos em
estagoes individuais.

RECURSOS UTILIZADOS: Quadro e pincel na aula tedrica. Sala com
computadores para aplicacao dos resultados discutidos em sala de aula.

OBJETIVOS: Levar o aluno a concluir as propriedades dos elementos notaveis ci-
tados a seguir. Concluir, por meio do uso do aplicativo, a formacao da Circunferéncia
de Nove Pontos e sua relagao com a Reta de Euler.

(a) Em uma nova circunferéncia trace as mediatrizes dos lados do triangulo. Marque
o ponto R, intersecao das mediatrizes. Trace a circunferéncia que passa pelos
vértices do triangulo AABC'. (Veja Figura 5.9)

(b) Movimente os vértices do triangulo e observe o que acontece com o ponto R.

(P;) Como determinar o raio da circunferéncia obtida?

Nesse momento o objetivo é que o aluno perceba que em uma circunferéncia
circunscrita, o raio é calculado de maneira simples, medindo-se a distancia do
circuncentro a qualquer um dos vértices.

(c) Exclua as mediatrizes e a circunferéncia obtida nos itens anteriores e trace as

bissetrizes AB1,BBse C' B3 e o ponto S, intersecao dessas bissetrizes.
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Figura 5.9

(P,) Como determinar o raio da circunferéncia de centro em S e que esta
inscrita no triangulo?
Nesse momento, como pré-requisito, os alunos ja sabem que hé uma circunfe-
réncia inscrita no triangulo, mas o cédlculo do raio dessa circunferéncia é mais
trabalhoso que o calculo do raio da circunferéncia circunscrita.

Figura 5.10

(d) Trace a perpendicular SX, ao lado AC' do tridangulo e desenhe o segmento SX.
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Repita o processo para o lado AB com o segmento SY e para o lado BC com
0 segmento SZ.

(e) Trace a circunferéncia que passa pelos pontos X, Y e Z. (Veja Figura 5.11)

Figura 5.11

(f) Movimente os vértices do triangulo AABC' e observe o que acontece com a
circunferéncia e com os pontos X, Y, Z e S.

Nesse momento, é importante destacar que essas sao duas circunferéncias
importantes no triangulo e que podem ser obtidas através da bissetriz e da
mediatriz. O objetivo agora é encontrar uma outra circunferéncia que também
seja especial em suas caracteristicas.

(g) Utilizando a figura do exemplo (5.1), trace uma circunferéncia que passe pelos
pontos N, M e P.

(h) Movimente os vértices do triangulo AABC e observe, intuitivamente a rela¢ao
da Reta de Fuler com a circunferéncia tragada.

(i) Retorne a figura os pontos Hy, Hy e Hj, pés das alturas do triangulo AABC.
(j) Movimente os vértices do triangulo ABC' e observe se os pontos Hy, Hs e Hj

continuam na circunferéncia tragada anteriormente.(Veja Figura 5.13)

Nesse momento, serd importante destacar para os alunos que ja existem 6
pontos destacados nessa circunferéncia. Independente da movimentacao com
os vértices do triangulo AABC' os pontos continuam sobre a circunferéncia.

Até entao temos uma circunferéncia de 6 pontos, mas que ainda teremos mais
3 pontos a serem destacados.

(k) Tracar os segmentos BT, AT e CT
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(1)

(m)

Figura 5.13

Marcar os pontos X1,X, e X3, intersecdo dos segmentos BT, AT,CT com a
circunferéncia anteriormente tragada. (Veja Figura 5.14)

Movimente os vértices do triangulo AABC' e verifique se os pontos assinalados
anteriormente continuam na circunferéncia.

Nesse momento é importante destacar que existem nove pontos, oriundos
de diferentes cevianas e, inicialmente sem conexao, que sempre estao sobre
uma mesma circunferéncia. Essa circunferéncia é chamada de Clircunferéncia
de Nove Pontos e possui caracteristicas especiais, que serao exploradas nas
atividades seguintes.

Compare os tamanhos dos segmentos BX; e T'X;. A relagao entre es-
ses tamanhos varia quando movimentamos os vértices do tridngulo?
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Figura 5.14

(n) Coloque nas configuragoes da circunferéncia a sua equagao.
(0) Marque o ponto médio D do segmento RT.
(P,) Qual a conclusao em relagao ao ponto D com a circunferéncia?

(p) Marque os pontos D; e D,, intersecoes da reta com a circunferéncia. Determine
o tamanho do segmento D;Ds.

(q) Determine a distancia D Hs, raio da circunferéncia.
(P;) Qual a relagao entre os tamanhos encontrados?

(P;) Qual a conclusao em relacao a reta e a circunferéncia?

Nesse momento, é importante mostrar que essa sao apenas algumas das caracte-
risticas relativas aos dois elementos, circunferéncia e reta, e que outras tantas podem
ser citadas para agucar a curiosidade dos alunos.



Consideracoes Finais

O proposito da dissertacao é trabalhar, a Reta de Fuler e a Circunferéncia
de Nove Pontos. Inicialmente, ha a percepcao de que seria fundamental um bom
embasamento tedrico em relagao a semelhanca e congruéncia de triangulos. O que
levou a uma reflexao de como fazer a abordagem desses dois ultimos contetidos em
sala de aula. Normalmente, tais contetidos sao trabalhados de forma aplicavel em
situacoes cotidianas, mas sem as devidas e amplas implicagoes na construcao de
outras propriedades geométricas.

A construcao dos pontos notaveis em sala de aula ja deveria ser bem assimilada
pelos alunos desde o oitavo ano até a terceira série do ensino médio. Por outro
lado, Cevianas e Mediatriz, apesar de serem elementos de defini¢oes simples, geram
duvidas quando aplicados a triangulos com caracteristicas diferentes em relacao aos
angulos internos. Por isso, o uso do aplicativo Geogebra se tornou essencial para a
percepcao e melhor visualizacao dos alunos. O fato de poderem tracar um triangulo
qualquer e suas cevianas, além de “mexer”com os vértices desse triangulo, alterando
suas caracteristicas, possibilita um padrao maior em relacao a percepcao de todas as
caracteristicas desejadas.

O maior desafio foi o de adaptar toda parte do corpo da dessa dissertagao, que por
si 80, traz uma carga de demonstracoes e definicoes matematicas bem especificas, a
uma aplicacao efetiva em sala de aula. Ao produzir as atividades, o objetivo foi o de
contemplar primeiramente a visualizagao dos pontos notaveis e suas caracteristicas,
e em seguida a utilizacao desses pontos notaveis na construgao da Reta de Euler e a
Circunferéncia de Nove Pontos.

De forma ideal, seria interessante uma prévia adaptacao dos alunos ao aplicativo
Geogebra para que as duvidas e questionamentos se restrijam as caracteristicas dos
pontos notaveis.

Outra fato importante é que, na aplicacao das atividades, ha uma abertura
significativa para questionamentos em relagao as caracteristicas dos pontos notaveis
que propositadamente foram deixadas de fora da atividade para uma abordagem
mais especifica e também para que seja gerada uma curiosidade dos proprios alunos.

Finalmente, a referéncia bibliografica de FEliane Quelho Frota Rezende e Maria
Liicia Bontorim de Queiroz [3] foi ferramenta importante na construgao dos elementos
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geométricos, enquanto Nathan Altshiller-Court[!] forneceu propriedades relacionadas
as aplicagoes das cevianas, da mediatriz nas construcoes de outros teoremas e algumas
relacoes entre Reta de Fuler e a Circunferéncia de Nove Pontos.



Referéncias Bibliograficas

[1] N. Altshiller-Court. College Geometry: An Introduction to the Modern Geometry
of the Triangle and the Circle. Dover publication, Inc., 2007.

[2] M. P. Carmo, A. C. Morgado, and E. Wagner. Trigonometria Nimeros Complexos.
SBM, 3a edicao edition, 2005.

3] E. Q. F. Rezende and M. L. B. de Queiroz. Geometria euclidiana plana e
construgoes geométricas. Editora da UNICAMP, 2008.

62



	Introdução
	Congruência e Semelhança de Triângulos
	Congruência de triângulos
	Semelhança de triângulos

	Pontos Notáveis
	Baricentro
	Circuncentro
	Ortocentro
	Incentro

	A Circunferência de Nove Pontos e a Reta de Euler
	Circunferência de Nove Pontos
	Reta de Euler

	Atividades
	Atividade 1
	Atividade 2

	Considerações Finais
	Referências Bibliográficas

