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Resumo

A ferradura de Smale é uma aplicacao construida tomando um quadrado que é
esticado em um retangulo fino e posteriormente dobrado em forma de ferradura. Esta
ferradura é sobreposta ao quadrado original e o processo é repetido indefinidamente,
fornecendo uma forma geométrica capaz de mostrar a presenca da imprevisibilidade na
dinamica discreta a longo prazo. Este trabalho tem como objetivo geral compreender a
dinamica associada a ferradura e sua relacao com a dinamica simbdlica. A cada iteracao
da aplicagao ferradura, varios pontos sao retirados do quadrado. Estes pontos apresentam
uma dinamica mais simples. Os pontos cujas érbitas permanecem no quadrado formam
um conjunto do tipo Cantor e apresentam um comportamento cadtico. A dinamica da
familia de funcoes quadraticas F, = pz(1 — x), para g1 > 2+ V5, em muito se assemelha
a aplicagao ferradura e também é desenvolvida nesse trabalho. Sua andlise é feita através
de uma conjugacao topoldgica com a aplicacao shift no espago métrico das sequéncias

infinitas de termos 0 e 1.

Palavras chave: Sistemas dinamicos discretos, dinamica simbdlica, caos.
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Abstract

The Smale horseshoe is a map built by taking a square that is stretched in a
rectangle on and then folded into a horseshoe shape. This horseshoe is overlapped the
original square and the process is repeated indefinitely, providing a geometric shape ca-
pable of showing the presence of unpredictability in discrete dynamics. This work has as
general objective to understand the dynamics associated with horseshoe and its relation
with the symbolic dynamics. At each iteration of the horseshoe map, several points are
removed from the square. These points have a simpler dynamic. The points whose orbits
remain in the square form a Cantor like set and present a chaotic behavior. The dynamics
of the family of quadratic functions F), = pz(1l — x), with g > 2 + V5, is very similar
to the map horseshoe and is also developed in this work. Its analysis is done through a
topological conjugation with the shift map in the metric space of the infinite sequences of

terms 0 and 1.

Keywords: Discrete dynamical systems, symbolic dynamics, chaos
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Introducao

Segundo Ferreira (2007), na década de 60, Stephen Smale, um matematico esta-
dunidense, explorou a teoria qualitativa dos sistemas dinamicos de Poincaré, contribuindo
com novas ideias e uma conjectura falsa afirmando que os sistemas dinamicos tendiam a
atingir um comportamento nao estranho, ou seja, afirmava que o caos nao existia. Apos se
deparar com um contraexemplo de sua conjectura, Smale investigou o problema chegando
a conclusao que de fato sua conjectura estava errada por meio da ferradura de Smale. Esta
¢ uma transformacao topoldgica cuja dinamica ajuda no entendimento das propriedades
dos sistemas dinamicos. A ferradura em R? é construida tomando um quadrado, em se-
guida este ¢ esticado em um retangulo e dobrado em forma de ferradura. Esta ferradura é
sobreposta ao quadrado original e o processo ¢é repetido infinitas vezes. Esta fornece uma
forma geométrica capaz de mostrar a presenca da imprevisibilidade da dinamica a longo
prazo em um sistema dinamico.

Considere uma aplicacao f : M — M, onde M é um espaco métrico. Dado
um ponto x € M, podemos aplicar f a este ponto obtendo um novo ponto f(z) € M.
Se repetirmos o processo, obteremos mais um ponto f(f(z)) € M. Continuando esse

processo obtemos uma sequéncia infinita

x, [ (@), f(f(x)), F(F(f(2))), -

de pontos em M chamada orbita de x pela aplicagao f. Para simplificar a notagao

denotaremos

@) =(fefofof o f))

n vezes

Analisar a dinamica de uma aplicagao f é estudar o comportamento de todos

os pontos do dominio da aplicagao apds n iteragoes com n € N. Um sistema dinamico



discreto é a evolucao de uma aplicacao f : M — M, ao longo do tempo. O objetivo nos
sistemas dinamicos é entender a natureza de todas as érbitas, e identificar o conjunto de
orbitas periddicas, eventualmente periddicas, assintoticas, conjunto atrator ou repulsor
ete.

O comportamento das iteracoes de uma aplicacao f : M — M pode ser compre-
endido de maneira geométrica, observando o grafico da aplicacao f e seu retrato de fase.
O retrato de fase é uma figura, que representa o comportamento das orbitas dos pontos
do dominio de f ao longo do tempo. Vamos construir o retrato de fase da aplicacao
f: M — M para M = R. Para construi-lo, junto do grafico da aplicagao f é tracado o
grafico da aplicagao identidade. Em seguida, marca-se um seguimento de reta s;, paralelo
ao eixo y, que liga um ponto x € M, no grafico y = x, até sua imagem f(x), no grafico de
f. Posteriormente é tracado um novo seguimento de reta sy, paralelo ao eixo x, que liga
a imagem f(x) no grafico de f, com o ponto f(x) no gréfico y = z. Continuamos este
processo para compreendermos o comportamento da érbita de z. o Retrato de fase é cons-
truido abaixo do gréfico de f, nele é marcado a trajetéria dos pontos z, f(z), f*(x),.. .,
que foram ligados no grafico de f, pelos seguimentos de reta si, ss, ..., conforme figura 1.

y==

S

——

Figura 1: Grafico e retrato de fase de uma aplicacao f

O conjunto de Cantor é o conjunto construido retirando-se os tercos médios do
intervalo [0, 1]. Ele é muito importante para o estudo da dinamica na ferradura, de fato,
a dinamica mais interessante da funcao ferradura esta limitada ao conjunto de Cantor.

Nele a ferradura é cadtica. Um sistema dinamico é cadtico em R quando a orbita de dois



pontos arbitrariamente proximos se comportam de maneiras diferentes, isto é, pequenas
mudangas nas condicoes iniciais de um sistema resulta em grandes diferengas apds um
nimero suficientemente grande de iteragoes.

Para construir as bases necessarias ao estudo da dinamica discreta de uma funcao,
o primeiro capitulo se dedica a: definir conceitos topoldgicos basicos em R, ao estudo
de espacos métricos, érbitas e do caos. Uma vez bem estabelecidos estes fundamentos,
passamos ao estudo do conjunto mais importante deste trabalho, o conjunto de Cantor, o
segundo capitulo tem como objetivo sua construcao e a demonstracao de suas principais
propriedades. No terceiro capitulo, investigamos o comportamento da familia de funcoes
quadraticas e associamos sua dinamica ao conjunto de sequéncias infinitas de 0’s e 1’s. No
capitulo final é descrito o comportamento da funcao ferradura de Smale, é construida a
sua dinamica simbdlica, e seu comportamento é associado por meio de um homeomorfismo

com o espaco das sequéncias bi-infinitas.



Capitulo 1

Fundamentacao tedrica

1.1 Nocgoes topolégicas em R

Esta secao se dedica a definir uma lista de conceitos e propriedades topoldgicas
elementares referentes a subconjuntos de R. Sao eles: ponto interior a um conjunto,
conjunto aberto, ponto aderente e ponto acumulagao, conjunto fechado, fecho, conjunto
compacto, vizinhanca de um ponto, intersecao e uniao de conjuntos abertos e fechados,
conjunto denso, cobertura e conjunto de medida nula (Lima, 2009a). Para isso, admite-
se que as defini¢coes de intervalo aberto, intervalo fechado e de sequéncia em R sejam

conhecidas.

Definicao 1. Dado um conjunto A C R, um ponto x € A € dito ponto interior de A
quando existe um nimero € > 0, tal que o intervalo aberto (a — €,a + €) estd contido em
A. O conjunto dos pontos x € A interiores a A é representado por int(A) e é chamado o

interior do conjunto A e intervalo (a — €,a + €) € dito ser uma vizinhancga de a.

Definicao 2. Um subconjunto A C R chama-se aberto quando todos os seus pontos sao
interiores, isto €, quando A = int(A).
Exemplo 1. Todo intervalo aberto é um conjunto aberto.

Dizer que um conjunto A € R é aberto é equivalente a dizer que todo ponto a € A

possui uma vizinhanga contida em A.

Definicao 3. Diz-se que um ponto a é aderente a um conjunto X C R quando a € limite
de alguma sequéncia (x,) de pontos x, € X. O conjunto formado por todos os pontos

aderentes a X € dito o fecho de X.



Exemplo 2. Todo a € X € um ponto aderente a X.

Exemplo 3. No intervalo aberto I = (0,1), 1 € I, mas é um ponto aderente a I jd que
1

a sequéncia (x,), com x, =1 — —, n € N/{1}, estd contida em I e converge para 1. De
n

forma andloga, 0 também é um ponto aderente a I. O intervalo fechado [0,1] € o fecho

de I.

Definigao 4. Diz-se que um ponto a é um ponto de acumulagao de um conjunto X C R
quando a € limite de alguma sequéncia (x,) de pontos x, € X, com x, # a para todo

n € N.
Exemplo 4. Todo ponto de acumulagao de um conjunto é wm ponto aderente.
Exemplo 5. O fecho de X € a uniao dos pontos de X com seus pontos de acumulacao.

Exemplo 6. No conjunto X = (0,1)U{2}, todos os pontos do intervalo aberto (0,1) sao
pontos de acumulagao e, portanto, aderentes. Os pontos extremos 0,1 ¢ X também sao

de acumulacao. Porém o ponto 2 € aderente mas nao € de acumulagao.

Definicao 5. Um subconjunto F C R € dito fechado quando todo ponto aderente a F

pertence a F'.

De forma equivalente, ' C R é fechado se, e somente se, todos os pontos de
acumulacao de F' pertencem a F. Em particular, o fecho de um conjunto é um conjunto
fechado. Um intervalo fechado é um subconjunto fechado. Um intervalo aberto nao é um
subconjunto fechado, ja que os extremos sao pontos de acumulagao mas nao pertencem

ao intervalo.

Definicao 6. Um subconjunto X C R ¢é limitado se existe um nimero K > 0 tal que

la| < K, para todo a € X.
Definicao 7. Um subconjunto F C R chama-se compacto quando é limitado e fechado.

Definicao 8. Sejam X e Y subconjuntos de R com'Y C X. Diz-se que Y € denso em
X quando todo ponto a € X € aderente a Y. De forma equivalente, Y € denso em X se

X esta contido no fecho de 'Y .

Proposicao 1. Sobre conjuntos abertos e fechados valem as sequintes propriedades (Lima,

2011a):



i) Se Ay, ..., A, C R sao conjuntos abertos entao a interse¢ao AiN...NA, € um conjunto

aberto, ou seja, a interse¢ao finita de abertos é aberta.

ii) Se (Ax)aer € uma familia de conjuntos abertos, entdo o conjunto A = U Ay € aberto,

XeL
ou seja, a unido de uma familia qualquer de abertos é aberta.
iii) Se Fy,...F, CR sao conjuntos fechados entdo a uniao Fy U ...UF, é um conjunto
fechado, ou seja, a unido finita de fechados é fechada.
i) Se (F)\)xer, € uma familia de conjuntos fechados, entio o conjunto F = ﬂ F\ ¢

AeL
um conjunto fechado, ou seja, a intersecao de uma familia qualquer de fechados é

fechada.

Defini¢ao 9. Uma cobertura de um conjunto X C R € uma familia C = (C))rer de

conjuntos Cy C R cuja uniago contém X.

Definicao 10. Dizemos que um subconjunto X C R tem medida nula se, para todo
e > 0, for possivel obter uma colecao enumerdvel de intervalos abertos I, 15, ..., I,,...

tais que X C U Iy e Z || <€, onde |Ii| é o comprimento do intervalo Ij.
kel kel

1.2 Espacos métricos

O estudo dos espagos métricos é essencial no desenvolvimento deste trabalho,
esta secao destaca as principais propriedades destes espacos. Para definirmos um espaco
métrico precisamos do conceito de métrica, de acordo com Lima uma métrica num con-
junto M é uma funcao d : M x M — R, que associa a cada par ordenado de elementos
x, y € M um numero real d(z,y), chamado a distancia de x a y, de modo que sejam

satisfeitas as seguintes condigoes para quaisquer x, y, z € M:
i) d(z,x) = 0;

ii) Se x # y entao d(x,y) > 0;

iii) d(z,y) = d(y, v);

iv) d(z,z) < d(y,z) + d(y, 2).



Os dois primeiros itens diz que a distancia de x a y é maior ou igual a zero se, e
somente se, x for igual a y. O terceiro item nos diz que a distancia de x a y é uma fungao
simétrica. O quarto item é chamado de desigualdade triangular (Lima, 2011c). Vejamos

alguns exemplos de métricas.

Exemplo 7. Considere o espaco vetorial R?, sejam x = (11,75) e y = (y1,y2) elementos

de R?,

i) d(x,y) = /(x1 — y1)% + (x93 — y2)? é chamada métrica euclidiana;
ii) d'(z,y) = |#1 — y1| + |r2 — y2| é chamada métrica da soma;
iii) d"(z,y) = max{|x1 — y1|, |r2 + ya|} é chamada métrica do maximo.

Observe que d,d’,d” satisfazem todos os itens da definicio de métrica. Em par-
ticular a métrica d é a métrica usual do R? e fornece a distancia entre dois pontos no

plano.

Defini¢ao 11. Um espago métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto e d é uma

métrica em M.

Quando nao houver ambiguidade na métrica de M, dizemos que M é um espago
métrico ao invés do par (M, d). Os elementos de um espago métrico podem ser niimeros,

pontos, conjuntos, funcoes, etc.

Exemplo 8. Um conjunto qualquer A torna-se um espago métrico definindo a métrica
d: Mx M — R, pondo d(x,z) =0 e d(z,y) =1 se x # y. Vamos verificar que d é
uma métrica em A. Pela definicao 7 precisamos provar os quatro itens. Observe que as
condigoes (i) e (ii) sao imediatamente verificadas pela definicao de d. Como d(x,y) =1 e
d(y,x) = 1 para todo x # y temos d(x,y) = d(y,x) o que verifica a terceira condi¢do. Para
provar o item 4 observe que para todo v #y # z, d(z,z) =1, d(z,y) =1 e d(y, z) = 1,

logo d(x,z) < d(x,y) + d(y, z). Esta métrica é chamada de métrica "zero-um”.

Definicao 12. Seja a um ponto no espaco métrico M C R. Dado um nimero real v > 0,
definimos a bola aberta de centro a e raio r como sendo o conjunto B(a;r) dos pontos

de M cuja distancia ao ponto a € menor do que r, ou seja,

B(a;r) ={x € M|d(z,a) < r}.

7



Definigao 13. Sejam (M,dy), (N,dy) espagos métricos. A fungio f : M — N €
continua no ponto a € M quando, para todo € > 0 dado, € possivel obter 6 > 0 tal
que, para todo x € M com dy(z,a) < 9, tem-se dy(f(z), f(a)) <e. A fung¢ao f: M — N

¢ continua quando ela é continua em todos os pontos a € M (Lima, 2011c, 29).

De forma equivalente, podemos definir uma funcao continua em um ponto a €
M em termos de bolas abertas: A funcao f : M — N é continua no ponto a € M
quando, dada qualquer bola By = B(f(a);€), pode-se encontrar uma bola Bj(a;d) tal
que f(By) C By.

Na topologia existem funcoes continuas bijetivas com inversa descontinua.

Exemplo 9. Seja M o conjunto R com métrica zero-um e N o conjunto R com a métrica
euclidiana. A fungao identidade i : M — N definida como i(x) = x € uma bije¢ao e é
continua, mas sua nversa j : N — M, que também é a identidade, é descontinua em
todo ponto. Vamos mostrar que i € continua em um ponto a € R qualquer. Dado € > 0,
tome § = 1/2 e entdo, se x € M e dy(x,a) < 1/2 tem-se obrigatoriamente v = a, pois
para © # a, dy(x,a) = 1. Entao dy(i(z),i(a)) = dy(z,a) = dy(a,a) = 0 < e. Portanto
1 € continua.

A inversa j : N — M ndao € continua para nenhum b € R, pois dado € = 1/2, para
todo § > 0 tem-se que se x # b e dy(x,b) < 9§ entao dy(j(x),7(b)) = dy(x,0) =1 > €.

Portanto j € descontinua.

Para o caso em que a inversa de uma bijecao continua seja também continua,
definimos o conceito de homeomorfismo. Este e conceito de conjugacao topoldgica sao

fundamentais no estudo dos sistemas dinamicos.

Definicao 14. Sejam M e N espacos métricos. Um homeomorfismo de M sobre N é
uma bijecdo continua f: M — N cuja inversa f~* : N — M também € continua. Neste

caso, diz-se que M e N sdao homeomorfos (Lima, 2011c, p. 38).

Definicao 15. Sejam f: A — A e g: B — B duas funcoes, dizemos que [ e g sdo
topologicamente conjugadas se existir um homeomorfismo h : A — B tal que, ho f = goh.

O homeomorfismo h € chamado uma conjugagcao topoldgica.

Do ponto de vista topologico duas fungoes topologicamente conjugadas tem a

mesma dindmica ou seja o comportamento da sequéncia (a, f(a), f*(a),..., f*(a),...) no
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conjunto A tem as mesmas propriedades que a sequéncia (b, g(b), g*(b), ..., g"(b),...) em

B, onde b = h(a).

1.3 Orbitas

Nesta secao vamos estudar o processo de iteragao de uma aplicacao real f. Em
um processo discreto de iteracao de uma aplicacao, buscamos entender o comportamento
dos pontos z, f(x), f*(x),..., f"(z) para grandes valores de n. Nosso objetivo nesta secdo
¢ entender o comportamento das orbitas de uma aplicacao, algumas érbitas sao especial-
mente simples e desempenham um papel fundamental na compreensao do comportamento

da aplicacao.

Definigao 16. A érbita positiva de z ¢ o conjunto de pontos {z, f(x), f*(x),...} de-
notados por O" (z). Caso f seja um homeomorfismo, define-se a érbita negativa de z,
O~ (), como o conjunto dos pontos {z, f (), f2(z),...} e a érbita de z, O(z), como

o conjunto de pontos {f"(x)|n € Z} (Devaney, 1985).

Definigao 17. O ponto x € chamado de ponto fixo se f(x) = z. O ponto x é um
ponto periddico de periodo n se f"(x) = x. O menor valor positivo de n para o qual
f™"(z) = x é chamado de periodo primal de x. Denotamos por Per,(f) o conjunto dos
pontos periddicos de periodo n (ndao necessariamente primal) da aplicagao f.O conjunto
de todas as iteracoes de um ponto periodico forma uma orbita periodica. O conjunto de

todos os pontos periddicos € denotador por Per(f).

Cabem aqui dois comentarios: pela definicao de periodo, este nao é necessaria-
mente o menor natural tal que f"(z) = x, por exemplo, um ponto de periodo 3 também é
um ponto de periodo 6, logo Pers(f) C Perg(f). Por fim, caso f nao seja inversivel e nem

haja ambiguidade, denominaremos a orbita positiva de cada ponto apenas por orbita.

Exemplo 10. A funcio g(x) = 2® tem 0, 1 e -1 como pontos fizos e nenhum ponto

periddico. Na funcio f(z) = 2

—x — 1 0s pontos 1 e -1 sdo periodicos e de periodo 2,
pois f(f(1)) = f(—=1) =1 e de maneira andloga f(f(—1)) = —1. Se a funcdao f possuir
algum ponto fizo k, entdo f(k) =k, ou seja, para determinar os pontos fizos de f devemos
resolver a equacdo polinomial k> —k—1=k = k*—2k—1 =0, logo 1 ++/2 sio os pontos

fixos de f.



Definicao 18. Um ponto x ¢ eventualmente periddico de periodo n se x nao for
periddico mas existir m > 0 tal que f"(z) = f'(z) para todo i > m. Isto é, o iterado
fi(x) € periédico para i > m. Em particular dizemos que um ponto x € eventualmente

fizo se existir m > 0 tal que f™(x) =b e b for um ponto fizo.

Exemplo 11. Seja f uma aplicacao e x um ponto com a orbita definida pela figura 1.1.

Fa)

f3(x)

1@)

\.../

Figura 1.1: Orbita de um ponto eventualmente fixo

T

Neste caso x é um ponto eventualmente periodico de periodo 4, pois na definicdo

18 temos f*(x) = f'(x) parai>m = 2.

Exemplo 12. Seja f(z) = 2> — 2 — 1 0 ponto x = 2 ¢ eventualmente periddico pois

f(2)=2*—-2—1=1 ¢ o0 ponto x =1 € periédico como visto no exzemplo 10.

Exemplo 13. Seja f(x) = 2?, temos que 1 é um ponto fizo pois f"(1) = 1, para todo

n € N. Por outro lado, f(—1) =1, logo —1 € eventualmente fizo.

Definicao 19. Sejam p um ponto periodico de periodo 1 e n € N. Um ponto x é dito

assintdtico a p se lim (f)"(x) = p. O conjunto de todos os pontos assintdticos a p é
n—o0

chamado de conjunto estdvel de p e denotado por W*(p)(Devaney, 1985, p. 19). Em

particular se 1 =1 entao p é um ponto fizo.

Se p for nao periddico, definimos o conjunto assintético como o conjunto de pontos
x tal que |f"(z) — f"(p)| = 0 quando n — oco. Se f for inversivel, podemos considerar
pontos assintoticos inversos deixando n — —oo na defini¢ao acima. O conjunto de pontos

assintdticos inversos de p é chamado de conjunto instével de p e denotado por W*(p).
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Exemplo 14. Seja f(z) = 2*. Entdo W*(0) sdo todos os pontos tais que lim (f)"(z) = 0,
n—oo

logo W#(0) € o intervalo aberto —1 < x < 1. Como f ¢ inversivel e f~(z) = /x entdo se

x € (0,1), a drbita de f serd uma sequéncia crescente e limitada, portanto convergente,

e lim /x = 1. Portanto |f"(z) — f"(1)] = 0. Se z € [1,+00) a drbita de f serd uma

n—o0

sequéncia decrescente e limitada, portanto convergente, e também teremos lim {/x = 1.
n—oo

Logo |f™"(x) — f7"(1)| — 0 para todo x € (0,+00). Entio W*(1) € o eizo real positivo.

A derivada da iterada f™ em um ponto p é representada por (f™)'(p). Pela regra

da cadeia,

(™' ) =N ) - F () f(p)-

Definicao 20. Seja p um ponto periodico de periodo n. O ponto p € dito hiperbolico se
(/™) (p)| # 1. O nimero (f™)'(p) € chamado de multiplicidade do ponto periddico.

Proposicao 2. Sejam f de classe C' e p wm ponto fivo hiperbélico com |f'(p)| < 1.

Entao existe um intervalo aberto U de centro p tal que se x € U, entao

lim (f)"(x) = p.

n—oo

Demonstragao. Como f ¢ de classe C', emiste ¢ > 0 tal que |f'(z)] < ¢ < 1 para

T € [p—€p+e|, ouseja f € lipschitziana. Pelo teorema do valor médio (Lima, 2009a,

p. 272) f(x) — f(p) = f'(c)(x — p), onde ¢ estd entre x e p.

[f(x) =pl = [f(2) = f(P)| < cle =p| =[x —p| < ces < e

Portanto | f(x) —p| < € ou seja f(x) esta contido no intervalo [p—e,p+e€]. Como

|f(x) — p| < €, entdo vale o Teorema do Valor médio, com a mesma constante, para o

ponto f(x), logo

f*(z) = pl = |f(f(2)) = p| < c|f(z) —p| < cele—p| = |z —pl.
Indutivamente,
|[f*(2) = pl < " —pl,

11



Como 0 < ¢ < 1, temos lim ¢" = 0, portanto f"(p) — p. [ |

n—oo
Definigao 21. Seja p um ponto periddico hiperbdlico de periodo n com |(f™)'(p)| < 1. O

ponto p é chamado ponto periodico atrator.

Se p é um ponto periddico atrator, entao existe um conjunto A com p € A,
tal que f"(A) — p quando n — oco. A vizinhanga de um ponto periédico atrator com
periodo n é chamada conjunto localmente estavel. Em particular, para n = 1, pontos
fixos atratores podem ser de trés tipos, a saber, aqueles em que f'(p) =0, 0 < f'(p) < 1
e —1 < f'(p) < 0. O comportamento préximo a esses tipos de pontos fixos é ilustrado na

figura 1.2.

@ b (e

TN e mN TSN P

——

Figura 1.2: Tteragoes de f quando a: f'(p) =0,0: 0< f'(p) <lec:—-1< f'(p) <0

Exemplo 15. Seja F,(z) = px(l — ) com p > 1. F, tem dois pontos fizos, a saber, 0 e
pu = (. —1)/p. Observe que F,(x) = p(1 —2x) e portanto F,(0) = p e F,(n) =2 — p,

logo 0 ¢ um ponto repulsor para > 1 e p, € um ponto atrator para 1 < pu < 3.

1.4 Caos

Para compreender a aleatoriedade das d6rbitas em um sistema dinamico precisa-

mos definir o caos. Esta secao possui esta finalidade.

Definicao 22. Uma aplicagao f : J — J € dita topologicamente transitiva se para

qualquer par de conjuntos abertos U, V. C J existe k > 0 tal que f*(U)NV # 0.

Em outras palavras, uma aplicagao f é topologicamente transitiva se tem a se-

guinte propriedade: tome dois abertos A, B quaisquer em J. Existem pontos em A que
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eventualmente se movem, através de alguma iteracao, até B. De maneira que o sistema
dinamico nao pode ser decomposto em dois conjuntos abertos disjuntos que sao invarian-
tes segundo f. Um conjunto X diz-se invariante por uma aplicagdo f quando f(X) C X.
Em particular, a existéncia de uma orbita densa em J implica em f ser topologicamente

transitiva.

Definicao 23. f : J — J é sensivel as condi¢coes iniciais se existir 0 > 0 tal que para

todo x € J e toda vizinhanca V' de x, existiry € V en >0 tal que d(f"(x) — f"(y)) > 0.

Uma aplicacao é sensivel as condigoes iniciais se pontos arbitrariamente proximos
de = se distanciam de z pelo menos § pelas iteracoes de f. E importante observar que nem
todos os pontos proximos de z precisam se distanciar de x em alguma iteracao, mas deve
haver pelo menos um ponto desses em cada vizinhanga de x. Isto significa que pequenos
erros em sistemas sensiveis as condigoes iniciais, como por exemplo arredondamentos
numéricos, podem ser ampliados a cada iteragao. Segundo (Devaney, 1985, p. 50), um

sistema dinamico cadtico é da seguinte forma:

Definicao 24. Seja V' um conjunto. f:V — V é caodtica se:
i) f € sensivel as condigdes iniciais.

ii) f € topologicamente transitivo.

ii1) Pontos periddicos sao densos em V.

Uma aplicacao cadtica é imprevisivel, nao pode ser decomposta em subconjuntos
abertos invariantes e possui um elemento de regularidade. Um sistema cadtico é impre-
visivel por causa da dependéncia as condic¢oes iniciais, nao pode ser decomposto em dois
subsistemas que nao interagem sob f devido a transitividade topoldgica, e apesar deste

comportamento aleatorio, os pontos periddicos sao densos.

Exemplo 16. A fun¢ao quadrdtica F(x) = 4x(1 — x) € cadtica no intervalo I = [0,1],

este exemplo € estudado com mais detalhes no capitulo 3.
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Capitulo 2

O conjunto de Cantor

Georg Ferdinand Ludwig Phillip Cantor nasceu em Sao Petersburgo, Russia, em 3
de margo de 1845. Comecou a estudar matematica no Instituto Politécnico em Zurike, e foi
transferido para prestigiada Universidade de Berlim. Se destacou na teoria dos nimeros,
foi o primeiro a descobrir que existem conjuntos infinitos com diferentes cardinalidades ao
provar que nao pode haver uma correspondéncia biunivoca entre os naturais e o conjunto
dos numeros reais. Sua demonstracao hoje leva o nome de Processo de diagonalizacao
de Cantor (Lima, 2013). Dentre as varias contribui¢oes de Cantor para a matematica na
teoria dos conjuntos, destaca-se o conjunto que leva seu nome, o conjunto de Cantor. A
construcao deste estranho conjunto, nos leva a pensar que seja um conjunto vazio, porém

¢ um conjunto infinito e nao enumeravel. Passemos a construcao do conjunto de Cantor.

2.1 A construcao do conjunto de Cantor

Consideremos o intervalo I = [0,1] da reta real, retirando o intervalo aberto

1
( ), conhecido como o ter¢co médio de I, obtemos o conjunto

3’3
1 2
=10,-|uU|Z1
C(1 |:073:| U [37 :|7

ou seja, C é o conjunto dos pontos restantes de I.
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Cli

Figura 2.1: Construgao do conjunto C}

Continuando o processo para obtermos o conjunto de Cantor, remove-se o tergo

1 2 78
médio aberto dos intervalos fechados de (Y, isto é (5, §> e (5, §> . Logo o conjunto Cs
formado pelos pontos restantes de C é da forma

= log]o 53] ] v 5]

(&

0 1/9 29 13 213 79 8/9 1
Cy:

Figura 2.2: Construcao do conjunto Cs

Analogamente obtemos

C—Ol U21U27U 81U219U207U§§U%1
ST e 2779 9’27 277 3 3’27 2779 9’27 27

0 1

I:
1/3 213 1

(f] ZO
0 1/9 2/9 1/3 213 7/9 8/9 1

Cy:

13 1 781 2 19 20 7 5 25 2

TR 9 27 27 3 302 27 9 Tl
C3:0—e o —e oo —e oo —e oo

Figura 2.3: Construcao do conjunto Cj
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Prosseguindo dessa maneira, obtemos a sequéncia de conjuntos C,Cy, ..., Cy, ...
com I DC,DC,D---DC,1DC,---.

1
Note que C é a uniao de dois intervalos fechados de comprimento 3 C5 a uniao
1
de 4 intervalos fechados de comprimento 9’ C5 a uniao de 8 intervalos fechados de com-

1
primento 77 Por inducao obtemos que C), consiste em 2" intervalos fechados, disjuntos

n
e de comprimento (§> . O conjunto de Cantor é a uniao de todos os pontos restantes

apos aplicarmos esse processo para todo n € N.

Definigao 25 (Conjunto de Cantor). O conjunto de Cantor C' € a interse¢do dos con-

Juntos C,,, obtidos através da remocao sucessiva dos ter¢os médios do intervalo I = [0, 1],

ou seja, C' = ﬁ C.

i=0

Observe que o conjunto de Cantor nao é vazio, pois os ponto extremos dos inter-
valos omitidos, tais como 0,1/3,2/3,1 de C}, pertencem ao conjunto. Em geral, em cada
etapa da construcao do conjunto de Cantor sao retirados apenas pontos interiores nos
intervalos da etapa anterior, portanto os pontos extremos de todas as etapas pertencem

a C. A seguir vamos estudar as propriedades deste conjunto.

2.2 Propriedades do conjunto de Cantor

O conjunto de Cantor apresenta uma série de caracteristicas interessantes. E
um conjunto fechado, nao enumeravel, de interior vazio, de medida nula e sem pontos

isolados.
Proposicao 3. O conjunto de Cantor é um conjunto fechado.

Demonstragao. Sejam (C,)nen 08 intervalos abertos retirados durante a constru¢ao do
conjunto de Cantor. Temos que U C,, € um conjunto aberto (Lima, 2009a), entdo seu
neN c

complementar € um conjunto fechado, como C = U Cn ﬂ [0,1] e a interse¢ao de
neN
fechados é fechado concluimos que C' € fechado.

Pela proposigao 3, C' é fechado. O intervalo I = [0, 1] é limitado e C' C I, logo C'

também é limitado, portanto segue a proposicao 4.
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Proposicao 4. C é um conjunto compacto.

Proposicao 5. Os elementos do conjunto C' de Cantor possuem representacao terndria

usando apenas os digitos 0 e 2, isto ¢,

[e.9]

C:{xG[O,l]:x:Z;—npamin:O ou i, = 2}.

n=1 "

Demonstracao. No primeiro passo da construcao do conjunto de Cantor, ao retirarmos

o intervalo aberto (5’ 5) , excluimos os valores de x do intervalo [0, 1] cuja representagao

terndaria, = (0, x1x2x3...)3, tem x1 = 1, com a Unica excegdo de 3= (0,1)3 que perma-
nece.

No segundo passo, excluimos os niumeros reais dos intervalos (%, S) € (g, S) ,
ou seja, aqueles da forma (0,01z3zy4...) ou da forma (0,21z324...), com exce¢ao de dos
numeros % =(0,01);3 e g = (0,21)3 que permanecem.

Este processo continua indutivamente. De modo geral, fica garantido que os ele-
mentos do conjunto de Cantor sao os nimeros do intervalo I = [0,1] cuja representagao
terndria x = (0,x129...)3 SO contém os algarismos 0 e 2, com excecdo daqueles que
possuem um unico algarismo igual a 1 como o algarismo significativo final. Como em
; = (0,221)3 = (0,220222...)3, sempre poderemos substituir o algarismo final 1 pela
sequéncia 222... . Com esta convencao podemos afirmar, sem excegoes, que os elementos

do congunto de Cantor sio os nimeros do intervalo I = [0,1] cuja representac¢ao na base

3 s6 contem os algarismos 0 e 2 (Moura, 2017). |
Proposicao 6. C' ¢ um conjunto nao enumerdvel.

Demonstracao. A demonstracao serd feita por absurdo. Suponha que C seja enu-
merdvel, usando representacoes terndrias podemos escrever todos os elementos de C' da

sequinte maneira

o .

1%:0, C1,1,€C1,2,C1,35 - - -
o .

2°:0, €2,1,C22,C23, ...

o .
3%:0, C31,C32,C33, ...
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usando apenas os digitos 0 e 2. Agora construiremos o sequinte elemento do conjunto C
0,@1,&2,&3, Ce

onde a; € um algarismos diferente de c; j e de 1. Portanto a; é um elemento do conjunto
de Cantor que nao foi listado, logo o conjunto de C' de Cantor nao é enumerdvel. FEste

processo de demonstragao € conhecido como diagonaliza¢ao de Cantor. [ |
Proposicao 7. O conjunto de Cantor possui interior vazio.

Demonstragao. Suponha por absurdo que int(C) # () e ¢ € int(C). Entao pela defini¢ao

de interior existe 6 > 0 tal que

(c=d,c+d)cCC

Logo (¢—6,c¢+6) C ﬂ Ch, ou seja para todo n € N o intervalo (c—9,c+9) C C,,.

=1

1
Como C,, é a uniao de 2" intervalos fechados disjuntos de comprimento 30 o intervalo

(c—0,c+9) deve estar contido em algum intervalo de C,, como lim — =0, existe ng € N
n—oo 3"

1 1
tal que In0 < 0. Mas o intervalo (¢ — 6,c+ 0) tem comprimento 20 > 6 > I Portanto

o intervalo (¢ — §,¢+ 6) € Cy, wm absurdo, logo int(C') = 0. [ |
Proposicao 8. O conjunto de Cantor possui medida nula.

Demonstracao. Na construcao do conjunto de Cantor no n-ésimo passo temos que C'

esta contido na uniao dos 2" intervalos de C,,, onde cada intervalo tem comprimento —

3

Dado € > 0, podemos tomar n € N tal que 30 = (5) < €. Ou seja existe uma cobertura

finita de intervalos abertos C,, sobre C' tal que Z Cn <€, logo C possut medida nula. W
nerl

Proposicao 9. O conjunto de Cantor nao possui pontos isolados.

Demonstracao. Precisamos provar que todo ponto do conjunto de Cantor € de acu-
mulagao. Suponha que um ponto a seja extremidade de algum dos intervalos abertos
retirados de [0,1] para formar o conjunto de Cantor, digamos (a,b). Quando (a,b) foi
retirado, restou um certo intervalo [c,a]. Nas etapas sequintes da construg¢do do conjunto
de Cantor, sempre restam os tercos finais de intervalos do tipo [c,,al, de comprimento

1/3". Portanto o comprimento da sequéncia de intervalos [c,,al, tende a zero quando
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n — oo, logo ¢, — a, consequentemente a € um ponto de acumulacdo. Consideremos
agora o caso onde a € um ponto do conjunto de Cantor mas nao é um ponto dos extre-
mos dos intervalos retirados. Neste caso para cada n € N, a pertence ao interior de um

intervalo [x,,y,] que resta depois da n-ésima etapa da construgdo do conjunto de Cantor.

1
Portanto x, < ¢ < vy, com x,,y, pertencentes ao conjunto de Cantor e y, — x, = 30
Entao lim z, = lim y, = ¢, logo pelo teorema do Confronto, ¢ = ¢; e € um ponto de
n—oo n—oo
acumulacao.
[ |
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Capitulo 3

Dinamica nas fungoes quadraticas Fj,

3.1 A familia de funcoes quadraticas.

Nesta sec@o nos dedicamos ao estudo da familia quadratica F,(z) = pa(l — ).
O comportamento das 6rbitas em [, nos ajuda a compreender vérios fenémenos que

ocorrem nos sistemas dinamicos.
Teorema 1. Seja F,(v) = px(l — x), entdo

. —1
i) F,(0)=F,(1) =0 e F.(p,) = p,, quando p, = NT

i) 0 <p,<1sep>1.

Demonstracao. Seja F,(z) = px(l — z), entdo temos F(0) = p.0.(1 —0) = 0 e
F(1) = p1.(1 —1) = 0. Pela definicio de p, no enunciado, p, € ponto fixo pois

Fp,) = . (“T_l) | (1 - ”T_l> — (—1). (1) _ ’“‘T_l Isto demonstra, (i).

L
1 —1
Seu>1:>0<—<1:>O<1——<1:>O<H——<1:>0<M—<1,
I I Lo I

isto demonstra (ii). |

Teorema 2. Suponha > 1. Se x < 0, entdo F:(.T) — —00, quando n — oo. Da mesma

forma, se x > 1, entio F}}(x) — —o0, quando n — oo.

Demonstracao. Se x < 0, entdo (1 —x) > 1. Multiplicando ambos os lados da desigual-
dade por x, obtemos x(1 —x) < x. Como p > 1, entao px(l—x) < x, dai F,,(z) <z < 0.
Por indugdo, F}'(x) < F/™'(x) < ... < F,(x) <z < 0. Consequentemente F)'(x) é uma

sequéncia decrescente. Fsta sequéncia nao pode convergir. De fato, se convergisse para um
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ponto p, teriamos p < 0. Podemos afirmar ainda que lim F;}H(x) = lim Fg(l‘) =p<0.
n—oo n—oo

Mas da continuidade de F),,

p= lim F:H_l(l‘) = lim F,(F}(z)) = F,(lim F(z)) = F,.(p)

n—oo n—o0 n—o0

Um absurdo, pois p < 0, logo deveriamos ter F,(p) < p. Consequentemente

Fj(z) = —o0. Sex > 1, entao px(l —x) <0 = F,(xr) <0, portanto F}(z) — —cc. N

Como consequéncia desta proposicao, todas as dinamicas interessantes da familia

quadratica ocorrem no intervalo unitario I = [0, 1].

Teorema 3. Seja 1 < pu < 3.

i) F,, tem um ponto fizo atrator em p, = (u— 1)/ e um ponto fizo repulsor em 0.

ii) Se 0 <z <1, entdo

lim F!'(z) = p,.

n—oo

Demonstracao. O item (i) esta provado no exemplo 15. Vamos dividir a demonstra¢ao
do item (ii). Primeiramente facamos o caso 1 < p < 2. Se x € (0,1/2], pela andlise
grdfica de F,, observa-se que F,(x) estd mais prozimo de p, do que x, conforme a figura

3.1.

T e e

Fylo)p ======<

e ]

gl e

Figura 3.1: Gréfico de F), para 1 < p < 2
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Ou seja, quando x # p, tem-se p, > F,(z) > z = |F,(z) —p,| < |z — pul.
Analiticamente podemos chegar neste resultado calculando para quais valores de x a fun¢ao
F,, é maior que a funcdo y = x, isto é calcula-se px(l —x) > v = x(—px + p — 1), logo
0<z< pot = p,, novamente para x € (0,1/2], tem-se p, > F,(x) > x implicando

|Flu(%) — pu| < |2 — pyl, consequentemente, F(x) — p, quando n — oo.

Sexe (1/2,1) e 0 < pu <2 entao

Y

1 1 1
§<$<1:>0<1—m<§:>0<$(1—m)<zl:>0<ux(l—$)<

N | —

ou seja, 0 < Fy(z) < 1/2, entao se x € (1/2,1) = F,(x) € (0,1/2) = F" ' (Fu(x)) — p,
e portanto F'(x) — p, quando n — oo,
1
O caso 2 < < 3 é mais delicado pois 5 < p, <1 eportanto —1 < F,i(pu) <0,
as diferencas de comportamento nas iteragoes de F, para x € (0,1) podem ser vistas na

figura 3.2.

N b:m

Figura 3.2: Iteracoes de F),(z) = pr(l —z) quandoa: 1 <pu<2b: 2<p<3

Vamos provar o caso 2 < p < 3. Seja p, o unico ponto do intervalo (0,1/2)
tal que F,(p,) = pu. Pelo grdfico 3.3 podemos observar que F,([pu,pul) = [pu. 1/4] e
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Figura 3.3: F,(v) = po(l —x) com 2 < 4 < 3

Ou seja F, € [1/2,p,], logo F}'(x) — p, quando n — oo para todo x € [Py, py].
Se v < p,. A andlise grdafica nos mostra que existe k > 0 tal que F,’f(:z:) € [Dusvul,
dai F[f*”(x) — pu quando n — oo. Por ultimo pelo grdfico 3.3 podemos observar que
F.(pp, 1) € (0,p.) e portanto pelo caso anterior F,} — p,. Como o intervalo (0,1)
¢ a unidao disjunta (0,p,) U [Py, pu) U (Pu, 1), entdo F)'(x) — oo para todo v € (0,1).
No caso intermedidrio p = 2 Fy(x) € crescente e limitado no intervalo [0,1/2] portanto

Fl(x) = 1/2 se x € [1/2,1] entao F»[1/2,1] € [0,1/2] novamente Fy(z) — 1/2. |

Portanto o comportamento de F;}(a:) para 1 < p < 2 para n — oo é descrito pela

Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Comportamento da familia de funcoes quadraticas com 1 < p < 2

X F,(r)  Monotocidade de F}(x), n > 1 nll_g)lo F(z)
(—00,0) (—00,0) Decrescente —00
0 0 Constante 0
(0,p,) (0,p,) Crescente Py
Pu Py Constante Pu
(Pu, 1) 0,pu) Crescente Py
1 0 Constante 0
(1,400) (—00,0) Decrescente —00

Se 2 < pu < 3 a fungdo F}} ndo é monétona em (0,p,), (pu, 1) mas Fj} — p, para
todo x € (0,1) quando n — co. Logo podemos estabelecer o comportamento das érbitas

em F}'(x) quando n — oo para 2 < u < 3 pela tabela 3.2.
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Tabela 3.2: Comportamento da familia de fungoes quadraticas com 2 < u < 3

X F,(x)  Monotocidade de Fj(x), n > 1 nlg& F(z)
(—00,0) (—00,0) Decrescente —00
0 0 Constante 0
(0,p,)  (0,1/4) Nao mondétona Py
Pu Dy Constante Du
(pu,1) (0, /4) Nao mondétona Du
1 0 Constante 0
(1,4+00) (—00,0) Decrescente —00

Vamos verificar o comportamento de F(z) para u > 4 quando n — oco. Todos os
pontos fora do intervalo I = [0, 1] sdo divergentes assim como nas drbitas ji estudadas para
0 < p < 3. Observe que F), ¢ uma funcao quadratica e portanto atinge seu valor maximo
em vy, = %, isto significa que para p > 4 existem valores F),(z) > 1, consequentemente
alguns pontos deixam o intervalo I apdés uma iteracao de F),, vamos chamar o conjunto
formado por estes pontos de Ag. O conjunto Ay é aberto e de centro 1/2, pois x, = 1/2,

I — A consiste de dois intervalos fechados, I, na esquerda e I; na direita como pode ser

LN

observado na figura 3.4.

Iy Ay

Figura 3.4: F),(z) = px(1 —x) com p > 4

Se v € Aj entdo F,(z) > 1, dai como ja estudado no teorema 2 Fi(x) <0e
F}(x) = —00. Ay é o conjunto de pontos x tal que Fy,(z) ¢ I, todos os outros pontos de
I permanecem em [ apés uma iteragao de F),.

Seja Ay = {z € I|F,(z) € Ap}. Se x € A; entdo Fi(x) > 1 logo pelo teorema 2
F'(z) = —oo. Por indugio A, = {z € I|F}(z) € Ao}, assim A, = {z € I|F)(z) € I}
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para ¢ < n mas F:H(x) ¢ I, isto quer dizer que A, consiste de todos os pontos que
escapam de [ na iteragao n + 1. Se x pertence a A, significa que sua érbita tende para
—o0. Como ja sabemos o comportamento da érbita dos pontos em A, resta analisar o

comportamento daqueles pontos que nunca escapam de I, ou seja, o conjunto

]_(gAn)

Vamos chamar este conjunto de A. Para entender qual é este conjunto de pontos
vamos descrever cuidadosamente a sua construgao.

Como Aj consiste de dois intervalos fechados, Iy na esquerda e I; na direita,
observe que F), é crescente em I, decrescente em [y e F,(Iy) = F,(I;) =[0,1] = I. Logo
existe um par de intervalos abertos , um em I e outro em I; que sao levados para Ay por
F,,. Portanto este par de intervalos é o conjunto A;.

Considere agora I — (Ag U A;), este conjunto consiste em 4 intervalos fechados
transformados monotonamente por F, em um dos conjuntos Iy e ;. Consequentemente
F 5 transforma cada um deles em I. Portanto cada um dos quatro intervalos I — (AgU A;)
contem subintervalos aberto que sao transformados por F 3 em Ag. Logo estes pontos

saem do intervalo I na terceira iteracao de F), e este conjunto serd chamado de A .

y

i N\

Al Ay Ay X

Figura 3.5: Grafico de Fi
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No grafico 3.5 o conjunto I, é a uniao dos dois intervalos fechados a esquerda
de Ay assim como o conjunto I; é a uniao dos dois intervalos fechados a direita de Ay,
a imagem de cada um deste intervalos é igual a I, logo muitos destes ponto sao levados
a Ap. O conjunto Ay é um intervalo aberto, pois é formado pelos pontos F/(x) > 1, o
conjunto A; é a uniao de dois conjuntos abertos formados pelos pontos x € (Iy U I;) tais
que F,(z) € Ay, o conjunto Ay sio os pontos z € (I U 1) tais que F.(x) € Ay, portanto
pelo grafico 3.5 este conjunto é a uniao de 4 conjuntos abertos.

Continuando desta maneira podemos notar que A, consiste em 2" intervalos
abertos disjuntos, ou seja I — (Ao U...U A,) consiste em 2" intervalos fechados, pois o
nimero de intervalos em (AgU...UA,) é

2" —1
2-1

1424224+, 42"=1+2 =ontl _ 1,

Além disso observamos que F[f“ é uma funcdo mondtona em cada um destes
intervalos de I, De fato o gréfico de F :H se alterna em crescente e decrescente nestes
intervalos. Assim o grafico de F ;}H tem 2" pontos de méaximo local em [ e portanto F;
atravessa a reta y = x ao menos 2" vezes. Isto implica que cada F}; tem 2" pontos fixos.

A construgao de A se assemelha a construcao do conjunto de Cantor; obtido

removendo tercos médios de conjuntos fechados, isto induz a préxima definigao.

Definicao 26. Um conjunto C' é um conjunto de Cantor se for fechado, totalmente desco-
nexo e perfeito contido em I = 1[0,1]. Um conjunto € totalmente desconezo se nao possui

nenhum intervalo e perfeito se cada ponto for um ponto de acumulagdo (Devaney, 1985,

p. 37).

Vamos provar que A é um conjunto de cantor, esta demonstracao é dividida nos
lemas as seguir. O primeiro lema diz respeito ao médulo da deriva de F),. Ele é essencial

para garantir que A seja desconexo.
Lema 1. Se u > 2+ /5, entdo |E)(z)| > 1, para todo x € Iy U 1.

Demonstracao. Vamos determinar as extremidades dos conjuntos Iy e I para uma
iteracao de F),. Por definicao InU I, = I — Ay, entao devemos determinar quais valores
x tais que F,(x) > 1.

pr(l—x)=1
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, para todo p > 4.

_ 2 _ 4 2_4
o VA OM,/:AH\/QM 7
"

21

I Ao I

PV pE Ve A
2u 20

Figura 3.6: Extremidades dos intervalos Iy e [;apds uma iteracao de F),

1
o o 1|, para

— 24 + 24
Pelo o grafico 3.6, I, = |0, a a ,u] e ] = a K a
todo > 4. Os intervalos Iy e I1 sao simétricos em relagao ao eixo da parabola do grifico
de F,,, portanto a andlise feita sobre Iy também se aplica a 1. No intervalo Iy, a funcao

F(x) = p(l —2x) = p — 2ux € decrescente, e atinge seu minimo no extremo da direita.
2 —4
Vamos calcular F), (M a ,u) :

2p
p— /=4 p— /=4
I 24
— 2 _ 4
F[L<M 2’[; M) = V=4

Como p1 > 245 implica u® —4p > 1, temos que se p > 2+/5 entdo |FL ()] > 1.

Lema 2. Se u > 2+ V5, entdo A é um conjunto totalmente desconezo.

Demonstracgao. Suponha que existam x,y € A com x # y préoximos o suficiente para que

[z,y] € A. Para u > 245 existe A > 1 tal que \F;(a)\ > A\ para todo o € A, pela regra da
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cadeia temos |(F}) (a)] > A" para todo a € [x,y], podemos escolher n grande o suficiente
para \"|x—y| > 1. Pelo teorema do valor médio |F; (x)—F}(y)| = F,(a)lx—y| e portanto
|Ey(z) — EJ(y)| > A"z —y| logo |F}(x) — F}(y)| > 1, isto significa que a distancia entre
Fl(z) e F//(y) € maior que 1 e portanto pelo menos um deles nao pertence ao intervalo

I o que contradiz [x,y] € A. Logo A € totalmente desconezo. |
Lema 3. A € um conjunto fechado.

Demonstracao. Como A ¢é a intersecao de conjuntos fechados, A € fechado.

Lema 4. A € um conjunto perfeito.

Demonstracao. Dado um ponto x € A e um numero € > 0, precisamos mostrar que
existe um ponto y € A tal que x # y e |x — y| < e. Isso € equivalente a mostrar que x
¢ um ponto de acumulacao em A. Entao seja Ay um intervalo no qual x pertence. Pela
regra da cadeia, dentro deste intervalo, |(F)') (z)] > \". Usando o teorema do valor médio

para um ponto y # x pertencente ao mesmo intervalo, temos que
[F"(z) = F™(y)] > A"z =yl

Como |F"(z) — F"(y)| < 1, a desigualdade acima garante que

T -yl < -
T — —_—.
) "

Vamos tomar y como um dos dois intervalos de Ay, lembrando os extremos de

todos os intervalos Ay pertencem a A. Agora basta tomar o valor n de modo que

Teorema 4. Se > 2+ /5, entio A é um conjunto de Cantor

Pelos Lemas 2, 3, 4, é satisfeita a definicao 26, de conjunto de Cantor. Logo A é

um conjunto de Cantor.
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3.2 Dinamica simbolica

Nesta se¢ao vamos fornecer um modelo para a estrutura dinamica da funcao
quadratica F), no conjunto de Cantor A. Para isto, precisamos de um espago onde a

funcao atuara. Neste espaco os pontos serao sequéncias infinitas de 0’s e 1’s.

Definicao 27. O conjunto de todas as sequéncias infinitas contendo apenas 0’s e 1’s é
definido por
Yo = {s = (s¢5152...)|s; = 0 ou 1}.

Sao exemplos de elementos de 33 as sequéncias infinitas (000000...), (1001101...) e
(010101...). Nao estamos interessados em convergéncia de alguma delas. Vamos introduzir
uma métrica em Yy de modo a transformé-lo em espago métrico. Sejam s = ($0$12...) €

t = (tot1tz...) duas sequéncias, definimos a distancia entre eles como

[e.9]

Si —tz
d[S,t] = Z |2—’L’

=0

Como |s; — t;| € 0 ou 1, essa série positiva infinita é limitada superiormente pela

série geométrica

1
d[s, t] SZgzz

=0

que é convergente, logo d é bem definida.
Teorema 5. d € uma métrica em .

Demonstracao. Claramente d[s,t] > 0 para todo s, t € 3y. d[s,t] = 0 se e somente se
s; = t; para todo i. Como |s; — t;| = |t; — si|, d[s,t] = d[t,s]. Ser, s et € ¥y, entdo
|7i — si| + |si — ti| > |ri — ti| dai obtemos d[r, s| + d[s,t] > d[r,t]. [ |
Teorema 6. Sejam s, t € ¥y e suponha s; = t; parai=0,1,...,n. Entao d[s,t] < 1/2".

Inversamente, se d[s,t] < 1/2", entdo s; = t; para i < n.

Demonstracao. Se s; =t; para 1 < n, entdo

d[S,ﬂ:iSi;Si‘i‘ i Si;ti

i=0 i=n+1
= 1
i=n+1 2



Por outro lado se s; # t; para algum j < n, entao nos teremos
1 1
dls, 1] > — > —.
sz 52
consequentemente, se d[s,t] < 1/2", entao s; = t; para i < n (Devaney, 1985, p. 41). B

Este resultado nos garante que duas sequéncias em X, sao proximas desde que
seus primeiros termos sejam iguais.
A aplicacao shift elimina o primeiro termo da sequéncia e move todos os outros

termos uma casa para esquerda.
Definigao 28. A aplicag¢io shift o : Y9 — Yo € definida como o(sps182...) = (515283...).
Teorema 7. 0 : X9 — Xy € continua.

Demonstragao. Seja ¢ > 0 e s = (s¢8182...). FEscolha n tal que 1/2" < € e seja
§ = 1/2" Set = (totity...) satisfaz d[s,t] < §, entdo pelo teorema 6, temos s; = t;
para i < n+ 1. Portanto a i-ésima entrada de o(s) e de o(t) sdo iguais para i < n.

Consequentemente dlo(s)o(t)] < 1/2" < e (Devaney, 1985, p. 41). |

A dinamica de o é simples de ser entendida, pontos periddicos de periodo n,
por exemplo, sao sequéncias formadas por repeticao de blocos com n termos, ou seja,
sequéncias da forma s = (Sg...S,-1]S0- .- Sn_1/S0- - Sn_1] - - .). Relembrando que o periodo

considerado nao é, necessariamente, o primal.
Teorema 8. A cardinalidade Per,(o) € 2".

Demonstracgao. Frxistem duas sequéncias em Yo formadas por repeticao de blocos com
apenas um termo, a saber, as sequéncias (0/0|0]0]...) e (1|1|1|1]...) (€ claro que pontos
periddicos de periodo 1 sao também pontos fixos). Quatro sequéncias formadas por re-
peticio de blocos com dois termos, sdo elas, (00/00]00|...), (01]01|01]|...), (10/10]|10]...) e
(11|11|11]...). Como ezistem duas possibilidades para cada termo de uma sequéncia de

Yq, existem 2" possibilidades de blocos com n termos. [ |
Teorema 9. Per(o) € denso em o, ou seja, o fecho de Per(o) € todo o espago ¥o.

Demonstracao. Considere um ponto s = (s9$182...) € Xy dado. Precisamos exibir uma

sequéncia de pontos periddicos T" = (T51{'1y ...) € X9, n € N, que convirja para s. Seja
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7" = (S0 Sn—1|S0 .- Sn_1|...) a sequéncia periddica cujos termos sio os mesmos da

sequéncia s até o n-ésimo termo, pelo teorema 6, temos d[t",s] < 1/2", entdo " — s. A
Teorema 10. Eziste ao menos um ponto s* cuja orbita sob acdo de o é densa em 3.

Demonstracgao. Considere a sequéncia s* € Yo tal que

s*=(Q L 10001 10 11000 001 010 011 .,|0000 0001. ., ...).

~
bloco 1 bloco 2 bloco 3 bloco 4

O primeiro bloco de s* é composto por todos sub-blocos de tamanho 1. O sequndo
bloco € composto por todos os sub-blocos de tamanho dois, e assim por diante. Portanto
alguma iteracdo de o aplicada em s* produz uma sequéncia que € igual a qualquer sequéncia

dada independente da quantidade de nimeros. |

Conforme a definicao 22, uma aplicacao com érbita densa é também topologica-

mente transitiva.

3.3 Dinamica simbdlica de F),

Nesta secao vamos provar que a dinamica de o estudada na secao anterior é

equivalente a dinamica de F), e que F), ¢ cadtica.

Definicao 29. O itinerdrio de x € A € a sequéncia S(x) = s¢s152... com s; = 0 se

Fi(z) € Iy ous; =1 se Fl(x) € I1.
Teorema 11. Se > 2+ V5, entio S : A — ¥y € wum homeomorfismo.

Demonstracao. Primeiro vamos provar que S € injetiva. Seja x, y € A com x # vy, e su-
ponha S(z) = S(y). Entdo para todo n, F(x)}, e F(y), pertencem ao mesmo lado da reta

x = 1/2. Isto implica que F,, € mondtona no intervalo entre F'(x), e F(y),. Consequente-
mente, todos os pontos neste intervalo pertencem a IoU Iy, pois € um intervalo monotono
com extremos F(x),, F(y), € A. Mas se isto ocorrer, o intervalo [F(z);, F'(y),] € A, um
absurdo, pois A € desconexo (Devaney, 1985, p. 44).

Vamos provar agora a sobrejetividade. Seja J C I um intervalo fechado, defini-

mos

Fon(J) = {z € I|F(x) € J}.

o
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A funcgao Fu_l € a pré-imagem de J, observe que se J C I € um intervalo fechado entao
F;:1 consiste de dois subintervalos, um em Iy e outro em I.

Dada s = (808182...) € 2o, precisamos de um x € N com S(x) = s, ou seja,
precisamos de um ponto x € A, tal que, seu itinerdrio seja igqual a sequéncia s. Para isso,

vamos definir o sequinte conjunto
Lsgsy.sn =2 € Ilx € I, Fu(z) € Iy, ., B} (2) € I, }

como o conjunto de pontos x € I, que sequem o itinerdrio s. Em particular, precisamos
mostrar que este conjunto € nao-vazio para garantir a sobrejetividade de S.
Como F;(a:) €l,, <= z¢€ Fl:i(lsi), para i =1,2,....,n, temos que

Logsysn = Loy N F (L) N N E(U,).

m

Afirmamos que Iy, s, € a intersecao de uma sequéncia de intervalos encairados

fechados nao vazios quando n — oo. Note que

Lysys, = I N F;l(fsl) N F;Z([SQ) N F;3([83) Nn...NnF™I,)
= IL,NF,"' (Isl NFE ' (I,)NE*(I,)N...N F,;("—l)(lsn)>

= L,NF;'(IL.s,).

A dltima passagem se justifica pois a intersecao das pré-imagens de dois conjuntos € a

pré-imagem da interse¢dao (Lima, 2009a, p.16). Por induc¢ao podemos assumir que I

1---Sn
¢ um subintervalo nao vazio, de modo que pela observacao acima F,fl([sl...sn) consiste de
dois intervalos, um em Iy e outro em Iy. Portanto Is, N F;l(lslmsn) € um unico intervalo

nao vazio. Fstes intervalos sao encaixados pois

Lsgsn = Lsgsun 0 Fu_n(]sn) C ILsy.ons-

Pelo teorema dos intervalos encaizados, concluimos que ﬂ I,,..s, € ndo vazio (Lima,
n>0
2009a, p.145). Se v € m Iy, s, entao x € I, F,(v) € I, Fi(x) € I, e assim por
n>0

diante. Portanto S(z) = (sos182...). Isto prova a sobrejetividade de S. E importante
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observar que ﬂ I, s, € um unico ponto. Isto seque do fato de S ser injetiva, ja provado
n>0
anteriormente.

Vamos demonstrar a continuidade da aplicagao S em um ponto x € A dado,
tal que S(z) = (805182...). Seja € > 0, escolha n tal que 1/2""" < €. Considere os
subintervalos fechados Iy, 4+, definidos para todas as combinagoes possiveis toty .. .t,.
Esses subintervalos sao todos disjuntos e A estd contido em sua unido. Ezistem 2"
destes intervalos e I, s, € um deles. Portanto podemos escolher 6 > 0 de modo a
garantir que o intervalo (x — 6, x4+ 0) intercepte apenas Iy, s, . Entao se tomamosy € A

qualquer com |x —y| < 9, temos y € Isys,. s, Logo S(y) € igual S(x) nos primeiros n + 1

termos. Seque do Teorema 6 que

d[S(x), S(y)] <

ot < €.

Isto prova a continuidade de S. De maneira andloga, prova-se que S~ também é continua.

Portanto S € um homeomorfismo (Devaney, 1985). |

Este teorema nos mostra que, do ponto de vista da topologia, os conjuntos A e
Yy sao iguais. O teorema a seguir prova que A e Yy sao topologicamente conjugados pela

aplicacao S.
Teorema 12. So F), =00 S.

Demonstragao. Um ponto x em A € definido unicamente pela sequéncia de intervalos

encaizados

T = ﬂ ]5051...5n

n>0
determinada pelo itinerdrio S(x). Como a fungdo Fu|1 ¢ injetiva, a tmagem da in-
S0
tersecao de conjuntos € a intersecao das imagens (Lima, 2009a, p.15), portanto podemos

aplicar F,, ao conjunto I, s, abaizo, ja que este é subconjunto de Iy,

Lygs, = Lo NE (L) N N E(I),

obtendo
F(Isy..sn) = 1N 1 N FJI(ISQ) Nn... FJ”“(Isn) =I5 s, -
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Como

S(F,(z)) = s152... = 0(S(x)) (Devaney, 1985, p.47).
[ |

Vamos olhar a érbita dos pontos « € A, a saber, {x, F,(z), F.(x),..., F}'(x),...}
e a 6rbita das sequéncias S(z) € ¥, a saber, {S(x),0(S(z)),o*(S(z)),...,0"(S(z)),...}.
Quando a aplicagao S é aplicada na érbita de z € A a imagem de cada ponto da orbita é

um ponto de X5, ou seja, uma sequencia:
(S(2), S(Fule)), S(E2(@)), ... S(FL(@)). ..).

O segundo termo da érbita de x € A é F,(z), e o segundo termo da drbita de
S(x) € 9 é 0(S(x)). Pelo Teorema 12, o(S(x)) = S(F,(x)), portanto podemos calcular
o segundo termo da 6rbita de x € A, de duas maneiras. Na primeira calcula-se o(S(x)),
aplicando a aplicagao shift uma vez na sequéncia S(x), na segunda, calcula-se o segundo
termo da drbita de x € A, que é F),(x), e depois, usa-se o homeomorfismo S para levar
o valor F,(x) para Yo, ou seja, calcula-se S(F),(x)). Podemos fazer o mesmo para os
préximos termos da érbita de o € A. O terceiro termo o(S(z)) da érbita de ¥y, por
exemplo, é obtido calculando-se o terceiro termo da orbita de x € A, que é F 3(3:), e
depois a imagem desse niimero pelo homeomorfismo S, ou seja, S(F;(z)). Para obter

este resultado vamos chamar F),(z) de y, entao

S(Fu(2)) = S(Fu(Fu())) = S(Fu(y)),

pela conjugacao topologica,

S(Fa(x) = a(S(y)) = o(S(Fu(x))) = o(a(S(x))) = *(S(x)).

Indutivamente este resultado segue para os outros termos da orbita de x € A, ou seja, a

aplicagdo S leva o n-ésimo termo F/(z) no n-ésimo termo o"(S(z)).
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A conjugacao topoldgica tem como consequéncia a preservacao das caracteristicas
dinamicas: o nimero de pontos fixos, de érbitas periddicas, se é atrator ou repulsor, se é
denso ou nao, se é sensivel as condicoes iniciais, etc. Portanto a dinamica de o em Y5 é

basicamente a mesma de F, em A. Pelos resultados ja provados sobre shift, em ¥ temos:
Teorema 13. Se i > 2+ V5, entio:

i) A cardinalidade Per,(F),) €2".

ii) Per(F,) € denso em A.

ii) Erxiste uma orbita densa de F,, em A e, portanto, F,, € topologicamente transitiva.

Lema 5. A funcao quadrdtica F,(x) = pr(1—x), com > 24+/5, € sensivel as condicoes
iniciais em N. Ou seja, existe 6 > 0 tal que, para todo x € A e toda vizinhanga V de x,

evistem y € V en > 0, tal que |F}(v) — F;!(y)| > 4.

Demonstracgao. Escolhendo 0 menor que o diametro de Ay, sejam x,y € A. Se x # vy,
entio Si(x) # Si(y), entao o itinerdrio de x e de y devem ser diferentes ao menos em
um ponto, digamos o n-ésimo, mas isto significa que F'(x) e F}!(y) pertencem a lados

oposto de Agy, ou seja

@) — ()| > 6

Teorema 14. Se yu > 2+ V5, F,(z) = px(1 — ) € cadtica.

Demonstracao. Pelo teorema 12, o e F), sao topologicamente conjugadas, portanto a

conclusao seque da definicao 24, do Teorema 13 e do Lema 5.
Corolario 15. o € cadtica.

A conclusao do teorema 14 e seu corolario traduz o poder da dinamica simbdlica
para investigar os sistemas dinamicos discretos. O comportamento caético na familia de
funcoes quadraticas quer dizer que dados dois pontos arbitrariamente préximos zy e r7 em
A, suas érbitas podem visitar intervalos diferentes , isto é, para algum n € N, Fg(xo) € I
e Fl’}(:vl) € I;, com k # j. Enquanto z, ¢ levado para Iy em alguma iteragao de F),, z;
pode ser levado para [;, na mesma iteragao. Portanto uma pequena alteracao na escolha

do ponto inicial pode resultar em orbitas diferentes a partir de alguma iteracao.
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Capitulo 4

A ferradura de Smale

4.1 A ferradura de Smale

Vamos estudar a aplicacdo ferradura de Smale definida em R? e que se assemelha
em vérios aspectos com a fungao quadratica F),(z) = pz(1 — ), definida em R. Para isto
vamos compreender a dinamica simbélica da ferradura.

Consideremos a regiao D, chamada de estadio, que consiste de trés componentes:
um quadrado central @ = [0,1] x [0,1] de lado 1 e dois semicirculos de raio 1, Dy a

esquerda de @) e Dy a direita, logo D = Q U Dy U Dy conforme figura abaixo.

D Q Dy

Figura 4.1: O estadio D

A aplicagao ferradura de Smale F' transforma D dentro de si mesmo de acordo
com a descricao a seguir. Primeiro, D é contraido linearmente na direcao vertical por
um fator § < 1/2 e expandido na diregao horizontal pelo fator 1/6 para que @ seja um
retangulo longo e fino. Posteriormente () é dobrado e colocado de volta em D em formato

de ferradura.
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Figura 4.2: A ferradura de Smale

As regioes semicirculares D e Dy sao contraidas e aplicadas dentro de Dy, o
centro de @) é aplicado em D,y. Portanto F'(D) C D como pretendiamos e esse F' é
injetivo. Entretanto como F nao é sobrejetiva, F~' nao é globalmente definida. Este
capitulo tem como objetivo estudar a dinamica de F em Q).

Sejam H;, para j € {0,1}, duas faixas horizontais disjuntas,
Hy={(r,y) eR*: 0 < < 1y} <y <4},
com 0 < ) <99 <yl <y <1, esejam V;, para j € {0, 1} duas faixas verticais disjuntas,

Vi={(z,y) eR*: 2] <z <a},0<y<1}

com 0 < 29 < 29 < 21 < 3 < 1 (Ferreira, 2007).

|

g

.....................

.....................

.....................

Figura 4.3: O quadrado @

A largura de V e V; é 6 assim como a altura de Hy e H;. Note que a pré-imagem
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de F(Q) N Q consiste nos seguimentos verticais Vy e V] que sao aplicados linearmente em

Hy e Hy conforme figura 4.4.

‘41 Ag _43 Al

B, By ‘ Bs By

A A,

.| B
B :

Q

B By

%
Ay A3

Figura 4.4: Pré-imagem de F(Q) N Q

Pela linearidade de F' : Vj — Hy e F : V}; — H; segue-se que F' preserva linhas
horizontais e verticais em @), ou seja, se H for um segmento horizontal em @), cuja imagem
esteja em @), entdo o comprimento f(H) é o produto de 1/d pelo comprimento de H. Se
V' for um segmento vertical em @ entdo o comprimento f(V) C @ é o produto de ¢ pelo

comprimento de V.

Teorema 16 (Teorema da contracdo). Seja F : B> — B?, onde B*> = {x € R?*||z| < 1}.
Suponha |F(x1) — F(x3)| < Mx1 — 29| para todos os vetores x; € B* e algum A < 1. Entdo

existe um tinico ponto fizo v, € B*. Além disso, lim F"(x) = x, (Devaney, 1985, p.172).

n—»00

A dinamica de F' é muito parecida com a da fungao quadratica F}, estudada em
3.1. Como F' é uma contracao de D, pelo teorema da contracao, [D; possui um tunico
ponto fixo p e nlggo F"(q) = p para todo ¢ € D,. Como F(Ds) C Dy, todas as érbitas
futuras de Dy possuem o mesmo comportamento das orbitas de D;. De maneira similar

se ¢ € Q mas F¥(¢) ¢ Q para algum k > 0, entdo F*(q) € D, U Dy, dai F"(q) — p
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quando n — oo. Consequentemente para entender a orbita de F' é suficiente considerar
o conjunto de pontos cujas orbitas sempre permanecem em (). Portanto vamos estudar o

conjunto:

A ={q€ Q|F*(q) € Q para todo k € Z}.

Para comegar este processo recursivo observe que F(D) C D, logo na segunda
iteracio F?(D) C F(D) C D. Para obtermos F?(D) a regido F(D) é contraida verti-
calmente e expandida horizontalmente em seguida é dobrada no meio e a regiao obtida é

colocada dentro de f(D) conforme é representado na figura 4.5.

Figura 4.5: Transformacao F?

Portanto F?(D)NQ é formado por quatro faixas horizontais de largura 6. Ana-
logamente F*(D)NQ consiste em oito faixas horizontais de largura 6°. Prosseguindo esta

construcao indutiva, obtemos o conjunto
Ay = {q|F"(q) € Q para k € N}.
que é o produto de um conjunto de Cantor por um conjunto de segmentos horizontais
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(Devaney, 1985, p. 184).

Também podemos estudar a érbita inversa de um ponto ¢ € D. Fazendo a
construcdo indutiva obtemos que F~1(Q) N Q ¢é a unido Vo UV, de duas faixas verticais
de largura 6, o conjunto F~2(Q)NQ é composto por quatro faixas verticais de largura 62,

continuando este processo obtemos que
A- = {q|F"(q) € Q para k € N}

é o produto de um conjunto de Cantor por um conjunto de segmentos verticais. Final-

mente,

A=A, NA_

é o conjunto invariante em (), pois todo ponto em A, ou A_ é transportado por F' para
algum ponto em A. Este conjunto é formado pelos pontos que apds n aplicagoes (n € N) da
aplicacao F' permanecem em (), todos os outros pontos saem do conjunto () apds alguma
iteracao. E importante ressaltar que A é do tipo Cantor pois é um conjunto fechado,

¢ a intersecao de dois conjuntos perfeitos, logo também é perfeito, e é desconexo pois o

n +oo
conjunto ﬂ F*(Q) é a unido disjunta de 2*" quadrados de lado 6" e A = ﬂ F*Q).
k=—n+1 k=—00

4.2 Dinamica simbolica da ferradura de Smale

Para introduzirmos a dinamica simbdlica neste sistema, necessitamos considerar
a aplicacao shift o definida no espago de simbolos Y5, formado por sequéncias bi-infinitas,
pois a determinacao do conjunto de Cantor A envolve iteradas futuras e passadas da
aplicagao ferradura de Smale F' (Ferreira, 2007).

Cada ponto do conjunto A pode ser representado de maneira tnica usando um
bloco de simbolos, para isto, a cada faixa do conjunto F"(D) faremos corresponder um 0
ouum 1. Considere as faixas verticais Vj e Vi, observe que F(D)NQ = F(Vy)UF(V}y), com
F(Vo) N F(V;) = (; da mesma maneira F?(D) N Q = F*(Vy) U F?(V1), com a intersecio
F?(Vy) N F*(V;) = 0, de maneira indutiva para n € N temos

FYD)NQ = F" (Vo) UF" (V1)

com F"(Vo)NF"™(V1) = 0, pois Vj e Vi sdo disjuntos e F' é um difeomorfismo sobre
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sua imagem. Portanto toda faixa horizontal do conjunto F"(D)NQ esté contida em F"(V})
ou F"(Vy), se F"(D)N@Q C F"(Vp) atribuimos-lhe o simbolo 0, se F*(D)N S C F"(V1)
atribufmos-lhe o sfmbolo 1. Observe que duas faixas de F?(D) N @ tém o simbolo 0, mas
uma estd em (V) e a outra em F(V}), para diferencia-las as faixas em F?(D) N Q sdo
descritas de maneira tinica por dois niimeros. O ntimero da direita representa a faixa em

F(D)NQ e o da esquerda representa a faixa em F?(D) N Q. conforme a figura 4.6.

ST N
F(Vp) ! 0 Ny
N .
—_——— . \
:- |
P . }}
F(Vi) 1! 1
N _‘l_ _ Pt
=2 7 nr i ¥
F (VU)HI‘U..“) T - =
w0
FAV)NF(V,) T 10 AR
MV vy
I I 1]
F:WV)NFWV) Ry
r— 11 .j_/./
FA (Vo)) nF(vi) = 01 -7

3

FY (Vo) N FX(Vp)n F(Vy)

FA (Vi) N F*(Vy) N F (Vi) .
A (ALY (O N —
F*(Vy) N F*(Vi) 0 F (Vi) R
F3 (Vo) N F2 (Vi) N F (V) Y
AN A m—
F3 (V)N F2(Vy) N F(V4) 18
F*(Vo)n F2(Vy) N F(V7)

Figura 4.6: Representacio simbélica das faixas horizontais em F, F? e [

As faixas de F*(D) N Q sdo representados de maneira tinica colocando a repre-
sentacdo das faixas F?(D) N Q e acrescentando a sua esquerda o simbolo correspondente

a F*(D)N Q. Na figura 4.7 podemos observar a representacio simbélica ampliada das

faixas horizontais em F°2.
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F3 Vo) N FEH(Vp) N F(Vp) 000 B

F¥ (W) N F*(Vy) N F(Vp) 100 =TTy

F( ( N
( (

nn

3 Lfl)n F:? Vl) N F(Vn) ) 110 3
& Vo) N F? Vi) N F(W) 010 B \ \ \

]

FVo)nFA(V)NF(Vi) o1l 257 A
FWV)NF*(WV)NFWy) /7 111 . 57
F (V)N FAVp)nF(V) ol

F*(Vo) N F*(Vo) N F (V1) 001

Figura 4.7: Representacdo simbdlica ampliada das faixas horizontais em

Prosseguindo indutivamente obtemos que as faixas de F™(D) N @ sdo univoca-
mente determinadas por um bloco de n simbolos do conjunto {0,1} (Ferreira, 2007, p.
194). De maneira andloga podemos associar os simbolos 0 e 1 as faixas verticais de
F~"(D)NQ para todo n € N. Considerando as imagens de V; e V; pela aplicacio F~!, a
cada faixa vertical de F~"(D)N @, com n € N, atribuimos o simbolo i, se estiver contida
em F~"(V;), com i € {0,1}. Assim, para n € N, cada faixa F~"(D) N Q se associa de
maneira unica a um simbolo e a sua direita coloca-se o simbolo correspondente a faixa

F~™1(D)N Q conforme figura 4.8.

ES ol S A
C cCccCccccc
s e SEESEEEES
T T T TTT TT
v v = cc R R R R R R R
0 1 SIS S:;: C cCcCcccCcCccC
TN T T T T SESEEEEE
_____ I LL[I’.‘ L‘q "‘3 ':Ia -~ e«‘l :s‘l T c~‘| -~
I'_ %‘ E_ 1 ’E‘* (SO S T S S ST S 4
kN ol o 7,
0
1 0g D 11 1
/ ;o il .
. - , VAN WoOW S by
\ / Y \-__._./ i i
NN, e
\\ P 7/ .\.:. ___-’./

Figura 4.8: Representacao simbdlica das faixas verticais em F~!, F~2 e F3
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Consequentemente se p € A, N A_ podemos associar um par de sequéncias de
0 el ap Uma sequéncia nos da o caminho da orbita passada de p; enquanto a outra
descreve a oOrbita futura. Vamos juntar essas sequéncias em uma sequéncia bi-infinita de

0 e 1. Isto é, vamos definir o itinerario S(p) de um ponto p € Q.

Definicao 30. O itinerdrio de p € Q € uma sequéncia S(p) = (...$_25_1 - S¢S1...) onde
para todo j > 0, s; = k se e somente se F?(p) € Hy e para todo j < 0, s; = k se e
somente se 7 (p) € V.

Esta aplicacao nos da a dinamica simbodlica de A. Observe a representacao

simbélica dos quadrados de F~? N F? na figura 4.9.

00 01 11 10

00-0001-00 11-00 10-00

00 1O 1 [
10 [1 [ L1 L

00-1001-10 11-1010-10

00-1101-01 11-1110-11

n O O O O
0 1 O O [

00-0101-01 11-0110-01

Figura 4.9: Representacao simbélica dos quadrados em F~2 N F?

Seja Y3 o conjunto de todas as sequéncias bi-infinitas de 0 e 1:
Y3 ={(s)=(...5-95_1-508152...)|s; =0 ou 1}
impondo a métrica do Teorema 5 definimos a aplicacao shift bilateral por
O9(... S 951 505182...) = (... 5 28150 - S182. . .).

Ou seja 0y desloca cada sequéncia em Y5 uma unidade para esquerda. Diferente

da aplicacao shift definida 28, esta possui inversa, que é determinada deslocando toda
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a sequéncia uma unidade a direita. Quando nao houver ambiguidade denominaremos as
sequéncias bi-infinitas apenas por s e a aplicacao o9 por shift. A funcao S nos dd uma

conjugacao topoldgica entre F' em A e ¢ em Y5 como demonstrado no teorema abaixo.

Teorema 17. Seja o : X9 — Yo a aplicagao shift definida no espago 5 de simbolos
formado por sequéncias bindrias bi-infinitas. A aplicacio S : A — Yo definida acima é

uma conjugacao topologica entre as funcoes F|, e o.

Demonstracao. Comecemos provando que 0 o S = S o F|, Seja ¢ € A, ponhamos

S(q) = s e S(F(q)) =t. Entao F’*'(q) € Vi,,,. Por outro lado F'*' = F/(F(q)) € V,,.

Assim, sj11 =t; eo(s) =t, isto é 0(S(q)) = S(F(q)).

Provemos agora que S € continua. Seja S(q) = s. Considere a vizinhanga de s
N=A{t:t;=s; para —ng <j <mng}.

Para ng fizo, a continuidade de F garante que existe 6 > 0 tal que p € A e
lp—q| <6, Fi(p) € Vi, para —ng < j <ng. Assim, set = S(p) e |p—q| <9, logot € N,
portanto S € continua.

Antes de provar a injetividade e a sobrejetividade vamos provar por inducao que

o conjunto m Fj(l/;ﬂ.) € uma faiza horizontal com largura 0", para todo s € ¥5. Seja
j=1
S € X9, para n =1, temos que:

Para n:

NPV =P )NFV)

n

NP =F (P | V).

J=1
n

e, por hipdtese de inducao, ﬂ Fj_l(V;fj) ¢ uma faiza horizontal de comprimento 6™ !,

=2
n

resulta que m Fj(‘/;_j) ¢ uma faiza horizontal de comprimento 6". Fazendo n tender

j=1
+00 '

para +00, concluimos que ﬂ FI(V,_,) € um segmento de reta horizontal. Analogamente,
j=1
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0 +o00

ﬂ Fj(VLj) € um segmento de reta vertical, e o conjunto ﬂ Fj(l/;fj) é formado por
j=—o00 j=—o0
apenas um ponto (Ferreira, 2007, p. 197). Estes resultados serdo usados na demonstra¢ao

da injetividade e sobrejetividade de S.
Para mostra que S € injetiva suponhamos h(p) = h(q) = s. Para todo j, f~(p)

e f79(q) pertencem a Vi_,, entdo p,q € Fj(stj). Como j € qualquer, temos que p,q
0 400 400

pertencem a ﬂ FI(V,_,) e também a ﬂFj(VS_].), logo p,q € ﬂ FI(V,_,) que é
j=—00 Jj=1 j=—00

formado por apenas um ponto, portanto p = q.
+o00

Vamos mostrar que S € sobrejetiva, como jd provamos que ﬂ Fj(VS_].) € um
j=—o00
ponto, digamos r, entdo ndo € vazio. Para este ponto S(r) = s e portanto S € sobrejetiva.

Logo S € um homeomorfismo o que conclui a demonstra¢ao (Robinson, 1995, p.253). R

Todas as propriedades da antiga aplicacao shift unilateral da definicao 28 se
mantém para nosso novo o, e pela conjugacao topolégica as propriedades da dinamica de
0 : X9 — ¥y sdo mantidas em F|,.

Para cada iteracao de F' existem 2" sequéncias bi-infinitas diferentes que sao
periddicas. Cada uma dessas sequéncias identifica um ponto periédico em A e o conjunto
de todos os pontos periddicos de F' é denso em A.

Um conjunto infinito nao-enumeravel de pontos em A nao é periédico, a saber,
sao aqueles cujas sequéncias simbélicas pertencentes a s e nao sao periodicas.

Existe pelo menos uma oOrbita densa de F', ou seja, para uma iterada suficien-
temente elevada da aplicacao ferradura de Smale, a orbita de algum ponto em A, fica
arbitrariamente préxima de qualquer outro ponto em A. Além disso a ferradura possui
sensibilidade as condigoes iniciais, portanto dado um ponto x € A, pontos arbitrariamente
proximos de x, se distanciam de x pelas iteracoes de F. Por tltimo a ferradura é topolo-
gicamente transitiva, logo nao pode ser decomposta em dois conjuntos abertos disjuntos
que sao invariantes segundo F'. Portanto, a fungao ferradura de Smale é cadtica.

O comportamento cadtico da ferradura de Smale pode ser entendido de forma
similar ao da familia de fungoes quadraticas. Dados dois pontos arbitrariamente proximos
em A, as sequéncias que representam suas érbitas podem ser diferentes, ou seja, os pontos
xo e xp visitam quadrados diferentes apds alguma iteracao de F'. Isto nao necessariamente
acontece com todos os pontos, mas ocorre com uma infinidade deles. Portanto uma

pequena alteragao na escolha do ponto inicial pode resultar em érbitas muito diferentes.
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4.3 Aplicacoes ao ensino médio

Nesta segao vamos mostrar como varios dos conceitos utilizados neste trabalho

podem ser aplicados no ensino médio.

4.3.1 Conjunto de Cantor

A construcao do conjunto de Cantor, feita no capitulo 2, utiliza diversos conceitos
de conjuntos e pode ser utilizada no ensino fundamental para o ensino de operagoes de

conjunto e intervalos.

Exemplo 17. Considerando os conjuntos I = [0,1] e Cy da constru¢ao do conjunto de

Cantor vista na secao 2.1, vamos determinar 1/Cs.

I:0= N N N N N N .1
‘ ‘1 2 i ! 2 7 8 : i
s 0 @—— — p—— — = O—ly — — — |
200 L 9" '3 3 "9 9° ;
1/C,:0 o—0 o o o——o0 o
0 1 2 1 2 7 8 1

9 9 3 3 9 9

Figura 4.10: Representagao de I/Cy

12 12 78
Portant 'tIC:——||——||——.
ortanto o conjunto I/Cy {9,9} {3,3} [9,9}
Neste exemplo o conjunto de Cantor pode ser usado para explicar operagoes de

conjuntos, conjunto aberto e fechado, de fato a cada passo da construcao do conjunto de

Cantor estes conceitos sao aplicados.

Exemplo 18. A soma dos comprimentos dos intervalos removidos na construcdao do
conjunto de Cantor, é um. De fato ao se construir o conjunto de Cantor, primeiro retira-
se um intervalo de comprimento 3’ em sequida retira-se dois conjuntos de comprimento 9’

e assim por diante. Procedendo de maneira indutiva a soma dos comprimentos removidos

46



do intervalo I serd:

111 1
T Y R S
gt2gtdgr g™

Portanto, ¢ a soma infinita de um progressao geométrica de razao q = Utili-

, obtemos

zando a formula T = 1a1

A diferenca entre o comprimento do intervalo I e a somatéria T dos intervalos
removidos € zero, portanto o conjunto de Cantor tem comprimento zero, mesmo com uma
infinidade de elementos (Baccarin, 2013, p.75).

O conjunto de Cantor também é rico em exemplos sobre relacao de pertinéncia e

inclusao.

12
Exemplo 19. Considere o conjunto 1/Cy = (g, g) Os pontos 3 e 3 nao pertencem a

I1/Cy, mas qualquer ponto entre 3 e 3 pertence. Portanto
)2 e e,
3
1,99
3
1,999999

i) €el/C.

iii) el/C,.

Ou seja, se tivermos uma quantidade finita de noves nas casas decimais do nume-

rador um, o ponto pertence ao conjunto I/Cy. Vamos verificar o que ocorre quando temos

1,999...
uma quantidade infinita de noves, em outros termos, vamos verificar se ’T €1/Cs.
O termo 1,999... pode ser escrito da forma
1,999...=1+4+0,94+0,09+ 0,009 + - - -
9 9
1,999... =1 —
’ +1O+102+103+
Como 9 + 9 + 9 + € uma progressao geométrica de razao q = —, temos
10 102 " 10° preg J 1710

1,999... =1+ ; 10

47



1,999.. =1+1

1,999... = 2.

1,999. ..
3

Portanto o termo

_ g ¢1/C,.

4.3.2 Funcoes quadraticas

A familia de fungbes quadraticas do capitulo 3 pode ser utilizada no ensino fun-
damental tanto para o estudo de fungoes quadradas quanto para os conceitos de funcao

crescente, decrescente e composta, ao se observar a érbita de um ponto.

Exemplo 20. Seja Fy(z) = 22(1 — x) wma fun¢do quadrdtica. Vamos determinar suas
raizes, o intervalo onde a fungao € crescente, decrescente e seu ponto de mdximo. Pelos
estudos do capitulo 3, sabemos que x1 = 0 e xo = 1, sdo as raizes da familia de funcoes

Fz) = pr(l —x) ey, = % ¢ seu vértice. Logo as coordenadas do vértice de Fy sdo
1-0 1 2 1 1
Ty = 5 =3 € Yy = 1- 73 Portanto x = 3 € um ponto fixo que divide a reta

. . 1
real em dois intervalos, a funcao Fy é crescente no intervalo (—oo, — | e decrescente em

()

Para ressaltar as possiveis aplicagoes da familia /), no ensino fundamental, vamos

calcular alguns valores da composta F}, o F,.
Exemplo 21. Seja Fy(z) = 22(1 — z).
i) (Fyo Fy)(0) = F5(F2(0)) = F»(0) =0
it) (Fyo F3)(1) = F5(F3(1)) = F>(0) =0
iii) (Fyo Fyo Fy)(0,8) = Fy(Fo(F2(0,8))) = Fo(F2(0,32)) = F»(0,4352) = 0.49160192

O resultado dos dois primeiros itens, sao consequéncias diretas das raizes da
familia de funcoes quadraticas F},. O terceiro item ¢ muito abstrato para estudantes do
ensino fundamental, mas pode ser usado para compreender o comportamento das iteragoes

F3' por meio do retrato de fase conforme a figura 4.11.
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Figura 4.11: Retrato de fase de Fy o F;, o F5(0,85)

O retrato de fase limitado ao intervalo [0, 1] nos dé a visdo geométrica do com-
portamento de (Fy o Fy o Fy)(x). E importante observar que o ponto z escolhido altera o
comportamento do retrato de fase. De fato, se x > 1 ou x < 0 entao nh_)nolo F}(x) = —00. O
retrato de fase nos mostra este comportamento. A possibilidade de ver o comportamento
das iteracoes de funcoes por meio de uma figura pode ser um instrumento poderoso de
ensino.

A familia de fungoes quadraticas F), também pode ser utilizada para ensinar como

o dominio de uma funcao determina a existéncia da fungao inversa.

Exemplo 22. Considere a fungio Fy : R — [—00,1/2|, definida por Fy = 2x(1—x). Esta
fun¢do nao é injetiva, pois como x, = 1/2, para todo a < 1/2 existe um b > 1/2 tal que
Fy(a) = Fy(b). logo Fy nao possui inversa. Por outro lado as fun¢des G : (—o0,1/2] —
(—o00,1/2] e H : (1/2400) — (1/2, +00) sdo inversiveis. Vamos provar que G € inversivel.

Sejam x1, 9 € (—00,1/2], se G(x1) = G(x2) entao:

21’1(1 — .171) = 21‘2(1 — .172)
0 l‘% = Ty — l’%

$%—IE1:ZE§—I2
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complemento quadrados obtemos

Como 1 € (—00,1/2] entdo x; — = < 0, de maneira andloga xo — = < 0, dai
1 1
“(mz) = (=2
1 1
nogTmoy
1 — X2

Logo G ¢ injetiva. Vamos provar agora a sobrejetividade. Dado y qualquer na

imagem de G, precisamos provar que existe um x no dominio de G tal que G(x) =y

2e(l—z) =y
20 — 222 =y
o —_

2

completando quadrados obtemos

1
Como x — 3 <0, entao

1 [—2y+1
T—==—4/—
2 4

1—v—-2y+1

xr =
2

1 . : .
Sabemos que y < —, portanto a raiz quadrada na udltima expressao € um numero real.

Logo G € sobrejetiva. Concluimos, entao, que G € bijetiva e, portanto, inversivel.
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4.4 Consideracoes finais

O conjunto de Cantor construido retirando-se os tercos médios no intervalo I,
apresenta diversas caracteristicas incomuns a alunos do ensino médio. Sua construgao
pode ser utilizada para o ensino de uniao e intersecao, e o estudo de suas caracteristicas
aprofunda o conhecimento de intervalos e conjuntos. Muitas ferramentas utilizadas neste
trabalho, como intervalos abertos e fechados, funcao crescente e decrescente, funcao in-
versa, intersecao de graficos, conceito de distancia e a analise da funcao do segundo grau
destacando suas raizes, o vértice e a variagao de seus coeficientes, podem ser aplicadas
diretamente no ensino fundamental. Em particular, o retrato de fase que é utilizado
na investigagao das oérbitas na funcao F), é uma ferramenta extremamente eficiente na
compreensao de fungoes compostas e é pouco conhecido no ensino fundamental.

As oOrbitas da familia de fungoes quadraticas se alteram dependendo do valor de
p. A dinamica de F), é simples de ser entendida quando 1 < p < 3. Por outro lado, a
dinamica de F},, no intervalo I, quando p > 2+ /5 é bem mais complexa. Existem pontos
que sao retirados do intervalo I a cada iteragao F), e o conjunto de pontos invariantes no
intervalo I segundo F), ¢ um conjunto de Cantor. Para entender o comportamento desses
pontos utiliza-se a dinamica da aplicacao shift no espago métrico .

A dinamica simbdlica se mostra uma poderosa ferramenta de analise de sistemas
dinamicos discretos. O tempo gasto em sua construcao é recompensado pela simplicidade
e eficiéncia de sua aplicacao. A dinamica do conjunto s é de facil compreensao, pontos
fixos, periddicos, eventualmente periddicos sao facilmente identificados. A conjugacao
topoldgica S garante a preservagao das caracteristicas dinamicas de Y5 em A. Com
isto, resultados que seriam dificeis de se provar, como a existéncia de uma orbita densa
de F,, em A, a infinidade de 6rbitas periédicas e o comportamento cadtico, sao obtidos
diretamente utilizando o homeomorfismo S. De fato, por meio da dinamica simbdlica
provamos resultados importantes para F),, em especial seu comportamento caético.

O comportamento cadtico de uma aplicacao é caracterizado por sua imprevisi-
bilidade. Escolhendo dois pontos quaisquer de um conjunto cadtico, um deles no aberto
U e outro em um aberto V', existe um numero de iteragoes £ > 0 tal que a intersecao
dos abertos nao ¢é vazia. Por outro lado, todo o conjunto cadtico é sensivel as condigoes
iniciais, isto é, pontos arbitrariamente proximos se distanciam pelo menos um nimero

0 > 0 pelas iteracoes da aplicacao. Além desta imprevisibilidade todo o conjunto de pon-
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tos periddicos é denso no dominio da aplicagao. Na ferradura o comportamento cadtico é
entendido verificando quais quadrados sao visitados pelos pontos de A. Estes quadrados
sao univocamente representados por uma sequéncia binaria, e a sequéncias de quadrados
que é visitada por um ponto é o itinerario do ponto. Logo, a ferradura é cadtica pois
escolhidos dois pontos arbitrariamente préximos as sequéncias que representam seus iti-
nerarios nao sao necessariamente iguais, ou seja, dois pontos arbitrariamente proximos
podem visitar quadrados diferentes apds um niimero suficientemente grande de iteragoes
de F'.

A rica dinamica da ferradura de Smale é entendida por meio das sequéncias
bindrias bi-infinitas de ¥s. De fato, pelo processo de construgao da ferradura F'(Vy) = H;
logo quando aplicamos a funcao F', cada ponto invariante do quadrado @), tem exatamente
dois caminhos possiveis, Hy ou H;. Pensando desta maneira parece natural associar a
6rbita desses pontos as sequéncias de 0’s e 1’s. Essa associacao é feita por meio do
homeomorfismo S. A érbita {..., F~*(z), F ! (z) - F,(x), F;(z),...} de um ponto x € A,
pode ser determinada utilizando-se a drbita de uma sequéncia bi-infinita S(z) € o,
dada por {...,072(S(x)),0 (S(x)), S(x),0(S(x)),c*(S(x)),...}. Aplicando S & érbita
de z obtemos {..., S(F~*(z)), S(F~'(x)), S(x), S(Fu(x)), S(F(x)),...}. Como S ¢é uma
conjugacao topoldgica, pois S(F(z)) = o(S(x)), qualquer iteracdo n de F' sobre z pode
ser determinada calculando-se ¢"(S(z)). Portanto, a dindmica da ferradura de Smale em

A é a mesma das sequéncias bi-infinitas em .
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