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Resumo

A partir do desenvolvimento de novas ferramentas em matemaética, os estudos de séries
infinitas se constituiram em um patamar elevado no cendrio da matematica pura e apli-
cada. O presente trabalho aborda uma contextualizacao histérica da vida e obra de
Leonhard Paul Euler, apresentando um estudo sobre a prova de Euler para a resolucao
do problema da Basileia. Este problema, que permaneceu muito tempo sem solugao, con-
sistia em formular o resultado da soma dos inversos dos quadrados perfeitos. De modo
geral, a pesquisa tem como objetivo analisar a engenhosa e elucidativa prova de Euler
até a validagao da prova pelo teorema da fatoracao de Weierstrass. Aborda, também,
outras resolucoes elementares e algumas provas rigorosas para a solucao do problema.
Discute, ainda, sugestoes de atividades relacionadas a soma de séries infinitas no Ensino
Médio. Assim, se espera que este trabalho possa contribuir de maneira significativa para

o ensino-aprendizagem de professores e alunos no ambito académico e no Ensino Médio.

Palavras chave: Soma de séries infinitas, andlise real, Ensino Médio.
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Abstract

From the development of new tools in mathematics, the studies of infinite series consti-
tuted themselves in a high level in the scenario of pure and applied mathematics. The
present work approaches a historical contextualization of the life and work of Leonhard
Paul Euler, presenting a study about Euler’s proof for solving the Basel problem. This
problem, which remained unsolved for a long time, consisted of formulating the result of
the sum of the inverses of the perfect squares. In general, the research aims to analyze
Euler’s ingenious and elucidative proof until the validation of the proof by the Weierstrass
factorization theorem. It also approaches other elementary resolutions and some rigorous
evidences for solving the problem. It discusses yet suggestions for activities related to the
sum of infinite series in high school. Thus, it is expected that this work may contribute
significantly to the teaching-learning of teachers and students in the academic scope and

in high school.

Keywords: Sum of infinite series, real analysis, high school.
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Introducao

“Leiam Euler, leiam Euler. Ele é o mestre de todos nés”
(Laplace)

A cada época, filésofos, sabios, cientistas e matematicos descobriram e aper-
feicoaram axiomas, postulados e conceitos, a fim de colaborar para o progresso e desen-
volvimento humano.

No decorrer da histéria da humanidade, diversos problemas na area de Ma-
tematica pura e aplicada permaneceram e ainda continuam em aberto no cendario que
envolve o campo. Alguns desses problemas foram objetos de estudo para muitos ma-
tematicos e perpassaram quase um século sem solucao.

No século XVII, buscar valores exatos para soma de séries infinitas tornou-se um
hobby para muitos matematicos da época. Uma delas, em especifico, desafiou grandes
personalidades. Segundo Avila (2008), essa série infinita, proposta por Pietro Mengoli
(1625 — 1686), no ano 1644, consistia em formular o valor exato para a soma infinita dos

inversos dos quadrados perfeitos, de maneira que:

o0

1+1+1+1+1+ +1+ = L
49 16 25 7 onpz 7 n2’

n=1

Jacques Bernoulli (1654—1725) foi um dos matematicos que procurou solucionar a
série. Sem éxito, na cidade da Basileia, Bernoulli publicou em um livro a problematizacao
da série, que ficou conhecida como o problema da Basileia. Por quase um século esse
problema ficou em aberto, garantindo, assim, fama e notoriedade para quem conseguisse
propor uma solucao.

Diante deste contexto, coube a Leonhard Paul Euler a resolucao da famosa série,
que ficou intitulada como o produto infinito de Euler para a fungao seno.

Neste trabalho, apresentaremos o método engenhoso e elucidativo utilizado por



Euler em sua descoberta para a resolucao do problema da Basileia, bem como exibiremos
outras resolugoes elementares e rigorosas no decorrer da histoéria.

Mostraremos outro problema que ainda permanece em aberto, decorrente do pro-
blema da Basileia. As falhas dessa demonstragao nos convidam a construcao de uma
teoria geral de produtos infinitos.

Para alcancar os objetivos desse trabalho, foram realizadas pesquisas bibliogréaficas
em livros, artigos e dissertagoes, nacionais e internacionais, no sentido de propiciar ao lei-
tor uma compreensao ampliada da prova de Euler para o Problema da Basileia, bem como
outras resolucgoes ao longo da histéria. A analise de dados foi realizada por meio de uma
leitura seletiva e reflexiva.

Nessa perspectiva, a presente pesquisa estd subdividida em cinco capitulos, de
maneira que:

Abordaremos no capitulo 1, um sucinto esbogo bibliografico da vida de Leonhard
Paul Euler, desde seu nascimento na cidade da Basileia, sua estadia na Rissia, a passagem
pela Alemanha e seu retorno para a Russia.

Exporemos no capitulo 2, de forma breve, alguns conceitos e resultados que darao
embasamento tedrico a este trabalho, em particular, ao estudo de polinémios, algumas
identidades trigonométricas, sequéncias e séries, série de Taylor e série de Fourier.

No capitulo 3, faremos referéncia ao contexto historico do problema da Basileia,
e apresentaremos a resolucao proposta por Euler. Abordaremos ainda, a passagem que
continha a invalidade da prova, bem como o teorema da fatoracao de Weierstrass, a repre-

[e.e]

sentacao geométrica do problema, a generalizacao de Euler para a Z —7; € 0 problema
n

n=1
oo

que permanece em aberto da soma E —-, quando k for um nimero fmpar.
n
n=1
No capitulo 4, versaremos sobre outras provas elementares (prova de Cauchy,

prova de Harper) e algumas provas rigorosas (prova de Apostol, prova de Fourier, prova
de Giesy e prova usando L’ Hopital) para a solugdo do problema ao longo da histéria, a
partir da prova de Euler.

No capitulo 5, apresentaremos algumas propostas de atividades de soma de séries

infinitas, em progressao geométrica, para o Ensino Médio.



Capitulo 1
Esboco biografico

Neste primeiro capitulo, serd abordado um sucinto esboco biografico da vida de
Leonhard Paul Euler, desde seu nascimento na cidade da Basileia, sua estadia na Russia,
a passagem pela Alemanha e seu retorno para a Riussia. Nesse sentido, esta pesquisa
possui o objetivo de destacar alguns pontos nas produgoes do autor, visto que, uma
delas, subsidiara o desenvolvimento deste trabalho, e sera detalhada no segundo capitulo.
Para escrever este capitulo, utilizamos como referéncia Calinger (1996), Calinger (1976),
Chaquiam (2012), Gillispie (1970), Dunham (1999), D’Ambrosio (2009), Pereira (2014) e
Truesdell (2002).

1.1 A vida de Leonhard Paul Euler

No inicio do século XVIII, a Suica esteve a frente na producao académica da
Matemadtica, onde, notoriamente, Leonhard Paul Euler (1707-1783) se destacou, devido
as grandes contribuigoes nas diversas areas, como astronomia, engenharia, matematica
(dlgebra, curvas, calculo de variagoes, calculo infinitesimal, geometria e séries), optica,
mecanica e musica.

Leonhard Paul Euler nasceu em 1707, e viveu 76 anos, até o outono de 1783.
Entretanto, a vida de Euler nao era especialmente emocionante. Euler era uma pessoa
bastante convencional, muito generosa, e foi uma das figuras mais célebres de seu século
(Dunham, 1999).

Euler nasceu em 15 de abril, na cidade da Basileia, fronteira entre a Franca e

Alemanha, na Suica. Seu pai, Paul Euler, era um clérigo protestante de meios modestos,



que sonhava que Leonhard fosse pastor. Sua mae, Marguaretha Brucker, também veio de
uma familia pastoral. Euler era filho primogénito e tivera duas irmas mais novas, Anna
Maria e Maria Magdalena. Posteriormente ao seu nascimento, sua familia mudou-se para
Riehen, uma cidade também na Suiga, onde passou sua infancia (D’Ambrosio, 2009).

Na infancia, Euler recebeu educacao domiciliar, ficando sob a inspecao de seus
pais. A formacao domiciliar de Euler perpassou os estudos humanisticos, em que os
estudos classicos gregos e/ou romanos eram mediados por sua mae. As instrugoes em
Matematica eram conduzidas por seu pai, visto que, na época, toda construcao académica

deveria passar por conhecimentos elementares da Matematica.

Paul e Margaretha eram muito rigorosos com a educacao de Euler, o
que defrontava com o comportamento inquieto e prodigo do pequeno
Leonhard. Ele sempre estava envolvido com brinquedos curiosos so-
bre fenomenos fisicos. No intuito de distrai-lo, “o pai deu-lhe um li-
vro que era uma importante introdugao a algebra e muito popular na
época, o Die Coss, de Christoph Rudolff, que continha questées desafi-
adoras” (D’Ambrosio, 2009, p.17).

Euler era um jovem precoce, dominava varios idiomas e possuia memoria extra-
ordinaria. Carregava em sua mente uma variedade de informacoes curiosas, incluindo
oragoes, poemas, entre outros. Sua habilidade em realizar calculos aritméticos sem o uso

de lapis e papel era impressionante.

Figura 1.1: Leonhard Paul Euler.
Fonte: https://www.picuki.com/media/2174192551458927662

Em 1715, Euler voltou para Basileia, para a casa de sua avé materna, no intuito de



dar continuidade a seus estudos. Mais tarde, aos 14 anos, matriculou-se na Universidade
de Basileia para estudar Medicina, Teologia, Astronomia, Fisica e Linguas Orientais, por
influéncia de seu pai (Dunham, 1999).

Embora Paul Euler tivesse interesse que Euler fosse pastor Calvinista, a opcao de
Leonhard em estudar matematica nao foi assumida por seu pai como ultraje, visto que
as influéncias de Euler partiam da familia Bernoulli. Paul Euler era amigo de Jacques
Bernoulli (1654 - 1705), pai de Johann Bernoulli (1667- 1748). Euler foi o discipulo
favorito de Johann Bernoulli (1667-1748), irmao de Jacob, e amigo de seus filhos Nicolaus

IT (1695-1726), Daniel (1700-1782) e Johann II (1710-1790), como estd apresentado na

arvore genealdgica da familia Bernoulli.

Nicolaus Bernoulli
(1623-1708)

Jacob Bernoulli Nicolaus Bernoulli Johann Bernoulli
(1654-1705) (1667-1716) (1667-1748)

Nicolaus | Bemnoulli
(1687-1759)

Nicolaus Il Bernoulli
(1695-1726)

Daniel Bemoulli
(1700-1782)

Johann Il Bernoulli
(1710-1790)

Johann Il Bernoulli

Daniel Il Bemoulli

Jacob Il Bernoulli

(1744-1807) (1751-1834) (1759-1789)

Figura 1.2: Arvore genealogica da familia Bernoulli.
Fonte: D’Ambrosio (2009).

Em relagdo a Johann Bernoulli (1667-1748), dois fatos devem ser considerados.
Primeiramente, ele era um homem orgulhoso e arrogante, que tao rapidamente menos-
prezava o trabalho dos outros e, na mesma velocidade, enautecia suas produgoes. E, em
segundo, qualquer elogio vindo dele, provalvemente era mais do que merecido.

Em 1721, Johann Bernoulli era, literalmente, o maior matemadtico da época (Leib-
niz havia morrido alguns anos antes e Newton havia abandonado a matematica ha muito
tempo). Bernoulli ndo era apenas um professor de Euler, era, na verdade, um mentor para
o jovem estudioso, sugerindo-lhe leituras matemaéticas e disponibilizando-se para estudar
e discutir alguns pontos matematicos com mais rigor.

Gillispie (1970, p. 468) pontua que anos mais tarde, Euler relembrou que “foi-me
dada permissdo para visitar (Johann Bernoulli) livremente todos os sdbados a tarde, onde,

gentilmente me explicou tudo o que eu nao consiguia entender”.



Figura 1.3: Johann Bernoulli.
Fonte: https://www.picuki.com/media/2174192551458927662

Euler afirmou que o método de ensino de Bernoulli era sem duvida “o melhor
método para o sucesso em assuntos mateméaticos” (Dunham, 1999, p.20), e o rigido Johann
Bernoulli notou que seu jovem pupilo tinha um talento especial, e, com o passar do tempo,
Bernoulli foi quem mais aprendeu com Euler.

No ano de 1723, concluiu a graduagao em Filosofia, alcancando o grau de Ma-
gister, pela dissertagao em latim sobre os trabalhos de Descartes (1596-1650) e Newton
(1643 - 1727). Trés anos mais tarde, apresentou uma tese a catedra de fisica denominada
“Fisica sobre o Som”, tornando uma cldssica referéncia a pesquisa acustica durante o
restante do século, contribuindo significativamente com o campo de estudos da actustica.

Apesar de possuir uma conduta religiosa, Euler nao se entusiasmou com os estu-
dos teoldgicos, pois, suas aptidoes em Matematica e os estudos vinculados a essa ciéncia
mobilizavam os interesses do autor, como pontua Truesdell (2002) ao parafrasear as pa-
lavras de Euler, onde ele teve que cursar a faculdade de teologia e “me dedicar as linguas
grega e hebreu, mas nao houve muito progresso, pois dediquei a maior parte do tempo aos
estudos matematicos e pela minha feliz sorte, as visitas de sabado para Johann Bernoulli
continuaram”.

Aos 20 anos, Euler ganhou notoriedade em uma competicao cientifica internacio-
nal por sua analise da colocagao de mastros em um veleiro. Tal premiacao constituia um
fato extraordindrio para alguém tao jovem e que morava em um pais sem litoral. Euler,
até entao, havia passado sua juventude na Suica.

Em 1726, Euler concluiu seu doutorado pela Universidade de Basileia com sua



tese sobre a propagacao do som, participando, ainda no mesmo ano, do Grande Prémio
da Academia de Paris. O problema consistia em propor a melhor maneira da disposi¢ao
de mastros em um navio. Euler ficou ranqueado em segundo lugar com o seu o intitulado
Meditationes super problemate ndutico (Reflexdes sobre um problema nautico), ficando
atras somente de Pierre Bouger (1698 - 1758), reconhecido como patrono da arquitetura

naval.

Naquele periodo, os prémios como o da Academia francesa, constituiam
a principal honraria cientifica do século e representavam uma quan-
tia monetaria substancial. Dentre os agraciados, Johann Bernoulli ga-
nhou duas vezes, seu filho Daniel Bernoulli recebeu-o dez vezes e Euler
conquistou-o doze vezes, correspondendo um prémio por cada quatro
anos de sua vida como matemaético (Chaquiam, 2012, p. 212).

Em 1725, o filho de Johann, Daniel Bernoulli (1700~ 1782), chegou & Russia para
assumir um cargo no departamento de mateméatica na nova Academia de Sao Petersburgo’.

No entanto, a tunica vaga na época era em fisiologia/medicina, mas as vagas
de emprego eram escassas, entao Euler aceitou a oferta. Nao conhecendo nada das artes
médicas, ele comecou a aprender o assunto de uma maneira caracteristicamente industrial,
embora de um ponto de vista um tanto geométrico (Dunham, 1999).

Durante os primeiros anos na Riussia, Euler morou na casa de Daniel Bernoulli, e
os dois passaram horas e horas em longas discussoes sobre fisica e matematica, mudando

assim, o curso da Ciéncia Européia nas préximas décadas.

Euler habituou-se tanto a vida em Sao Petersburgo que se propds a
dominar a lingua russa, além do que aceitou nos primeiros anos de sua
chegada um trabalho adicional de médico-tenente na Marinha Russa de
1727 a 1730 (Pereira, 2014, p.36).

Em 1733, Daniel Bernoulli voltou para a Suica para ocupar um cargo académico.
Por um lado, a partida de seu amigo deixou um vazio na vida de Euler, entretanto, Euler

ocupou a vaga de Daniel no departamento de Matemaética.

LA Academia de Sao Petersburgo foi desenvolvida com a finalidade de elevar a qualidade da educacéo
no pais e preencher a lacuna existente no campo das ciéncias quando comparado ao nivel da Europa
Ocidental. Para tanto, ficou determinado que para alcangar tais objetivos dever-se-ia incentivar o in-
tercambio com estudiosos de outros paises europeus e, nos anos seguintes, Euler foi convidado a se juntar
a ele (Pereira, 2014, p.34)



Com o progresso profissional, Euler se viu com uma certa estabilidade financeira
e logo se casou. Sua esposa era Katharina Gsell (1707 - 1773), filha de um pintor suigo

que vivia na Russia. (Dunham, 1999).

Figura 1.4: Katharina Gsell.
Fonte: https://www.picuki.com/media/2174192551458927662

Ao longo de quatro décadas de casamento, Euler e Katharina tiveram 13 filhos.

Infelizmente, apenas trés chegaram a idade adulta.

Fuler afirmara que muitas de suas maiores descobertas matemadticas
aconteceram em momentos que estava segurando um de seus filhos nos
bragos, enquanto as outras criangas brincavam ao seu redor. Sao desse
periodo seus relevantes trabalhos sobre ciéncia naval (Pereira, 2014,
p.36).

Apéds o ano de 1730, o panorama da producao cientifica de Euler foi a cartografia,
o magnetismo, os motores, a combustao, as maquinas e a construcao naval. J4 na area da
matematica, seu enfoque centrava-se na teoria de nimeros, na analise infinitesimal, nas
equagoes diferenciais, no céalculo de variagoes e na mecanica racional.

Em 1735, Euler consolidou sua carreira alcancando fama em todo o mundo. Um
de seus primeiros triunfos foi a solugdo do conhecido problema da Basileia (o contexto
histérico deste problema sera descrito no Capitulo 3), que deixou perplexos os mateméaticos
do século anterior. A questao era determinar o valor exato da série infinita.
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O matematico italiano Pietro Mengoli (1625-1686) fez a proposigao do problema
em 1644, e Jakob Bernoulli (1654-1705), irmao de Johann e tio de Daniel, levaram atencao
ao problema em uma publicacao no seu livro. Em maos de ferramentas do Calculo Di-
ferencial, ja era possivel supor que a soma da sequéncia se aproximava de 5 mas nao
conseguiam provar o valor exato.

No século XVIII, o problema voltou a ser discutido, e qualquer um capaz de
resumir a série causaria um grande alvoroco e receberia fama e notoriedade. Quando a
solugao foi provada em 1735, a geniosa férmula foi compartilhada por Euler (Calinger,
1976).

A solucao foi uma verdadeira surpresa, pois a série possuia o valor exato de %2
Esse resultado, altamente elucidativo, tornou a prova ainda mais incrivel e o solucionador
ainda mais famoso. (A prova de Euler para o Problema da Basileia serd descrito no
capitulo 3).

Com a prova do Problema de Basileia, Euler ganhou fama e sucesso no mundo
inteiro, e prosseguiu sua pesquisa em um ritmo impressionante. FEle produziu muitos
artigos para o jornal da Academia de Sao Petersburgo, de maneiar que, para algumas
edigoes, metade dos artigos publicados tinham sua autoria.

Em 1738 e 1740, Euler conquistou o prémio na Academia de Paris, juntamente

com outros matematicos da época, e assim

Sua permanéncia na Russia foi um periodo de grande produtividade.
Dentre os intimeros trabalhos que publicou, destacam-se: em 1736,
um tratado de mecanica analitica, em 2 volumes, Mechanica sive mo-
tus scientia analytice exposita; em 1738-40, uma Introdugao a Arte da
Aritmética para uso nas Escolas Elementares afiliadas & Academia Impe-
rial de Sao Petersburgo, em 2 volumes; em 1739, uma Teoria da Musica,
Tentamen novae theoriae musicae (D’Ambrosio, 2009, p.22).

No entanto, trés problemas ofuscaram esse periodo. O primeiro foi a reviravolta
politica na Rissia apés a morte inesperada de Catarina 1.2

Sua auséncia deixou um vazio de lideranca e um conjunto de suspeitas e into-

2A morte da czarina Catarina I teve sérias consequéncias para o processo de modernizacao iniciado
por Pedro, o Grande. Ascendeu ao poder um grupo de forte tendéncia anti-europeizacdo e que via a
Academia como um luxo desnecessério. Surgiram conflitos entre os 17 membros estrangeiros da Academia,
intensificaram-se as rivalidades entre seguidores de Descartes, de Newton e de Leibniz (D’Ambrosio, 2009,

p-19)



lerancia aos estrangeiros. O fato de a Academia ter uma equipe quase exclusivamente
estrageira, levou Euler a descrever sua situagao como um tanto estranha.

Outro ponto referia-se a coordenacao da Academia pelo burocrata extravagante,
Johann Schumacher. Segundo Truesdell (2002), a ocupagao principal de Schumacher es-
tava na minoracao do talento de qualquer um que ele pudesse julgar incoviniente. Embora
Euler fosse diplomaético ao lidar com o chefe, ele certamente nao poderia estar confortavel
com a supressao de seu talento.

Por 1ltimo, a deterioracao da visao de Euler em 1738 dificultou a continuidade
de seu trabalho. Naquela época, Euler atribuiu a doenca ao excesso de trabalho, particu-
larmente ao intenso esfor¢co de cartografia. Por outro lado, apds analises médicas atuais,
sugere-se que o mais provavel foi o resultado de uma infeccao grave.

Em termos de producao matemaética, o impacto da perda parcial da visao nao
impediu a continuidade da sua pesquisa. FEuler escreveu sobre construcao de navios,
acustica e a teoria da harmonia musical. Com o apoio de seu amigo Christian Goldbach
(1690-1764), Euler fez descobertas pioneiras na Teoria Classica dos Nimeros e na Teoria

Analitica dos Numeros.

Em resposta a carta de Philippe Naudé (1684-1745), ele lancou as bases
para teoria das particoes, e foi durante esse periodo que ele escreveu
seu texto, Mechanica, que apresentou as leis newtonianas do movimento
dentro de uma estrutura de célculo: para isso, o Mechanica foi chamado
de um marco na histéria da fisica (Dunham, 1999, p.23).

A partir dessa produgao, surgiu uma oferta de Frederico, o Grande (1712-1786),
da Prussia, de ir trabalhar na recém-revitalizada Academia de Berlim®. Como a situacio
politica na Russia era desconfortavel, a oferta lhe pareceu promissora. Logo, em 1741,
Euler e sua familia se mudaram para a Alemanha.

Euler morou vinte cinco anos em Berlim. Na fase intermediaria de sua carreira
matematica, integrou fungoes na Academia alema, como a supervisao do observatério e do
jardim botanico, a geréncia dos recursos humanos e financeiros. Produziu ainda, mapas

geograficos e varias publicacoes de trabalhos cientificos.

3A Sociedade de Cientistas Berlim-Brandenburgo havia sido fundada em 1700 e Leibniz havia sido
seu presidente. Frederico II decidiu remodeld-la, nos moldes da Academia de Ciéncias de Paris. Con-
vidou cientistas notaveis para dar corpo a essa renovacgao, inclusive o eminente Pierre-Louis Moreau de
Maupertuis (D’Ambrosio, 2009, p.21)
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Ainda em 1744, foi publicado Theoria motuum planetarum et cometa-
rum (Teoria do Movimento de Planetas e Cometas); em 1745, Neue
Grundsdtze der Artillerie (Novos Principios de Artilharia) e, nesse
mesmo ano, escreveu Anleitung zur Naturlehre (Introducao as Ciéncias
Naturais) que s6 viria a ser publicado postumamente em 1862 em 1748
o Introductio in analysin infinitorum (Introdugdo & Anélise dos Infini-
tos), e Reflezions sur [ Espace et le Tem (Reflexoes sobre o Espaco e
o Tempo); em 1749, a Scientia navalis (Ciéncia Naval, que havia sido
terminada em Sao Petersburgo, em 1738); em 1753, a Theoria motus
lunae (Teoria do Movimento da Lua); em 1755, o Institutiones calculi
differentialis cum eius usu in analysi finitorum ac doctrina serierum vol
1, (Fundamentos do Célculo Diferencial com Aplicagoes & Andlise Finita
e as Séries) (D’Ambrosio, 2009, p.23).

Em Berlim, Euler foi instrutor de ciéncia elementar da princesa de Anhhalt Des-
sau. Como produto, foi uma obra-prima de vérios volumes, posteriormente denominada
como Lettres a une Princesse d Allemagne sur divers sujets de physique et de philosophie.
Este livro, tornou-se um sucesso internacional. Foi traduzido para varias linguas em toda
Europa e, em 1833, foi publicado nos Estados Unidos. Essa obra de Euler foi um sucesso

literario, em todo mundo.

Nao é sempre o caso de um estudioso que trabalha na fronteira da pes-
quisa, escrever um tratado acessivel ao leigo, mas Euler certamente o
fez. As Letters to a princess of Germany continuam sendo, até hoje, um
dos melhores exemplos de sucesso em ciéncia popular (Calinger, 1976,
p.24).

No entanto, nem tudo estava bem em Berlim, pois Frederico, o Grande, havia
desenvolvido um imenso desprezo por Euler. Essa aversao foi motivada por conflitos de
personalidade e profissionais, visto que o rei, se considerava erudito, espirituoso e sabio.
Amava filosofia e poesia francesa. Assim, todos os assuntos da Academia em Berlim eram
realizados em franceés, e nao em alemao.

Para Frederico, Euler era um caipira, um brilhante caipira, mas, ainda sim, um
caipira. Euler era comum em seus gostos, era um homem de familia, trabalhador, e um
protestante devoto. Antes de perder a visao, ele reunia a familia para ler um capitulo da
Biblia todas as noites. Euler era defensor das doutrinas mais rigidas do Calvinismo. Em
pouco tempo, o rei passou a chama-lo de “ meu sabio ciclope ”, uma referéncia cruel a

vis@o limitada de Euler (Dunham, 1999).
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Para piorar, havia certa animosidade entre Euler e a outra estrela da Academia,
Voltaire (1694-1778). Por um tempo, Voltaire desfrutou de vantagens no circulo do rei.
Ele foi afamado como autor e satirista, era sofisticado como Frederico e totalmente frances.

Euler nao foi poupado da inteligéncia acida de Voltaire. De acordo com Dunham (1999),

Y 14

Voltaire o intitulou como aquele que “nunca aprendeu filosofia ” e, portanto, se satisfez
com a fama de ser um matemaético ”.

Outro fato que pairou sobre a Academia foi a disputa entre Euler e Voltaire sobre
a existencia de Deus, que gerou muita reverberacao apés Voltaire argumentar a favor da
inexisténcia de Deus, e julgar trivial a fé religiosa de Euler. (D’Ambrosio, 2009).

Dessa maneira, apesar de trazer fama para a Academia de Berlim, Euler foi obri-
gado a deixar o pais. As questoes politicas na Russia haviam melhorado, principalmente

com o reinado de Catarina, a Grande (1729-1796), e, assim, Euler voltou para a Academia

de Sao Petersburgo.

Em 1762, quando Catarina II, a Grande (1729-1796), assumiu o poder na
Russia, ela empenhou-se em restabelecer o altissimo padrao da Academia
da Russia. Decidiu convidar Euler para retornar a Sao Petersburgo, com
grandes privilégios. Ele retornou em 1766 e foi recebido com as maiores
honrarias. Foram oferecidos a ele um altissimo salario, excelente moradia
e emprego para os filhos (D’Ambrosio, 2009, p.24).

Apesar de sua vida cientifica ter continuado, os proximos anos o trouxeram duas
tragédias pessoais. Primeiramente, no ano de 1771, ele perdeu a visao do seu olho es-
querdo, ficando praticamente cego. E a segunda é que, no final de 1773, Katharina
morreu.

Embora praticamente cego, ele aumentou sua producao cientifica. No ano de
1775, escreveu bastante, mesmo que precisasse de que outros o lessem artigos cientificos.

Ele, por sua vez, ditava seu trabalho a escritores diligentes.

Destacam-se seus filhos Johann Albrecht (1734-1800) e Christoph (1743-
1808), bem como Anders Johan Lexell (1740-1784), Wolfgang Ludwig
Krafft (1743-1814), Mikhail Evseyevich Golovin (1756-1790) e Niko-
laus Fuss (1755-1826), talvez o mais ativo de todos, tendo redigido
cerca de 200 trabalhos de Euler, feitos enquanto era totalmente cego
(D’Ambrosio, 2009, p.24).
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Trés anos apds a morte da sua esposa, contrariando a opiniao dos filhos, ele casou-
se novamente com sua cunhada, Salome Abigail Gsell (1723-1793), encontrando, assim,

uma companheira para compartilhar seus ultimos anos.

&

Figura 1.5: Salome Abigail Gsell.
Fonte: https://romanov.blogs.sapo.pt/19194.html

Em 7 de setembro de 1783, Euler faleceu apds o jantar com seu colaborador,
Anders Johan Lexell, matematico e astronomo. Durante o jantar, conversaram sobre a
orbita de um novo planeta, o planeta Urano. Posteriormente, enquanto brincava e tomava
chd com um de seus netos, sofreu de um mal sibito. Euler foi sepultado no Alexander
Nevsky Navra, em Sao Petersburgo, um dos mais importantes mosteiros e cemitério da
Russia, destinado aos mais ilustres artistas, escritores e misicos do pais.

Euler deixou um legado de proporgoes épicas. Apods 48 anos de sua morte, o
jornal da Academia de Sao Petersburgo continuava publicando a lista de seus artigos.
Raramente existe um ramo da matematica ou da fisica em que ele nao exer¢a um papel
significativo.

Segundo Boyer (2003), uma lista bibliogréfica das obras de Euler, com 886 itens
esta sendo publicada na Suica com, aproximadamente, 75 volumes substanciais. Desse
modo, Euler ficou caracterizado como a “Analise encarnada”.

Em um elogio, o Marqués de Condorcet observou que todo aquele que pratica
matemadtica no futuro serd “guiado e sustentado pelo génio Euler” (Dunham, 1999).

No capitulo 3, abordaremos o contexto histérico do problema da Basileia e, pos-

teriormente, apresentaremos a prova de Euler para a resolucao deste problema.

13



Capitulo 2

Notas introdutorias

Neste capitulo apresentaremos, de forma breve, alguns conceitos e resultados
que darao embasamento tedrico a este trabalho, em particular, ao estudo de Polinomios,
algumas Identidades Trigonométricas, Sequéncias e Séries, Série de Taylor e Série de
Fourier. A segao a seguir foi fundamentada a partir de Biazzi (2014), Figueiredo (2005),
Guidorizzi (2002), Guidorizzi (2008), I6rio (2005), Lima (2017), Lima (2007), Muniz Neto
(2013), Muniz Neto (2015) e Simmons (1988).

2.1 Polinomios

Para esta se¢ao, a menos que mencionemos, podemos identificar o conjunto de-
notado por K como sendo ou o conjunto Q, ou R, ou C, por ter algumas propriedades

algébricas especiais’.

Defini¢ao 2.1.1. Uma sequéncia (ag, a1, as,...) de elementos em K é dita quase toda

nula se existir n > —1 tal que

Apy1l = Apy2 = Qpy3 = ... = 0.

Defini¢ao 2.1.2. Um polinémio com coeficientes K € uma soma formal f = f(X) do
tipo
f(X)=ap+a X +aX*+...:= Zaka,

k>0

'"Em geral um corpo de caracteristica 0, veja por exemplo Muniz Neto (2016).
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onde (ag, ay, ag, . ..) € uma sequéncia quase toda nula de elementos de K e convencionamos

X% =1 e X'= X no somatdrio acima.

Dizemos que dois polindémios f(X) = Zaka e g(X) = Zkak sobre K sao
k>0 k>0
iguais se, e somente se, a; = by para todo k > 0.
Dado um polinémio f(X) = ag+a; X +a;X?+. .. sobre K, convencionamos que:

(i) Os elementos a; € K sdo denominados os coeficientes de f.

(ii) Quando a; = 0, sempre que for conveniente, omitiremos o termo a;X*. Em particu-
lar, como a sequéncia (ag, aj, as, ...) é quase toda nula, existe um inteiro n > 0 tal

que
n
f(X) = Z ar X",
k=
este inteiro citado, chamamos de grau do polinomio.

(iii) Quando a; = £1, escrevemos =X, para o termo correspondente de f.

(iv) O polindémio

0=0+0X+0X2+...

¢ denominado o polinéomio identicamente nulo sobre K, e, neste caso, dizemos

que o polinémio nao tem grau.

(v) Mas geralmente, dado a € K, denotamos o polinémio
a+0X+0X%+.. .,

ou apenas «, o denominamos de polindmio constante «. Se a # 0 dizemos que

este polinomio tem grau 0.

Usaremos a notagao K[X]| para representar o conjunto de todos os polinomios sobre K.
Pelo item (v), temos que

K c K[X].
Por outro lado, como Q C R C C temos que
Q[X] c R[X] c C[X].
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Exemplo 2.1.1. Se f(X) = 14+ X — V2X° entdao f ¢ Q[X], pois —v2 ¢ Q, mas
f € R[X]. J4 a expressdo g = 1 + X + X%+ X + X* + ... no é um polinémio, pois a

sequéncia (1,1,1,1...) ndo é quase toda nula.

Defini¢ao 2.1.3. Dados em K[X]| os polindmos
FX) =) aX* e g(X)=> X"
k>0 k>0

a soma e o produto de f e g, denotados respectivamente por f + g e f - g, sao os
polinomios

(f+9)(X) = (ar + bp) X"

k>0

(f-9)(X) =) axX,

k>0

onde ¢, = Z a;b;.

i+j=Fki,j>0
Em seguida, relacionaremos algumas propriedades importantes sobre o Polinomios.

Para maior detalhamento da demonstragao, ver Muniz Neto (2016).

2.1.1 Divisao de polinémios

Um polinomio dividido por outro resulta em um polinomio no quociente e um po-

linomio no resto. Este procedimento é definido como algoritmo da divisao para polindomios.

Teorema 2.1.1. Se f,g € K[X], com g # 0, entdo existem unicos q,r € K[X] tais que
f=g9gqg+r com r=0 ou 0<09r<09g,

onde o simbolo O representa o grau do polinomio em questao.
Exemplo 2.1.2. Seja p(X) =7X* —3X* + X? - X —2eg(X) =X’ - X*+ X +7,0
quociente da divisdo de p(X) por g(X) é ¢(X) =7X +4. Jar(X) = —2X* — 54X — 30,
¢ denominado como resto, isto é

p(X)=(TX+4) (X’ - X*+ X +7)+ (—2X> — 54X — 30)
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2.1.2 Relagao entre raizes de polinomios

Iremos ilustrar um dos teoremas mais importantes para os estudo de Polinémios,
conhecido na literatura como Teorema Fundamental da Algebra. Para isto, primei-

ramente, iremos definir alguns conceitos que sao consequéncias do teorema (2.1.1).

Definicao 2.1.4. Dado um polinémio
f(X)=a, X"+...+ a1 X +ap € K[X],

a funcao polinomial associada a f € a funcao f : K — K dada, para todo x € K, por

f(x) =apz" + ...+ a1z + ao.
Quando f(X) = ¢, note que a func¢ao polinomial associada f serd a funcao cons-
tante f(z) = ¢, para todo z € K.
Defini¢ao 2.1.5. Seja f € K[X]| um polinomio, com fun¢ao polinomial associada f:

K — K. Um elemento o € K é uma raiz de f se

f(a) =0.

Exemplo 2.1.3. Se f(z) = X +5 € C[X] temos que z = —5 é a Unica raiz de f em C.

De fato, de acordo com a definicao (2.1.5), a funcéo associada a f é f(z) =z +5 e

flz) =0<«<= 2z = —-5.

Definicao 2.1.6. Um elemento o« € K ¢é dito raiz de multiplicidade m € N de um

polinomio f(X) € K[X], se existe um polinomio q(X) € K[X], com 0q < Of, tal que

com G(a) # 0. Sem =1 dizemos que o é uma raiz simples.

Exemplo 2.1.4. Sendo f(X) = X® — 7X? + 16X — 12 um polinémio em R[X], note que

F(X) = (X =2)*(X = 3),
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isto significa que 2 é uma raiz dupla de f e 3 uma raiz simples.

E comum que em alguns conjuntos, os polinomios associados nao tem raizes

naquele conjunto. A exemplificar, o polinomio
f(X)=X?-2€Q[X], ou g(X)=X*+1¢€cR[X].

Para solucionar tais problemas, utilizamos o Teorema Fundamental da AlgebraQ.

Teorema 2.1.2. (Teorema Fundamental da Algebra) Todo polindmio
feCXN\C

POSSUL a0 menos uma raiz complexa.
Uma consequéncia imediata do teorema (2.1.2) é o seguinte corolério:

Corolario 2.1.1. Se
f(X)=a, X"+ ...+ a1 X +a € C[X],
¢ um polinomio de grau n > 1, entao existem n niumeros complexos zi, zo, . . ., 2, tais que
F(X)=an (X —z1) ... (X — z). (2.1)

A expressao (2.21) é chamada forma fatorada do polinémio f. Durante nosso
trabalho, nao iremos fazer distin¢ao entre o polinomio f e sua funcao associada f, para

facilitar o desenvolvimento do texto.

2.2 Identidades trigonométricas

Nesta se¢ao, deduziremos algumas identidades essenciais no desenvolvimento deste
trabalho, sendo elas as formulas de soma de arcos, arcos duplos e transformagoes em pro-

duto.

2conforme Muniz Neto (2016) uma das provas é apresentada por Jean-Baptiste el Round D’Alembert,
matematico francés do século XVIII.
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2.2.1 Conceitos basicos

Definicao 2.2.1. Definimos como ciclo trigonométrico o circulo I, dado no plano carte-
siano (conforme a figura (2.1)), centrado na origem O(0,0), com raio 1 e comprimento

2.

Y

B

Figura 2.1: Ciclo trigonométrico.

Definigao 2.2.2. Seja ¢ € R dado, usando as notagoes da figura (2.1), medimos sobre
I, a partir de A, um arco de comprimento | ¢ |, no sentido anti-hordrio se ¢ > 0 e no
sentido hordrio se ¢ < 0. Sendo P a extremidade final desse arco, dizemos que o arco AP

mede ¢ radianos.

Como consequéncia da defini¢ao (2.2.2), convencionamos sobre I', que o sentido
trigonomeétrico ¢ o sentido anti-horario. Dai, o arco de 27 radianos sobre I' é o arco que

da uma volta em I' no sentido trigonométrico, retornando ao ponto A.

Definigao 2.2.3. Dado ¢ € R tal que AP= ¢ onde P é um ponto situado no ciclo trigo-
nométrico, definimos o seno e o cosseno de ¢ (radianos), e denotamos, respectivamente,

senc e cosc, por

cosc = abscissa de P;  senc = ordenada de p.
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Lembremos que pela definigao (2.2.1), temos que qualquer ponto P do ciclo tri-

gonométrico, em coordenadas cartesianas P(x,y), satisfaz a seguinte equagao:

2?4y’ =1. (2.2)

Como consequéncia da definigao (2.2.3) e da equacdo (2.2), temos as seguintes
propriedades:
Proposicao 2.2.1. Para todo ¢ € R:

(i) sen’c+ cos’c =1 (Relagdo fundamental da trigonometria);

N —1 < senc < 1
(i)
—1 < cosc < 1,
sin c+2km = senc
(111) para todo k € Z;
cosc+2km = cosc
sen —¢c = —sen ¢
(iv)
cos—c = cosc.
sen (z —¢) = cosc e cos(z —¢) = sin ¢
(v) 2 2
sen (T—c¢) = senc e cos(m—c) = —cosc.

Se olharmos seno e cosseno como fungoes, na proposicao (2.2.1), o item (i7) nos diz
que as duas fungoes sao limitadas. Ja o item (ii7) estd dizendo que sao fungoes periédicas
de periodo 27, que iremos definir posteriormente na subsecao (2.5.1) e (iv). Assim, temos
que a funcao seno é uma fungao impar e funcao cosseno é uma funcao par. Para maiores
detalhes de tais resultados, ver Muniz Neto (2013).

Para concluirmos esta se¢ao, relacionaremos algumas defini¢oes que serao usadas

no decorrer do trabalho.

Definicao 2.2.4. Seja ¢ um niumero real dado, usando novamente as notagoes da figura

(2.1), tal que AP= ¢ sendo P um ponto qualquer do ciclo trigonométrico. Definimos

2k +1
(i) tanc = St C, Vc# u, k€ Z;
Ccos ¢ 2
(i) cotc = COSC, VYce#£km, ke
sen ¢
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1 2k +1
(1i1) secc = —, Vc;éu, keZ;
cos ¢ 2

(iv) csce = , Ye#kn, kel

sen ¢

2.2.2 Adicgao de arcos

Observemos as férmulas de adigao de arcos, relacionadas na proposicao a seguir.
Proposicao 2.2.2. Para a,b € R, temos:
(i) cos(a £+ b) = cosacosb F sena senb;

(ii) sen(a F b) = senacosb + cos a senb

tana & tanbd

i)t L) fenadtand
(i) tan(a £) 1 Ftanatanbd’

quando tana, tanb e tan(a £ b), estiverem definidos.

Demonstragao. Iniciemos pela férmula cos(a + b). Suponhamos, sem perda de genera-
lidade, que a,b > 0, e marquemos, sobre o ciclo trigonométrico I', os pontos P,(Q e R,
conforme a figura (2.2), de modo que AP= a, AQ= —b e AR= a + b, entdo os pontos

citados em coordenadas cartesianas ficam

P(cosa, sena), Q(cos(—b), sen(—b)) = Q(cosb, —senb) e R(cos(a + b), sen(a + b)).

Como AAR e PAQ sao iguais a (a + b) radianos, as cordas implicitas AR e PQ tém

comprimentos idénticos. Logo,

AR” = (1 —cos(a+b))*+ sen®(a+b) 2.3)
PQ° = (cosa — cosb)? + (sena + sin b)?. .
Igualando as duas expressoes da equagao (2.3) temos:
(1 — cos(a + b))? + sen*(a + b) = (cosa — cosb)* + (sena + sin b)?. (2.4)

Desenvolvendo os membros da equagao (2.4), e lembrando que (proposigao (2.2.1)
(2))

cos’a + sen’a =1, cos’b+ sen’s =1 ecos’(a+b) + sen’(a +b) = 1,
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R(cos(a + b), sen(a + b)) B

P(cosa,sen a)

A

—

= Q(cos(—b), sen(—D))

Figura 2.2: Formulas de adigao de arcos.

temos:

—2cos(a+b) = —2cosacosb + 2senasenbd,

isto prova uma parte de (i). Para outra parte, basta observar que
a—b=a+(-b),

e usar a proposigao (2.2.1) (iv). Usando novamente a proposigao (2.2.1), e usando o que

foi provado anteriormente, temos:

sin(a +b) = cos(g —a-—1"))
= cos(g —a)cos(—b) + Sen(g — a)sen(b)

= sena cosb + cos asenb.
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De modo andlogo, obtemos a férmula para sen(a — b). Para finalizar, temos:

sen(a + b)
cos(a +b)
sena cos b + cos a senb

tan(a +b) =

cos a cos b — senasenb

(cosacosb ( sena cosb + cosa senb)

(cosacosb+ senasenb)

(cosacosb
sena + senb
cosa cosb
1 — sena senb
cosa cosb

tana + tanb
1 —tanatanb

De maneira semelhante, obtemos tan(a — b). O

Uma consequéncia da proposigao (2.2.2), sdo as relagbes que apresentaremos

agora, geralmente denominadas férmulas de arcos duplos.
Corolario 2.2.1. Para todo a € R, temos:
(i) cos2a = cos® a — sen’a;

(i) sen2a = 2sin a cos a;

2tana

2

2, se tana e tan2a estiverem definidas.
—tan“a

(111) tan2a = .

Demonstrag¢ao. Basta assumir @ = b nas férmulas da proposigao (2.2.2), com sinal posi-

tivo. OJ

Finalizamos nosso breve apanhado de identidades trigonométricas, deduzindo as

formulas de transformagoes em produto de arcos, relacionadas na proposicao a seguir.

Proposigao 2.2.3. Para a,b € R, temos:

== b
(i) sina £+ senb = 2 sen— 5 COS a;F ;
b -b
(1) cosa+c0sb:2cosa+ ¢ ;
2 2
b -b
(111) cosa — cosb = —2senajL ¢ ;
2 2
+b
(iv) tana + tanb = M.
cosacosb
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Demonstracdao. Faremos a demonstracao para sena + senb e tana + tanb. As demais

formulas seguem de maneira analoga.

Tomando
a+b
r = 9 a = T+Y
<
a—2> b o—

Assim, usando a proposi¢ao (2.2.2) obtemos:

sina + senb = sen(x +y) + sen(z — y)
= (senzcosy + senycos ) + (senr cosy — seny cos )

= 2senzcosy
a—>b
2 )

= QSen(a ) sen(

2
Por fim,

sena senb

tana + tanb =
cosa cosb

sena cos b + senb cos a

cos a cosb
sen(a + b)
cosacosb

O
Proposigao 2.2.4. Para x € R, com x # 2km como k € Z, temos:
1 sen [(2n+1)z]
— +cosx +cos2x + -+ cosny = ————2— (2.5)
2 2sen(3)
Demonstragao. Pelo que vimos na demonstracao da proposigao (2.2.3), temos
2 cosfseng = sin(f + ¢) — sen(d — ¢). (2.6)
Em (2.6), usandogb:ge@:km comk e€Zel<k<n, temos
2k +1 2k —1
2coskx seng = sen (#) — sen (%) , (2.7)
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da equagao (2.7), temos que:

1 ~ 3 5 3
25 seng + 2;(308 kx seng = seng + (seng — Seng) + <sen§ — Sen?x) +
2 1 2n —1
N (Sen@ _ Sen%) , (2.8)

Simplificando a equagao (2.8), obtemos:

x (1 (2n+ 1)z
2sen— | = +cosx +cos2x +...cosnx | = sen————,
2\2 2
entao para x # 2k, com k € Z, chegamos no resultado desejado. m

2.3 Sequéncias e séries

Nessa secao, faremos uma apresentacao sucinta sobre algumas defini¢oes de sequéncias

e séries, mais especificamente série de poténcias.

2.3.1 Sequéncias numéricas

Definigao 2.3.1. Dizemos que uma sequéncia (infinita) de nimeros reais € uma fungdo

f:N—= R e denotamos o k-ésimo termo dessa sequéncia por ar = f(k).

Segundo a defini¢ao (2.3.1), temos que
ar = f(1), ax=[f(2), a3 = [f(3),
A notacao mais comum para representar uma sequéncia é
(@n)n>1 ou (ap).

Exemplo 2.3.1. Alguns exemplos simples de sequéncia de niimeros reais sao:

(a) os termos de uma progressao aritmética

a, =a;+ (n—1)r,
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onde a; e r sao numeros reais fixados, ou seja,

a1, Ay =ay+7r, az=a;+2r

(b) A sequéncia cuja sua lei de formacao é dada por
1
bn =
n

ou seja,

by =

Definigao 2.3.2. Dizemos que uma sequéncia (a,) converge para um limite L e escreve-
mos

lim a,=L ou a, — L,
n—-+o00o

se para todo € > 0 dado, existe ng > 0, tal que
n>ng=|a,—L|<e.

Se uma sequéncia nao converge para real algum serd dita divergente, em particular, se uma
sequéncia (a,) tende para o infinito 400, dizemos que ela tende para o +0o ou diverge

para 0 +00.

A nogao intuitiva da definigdo (2.3.2) é que, para n suficientemente grande os
termos a,, da sequéncia se aproximam de L.
Em seguida, ilustraremos no préximo exemplo, sequéncias convergentes e diver-

gentes.

Exemplo 2.3.2. (a) A sequéncia a,, = a; + (n — 1)r dada no exemplo (2.3.1), é diver-
gente para r # 0 pois

n—-+oo

lim (a1 +(n— 1)7") = +00

1
de acordo com o sinal e r e converge para a; se r = 0. Ja a sequéncia b, = —,
n

também dada no exemplo (2.3.1), converge para 0, pois



(b) A sequéncia cuja o termo geral é dado por a, = (—1)" diverge, pois, seus termos

oscilam entre 1 e —1, com frequéncia indefinida.

(¢) A sequencia a, = aogr" supondo ag # 0, conhecida também como termo geral de
uma progressao geométrica, converge para 0, se —1 <| r |< 1 e diverge, se | r [> 1.

De fato, pois,

lim agr™ =0, se —1<|r|<1
n—-+oo

lim agr™ = ag, se r=1

n—-+00

lim agr" = 400, se r > 1,
n—-+00

no caso em que r < —1, nao existe o limite, a sequéncia diverge.

2.3.2 Séries numéricas
Agora iremos comecar a secao definindo série.

Definicao 2.3.3. Seja a,, uma sequéncia infinita. A soma

d an=art+aytas+ta,+- (2.9)

n=1

¢ definida como série numérica infinita de termo geral a,. Se somarmos os n primeiros

termos dessa série, obtemos

Sn:Zak=a1+a2+a3+---—|—an

n=1

o que chamamos de somas parciais. Dizemos que a série dada na equagao (2.9) é conver-

gente se a sequéncia de somas parciais (S,) converge para algum s € R e escrevemos

Zan:s ou ap+ay+az+- -+ a,+ - =5

n=1
O numero s € chamado soma da série.

Exemplo 2.3.3. (Série telescdpica) Vamos mostrar que

= 1
eI

n=1
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Para tal fato, observemos primeiro que o termo geral da série pode ser escrito como:

1 a b
- — _+
n(n+1) n n+1
_aln+1)+b,
B n(n+1)
_ (a+bn+a
a4+ 1)
dai obtemos
at+b= 0 a= 1
<~
a = 1 b: —17
ou seja,
1 1
ap = — —
n n+1

Agora escrevendo a soma parcial temos que

(Y (Y () () ()

Portanto,
o0
1
= lim S
; n(n+1) ninoo "
1
= lim (1 — )
= 1.
o0
Teorema 2.3.1. Se a série Zan converge, entao a, — 0.
n=1
oo
Demonstracao. Suponhamos que a série Zan convirja para s, e seja (5,) uma soma
n=1

parcial da série, isto é,

Sy =ai+ax+ag+ -+ ap,

dai temos que, a, = S, — S,_1, entao

lim a, = lim (S, — S,_1),
n—o00 n—oo
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como

lim S, =s= lim S,_1,
n—oo n—oo

concluimos que a,, — 0. O

O proéximo resultado, em relacao a soma dos termos infinitos de uma progressao

geométrica, é bastante utilizado no Ensino Médio.

(o]

Teorema 2.3.2. (Série geométrica) Dada a série E apr™, com ayg # 0. Entdo, a série
n=0

converge se, e somente se, |r| < 1. Além disso,

o

Demonstragao. Seja Z apr”, com ag # 0 e r # 0, e lembremos que

n=0

a, = agr” para n > 0.
Multiplicando r na soma parcial .S,,, e com um simples ajuste de indices, temos

S, =18, = (ap+aor +agr® + -+ aor™) — r(ag + apr + agr® + - - - + apr’)

= ap(l — "),

ou seja
T ap(1 —r™th)

S, =
1—1r

, para r # 1.

Quando |r| < 1, temos que lim |r"| = 0. Assim,
n—oo

e n+1
" i . ap(l —r"th ag
apr” = lim S, = lim = )
‘ n—soo n—soo 1—r 1—r
n=

No caso de |r| > 1, observemos que
lim |apr"| # 0= lim aor"™ # 0.
n——ao0 n—-aoo

Portanto, pelo teorema (2.3.1) a série diverge. O
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Em geral, existe um amplo estudo para convergéncia de uma série, que, na lite-
ratura, sao chamados de testes para convergéncia de uma série. Iremos ilustrar aqui, o

teste conhecido como teste da comparacgao.

Teorema 2.3.3. (Teste da comparagio.) Sejam (a,) e (b,) duas sequéncias de nimeros

reias, tais que, 0 < a, < b, para todo n natural. Dai:

o0 [e.9]
(i) Se E b, € uma série convergente, entao E a, serd convergente.
n=1 n=1

o0 o0
(i1) Se E a, ¢ uma série divergente, entdao E b, serd divergente.
n=1 n=1

Demonstrag¢ao. Primeiramente, comegaremos provando (7). Considere as seguintes somas
parciais

Sp=a1+-4a, e E,=0b +---+b,.

Como as séries sao termos positivos, as somas parciais (S,) e (E,) sdo crescentes, pois,
por exemplo

Sp=Sn_1+ap,>S,—1 V n>1.

Além disso, como estamos supondo que E b, é convergente, digamos para b, segue que

n=1

E,, < b para todo n € N. Dai temos entao
0<S, <hb.

Portanto, a sequéncia (.S,) é mondtona e limitada, ver por exemplo (Muniz Neto, 2015) ,

logo é convergente (S,,). Dessa maneira, concluimos que E a, ¢ uma série convergente.

n=1
9

(o]
Para (ii), observemos que se E b, fosse convergente, terfamos de (i) que a série E an

n=1 n=1
seria convergente, contradizendo a hipdtese. O

Agora, iremos mostrar que a série que deu origem a este trabalho é convergente.

o0

- .. 1
Proposicao 2.3.1. A série Z — € convergente.
n=1 n
D tracao. Primeira eteobseeosassé'esilei ! temos que
emonstracao. Primeiramen rvem ri — —— tem ue:
’ ’ n=1 n2 n=1 (TZ + 1)2 !
i1—1+1+1+ I -
n:1n27 2232 7T 2 (n+1)2 0 77
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i1—1+1+1++1+1+
(1) 2232 42 (n+ 1) (n+2)20 T
ou seja,
=1 = 1
— =14 S
2 Gy
t30, t - 4 equivalent t ——  con-
entao, para mostrar que ; 5 converge ¢ equivalente a mostrar que ; 1) con
verge. Para isto, observemos que para todon € N
n+1)=n*+2n+1>n>+n=n(n+1),
ou seja,
1 < L b, V neN
ap, = < =b, n :
(n+1)2 = n(n+1)
Pelo exemplo (2.3.3), temos que Z b, converge, entao, pelo teste da comparagao (teorema
n=1
(2.3.3)) a série i _ Logo, a série i 1 converge O
3. 2 1) 2o, n:1n2 ge.

Como consequéncia da proposigao (2.3.1), usando o teste da comparagdo e o

teorema (2.3.3), temos:

1
p
n:ln

: (2.10)

¢ uma série convergente para p > 2. Ainda mais geral, usando o teste da integral (Muniz
Neto, 2015), mostra-se que a série dada pela expressao (2.10) converge, se p > 1 e diverge

para p < 1, e, no caso p = 1 a série é conhecida como série harmonica.

oo oo
Definicao 2.3.4. Dizemos que a série Zan ¢ dita absolutamente convergente se Z |
n=1 n=1

ay, | for convergente. Quando a série é convergente, mas nao absolutamente, dizemos que

ela € condicionamente convergente.

Um pergunta natural que pode-se ocorrer: toda série absolutamente convergente

¢é convergente? O préximo resultado respondera esta pergunta.

[e.o] o0

Proposigao 2.3.2. Se Z | @y, | for convergente, entao Zan também serd convergente.

n=1 n=1

31



oo

Demonstra¢ao. Suponhamos que Z | a,, | convirja, e observemos que para todo n € N,

n=1

0, sea, <0
an+ | (7% |:
2| a,|, sea, >0,

ou seja
0<ant|a,|<2]ay|
oo
Como Z | @, | converge, segue do teste da comparacao, teorema (2.3.3), que
n=1

Z(l Qn | ‘l'an)

n=1

também é convergente. Para todo n € N temos

an = (l n | +an)— | an |,

dai
[e.e] oo o0
E :an: E :(’an‘"i"an)_E :|an‘>
n=1 n=1 n=1
o
isto significa que g a, é a diferenca de séries convergentes, portanto convergente. O]
n=1

oo
Outra pergunta que também pode ocorrer é: com que condicoes a série g (-1 a,
n=1
é convergente? A reposta para isto segue no proximo resultado conhecido como critério

de Leibniz para séries alternadas.

Proposicao 2.3.3. Se (a,) € uma sequéncia ndo crescente de nimeros reais positivos,

1sto €,
ap > a1 >0 VneN,
tal que,
lim a, =0,
n—oo
o
entdo Z(—l)"‘lan ¢é convergente.
n=1

Para demonstracao da proposigao (2.3.3), ver Guidorizzi (2008).
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2.3.3 Série de funcoes

Iremos, primeiramente, falar de sequéncias de fung¢oes com intuito de aplicar o

mesmo resultado para séries de funcoes.

Definicao 2.3.5. Dizemos que uma sequéncia de funcoes f, : I — R, comn € N converge
pontualmente para uma fungao f : I — R em I, quando, dados € > 0 e x € I, existe

no € N (dependendo de € e de x) tal que
n>ng =/ fulz) — f(z) [<e,

ou seja, fixado x € 1

lim fo(2) = f(@).

n—oo

Exemplo 2.3.4. As sequéncias de fungoes f, : R — R, dada por f(z) = f, convergem
n

pontualmente para f = 0 em R. De fato, para x € R fixado temos

lim f,(z) =0.

n—0o0

Definicao 2.3.6. Dizemos que uma sequéncia de funcgoes f, : I — R, com n € N,
converge uniformemente para uma funcao f : I — R em I, quando, dado € > 0, existe

no € N (dependendo apenas de €), tal que

n>ng=| folx) — f(z)|<eV z el

Exemplo 2.3.5. Para n € N, seja f, : R — R a fungao dada por f,(z) = (1f 2) )
x

Entéao,(f,) converge uniformemente para f = 0. De fato, pelas desigualdades das médias

aritmética e geométrica, temos

ou seja

| Fale) = 0= ful) |< 5 <
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Ine
tomando nyg < —, temos que
In2

n>ng = fu(z) —0|<e.

“+oo
Definicao 2.3.7. Uma série de funcoes é uma série an, onde f, : I — R € uma

n=0
sequéncia de fungoes. Dizemos que a série de fungoes converge pontualmente (respecti-

vamente uniformemente) em I para uma fungao f : I — R, se sua sequéncia de somas

parciais

Sul2) = 3 fula),

converge pontualmente (respectivamente uniformemente) em I para f.

O proximo resultado é de grande importancia para a garantia de convergéncia
de séries de funcgoes, conhecido na literatura como critério M de Weierstrass. A

demonstracao deste critério pode se encontrada em Iério (2005).

+oo
Teorema 2.3.4. Seja E fn uma série de funcgoes, com f, : I — R, e suponhamos que
n=0
+oo
exista uma Sé€rie numérica E M, tal que, para todo x € I e para todo n € N,
n=0
—+o00 400
Nestas condigoes, se a série E M, for convergente, entdo a série E fn convergird uni-
n=0 n=0

+oo
formemente, em I, a funcdo f(x) = Z fn(x).
n=0

[remos agora ilustrar uma aplicacao do critério M de Weierstrass.

“+oo .
sin nx
Exemplo 2.3.6. A série de fungoes Z ———; ¢ uniformemente convergente em R. De
~art4n
fato, para todo n € N, temos

sin nx

1
xd +nt

<

n

+00 1
pois, lembremos que | sinnz |< 1 e 2* +n* > n*. Como a série numérica E

LRy

n
n=1

convergente, segue pelo critério M de Weierstrass (teorema (2.3.4)) série dada converge
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uniformemente em R a funcgao

—+00 .
SN NxT
f(l’) :Zx4+n4'
n=1

No que segue, iremos tratar de um caso especial das séries de fungoes.

2.3.4 Série de poténcias

Com manuseio formal sobre séries de poténcias de somas conhecidas, as somas
de outras séries foram alcangadas para uma gama de funcoes, o que simplificava o estudo

dessas fungoes.

Defini¢ao 2.3.8. Considere (a,), com n € N, uma sequéncia numérica, e seja xro um

numero real dado. A série

o)
Zan(x—xo)”:ao—l—al(:c—xo)—|—a2(a:—:c0)2—|—-~—|—an(a:—:c0)"+-~

n=0
¢ definida como série de poténcias, com coeficientes a,,centrada em x.

Uma série de poténcias refere-se a uma série de polindmios com infinitos termos.
Observaremos que funcgoes definidas como séries de poténcias compartilham de diversas

propriedades similares dos polindmios.

2.3.5 A convergéncia da série de poténcias

Uma série de poténcias centrada em x(, com coeficientes a,, é convergente para
r = xg, sendo que é possivel ser o Unico ponto de convergéncia. O teorema a seguir

evidencia uma propriedade essencial das séries de poténcias.

+oo
Teorema 2.3.5. Se E ap,x” for convergente para x = x1, com x1 # 0, entdo a série

n=>0
convergird para todo x no intervalo aberto (—|xq|, |x1]).

+00
Demonstracdo. Suponhamos que Z a,r] com z; # 0 seja convergente, entao, pelo teo-
n=0
rema (2.3.1),
lim a,z} =0.
r—>+00
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Tomando ¢ = 1, entdo, pela definigdo (2.3.2), existe um ny natural, tal que para todo
n 2 Ny,

la,x}| < 1.
Como
T n
n n
|a,z"| = |anzy] | —| ,
I
temos que para todo x e para todo natural n > ng,

n

jana| < |

I
+0c0 T n
Pelo teorema (2.3.2), se |z| < |z1| a série geométrica Z —| ¢é convergente. Entao,
n=0 1
+oo
pelo teste da comparagao, teorema (2.3.3), temos que Z a,x" converge para todo |z| <
n=0
|LL’1|. ]
+00
Corolario 2.3.1. Se Z an(x — x0)" for convergente para x = x1, com 1 # xo, entdo a
n=0

série convergird para todo x no intervalo aberto (xg — r,xg + r), onde r = |x; — o|.

Pelo que ja vimos, para quais valores de x uma série de poténcias converge? Para
solucionar tal problema, temos o Raio de Convergéncia da série de poténcias, que segue

no teorema abaixo.

+00
Teorema 2.3.6. Considere a série E a,x". Fxistem trés, e somente trés possiblibilida-
n=0

des:
“+o00
I) Ou Z apx" converge para x = 0;
n=0

+oo
II) Ou Zanx” converge para todo x real;
n=0

—+o00

III) Ou eziste R > 0, tal que a série Z&nx” converge para x no intevalo (—R, R) e
n=0

diverge para todo | x |> R. Nos extremos —R e R a série poderd convergir, ou nao.

A demonstracao do resultado acima e do exemplo abaixo, podem ser encontrados

em (Guidorizzi, 2008). Existem varios resultados para encontrar o Raio de convergéncia
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de uma série, isto é, dizer para quais valores de x a série de poténcias converge. A

exemplificar, a expressao
) a
R= lim | —

n—oo an+1

,

desde que a, # 0 para n > ng, sendo ng um natural fixado.

2.3.6 Funcgoes como séries de poténcias

As funcoes podem ser representadas como a soma de termos infinitos. Tal
condicao é uma ferramenta muito importante, pelo fato de aproximar as solugoes das
séries usando propriedades de polinomios.

Uma série de poténcia convergente para todo z ou para algum R > 0, tal que

r — o] < R, pode ser expressa como uma funcao f(x). Podemos escrever

fl@) =" an(x —x)".

A série é dita uma representacao da fun¢ao f(x) no intervalo de convergéncia e é

definida como a expansdo em série de poténcias da fungao f(x) no ponto zy.

2.4 Série de Taylor

O desdobramento de funcoes em séries de Taylor é uma estratégia muito utilizada
nas areas do Célculo Infinitesimal e em Anélise Numérica. Apresentar funcoes como a
soma de termos infinitos é uma ferramenta extremamente importante, visto que as mesmas

oportunizam utilizar as propriedades de polinonimos para resolucao de outras séries.

Definigao 2.4.1. Seja f : I — R uma func¢ao infinitamente derivdvel. Para cada xy € I,

dizemos que a série

X ) (4
> Lo 21

¢ a série de Taylor da funcao f em xy. Quando xy = 0, a série de Taylor também é

conhecida como série de Maclaurin.

Iremos ver, sem demonstragao, com que condicoes a série de Taylor de f em x

converge para f em I.
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Proposicao 2.4.1. Seja f : I — R uma funcgao infinitamente derivdvel. Se existe uma

constante C' > 0 tal que | f™(x) |< C", para todos n > 1 e x € I, entdo firado zo € 1,

temos N
~ [ (x0) n
Exemplo 2.4.1. Considere a fungao f(z) = sinz. Lembremos que, para todo = € R
(
sinz = cosx
sinr= —sinx
sin® 2z = —cosz
\ sin® 2z = sinz,
ou seja,
sin® gz = (=1)Ysinz
sin@ Vg = (=1)*cosz.

Segue que para todo z € R , | sin® z |[< 1 e | sin® Y 2 |< segue da proposicio (2.4.1)

que
3o 0) g
. o Sl n_ 2n+1
sinx = 2 " = 2+ 1)!:1: . (2.13)

No caso da funcao ser uma série de poténcias, a série de Taylor nos permite obter
a série de poténcias que representa a funcao. No entanto, nem toda funcao € igual a uma

série de poténcias, o que necessita cuidados.

400
Teorema 2.4.1. Se a série de poténcias E an(z —x)" tem raio de convergéncia R > 0,

~ n=0
entao:

+oo
(a) A fungio f: (xg — R,z0 + R) = R, dada por f(z) = Zan(x —x9)", € continua.
n=0

(b) Para todo x € (xg — R, xo + R), temos que

T +oo
a
t)dt = " (x — xo)"
[ =32

em particular a série dada no sequndo membro tem raio de convergéncia R

+oo
(¢) A funcdo f : (xo—R,x0+R) = R, dada por f(z) = Zan(x—xo)”, ¢ infinitamente

n=0
derivavel.
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(d) Para todo n € N, a n-ésima derivada de f é dada por

k! k—n
= Z m(l‘ — .’Io) s

k>n

para todo x € (rg — R,xo + R), e a série que define f" também tem raio de con-

vergéncia R.

Para maiores detalhes da prova do teorema (2.4.1), ver (Muniz Neto, 2015). Uma

consequéncia imediata do teorema (2.4.1) é

+oo

Corolario 2.4.1. Se a série de poténcias Z ay(x—1x0)" tem raio de convergéncia R > 0,

“+oo
e seja f: (vo — R,xo + R) — R a funcao dada por f(z) = Zan(x —x9)". Entao
n=0

(a)

+oo

n=0

x
0 , para todo n € N.

(b) Zan(x — x9)" € a série de Taylor de f.

n=0

Em seguida, listaremos algumas séries de Maclaurin.

sin

COS T
arctan x
In(1 + x)

(1+ )k

+o00
Z:p”, R=1
n=0
400 "
Z —, R =0
n!
N n=0
X (~1
Z 2( )1 ' 2n+1’ R—OO
n:0+< n+ )
~ (=D ,
" R =00
nZ:o (2n)!
+o0 n
Z (=D" o1 n_1
1) ’ N
nzf (2n +
e —1)n+1
n=1 n
+o0
k
> (5 ren
n=1 n
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2.4.1 Resultados adicionais para séries de poténcias

Iremos, aqui, relacionar algumas propriedades especiais para séries de poténcias

que usaremos como ferramentas, posteriormente, no nosso trabalho.

Definicao 2.4.2. Dada uma funcao f: R — R, dizemos que f é uma funcdao par se
flx) = f(-z) ¥V xR,
e dizemos que f € funcao impar se

flx)=—=f(-x) V z€R.

Exemplo 2.4.2. As funcoes f(z) = cosz e g(z) = 2" com n € N sdo exemplos de

funcées pares e as funcdes h(z) = sinx e j(z) = "' com n € N sdo exemplos de funcdes

impares.

Em seguida, vamos ilustrar um resultado que envolve séries e fungoes pares e

impares.

+0o0
Proposicao 2.4.2. Seja f: (=R, R) — R, dada por f(z) = Zan:v", onde r € o raio de
n=0

convergéncia desta série, entdo:
(a) f € uma funcao par se, e somente se, as,r1 = 0 para todo n € N.
(b) f € uma funcao par se, e somente se, as, = 0 para todo n € N.

Demonstragao. Iremos provar o item (a), e o item (b) segue de modo andlogo. Suponha-

mos primeiramente, que as,11 = 0 para todo n € N, entao

+oo
f(ZL‘) = Za2n$2na
n=0
dai, para todo x € (—L, L), temos
—+00 “+o00
Fen) =3 (=) = f() = 3 ana®® = (),
n=0 n=0

ou seja, f ¢ uma funcao par.
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Reciprocamente, suponhamos que f seja uma fungao par. Pelo corolario (2.4.1)

temos que
) (z0)

T para todo n € N.

Ay =

Como por hipétese f é uma funcao par temos:

n)(_
09 () f™(=z),  se, n for par (2.15)

_f(n)(_x)7 se, n for impar,

da expressio (2.15), segue que, para zo = 0 temos que f™(0) = 0 se n for fmpar. Logo

para n impar e o = 0, obtemos:

(n)
IO
n!
ou seja,
+oo
flz) = Z agnz™"
n=0

]

O resultado acima mostra que, se a fungao é par, a expansao da série de poténcias
de tal funcao sé possui termos x elevado a expoentes pares e elevado a expoentes impares
se a funcao for impar. Veja, por exemplo, as séries de poténcias do seno e do cosseno na
expressao (2.14). Iremos relacionar dois outros resultados, onde a demonstragao pode ser

encontrada em (Lima, 2007).

[e.@]
Proposicao 2.4.3. Se as séries de poténcias Zanx” e anm” convergem para todo

n=0 n=0

n
Cp = § Qg bn—k )
k=0

oo

para todo x nesse intervalo, a série g cpx” € convergente e

xr € (=R, R), entdo, pondo

n=0
icnx" = (i an$"> . (i bnx"> .
n=0 n=0 n=0

O préximo resultado é para dar condicoes a série de poténcias da fungao

b
fz)’
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conhecendo a série de poténcias da fungao f(x).

[e.e]
Proposicao 2.4.4. Seja Zanx" uma série de poténcias que converge ao valor f(x),
n=0
para todo x € (—R, R). Se ag # 0, entao ezxitem s > 0 e uma série de poténcias Z Cnx"
n=0

que converge, para todo x € (—s,s), ao valor ——.

f(x)

Em seguida iremos destacar uma série de poténcias (especial) que usaremos para

encontrar alguns resultados no decorrer do trabalho.Para isso, lembremos, primeiramente,

que
2 a3
dai temos,
fay =Sl ey (2.16)
x) = = — =+ — 4 ... )
T 20 31 4! ’

para x # 0, e essa série tem o valor 1 em x = 0, como ag = 1 # 0, pela proposigao (2.4.4),

~ x ~ - N ‘1: ..
a fungao g(z) = Py tem expansao em série de poténcias valida em alguma vizinhaca
6 R

da origem, se g(0) = 1. Entao, escrevemos

g(x) = 3:_ 1= ZBn:B”. (2.17)

efv
Os numeros B, definidos na equagao (2.17), sao chamados de nimeros de Ber-
noulli.

Proposicao 2.4.5. Os numeros B, de Bernoulli, satisfazem o sequinte:

Bi=1 By=—-, B,=0sen>1,impar,

nz_l (Z) By =0 (2.18)

k=0

Demonstrag¢ao. Da expressao (2.17), temos que By = 1, por outro lado temos

i X
et —1 2er—1 2 et — 1 2

2 _x(e“”+1)+(1—ez)_x(e’”—|—1 1)
et —1 ’

ou seja

(2.19)



r e +1

é uma funcao par. De fato
2 et —1

Observermos que h(x) =

e’ +1 r =+1 r 1+e®

T T
- —_Z.¢ _ . — h(z).
R S R N

T

Segue da proposigao (2.4.2), que a série de poténcias de h tem somente poténcias pares
1
em x, dai concluimos que B; = —3 e B, =0 para n > 1 impar.
Por outro lado, das equagoes (2.16) e (2.17), temos:

B, B, Bj | R e B
(BO+F+E+§+...> (F+§+§+J+ =1,

dai, conclufmos que o coeficiente de 2"~ * no produto da esquerda é igual a zero se n > 1.

Pela proposicao (2.4.3), tem-se

By 1 B 1 n By 1 P B,_1 I 0 (2.20)
o a1 (=1 20 (n—=2) T (1) 117 '
multiplicando por n! a equagao (2.20), obtemos
g n g " g ™ g 2.21
R T TR o) R R o § TR (221)
Portanto, a equagao (2.21) pode ser escrita na forma
n n n n
B B By + ... B,.1=0.
(O) 0+(1) 1+<2) 2+ +<n—1) 1
O]

Agora, usando a proposigao (2.4.5), podemos encontrar os coeficientes Bernoulli,

por exemplo substituindo n = 3 na equagao (2.18), temos:

(s (o (oo

3 1
<2>, By=1e B, = —5 temos

@)

o

=i

@]
R
o W
~__

I

-
VR
— W
~

Il

w

Il

3 1
1—-= By = By = —.
2+32 0 <= By 5
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De maneira andloga, tomando n = 5,7,9,11,..., na equagao (2.18) obtemos

B4: —— B()': —, BSZ__ BlO: s (222)

Para o que segue, lembremos de variaveis complexas, a formula de Euler

e = cosf +isinb,
e como consequéncia . .
616’ + 6—10
cosf = —
ol _ =i (2.23)
sinf ———
21
Corolario 2.4.2.
+oo 22nan )
xrcotr = nz:%(—l) @) " (2.24)

Demonstracao. Comecemos observando que

| T 61/2(61/2 _}_efx/Z) T 636/2 _{_67:1:/2

er — 1 - 5 ' em/2<€x/2 _ 6—:5/2) o 5 ' exr/2 — g—z/2’

(IS

e pela proposi¢ao (2.4.5), temos que

x/2 —xz/2 +0o
Tr € +e . Z BQn m

T e N Do 2.95
2 el — el 2 )l (2.25)

No primeiro membro da equagao (2.25), subtuindo x por 2iz eu usando as expressoes de

(2.23) obtemos

2% T —ix T —ix 2
e re . :x<€. e .)/,:xcotx. (2.26)
2 el _ p—ix (em _ e—zm)QZ

Juntando as equagoes (2.25) e (2.26), s6 que em (2.25) 2ix ao invés de z, temos

+oo

Ban .
rcotr = Z ~(2ix)*",
(2n)!
n=0
e como i°" = —1 se n for impar, ao passo que, i>" = 1 se n for par, obtemos

+oo 2n
2" By,
xrcotx = Z(—l)” (2n)2' ",

n=0
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2.5 Série de Fourier

As séries de Fourier simbolizam um grande nimero de fungoes, abrangendo algu-
mas fungoes descontinuas. No entanto, as séries de Fourier podem representar, exclusiva-
mente funcoes periddicas com periodo T

O estudo de séries de Fourier constitui uma das partes mais antigas da andlise,
sendo estudadas em problemas fisicos, por exemplo, as equagoes de calor e da onda. Na
atualidade, elas vém desempenhando um papel importante no estudo do som, conducao
de calor, ondas eletromagnéticas, vibragbes mecanicas, entre os outros, conforme citado
em (Simmons, 2008).

Uma série composta por senos e cossenos ¢ intitulada série trigonométrica. Quando
a série de Fourier é convergente, ela pode ser representada como uma funcao f(z), da se-

guinte forma:
1= 245 e () b (). e
Para a série citada na equagao (2.27), surgem as seguintes questoes:

(I) Dada uma fungao f, conforme a equacao (2.27), como calculamos os coeficientes a,,

eb,?

(IT) Uma vez que a série para f tenha sido calculada, podemos demonstrar que ela

converge para f?

Vamos responder, aqui, algumas dessas questoes, além de usar a série de Fourier

para continuidade de nosso trabalho.

2.5.1 Peridiocidade da funcao seno e cosseno

Defini¢ao 2.5.1. Uma fun¢ao f(x) € dita de periddica com periodo T > 0 se o dominio

de f(z) contém (x +T) sempre que contiver x e se

fle+T) = f(z),

para todo valor de x € R. Chamamos T de periodo.
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Observemos se T é um periodo de uma funcao periodica f, segue que 271" pois,

flx+2T) = f((x+T)+T) = fl+T) = f(x),

em geral kT', com k € 7Z, é um periodo da funcao f. Nesse sentido, entao, o menor periodo

positivo é chamado periodo fundamental.

nmwx nmwx

Exemplo 2.5.1. As fungoes f(z) = sin ¢ g(x) = cos < tém perfodo fundamental
T = % De fato, iremos mostrar a afirmacao para a funcao f. Seja T' um periodo da
funcao f, entao

sin M — sin ? V z€R, (2.28)

usando a proposicao (2.2.2), na equagao (2.28) temos:

. NI n7rT+ . onral nwr . nmr 2 29)
sin 7 cos 7 sin 7 CoSs 7 = sin 7 .

Substituindo z = o, 8 equagao (2.29), obtemos
n

LT nrl’ .7
sin o cos —— =sin g,
o que implica
T
cos % =1, (2.30)

e, dai, e pela relacao fundamental da trigonometria, proposic¢ao (2.2.1), obtemos

nrl B

=0 (2.31)

sin

Como estamos interessados no menor valor positivo T, satisfazendo (2.30) e

(2.31), concluimos que

T 2L
e 2n =T = —.
L n
, , - . nwx o, 2L
Portanto, concluimos que o periodo fundamental da fungao f(z) = sin T erT = —.
n

Procedendo de modo anélogo, mostra-se que o periodo fundamental da fungao g(x) =

T
Cos —— também é T'= —, com n # 0. Em particular, 2L também é um periodo para f
n

eg.
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2.5.2 Ortogonalidade das fungoes seno e cosseno

Seja
C%[a,b]) = {f :[a,b] = R: f seja continua [a,b],} (2.32)

pode-se mostrar que este conjunto é um espago vetorial, conhecido como espaco vetorial
das fungbes continuas em [a, b|. Iremos, entdo, definir um produto interno neste espago
vetorial (os conceitos de espago vetorial e produto interno sao muito utilizados em Algebra

Linear. Para o leitor se familiarizar, ver, por exemplo, Lima (2004)).

Definigao 2.5.2. Seja C%([a, b)) o espaco vetorial mencionado na equacdo (2.32), defini-

mos o produto interno em C°([a,b]) por

(f.9) = / f@)g(@)de Vg€ Clab).

Se (f,g) = 0, dizemos que f e g sdo ortogonais em |a,b]. Uma familia de fungoes em

C°([a, b)) € dita ortogonal em [a,b] se as funcdes forem duas a duas ortogonais.

No que segue, iremos usar a notacao abaixo:

on(z) = sen?, neN

nmtx

2.33
Up(z) = cos I M€ AR (233

Proposicao 2.5.1. Usando as notagoes de (2.33), seja conjunto
A={Y,:neZ }U{p,:n e N},

entao A € um congunto ortogonal em [—L, L] e valem as sequintes relagoes de ortogonali-

dade:
0 se m, nc€Z" ", m#n,

L
/ Un(T)Ym(x) dv = L  se m=ncN, (2.34)
L

2L se m=n=0,

L
/ Un(2)pm(z) dz =0, ¥YmeZt, ¥ neN (2.35)
—L
L 0 se m, n€ N m=#n,
/ On(x)om(x) do = (2.36)
—-L L se m=neN.
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Demonstragao. Iremos provar (2.36).0s demais casos seguem de modo anédlogo. Para isto,

da proposigao (2.2.2), temos que

cos(a+b) = cosacosb— senasenb

(2.37)
cos(a —b) = cosacosb+ senasenb,
na expressao(2.37), subtraindo a segunda equagao da primeira, obtemos:
—-b) — b
sena senb = cos(a — b) 5 cosa + ) (2.38)
De (2.38) temos
L L
/ On(T)om(x) de = / sen L sen "L gy
. L0 L
1 [t —
_ 5/L {S% _COSW} i
se n # m,
L
[ en@ento) do =
1 2L 2L
= 3 [(n e sen((n —m)m) — nm)n sen((n + m)w)} = 0,
sen =m,
g 1 [* 2 2L
/_L(gon(yc))2 dx = 3 /_L {1 — cos nﬂx} de =L — msen(Zmr) L
[

2.5.2.1 Determinacao dos coeficientes de Fourier

Em seguida, iremos responder uma das questoes levantadas no inicio da sec¢ao.

Proposigao 2.5.2. Sejam a,, n >0, e b,,n > 1 niumeros reais dados. Suponhamos que

a série trigonométrica

30 + i (an COS (mra:) + b, sin <n7;a:)> ,

n=1
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convirja, uniformemente, em [—L, L], a uma funcao f. Entdo

1 L
et —_ d
ao L/_Lf(a:) x

1 /L
a, = Z/_Lf(x) cos? dr, n>1, (2.39)

1 b
b, = Z/Lf(x)sen? dr, n>1.

Demonstrag¢ao. Para prova desta proposigao, usaremos as notagoes de (2.33). Para todo

€ [-L, L], temos
_ Yo,y
- 7 g Gn% + bn@n

pela proposi¢ao (2.5.1), temos:
Qo
<f7 ¢0> = ?<¢07 ¢0> - CL(]L,

ou seja, ;
f% /f Jtbo(x /f(x)dx.

De modo analogo, para todo n € N temos

<f7wn> = an<wn7wn> = anL7
<f7§0n> = bn<¢n’@n> = b,L.

Portanto,

L
w = ¢ [ f@

L
1 L

a, = z/_Lf(m)cos?dx,nZL
1 (b

b, = E/_Lf(m)senn—zx dx, n > 1.

]

As férmulas encontradas na proposi¢ao (2.5.2) sao conhecidas como as férmulas

de Fuler-Fourier.
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Defini¢ao 2.5.3. Sejam L >0 e f: [—L, L] - R uma fun¢ao integravel. A série

30 + nio; <an coS <n7r:r;> + b, sen (nzx» ,

¢ dita série de Fourier de f. Os coeficientes an,,n € Z e b,,n € N, encontrados na

proposi¢cao (2.5.2) sao ditos coeficientes de Fourier de f.

2.5.3 Convergéncia da série de Fourier

Iremos, aqui, tratar apenas o caso que sera necessario para a sequéncia do nosso

trabalho. Para isto, temos:

Definicao 2.5.4. Uma funcao f : R — R serd seccionalmente continua se ela tiver
apenas um numero finito de descontinuidades, todas de primeira espécie, isto €, desde que

0s limites

flag) im f(z) e f(xg) lim f(z)

l’—)l‘o (L‘—>$O

existam e sejam finitos, em qualquer intervalo limitado. Em outras palavras, dados a < b,

existem

a<ar<ay<...<a,<b,
tais que f € continua em cada intervalo aberto (a;,a;41), 1 =1,2,...,n —1 e existem os
limites

fG) lim f(z) e f(ag) lim f(z).

:E~>a T—ray

Obsevamos que toda funcao continua é seccionamente continua.

Definicao 2.5.5. Uma funcao f : R — R serd seccionalmente deriferenciavel se ela

for seccionalmente continua e se a funcao f' também for seccionalmente continua.

Para demonstrar o resultado seguinte, ver Figueiredo (2005), por exemplo. Este

resultado, também conhecido como Teorema de Fourier.

Teorema 2.5.1. (de Fourier) Seja f : R — R uma funcgdo seccionalmente diferencidvel
e de periodo 2L. Entdo, a série de Fourier da funcio f, dada na defini¢ao (2.5.3),

converge em cada ponto T para

[f@®) + fa)],

N | =
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1sto €,

U] = 543 (meos () hsen (). 20

Iremos, em seguida, por meio de um exemplo, encontrar uma série para uma dada

funcao.

Proposicao 2.5.3. Seja

CcoS X se —nm<z<m

fz) =

periodica de periodo 2.

para o # 0 um numero real. Mostre que

. +oo
sinam |1 (—1)n+t
— 49 )
f(x) - [a + 2a 321 5 g COSNT

para o # um numero real

Demonstracao. Para o que pede no enunciado, iremos encontrar a série de Fourier de f.

Na proposigao (2.5.2), fazendo L = 7, temos que

1 s
ag = —/ cos ax dx

™ —T
1 s
a, = —/ cosaxcosnx dr, ¥V n €N (2.41)
™ —T
1 s
b, = —/ cosaxsennx dr, VY n € N.
™ —T

Pela primeira equagao de (2.41), temos

™ 2
= —sinar. (2.42)

- yiye’

I .
ag = — sinax
T

Somando as duas equagoes da expressao (2.37), temos,

cos(a + b) ;L cos(a —b). (2.43)

cosacosb =
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substituindo (2.43) na segunda equagao de (2.41), para todo n € N, obtemos

1 v
@ = o= [cos (n + a)x + cos (n — a)x] dx

7T —7r
| sen(n+a)e + ——sen(n —a)o |° (2.44)

= — sen(n + o)z sen(n — a)x )
2r In+ « n—ao —r
L Lo - a)sen(n + a)r + 2(n + a)sen(n — a)

= —— —a)se sen(n — )
5oz | 20— @)sen(n + a)m n 4+ a)sen(n — a)w

Usando a proposicao (2.2.2), temos

(n —a)sen(n + a)m + (n + o) sen(n — )T =
= (n—a) [senmr COs T + SenaT cos mr] + (n+ «) [senmr COS QU — SENATT COS mr]

= (n — «a)senaw cosnm — (n + a) senam cos nw

= —2asenam cosSnT.

Dai a equacao (2.44) fica

senam Ccos N senam (—1)"*!
a, = — 5 = <2) 5 (2.45)
T n?—a T n?—a
Usando soma de arcos para o seno, de modo analogo ao do cosseno temos:
. sin(a + b) + sen(a — b
sinacosb = ( ) ( ) (2.46)

2 7
substituindo (2.46) na segunda terceira equagao de (2.41), para todo n € N, obtemos

b, = - dx

1 /7r sen(n + a)x + sen(n — a)z

T J)_ 2
1 1 T 1 i
= —— [ cos(n+a)xr| + cos (n — a)x ] (2.47)
2 (In+« n—ao

—T —T

=0,

em que a ultima igualdade de (2.47) segue do fato que a funcdo cosseno é uma fungao par.
Como a funcao f é seccionalmente diferencidvel para todo intervalo [—L, L], com L > 0,

e f é periddica, com f(x") = f(z7), segue do teorema (2.5.1) que f converge para sua
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série de Fourier. Substituindo as equagoes (2.41), (2.45) e (2.47) em (2.40), temos

. +oo
sinar |1 (—1)n+t
cosar = — 4+ 2« ————Ccosnr
T [oz nz::l n? — a?
para todo « real diferente de zero.
Corolario 2.5.1. Para « ¢ Z, temos
—+00
111 200
cotamr = — |— — —_
T [a ; n? — a2] ’

Demonstracao. Basta observar que

sinar # 0 <= a ¢ Z.

Pondo z = m na equagao (2.48), chegamos no resultado desejado.

23

(2.48)

(2.49)



Capitulo 3

O problema da Basileia e a prova de

Euler

Neste capitulo, serd apresentado um breve apanhado historico do problema da
Basileia, bem como a compreensao heuristica da perspicacia de Euler, para a féormula
engenhosa e eluciadativa do valor da soma infinita dos inversos dos quadrados. Aborda,
ainda, a representagao geométrica do problema, e um problema que permanece em aberto,
decorrente da férmula de Euler. Para escrever este capitulo, utilizamos como referéncia
Avila (2008), Barros (2016), Dunham (1999), Gayo (2013), Knopp (1996), Simmons (1988)
e Santos Filho (2014).

3.1 O Contexto histérico do problema da Basileia

O primeiro registro relacionado a série infinita na matematica foi associado a
série geométrica de Arquimedes de Siracusa, 287-212 a.c. Apds mais de 16 séculos sem
mensuracao, em meados do século XIV, os estudos das séries infinitas voltaram a ter
destaque, inicialmente, em ensaios sobre Cinematica Merton College da Universidade de
Oxford e, posteriormente, no século XVI, na conjuntura do Célculo infinitesimal. A partir
do desenvolvimento de novas ferramentas em matemaética, os estudos de séries infinitas se
constituiram em um patamar significativo no cenario da matemética pura e aplicada.

No século XVI, o matemético e professor italiano de Mecanica da Universidade de
Bolonha, Pietro Mengoli (1625-1686), foi pioneiro em apresentar um problema consistia

em formular o resultado da soma dos inversos dos quadrados perfeitos, problema famoso
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por estar associado a funcao zeta de Riemann (Avila, 2008). Ou seja,

o0

UL SR S —Zl
49 16 25 T op2 T Lup?

n=1

Sem éxito, a série infinita veio problematizada e compartilhada em um livro, e,
por quase um século, a mesma foi tida como desafio entre os matematicos da época,
proporcionando notoriedade a quem conseguisse resolve-la.

Um dos matemaéticos que tentou formular a soma da série foi Jacques Bernoulli,
(1654-1705), que ja havia solucionado outras somas de séries. Por outro lado, Jacques
percebeu que seu trabalho era ineficaz na série sugerida por Mengoli, e propos, assim, no
seu (Tractatus de Seriebus Infinitis), uma solicitagdo: “Se alguém encontrar e nos comu-
nicar o que até agora escapou de nossos esforgos, sera grande nossa gratidao” (Dunham,
1999).

Como Jacques Bernoulli era professor na cidade de Basileia, o problema ficou
conhecido como o Problema da Basiléia (Avila, 2008).

Coube a Leonhard Paul Euler, a grandiosidade de apresentar sua prova em 1734,
e enuncia-la em 1735. Como o problema havia resistido aos principais matemaéticos da
época, onde ficou quase um século sem solucao, a prova de Euler lhe trouxe fama imediata

a0s 28 anos.

3.2 A prova de Euler

Iremos, aqui, ilustrar o método que Euler utilizou para encontrar a solucao do

problema, baseando-nos em Simmons (1988).

Teorema 3.2.1.

=1 w2

26 (3:1)
n=1

Demonstracao. Tomemos, inicialmente, os fundamentos da Algebra. Considere a e b,

ambos diferentes de zero. Logo, pelo corolario (2.1.1), a e b sao as raizes da equacao

(x —a)(z —b) =0, (3.2)
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ou ainda,

(1 _ g) (1 . %) — 0. (3.3)

A equagao (3.3) pode ser reescrita na forma

1 1 1
1—(=4+= = 4
<a+ b)x—l—abx 0, (3.4)

em que o oposto do coeficiente de = é a soma dos inversos das raizes. Substituindo x por

2%, a e b por a® e b?, nas equacdes (3.3) e (3.4), respectivamente, temos,

CH6E)

11\, 1

Assim, temos que as raizes da equacao (3.5) sdo &+ a e + b, e as duas equagoes (3.5) estao
escritas na forma polinomial.

Pela segunda equacdo (3.5), observamos que o coeficiente de 2° é a soma dos
inversos dos quadrados das raizes positivas da equagao polinomial. Procendendo de modo

analogo, impondo a, b, ¢ # 0, temos a equagao

DD

tem + a, £ b, + ¢ como raizes e pode ser escrita na forma

11 1\, 1 1 LY 4 L6
lateta) et ae Tea)t T mpat —0 B0

Novamente temos que, o coeficiente de 22 é a soma dos inversos dos quadrados das rafzes

positivas da equagao polinomial. Procedendo de modo andlogo, indutivamente, temos que,
o coeficiente de x? é a soma dos inversos dos quadrados das raizes positivas da equacio
polinomial.

Consideremos, agora, a equagao

senx = 0. (3.7)

Substituindo na equacao (3.7) a expansao da série de Maclaurin da fungao seno, conforme
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a equagao (2.14), temos

e ! (3.8)

Se olharmos a equacgao (3.8) como “equacao polinomial de grau infinito”, e levando em
conta a equacao (3.7), sabemos que a mesma tem um nimero infinito de raizes que sdo

0, &, +27, £37,..., para x # 0, a equacao (3.7) pode ser representado por

senx
= 07
x
ou seja,
2 4 6
x x x
1—54-5—?—1-...:0, (39)
cujas as raizes +m, £2m, +37.... A partir das raizes dessas equagoes, podemos escrever

a série infinita na forma do produto infinito

senz _ (@t (@ N (2N
T 2 472 972

Usando o procedimento andlogo ao da equagdo (3.6), temos que o coeficiente de 22 é a

soma dos inversos dos quadrados das raizes positivas, e pela equacao (3.9), temos

1 n 1 n 1 n 1 1
72 4x2 0 9x2 1672 3
e, portanto,
— n? 6

]

Para Simmons (1988), pesquisas audaciosas sdo caracteristicas da genialidade de
Euler. Por outro lado, a prova de Euler nao possui a forca de uma prova rigorosa. Mas,
a esséncia desse trabalho esta no significado e na validade da expressao conhecida como
produto infinito de Euler para a fungao seno. Por quase 150 anos, a prova de Euler tinha
uma passagem invalida. As falhas dessa discussao convidam a construcao de uma teoria

geral de produtos infinitos.
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3.3 A nao validade da prova de Euler

Por muito tempo, a prova de Euler tinha uma passagem invalida. A invalidade
estava contida em considerar que séries de poténcias sao polinomios, nao satisfazendo,
assim, todas as propriedades de polinomios.

. . A . 4 3 2 ,

Considere o seguinte polinémio p(x) = x° + azx® + ax” + a1z + ag, com raizes
T1,72,73 € T4. Pelo coroldrio (2.1.1), temos p(x) = (x — r1)(x — 19)(z — r3)(x — 14).

Pelas relagoes entre coeficientes e raizes de um polinomio,

g = T1:°T2-T3-T4

a; = —(ro-rg-ry)—(ry-r3-ry)—(r1-1m2-74) — (11 -T2 - T3).

Logo,
e (3.10)

Observe que o argumento citado acima e descrito pela equagao (3.10) nao é valido

para um polinomio infinito. Iremos ilustrar isto no exemplo abaixo.

Exemplo 3.3.1. A funcao

g(x) =2~ :

1 , . .
tem x = 3 como sua unica raiz. Por outro lado, lembremos que a expansao de 7 ,

—
como série de Maclaurin, conforme a equagao (2.14), é
1
=142 +2%. ..,
11—z
quando |x| < 1. Dai a expansio de g(x) em séries de poténcias é da forma
g@)=1—o—2*—2°— ...,
. p !
logo ag = 1 e ay = —1. Por outro lado, a soma dos inversos das raizas nao ¢ ——, ou
agp

seja, a equagdo (3.10) nao € satisfeita.

Vale ressaltar que Euler nao dispunha da teoria de convergéncia de séries que
dispomos atualmente. Tal conhecimento no contexto de Euler era puramente empirico.

Desse modo, devemos analisar a sua prova sob a Otica cientifica da época.
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3.4 A fatoracao de Weierstrass

No ano de 1885, o matematico Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897)
provou o teorema da fatoracao de Weierstrass. Iremos somente ilustrar o resultado, que

é a justificativa para o método usado por Euler para resolver o problema da Basileia.

Teorema 3.4.1. (Fatoracao de Weierstrass) Seja f uma fungdo inteira nao nula e (ay,)n>1
a sequéncia dos seus zeros nao nulos, contados com suas respectivas multiplicidades. Se
f tem um zero em z = 0 de ordem m > 0, entao existe uma func¢ao inteira g e uma

sequéncia de numeros naturais (Pn)n>1, tais que

— ,m,g(z) E i
) == T £, (2):
para todo z € Z.

Da Analise Complexa, o resultado acima quer dizer que toda fung¢ao analitica
que pode ser representada por uma série de poténcias, pode ser expressa por um produto

envolvendo suas raizes (Knopp, 1996).

_ siny/x

Usando este argumento para a f(z) = Tz temos que a mesma ¢ uma funcao

analitica e pode ser definida como uma série de poténcias. Argumento justificada pelo

Teorema da Fatoracao de Weierstrass. A problematica é que a prova de Euler é anterior
a este teorema. Desse modo, essa passagem na sua resolucao ficou sem justificativa por
quase 150 anos.

A partir desse teorema, outros matematicos, ao mesmo tempo em que aclama-
vam o resultado obtido de Euler, ressaltavam falta de rigor desta passagem. Diversos
matematicos fizeram suas demonstracoes contendo apenas passagens validas para o Pro-
blema da Basileia. Por outro lado, o desafio destes foi menos elaborado, tendo em vista
que os mesmos ja tinham posse do resultado numérico da soma infinita. Nessa perspec-
tiva, a prova de Euler se mostra totalmente correta, sendo validada pelo o Teorema da

Fatoracao de Weierstrass.
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3.5 O problema da Basileia e o teorema de Pitagoras

Tomemos, inicialmente, o Teorema de Pitagoras. Considerando as duas primeiras

parcelas da soma,
+00

>

90

n=1 n

teremos, conforme a figura (3.1), um triangulo retangulo de vértices nos pontos A, P,

— — 1
P, de modo que AP, = 1, PP, = 3 e o triangulo sendo retangulo em P;. Tomando

r1 = APl e r9 = AP,, pelo Teorema de Pitdgoras, temos

1 2
- e (y)

1

N 1 ~
Fixando o ponto P5 de forma que PoP3; = 3 e o angulo AP, P5 seja reto. Considerando

AP; = r3, temos

= I+ 5+

Nessa proposi¢ao, ao marcarmos o ponto P,, temos um segmento r, onde

) 11 1 1

™o ™ :
< —, isto é, r, < —. Assim, todos os pontos
6 V6
~ . , . m .
P, estarao contidos no circulo de raio —, conforme figura abaixo.

V6

Desse modo, temos que os segmentos APy, PP, ..., P,P,.1 ..., formam uma

2

Pelo Problema da Basileia, temos que 7,

espiral infinita, pelo fato de a soma da medida de cada segmento ser a série harmonica
(1 +=-+-+-- > Assim, a espiral formada se aproxima da circunferéncia sem ultra-

2 3
passa-la.
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Figura 3.1: O problema da Basileia e o teorema de Pitagoras.

Fonte: Gayo (2013).

3.6 A féormula de Euler para Z o
n

O préximo resultado é baseado em (Simmons, 1988, p.722).

Teorema 3.6.1.
+o0o 1

22kB2k
()12 D2k ok
;n% S A CT I

onde k € N e By sao os coeficientes de Bernoulli.

Demonstragao. Da equagao (2.24), temos,

- 22" By,

xrcotx = E (—=1)" .,
|
— (2n)!

por outro lado, da equagao (2.49), temos

1

n2_m2'

rrecotmr = 1 — 222 Z

Substituindo x por 7z em (3.12) e igualando a (3.13), obtemos

> —2.172 > kQQkBQk 2%k
1+2:1—n2—x2 = 1—1—2(—1) k)] ()™,
n= k=1

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)



onde, na equagao (3.14), k é o indice do somatério a direita. Na equagao (3.14), expan-

dindo cada termo da série a esquerda, em série geométrica,

—212 5 x? 1
n? — 2 n? 1 —a%/n?
0 k
x? x?
= —2. 2 E =
n n
k=0
D
L2k
- _22 2%
n
k=1

Assim, (3.14) pode ser escrita como

o0 2k o0 L2%kp
S (2 ) =SB
n=1 k=1 k=1
Trocando a ordem do somatoério a esquerda, obtemos
-9 s :L,Qk _ (_1)k 2k‘ Qk‘
> (2w - Do

Igualando os coeficientes de ¥, temos

i L _ k 1 2? B% 2k
— 2k 2(2k)!
para todo k € N. O

Aplicando o teorema (3.6.1) e os coeficientes de Bernoulli (proposicao (2.4.5)),

em particular, para k = 1,2, 3, temos

=1 2 =1 m =1 70
2T LuTw Xwom

E admiravel que, por quase um século e meio, tenha havido poucos avangos na formulagao

de um resultado exato para qualquer uma das somas

00 00 o0

> : 1
B2

n:ln n:ln n:ln
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o0

Em face do enigma da série E —, quando & for um nimero impar, somos ten-
n

n=1
tados a relancar o problema de Jacques Bernoulli em 1689 “Se alguém encontrar e nos co-
municar o que até agora escapou de nossos esforgos, seré grande nossa gratidao” (Dunham,

1999).
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Capitulo 4

Outras provas do problema da

Basileia

Apos a prova de Euler para a resolucao do Problema da Basileia, outros ma-
tematicos apresentaram suas resolucoes no decorrer dos séculos posteriores. Dentre as
provas apresentadas, algumas sao simples e outras sao rigorosas. Neste capitulo, va-
mos apresentar algumas provas de diferentes niveis de complexidade. Os conceitos, as
definigoes e as propriedades foram baseadas em Chapman (2003), Dunham (1999), Fi-
gueiredo (2005), Gayo (2013), Harper (2003), Lima (2003) e Simmons (1988).

4.1 A prova de Giesy

A prova proposta por D. P. Giesy foi publicada no Mathematics Magazine, em
1972, (Simmons, 1988, p. 701).

Demonstragao. Definimos, inicialmente, a fungao f,(z) por

1
folz) = §+cosx+cos2x—|—~-+c0sn:c. (4.1)

Pela proposicao (2.2.4), a fungao dada na equagao (4.1) é dada por

[(2n+1)2]

St (4.2)

sin

fulx) =

desde que x # 2km com k € Z. Usando (4.1) para definir o nimero E,, e também para
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calcula-lo

En:/ a:fn(:t)dx:/ [g+xcosx+xcos2x+...+xcosnx dz. (4.3)
0 0

Observermos que, no lado direito da expressao (4.3), cada termo da integral, a partir do

segundo, integremos por partes

k

1
= —coskx

k2 0
(11
k2 '

i T 1 T
/ rcosnxdr = z sinkx| — — / senkxdx
0 o k. Jo

™

Substituindo (4.4) em (4.3), obtemos

Sy E ] »

k=1

Como os termos pares da soma da direita sao nulos, podemos reescrever (4.5) da

forma
1 A 1
B, :——§ S 4.
2 TR (2k —1)2 (4.6)

k=1

Mostraremos agora, que lim Fy, ; = 0. Assim, da equagao (4.6), teremos provado a
n—-+00

formula
2

> 1 T
2 G s (4.7

k=1

que serd uma ferramenta para chegar no resultado desejado. Para x € [0, 7], defina

x/2
G(z) = sen(z/2)’

1, se x = 0.

sex #0

Note que para x # 0

_d [ x/2 }:2sen(:c/2)—a:cos(x/2)
sin(x/2) 4sen?(z/2)
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G'(0) = lim e~ !
250 z—0
lim £ 2sin(x/2)
= m -——-
=0 2z sen(x/2)

Y

aplicando L’ Hopital

'(0) = Tim 1 — cos(z/2) _ lim —3 sen(z/2) _
G0) = }HO 2sen(z/2) + x cos(z/2) alHO 2cos(z/2) — §sen(z/2) 0

Tomando, entdao g(x) por

L3 ﬂ} “
g(z) = dz [Sin(x/Q) ’ 70
0, se x =0,

observemos que g é continua em [0, 7]. De fato, basta verificar esta afirmagao para z = 0.

Aplicando L’ Hopital, temos:

_ . 2sen(z/2) —xcos(z/2) . x
xli%g(x) 70 4sen?(x/2) 70 8 cos(x/2) 0=90),

segue dai que g é limitada em [0, 7]. Subtituindo (4.2) em (4.3), temos

(T x)2 Sen(4n—1):v .
Ban-1 _/0 sen(z/2) 2 dz. (48)

integrando (4.8) por partes, temos

E2n—1 -

1 [2 +2 /07r g(x) cos @ dx (4.9)

no qual utilizamos do limite fundamental

x/2

il
o0 sen(x/2)

Assim, como g(z) ¢ limitada em [0, 7] e a fungdo cosseno também é limitada, segue que a
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integral na expressao (4.9) é limitada, ou seja

lim By, 1 =0,

n—+400

daf cocluimos a veracidade de (4.7).
Para complementar a prova de Euler, dividimos os inteiros positivos em impares

e pares e usamos (4.7) para escrever

= 1 — 1 S 1
2 T Lt i@y

Dai

Logo,

4.2 A prova de Cauchy

Apesar da maioria das provas utilizarem ferramentas de matematica avancada,
como a prova de Fourier, a prova seguinte utiliza ferramentas bem mais elementares.
A prova, aqui apresentada, é de autoria de Augustin Louis Cauchy (Cours d’Analyse,

1821, nota VIII).

Demonstra¢ao. Comecemos aqui, lembrando a férmula de De Moivre (veja por exemplo

Avila (2011)), que é:
(cos@ + isend)"” = cos (nf) +isin (nd),¥v ne€Z, 0cR. (4.10)

. 7’ 7T . / . . /
Seja x um nimero real, tal que 0 < z < 7 € seJa n um numero inteiro impar po-

sitivo. Pela formula de Moivre (expressao (4.10)), e pela a defini¢ao da fungao cotangente,
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temos

cos(nz) +isen(nr)  (cosx 4+ isenx)”
sen"x B sen"x
_ (cosx—i—isenx)n (4.11)
senx
= (cotx+1)".

Pelo Teorema Binomial®

(cotx +14)" = (g) cot" x + (?) (cot™ ta)i+4 -+ (ni 1) (cot z)i" ' + (Z) i

Lembremos que

1, se n =4k
i sen=4k+1

, sen=4k+ 2

—i, sen =4k + 3,

com k € ZT. Dai temos:

(cotz +14)" = <(g> cot™ x — (Z) cot" x4+ <ni 1> cot g;) o)
o ((T) cot" 1z — (g) cot™ B4 £ (Z)) .

Igualando as partes imagindrias das equagoes (4.11) e (4.12), temos a identidade

% - ((7;) cot" ! g — (g) cot" S 4 £ (Z)) : (4.13)

Como estamos supondo n impar, entao, existe um nimero inteiro positivo m fixado, tal
rw
2m +1
um multiplo de 7, e portanto sen(nz,) = 0. Substituindo x, por z na equacao (4.13),

que n = 2m + 1. Além disso, considere x, = comr =1,2,...,m, entao nx, é

'Na Algebra, a expansao binomial descreve a expansao algébrica de poténcias de um binomial. Pelo
teorema, é possivel expandir o polinémio (z+y)" em uma soma envolvendo termos da forma azby®, onde
0s expoentes b e ¢ sdo inteiros nao negativos com b+ ¢ = n e o coeficiente a de cada termo é um nimero
inteiro positivo, em funcao de n e b.
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obtemos

0= (P Y eotna - (P Yot ag o (cap (0 ),

1 3 2m +1

para cada r = 1,2,....m. Os valores x, = x1,%9,...,T, sao numeros distintos no

. T . ~ P .

intervalo 0 < z, < 3 Assim, a funcao cot® xz é tinica neste intervalo e os valores t, =
2 ~ . . o ~ . 7 ~ z

cot” x, sao distintas parar = 1,2,..., m. Pela equacao acima, os niimeros m sao as raizes

do polinémio de m-grau:

T ey SN e

Pelas férmulas de Viete?, podemos calcular a soma das raizes examinando os dois primeiros

coeficientes do polinomio. Logo, temos

cot® zy 4+ cot? y + -+ - + cot’ z, = oo
E ) (4.14)

Substituindo a identidade trigonométrica csc® z = cot® x + 1 (pode ser facilmente obtida

através da relagdo fundamental da trigonometria), temos

2m(2m —1
csc?xy +esctag + -+ escta, = ¥+m

Qm&m +2)
— 5

(4.15)

T
Agora, para 0 < z < > temos

sin x

cos T < <1, (4.16)

x
dividindo a inequagcao (4.16) por senz, obtemos,

1
cotx < — < cscux,
T

dai temos,

1
cot’r < — < csc? . (4.17)
x

2 As férmulas de Viete sio férmulas que relacionam os coeficientes de um polinémio & somas e produtos
de suas raizes. Para aprofundamento, ver Harper (2003).
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Somando todas essas desigualdades dadas na inequagao (4.17), para cada um dos nimeros
rm

2m +1

T, = , e usando as duas identidades (4.14) e (4.15), obtemos

2m(27g— D _ ((2m7r~|— 1))2+ (%)2*”* (%)2 . 2m(2?+2)'
(4.18)

2
) , obtemos

Multiplicando ambos membros da expressao (4.18) por T
2m +1

2 2m o2m — 1 _ 1 N 1 - 1 <7r2 2m 2m + 2
6 \2m+1 2m + 1 12 22 m2 6 \2m+1 2m+1)°

Se colocarmos
2m 2m —1
+1 2m +1
1
top et

2m 2m+2
2m + 1 2m +1

lim a, = lm ¢, =—
m——+00 m——+00

@| ﬂw'T‘Ql —_ @| :]

temos que

2
. T
A medida que m tende ao infinito, ambas as sequéncias (a,,) e (¢,,) tendem a e Pelo

Teorema do Confronto®

il o LR S
Pt k2 T minoo 12 22 m2

]

3E usado para confirmar o limite de uma func¢do (ou de uma sequéncia), pela comparacao de duas
outras fungoes (ou sequéncias), cujos limites sdo conhecidos. Isto é, no caso em questdao, Vv m € N,
m <bp <cpe lim f(z)=L= lm ¢p,entdo lim b, = L, (Lima, 2017).
m—>—+oo m—>—+oo

m—>—+oo
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4.3 Prova utilizando a férmula de Euler e a regra de
L’ Hopital

Apresentaremos nessa secao, outra demonstracao para o problema da Basileia,

utilizando o resultado de Euler e a regra de L.” Hopital.

Demonstracao. Comecemos, aqui, usando o Teorema da fatoracao de Weierstrass, teo-

rema (3.4.1), para fungao seno, ou seja,

ina =2 (1-2) () (- 2) () =TT (- 2) ().

entao,

+o0 +o0 2 2

x x n®—x
i = || 1——> (1 _>: || . 4.19
SINTx = 7T 11 < - + . T 11 ( n2 ) ( )

Aplicando In nos dois membros da equagao (4.19), obtemos

+o00 +o0
In(sinmz) =Inm + Inz + Z In (n® — 2%) — Z 2Inn. (4.20)
n=1 n=1

Derivando (4.20) em relagao a x, obtemos

cos(mx) 1 f 2z (4.21)
m =) = ‘
sin(mz) x4~ n?—a?

Dividindo a equagao (4.21) por 2z e agrupando os termos, obtemos

1 mcot(rz) :i 1 (4.22)

212 2z c—n? — g2
Na equagao (4.22), fazendo a mudanga de variavel (xz = —it),obtemos
1 7weot(—mit) = 1
-t ——= = . 4.23
212 + 2it ; n? + t2 ( )
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Pela férmula de Euler e pela expressao (2.23), podemos deduzir

meot(—mit) o« (ei-mit) 4 e=i(=mit)) /2
2t = 9 (ei(=mit) — e=i(=mit)) /24 424
B T e27rt + 1 ( . )
o ot e2nt _1°

Substituindo (4.24) em (4.23), obtemos

o 1 t 27t 1) — 2mt 1
Z _ (e +1) — et 4 _ (4.25)
n? + t2 2t2(e?™t — 1)

n=1

Assim, assumindo o valor do limite quanto t se aproxima de zero, e aplicando a regra de

L’ Hopital trés vezes em (4.25), temos:

=1 . 2rte?™ — 2™ 4 1
— n? = B0 Y Tzernt ezt g
) 7T3t€27rt
= lim
t—0 27 (mt2e2™t 4 2te2t) 4 27t — 1
2 (2mt + 1)
= lim
t—0 4722 + 127t + 6
2
6

4.4 Prova usando a série de Fourier

Nesta secao, exibiremos a demonstracao do problema, usando as Séries de Fourier.

Essa resolucao foi apresentada no século XIX.

Demonstracao. Seja

T se — T <x<T

periodica de periodo 2,

como ilustra a figura (4.1).

Iremos encontrar a série de Fourier de f. Para isto, usemos a proposigao (2.5.2).
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31T

27T |

—é'TI' —2I'IT

=TT

0 ™ 2m 3m

Figura 4.1: f(z) = 2°, —7 <z < m,ef(x + 27) = f(x).

Fazendo L = 7, temos que

Qo

7

bn

Fonte: Gayo (2013).

1 s

—/ z? dx

™ —Tr

(",

- xcosnx dr, VneN

-7

)

1 s
—/ z?sinnz dr, Vn €N,

T J-x

Pela primeira equagao de (4.26), temos

(4.26)

(4.27)

Em seguida, utilizando a integracao por partes na segunda equagao de (4.26),

temos que
Y
a, = -— x” cos(nx)dz

™ —T
1 T T

_ 1 {xz sen(nx) _/ - sen(nx)dx]
m n - - n
1 [ ,sen(nr) 2z cos(nz)|”  2sen(nz)|”

= — |z = 7 ,
7 n n? . n3 .

—T

Como, sen(nm) = sen(—nm) = 0 e cos(nmw) = cos (—nw) = (—1)", pois n é um nimero

natural, temos que
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an = 22— cap L (4.28)

T n? n

Como 2” sen(nx) é uma funcio fmpar e os limites de integracao sdo simétricos, temos que

b, = —/ x?sin(nx)dz = 0. (4.29)

—T

Como a fungao f é seccionalmente diferencidvel para todo intervalo [—L, L], com L > 0
e f é periodica, com f(z") = f(z7), segue que f converge para sua série de Fourier.

Substituindo as equagoes (4.27), (4.28) e (4.29) em (2.40), temos que

fl@) = 2% + i ((—1)”% cos(nz) + OSin(nx)>

Em particular, para z =7

ou seja,
2 - 1 n n
-y (e )
n=1
Isto é
272 /1
mle—] -
()
Portanto,
i ( 1 ) _n?
- ) =—
—~\n 6

4.5 A prova de Apostol

A prova a seguir, utilizando integrais duplas e séries geométricas, foi formulada
pelo matemdatico Tom M. Apostol (1983, p. 59-60). A demostracdo da obtengao da

férmula de Euler por integracao dupla esta disponivel em Simmons (1988).
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Demonstragao. Lembremos de (2.14), que a série geométrica é dada por

1 2
——=14r+r4+....
1—r

Dai, a fungao f(z,y) =

1 pode ser escrita (para o dominio de convergéncia) por

1 2.2

=l4+ay+ay +....
1—ay
entao,
1,1 1,1
dxd
// Y :/ (1+xy—i—xy+ )da:dy
o Jo 1—uay 0
1 1
/(m—i— —xy + :L‘3y2—|— > dy
2 0
/<1+g+_+ >dy
0 2
y y '
egege )
1 1
= 1+§+§—|—....
Assim, a soma da série de Euler Z — € o valor da integral dupla

n

n=1

1 1

I= / / dedy (4.30)
o Jo 1—ay

Ao calcularmos a integral na expressao (4.30), determinaremos a soma da série. Para isto,
usaremos uma mudanca de coordenadas que sera uma rotagao do sistema de coordenadas
de angulo 0 = %
De modo geral, quando rotacionamos por um angulo qualquer #, o sistema xy ¢é
levado para um novo sistema de coordenadas uv. Assim, o sistema de coordenadas sera

transformado como segue

T = wucosf — vsend
(4.31)

y =usinf + vcosh.
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Substituindo 6 por % na expressao (4.31), obtemos

r = %\/ﬁ(u—v)

y = %\/ﬁ(u +),

Figura 4.2: Sistemas de coordenadas rotacionado

e, entdo, da expressao (4.32), obtemos

1 2 _ 2 2
xyzE\/i(iﬂ—?ﬂ) e l—xy:(uT—H}).
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=V2—u

S
S

v=u—-V2

Figura 4.3: Regiao apds rotacgao

Obsevermos, pelas figuras (4.2) e (4.3), que a regido de integragdo nao sofre

deformagao, e pelo teorema de mudanca de varidveis na integral dupla, vemos que a

integral em (4.30) pode ser escrita na forma *,

dvdu 2-u dvdu
— 4.33
/ / 2—u2—|—v2 /f/ 2 —u2 42 (4.33)

Denotando como I; e I as integrais pela direita na expressao (4.33), obtemos

11:4/
0

du (4.34)

Fazendo a mudanga de variavel

u = v2send, (4.35)

4Veja por exemplo Guidorizzi (2002).

//fxydxdy—// F(olw,v)

dudv
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acarreta em

V2 —u? = V2 cos b,
du = V2cos6ds, (4.36)

arctan (L) = 0.
2 — u?

Logo, substituindo (4.35) e (4.36) em (4.34), obtemos

5 1 5
I, =4 -0 - V2cos0df = 26° .
! /0 \/50036 0 18

Calculando I, teremos

2—u
d
AT
V2 2 — w2+ o2
/ o [ 22 ) 4
= arctan | ——— | du.
vz \2-— u2 V2 —u?
Dando continuidade aos célculos, usamos a substitui¢ao dada em (4.35)

arctan @ — arctan w
V2 —u? V2 cos 6

(1—sin9)
= arctan (| ——— |,
cos 6

pela Relagao Fundamental da Trigonometria, proposi¢ao (2.2.1), temos

du.

1 —sin?f = cos®§ <= (1 —sin6)(1 + send) = cos? 6.

Para cosf # 0, obtemos
1 —senf)  cosd

cosf 14+ senf’
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dal e das expressoes de somas de arcos, corolario (2.2.1), obtemos

V2 —u
V2 — u?

arctan (

Logo

h
[ME]

Somando os resultados, temos

Vale ressaltar que

[

cos
arctan [ ———
(1 + sen@)
T_0
arctan sen(3 ) )
1+ cos(5 —0)
1/m

2sen=(Z —
arctan ( 2(2

(50

_ (f _ Ze) V2 cos 0df

2

1
2 =
= Li+15
7T2 7T2
T 39
- T

drdydz =1
1—a:yz_n:1 n3’

de maneira que o calculo dessa integral tripla serd igual a soma a direita.

o0

A soma Z — ¢ um problema em aberto desde que Euler levantou a problematica
n

n=1
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em 1736.

4.6 A prova de Harper

Uma prova simples para o problema da Basileia foi apresentada pelo matematico
James D. Haper (2003, p.540-541), utilizando o teorema de Fubini para a expansao da

série de Mclaurin para a fungao arco tanegente.

Demonstracao. Seja

Da expressao (2.14), para |y| < 1, temos que

1. 14y 1
—In——= = —(In(1 —In(1 —
T, 5 (In(1+y) —In(l —y))
_ 1""00 (_1)n+lyn B 1"'2’0 (_1)n+1( y>n
2 — n 2 — n
2 — n 2 —~n
_ +§ y2n+1
£ 2n + 1
Pelo Teorema de Fubini, temos
1 1 1 1 1 1
———dydr = ——dxdy. 4.38
/_1/_11+2:cy+y2y /_1/_11+2xy+y2 / (4.38)
Por um lado,
2 2 2
1+ 2zy+y° = (1—2°)+ (z+y)
_ 1 2 1 T+ Y ?
- A=)\ I\ (4.39)
2
T+
- (VI=AWI-a) (1 + (L) ) ,
—x

u/
du = arctan u,
14+ u?
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temos
1

J rctan 4
T = .
/ / 1+2:cy+y2y / 1—3;2 .
Pondo 0, = arctan —— e 0, = arctan ———, ou seja,
1 T :E2 1.2 )
r+1 z—1
tant)y = ——, tané
V-2 2T N

Como —1 < z < 1, usando a proposigao (2.2.2), temos

z+1  _ _x—1
—x V1—z2
tan(91 — 92) = ! i o
L+ i
1
o 1—12
14 2=
ou seja,
T
01 — 0, 5
Substituindo (4.41) em (4.40), obtemos
11
1 s
——————dydx —
/_1/_11+2xy+y2y 2

1
/1 1—$2
T
2

arcsin x

-1

Por outro lado,

1 1 1 21
1 log(1+ 2
/ / 1T 200 12 0wdy = / og(1+2zy +y
a1+ 2ay+y 1 2y

Substituindo (4.37) em (4.43), obtemos

1,1 1 o 2
1

//—2dxdy=2/ Yy

)14+ 22y+y ,1n:02n+1
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Entao, igualando (4.42) a (4.44), obtemos

S
(2n+1)2 8’

n=0

o que é equivalentemente a
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Capitulo 5

Abordagens no Ensino Médio

Nesse capitulo, abordaremos algumas sugestoes de atividades em relacao a soma
dos termos de uma progressao geométrica infinita a serem desenvolvidas no Ensino Médio.

Para tanto, nos fundamentamos em Lima (2018) e Brasil (2018).

5.1 Soma de séries infinitas no Ensino Médio

No Ensino Médio, a area da Matematica tem como objetivo fomentar o enten-
dimento de conceitos, estratégias e procedimentos que possibilitem uma futura formacao
académica. Assim, é importante que os estudantes saibam aplicar as ferramentas ma-
tematicas em diferentes contextos, sejam elas na ciéncia, na tecnologia ou em situagoes
cotidianas.

Vale ressaltar a necessidade do estudante utilizar os processos de resolucao de
situagoes problemas ou de problemas heuristicos tendo seguranca em expressar verbal
ou geométricamente os conceitos matematicos, de modo a estabelecer relacoes em outras
areas do curriculo.

Dessa forma, o Ministério da Educacao e Cultura (MEC), endossado pela Com-
peténcia 5, especifica de Matematica e suas tecnologias, para o Ensino Médio da Base

Nacional Comum Curricular (BNCC), propoe a seguinte expectativa de aprendizagem:

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos
e propriedades matemadticas, empregando estratégias e recursos, como
observacao de padroes, experimentacoes e diferentes tecnologias, iden-
tificando a necessidade, ou nao, de uma demonstracao cada vez mais
formal na validagao das referidas conjecturas (Brasil, 2018, p. 531).
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Propoe ainda, pela habilidade 08, que perpassa do 1° ao 3° ano do Ensino Médio,

que os alunos precisam

(EM13MAT508) Identificar e associar progressoes geométricas (PG) a
fungoes exponenciais de dominios discretos, para andlise de proprieda-
des, deducao de algumas férmulas e resolugao de problemas (Brasil, 2018,
p. 547).

Neste caso, o documento curricular enuncia a necessidade de apresentar as nogoes
de séries infinitas de maneira significativa no Ensino Médio, em particular, no que tange
as progressoes geométricas, visto que, atualmente, este objeto de conhecimento aparece
nos livros didaticos de modo intuitivo.

Apos os estudos dos conceitos essenciais de progressao geométrica, tais como o
termo geral da P.G e a soma dos n termos de uma P.G. finita, o professor terd em maos
as ferramentas necessarias para introduzir, ampliar e consolidar os conceitos em relagao
a Soma infinita dos n termos de uma progressao geométrica.

Nessa proposi¢ao, ha diversas aplicacoes no Ensino Médio de séries infinitas re-
lacionadas a progressao geométrica (aplicagoes na Biologia, Fisica entre outras), que pro-
piciam aos estudantes aplicar conceitos, ferramentas e conjecturas formais as situacoes

cotidianas e na sua vivéncia académica.

5.2 Proposta 01- O tridngulo de Sierpinski

Essa abordagem é uma adaptacao da atividade criada pela professora Juliana
Grassmann dos Santos, que tem como intuito introduzir o conceito da soma dos termos

de uma progressao geométrica a partir do Triangulo de Sierpinski.
O tridngulo de Sierpinski

1° momento: Introdugao

Inicialmente, divida os alunos em duplas ou trios. Cada agrupamento precisara
de:

v'régua;
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v compasso;
v folha sulfite;
v'1apis;
v'borracha.

Em seguida, distribua aos agrupamentos as seguintes orientacoes:
Nessa atividade vocés irao construir os quatro primeiros estagios do triangulo de

Sierpinski e, posteriormente, responderao um questionario.

L N N 3

Figura 5.1: O Triangulo de Sierpinski.
Fonte: Lima (2018).

Triangulo original

Estagio 1:

v Construa um triangulo equilatero, com 16 cm de lado, com auxilio da régua e compasso;
v'Divida cada lado do triangulo em duas partes iguais (ou seja, encontre o ponto médio);
v'Trace um triangulo no centro e ilustre-o da maneira que preferir.

Estagio 2:

v Repita o estdgio um,;

v'Divida cada lado dos novos triangulos brancos em duas partes iguais (ou seja, encontre
o ponto médio);

v'Trace um triangulo no centro de cada triangulo branco e ilustre-os da maneira que pre-
ferir.

Estagio 3:

v Repita o estagio dois;

v'Divida cada lado dos novos triangulos brancos em duas partes iguais (ou seja, encontre
o ponto médio);

v'Trace um triangulo no centro de cada triangulo branco e ilustre-os da maneira que pre-
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ferir.

Estagio 4:

v Repita o estagio trés;

v'Divida cada lado dos novos triangulos brancos em duas partes iguais (ou seja, encontre
o ponto médio);

v'Trace um triangulo no centro de cada triangulo branco e ilustre-os da maneira que pre-

ferir.

Questoes

1. Escreva os cinco primeiros termos da sequéncia em que o 19 termo indica a quantidade
de triAngulos brancos no estdgio original, o 2° termo indica a quantidade de triangulos
brancos no estagio 1, e assim sucessivamente.

Resp: 1, 3,9, 81, 243

2. Qual é o proximo termo desta sequéncia?

Resp: 729

3. O que acontece a cada novo termo?

Resp: Espera-se que o aluno perceba que a cada novo termo, o nimero de triangulos
brancos triplica.

4. Se continuarmos o processo, quantos triangulos brancos teremos no estagio 107

Resp: 19683 triangulos brancos

5. Agora, vamos analisar o niimero total de triangulos em cada estagio. Escreva os cinco
primeiros termos da sequéncia em que o 1° termo indica a quantidade de triangulos no
estdgio original, o 2° termo indica a quantidade de tridngulos brancos no estdgio 1, e
assim sucessivamente.

Resp: 1, 4, 13, 94, 337

6. Qual é o préximo termo desta sequéncia?

Resp: 337 + 729 = 1066

7. O que acontece a cada novo termo?

Resp: Espera-se que o aluno perceba que o n- ésimo termo dessa sequéncia é igual a soma
dos n primeiros termos da sequéncia construida na questao 1.

8. Quantos triangulos teremos se continuarmos o processo indefinidamente?

Resp: Teremos um numero infinito de triangulos.
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Note que foi solicitado ao aluno que, a cada etapa da construgao do triangulo de
Sierpinski, pintasse o triangulo do centro. No entanto, o triangulo central deve ser remo-
vido, mas optamos pela ilustragao para facilitar o manuseio dos materiais e a aplicagao

da atividade em sala de aula.

2° momento: Situagao - problema

Depois que os grupos terminarem de registrar as respostas, comente que, ao
continuarmos a construcao do triangulo de Sierpinski indefinidamente, havera um nimero
infinito de triangulos. Em seguida, proponha a seguinte questao: Ja que o nimero de
triangulos ¢é infinito, é possivel dizer que a area pintada também sera infinita? O objetivo
é que eles reflitam, pois em geral, os alunos se surpreendem com a ideia de que a soma
da area de infinitos triangulos nao é um numero infinito.

Vocé pode conduzir essa discussao da seguinte maneira:

1. Construa a tabela com os valores da medida do lado do triangulo branco (¢m) e a area

de cada tridngulo branco (cm?), em cada estagio.

Tabela 5.1: Area do triangulo branco.

E 1 A
0 16 64v3
1 8 16V3
2 4 43
3 2

4

YT o

| — =

5

Na tabela 5.1:
E representa o estagio da construcao;
l representa a medida do lado do triangulo branco;

A representa a area de cada triangulo branco (cm?*)em cada estégio.

2. Pergunte o que ocorre com a medida do lado do triangulo branco a cada novo termo.
Espera-se que os alunos percebam que a cada novo termo, a medida do lado do triangulo

branco se reduz & metade.
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3. Pergunte o que ocorre com a area do triangulo branco a cada novo termo. Espera-se
que os alunos percebam que a cada novo termo, a area do triangulo branco se reduz a
quarta parte.

4. Peca aos alunos que calculem a area dos triangulos brancos nos seis primeiros estagios.
Basta multiplicar a area do triangulo branco pela quantidade de triangulos brancos em
cada estéagio.

5. Pergunte o que ocorre com a soma da area dos triangulos brancos a cada novo termo.
Espera-se que os alunos percebam que a cada novo termo, a area do triangulo branco é
multiplicada por Z

6. Peca aos alunos que calculem a area pintada do triangulo nos seis primeiros estégios.

Basta subtrair a soma da area dos triangulos brancos da area do triangulo inicial.

Tabela 5.2: Soma das areas dos triangulos brancos.
E A Q S

0 64V3 1 643

1 16v3 3 48V3

2 43 9 36V3

3

4

27 27V3
813

4
243+/3

16

81

= 5SS

243

Na tabela 5.2:

FE representa o estagio da construcao;

A representa a area de cada triangulo branco (¢m?) em cada estagio.
Q representa a quantidade de triangulos brancos;

S representa a soma das areas dos triangulos brancos (em?).

7. Conclua, com os alunos, que, a cada novo termo, a area se aproxima a area do triangulo

3\ ®
inicial, ou seja, a area tende a 64+/3. Esse valor é resultado de 64v/3— (g) 64v/3 = 64V/3.
32 momento: Sistematizacao

Sistematize a soma infinita de termos de uma PG. A formalizacao da féormula

pode ser feita a partir de sua demonstracao. Em seguida, relacione a atividade anterior a
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formula e proponha novas questoes.

5.3 Proposta 02- Lancamento de uma bola

Uma bola é lancada na vertical, de encontro ao solo, de uma altura h. Cada
vez que a bola bate ao solo, ela sobe até 80 por cento da altura de que caiu. Nessas
condicoes, determine o comprimento total percorrido pela bola em sua trajetoria, até
atingir o repouso.

Solugao:

80 4 . 4
0= & temos que cada vez que a bola atinge o solo, ela sobe E
da altura anterior. Partindo de uma altura h, a bola percorre

4 4\ ? 4\?
o=h+—-h+t(2) R (2Z) -h+...
Szt +(5) +(5) +

Dai, somando os termos iguais:

4 4\ 2 4\?

Como 80 por cento =

5

4 4\? 4\°
E, observando que 2 - E h+2 <5> ~h+2 (g) -h+ ... é asoma dos infinitos termos de

uma Progressao Geométrica convergente (—1 < ¢ = R < 1), chega-se a seguinte operagao:

S.=h4 L
1—g¢q
Assim,
2. 4h 8h 5
= 5: —_— . — =
S, h+1_§ h+5 ; 9h.

Por fim, podemos concluir que o comprimento total percorrido pela bola foi de 9h.

5.4 Proposta 03- Aplicagao algébrica

Seja k a raiz da equagao

TR
i — — e
39 3=-1
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Nessas condicoes, determine o valor de k2.
Solucao:
Pelo enunciado, tem-se a soma de infinitos termos de uma Progessao Geométrica conver-

1
gente de razao q = 3 Logo,

Spo = —2
1—q
X
9 =
-3
9=12
3
3x
9=""
2
3z =18
18
rT=—
3
r = 0.

Assim, chegamos que k = 6 e, portanto, k* = 36.

5.5 Proposta 04- Raiz da planta do mangue

(UEL 2012- Adaptada) A figura a seguir representa um modelo plano do desen-
volvimento vertical da raiz de uma planta do mangue. A partir do caule, surgem duas
ramificacoes da raiz, e, em cada uma delas, surgem mais duas ramificagoes, e assim, suces-
sivamente. O comprimento vertical de uma ramificacao, dado pela distancia vertical reta
do inicio ao fim da mesma, é sempre a metade do comprimento da ramificacao anterior.

Sabendo que o comprimento vertical da primeira ramificacao é de hy = 1 m ,
determine o comprimento vertical total da raiz, em metros.

Solucao:

Os comprimentos das ramificagoes, em metros, constituem a progressao geométrica (1 +
1 1

S+ )
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777777777 e
1m
h1
12 m
114 m] EE
118 m = i
a4

Figura 5.2: Modelo de raiz de planta do mangue.
Fonte: Lima (2018).

1
Assim, temos que a3 =1 e g = 5 Logo,

Seo =

|
D=

T I

5.6 Proposta 05- Dizima peridédica

Uma dizima periédica qualquer é originada de uma fragao geratriz. Considere
que as dizimas perddicas podem ser caracterizadas como uma soma infinita de parcelas
decimais. Assim, é possivel determinar a fracao geratriz dessas dizimas utilizando a soma
de termos de uma progressao geométrica infinita.

Determine a fracao geratriz da dizima 1,2515151 - - -

Solugao:
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Temos que:

1,2515151 = 1,2+ 0,051+ 0,00051 + 0,0000051 + . ..

—12+51+5l+51+
- 103 105 107

= 1,2+51 L + L + L +
- 103 10° 107
= 1,24+ 51(S«)

12(100 — 1) 51

= T 10.99 990
1200 —12+51
N 990
1239
990
Portanto
1239
1.2515151 = —— .
’ 990

5.7 Proposta 06- Perimetro do triangulo

A medida do lado de um triangulo equilatero é 10cm. Unindo-se os pontos médios
de seus lados, obtém-se os lados de um novo triangulo equildtero. Unindo-se os pontos
médios dos lados desse novo triangulo equildtero, obtém-se um terceiro, e assim por diante,
indefinidamente.

Assim, calcule a soma dos perimetros de todos esses triangulos.

Solucao:
Como o lado do segundo triangulo possui vértice no ponto médio do primeiro triangulo,
temos que o perimetro de cada triangulo é a metade do triangulo anterior. Isto é, ¢ = 1

Considere a sequéncia formada pelo perimetro dos triangulos conforme os triangulos da
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Figura 5.3: Representacao do triangulo.
Fonte: Lima (2018).

figura 5.3 acima.
(30,15,7,5,...)
Logo,
Sec = 30 T = 370 = 60.
111
2 2

Logo, a soma dos perimetros dos infinitos triangulos é de 60m

5.8 Proposta 07- Molusco sobre a estrela do mar

(UERJ- Adaptada) A figura a seguir mostra um molusco Triton tritoris sobre

uma estrela do mar.
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5&' K ; ’ '_1-

Figura 5.4: Molusco sobre a estrela do mar.

Um corte transversal nesse molusco permite visualizar, geometricamente, uma

sequéncia de semicirculos. O esquema abaixo indica quatro desses semicirculos.

¢ .
A4 8 [ 0D E FG

Figura 5.5: Semicirculos.

Admita que as medidas dos raios (AB, BC,CD, DFE,...) formem uma progressao
tal que

AB BC CD _
BC CD EF 7

Considere AB = 2c¢m Nessas condicoes, determine o valor da soma AB + BC + CD +
DE +---.

Solucao:

Observe inicialmente que AB = 2cm e BC = 2q, assim, temos que CD = 2¢*. Por outro

lado, tem-se que CD = BD — BC. Como BD = BC = 2, temos:

2¢° =2 —2q.
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Isto é

2¢° +2¢—2=0.

Ou seja,
*+q—1=0, pois q¢>0.

—1+\/5e ~1-5

¢ = ————. Como ¢ é uma medida de

Assim, temos as raizes ¢ = 5

2
—1+5
5 .
Utilizando a féormula da soma infinita de uma progressao geométrica, obtemos:

comprimento, adotamos ¢ =

a1
Soo = :
lL—gq
Ou seja,
2
Seo = i
—1+
1= (=54)
B 4
2—(v5—1)
B 4
2—V5+1
B 4
= 3T
Logo,
4 3 )
S = +v5

3-v5 3+5
4(3+/5

95
= 3+V5

. Portanto, o valor da soma AB + BC + CD + DE + --- é equivalente a 3 + /5.
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Consideracoes finais

A Matematica, em seu papel formativo, contribui para o enriquecimento de pro-
cessos cognitivos e atitudinais, cujo proveito e abrangéncia transcendem o ambito da
Matematica. A partir do rigor conceitual, caracteristico de sua projecao cientifica, a in-
tencionalidade da pratica docente deve preparar os estudantes para os desafios cotidianos,
de maneira que adquiram habilidades para desempenhar fungoes na sociedade.

Este trabalho teve como objetivo principal analisar a prova de Euler para a re-
solugao do Problema da Basileia. Este tema é bastante relevante para a teoria dos niimeros
e foi resolvido por Leonhard Euler em 1734, e enunciado em 1735. Como o problema havia
sido objeto de desafio por quase um século aos principais matematicos da época, a prova
de Euler lhe trouxe fama imediata aos 28 anos. A principio, a prova de Euler nao possuia
rigor matematico, visto que uma de suas passagens ficou invalidada por quase 150 anos.
Posteriormente, a partir da fatoracao de Weierstrass, sua prova esta totalmente aceita.
As conjecturas e métodos utilizados por Euler em sua demonstracao tém a virtude de
exibir a extraordindria perspicacia de um génio da Matemaética.

Vale ressaltar algumas provas elencadas nesse trabalho, (prova de Giesy, prova
de Cauchy, prova de Apostol, prova utilizando a féormula de Euler e a regra de L’Hopital,
prova usando a série de Fourier, e a prova de Harper), que surgiram no decorrer dos
séculos, considerando diferentes perspectivas da Matematica para solucionar o problema
da Basileia. Existem outras provas para esse problema, a exemplificar: a prova utilizando
o calculo de residuos da andlise complexa, a prova utilizando a identidade de Parseval e
a prova de Matsuoka. Para maior aprofundamento, ver Chapman (2003).

No entanto, ndao houve avancgos expressivos em suas prospeccoes tedricas. Mesmo
apds quase trés séculos, o problema da Basileia permanece em aberto, do enigma da série

o0

5 —, quando k for um numero impar. As falhas dessa discussao convidam a construgao
n

n=1

de uma teoria geral de produtos infinitos.
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Outro ponto a se considerar é o desdobramento do estudo da soma de séries
infinitas no Ensino Médio, visto que ha diversas aplicacoes de séries infinitas relacionadas
a progressao geométrica, que propiciam aos estudantes aplicar conceitos, ferramentas e
conjecturas formais em diferentes contextos.

Desse modo, o objeto de conhecimento soma de n termos de uma progressao
geométrica infinita deve ser abordado de maneira articulada com os objetos de conheci-
mentos trabalhados anteriormente, tais como sequéncias e séries.

Assim, os aspectos de aporte tedrico para o estudo de soma de séries infinitas,
neste nivel de ensino, visam intervir como ferramenta significativa na aprendizagem das
propriedades, relacoes, operacoes formais e técnicas, além de analisar e interpretar si-
tuagoes problemas em outras areas de conhecimento.

Portanto, espera-se que este trabalho tenha contribuido de forma significativa
para a compreensao heuristica da prova de Euler para o problema da Basileia, bem como
para a pratica docente no ensino de soma de séries infinitas no Ensino Médio, permitindo,
assim, ao professor da Educacao Basica correlacionar a teorizacao formal da Matematica

em diferentes contextos.
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