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H&a uma unica ciéncia, a Matematica,
a qual ninguém se pode jactar de
conhecer porque suas conquistas sao,
por natureza, infinitas; dela toda gente

fala, sobretudo os que mais a ignoram.

Malba Tahan



Resumo

Este trabalho apresenta uma proposta que possibilita inserir a teoria elementar
dos ntimeros, nos anos finais do ensino fundamental. Para isso, faz-se necessaria a compre-
ensao de alguns conceitos e propriedades dos niimeros inteiros, tais como: divisibilidade,
nimeros primos, maximo divisor comum, minimo multiplo comum, equacoes diofantinas,
congruéncias, o pequeno teorema de Fermat e os teoremas de Euler e Wilson. Essa teoria

sera aplicada na resolucao de problemas olimpicos, em particular da OBMEP.

Palavras chave: Resolugao de problemas; ensino fundamental; matematica olimpica.
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Abstract

This work presents a proposal that makes it possible to insert the elementary
number theory in the final years of elementary school. For that, it is necessary to un-
derstand some concepts and properties of whole numbers,; such as: divisibility, prime
numbers, maximum common divisor, minimum common multiple, diophantine equations,
congruences, Fermat’s small theorem and the theorems of Euler and Wilson. This theory

will be applied in the resolution of olympic problems, in particular OBMEP.

Keywords: Problem solving; elementary school; olympic mathematics.
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Introducao

“Platao disse: “Deus é um geometra”. Jacobi mudou isso,

“Deus é um aritmético”. Entao veio Kronecker e formulou a ex-

pressao memoravel, “Deus criou os nimeros naturais, e todo o resto
¢é criacao do homem”

(Felix Klein)

Ao analisarmos o Indice de Desenvolvimento da Educacao Bésica (IDEB), princi-
pal indicador da qualidade da educacao basica no Brasil, notamos que o resultado obtido
pelos alunos dos anos finais do ensino fundamental das escola publicas, apesar de ter apre-
sentado crescimento nos ultimos anos, ainda nao atingiu a meta ideal que corresponde ao
de paises da Organizagao para a Cooperacao e Desenvolvimento Econémico (OCDE). E
ainda, ao analisarmos o nivel de proficiéncia em matematica, desse mesmo grupo, verifi-
camos que aproximadamente 50% encontra-se no nivel basico e no nivel adequado, apenas
15%, conforme resultado do IDEB de 2017.

No entanto, vimos na Olimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
(OBMEP), uma oportunidade de fazer com que essa proficiéncia possa melhorar, pois
a mesma favorece o ensino de matematica através de resolucao de problemas olimpicos,
que possuem um grau de dificuldade mais elevado se considerarmos os livros didaticos
adotados pelas escolas publicas.

No capitulo 1, apresentaremos os aspectos gerais da OBMEP e a sua influéncia
no ensino de matematica. Faremos ainda, uma andlise dos indicadores educacionais do
IDEB e a proficiéncia alcancada pelos alunos do 9° ano do ensino fundamental, tendo
como referéncia, OBMEP (2020b), QEdu (2020a), QEdu (2020c), QEdu (2020b), Pereira
(2016) e Cunha (2019).

O capitulo 2 é dedicado as definigoes e propriedades dos niimeros inteiros, principio

de inducao matematica, divisibilidade, divisao euclidiana, sistema de numeracao deci-



mal, alguns critérios de divisibilidade, maximo divisor comum, minimo miltiplo comum
e propriedades, algoritmo de Euclides e as equagoes diofantinas lineares. Tomamos como
referéncia dessa teoria, Hefez (2016), Santos (2011), POTI (2020), Araijo (2018), Domin-
gues (1991) e Aradjo (2018).

No capitulo 3, serao apresentadas e desenvolvidas as defini¢oes e propriedades
dos numeros primos, o teorema fundamental da aritmética, o teorema de Legendre e o
pequeno teorema de Fermat. Todas serao demonstradas e exemplificadas. As referéncias
dessa teoria foram, Hefez (2016), POTI (2020), Domingues (1991) e Aratjo (2018).

No capitulo 4, mostraremos as definicoes e propriedades de congruéncias, sistemas
de residuos modulo m, congruéncias lineares, o teorema chinés dos restos, o teorema de
Wilson, o pequeno teorema de Fermat e o teorema de Euler. Para o desenvolvimento
dessa das mesmas, usamos como referéncia, Aratjo (2018).

Finalmente, no capitulo 5, apresentaremos a aplicacao da teoria estudada nos
capitulos 2, 3 e 4, que serao empregadas na resolugcao dos 40 problemas propostos que
foram selecionados de competicoes olimpicas, em particular, das provas anteriores e do
Banco de Questoes da OBMEP, cujas referéncias sao OBMEP (2020a), OBMEP (2020),
Pereira (2016), Cunha (2019), Aratijo (2018) e POTT (2020).



Capitulo 1

A Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas

(OBMEP)

Neste capitulo, abordaremos alguns aspectos da OBMEP, tais como a sua origem,
normas e objetivos. Faremos ainda uma breve analise de sua influéncia nas escola publicas,
e de seus impactos na qualidade de educacao. Analisaremos o resultado do IDEB das
edicoes de 2013, 2015 e 2017, o nivel de proficiéncia em matematica alcancado pelos
alunos dos anos finais do ensino fundamental e ainda, a importancia da resolucao de

problemas no ensino-aprendizagem de matematica.

1.1 OBMEP: Um breve historico

A OBMEP é um projeto nacional dirigido as escolas publicas e privadas bra-
sileiras, realizado pelo Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA), com o apoio
da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), e promovida com recursos do Ministério
da Educacao (MEC) e do Ministério da Ciéncia, Tecnologia, Inovagoes e Comunicagoes
(MCTIC) (OBMEP, 2020b).

Criada em 2005 para estimular o estudo da matematica e identificar talentos na

area, a OBMEP tem como objetivos principais:

e Estimular e promover o estudo da Matematica;



e Contribuir para a melhoria da qualidade da educacao basica, possibilitando que um

maior nimero de alunos brasileiros possa ter acesso a material didatico de qualidade;

e Identificar jovens talentos e incentivar seu ingresso em universidades, nas areas ci-

entificas e tecnologicas;

e Incentivar o aperfeicoamento dos professores das escolas publicas, contribuindo para

a sua valorizagao profissional;

e Contribuir para a integracao das escolas brasileiras com as universidades publicas,

os institutos de pesquisa e com as sociedades cientificas;
e Promover a inclusao social por meio da difusao do conhecimento.

Essa competicao vem ampliando a cada ano o seu alcance em nimero de escolas
e alunos participantes, parte desse crescimento é devido & integracdo da OBMEP e OBM!
a partir de 2017.

Desde a sua primeira edicao em 2005 até a edi¢ao de 2019, o nimero de alunos
inscritos na primeira fase saltou de 10,5 para 18,1 milhoes e o percentual de municipios
participantes de 93,5% para 99,7%, cobrindo assim praticamente todo territério nacional.
(OBMEP, 2020)

As provas sao realizadas em 2 (duas) fases que por sua vez sao distribuidas em 3

(trés) niveis a saber:
e Nivel 1: Alunos do 62 e 7° ano do ensino fundamental.
e Nivel 2: Alunos do 82 e 92 ano do ensino fundamental.
e Nivel 3: Alunos do ensino médio.

As duas fases sao organizadas da seguinte forma:

e A primeira fase consiste em uma prova objetiva, de carater eliminatério, composta
por 20 (vinte) questoes de multipla escolha, valendo 1 (um) ponto cada, totalizando
20 (vinte) pontos, onde cada questao dispoe de 5 (cinco) opgdes de resposta (A, B,
C, D e E), dentre as quais apenas uma delas é a correta. A prova da primeira fase é

destinada a todos os alunos participantes, sendo diferenciada de acordo com o nivel.

LA Olimpiada Brasileira de Matemética (OBM) é uma competicao para estudantes dos Ensinos Fun-
damental (a partir do 62 ano), médio e Universitario das institui¢des piiblicas e privadas de todo o Brasil.
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e A segunda fase se caracteriza pela aplicacao de prova discursiva, de carater classifi-
catorio, composta de 6 (seis) questdes valendo até 20 (vinte) pontos cada, totalizando
120 (cento e vinte) pontos e se destina a todos os alunos participantes classificados,

sendo diferenciada de acordo com o nivel (OBMEP, 2020b).

1.2 A influéncia da OBMEP

Os numeros grandiosos apresentados pela OBMEP, tais como: o nimero de es-
colas e alunos participantes, a quase totalidade dos municipios brasileiros abrangidos por

essa competicao, dentre outros, chamam a atencao. Diante disso:

Atualmente a OBMEP é uma politica publica mundial-
mente reconhecida, uma das maiores iniciativas gover-
namentais voltadas ao processo de ensino-aprendizagem
em matematica, visando melhorar a motivacao, o inte-
resse e o desempenho dos alunos nas escolas publicas
brasileiras (Maranhao, 2011, p. 2).

Estudos vem demonstrando que a OBMEP, além de influenciar a qualidade da
educacao publica, pois, de acordo com Soares e Leo (2014), as escolas que apresentam uma
boa trajetéria de envolvimento continuo com a OBMEP, impacta de forma significativa
a nota dos alunos em matematica na Prova Brasil, no Exame Nacional do Ensino Médio
(ENEM) e ainda no Programa Internacional de Avaliagao de Estudantes (PISA), ou seja,
este impacto é tao maior quanto maior for o tempo de envolvimento da escola com a
Olimpiada, indicando assim, a importancia do envolvimento continuo da escola com esta
iniciativa. Além disso, segundo Santos e Abreu (2011), proporciona impacto positivo,

trazendo beneficios futuros aos estudantes.

1.3 Indicadores educacionais

Faremos uma breve histérico do IDEB que é o principal indicador da qualidade
da educagao basica no Brasil.

Criado pelo Instituto Nacional de Pesquisa Educacional Anisio Teixeira (INEP)
em 2007, o IDEB sintetiza em um tnico indicador educacional que relaciona de forma
positiva informagoes de rendimento escolar (aprovacao) e desempenho (proficiéncias) em

exames padronizados, como a Prova Brasil e o SAEB (Fernandes, 2007, p. 1).

bt



O seu calculo é feito a partir dos dados sobre aprovacao escolar, obtidos no
Censo Escolar, e das médias de desempenho no Sistema de Avaliacao da Educagao Basica
(SAEB). A meta para o Brasil é alcangar a média 6 (seis) até 2021, patamar educacional
correspondente ao de paises da OCDE, como Estados Unidos, Canadd, Inglaterra e Suécia
(QEdu, 2020c¢).

A seguir apresentaremos os dados referentes ao aprendizado de matematica dos
alunos concluintes do ensino fundamental. Para tanto tomaremos como referéncia os da-
dos organizados pelo QEdu 2, que sugere uma classificacio obtida a partir de discussoes
promovidas pelo comité cientifico do movimento Todos Pela Educacio®, composto por di-
versos especialistas em educacao, indicaram a partir de qual pontuagao pode-se considerar
que o aluno demonstrou o dominio da competéncia avaliada.

Diante do exposto acima, os alunos sao distribuidos em 4 niveis em uma escala
de proficiéncia de acordo com o nimero de pontos obtidos na Prova Brasil (escala SAEB),

cuja classificacao esta descrita na tabela abaixo:

Tabela 1.1: Niveis qualitativos utilizados pelo QEdu - Matemadtica 92 Ano
Nivel Pontos
Avancado  Igual ou maior que 350
Proficiente 300 a 349 pontos
Basico 225 a 299 pontos
Insuficiente 0 a 224 pontos
Fonte: QEdu (2020a), adaptado.

e Avancado: Aprendizado além da expectativa. Recomenda-se para os alunos neste

nivel atividades desafiadoras.

e Proficiente: Os alunos neste nivel encontram-se preparados para continuar os estu-

dos. Recomenda-se atividades de aprofundamento.
e Bésico: Os alunos neste nivel precisam melhorar. Sugere-se atividades de reforco.

e insuficiente: Os alunos neste nivel apresentaram pouquissimo aprendizado. E ne-

cessario a recuperacao de conteidos.

2QEdu é um portal que disponibiliza informacoes sobre a qualidade do aprendizado em cada escola,
municipio e estado do Brasil.

3E uma organizacgao sem fins lucrativos composta por diversos setores da sociedade brasileira com o
objetivo de assegurar o direito a educacao basica de qualidade para todos os cidadaos até 2022, ano que
se comemora o bicentenario da independéncia do Brasil.



A tabela abaixo mostra a distribuicao do nivel de aprendizagem dos alunos do
9° ano das escolas municipais e estaduais do Brasil, relativos & resolucao de problemas de
matemaética que, de acordo com QEdu (2020b) é considerado adequado quando engloba

os niveis avangado e proficiente.

Tabela 1.2: Distribuicao dos alunos por nivel de proficiéncia
Nivel 2013 2015 2017
Avancado 1% 2% 2%
Proficiente  10% 12% 13%
Basico 52%  55%  54%
Insuficiente 37% 31% 31%
Fonte: (QEdu, 2020b), adaptado.

Considerando que esses dados sao relativos ao nivel Brasil, pois estamos descon-
siderando aqui as variacoes regionais, podemos notar que o percentual de alunos que se
encontram no conhecimento adequado, no qual englobam os niveis proficiente e avancado,
vem aumentando gradualmente. Podemos notar esse crescimento ao analisarmos os dados

coletados nos anos de 2013, 2015 e 2017 que foram respectivamente 11%, 14% e 15%.

1.4 A OBMEP no contexto educacional

A OBMEP vem contribuindo com mudancas no ensino e aprendizagem de ma-
tematica, pois além de propor situagoes-problemas desafiadoras, apresenta abordagem
diferenciada da maioria daquelas encontradas nos livros didaticos tradicionais adotados
pelas escolas publicas. Além disso, ha ainda incentivos para alunos e professores através
de premiacoes como: medalhas, certificados de mencgao honrosa e bolsas para participacao
no PIC*, cujo objetivo é despertar o interesse pela matemética e como consequéncia mo-
dificar a sua pratica no cotidiano das escolas.

O ensino e aprendizagem focado na resolucao de problemas vem ao encontro do

que se propoe e nessa perspectiva:

4Programa de Iniciacao Cientifica da OBMEP



E ainda:

A situagao-problema é o ponto de partida da atividade
matematica e nao a definicao. No processo de ensino e
aprendizagem, conceitos, ideias e métodos matematicos
devem ser abordados mediante a exploracao de proble-
mas, ou seja, de situagoes em que os alunos precisem de-
senvolver algum tipo de estratégia para resolvé-las. Mas
para que esse processo atinja os seus objetivos, é funda-
mental que os professores desse nivel de ensino tenham
uma boa formagao (Brasil - MEC, 1997, p. 40-41).

O elemento crucial para a transmissao do conhecimento
matematico, que é o professor, nao esteja recebendo uma
formacao adequada para exercer sua importante tarefa.
Basicamente, o problema mais grave no treinamento do
futuro professor é o seguinte: Quando o jovem entra na
faculdade, nao teve uma boa formacao na escola, logo
nao conhece bem a matematica que vai ensinar (Lima,

2007, p. 156).

A realizagao da OBMEP tem contribuido de forma significativa para modificar

esse cenario, pois, em um de seus objetivos esta a busca pela integracao das escolas com

as universidades publicas, os institutos de pesquisa e as sociedades cientificas.

Faz-se necessario despertar o interesse do aluno para a matematica, tornando-a

atrativa e mudando alguns paradigmas usados, até hoje, no ensino da mesma. Nesse

sentido:

[...] a Matemadtica é a unica disciplina escolar que é
ensinada aproximadamente da mesma maneira e com
o mesmo conteudo para todas as criangas do mundo

(D’Ambrosio, 1993, p. 7).

Deve-se entao buscar estratégias de ensino adequadas e que favorecam o ensino-

aprendizagem de matematica, diante disso:

Resolver um problema nao se resume em compreender
o que foi proposto e em dar respostas aplicando pro-
cedimentos adequados. Aprender a dar uma resposta
correta, que tenha sentido, pode ser suficiente para que
ela seja aceita e até seja convincente, mas nao ¢ garan-
tia de apropriacao do conhecimento envolvido (Brasil —
MEC, 1997, p. 42).



E importante ressaltar a importancia de se estudar e aprender Matematica a
partir de problemas propostos e dai desenvolver gradualmente os conceitos envolvidos na
sua resolucao.

Nessa linha, para resolver um problema, Polya (2006) sugere 4 etapas:

e Compreensao do problema;

Estabelecimento de um plano;

Execucao do plano;

Retrospecto.

Essas etapas sao fundamentais para que o estudante obtenha éxito na resolucao
de problemas, cabendo ao professor auxilid-los nessa tarefa, propiciando condicoes que

lhes dé a autonomia necessaria.



Capitulo 2

Topicos da teoria elementar dos

numeros

Neste capitulo serao apresentados alguns topicos da teoria elementar dos niimeros
que serao fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho. Serao abordadas algumas
defini¢oes e propriedades necessarias a compreensao adequada e aprofundada dos temas
relativos aos ntiimeros inteiros, o principio da boa ordem e inducao matematica, a divisao
nos inteiros, bem como o estudo da divisibilidade, a divisao Euclidiana, a representacao
dos inteiros, os critérios de divisibilidade, o algoritmo de Euclides, e estudo do maximo
divisor comum e do minimo multiplo comum e suas propriedades e as equacoes diofantinas
lineares. Os resultados apresentados nesse capitulo foram consultados em Hefez (2016),

Santos (2011), POTT (2020), Domingues (1991) e Araijo (2018).

2.1 Os numeros inteiros

Apresentaremos as propriedades basicas dos niimeros inteiros que sao fundamen-
tais para o desenvolvimento da teoria e também dos problemas propostos.

A notagao dos conjuntos aqui apresentadas, serao as mesmas dos livros didaticos
utilizados no ensino fundamental e médio, com excecao dos niimeros naturais N que nao
utilizaremos o elemento zero na sua composicao. E quando o fizermos, indicaremos por
N U 0. Também nao faremos uma construcao axiomatica dos conjuntos dos nimeros
naturais e nem dos numeros inteiros. As operacgoes de adicao e multiplicacao, nao sao

definidas formalmente.

10



Segue entao que o conjunto dos niimeros inteiros Z, ou apenas inteiros é dado por
Z=A...,3,—-2,—1,0,1,2,3,...}.

Em 7Z ha um subconjunto muito importante que é o conjunto dos nimeros naturais N,

também chamado de inteiros positivos que também representaremos por Z’, , onde
7 =N=1{1,2,3,4,5,...}

Temos o subconjunto dos inteiros nao negativos aqui representados por NU 0 ou

ainda por Z,
Z,=NuU0=1{0,1,2,3,4,5,...}

H& ainda em Z, os subconjuntos dos inteiros negativos e nao positivos que sao

respectivamente Z* e Z_:

7r ={-1,-2,-3,—4,-5,..} e Z_ ={0,—1,-2,—3,—4,-5,...}

2.2 Operacoes em 7

2.2.1 Propriedades da adicao

a;.) (a+b)+c=a+ (b+c),Ya,b, ceZ (associativa)
as.) a+b=>b+a, ¥Ya,becZ (comutativa)

as.) a+0=a, Yae€Z(0éo elemento neutro da adigao)

ay.) Para todo a € Z, existe b € Z de modo que a + b = 0. Este elemento b, que é tinico,

chama-se oposto de a e é indicado por —a.

Proposicao 1. Para quaisquer a,b,c € Z, se a +c = b+ ¢, entdo a = b (lei do cancela-

mento).

Demonstragao: a+c=b+c= (a+c)+(—c)=((b+c)+ (—¢c) = a+[c+ (—¢)] =
b+lc+(—¢)]=a+0=0+0=>0a=0D O
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Dados quaisquer a,b € Z, chama-se diferenca entre a e b e indica-se por a — b, o

seguinte elemento de Z: a — b = a + (—b).

2.2.2 Propriedades da multiplicagao
my.) (ab)ec = a(be), V a,b,c € Z (associativa)
my.) ab = ba, ¥ a,b € Z (comutativa)
ms.) a-1=a,¥a€Z(1éo elemento neutro da multiplicagao)
my.) ab=0=a =0 oub=0, (lei do anulamento do produto)
ms.) a(b+c) =ab+acV a,b,c € Z (a multiplicagao é distributiva em relagao a adi¢ao)
Proposicao 2. Se a,b,c € Z, entao:
i) a(b—c)=ab—ac e (a—b)c=ac—bc

i) a-0=0logo0-a=0

iii) a(=b) = (—a)b = —(ab)

iv) (—a)(—b) =ab

v) ab=ac e c# 0= b=c (lei do cancelamento da multiplicacao).

Demonstragao:

i) Como
alb—c)+ac=a[(b—c)+c]=ab

entao

a(b—c) =ab—ac

Como
(@ —b)c+bc=[(a—b)+ blc=ac

entao

(a —b)c=ac—be

it) a-0=a-(0—-0)=a-0—a-0=0
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iii) a(—b) =al0+ (=b)] =a(0 —b) =a-0— (ab) = 0 — (ab) = —(ab).Temos ainda que
(—a)b=(0—a)b=0-b—(ab) =0 — (ab) = —(ab).

iv) (—a)(=b) = —la(—=b)], por (iii). Mas, ainda por (iii), a(—b) = —(ab). Logo
(—a)(=b) = —[=(ab)] = ab.

v) ab = ac = ab + [—(ac)] = ac+ [—(ac)] = ab—ac =0 = a(b—c) = 0 (a # 0)

=b—-—c=0=b=c

2.2.3 Relacao de ordem em 7

Se a,b € Z, diz-se que a ¢ menor ou igual a b, e escrevemos a < b; ou, se b—a € Z;
ou, se b —a € Z’, entao diz-se que a é menor do que b, ou seja a < b.

Enunciaremos a seguir as seis propriedades mais importantes envolvendo as relacoes
< e < sobre Z. Essas propriedades mostram uma relagao de ordem total sobre Z, com-

pativel com a adi¢ao e a multiplicagao.

01) a < a (reflexiva)

03) a <beb<a= a=0 (anti-simétrica)

Os) a <beb< c= a< c(transitiva)

O4) a<boub<a

Os) a<b=a+c<b+c VeceZ (<L é compativel coma adi¢ao)

Og) a <bel<c= ac<be (< écompativel com a multiplica¢ao)
Demonstragao:

O1)a<a=a—a>2>0=a—a=bparaalgumbeZ =0=b=a=a+0.

b—a=u b=a+u
0;) a<beb<a= s U,V € Ly = =a=a+ (ut+v)=
a—b=wv a=b+v
u+v=0=u=v=0ouu= —v. Portanto, a = b.
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b—a=u b=a+u
Os) a<beb<c= ;u,v € Ly = =c=a+ (u+v) =
c—b=v c=b+v

c—a=u+wv,como u+v € Z, entao, a < c.

2
o
=t

b—a=u a
O)) a<boub<a= Cu,v € Ly =
a—b=v

Portanto, a < b ou

>~ N

/N
S]

b <a.

Os) Sea<b=b—a=uu€Z; = b= a+ u, adicionando ¢ € Z nos dois lados da

ultima igualdade, temos que

b+c=(a+c)+u=(b+c)—(a+c)=u=a+c<b+c,Vcel

O¢) a <b=b—a=uué€Z, = b= a+ u, multiplicando os dois lados da ultima
igualdade por ¢,0 < ¢, temos que bc = (a + u)c = be = ac + uc = be — ac = uc,

como uc € Z.. Portanto ac < be.

m
As propriedades O; a Oy, garantem que < é uma relagao de ordem total sobre Z.
Delas decorre a lei da tricotomia em Z.

Lei da tricotomia: Para quaisquer a,b € Z, apenas uma das situagoes ocorre:
i) a="b
i1) a > b, ou
i) a <b

Demonstragao: Por (Oy),a <boua>b=b—a=uoua—b=v;uv€Z, =b=
a+uoua=>b+v. Supondoa#b=u#0ev#0,ouseja, a#b=a<boub<a. Se
ocorressem simultaneamente a <beb < a,entaob—a=rea—b=s;r,s € Z, = b=
atrea=b+s;rseZl =>a=a+(r+s)=r+s=0our=—s. Absurdo. Assim,

se a,b € Z, entao a = b ou a < b. O
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2.2.4 Outras propriedades
l.a<bes -b<-a<0<b—-a
2.a<bs -b<—a=0<b—-a
3.a<bec<d=a+c<b+d
4. a<bec<d=a+c<b+d
5. Regras de sinais:

i) a>0eb>0=ab>0;
it) a<0eb<0=ab>0;

i) a<0eb>0=ab<0;

6. a®> > 0 para todo a € Z e a* > 0 sempre que a # 0.
7.a<bec>0= ac<bec
8. a<bec< 0= ac>bc.
9. ac<bcec>0=a<b.

10. ac<bcec< 0 a>=b.

Demonstracao:
l.a<be -b<L—-a<0<b—a.

i)a<bs —b< —a
(=a<b=b—a=uvuecZ;=b=a+u=-b=—(a+u) = -b=—-a—u=
—b+a=—-u= —-b< —a.

(<)-b<—a=—-a—(-b)=v,veZ, =b—a=v=a<b

i) =b< —a<=0<b—a
(=)-b<—a=—-a—(-b)=rreZ,=—-a+b=r=0<b—a.

)
(<)0<b—a=b—a=s,s€Z = —b< —a.

2. a<bs -b<—-as0<b—a
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i)

i)

i)

10.

a<b& —b< —a
(=la<b=b—a=uueZ, =b=a+u=-b=—(a+u)=-b=—-a—u=
—b+ta=—-u= —-b< —a.

(&)-b<—-a=—-a—(-b)=v,veZ, = —-a+b=v=a<b

“-b<—-a0<b—a
(=)-b<—-a=—-a—(-b)=rreZ,=—-a+b=r=0<b—a.

(=)0<b-—a=b—a=ss€l, = —b< —a.

.a<bec<d=b—a=ued—c=v,u,ve€l, =>b=a+ued=c+v=0+d=

(a+c)+(u+v)=((b+d) —(a+c)=u+v, comou+veEZ, =a+c<b+d

,a<bec<d=b-—a=ued—c=v;ucZi,vel, =b=atued=c+v=

b+d=(a+c)+(utv) = (b+d)—(a+c) =u+wv, como u+v € Z = a+c < b+d

. Regra de sinais

Sea>0 e b>0=a,becZ;entao ab € Z, logo ab > 0.

Dea<0eb<0,temos que 0 < —a e 0 < —b; entdo, por (i), 0 < (—a)(—b). Mas
(—a)(—b) = ab. Logo 0 < ab.

Dea <0eb>0, temos que 0 < —a e 0 < b; entao, por (i), 0 < (—a)(b). Mas
(—a)(b) = —(ab). Logo ab < 0.

2

Se a > 0 oua < 0, entao a regra de sinais garante que a* =a-a > 0; e, se a = 0,

entao a? = 0.

Sea<b=>b—a=uuecZ =b=a+tu= bc=(atu)c=actuc= bc—ac=uc,

como ¢ > 0, entao ac < bc.

Sea<b=>b—a=uueZl =b=a+tu= bc=(atu)c=act+uc= bc—ac=uc,

como ¢ < 0, entao ac > bc.

ac<bec=bc—ac=u,u €2y = c(b—a)=u, comoc>0=a<b.

ac < be = bc —ac=u,u € Zy = ¢(b—a) =u, comoc<0=a= b
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Definicao 1. Seja S um subconjunto nao vazio de Z. Todo elemento k € Z tal que k < ,
para todo x € S, chama-se limite inferior de S. Um limite inferior de S que pertenca a

S chama-se menor elemento de S.

2.2.5 Principio da boa ordenacgao

Enunciaremos agora a propriedade chamada de principio da boa ordenacao.
Principio da boa ordenacao: Seja S # @ um subconjunto de Z. Se S admite algum

limite inferior em Z, entao S possui minimo.

2.2.6 Principio de indugcao matematica

O principio de indugao matematica é uma consequéncia imediata do principio da

boa ordenacao.

Teorema 3. (Primeiro principio de indugdo ) Seja a um nimero inteiro e suponhamos
que a cada n = a esteja associada uma afirmag¢io P(n). Suponha ainda que seja possivel

provar o sequinte:
i) P(a) € verdadeira.
i1) Para todo r > a, se P(r) € verdadeira, entdo P(r + 1) também € verdadeira.
Nessas condigoes P(n) € verdadeira para todo n > a

Demonstracao: Seja L = {z € Z; © > a e P(x) é falsa}. Basta provar entao que
L = @. Suponhamos que L # @ e seja m = min L. Logo P(m) é falsa e como, por
hipétese, P(a) é verdadeira, entdao m > a. Desta tltima rela¢ao segue que m > 0; portanto
m = 1+ u para algum v € Z, e dai u < m.

Mas m > a implica que m > a+ 1. Assimm=14+u>a+ 1, logo u > a.

Se m > u > a, P(u) é verdadeira (se fosse falsa, u estaria em L, o que nao é
possivel pois u < m = min L). Entao, devido a (ii), P(u+ 1) = P(m) é verdadeira.
Absurdo. O

A afirmacao P(r) em (i7), é chamada de hipétese de indugao.

17



Teorema 4. (Segundo principio de inducao ) Seja P(n) uma afirmagdo associada a todo
n maior que ou igual a um certo a € Z. Suponhamos que seja possivel provar as duas

condigoes a sequir:
i) P(a) € verdadeira.

it) Para todo r > a, se P(k) é verdadeira sempre que a < k < r entdo P(r) também é

verdadeira.
Entao P(n) € verdadeira para qualquer n > a.

Demonstracao: Seja S = {m € Z; m > a e P(m) é falsa}. Devemos provar que S = &.
Suponha que se pudesse ter S # @ e seja, segundo principio da boa ordenacao,

mo = min(S). Como P(a) é verdadeira, devido a hipétese (i), entdo mgy > a. Logo, para
todo k € Z, a < k < myg, P(k) é verdadeira (pois mg é o minimo dos m > a para os quais
P(m) é falsa). Logo, pela hipétese (ii), P(myg) também é verdadeira, o que é absurdo.

Assim, S = @ e P(m) é verdadeira para todo m > a. O

Exemplo 1. Mostre que a férmula 14+3+5+---+ (2n — 1) = n® ¢ verdadeira para todo
n € N. Mostraremos pelo principio da inducao que a iqualdade € verdadeira.

Seja P(n) : 14+3+5+---+ (2n — 1) = n®.

Temos que: P(1) € verdadeira, pois 1 = 1%.

Devemos mostrar que P(n) = P(n+ 1) € verdadeiro para todo n € N.

Somando 2n + 1 nos dois lado de P(n), temos

1+34+5+--+(2n—1)=n?
1+34+5+-+2n—1)+2n+1)=n>+(2n+1)

1+34+5+-+2n—1)+2n+1)=(n+1)>

Com isso P(n + 1) € verdadeiro.

Pelo principio de indu¢ao matemdtica, P(n) é verdadeiro para todo n € N.
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2.2.7 Modbdulo ou valor absoluto de inteiros

s . _ la| =a, sea>0
Definicao 2. Seja a € Z, definimos:
la] = —a, sea<0
Chamamos |a| de mdédulo ou valor absoluto de a.

Proposicao 5. Se a e b sao elementos quaisquer de Z, entao:

ii1) |ab] = |al|b|
iv) |a+0b| < |a| + |b|

Demonstracao: Quando a = 0 ou b = 0, as afirmacoes sao imediatas. Suponha que

a#0eb+#0, temos que

i) Sea>0,entdo —a < Oedaila| =ae|—al| = —(—a) =a. Sea <0, entdo |a| = —a
e | —a| = —a, pois —a > 0.

i1) Suponhamos a > 0 e portanto —a < 0; dai —a < a; como neste caso —|a| = —a e
la| = a, entdo —|a| = —a < a = |a|. Para o caso a < 0, o procedimento ¢ anélogo.

i1i) Se a > 0 e b > 0, entdo ab > 0 ¢ portanto |ab| = ab = |a||b]. Se a < 0 e b > 0,
entdo |a| = —a, |b| = b e |ab| = —(ab) pois ab < 0; como |a||b] = (—a)b = —(ab),
entao |ab| = |a||b|. Se a < 0 e b < 0, entdo ab > 0 e portanto |ab| = ab, |a| = —a e

|b| = —b; e posto que |a||b] = (—a)(—b) = ab, entao |ab| = |al|b|.

iv) Devido a (ii) valem

—laf < a<lal
—[bl < b <0l

Somando membro a membro essas desigualdades:

—(lal +[b]) < @+ b < |a] +[0]
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Se la+b| = a+0b, como a+b < |a|+]b|, entao |a+b| < |a|+|b|. E se |[a+b| = —(a+D),
entdo —|a + b| = a+ b; como —(|a| + [b]) < a+ b, entdo —(|a| + |b]) < —]a + b| logo
la + b < |a] 4 10].

2.3 Divisao nos inteiros

Nessa sec¢ao, iremos explorar as propriedades da divisao entre dois ntimeros intei-
ros.

Ao efetuarmos a divisdo de um numero inteiro por outro, ocorrem duas possibili-
dades: ocorre a divisibilidade ou quando isso nao acontece, é possivel efetuar essa divisao,

porém, com um resto. Tal divisao é chamada de divisao euclidiana.

2.3.1 Divisibilidade

Defini¢ao 3. Dados dois nimeros inteiros a e b, diremos que a divide b, escrevendo a | b,
quando existir um numero inteiro ¢ tal que b = ca. Nesse caso, diremos também que a €
um divisor ou um fator de b ou , ainda, que b € um maltiplo de a ou que b € divisivel por

a.

Observe que a | b nao representa nenhuma operagao em Z, nem representa uma
fracao. Trata-se de uma sentenca que diz ser verdade que existe ¢ inteiro tal que b = ca.
A negacao dessa sentenga é representada por a 1 b, significando que nao existe nenhum

nimero inteiro ¢ tal que b = ca.
Exemplo 2. Pela definicao, temos que:
e 5|15, pois 15 =3 -5;
e —2|6, pois 6 = (—3) - (—2);
e 7112, pois nao existe c € Z tal que 12 = Tc.

A divisibilidade possui algumas propriedades que serao utilizadas na resolucao de

problemas.
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Proposicao 6. Sejam a,b,c € Z. Tem-se que:
i) 1|la,a|laealO.
it) 0|a<a=0.
iii) a divide b se, e somente se, |a| divide |b
iv) sea|beb|c, entio alc.
Demonstragao:

i) isto decorre das igualdadesa =a-1,a=1-a,0=0"a.
Note também que () inclui o caso 0 | 0 e, portanto, todo ntimero inteiro divide 0.

Assim, 0 tem infinitos divisores.

i1) Suponhamos que 0 | a; logo existe ¢ € Z tal que a = ¢- 0. Pela proposigao 2 (ii.),
conclui-se que a = 0.

Para a reciproca, se a =0=0=c¢-0=0]0.

iv) a | be b | cimplica que existem f, g € Z, tais que b = fa e ¢ = gb. Substituindo o

valor de b da primeira equacao na outra, obtemos

c=gb=g(fa)=(g9f)a

0 que nos mostra que a | c.

]

Dos itens (7) e (ii) obtemos que todo numero inteiro a é divisivel por 1 e por +a.

Suponha que a | b e que a # 0. Seja ¢ € Z tal que b = ca. O numero inteiro c,

univocamente determinado, é chamado de quociente de b por a e denotado por ¢ = —.
a

7 10 3
E lo3. - =7, —=5, -=1.
xemplo ] 'S '3

Proposicao 7. Se a,b,c,d € Z, entao

albec|ld=ac|bd.
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Demonstracao: Se a | b e ¢ | d, entao existem f,g € Z, b= fa e d = gec.
Portanto, bd = (fg)(ac), logo, ac | bd. O

Em particular, se a | b, entao ac | be, para todo ¢ € Z.
Proposicao 8. Sejam a,b,c € Z, tais que a | (b=+ ¢). Entdo
albsale.

Demonstragao: Suponhamos que a | (b + ¢). Logo, existe f € Z tal que b+ ¢ = fa.
Agora, se a | b, temos que existe g € Z tal que b = ga. Juntando as duas igualdades

acima, temos

ga+c= fa

entdo ¢ = (f — g)a, logo a | c.
A prova contraria é totalmente andloga.
Por outro lado, se a | (b —¢) e a | b, pelo caso anterior, temos a | —¢, o que implica que

alec. O

Proposicao 9. Se a,b,c € Z, sao tais que a | b e a | c. Entao para todo x,y € Z

a| (zb+ ye).

Demonstragao: a | b e a | ¢, implicam que existem f,g € Z tais que b = fa e ¢ = ga.

Logo,

xb+yc = z(fa) +y(ga) = (zf +yg)a,

0 que prova o resultado. O

Proposicao 10. Dados a,b € Z, onde b # 0, temos que

alb=lal <|b|

Demonstragao: De fato, se a | b, existe ¢ € Z, tal que b = ca. Tomando moddulos,

temos que |a| < |¢||al. Como b # 0, temos que ¢ # 0, logo 1 < |¢| e, consequentemente,
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|a| <la |e] = [b]. O
Em particular, se a € Z e a | 1, entao 0 < |a| < 1, logo |a| = 1 e, portanto, a £ 1.
Como, para b # 0, temos que todo divisor de a e b é tal que |a| < |b|, segue-se, nesse caso,

que b tem um ndmero finito de divisores que estao no intervalo — |b| < a < |b|.
Proposigao 11. Sejam a,b € Z en € N. Tem-se que a — b divide a™ — b".

Demonstragao: Por inducao sobre n, tem-se:
A afirmacéo é verdadeira para n = 1 , pois a — b divide a! — b' = a — b.
Suponhamos que a afirmagao a — b | @ — b" seja verdadeira para algum n € N.

Escrevemos

a"tt — vt = ™ — ba"™ + ba™ — bH"

= (a —b)a" + b(a™ —b")

Como a — b | a — b e, pela hipétese de indugao, a — b | a" — b", segue da igualdade acima
e da proposicao 9, que a — b | a"tt — "1,

Logo, a — b divide a" — b" para todo n € N. O
Proposicao 12. Sejam a,b € Z en € NU{0}. Temos que a + b divide a®" ™ + p*"*.

Demonstracao: Por inducao sobre n, temos que:
A afirmacdo é verdadeira para n = 0, pois a + b divide a' + b* = a 4 b. Suponhamos que

2n+1 + b2n+ 1

a afirmagao a+0b | a seja verdadeira.

Escrevemos

2(nt+1)+1 4 p2(nt1)+1 20201 _ 20201 4 g2 201 | p2pont]

a =aa

_ (CL2 o b2)a2n+1 + b2(a2n+1 + b2n+1)

Como a+b divide a® —b* = (a+b)(a—b) e, pela hipétese de inducio, a+b | a®" ™ + ",

ntD+1 4 p2(nt1)+1

segue da igualdade acima e da proposigao 9, que a + b | ol . Logo, a

afirmacao é verdadeira para todo n € N. O]
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Proposicao 13. Sejam a,b € Z e n € N. Temos que a + b divide a®™ — b*".

Demonstragao: Por inducao sobre n, temos que:
A afirmacdo é verdadeira para n = 1, pois a + b divide a® — b* = (a + b)(a — b).
Suponhamos que a afirmacdo a + b | a** — b*" seja verdadeira para algum n € N.

Escrevemos

CLZ(’VH—I) o b2(n+1) — a2a2n o b2a2n + b2a2n . b2b2n

— (a2 . b2)a2n 4 b2(a2n . b2n)

Como a+b divide a*—b* = (a+b)(a—b) e, pela hipdtese de inducio, a+b | a**—b*",
segue da igualdade acima e da proposi¢ao 9 que a + b | a? ) 4 p2nt D)

Logo, a afirmacao é verdadeira para todo n € N. m

2.3.2 Divisao euclidiana

Teorema 14. (Divisao euclidiana) Sejam a e b dois nimeros inteiros com b # 0. Existem

dois unicos inteiros q e r tais que
a=0bq+r,com0<r<l|b
Demonstragao: Considere o conjunto
S={r=a—-by;y € Z} N (NU{0}).

Existéncia: Pela propriedade arquimediana, existe n € Z tal que n(—b) > —a, logo,
a —nb > 0, o que mostra que S é nao vazio. O conjunto S é limitado inferiormente por
0, logo, pelo principio da boa ordenagao, temos que S possui um menor elemento 7.
Suponhamos entao que r = a — bg. Sabemos que r > 0. Vamos mostrar que r < |b|.
Suponhamos entao que r > |b|. Portanto, existe s € NU {0} tal que r = |b| + s, logo 0 <
s < r. Mas isso contradiz o fato de r ser o menor elemento de S, pois s = a—(¢+1)b € S,
com s < 7.

Unicidade: Suponha que a = bg +1r = b + 1/, onde ¢,¢',r,7" € Z, 0 < r < |b| e

0 <7 < |b|. Assim, temos que — |b] < —r < 7' —r <’ < |b|. Logo, |r — 1’| < |b|. Por
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outro lado, b(q¢ — ¢') =" —r, o que implica que
bllg —q'| = [r" —r| <,

o que s6 é possivel se ¢ = ¢’ e consequentemente, r = 1. n
Pelo teorema acima, os niimeros g e r sao chamados, respectivamente, de quoci-
ente, e de resto da divisao de a por b.
Da divisao euclidiana, temos que o resto da divisao de a por b é zero se ,e somente

se, b divide a.

Exemplo 4. O quociente e o resto da divisao de 17 por 5 sao q =3 er = 2.

O quociente e o resto da divisao de -17 por 5 sdo ¢q = —4 e r = 3.

O exemplo abaixo nos permite analisar a paridade de ntimeros inteiros:
Exemplo 5. Dado um nimero inteiro n € Z qualquer, temos duas possibilidades:
i) o resto da divisio de n por 2 € 0, isto €, existe ¢ € N tal que n = 2q; ou
i1) o resto da divisio de n por 2 € 1, ou seja, existe ¢ € N tal que n = 2q + 1.

Portanto, os numeros inteiros dividem-se em duas classes, a dos numeros da forma 2q,
para algum q € 7Z, chamados pares, e a dos numeros da forma 2q + 1, chamados de

numeros impares.

A divisao euclidiana, permite-nos obter o nimero de multiplos num intervalo
dado.
Temos entao que, dados a,c € N com a < ¢, o numero de multiplos nao nulos de a menores
ou iguais a ¢ ¢ igual ao quociente de ¢ por a, ou o que ¢ o mesmo, ¢ igual a parte inteira

c , . C
—| do ntmero racional —.
a a

Proposicao 15. Dados os inteiros a,b e ¢ tais que 0 < a < b < ¢, entdo o numero de

multiplos de a entre b e ¢ € dado por

b—1
i) [E] — [ ], se incluirmos b na contagem.
a a

b
o [ii)/ [—] — {5} , se excluirmos b da contagem.
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Exemplo 6. Determine quantos maltiplos de 7 hd entre 1 e 400.

400
Fazendo a =7 e ¢ = 400, temos que, [7] = b7, logo, ha 57 maltiplos.

Exemplo 7. Determine quantos multiplos de 3 ha entre 100 e 1000.
Fazendo a = 3, b =100 e ¢ = 1000, pelo item (ii) da proposicio 15, temos que:

1000 100
[T] - [?} = 333 — 33 = 300, logo, ha 300 mailtiplos.

2.4 Representacao dos numeros inteiros

A representacao dos nimeros inteiros, no cotidiano das pessoas, é feita no sistema
decimal posicional. Ha outros sistemas de numeracao, destacando-se o sistema bindario
que ¢ utilizado em computacao.

Nessa trabalho vamos nos ocupar apenas com o sistema decimal.

2.4.1 Sistema de numeracao decimal

No sistema de numeracao decimal, todo niimero € representado por uma sequéncia

formada pelos algarismos
1,2,3,4,5,6,7,8,9

acrescido do simbolo 0 (zero), que representa a auséncia de algarismo.

O sistema é chamado posicional, pois cada algarismo possui um peso que é uma
poténcia de 10, variando conforme a posigao que ele ocupa no nimero. Assim, o algarismo
mais a direita tem peso 1, o seguinte tem peso 10, o préximo tem peso 10? e assim por

diante.

Exemplo 8. O nimero 12567, na base 10 é a representacao de
1-10"+2-10°+5-10*4+6-10" + 7

Cada algarismo de um numero possui uma ordem contada da direita para a
esquerda.
Cada terna de ordens, também contada da direita para a esquerda, forma uma

classe.
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A seguir os nomes das primeiras classes e ordens:

unidades 1% ordem

Classe das Unidades < dezenas 22 ordem

\ centenas 32 ordem

unidades de milhar 42 ordem
Classe do Milhar dezenas de milhar 5% ordem

\ centenas de milhar 62 ordem

unidades de milhdo 72 ordem

Classe do Milhao dezenas de milhao 8 ordem

\ centenas de milhao 92 ordem

Os sistemas de numeracgao posicionais, baseiam-se no teorema abaixo, que é uma

aplicagao da divisao euclidiana.

Teorema 16. Sejam dados os nimeros inteiros a e b, com a > 0 e b > 1. FExistem
numeros inteirosn > 0 e 0 < ro,rq,...,7, <b, com r, # 0, univocamente determinados,
tais que

a=ro+rb+rb®+ ... +r,b"

Demonstragao: Vamos demonstrar por inducao completa sobre a.

Se 0 < a < b, basta tomar n = 0 e ryp = a. A unicidade da escrita é clara nesse

caso.
Suponhamos o resultado vélido para todo natural menor do que a, onde a > b. Vamos

prova-lo para a. Pela divisao euclidiana, existem ¢ e r, nicos, tais que
a=>bq+r, com0<r<b.

Como 0 < ¢ < a, pela hipdtese de inducao, segue-se que existem nimeros inteiros n’ > 0

e0<ry,. ..,y < b, com 1,41 # 0, univocamente determinados, tais que

q=r1 + rob + ”'+rn’+1bn/

27



Levando em consideracao as igualdades acima destacadas, temos que
a=bqg+7r=>0b(r, +rb+-- 41y b”) 41,

Dai o resultado segue-se pondo 7o =ren =n'+1 O
A representacao dada no teorema acima é chamada de expansao relativa a base
b. Quando b = 10, essa expressao ¢ chamada expansao decimal e quando b = 2, ela toma

o nome de expansao binaria.

2.4.2 Critérios de divisibilidade

Apresentaremos os critérios de divisibilidade por 2%, 3, 5, 6, 9, 10 e 11 e suas
respectivas demonstracoes. As mesmas terao como base a expansao decimal, na qual
acreditamos que seja possivel a sua aplicacao no ensino fundamental.

Esse tema tem uma abordagem muito elementar nos livros didaticos do ensino
fundamental, nos quais fica evidenciado apenas um processo de memorizacao, por esse
motivo mostraremos como determina-los. Deixamos a sugestao de que esses mesmos
critérios podem ser obtidos ao utilizarmos congruéncias e suas propriedades. Assunto que

veremos mais adiante.

Proposicao 17. (Critério de divisibilidade por 2]“) Seja a = 1, ...1r17T0 WM numero re-
presentado no sistema decimal. Uma condicao necessdria e suficiente para que a seja
divistvel por 2% € que o nidmero ry_ .. .11y € divisivel por 25. Em particular, a € divisivel
por 2 se, e somente se, rg € 0,2,4,6,8; € divisivel por 4 se, e somente se, rirg € divisivel

por 4; € também divisivel por 8 se, e somente se roriry divisivel por 8.

Demonstragao: Sendo a = (r,...7;)10F +r;_1 ..., como 2 | 10%, pelas proposicoes

8e 9, 2" | ase, e somente se, 2F | r1_1...770. ]
) ) ) 0

Proposicao 18. (Critério de divisibilidade por 5 e por 10) Seja a = 1y, ... 11710 um nimero
representado no sistema decimal. Uma condicdo necessdria e suficiente para que a seja

divistvel por 5 (respectivamente por 10) é que 1o seja 0 ou 5 (respectivamente 0).

Demonstragao: Sendo a = 10- (7, ...7r1)+7q, temos que a é divisivel por 5 se, e somente
se, ro é divisivel por 5, e, portanto, rg = 0 e 7y = 5. Por outro lado, a é divisivel por 10,

se e somente se, ry ¢ divisivel por 10, o que somente ocorre quando ry = 0. O
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Proposicao 19. (Critério de divisibilidade por 3 e por 9) Seja a = r,, ...rirg um nimero
representado no sistema decimal. Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que a seja
divistvel por 3 (respectivamente por 9) é que

Tn+ -+ 11+ 10 seja divisivel por 3 (respectivamente 9).

Demonstragao: Temos que
a—(rp+- - ri+re) = rp10"+- - +r 104ro— (1 +- - -+r1+ry) = rp (10" —1)+- - 471 (10—1).

Como o termo a direita nas igualdades acima é divisivel por 9, temos, para algum nimero

q, que
a=(rn+---+r +ry) +9q,

de onde se segue o resultado, em virtude das proposicoes 8 e 9. O]

Proposicao 20. (Critério de divisibilidade por 11) Seja a = 1, ...1r1719 wm nimero re-
presentado no sistema decimal. Uma condicao necessdria e suficiente para que a seja

divisivel por 11 € que (ro+719+ 14+ -++) — (r1 + 713+ 715+ -+ ) seja divisivel por 11.

Demonstragao:

Sendo,
a=ro+7r 104+ 710> +7r5-10% +ry - 10" + - -+ + 1, - 10F
a =19+ 10r 471 =11+ 102+ 79 — 1o + 1035 41y — 13+ 10y +1ry — 1y - -+ 1087, 1) — 1%
a = 1o+ (104+1) =1 +79 (102 = 1) +ro+r5(10°4+1) —rg 14 (10* = 1) +rg+- - +az (105 —1) +ay
a=7r1(10 +1) 4 79(10% — 1) + r3(10° 4+ 1) + r4(10* = 1) + - - - + @, (10F — 1) + (ro — 11 +
ro—ry+rg—-+ag- (—1)F)
Como 11 | 71(10 + 1) + 79(10% — 1) + r3(10* + 1) + 74(10* — 1) + - - - + a,,(10* — 1), pelas

proposicdes 8 ¢ 9, 11 | a se, e somente se, 11 | (rg—r1+ro —r34+14—---+ai- (=1)%). O
Exemplo 9. o 752 € dwvisivel por 2, pois ro = 2.

e 57842/ € divisivel por 4, pois rirg = 24 e 24 € divisivel por 4.

e 05895 ¢ divisivel por 5, pois ro = 5.

e 92370 ¢ divisivel por 5 e por 10, pois ro = 0.

e 205101 é divisivel por 3 e por 9, pois r5s+rs+rs+ro+ri+179 =2+04+54+14+0+1=9

e 9 ¢é dwisivel por 3 e também por 9.
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e 516534 € divisivel por 11, pois (ro+ra+rs)—(r1+rs) = (4+6+5)—(3+1) = 15—4 =11

e 11 ¢ diwvisivel por 11.

Outros critérios podem ser determinados a partir da combinacao dos anteriores,
como por exemplo o critério de divisibilidade por 6, no qual basta aplicar os critérios de

divisibilidade por 2 e 3.

Exemplo 10. 123456789 ¢ divisivel por 9¢
Pelo critério de divisibilidade por 9, temos que 1 +2+34+4+5+6+7+8+9 =
45,como 45 € divisivel por 9, 123456789 também é.

Exemplo 11. 211111235416 € divisivel por 18¢

Como 18 = 2 -9 utilizaremos os critérios de divisibilidade por 2 e por 9.
e Note que, 211111235416 € divisivel por 2, pois ro = 6

e Pelo critério de divisibilidade por 9, 24+1+1+14+1+1+243+5+4+1+6 = 28,
e 28 nao € divisivel por 9 entdo 21111123516 também nao.

Logo, 211111235416 nao é divisivel por 18.

Exemplo 12. 55682168544 ¢ divisivel por 367

Como 36 = 4 -9 utilizar os critérios de divisibilidade por 4 e por 9.
e Note que, 55682168544 ¢ divisivel por 4, pois riro = 44 e 44 ¢ divisivel por 4.

e Pelo critério de divisibilidade por 9, 5+5+6+8+24+1+6+8+5+4+4 =54,
como 54 € divisivel por 9 entao 55682168544 também é.

Logo, 55682168544 ¢ divisivel por 36.

Exemplo 13. O inteiro 1764x € divisivel por 3. Quais os valores de x?
Pelo critério de divisibilidade por 3, temos que 1 +7+6 + 4+ x = 18 4+ x, como
0<x<9 e 18 € divisivel por 3, entdao os valores possiveis para x, sao 0,3,6 ou 9.

Logo, obtemos os numeros 17640, 17643,17646 e 17649.

O inteiro 126z é divisivel por 6. Quais os valores de x?
Para verificar se um numero é divisivel por 6, basta usar os critérios de divisibi-

lidade por 2 e 3.
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Como 0 < x <9, pelo critério de divisibilidade por 2, 126x sera divisivel por 2
se x €0,2,4,6,8, obtendo assim, os niimeros 1260,1262,1264,1266 e 1268.

Pelo critério de divisibilidade por 3, 1 4+2+6 +x = 9+ x, como 9 ¢ divisivel por
3 e pelo item anterior, x = 0 ou x = 6.

Logo, obtemos os nimeros 1260 e 1266.

2.5 Algoritmo de Euclides

Nessa secao, iremos apresentar os conceitos de divisor comum, maximo divisor
comum (mdc), o lema de Euclides, o algoritmo de Euclides, as propriedades do mdc, o
lema de Gauss e o minimo multiplo comum (mmc).

A maioria desses resultados que usamos até hoje com pequenas variagoes, tem
origem no Livro VII dos Elementos de Fuclides escritos ha aproximadamente 25 séculos.

Alguns desses conceitos, como o divisor comum, mmc e mdc sao assuntos que
fazem parte do curriculo do ensino fundamental, porém a sua aplicagao fica limitada na

resolucao de problemas elementares.

2.5.1 Maximo divisor comum

Defini¢ao 4. (Divisor comum) Sejam dados dois inteiros a e b, distintos ou ndo. Um

nidmero inteiro d é chamado de um divisor comum de a e b quando d | a e d | b.
Exemplo 14. Os nimeros +1,+2,+5 e £10 sao os divisores comuns de 20 e 30.

Defini¢ao 5. (Mdzimo divisor comum (mdc) ) Um nimero inteiro d > 0 é chamado de

mazximo divisor comum dos inteiros a e b, se possuir as sequintes propriedades:
i) d é um divisor comum de a e b.
i1) d € divisivel por todo divisor comum de a e b.

Temos as seguintes observagoes:
1. Se ¢ é um divisor comum de a e b, entao c|d;

2. Indicamos o maximo divisor comum de a e b, por mdc(a,b) ou simplesmente por

(a, b);
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3. A condigao (1) significa que o mdc(a,b) quando existe é tinico;

4. O mdc(a,b) nado depende da ordem, ou seja, mde(a, b) = mde(b, a);

5. Alguns casos particulares da existéncia do mdc: se a é um inteiro, tem-se claramente;
e mdc(0,a) = |a;

e mde(l,a) = 1;

e mdc(a,a) = a.

6. Mais ainda, para todo b € Z, temos que a | b < mdc(a,b) = |al:

De fato, se a | b, temos que |a| é um divisor comum de a e b, e, se ¢ é um divisor

comum de a e b, entao c divide |a|, o que mostra que |a| = mdc(a, b).
Reciprocamente, se mdc(a,b) = |al, segue-se que |a| divide b, logo a | b.

Como todo numero inteiro divide 0, o mdc de a e b, onde a = b =0, é 0 0, pois é
um divisor comum de a e b e é o tinico nimero divisivel por todos os divisores de
0. Reciprocamente, se o mdc de a e b é 0, entao 0 divide a e divide b, mas o tinico

nimero divisivel por 0 é o préprio 0, logo a = b = 0.

7. Note que dados a,b € Z, se existir o mdc(a,b), entdo mdc(a,b) = mdc(—a,b) =
mdc(a, —b) = mde(—a, —b): Assim, para efeito do calculo do mde de dois nimeros,

podemos supo-los nao negativos.
Exemplo 15. O mdc de 20 e 30 € 10.

Lema 21. (Lema de Euclides) Sejam a,b,n € Z. Se existe mdc(a,b — na), entao mdec =
(a,b) eziste e

mde(a,b) = mde(a, b — na).

Demonstracao: Seja d = mdc(a,b — na), como d | a e d | (b — na), segue que d divide
b= b — na -+ na. Logo, d é divisor comum de a e b.
Suponha agora que ¢ seja um divisor comum de a e b. Logo, ¢ é um divisor comum de a

e b — na e portanto, ¢ | d. Isso prova que d = mdc(a,b). ]
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2.5.2 Algoritmo de Euclides

Apresentaremos a prova construtiva do algoritmo de Euclides que também é cha-
mado de processo de divisoes sucessivas:

Dados a,b € N, podemos supor b < a . Se b =1 ou b = 0, ou ainda, se b | a
entao, mdc(b,a) = b. Suponhamos, entao, que 1 < b < a e que bt a. Logo, pela divisdo

euclidiana, podemos escrever

a=0bg +ry, com0<r; <b.

Temos duas possibilidades:

a) ri | b.

Em tal caso, 11 = mdc(b, 1) e pelo lema de Euclides, temos que

r1 = mdc(b,r) = mde(b,a — ¢;b) = mde(b, a) = mde(a, b),

e o algoritmo termina.

b) r110.

Em tal caso, podemos efetuar a divisao de b por ry, obtendo

b=1r1qs + 19, com 0 < 19 < 17.

Novamente, temos duas possibilidades:
/
a) ro|ry.
Nesse caso, ro = mdc(ry,r2) e novamente, pelo lema de Euclides,

ro = mdc(ry,m2) = mde(ry, b — gory) = mde(ry,b) = mdc(a — ¢1b, b) = mdc(a, b),

e paramos, pois termina o algoritmo.

V) ratry.

Nesse caso podemos efetuar a divisao de r; por ro, obtendo

r1 = Tr9q3 + 13, com 0 < rg < ro.
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Devemos continuar esse procedimento até que pare. Isto sempre ocorre, pois,

caso contrario, teriamos uma sequéncia de numeros naturais b > r; > ry > --- que nao

possui um menor elemento, o que nao é possivel pelo principio da boa ordenacao. Logo,

para algum n, temos que 7, | r,_1, o que implica que mdc(a,b) = r,,.

Podemos sintetizar o algoritmo acima, utilizando o dispositivo abaixo:

qr | 92 | g3 n—-1 | dn In+1
a |b |r|r Tn2 | Tne1 | Tn = mdc(a,b)
™ | T2 | T3 | T4 Tn

Exemplo 16. Calcule o mdc de 321 e 114. Pelo algoritmo de Fuclides, temos que:

Pelo dispositivo, temos

321 =114-2493

114 =93 -1+ 21

2 1114 3
321 | 114 1 93 | 21 3
93 | 21 |9 |3

Portanto, mde(321,114) = 3.

2.5.3 Propriedades do mdc

93=21-449
21=9-2+3
9=3-3+0

Ja provamos anteriormente a unicidade e a existéncia do mdc(a, b), mas preferir-

mos apresentar um outro resultado que reafirmam esses fatos e vai nos ajudar a escrever

de forma concreta o mdc(a,b), como uma combinagao linear de dois inteiros a e b.

Teorema 22. Sejam a,b € Z nao simultaneamente nulos (a # 0 oub # 0). FEntao,

existem inteiros u e v tais que mdc(a,b) = au + bv.
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Demonstragao: Seja S = {au+bv > 0 com u,v € Z} o conjunto de todos os inteiros

positivos. Caso a # 0 tem-se que um dos inteiros.

a=a-14+b-00u —a=a-(—-1)+b-0

¢ positivo, logo S # . Pelo principio da boa ordenacgao, existe e € unico o elemento
minimo de S, que vamos chamar de d > 0. Por definicao de S, existem inteiros u,v tais

que d = au + bv. Afirmamos que d = mdc(a,b). Com efeito, pelo algoritmo da divisdo:

a=df +r com0<r<d

r=a—df =a— (au+bv)f =a(l —uf)+0b(—vf)

1sto €, o resto r € uma combinagao linear de a eb. Como 0 <r <ded >0 € o elemento
minimo de S, seque que r =0 e a = df, ou seja, d | a.

Com raciocinio inteiramente andlogo podemos concluir que também d | b. Logo d
¢ um divisor comum de a e b.

Finalmente se ¢ é um divisor comum de a eb (c|a e c|b), entdo

clau+bv=d=c|d=c<d,

isto €, d € o maior divisor comum positivo de a e b, ou seja,

mdc(a,b) = d = au + bv, para u,v € Z.

Note que:

1. mdc(a,b) é o menor inteiro positivo da forma au + bv, mas esta combinagao linear

de a e b nao é unica, pois

mdc(a,b) = d = a(u + bt) + b(v — at),Vt € Z

2. Se d =ar + bs com r,s € Z entao d nao ¢é necessariamente o mdc(a,b).
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De fato, se mdc(a,b) = au + bv, entdo para todo t € Z,

t-mdc(a,b) = atu + btv = a(tu) + b(tv)
t -mdc(a,b) = ar +bs,r =tues=tv

t-mdc(a,b) =d
Defini¢ao 6. (Inteiros primos entre si) Dizemos que dois nimeros inteiros a e b sao

primos entre si ou coprimos, se mdc(a,b) =1

Exemplo 17. Sao primos entre si os inteiros
2e3,—-9el6,—27 e — 35,

pois mdc(2,3) = mde(—9,16) = mde(—27,—-35) = 1
Observe que a e b sao primos entre si, se os tnicos divisores comuns sao +1.

Corolario 23. Dois inteiros a e b sao primos entre si, se e somente se, existem inteiros
x ey tais que ar + by = 1.

Demonstragao: =) Se mde(a,b) = 1, entao existem xz,y € Z tais que ax + by = 1.
<) Se existem inteiros x ey tais que ax +by =1 e se d = mdc(a,b), entio d | a ed |,

ou seja, d | ax +by = 1. Logo d =1 ]

Note que este corolario é o inico caso em que a reciproca do teorema 22 é verda-

deira.

Proposicao 24. Sejam a, b, c inteiros nao simultaneamente nulos, entao valem as afirmacaoes:
i) se mdc(a,b) = d entao mdc(na,nb) = nd,Vn € N;
. . a b
i1) se mdc(a,b) = d entao mdc (E, 3) =1;

i1i) (Lema de Gauss) se a | bc e mdc(a,b) =1 entdo a | c;

ab

iv) sea\ceb|centdom\c;

v) se mdc(a,c) = mde(b,c) = 1 entao mdec(ab,c) = 1.

36



Demonstracao::

i) Pelo teorema 22, mdc(na,nb) é o menor inteiro positivo da forma
nau~+nbv = n(au+bv), com u,v € Z. Por hipdtese d = mdc(a,b) é o menor inteiro

positivo da forma au + bv. Assim mdc(na,nb) = n - mdc(a,b) =n - d.

i1) Se d = mdc(a,b) entao existem inteiros a; e by tais que a = a;d e b = byd. Por
outro lado, existem inteiros u e v tais que d = au + bv. Assim d = aydu + bidv.

b
Desse modo, obtemos 1 = a1u+blv — (g> u—+ (—> v. Pelo coroldrio 23, seque que

d d
a b
de <a, ZZ) =

iii) Se a | be entao be = ra para algum r € Z. Se mdc(a,b) = 1 existem inteiros m,n
tais que ma + nb =1, o que implica em mac + nbc = ¢ ou ainda ¢ = mac + nra =

a(mc + nr). Portanto a | c.

iv) Seja d = mdc(a,b), por hipdtese a | ¢ e b | ¢, logo existem inteiros r e s tais que

b b
c = sa =rb, ou seja, sg = r—. Como mdc g, — | =1, pelo item (iii) temos que
d d d d
ab

a . . . a . . .
P | v, isto implica que Eb | b = ¢, ou seja, | c. Note que a reciproca €

mdc(a, b)
verdadeira.

v) Se mdc(a,c) = mdc(b,c) =1 entdo ax +cy =1, com x,y € Z e bu+cv =1, com

u,v € Z. Portanto

1 = (az + cy)(bu + cv)
= axbu + axcv + cybu + cycv

= ab(zu) + c(axv + ybu + ycv),

isto implica que mdc(ab,c) =1

Note que a reciproca de (v) também é verdadeira
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2.5.4 O mdc de varios inteiros

Podemos generalizar a no¢ao de mdc conforme segue:

Proposicao 25. mdc(ay, as, az) = mdc(ay, mdc(as, as))
Demonstragao: Seja di = mde(ay,as,a3) e do = mde(ay, mde(as, as)). Note que dy,dy
sGo ambos inteiros positivos. Temos que dy | a; e dy | mdc(as, as), entdo nds realmente
temos que ds | a1, ds | ag,ds | ag, logo pela defini¢io dy | dy.
Por outro lado, dy | ay,dy | as,dy | as entdo por definigio temos que dy | ai,dy |
mdc(az, az), logo dy | ds.

Portanto dois inteiros positivos que sao fatores um do outro devem Sser iguais,
seque

mdec(ay, ag,as3) = dy = dy = mde(ay, mde(ag, az)).
]

Um numero natural d serd dito mdc de dados ntmeros inteiros aq,...,a,, nao

todos nulos, se possuir as seguintes propriedades:
i) d é um divisor comum de ay, ..., a,.
i1) Se ¢ é um divisor comum de ay, ..., a,, entao c | d.

O mdc, quando existe, é certamente tinico e sera representado por

mde(ay, ..., ap).

Podemos estender o conceito de mdc para n inteiros conforme proposicao abaixo.

Proposicao 26. Dados numeros inteiros aq, . .., a, nao todos nulos, existe o seu mdc e

mde(aq, ..., a,) = mde(ay, ..., an_o,mdc(a,_1,a,)).

Demonstragao: Vamos provar a proposicao por indugao sobre n com n > 2.

Para n = 2, nada temos a provar.

Para n = 3 ja foi provado na proposicao 25.

Suponha que o resultado vale paran > 3. Paran+1,sedéomdcdeay, ..., a,_1, mdc(a,, ani1)

entao, pela defini¢ao, d divide ay, . . ., a,,_1, mdc(ay, a,1), portanto, d é o mde de ay, . . . ay, Gpyq-
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Por outro lado, seja ¢ um divisor comum de ay, ..., a,, a,11, entao ¢ é um divisor de a,
e ¢ é um divisor de as,...ay,a,11. Logo pela hipétese de inducao ¢ é um divisor de

as,...,a,_1 e c é um divisor de mde(ay,, a,1). Logo ¢ | d. O

O algoritmo e o lema de Euclides nos permitem calcular o mdc de pares de
nimeros da forma a” £+ b™, onde a,b € N mde(a,b) =1, n € NUO.
Segue abaixo um resultado importante, com b = 1, que usaremos na resolucao de

alguns problemas propostos.

Proposicao 27. Sejam a,m,n € N, entao
mde(a™ — 1,a" — 1) = a® — 1, onde d = mdc(m, n)

Demonstracao: Sem perda de generalidade, podemos supor que n > m. Pela divisao
euclidiana, podemos escrever n = mq + r com 0 < r < m. Temos que ¢ > 0, pois

n>m > 0. Assim.
a"—1=a™" —-1=d"(@)?—a" 4+ (a" = 1) =d"((a™)?— 1)) + (a" — 1). (1)
Como a™ — 1 divide (a™)? — 1, pelo lema de Euclides, temos que
mde(a™ — 1,a" — 1) = mde(a™ — 1,a"((a™)? — 1)) + (a" — 1)) = mde(a™ — 1,a" — 1)

Se ry,rg,...,Ts,Ts11 SA0 08 restos parciais no algoritmo de Euclides aplicado ao par m,n
com rg # 0 ergq =0, entdo rs = mde(m, n). Portanto, usando (1) repetidas vezes, temos

que

de(am _ 1,@” _ 1) = de(am - 1,@“ _ 1) — ... = mdc(a’"s . 17(IT5+1 o 1)

= mdc(a™ — 1,0) = g™dmn) _ 1
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2.5.5 Minimo miiltiplo comum (mmc)

Dizemos que um nimero inteiro é um multiplo comum de dois niimeros inteiros
dados se ele é simultaneamente multiplo de ambos os nimeros.

Em qualquer caso, os ntimeros ab e 0 sao sempre multiplos comuns de a e b.

Definicao 7. Dizemos que um niumero inteiro m = 0 € um minimo maultiplo comum

(mmc) dos nimeros inteiros a e b, se possuir as sequinte propriedades:
i) m é um multiplo comum de a e b, e
i1) se ¢ € um maltiplo comum de a e b, entdo m | c.

Exemplo 18. 30 é um maultiplo comum de 3 e 5, mas nao é um mmc desses numeros.

O numero 15 € o mmec de 3 e 5.

Se m e m' sao dois minimos comuns de a e b, entdo, do item (i7) da definigao,
temos que m | m' e m' | m . Como m e m’ sdo ntiimeros inteiros nao negativos, temos que
m = m’, o que mostra que o mmec, se existe é Unico.

Por outro lado, pelo item (ii) da defini¢ao 7, se m é o mmec de a e b, entdao m | c.
Portanto, se ¢ é positivo, temos que m < ¢, mostrando que m é o menor dos multiplos
comuns positivos de a e b

O minimo multiplo comum de a e b, se existe, é denotado por mmc(a, b).

Caso exista mme(a,b), temos que,
mmc(—a, b) = mme(a, —b) = mme(—a, —b) = mme(a, b).

Assim, para efeito do calculo do mmec de dois numeros, podemos sempre supo-los nao
negativos.

Temos ainda que mmc(a,b) = 0 se, e somente se, a = 0 ou b = 0.

Proposicao 28. Dados dois nimeros inteiros a e b, temos que mmc(a,b) existe e
mdc(a,b) - mme(a,b) = |ab|

Demonstracao: Se a = 0 ou b = 0, a igualdade acima ¢é trivialmente satisfeita. E

também facil verificar que a igualdade é verificada para a e b se, e somente se, ela é
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verificada para +a e +b. Entado, sem perda de generalidade, podemos supor a,b € N.

b
Ponhamos m = v . Como
mdc(a, b)

b
m=a =b a

mdc(a,b)  mdc(a,b)’

temos que a | m e b | m. Portanto, m é um multiplo comum de a e b.

Seja ¢ um miiltiplo comum de a e b; logo, ¢ = na = n'b. Segue dai que

a , b
n =n

mdc(a, ) mdc(a,b)

Como pelo proposicao 24, sao primos entre si, seque-se pelo Lema

a
mdc(a, b) ¢ mdc(a, b)

de Gauss, que divide n’, e, portanto, m = b divide n'b que, é igual a

a a

mdc(a, b) mdc(a, b)

c. O
De acordo com a proposicao acima, o mmc de dois inteiros a e b, ambos nao

nulos, pode ser obtidos da seguinte forma:

|ab]

mmc(a,b) = mdc(a.)

Corolario 29. Se a e b sdo numeros inteiros primos entre si, entao mmc(a,b) = |ab|.

A nocao de mme pode ser estendida para véarios niimeros.
Diremos que um numero natural m é um mmec dos inteiros nao nulos a, ..., a,,
7/ 7’ 3 7 . /
se m é um multiplo comum de aq,...,a,, e, se para todo multiplo comum m’ desses

nimeros, tem-se que m | m'.

Proposicao 30. Sejam aq,...,a, niumeros inteiros nao nulos. Entdao existe o numero

mme(ay, ..., a,) e mme(a, ..., a,_1,a,) = mmc(ay,...,mmc(a,_1,a,).

Demonstragao: Vamos provar a proposi¢ao por indugao sobre n > 2.
Para n = 2, nada temos a provar.

Suponha que o resultado vale para n > 2. Para n + 1, se m é o mmc de

ayy ..., Qy_1,mmc(ay, ant1), pela definigao, ay, . . ., a,_1, mme(ay,, a,41), dividem m, entao
m éommecdeay,...,ay, Ayt

Por outro lado, seja m’ um multiplo comum de a4, ..., ay,, d,41, entdo, m’ é um
multiplo de a; e m’ é um multiplo de as, . .., ap_1, @y, aner. Logo pela hipdtese de inducao,
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m' é um multiplo de as,...,a,_1 ¢ m' é um miltiplo de mmc(an, any1), portanto m’ é

multiplo de m. O

Exemplo 19. Determine mmec(—15,10,25)
Temos que, mmc(—15,10,25) = mmc(15, mme(10, 25)) = mmc(15,50) = 150

2.5.6 Equacoes diofantinas lineares

Diversos problemas de aritmética recaem em equagoes do tipo
axr + by =c

onde a,b,c € Z e ab # 0, essas equagoes sao chamadas equagoes diofantinas lineares, nas
variaveis x e y, em homenagem ao matematico grego Diofanto de Alexandria que viveu
no século I1T d.C. e é considerado o pai da algebra.

Todo par de inteiros (g, yo) tal que azg+ byg = ¢ diz-se uma solucao da equagao

ar + by = c.

Exemplo 20. Considere 3z + 6y = 18. Note que (xo,y0) = (4,1),(—6,6), (10, —2) sdo
solucoes da equacao 3x + 6y = 18.

Exemplo 21. FExistem equacoes diofantinas que nao tem solugao.
Por exemplo, 2x+4y = 7. Pois para qualquer x ey inteiros, 2x+4y € um numero

par, enquanto 7 € um numero impar.
Teorema 31. Sejam a, b, ¢ inteiros com a e b nao simultaneamente nulos e d = mdc(a, b):
i) Entdo a equacao ax + by = ¢ tem solugdo se, e somente se, d | ¢;

i1) Além disso, se (xg,yo) € uma solug¢ao particular da equagao ax + by = ¢ entao todas

as outras solucoes sao dadas por
+ b t <a) t teZ
r=u — =9 — |- com .
0 d Y Yo d )

Demonstracao:

i) Suponha que (xo,Y0) € uma solugcdo de ax + by = ¢, ou seja, axg + by = c. Como

d = mdc(a,b), temos que d | a ed | b, ou ainda a = dr e b = ds para algum r,s € Z.
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Assim ¢ = drxg + dsyo = d(rxo + syo), como rxg + syo € Z seque que d | c.
Reciprocamente suponha que d | ¢, isto é, ¢ = dt para algum t € Z. Como d =
mdc(a,b), existem inteiros xy e yo tais que d = axo~+byo, ou seja, ¢ = (axo+byo)t =

c c
a(txg) + b(tyy) entdo x = txg = Jroey = tyg = Pk € uma solugdao de ax + by = c.
i1) Se (xo,y0) € uma solugdo particular da equagao ax + by = ¢, entdao
axg + byo = ¢ = ax + by
para qualquer (z,y). Logo

a(x —xo) = b(yo — y)

Como d = mdc(a,b), existem r,s € Z tais que a = dr e b = ds, temos que d =
mde(dr,ds) = d - mdc(r, s), ou seja, mde(r,s) = 1.
Podemos escrever r(x — xo) = s(yo — y), ou seja, v | s(yo —y) = r | yo — y, isto €,

Yo —y = rt para algum t € Z e de modo andlogo x — xq = st. Portanto temos

:v:xo—l—(g)tey:yg—(%)t

Finalmente

b a ab ab
ax—i—by:a(xo—i—at)—kb(yo—at) :axo—i—byo%—(E—E)t:c

sao todas as solucoes

]

Observe que, se d = mdc(a,b) = 1 e (xg, yp) uma solugao particular de ax+by = ¢,

temos:
i) A equacdo sempre tem solugao;

i1) Todas as solugoes sao da forma

r=ux9+bt,y =yo— at, comt € Z
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Exemplo 22. Determine todas as solugoes inteiras da equacao 18X + 5Y = 48.
Como mdc(18,5) = 1 e 1 | 48, a equagdo 18X + 5Y = 48 tem solugao inteira.
Por inspecao, obtemos a solucao particular xo =1 e yo = 6, entao todas as solugoes sao

dadas por x =145t ey =6 — 18, para t € Z.
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Capitulo 3

Numeros primos

Neste capitulo, faremos um estudo dos nimeros primos, apresentaremos suas
defini¢oes e propriedades, o teorema fundamental da aritmética, teorema de Legendre e
o pequeno teorema de Fermat. Todas as defini¢oes serao demonstradas e acompanhadas
de exemplos. Usamos como referéncia para o desenvolvimento da mesma, Hefez (2016), e

Aratjo (2018).

3.1 Teorema fundamental da aritmética

Definigao 8. (Numeros primos) Um inteiro p maior que 1 é um nidmero primo se os

unicos divisores positivos de p sao 1 e o proprio p.

Algumas consequéncias da definigao:
Dados dois nimeros primos p e ¢ e um nimero inteiro a qualquer, pela definicao,

temos

i) Se p| ¢ entdao p = q.
De fato, como p | ¢ e sendo ¢ primo, temos que p = 1 ou p = ¢. Sendo p primo,

tem-se que p > 1, o que acarreta p = q.

i1) Se p 1 a, entdao mdec(p,a) = 1.
De fato, se mde(p,a) = d, tem-se que d | p e d | a. Portanto, d = p ou d = 1. Mas,

d # p, pois p 1t a, e consequentemente d = 1.

Um numero inteiro maior do que 1 e que nao é primo, sera dito composto.

Portanto, se um numero natural n > 1 é composto, existird um divisor natural n; de n
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tal que 1 < ny < n. Logo, existird um nimero natural n, tal que

n=mnmy, coml<n <nel<ny<n

Exemplo 23. Sdo exemplos de primos os numeros 2, 3, 5, 7, 11 e os numeros 4,6,8,10

840 compostos.

Proposicao 32. (Lema de Fuclides) Sejam os a,b,p inteiros a,b,p, com p primo. Se

p | ab, entdio p|a oup|b.

Demonstragao: Se p | a, entao nao ha nada a provar. Vamos supor que p { a, entdo

(a,p) = 1. Pelo lema de Gauss p | b. O

Corolario 33. Se p,p1,...pn, SG0 nimeros primos e, se p | p1,pa- - Pn, entio p = p;

para algum 1 =1,...,n.

Teorema 34. (Teorema fundamental da aritmética ) Todo nimero inteiro n maior do
que 1 ou € primo ou € um produto de numeros primos. Fste produto € unico, fora a ordem

na qual os fatores ocorrem.

Demonstragao: Usaremos a segunda forma do principio de indugao. Mostraremos pri-
meiro a existéncia e depois a unicidade da fatoracao.
Se n = 2, o resultado ¢é verdadeiro, visto que 2 é primo.

Suponhamos o resultado vélido para todo ntmero natural menor do que n e
vamos provar que vale para n. Se o numero n é primo, nada temos a demonstrar.

Suponhamos, entao, que n seja composto. Logo existem nimeros naturais n; e
ng tais que n = ning, com 1 < ny; <n el < ny <n. Pela hipétese de inducao, temos que
existem numeros primos pi,...,p, € q1,...,qs tais que ny =P, - ,Pr € No = q1,** , qs.
Portanto, n =p1 -+ prq1 -+ - qs.

Suponhamos que tenhamos n = p; ---p, = q1 - - - 5, onde 0s p; e g; sao os nimeros
primos. Como p; | ¢1 - - - ¢s, pelo corolario 33, temos que p; = ¢;, para algum j, que, apds

reordenamento de ¢, ..., qs, podemos supor p; = ¢;. Portanto,

b2 Pr=q2"" Qs

Como p; - --pr < n, por hipétese se de inducao, segue que r = s e 0s p; e g; sao

iguais aos pares. O
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Corolario 35. Dado um niumero inteiro n # 0,1, —1, existem primos p1 < ps--- < p, €

ai,...,q. € N, uniwocamente determinados, tais que
o (%1 «
n = :l:pl . pTT.

A sua demonstracdo € uma consequéncia imediata do teorema 34.

Proposicao 36. Seja n = p{* -+ p® um nidmero natural escrito na forma acima. Se n'

€ um divisor positivo de n, entao

n/:pfl ...pr7

onde 0 < 6; < g, parai=1,...,r.

Demonstracao: Seja n’ um divisor positivo de n e seja p” a poténcia de um primo p que
figura na decomposicao de n’ em fatores primos. Como p° | n, segue que p” divide algum

. . . Q5
p;* por ser primo com os demais p;’ e consequentemente, p =p; e 0 < 5 < a. O]

Observacao 1. Na decomposicao em dois ou mais fatores primos, na qual desejamos
ordend-los, poderemos usar o recurso de acrescentar fatores da forma p°, onde p é um
numero primo qualquer. Assim, dados n,m € N comn > 1 e m > 1 quaisquer, podemos
escrever

n=piteplt em=pitpl

Usando o mesmo conjunto de primos py, . .., p., desde que os expoentes oy - - ., B1 -+ - B

variem em NU{0} e ndo apenas em N.

Exemplo 24. Os nimeros 23 - 3% -7 e 3% .57, podem ser escritos respectivamente,

23.32.50.7¢20.32.5.73

Numero de divisores

Representando por d(n) o nimero de divisores positivos de um niimero natural
n, segue, por contagem, que se n = pi*---pr", onde py...,p, sao ndimeros primos e
ai,...,a. € N, entao

dn) =(oq+1)(ag+1) - (a, + 1).
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Exemplo 25. A formula acima nos mostra que um nimero natural n = pi* - - - po", possui
uma quantidade impar de divisores se, e somente se, cada o; € par, ou seja, Se, e somente

se, n € um quadrado perfeito.

Exemplo 26. Quantos divisores naturais possui o numero 607

Pela decomposicao em fatores primos, temos que 60 = 2% -3 -5 e pela formula acima
d60)=2+1)(1+1)(1+1)=3-2-2=12

Concluimos que 60 tem 12 divisores.

Listando todos os divisores naturais, obtemos, 1,2,3,4,5,6,10,12, 15,20, 30, 60.

A fatoracao de nimeros naturais em primos permite determinar o mdc e o mmc
de um conjunto de nimeros.
O teorema a seguir, nos permite determinar o mdc e o mmec de um conjunto de

numeros naturais.

Teorema 37. Sejam a = £pS* - - - £p* e b= +p["--- £+ pP». Pondo
vi = min{ay, i}, 6 = maz{a;, Bi}, i =1,...n,

Tem-se que

mdc(a,b) = p* - -pl* e mmec(a,b) = 10‘1sl . -pi".

Demonstragao: Pela proposi¢ao 36 temos que pi* ---p)" é um divisor comum de a e b.
Seja ¢ um divisor comum de a e b; logo ¢ = £pi' - - - p5", onde ¢; < min {«, B;} e, portanto
clpit o

Da definicao de minimo multiplo comum nenhum fator primo p; deste minimo podera ter
um expoente que seja inferior nem a «; e nem a ;. Se tomarmos, pois, o maior destes

dois para expoente de p; teremos, nao apenas um multiplo comum, mas o menor possivel

dentre todos eles. O que conclui a demonstracao. O]

Exemplo 27. Se a = 300 e b = 2520, temos que a =2%-3-52-7" eb=2%.32.5.7, pelo
teorema 37 temos que mdc(a,b) =22-3-5-7" = 60 e mme(a,b) = 2°-3*- 5. 7 = 12600.
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3.2 Expoente da maior poténcia de p que divide n

Se n € Z* e p é um numero primo, chamaremos por E,(n) o expoente da maior

poténcia de p que divide n.

Proposicao 38. Se m e n sao dois numeros naturais, entao
m=n < E,(m) = E,(n) para todo nimero primo p.

Demonstracao: De fato, se m = n, é evidente que E,(m) = E,(n) para todo primo p.

Reciprocamente, suponhamos que E,(m) = E,(n) para todo primo p. Se E,(m) =

E,(n) = 0, para todo primo p, entdo m = n = 1. Caso contrério, pelo teorema fundamen-
tal da aritmética, podemos escrever m = pit---pi" e n = qfl ooqP onde {p1,...,p} e
{¢1,-..,qs} sado dois conjuntos cada um deles compostos por nimeros primos dois a dois

distintos. Como

{p;p é primo e E,(m) >0} ={p1,...,p:}

{p;p é primo e E,(n) >0} = {q1,...,qs}

segue-se que

{p17"'7p’r} = {QIu"‘»qs}

Assim r = s e, apds reordenarmos os elementos ¢, ..., qs, podemos supor ¢; = p; para
i =1,...,r. Como o = E,,(m) = E,(n) = f;, para i = 1,...,r, conclui-se que
n=m. 0

Portanto, para todo primo p,

E,(mmc(m,n)) = min{E,(m), E,(n)}, E,(mdc(m,n)) = max{E,(m), E,(n)}.
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3.3 Distribuicao dos niimeros primos

Teorema 39. Ezistem infinitos niumeros primos.

O matemaético grego Euclides (323-283 a.C.) deu a seguinte prova:

Demonstracao: Suponha que exista apenas um nimero finito de nimeros primos py, . . ., p;.
Considere o numero natural n = py - py---p, + 1.

Pelo teorema fundamental da aritmética, o niimero n possui um fator primo p que,
portanto, deve ser um dos pq,...,p, e, consequentemente, divide o produto, pips - - - p,.

Mas isto implica que p divide 1, o que é um absurdo. O

Como existem infinitos nimeros primos, o matematico grego Eratdstenes (276-194
a.C.), desenvolveu um método chamado de crivo de Eratdstenes, que permite determinar-
mos todos os numeros primos até um determinado valor. Descreveremos esse processo

através do exemplo que segue:

Exemplo 28. FEscreva todos os numeros primos menores do que 140.
e FEscreva todos os numeros naturais de 2 até 140;
e Risque todos os numeros maltiplos de 2 acima de 2, pois 2 € primo e os demais ndo;
e Risque todos os numeros maltiplos de 3 acima de 3, pois 8 € primo e os demais nao;
e Risque todos os numeros miltiplos de 5 acima de 5; pois & € primo e os demais nao;
e Risque todos os numeros multiplos de 7 acima de 7; pois 7 € primo e os demais nao;
e Risque todos os numeros multiplos de 11 acima de 11; pois 11 € primo e 0os demais nao;

e Se necessdario, prossiga esse procedimento para chegar até 140.

2 3 4 5 6 7 8 9 | 40| 11 | 2 | 13 | H4
15 | 46 | 17 | 4S5 | 19 | B0 | 2L | B2 | 23 | 24 | B5 | B6 | BY | BS
29 | B0 | 31 | 32 | 35 | 34 | F5 | 36 | 3T | I8 | B9 | 40 | 41 | 42
43 | 4F | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | SO | 5L | 52 | 53 | 54 | 55 | b6
7| 58| 69 | 689 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 65 | 69 | O
71| H T || FE | S| T S| S| 82| 8T | 84
S5 | 6 | S | S| 89 | 90 | 9L | 92 | 93 | G4 | Y5 | 96 | 97 | 98
99 | 460 | 101 | 4162 | 103 | 404 | 165 | 466 | 107 | 168 | 109 | HO | 44 | 42
113 | HA4 | HS | H6 | 47 | HS | 49 | 180 | 121 | 122 | 483 | 424 | 125 | 486
127 | 488 | 129 | 130 | 1531 | 438 | 433 | 454 | 435 | 436 | 137 | 438 | 139 | 440

Logo 0s numeros que nao foram riscados, sao primos menores que 140, ou seja
2,8, 5,7 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101,
103, 107, 109, 113, 127, 1531, 1537, 159.
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Note que do resultado acima, alcangamos até o primo 11 para obter todos os primos

menores que 140. O lema abaixo generaliza o crivo de Eratdstenes.

Lema 40. Se um ndmero natural n > 1 nao € divisivel por nenhum niumero primo p tal que

p? < n, entdo ele € primo.

Demonstracgao: Suponhamos, por absurdo, que n nao seja divisivel por nenhum niimero primo
p tal que p? < n e que ndo seja primo. Seja ¢ o menor nimero primo que divide n; entéo n = gqn;,
com ¢ < ni. Segue dal que > < qni = n. Logo, n é divisivel por um nimero primo ¢ tal que
¢> < n, absurdo. O

Note que o lema 40, nos fornece um teste de primalidade, pois para verificarmos se um

dado nimero é primo, basta verificar que nao é divisivel por nenhum primo p que nao supere

N

Exemplo 29. Verifique se 173 € um nimero primo. Pelo lema anterior, temos que vV 173 < 14.
Entdo devemos verificar se 173 é divisivel pelos primos 2,3,5,7,11 e 13.
Pelo teste de primalidade, verificamos que 24173, 3+ 173, 541173, 74173, 111173 e 134 173,

logo 178 € uwm numero primo.

3.4 Pequeno teorema de Fermat

O lema 40, é eficaz para testar a primalidade de nimeros pequenos, mas nao é um
método pratico na verificagdo de niimeros grandes.

H4 pelo menos 500 anos antes de Cristo, os chineses tinham conhecimento de que, se
um nimero p é primo, entao p | 2 — 2. Somente no século XVIII, o matemético francés Pierre
de Fermat generalizou esse resultado, que é chamado de pequeno teorema de Fermat.

Para demonstrar esse teorema, serd necessario o seguinte lema:

Lema 41. Seja p um numero primo, os nimeros (p) , onde 0 < i < p, sao todos divisiveis por
i

p-

Demonstracao: O resultado vale trivialmente para ¢ = 1. Podemos, entao, supor 1 < ¢ < p.
Nesse caso, ¢! | p(p—1)---(p—i+1). Como (i!,p) = 1,decorre que ¢! | (p—1)---(p—i+1),eo0

resultado se segue, pois

<p) _ Dbt )

t 2!
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Teorema 42. (Pequeno teorema de Fermat) Dado um nimero primo p, tem-se que p divide o
numero a¥ — a, para todo a € Z.

Demonstracgao: Se p = 2, o resultado é ébvio ja que a®> — a = a(a — 1) é par.

Suponhamos p impar. Nesse caso, basta mostrar o resultado para a > 0.

Vamos mostrar por inducao sobre a.

Para a = 0 temos p | 0.

Suponhamos o resultado ser vélido para a, devemos provar para a + 1. Pela

(o e e Qe
:ap—a+(]f)a”1+‘“+<pfl>a

Como, pelo lema anterior e pela hipdtese de indugao, o segundo membro da igualdade acima e

(@a+1)” - (a+1)

divisivel por p, o resultado se segue. O
O pequeno teorema de Fermat, possui uma segunda versao descrita no corolario a

seguir:

Corolario 43. Se p € um numero primo e se a é um numero inteiro nao divisivel por p, entdo

plaP™t —1.

Demonstragao: Como, pelo pequeno teorema de Fermat, p | a(a?~! — 1), e como (a,p) = 1,

segue que p | a?~t — 1. O

Exemplo 30. Pelo pequeno teorema de Fermat, 7 | 8 —8 ou7 | 80 — 1.

3.5 Decomposicao do fatorial em primos

Mostraremos como obter a fatoracdo em primos de n! , com n natural.
. , . P a . .
Sejam a e b nimeros naturais, representando pelo simbolo 3 o quociente da divisao

de a por b na divisao euclidiana, que é o maior inteiro menor ou igual do que o niimero racional
a

b

Proposicao 44. Sejam a,b,c € N. Temos que

Demonstragao: Sejam



Logo,

a=>bq +ri,com0<r; <b—1

e
a
b} =q1 =cqa+1r3,com0 < ry <c— 1.
Portanto,
a="bq +r1 =b(cga + r2) +1r1 = bcga + bra + 11
Como

0<bra+r1 <blc—1)+b—1=bc—1,

segue-se que g2 é o quociente da divisao de a por bc, ou seja,

% =[]
O

Ja vimos que a notagao E,(n) indica a maior poténcia de p que divide n, em particular,

E,(n!) representard a poténcia de p que aparece na fatoracao de n!.

Teorema 45. (Teorema de Legendre) Sejam n um nimero natural e p um nidmero primo.

=[5+ 3] ] -

Demonstracao: Note, inicialmente, que a soma acima é finita, pois existe um niimero natural

Entao,

r tal que p* > n para todo i > r; portanto, [nl} =0,sei>r.
A demonstracao serd feita por indug]z?io em n.
Para n = 1, a féormula é verdadeira.
Suponha que o resultado vale para qualquer natural m com m < n. Note que os multiplos de p

entre 1 e n sao

n
pa2p7"'7 |::|p
p

Portanto,

E,(n!)

N
=1,
_l._
1S
il
=

Pela hipotese de inducao, temos que

23



O resultado decorre da proposicao 44. O

Entéo, para calcularmos E,(n!), faremos o uso do seguinte algoritmo:

n=pq+1r1

q1 = pq2 + 12

ds—1 = Pqs = Ts

Como ¢ > g2 > -+ -, segue que, para algum s, tem-se que ¢gs < p. Portanto, segue-se que
E,n)=qg+q@+- - =q.

Exemplo 31. Determine a maior poténcia de 2 que divide 50!.
Para resolvermos o problema, deveremos achar Eo(50!), pelo teorema 45 (Legendre)

temos

501 [50] [507 [50] . [50
Ey(50!) = {2} + {22} + [23} + [24} + [25} =25+124+6+3+1=47

Logo, o expoente é 47 e ainda 2%7 | 50!.
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Capitulo 4

Congruéncias

Neste capitulo, faremos um estudo sobre congruéncias, sistemas de residuos moédulo
m, congruéncias lineares, o teorema chinés dos restos, o teoremas de Wilson, Fermat e Euler.
faremos as demonstragoes e exemplos dessa teoria. Para o desenvolvimento da mesma, foi

consultado Arauijo (2018).

Definicao 9. sejam a,b,m € Z com m > 0, Diremos que a € congruente b mddulo m, se m

divide (a — D).
Observagao 2. Neste caso escrevemos:

1. a=b (mod m) se equivalentemente m | (a — b);

2. Sem+t(a—0b), entdo a #b (mod m);

3. a eb deixam o mesmo resto quando divididos por m.
Exemplo 32. Por exemplo:

1. 22=1 (mod 3);

2. 27 =2 (mod 5);

3. 38# 5 (mod 7).

Proposicao 46. Sejam a,b,c,m € Z com m > 0. A congruéncia mdédulo m é uma relagdo de

equivaléncia, ou seja,
1. Refleziva: a = a (mod m);

2. Simétrica: se a =b (mod m) = b=a (mod m);
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3. Transitiva: se a =b (mod m) e b= ¢ (mod m) = a =c (mod m).
Demonstracgao:

I.mla—a=0;

2.mla—-bsm|—(a—b)em|b—a;

m|a—b
3. =m|(a=b)+(b-—c)em|a-—c
m|b—c

O]

As classes de equivaléncias definidas pela relacdo de congruéncia médulo m, também
chamadas de classes de congruéncia médulo m (ou classes de residuos médulo m) sao definidas
por

[a] ={z€Z:2=a (modm)}
Exemplo 33. As classes de congruéncia mdédulo 4 sdo
i) [0]={...,—12,—-8,-4,0,4,8,12,...};
i) 1]={...,—11,-7,-3,1,5,9,13,...};
iii) [2]=4{...,—10,—6,-2,2,6,10,14,...};
w) 3]={...,-9,-5,—-1,3,7,11,15,...}.
Observacao 3. Logo temos que:

1. pela proposicao anterior, o conjunto dos inteiros € dividido em m classes de congruéncia
modulo m diferentes. Cada classe contém inteiros que sao mutuamente congruentes

modulo m;

2. dado a € 7Z, pelo algoritmo da divisio a = bm+1r com 0 < r < m, ou seja, a =r mod m
entao todo inteiro é congruente médulo m a um dos inteiros {0,1,2,3,...,m—1} que sao

0s restos de quando a € dividido por m.
Proposicao 47. Sejam a,b,c,m € Z com m > 0. Temos as sequintes condi¢des:
1. sea|b-c emdec(a,b) =1 entdio a | c;
2. sealc,b|cemde(a,b) =1 entio a-b|c;
3. sealc,blc entado m =mmec(a,b) | c. Vale a reciproca;
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4. se mde(a,c) =1, mde(b,c) =1 entao mde(a - b, c) = 1. Vale a reciproca.
Demonstracao:
1. De mdc(a,b) =1 temos que existem x,y inteiros tal que ax + by = 1, multiplicando tudo

por ¢ temos acx + bey = ¢, como a | acx e de a | bc = a | bey, logo a | (acx + bey) = a | ¢;

De mdc(a,b) =1 temos que existem x,y inteiros tal que ax + by = 1, multiplicando tudo
por ¢ temos acx+bey = ¢, agora dea | ¢ eb | ¢ temos que existem k,t inteiros tal que ¢ = ak

e ¢ = bt, logo temos acx+bcy = abtx+baky = ab(tx+ky), como ab | ab(tx+ky) = ab | ¢;

(=) Pelo algoritmo da divisao temos que ¢ = g-mmc(a, b)+r para algum q,r inteiros e com
0 <r <mme(a,b). Entio de a|c ea|mme(a,b)=al|reb|ceb|mmecla,b)=">b]|r,
temos que r € um mailtiplo comum de a e b com r < mmc(a,b), logo r = 0. Portanto
¢ = q-mmc(a,b) = mmc(ab) | c.

(<) Se mmc(a,b) | ¢ entao ¢ = q - mme(a,b) para algum q inteiro, como a | mmc(a,b) e

b | mmc(a,b) entdoa|ceb|c;

(=) Semdc(a,c) =1 entao existem x1,y; inteiros tais que ax1+cy; = 1 e se mde(b,c) =1
entdo existem 2,y inteiros tais que bxra + cys = 1, logo (axy + cyp)(bxa + cy2) = 1 =
ab(z1z2) + clar1y2 + by1xa + cy1y2) = 1 = mde(ab, ¢) = 1.

(<) Se mdc(ab,c) = 1 entao existem x,y inteiros tais que abxr + cy = 1, logo temos

a(bz) +c(y) =1 e blax) + c(y) = 1, portanto mdc(a,c) =1 e mdc(b,c) = 1.

O
Observagao 4. A proposicao anterior pode ser generalizada:
1. sea|by-by-...- b c emde(a,b;)) =1 para todo i com 1 <i <r entio a|c;
2. sear | c,az | ¢,...,a, | ¢ e mde(ai,a;) = 1 para todo i # j com 1 < i,j < r entdo
ap-as-...-ap | c;
3. seay|caz|e... a,|centao m=mmec(ay,as,...,a.)|c. Vale a reciproca;
4. se mde(ay, c) = mdc(az,c) = ... =mdc(ar,c) =1 entao mde(ay -az - ...-ar,c) =1. Vale

a reciproca.

Proposicao 48. Sejam a,b,c,m € Z com m > 0. Temos as sequintes condi¢des:

1.

2.

se mdc(a,b) = d entdo mdc (Z, Z) =1;

mdc(a + be,b) = mde(a,b);

o7



b
3. sealc,b|c entio ¢ | c.
m

dc(a,b)

Demonstracao:

1. Se mdc(a,b) = d temos d | a e d | b entao existem r, s inteiros tais que a = rd e b = sd,

como d contém todos os fatores em comum de a e b temos que r e s sdo coprimos. Portanto
a b rd sd
mdc(d,d> mdc(d,d> mdc (r, s) ;
2. (=) De mdc(a+be,b) = d temos que d | (a+bc) ed | b= d| bc entdo d | (a+ bc) —be =
d | a. Portanto mde(a,b) = d.

(<) De mdc(a,b) = d temos d | a ed | b= d| bc para c inteiro, entdo d | a+be. Portanto
mde(a + be,d) = d.

3. Pela proposi¢ao 47 temos que se a | ¢ e b | ¢ entao mme(a,b) | c. Pela proposi¢ao 28

; (a,b) ab rant ab |
emos que mme(a,b) = —————, portanto ——— | ¢
1 ’ mdc(a,b)’ b mdc(a, b)
O
Proposicao 49. Sejam a,b € Z nao nulos. Entao mdc(a,b)mmc(a,b) = |ab| ou mdc(a,b) =
|ab|
mmec(a, b)
Demonstracao: Foi provada na proposi¢ao 28. [l

Observacao 5. A proposicao anterior pode ser gemeralizada: se ai,as,as,...,a, S4o inteiros

positivos dois a dois relativamente primos, entdo mmc(ay, ag,as,...,ay) = a1 -ag-as- ... - ay.
Demonstragao: Pela proposigao 26 temos mdc(ay, ag,as,...,a,) = mde(ay, ..., (ap—1,a,)) €
pela proposi¢ao 30 temos mmc(ai,as,as,...,a,) = mmc(ai, ..., (an—1,a,)). Pela proposigao
28 temos mmc(ai, ..., (an—1,an)) - mdc(ai, ..., (an—1,a,)) = lar - (... (an—1 - apn))|. Como
ai,az,as, ..., a, sao inteiros positivos dois a dois coprimos entdao mdc(ay, ..., (an—1,a,)) = 1.
Portanto mmec(ay, ..., (an—1,an)) -1 =ai - (...(an-1-ay)) = mmc(ai,as,as,...,a,) =ay - ag -

.. Qp. O]

4.1 Sistemas completos de residuos moédulo m

Definicao 10. Um sistema completo de residuos modulo m € um conjunto de m inteiros tal que

todo inteiro € congruente modulo m a wm unico inteiro desse conjunto.
Observacgao 6. Desta forma

1. indicamos um sistema completo de residuos modulo m por SCR,,;
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2. o conjunto {ri,ro,r3,...,Tm} € SCR,, mddulo m se cada r; : 1 < i < m é um repre-
sentante de cada classe de equivaléncia modulo m. Equivalentemente, podemos dizer que

quaisquer dois desses numeros, diferentes entre si, nao sdo congruentes modulo m.
Exemplo 34. O conjunto {0,1,2,3,...,m — 1} é um SCR,,.
Exemplo 35. O conjunto {4,—3,10,—-9} € um SCRy.
Proposicao 50. Se a,b,c,m € Z com m >0 e a =b( mod m), entao
1. a+c=b+c (mod m);
2. a—c=b—c (mod m);
3. ac = bc (mod m).
Demonstracao:
1. Dea=b (mod m)=m|a—b=m|(a+c)—(b+¢c)=a+c=b+c (mod m);
2. Dea=b (modm)=m|a-b=m|(a—c)—(b—c)=a—-c=b—c (mod m);
3. Dea=b (modm)=m|a—b=m]|(a—bc=m|ac—bec= ac=bc (mod m).
O

Proposicao 51. Se a,b,c,m € Z com m > 0, mde(c,m) =d ea-c=b-c mod m, entio a =b
m

od —
(mod ™)
Demonstragao: De mdc(c,m) = d temos d | ¢ e d | m entdo existem r,s inteiros tais que
c=dr em =ds, comr,s coprimos. De ac = bc (mod m) entao m | (a—b)c = ds | (a—b)dr =

s|a—bs=a=b modséazb(mod%). O

Corolério 52. Se a,b,c,m € Z com m > 0, mde(c,m) = 1 e ac = be (mod m) entdo a = b
(mod m).

Demonstrac¢ao: Aplicacdo direta da proposicdo 51, basta fazer d = 1. O

Exemplo 36. Seja m um inteiro positivo impar. Mostre que o conjunto

- ...,-1,01,—2 — —

m—1 m-—3 m—-—3 m—1
2 7 2 ’ 2 7 2

dos menores residuos modulo m ¢ um SCR,,.
Demonstragcao: m =2k + 1 com k € Z entao temos o conjunto

{=k,—(k—1),...,-1,0,1,(k — 1),k} é um conjunto SCRoy 1. O
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Proposicao 53. Se a,b,c,m € Z comm >0, a=b (mod m) e ¢ =d (mod m) entdo
1. a+c=b+d (mod m);
2. a—c=b—d (mod m);
3. ac = bd (mod m).

Demonstracao:

a=b(modm) =m|a—>b

1.
c=d (modm) =ml|c—d
=ml|(a—=b)+(c—d)=m]|(a+c)—(b+d)=a+c=b+d (mod m);
) a=b (modm) =m|a—>b
‘ c=d (modm) =ml|c—d
=m|(a—b)—(c—d)=m|(a—c)—(b—d)=a—c=b—d (mod m);
a=b(modm) =m|a—b =m]|(a—b)c
c=d (modm) =m|c—d =m|blc—d)
=m|(a—bc+blc—d)=m|ac—bd = ac=bd (mod m).
O
Proposicao 54. Se {ri,r2,...,rm} € um SCR,, e a > 0 um inteiro com mdc(a,m) =1 entdo

{ary + b,ars +b,...,ary, + b}

também é um SCR,, para qualquer b € Z.

Demonstracao:

e Nenhum dos inteiros {ary + b,ars + b, ...ar,, + b} sao congruentes mddulo m. De fato, se
ari+b = ar;+b mod m pela proposicao 50, temos ar; = ar; mod m. Como mdc(a,m) =

1 pelo coroldrio 52 temos que r; = r; mod m, o que nao é possivel, visto que por hipdtese

{ri,r2,...,rm} € um SCR,,, ou seja, r; Zr; mod m. Portanto i = j.
e Como o conjunto de inteiros {ary + b,ars + b, ..., ary, + b} possui m inteiros mddulo m e
existem m classes de congruéncias mddulo m, dadas por {[0],[1],[2],...,[m — 1]} segue

que estes inteiros formam um SCR,,
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Proposigao 55. Se a,b,k,m € Z comk >0, m >0 ea=>b (mod m), entdo a* = b* (mod m).

Demonstragdo: Como a =b (mod m) < m | (a—b). Mas

b — b =(a—b) (" T+ "2+ PP 4 abt 2 0,

ou seja, (a—b) | (a* —b*) o que implica que a* = b* (mod m). O
Proposicao 56. Sea =b (mod my),a =b (mod ms),...,a =b (mod my), com a,b inteiros e
mi, ma, ..., my inteiros positivos, entdio a =b (mod mmec(my, ma, ..., mg)).

Demonstracao:

Por hipotese my | (a—b),ma | (a—=0),...,my | (a—Db) pela generalizagdo da proposicio 47 temos
que mme(my, ma,...,mg) | (a —b), consequentemente a = b (mod mme(my, ma,...,my)) O
Coroldrio 57. Se a = b (mod m1),a = b (mod ma),...,a = b (mod my), com a,b inteiros
e mi,ma,...,my inteiros positivos tai que mdc(m;, m;) = 1 para todo i # j, entio a = b
(mod my - mg - ...myg).

Demonstracao: Como mdc(m;,mj) = 1 para todo i # j, pela generalizac¢io da proposi¢ao
49 temos mme(my,ma,...,mg) = mq - msg - ... - mg. Pela proposicio 56 seque que a = b

(mod mq -mg ... -my). O

4.2 Congruéncias lineares

Uma congruéncia linear é uma equacao da forma ax = b mod m onde a,b,m € Z com a #*
0,m > 0 e z uma variavel em Z.
Seja u € Z uma solugdo de ax = b (mod m), ou seja, au = b (mod m), pelo Algoritmo da
Divisao.

u=mq+rgcom0<rg<m

au = amgq + arg, como amq =0 (mod m)

au=arg modm=b (modm)
Logo ry também é uma solucao da congruéncia, ou seja, representa a mesma solucao de ax = b

(mod m).

Exemplo 37. Considere congruéncia 2z =3 (mod 5). Note que u =4 € uma solugdo, logo
ro=-56t+4={..,-11,-6,—-1,4,9,14,19,...}

representam a mesma solu¢ao.
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Proposicao 58. Se a,b,m € Z com m > 0,a # 0 e d = mdc(a,m):
1. az = b (mod m) tem solugdo, se e somente se d | b;

2. Sed|bexy éuma solugao particular de ax + b, entao temos exatamente d solugoes, as

m
quais sao duas a duas incongruentes e da forma x = ro+ <E> tparat=0,1,2,3,...,d—1.
Demonstracao:

1. Seja x uma solu¢ao de ax = b (mod m) < ax — my = b para algum y € Z. Sabemos que

a equagao diofantina ax = b (mod m) tem solu¢iao < d = mdc(a, m) | b.

2. Lembramos também que se (xg,yo) € uma solugdo particular de ax — my = b, entdo

m
d m

Logo © = xg+ (E t para t € Z sao todas as solugoes axr = b (mod m). Quantas solugoes

a
T =x0+ ( ) tey=uyy+ (a) t onde, t € Z sao todas as solugdes (infinitas solugoes).
incongruentes existem? Basta sé descobrir sob que condi¢des duas destas solu¢des r1 =
m m . . . m
To + (—) t1 e x2 = 20+ (—) to sao congruentes modulo m, ou seja, para xo—+ (—) t1 =

d d d

m m m m
o + (3) to mod m temos que <E> t1 = (E) to mod m. Como (E) | m, temos

m m
(—,m) = — logo t; = to mod ——, ou ainda t; = to mod d. Portanto as solugoes
d d m/d
m
incongruente sao obtidas tomando-se x = xg+ <E) t onde t percorre um sistema completo

de residuos modulo d. As solugées sao da forma xz = mﬁ—(%) t parat=0,1,2,3,...,d—1.
O

Exemplo 38. Encontre todas as solu¢oes de 9x = 12 (mod 15). Note que d = mdc(15,9) = 3|

12, logo temos 3 solugoes incongruentes. Encontrando uma solugdo particular xq:

3=9-6-1
15=9-1+6

3=9-(15-9-1)-1
9=6-1+3 ;

3=9.2-15-1
6=32

12=9-8-15-4

1
Todas as solugoes sao dadas por x = 8 + ?t =84 5t. Parat =0,1,2, temos as trés soldes

incongruentes, ou seja, {x = 8,x = 13,z = 18}, ou ainda,

r=8 (mod 15)
z =13 (mod 15)

r=18=3 (mod 15).
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Corolario 59. Sejam a,m € Z com m > 0.

1. Se d = mdc(a,m) =1 a congruéncia ax =1 (mod m) tem solugdo inica x (mod m);

2. Se d = mdc(a,m) # 1 a congruéncia ax =1 (mod m) nao tem solugdo.
Demonstracao: Seque da proposicdo 55 O

Defini¢ao 11. Sejam dado a,m € Z com m > 0 e d = mdc(a,m) = 1. Uma solugdo da

congruéncia ax =1 (mod m) é chamada de inverso de a mddulo m.

Exemplo 39. Considere congruéncia 7x =1 (mod 31) Note que esta congruéncia tem solugdao

unica e
31=4-74+3 1=7-2-3
7T=2-34+1 i941=7-2-(31-4-7)
2=2-1 1=9.-7-2-31

Temos que xo =9 e todas as solugioes sao dada por x =9+ 31t para t = 0, ou seja, {x =9} ou
x =9 (mod 31). Que dizer que 9 e todos os inteiros x =9 (mod 31) sao inversos de 7 mddulo

31.

Proposicao 60. Seja p um numero primo. O inteiro positivo a € o seu proprio inverso modulo

p, se e somente se, a =1 (mod p) ou a =—1 (mod p).

2

Demonstragao: Se a é o seu proprio inverso médulo p, entio a® = a-a =1 (mod p) = p |

(@1 =(a+Da-1)=>p|la+1) oup|(a—1)=a=—-1 (mod p) oua=1 (mod p). Se

a=1 (mod p) oua=—1 (mod p) = a®> =1 (mod p) = o inverso de a é o préprio a O

Definicao 12. Um sistema reduzido de residuos modulo m é um conjunto de inteiros formado

por todos os elementos de um SC Ry, que sao primos com m.
Observagao 7. Desta forma
1. Indicamos um sistema reduzido de residuos modulo m por SRR, ;
2. Um SRR, € um conjunto de inteiros {ri,ro,rs3,...,7s} tai que para todoi =1,2,3,...,s
() 11 #7;, sei# j;
(b) Para cada n € Z eziste um r; tal que n = r; (mod m);

(¢) mde(r;,m) = 1.

Exemplo 40. O conjunto de inteiros {1,3,5,7} forma um SRRyy. E conjunto de inteiros
{1,5,7,11} forma um SRR;,.
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Exemplo 41. Encontre um SRR15 formado somente por primos. Note que {1,2,4,7,8,11,13,14}
forma um SRRy5. Trocando os primos, obtemos {31,2,19,7,23,11,13,29}.

4.3 Teorema chinés dos restos

Enunciaremos um importante resultado, o teorema chinés dos restos, mostraremos que

é possivel a sua insercao na educagao bésica como alternativa na resolucao de problemas.

Para a1,a9,as3,...,ar,c € Z,se ay | c,az2 | ¢,...,a, | ¢, entao m = mme(ay,ag, ..., a,) |
c.
Proposigao 61. Se a =b (mod my),a =b (mod mg),...,a =b (mod my) com a,b inteiros e
mi, ma, ..., my inteiros positivos, entdo a =b (mod mmec(my, ma, ..., mg)).
Demonstragao: Por hipotese my | (a—b), ma | (a—0),...,my | (a—b) pela observacao anterior
temos mme(my,ma...,myg) | (a—b), consequentemente a = b (mod mmec(myi,mo...,my)). O
Coroldrio 62. Se a = b (mod my),a = b (mod ma),...,a = b (mod my) com a,b inteiros
e mi,ma, ..., my inteiros positivos, tais que mdc(m;, m;) = 1 para todo i # j, entdo a = b
(mod (mq-mg - ... -myg)).

Demonstracao: Como mdc(m;, m;) =1 para todo i # j, temos:

mme(my, ma, ..., Mg) =M1 Mg ... M.

Pela proposi¢cao 61 seque que a =b (mod (mqrg ... -myg)). O
Teorema 63. (Teorema chinés dos restos) Sejam my, ma, ..., m, inteiros positivos tais que d =
mdc(mi,mj) = 1, sempre que i # j e ay,ag,...,a, inteiros. Entdo o sistema de congruéncias
lineares

r=a; (modmq)

xr=ay (mod my)

x=a, (modm,)
tem solu¢ao unica modulo m =mq -msg - ... M.

Demonstracao: Nosso objetivo € construir uma solucdo simultanea para o sistema de con-
m

gruéncias. Consideremos o conjunto de r numeros My = <> =M1-M2e. .My 1" Mg 1« .My
my
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para k=1,2,...,7. Como o d=mdc(m;,m;) =1 para i # j temos

mdc(my, mg) = mdc(ma, my) = ... = mde(mg_1, mg)
= mdc(mpg1,mg) = ... = mde(my,mg) =1
o que implica
mde(my -ma ... Mpg—1 - M1 - .. - My, my) = mde( My, mg) =1

logo existem inteiros u,v tais que u - My +v-my = 1, o que significa que existe u = sy tal que

Sk * Mk =1 (mod mk)

Como mdc(My, my) = 1|1 seque que s - My =1 (mod my) tem solugao unica yy, ou seja,

My -y, =1 (mod my).

Entao

ap - My - yp = ar,  (mod my)

Uma vez que my, | M; quando j # k, temos

M; =0 (mod my), entdo a;-M;-y; =0 (mod my)

para todos os termos, exceto o k-ésimo. Portanto © = ap - M — k -y = a; (mod my), para

k=1,2,...,r, entao a soma

r=a1 -My-y1+as-Ms-yo+...0r - My -y,

€ uma solugdo do sistema de r congruéncias. A sequir mostraremos que quaisquer duas solucdes
do sistema de r congruéncias sao congruentes modulo m. Sejam xzo e x1 solucdes do sistema.
Entao para cada k, seque que xog = x1 = a (mod my) isto implica que my, | (xo — x1). Mas
xo = x1 (mod my,x0) = x1 (mod ma,...,z9) = x1 (mod my), entdo pelo coroldrio 62 seque
que

xo =x1 (mod mme(my, ma,...,mg)).
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Como d = mdc(m;, m;) =1 sempre que i # j temos que

mme(my, ma, ..., ME) =M1 M2 ... Mk =m,

logo m | (xo — 1), ou seja, xg = x1 mod m, o que significa que as solugdes sao unicas mddulo

m. O

Exemplo 42. Resolva o sistema

z=1 (mod 3)
r=2 (mod 5)
x=3 (mod7)

Note quem =3-5-7T=105 e

105
My, = ? =35 [ My, =1 (mod 3) 351 =1 (mod 3) 2y =1 (mod3) |y1 =2 (mod 3)
105
My = ? =21;9 Mayo =1 (mod5);42lya=1 (mod5);4 y2=1 (mod5) ;9y2=1 (mod 5)
M; = 1775 =15 | Msyz=1 (mod7) |15ys=1 (mod7) y3=1 (mod 7) y3=1 (mod 7)

t=ai-My-y1+ay-My-ys+as-Ms-ys=1-35-242-21-14+3-15-1 =157 = 52 (mod 105)

Exemplo 43. Resolva a equacdo 17z =9 (mod 276) Note que 276 = 2%-3-23 =3-4-23

17c =9 (mod 3) 2r =0 (mod 3)
17c=9 (mod4) ;¢ =1 (mod4)
17 =9 (mod 23) 172 =9 (mod 23)

Como d = mdc(17,23) = 1 a congruéncia 17z = 9 (mod 23) tem uma unica solugdo
que pode ser obtida escrevendo d = mdc(17,23) = 1 = —4(17) + 3(23), ou seja, —4(17) = 1
(mod 23) = —36(17) = 9 (mod 23), finalmente temos 10(17) = 9 (mod 23). Entao basta

resolver o sistema de congruéncias

x=0 (mod 3)
1 (mod 4)

=10 (mod 23)

T

276
My = — =92 Miyp =1 (mod 3) 92y; =1 (mod 3) 2y1 =1 (mod 3) y1 =2 (mod 3)
2;?6
My = ? =69;9 Moy =1 (mod4) ;4 69y2 =1 (mod 4) ; y2=1 (mod4) ;4 y2=1 (mod 4)
M = % —12 | Msys=1 (mod23) |12y3=1 (mod23) |12y3=1 (mod23) |ys=2 (mod 23)

x=ay- M y1+as-My-yo+az - My-ys =0-92-2+41-69-1+10-12-2 = 309 = 23 (mod 2)76
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4.4 O teorema de Wilson

Teorema 64. (Teorema de Wilson) Se p é um nimero primo, entdo

(p—1)!'=-1 (mod p)

Demonstragao: Se p =2, entio (2—1)! = —1 (mod 2).

Se p > 2 a congruéncia ax =1 (mod p) possui solug¢do unica para todo a € {1,2,3,...,p— 1},
pois mde(a, p) = 1, ou seja, existe um unico z € {1,2,3,...,p— 1} tal que a-z =1 (mod p), mais
precisamente todo a € {1,2,3,...,p — 1} possui inverso. Por outro lado, paraa € {1,2,3,...,p— 1}
tal que a®> = 1 (mod p) sio aqueles tais que a = 1 (mod p) ou a = —1 (mod p), o que implica
ema =1 (mod p) ou a =p—1 (mod p). Logo os inversos dos elementos 1 e p — 1 sao eles
proprios. Portanto agrupando os elementos {2,3,...,p — 2} em pares, onde cada par é congru-

ente a 1 mddulo p, obtemos

O
4.4.1 Vale a reciproca do teorema de Wilson
Proposigao 65. Se n é um inteiro positivo tal que (n — 1)! = —1 (mod n), entdo n € primo.
Demonstragdo: Suponha que n € composto e que (n — 1)! = —1 (mod n) entdo n =a-b com
l<a<nel<b<negque(n—1)!=-1(modn), ouseja, a|nen|(n—1)>+1 o0 que

implica que a | (n —1)! 4+ 1. Por outro lado a < n, assim a é um dos divisores de (n —1)! o que
implica (n —1)! =0 (mod a). Entdo (n—1)!=0 (mod a) e (n—1)!=—1 (mod a), logo 1 =0

(mod a) o que é uma contradi¢do, pois a > 1. Portanto n é primo. O

Exemplo 44. Paran =6 temos (6 —1)! = 5! =120 =0 (mod 6), logo 6 nao € primo.
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4.5 O teorema de Fermat

Teorema 66. (Pequeno teorema de Fermat) Se p é um nimero primo e a € Z com mdc(a,p) =1
entdo a” ' =1 (mod p).

Demonstracao: Consideremos os p — 1 inteiros multiplos de a:
1-a,2-a,...,(p—1)-a

i) Nenhum desses inteiros sao divisiveis por p, ou seja, congruentes a 0 mod p. De fato, se

plj-a=p|j, pois mde(a,p) =1, o que é impossivel visto que 1 < j <p—1.

1) Quaisquer dois desses inteiros sio incongruentes (mod p). De fato, se fossem congruen-
tes, teriamos

jra=k-a (modp) comj # k.

Digamos 1 < j < k < p—1. Como mdec(a,p) = 1, teriamos j = k (mod p), o que é
impossivel, pois j e k sdo inteiros positivos menores do que p (outro modo de argumentar:
sej-a=k-a (mod p) com j# k nos garante que j = k (mod p) e portanto j =k, o que

é impossivel).

Por (i) e (i) cada um dos inteiros
1-a,2-a,...,(p—1)-a
sao congruentes modulo p a somente um dos inteiros
L,2,...,(p—1)
em uma certa ordem. O produto desses inteiros modulo p

1-a,2-a,....,(p—1)-a=1,2,...,(p—1) (mod p)

aHp-1)!=(p-1) (modp)
Como mdc((p — 1)!,p) = 1, pois p primo pt (p — 1)!, temos que

a?'=1 (mod p)
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Exemplo 45. Parap =7 e a = 3, temos

(1-3)-(2-3)-(3-3)-(4-3)-(5-3)-(6-3)=3-6-2-5-1-4 (mod 7)
35.(6!)=6! (mod7)

3°=1 (mod7)

Coroldrio 67. Se p é primo e a um inteiro positivo, entio a’ = a (mod p).

Demonstracao:

i) Septa, pelo PTF

a? =1 (mod p)

a-aP~!

a-1 (mod p)

a’? =a (mod p).

i) Se p | a, entdo a = 0 (mod p) e a’? = 0 (mod p). Portanto, temos sempre a’? = a = 0

(mod p).

Exemplo 46. Mostre que 5% = 4 (mod 11). Pelo PTF 5'° =1 (mod 11).

=81 (mod11)=4 (mod 11).

Exemplo 47. Moste que 91 nao € primo. Pelo coroldario anterior, basta encontrar um inteiro a
tal que a® # a (mod 91) ou a®™ # 1 (mod 91). Note que 2%° = (219)? = (1024)° = 23° = 64> =
64 (mod 91).

Exemplo 48. Prove que (1835)1%10 +(1986)?%! = 0 (mod 7). Seja = = (1835)'910 4 (1986)2°%L.
Note que (1835) = (mod 7) e (1986) = 5 (mod 7). Assim z = 1 + 5°°°! (mod 7
também que (2061) = 3 (mod 6), entdo 529 = 59973 = 56¢. 53 Pelo PTF 55 =

Observe

).
1 (mod 7),

portanto

52061 = 1.5% (mod 7) =125 (mod7)=6 (mod 7)

xr=146 (mod7)=7 (mod7)=0 (mod7)
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Exemplo 49. Calcule 50%°° (mod 6). Como 83150. Pelo PTF 502 =1 (mod 83), logo

50290 = 5078 = (5082)% . 50* = 1-50* (mod 83)

5020 = 50% = 2500% = 102 = 17 (mod 83).
Exemplo 50. Resolver a equagio 16z = 25 (mod 41). Pelo PTF 16*° =1 (mod 41), logo

163 162 = 16% - 25  (mod 41), portanto
r=16%-.25 (mod 41)
r=(16%)".16-25 (mod 41) = (10)!?-400 (mod 41) = (10%)?-10-31 (mod 41)
= (10%)°-310 (mod 41) = (18%)-23 (mod 41) = (18%)*-18-23 (mod 41)
r= 374 (mod4l)=(37)?-(37)?-4 (mod4l)=16-16-4 (mod 41)

x=256-4 (mod4l)=10-4 (mod 41)=40 (mod 41).

4.6 O teorema de Euler

Defini¢ao 13. A funcio ¢(n) definida para um inteiro positivo n como sendo o niumero de

inteiros positivos k tais que 1 < k <n e mdc(n,k) =1 € chamada de fun¢do ¢ de Euler.

Teorema 68. Se p € primo, entdo ¢(p) = p — 1. Reciprocamente, se p é um inteiro positivo e

#(p) =p—1, entdao p € primo.

Demonstragao: Se p é primo, entao 1,2,3,...,p — 1 sao primos com p, ou seja, existem p — 1
inteiros relativamente primos com p, logo ¢(p) = p — 1. Suponha que p seja composto, entao
existe k tal que 1 < k <pe k| p, isto é mde(k,p) # 1, logo pelo menos um dos p — 1 inteiros
1,2,3,...,p — 1 ndo sao relativamente primos com p, logo ¢(p) < p — 2. Mas por hipétese
#(p) =p—1,ousejap—1<p—2, o0 que implica em 1 < 0, o que é um absurdo. Portanto p é

primo. O
. . ~ a a a—1 a 1
Teorema 69. Seja p um primo e a € Zy, entio ¢p(p*) =p* —p* " =p* (1 — -
p

Demonstracao: De 1 até p® temos p® inteiros positivos. Basta excluir destes os que ndo sao

relativamente primos com p®, ou seja temos que excluir os multiplos de p que sio os p®~ ! inteiros

p,2p,3p,4p,....p" ' p

1
. Portanto ¢(p®) = p* — p*~ 1 = p° (1 — p> . O
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Exemplo 51. Observe que:
D) () =5-1=4; p(T) = d(T—1) =6 e p(11) = 11 — 1 = 10.

i) ¢(8) = ¢(23) =23 (1 - ;) =4.

iii) ¢(25) = ¢(5%) = 52 - (1 — ;) = 20.

Teorema 70. Sejam m e n inteiros positivos com mdc(m,n) =1, entdo

¢(mn) = ¢p(m)¢p(n)

Demonstracao: Formaremos uma tabela com os inteiros positivos de 1 até mn contendo os

¢(mn) inteiros primos com mn:

1 |m+1|2m+1|3m+1 (n—1)m+1
2 |lm+2 | 2m+2|3m+2 (n—1)m+2
3 |m+3|(2m+3|3m+3]|---|(n—1)m+3
4 |m+4|2m+4|3m+4 (n—1)m-+4
r|m+r|2m+r | 3m+r |- | (n—1)m+r
m | 2m 3m 4m el mn

i) Suponha que r é um inteiro positivo tal que 1 < r < m e mde(m,r) = d > 1. Entao
nenhum ntimero da r-ésima linha é relativamente primo com mn, pois qualquer elemento

desta linha é da forma km +rcom 1 <k<n—1led|km+r, vistoqued|me |r.

i1) Para encontrar os inteiros que sao relativamente primos com mn, precisamos analisar
a r-ésima linha na qual mde(m,r) = 1. Se mdc(m,r) = 1 e 1 < r < m precisamos

determinar quantos inteiros na linha

rom+r2m+r,3m+r,...,(n—1)m+r

sao relativamente primos com mn.

iii) Como mdc(m,r) = 1, cada um dos r, m+r, 2m+r, 3m+r, ..., (n—1)m+r sdo relativamente
primos com m. Logo estes n inteiros formam um sistema completo de residuos maédulo
n. Entao ¢(n) destes inteiros sao relativamente primos com n. Logo temos ¢(n) inteiros

relativamente primos com mn.
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iv) Como existem ¢(m) linhas, cada uma contendo ¢(n) inteiros sao relativamente primos

com mn, segue que ¢p(mn) = ¢p(m) - ¢(n).

O
Teorema 71. Seja n = pi* - p5? - -pz’“ onde p; primo e a; € Z4, com 1 <1 < k, entao
1 1 1
st D) (1) (1),
p1 p2 Pk
Demonstragao: Como ¢(n) é multiplicativa, entao:
p(n) = ¢(pi" - p3* %) = d(07") - G(p5*) -+ d(p - Pi*)
¢(n) = (P —pP W52 —p3> ) - (Rt — i)
1 1 1
s =4 (-2) o (-3
() ! Y41 2 P2 F Pk
1 1 1
() ! 2 F Y4 b2 Pk
1 1 1
o203 (-5
b1 b2 Pk
O

Exemplo 52. Observe que:

i) ¢(100) = $(2% - 5%) = 100 - <1 - ;) : (1 - ;) =40

i) ¢(720):¢(24-32.5)=720.(1—;>-(1—;>-<1—;> =192

Podemos agora ter outra versao da definicao 12

Defini¢ao 14. Um SRR, ¢ um conjunto de ¢(n) inteiros tais que cada elemento do conjunto
€ relativamente primo com n e nao existe quaisquer dois elementos diferentes do conjunto que

sejam congruentes.
Exemplo 53. Observe que o conjunto de inteiros {1,3,5,7} forma um SRRs.

Proposigao 72. Se {7”1, T, ... ,r¢(n)} ¢ um SRR, e a > 0 um inteiro com mdc(a,n) = 1 entao

{a-rl,a-rg,...,a-r¢(n),}

também ¢ um SRR,
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Demonstracgao:

o mdc(arj,n) =1 para cada inteiro ar;. De fato: Suponha que d = mdc(ar;,n) > 1. Entdo
existe um primo p tal que p | d = mdc(arj,n) > 1, entao p | ar;j = (p | a oup | 7j) e
p|n, entio (p|aep|n)ou(p|r;) e(p|n). Comomde(a,n) =1 e mde(rj,n) =1,
nao podemos ter (p | a ep | n) e nem (p | rj ep | n). Portanto mdc(arj,n) = 1 para

i=1,2,3,...,6(n).

e Nenhum dos arj sio congruentes modulo n. Suponha que sim, ou seja, ar; = ar; (mod n)
com1<i<¢n) el <j<p(n). Comomde(a,n) =1, temosr; =1r; (mod n), o que é

uma contradi¢do, pois r; e rj pertencem a um SRR,.

O
Teorema 73. Se m > 0 um nimero inteiro e mde(a,m) = 1, entio a®™ =1 (mod m).
Demonstracao: Seja {7”1,7"2, . ,r¢(m)} é um SRR,,. Como mdc(a,m) =1, pela proposi¢ao
72 {arl, arg, ... ,ar¢(m)} também é um SRR,,, onde cada elemento deve ser congruente modulo
m a um elemento do conjunto {7‘1,?”2, .. .,r¢(m)}, logo
(ary-arg ... aryim)) = (1112 ... Tyam)) (mod m)
a®™ (py g To(m)) = (172 ... Tgm)) (mod m)
Como mdc(r;,m) =1 para 1 <i < ¢(m), entdo mdc(ry-r2-... T¢m), m) = 1, portanto podemos
cancelar (ary - arg - ... ary(y,)) em ambos os lados e obtemos a®™ =1 (mod m). O

Nessa linha:

1. Podemos usar o teorema de Euler para encontrar inverso médulo m. Se mde(a,m) = 1,

m—1)

entdo a - a®™ V) = ¢?™ =1 (mod m), portanto a® é o o inverso de a médulo m.

2. Podem resolver a congruéncia linear ax = b (mod m) com mdc(a,m) = 1, é somente
escrever a®m Vag = ¢?m=1p (mod m). Portanto as solugoes sao os inteiros = tais que

z = a®™ Yp (mod m).

3. Se m é primo, entdao ¢(m) = m — 1, ou seja, a?m=1) =1 (mod m), que é o PTF.
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Exemplo 54. O conjunto de inteiros {1,3,5,7} forma um SRRg mdc(3,8) =1, logo {3,9,15,21}

também ¢ um SRRy

(3-1)(3-3)(3-5)(3-7)=1-3-5-7 (mod 8)

)
3H(1-3-5-7)=1-3-5-7 mod 8
)

1 (mod 8)

a®® =1 (mod 8).

Exemplo 55. Calcule o resto da divisio de 33'°° por 40. Note que ¢(40) = 16 e mdc(33,40) = 1,
entdo 33'® = 1 (mod 40). Logo 33'%° = 33% . 33" = (33'6)6.33% = 1.33% (mod 40) = 33*
(mod 40). Portanto temos 33'1%° = (33%)% = (1089)? = 9% (mod 40) = 81 = 1 (mod 40).

Exemplo 56. Resolver a congruéncia 15z = 7 (mod 32). Note que mdc(15,32) = 1. Logo
152652 = 15'6 = 1 (mod 32). Assim 15152 = 15'°-7 (mod 32), o que implica em x = 15'°-7
(mod 32). Agora observamos que 7-15'° = 7-15'4.15 = (105)(15?)" = 9-(17) (mod 32). Portanto
=9 (mod 32).
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Capitulo 5

Problemas e solucoes

Neste capitulo apresentaremos 40 problemas olimpicos sobre a teoria elementar dos
nimeros, também conhecida por aritmética. O nosso intuito é que os mesmos sirvam como banco
de questoes para consulta e possivel aplicacao na educacao bésica, buscando assim promover
mudancas no ensino dessa importante componente curricular que é a matematica.

O critério da selegao dos problemas, levou em consideracao as definicoes e propriedades
apresentadas no capitulo 2, 3 e 4, buscando assim aliar teoria e pratica.

Sao 17 problemas das provas anteriores da OBMEP, da primeira fase, 13 do Banco de
Questoes da OBMEP, e outras 10, entre problemas extraidos do POTI', RPM?, entre outras.

Todas os problemas foram resolvidos indicando as defini¢oes e propriedades utilizadas,
onde ainda, em alguns deles, ha duas ou trés solugoes de modo que favoreca a construgao de
diversas estratégias para a resolucao dos mesmos.

Sugerimos ainda ao leitor, a consulta em OBMEP (2020a), OBMEP (2020), Pereira
(2016), Araijo (2018) e Cunha (2019).

5.1 Problemas e solucoes

Nesta secao, serao propostos 40 problemas com diferentes graus de dificuldade. Busca-
mos apresentar as solucoes com detalhes para tornar acessivel o desenvolvimento e a compreensao
dos mesmos. Diante fato de que os problemas selecionados compreendem a matematica olimpica,
alguns exigem um maior grau de compreensao e abstracao para o seu desenvolvimento. Por outro
lado o uso adequado das propriedades podem tornar as questoes apresentadas neste trabalho,

mais interessantes e de certa forma acessiveis e motivadoras.

'Programa Polos Olimpicos de Treinamento Intensivo.
2Revista Professor de Matemética
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Problema 1. (OBMEP 2005 - Nivel 2 - 1% fase - Questao 8) Quantos nimeros inteiros,

multiplos de 3, existem entre 1 e 20057

Este problema pode ser resolvido pelo menos de trés formas diferentes. Na primeira
solucao, serao usados conceitos de divisibilidade e algoritmo da divisao. Na segunda, obteremos
o quociente da divisao de 2005 por 3, que é equivalente a obter a parte inteira de [20301
Esse calculo nos permite obter quantos multiplos de 3 cabem em 2005. Em outros casos que
desejarmos obter o niimero de multiplos num certo intervalo, sugerimos que seja consultada a
proposicao 15 e os exemplos 6 e 7. Na tltima solucao, optamos pelas noc¢oes basicas de progressao
aritmética, na qual, pelo critério de divisibilidade por 3 serd possivel obter o primeiro e o dltimo

termo dessa sequéncia. Mas, pelo fato de ser um assunto relativo ao ensino médio, sugerimos

que seja apresentada aos alunos desse nivel de ensino.

Solugao: 1. (OBMEP) Os mualtiplos de 3 maiores do que 1 e menores do que 2005 sdo os
numeros 3 X 1,3 x 2,3 x 3,---,3 xn onde 3 X n € o mator miltiplo de 8 menor do que 2005.

Usando o algoritmo da divisdo, podemos escrever 2005 = 3 x 668 + 1 e seque que n = 668.

Solugao: 2. Como queremos obter quantos sao os multiplos de 8 compreendidos entre 1 e 2005.

Basta calcularmos a parte inteira de

2005
=—| =668

FEsse resultado nos mostra que “cabem” 668 maultiplos de 3 nesse intervalo.

Solugao: 3. Pelas informagoes do enunciado e as definigdes de progressao aritmética, por ser
multiplo de 8 a razdo € r = 3, o primeiro termo € facilmente obtido, onde a1 = 3, agora para
calcularmos o ultimo, basta usarmos o critério de divisibilidade por 3, dai obtemos

an, = 2004, pois, ao somarmos os algarismos desse numero, obtemos 2 +0+0+4 = 6 ¢
6 | 3. Obtemos assim, a sequéncia (3,6,...,2004). Pela formula do termo geral da progressao
aritmética, an, = a1+ (n—1)r, temos que 2004 = 3+ (n—1)-3 = n = 668, onde 668 é o nimero

de maltiplos de 3 nessa sequéncia.

Problema 2. (OBMEP 2006 - Nivel 2 - 1% fase - Questao 3) Qual é a soma dos algarismos do

nimero 101°%0 4 101792 4 101822 4 101888 4 1018892

Neste problema, apresentaremos duas solucoes. Na primeira, utilizaremos as nocoes
bésicas de poténcias de base 10 e a representagao das mesmas no sistema decimal, destacando-se

a importancia do valor posicional dos algarismos nessa escrita. Na segunda solucao mostraremos
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a representacao dessas poténcias nesse sistema e a relagao que existe entre o expoente e o niimero
de zeros seguidos de 1. Destacando-se a importancia de diferenciar os termos utilizados para
designar os algarismos de um nimero no sistema citado e usados nos livros didédticos. O valor
absoluto e relativo dos algarismos na escrita decimal. Dessa forma, mostraremos que nao sera
necessario efetuar a soma de todos esses nimeros, pois queremos apenas o valor absoluto dos

mesmos.

Solugao: 1. (OBMEP) Se n é um numero natural maior que 0 entdo 10" é um ndmero da

forma 100---00.
——

N ZETO0S

Logo, 101990 4 101792 4 101822 4 101888 1 1089 = 1100---00100---00100---00100--- 00
N N e N e N’

) 65 zeros 29 zeros 291 zeros 1500 zeros
e portanto a soma dos algarismos desse nimero € 5.

Solugao: 2. As poténcias de base 10 da forma 10", com n >0 e n € N. Sao escritas conforme

0s numeros naturais indicados no expoente conforme descreveremos abaizo:

10t = 10 ,10%> = 100 ,10° = 1000,...,10" =1000...00
~~ ~~ ~~ —

1 zero 2 zeros 3 zeros n zZeros
Segue do enunciado que:

10%5%0 = 1000---00,10'™2 = 1000--- 00,1022 = 1000---00,10'%8 = 1000---00,10'8% =
N—— N—— N—— S——

1500Nzeros 1792 zeros 1822 zeros 1888 zeros
1000---00 entao,
—_——

1889 zeros
101500 + 101792 + 101822 + 101888 + 101889 —

100---00+100---004+100---004+100---0041000---00
— — N—— N— —_——
1500 zeros 1792 zeros 1822 zeros 1888 zeros 1889 zeros

Note que queremos apenas a soma dos algarismos dessa soma, perceba que isso pode

ser feito considerando apenas o algarismo 1 em cada parcela, logo a soma é 1+14+14+1+1=05.

Problema 3. (OBMEP 2007 - Nivel 2 - 1% fase - Questao 17) A soma dos algarismos de um

numero par de nove algarismos € 79. Qual € o algarismo das unidades desse nimero?

Sugerimos duas solugoes para este problema. Na primeira, usaremos os conceitos de
multiplos, valor posicional no sistema de numeragao decimal, paridade de inteiros e nogoes
implicitas de combinatoéria. Na segunda, além dos temas citados anteriormente, faremos algumas
consideragoes acerca da paridade de niimeros inteiros e do critério de divisibilidade por 2.

Destacamos aqui que esse problema pode ser explorado com outras questoes. Sugerimos
por exemplo, calcular a quantidade de nimeros distintos que podem ser formados considerando
as restrigoes do enunciado. Isso pode ser proposto tanto no ensino fundamental de forma cons-

trutiva quanto no médio, através da férmula da permutacao com repeticao de elementos.

77



Solugao: 1. (OBMEP) A maior soma possivel de nove algarismos acontece quando temos nove
algarismos 9 e € 9x9 = 81. Como 79 = 81 —2 , vemos que para que a soma de nove algarismos

seja igual a 79 s6 hd duas possibilidades
e sete algarismos 9 e dois algarismos 8;
e oito algarismos 9 e um algarismo 7.

No primeiro caso podemos formar vdrios numeros pares com soma dos algarismos igual a 79; por
exemplo, 999999988 e 899999998. No sequndo caso isso nao € possivel pois so temos algarismos

impares.

Solucao: 2. Pelos critérios de divisibilidade, sabemos que um nidmero € par, quando for divisivel

por 2, e ainda pela paridade de nimeros inteiros temos que:
e Numeros de mesma paridade a soma € par;
e Numeros de paridades distintas a soma é impar.

Pelo fato de que a soma desses algarismos deve ser igual a 79 e esse mumero deve ser par,
obrigatoriamente o ultimo algarismo deve ser par. Vamos analisar, por inspe¢ao, algumas con-

figuragoes possiveis:

e QOito algarismos 9 e o ultimo par: 999999998 = 9+9+94+9+9+9+94+9+8=280, o

resultado obtido ultrapassa 1 unidade;

e Pelo fato anterior, devemos substituir um dos algarismos 9 para 8, dai teremos sete alga-
rismos 9 e dois algarismos 8 sendo que um deles deve ocupar obrigatoriamente a posi¢do

das unidades e o outro em qualquer posicao.

Dessa forma podemos obtemos vdrios nimeros como por exemplo: 999999988, 999998998, dentre
outros onde em qualquer uma dessas configuracdes a soma dos algarismos € 9+9+94+9+9+

8+9+9+8=79.

Problema 4. (OBMEP-2008 - Nivel 2 - 1% fase - Questao 9) Ana e Daniela brincam de escrever
niumeros no quadro-negro. A brincadeira comeca com cada uma delas escrevendo um numero

natural. Depois disso:
e quem tiver o menor numero mantém esse numero;

e quem tiver escrito o maior numero troca-o pela diferenca entre seu niumero e o numero

da outra.
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Elas repetem esse procedimento até que os dois nimeros escritos no quadro-negro figuem
iguais. Se Ana comegou escrevendo 100 e Daniela 88, qual o nimero que vai ficar escrito no

quadro-negro ao final da brincadeira?

Apresentaremos duas solucGes para este problema. Na primeira, os valores dessas
diferencas serao dispostos numa tabela, essa estratégia de organizar os dados permite-nos fazer
analises mais detalhadas de problemas de um modo geral, e dai perceber que as operacoes feitas
por Ana e Daniela nos remetem ao uso do algoritmo de Euclides para o cédlculo do mdc de 100
e 88. Na outra, mostraremos que o calculo do méaximo divisor comum desses nimeros, também

podem ser obtidos pelo lema de Euclides.

Solugao: 1. (OBMEP)
1 2|38 4|56 | 78| 9)|10] 11

Ana 100 12| 12| 12| 12| 12| 12| 12| 12| 8 | 4
Daniela | 8§ | 88| 76 | 64| 52| 40| 28| 16 | 4 | 4 4

Logo a resposta correta é 4. Notamos que essa brincadeira nada mais € que o algoritmo
de Fuclides para calcular o mdximo divisor comum de dois niumeros; no caso, a tabela pode ser

interpretada como a sequéncia de divisdes

100 =1 x 88 4+ 12
88=Tx12+4

12=3x4+0

que nos mostra que o mdrimo divisor comum de 100 e 88 € 4.

Solugao: 2. O enunciado do problema nos diz que devem ser feitas subtragoes sucessivas, logo
sugere o cdlculo do mdximo divisor comum (mdc) dos nimeros 100 e 88 e indicaremos por
mde(100, 88).

Pelo lema de Euclides, temos

mdc(100, 88) = mdc(100 — 88, 88) = mdc(12, 88) = mdc(12,88 — 7 - 12) = mdc(12,4)

=mdc(4,12 — 3 -4) = mdc(4,0) =4

Como o mdc(100,88) = 4, entao, o nimero que ficard no final da brincadeira € 4.
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Problema 5. (OBMEP 2008 - Nivel 2 - 1% fase - Questao 13) Os 535 alunos e os professores
de uma escola fizeram um passeio de onibus. Os onibus, com capacidade para 46 passageiros
cada, ficaram lotados. Em cada onibus havia um ou dois professores. Em quantos onibus havia

dois professores?

Apresentaremos trés formas para resolver esse problema. Na primeira, foram usados
conceitos do algoritmo da divisdo e de multiplos. Na segunda, inicialmente o problema consiste
em ser modelado através de uma equacao com duas variaveis e dai, por inspegao obter-se-a os
resultados. E na terceira, apds a modelagem do problema, usaremos as defini¢bes de equagoes

diofantinas, que resolveremos pelas defini¢oes e propriedades de congruéncia linear.

Solugao: 1. (OBMEP) Como 535 = 11 x 46 4+ 29 , vemos que 11 dnibus sao insuficientes para
o passeio. Por outro lado, de 13 x 46 = 598 vemos que se o numero de onibus fosse maior ou
igual a 13 o nimero de professores seria no minimo 598 — 535 = 63 , o que nao € possivel pois
em cada onibus hd no mdzrimo 2 professores. Logo o passeio foi feito com 12 6nibus e o numero
de professores € 12 x 46 — 535 = 17. Como cada 6nibus tem 1 ou 2 professores e 17 dividido por

12 tem quociente 1 e resto 5, concluimos que o nimero de onibus com 2 professores é 5.

Solugao: 2. (OBMEP) Sejam x o nimero de énibus com 1 professor (nesses onibus hd 45
alunos) e y o nimero de onibus com 2 professores (nesses onibus hd 44 alunos). Logo, 45x +
44y = 535. Para resolver essa equacgao, observe que como x e y sao inteiros positivos, y tem que
ser um maltiplo de 5 menor que 15 (porque 15 x 44 > 535), isto é, y vale 5 ou 10. Substituindo

esses valores na equagao, obtemos y = 5.

Solugao: 3. Chamando de x o nimero de 6nibus com 1 professor (nesses onibus hd 45 alunos)
e por y o numero de onibus com 2 professores (nesses onibus hd 44 alunos), obtemos a sequinte
equagdo diofantina:

45z + 44y = 535

Como o mdc(45,44) =1 e 1 | 535, a equagdo tem solugdo. Usaremos as congruéncias
lineares para obter solucdes particulares de x e y. Assim resolveremos a congruéncia 45x = 535
(mod 44). Segue que:
452 =535 (mod 44) < x =7 (mod 44)

935 —45-7

Tomando x = 7, temos que y = 1

= b, todas as solugdes sdo da forma x =7 + 44t e
y=>5—4bt, comt € Z.

Como x,y devem ser inteiros positivos,
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x>0 y>0

7+ 44t > 0 e 5— 45t > 0
44t > —7 ATt < 5
t>—0,1... t<0,1...
0<t<0

Logo, temos que t =0 € o dnico parametro para a solu¢do desejada, entdo,

r=74+44-0=7Tey=5—45-0=5

Portanto, hd 7 6nibus com 1 professor e 5 énibus com 2 professores.

Problema 6. (OBMEP 2011 - Nivel 2 - 1% fase - Questao 2) Qual é o resto da divisao de
1x2x3x4x---x2011+ 21 por 87

Discutiremos trés solugoes para este problema. Na primeira, utilizaremos os conheci-
mentos basicos de multiplos, divisibilidade e algoritmos da divisao. Na segunda mostraremos
uma variante da primeira, na qual é possivel generalizar situagoes que envolvem multiplos e seus
possiveis restos numa divisao. Na outra, mostraremos a possibilidade de resolvé-lo usando os
conceitos de congruéncia modular e suas propriedades.

Apesar de que congruéncia modular é um tema que nao faz parte do curriculo da
educacao bdsica, mostraremos que e possivel a sua introducao nesse nivel de ensino, como

alternativa na solucao de problemas.

Solugao: 1. (OBMEP) Queremos dividir 1 X 2 x 3 x 4 x -+- x20114+21 =1 x2x3 x4 X
-+ x 2011 + 16 + 5 por 8. Como as duas primeiras parcelas do lado direito dessa expressao sdo
maultiplos de 8, sua soma também é um maltiplo de 8. Portanto, o resto da divisdo desse numero

por 8 € 5.

Solugao: 2. Note que 1 x 2 x 3 x4 X --- x 2011 é um maltiplo de 8 entdo a expressao

1X2x3x4x---x2011+421, pode ser reescrita na forma 8k+21 =8k+16+5 = 8(k+2)+5,

multi;;lodeS
onde k=1x3x5x---x 2011

Note que 8(k + 2) + 5 deiza resto 5 na divisao por 8.

Solugao: 3. Seja N =1x2x3x4x---x2011421, usando congruéncias e suas propriedades,
temos

N=1x2x3x4x---x2011421=0+5=5 (mod 8)

multiplo de 8
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Logo 1 x2x3x4x---x2011+ 21 detxa resto 5 na divisao por 8.

Problema 7. (OBMEP 2011-Nivel 2 - 1? fase - Questao 17) Mariana escreveu as decomposi¢oes
em fatores primos dos nimeros naturais de 2 a 100: 2,3,2x2,5,2x3,...,3x3x11,2x2x5x5.

Quantas vezes ela escreveu o algarismo 27

Apresentaremos duas solugoes para este problema. Na primeira, serdo necessarios os
conceitos de divisibilidade, ntimeros primos e a decomposicao em fatores primos. Na outra
solucdo, o teorema de Legendre que requer conhecimentos bésicos de fatorial de um numero,
poténcias de base 2, divisibilidade e o algoritmo da divisdo. Apesar de que alguns desses temas
nao sao ensinados nesse nivel de ensino, mostraremos que é possivel a sua aplicacdo e que é uma

ferramenta poderosa na resolucao de problemas desse tipo.

Solugao: 1. (OBMEP)Mariana escreveu o algarismo 2:
e uma vez na fatoracdo de cada nidmero par, isto €, 50 vezes;
e mais uma vez na fatoracao de cada mailtiplo de 4, isto €, outras 25 vezes;
e mais uma vez na fatoracao de cada maultiplo de 8, isto €, outras 12 vezes;
e mais uma vez na fatoracao de cada maultiplo de 16, isto €, outras 6 vezes;
e mais uma vez na fatoracao de cada multiplo de 32, isto €, outras 3 vezes;
e mais uma vez na fatoracao de cada multiplo de 64, ou seja, 1 vez;
e quando escreveu os numeros primos 23 e 29, ou seja, 2 vezes;

e quando escreveu 23 nas fatoracoes de 46, 69, 92 e quando escreveu 29 nas fatoragoes de

58 e 87, ou seja, 5 vezes.
No total, Mariana escreveu 50 +25+12+64+3 + 1+ 2+ 5 = 104 vezes o algarismo 2.

Solugao: 2. Para determinarmos quantas vezes o fator 2 aparece na sequéncia dos numeros

de 2 a 100, isso € equivalente a calcularmos a maior poténcia de 2 que divide 100!, ou seja,

devemos calcular E2(100!). Pelo teorema de Legendre temos

100 100 100 100 100
E>(100Y) = | — — — — — | =504+254+124+64+3+2+1=99
2(100!) [2]+[2Z]+{23}+[24]+[26] +25+12+64+3+2+
Note que 2%° | 100!, ou seja o fator 2 aparece 99 vezes. Porém, como desejamos obter quantas
vezes o algarismo 2 parecem nos numeros listados, devemos observar os numeros 21, 23, 25, 27
e 29 que tem o algarismo 2 e nao possuem o fator 2 em sua decomposi¢ao, logo hd 99 +5 = 104

algarismos 2.
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Problema 8. (OBMEP 2013 - Nivel 2 - 1% fase - Questao 17) Qual € o algarismo das dezenas
da soma 7 + 77, + 777 + 777---77T 4+ 707777 ¢
~~ ~~ ~~ — —

um sete  doissete  tréssetes  setentaeseissetes  setentae sete setes

Apresentaremos duas solugoes para esse problema. Inicialmente, note que néo é possivel
somar todas essas parcelas, porém ao usarmos as nog¢oes valor posicional no sistema de numeracao
decimal, podemos manipular apenas a soma dos algarismos das unidades e das dezenas desses
nuameros, facilitando assim todo o trabalho. Na outra solugao, usaremos os conceitos de con-
gruéncia modular. Aplicaremos congruéncia médulo 100 em todas as parcelas e ao final, na sua
soma. Dessa forma poderemos determinar tanto o algarismo das unidades quanto das dezenas

dessa soma.

Solugao: 1. (OBMEP) Ao somar os algarismos das unidades, encontramos 77 x 7 = 539. Logo,
o algarismo das unidades da soma é 9 e 53 deve ser adicionado d casa das dezenas. A soma
dos algarismos 7 que aparecem nas dezenas € 76 X 7 = 532, que somada a 53 dd 585. Logo, o
algarismo das dezenas € 5. Alternativamente, podemos observar que os algarismos das dezenas e
unidades da soma so dependem da soma dos algarismos das unidades e das dezenas das parcelas,
ou seja, sG0 08 Mesmos que o0s algarismos correspondentes da soma

T4+T77T+77T+---+77=T+76 x 77 = 5859; logo, o algarismo das dezenas da soma indicada €

5 e o das unidades € 9.

Solugao: 2. Neste problema queremos obter os algarismos das dezenas e para que possamos
obté-lo, basta dividir a soma por 100. Perceba que, somar todos esses numeros ¢ uma tarefa
muidvel, entao nesse caso utilizaremos congruéncias modulo 100. Escrevendo essa soma por N,

temos

N= 7 + 7 + 777 + 777---77 + J77---777
~~ ~~ ~~ N———— N——r

um sete  doissete tréssetes  setentaeseissetes  setentae sete setes

N=T+77T4+---+TT=74+76x77=T7+5852=>5859=59 (mod 100)
—_——

T6 vezes

Como o resto da divisdo de N por 100 é igual a 59, o algarismo das dezenas € igual a 5.

Problema 9. (OBMEP 2017-Nivel 3 - 1% fase - Questio 15) O contrdrio de um nimero de
dois algarismos, ambos diferentes de zero, € um numero obtido trocando-se a ordem de seus
algarismos. Por exemplo, o contrdrio de 25 ¢ 52 e o contrdrio de 79 € 97. Qual dos niumeros

abairo ndo € a soma de um numero de dois algarismos com o seu contrdrio?

Neste problema, faremos duas solucoes. Na solucao da OBMEP, serao usadas a ex-

pansao decimal de um ntumero inteiro e nocées de multiplos de 11, na outra solucao, além da
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expansao decimal, faremos uso do critério de divisibilidade por 11 para obtermos a alternativa

correta.

Solugao: 1. (OBMEP) Seja n um numero de dois algarismos, sendo a seu algarismo das
dezenas e b o das unidades; entdo n = 10a + b. Se a e b sdo ambos diferentes de zero, o

contrario de n € 10b + a. Desse modo, a soma de n e de seu contrdrio é.

(10a +b) + (10b + a) = 1la + 11b = 11(a + b)

e portanto a soma de um numero com seu contrdrio ¢ sempre um multiplo de 11. Basta agora

notar que todas as op¢oes sdo multiplos de 11, com a excecdo de 181.

Solugao: 2. Inicialmente vamos chamar o niumero de 2 algarismos por n e o seu contrdrio
! . . ~ Ve ~
por n'. Sejam a e b os algarismos nao nulos desses numeros e representando a sua erpansao

decimal, temos que n = ab = 10a + b e n' = ba = 10b + a, cuja soma € dada por:

n+n' = (ab) + (ba) = (10a + b) + (10b +a) = 1la + 11b =11 (a + b)

Note que o numero obtido € wm multiplo de 11. Agora, pelo critério de divisibilidade por 11,

vamos verificar quais numeros dentre 44, 99, 121, 165, 181, sao maultiplos de 11.

e /4, comod—4=0e0]|11, entdo 44 € divisivel por 11;

99, como 9—9=0e0| 11, entao 99 € divisivel por 11;

121, como 1 —2+1=0 ¢ 0| 11, entao 121 € divisivel por 11;

165, como 1 —6+5=0 € 0| 11, entao 165 é divisivel por 11;

181, como 1 —8+1=—6 e —61 11, logo 181 nao € divisivel por 11;
Logo, 181 nao é soma de um numero de dois algarismos com o seu contrdrio.

Problema 10. (OBMEP 2017-Nivel 3 - 1% fase - Questiao 6) Somando 1 a um certo nimero
natural, obtemos um maltiplo de 11. Subtraindo 1 desse mesmo numero, obtemos um multiplo

de 8. Qual € o resto da divisao do quadrado desse nimero por 887

Resolveremos esse problema de duas maneiras. Usaremos os conceitos basicos de divisao
euclidiana e divisibilidade na solugao da OBMEP, e na outra solucao proposta, as definicoes de

congruéncia e o teorema chinés dos restos.
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Solugao: 1. (OBMEP) Lembramos primeiro que, se a € b sao nimeros naturais, dizer que a
é maltiplo de b (ou b divide a) € dizer que existe outro nimero natural ¢ tal que a = bc. O
algoritmo da divisdo nos diz que, se b # 0, existem Unicos inteiros q e r tais que a = gb+r e
0 < r < |b; os numeros q e r sao ditos, respectivamente, o quociente e o resto da divisio de
a por b (se r =0, temos o caso em que a é maltiplo de b). Seja agora n o nimero natural do
enunciado. Como n + 1 é maltiplo de 11, existe um nimero natural t tal que n + 1 = 11¢; do
mesmo modo, existe um numero natural s tal que n — 1 = 8s. Multiplicando membro a membro
essas expressoes, temos (n + 1)(n — 1) = n? — 1 = 88ts, ou seja, n® = 88ts + 1. Essa wltima

expressdo mostra que o resto da divisdo de n® por 88 é 1.

Solugao: 2. Inicialmente, vamos chamar o certo numero natural por x e pelas notagoes de

congruéncia, o problema se resume a resolver o sistema abaizro:

z+1=0 (mod11)<:> x=-1 (mod 11)
x—1=0 (mod 8) z=1 (mod 8)

Como mdc(8,11) = 1, o sistema tem solugdo. Pelas defini¢oes do teorema chinés dos restos,

temos quem =11-8=88 e

I

My = =8 Miy; =1 (mod 11) )8y =1 (mod 11) [8y; =1 (mod 11) =T (mod 11)
11y =1 (mod 8)

8;81 7 Msys =1  (mod 8) 7 3y2 =1 (mod 8) , y2 =3 (mod 8)
Entao, x = a1-Mj-y1+ag-Ma-yo = (—1)-8-74+1-11-3 = —23 = 65 (mod 88), como queremos
obter o resto do quadrado desse numero dividido por 88, seque que 652 = 4225 = 1 (mod 88).

Portanto deiza resto 1.

Problema 11. (OBMEP 2018-Nivel 2 - 1% fase - Questao 9) Maria escolheu um nimero inteiro.
Ela somou a esse nidmero os trés numeros impares imediatamente inferiores e 0s dois numeros
pares imediatamente superiores a ele e obteve 141/ como resultado. Qual € a soma dos algarismos

do nimero que Maria escolheu?

Mostraremos duas solugoes para este problema. Em ambas, serao necesséarios conheci-
mentos de valor posicional no sistema de numeracao decimal, antecessor, sucessor, paridade de
nimeros inteiros bem como sua representacao genérica. Usaremos ainda equagoes do primeiro

grau para fazermos uma discussao mais detalhada acerca das possiveis solugoes.

Solugao: 1. (OBMEP) Como 1414 ¢é par, o nimero ao qual Maria somou trés impares e dois

pares € necessariamente impar. Escrevendo este nimero por n temos

n—=6)+n—4)+n—-2)+n+(n+1)+(n+3)=1414
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Logo, 6n — 8 = 1414 e n = 237. Somando os algarismos de 237, temos: 2+ 3+ 7 = 12.
Solugao: 2. Pela paridade de nimeros inteiros, temos dois casos a considerar:

i) O nimero escolhido € par;

i) O nimero escolhido é impar.

No primeiro caso, considere que o numero escolhido seja par, entdo € da forma 2q, com
q € Z, logo os trés numeros imediatamente inferiores impares sdo: 2q — 1,2q — 3,2q — 5 e o0s

dois pares imediatamente superiores sao: 2q + 2,2q + 4, dai representando essa soma, temos:

(2¢—5)+(2¢—3)+(2¢—1)+ (29) + (2¢+2) + (2¢ + 4) = 1414

6-(2¢) — 3 = 1414

1417
9g = ——!
1=

1417
Temos que 2q = e ¢ 7. Logo o nimero escolhido nao pode ser par.

Agora suponha que o nidmero procurado seja impar, ou seja da forma 2q+1, com q € Z.
Seque que os trés numeros imediatamente inferiores impares sdo: 2q —1,2q — 3,2q — 5 e o0s dois

pares imediatamente superiores sao: 2q + 2,2q + 4, dai representando essa soma, temos:

(20—5)+ (2¢—3)+ (2¢ — 1) + (2¢ + 1) + (2¢ + 2) + (2¢ + 4) = 1414

12 — 2 = 1414

12 = 1416

1416
2+1=——+1=237

Logo o nimero procurado € impar igual a 237, cuja soma de seus algarismos € 2+ 3+ 7 = 12.

Problema 12. (OBMEP 2012-Nivel 3 - 1% fase - Questao 13) Para fazer vdrias blusas iguais,
uma costureira gastou R3$2,99 para comprar botoes de 4 centavos e lagos de 7 centavos. FEla

usou todos 0s botdoes e lagos que comprou. Quantas blusas ela fez?

Apresentaremos duas solugoes para este problema. Na primeira, usaremos conceitos de
divisibilidade e decomposicao do nimeros em fatores primos. Na outra, inicialmente modelare-
mos o problema através de um equagao. Como o problema envolve duas incégnitas, obteremos

entao uma equacao diofantina. Nesse caso, usaremos os conhecimentos acerca desse tema para

resolvé-la.
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Solucao: 1. A costureira gastou 299 centavos. Como as blusas sao iguais, em cada uma foi
gasta a mesma quantia; logo, o numero n de blusas € um divisor de 299. Como 299 = 13 - 23
e tanto 18 quanto 23 sao primos, as possibilidades para n sdo 1, 13, 23 e 299. O enunciado
exclui a possibilidade n =1 (sao vdrias blusas) e a possibilidade n = 299 € excluida observando
que, como um botdo custa 4 centavos, a quantia gasta em qualquer blusa € maior que 1 centavo.
Sen = 23, o total em botoes e lacos gasto em cada blusa seria 13 centavos, o que ndo pode
acontecer pois nao € possivel gastar exatamente 13 centavos com botoes de 4 centavos e lagos de
7 centavos. Resta a possibilidade n = 13 ; nesse caso, o total gasto em botoes e lacos em cada

blusa € de 23 centavos, que corresponde a 4 botoes e 1 laco.

Solugao: 2. Seja x o numero de botdes e y o numero de lagos utilizados para fazer as blusas,

cujo custo total € de R$2,99, obtemos a equagdo

0,04z + 0,07y = 2,99

Note que, resolver a equagdo acima € equivalente a resolver a equacdo diofantina

dx + Ty = 299

Como o mde(4,7) =1 e 1] 299, a equacao tem solucdo. Usaremos as congruéncias lineares
para obter solugoes particulares de x e y. Assim resolveremos a congruéncia 4x = 299 (mod 7).
Seque que:

dr =299 (mod 7)< 4x =5 (mod7).
Como, xo = 3 € solu¢ao da congruéncia, temos que, v =3 (mod 7).

299 -4-3

Tomando © = 3, temos que y = -

= 41. FEntao, todas as solugdes sao da
formax=3+T7t ey=41—4t, comt € Z.

Como x,y devem ser inteiros positivos,

x>0 y>0
3+Tt>0 e 41 -4t >0
Tt > -3 —4t > —41
t>—0,4... t < 10,25
Logo,
0<t<10
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Substituindo todos os valores do parametro t nas equacoes x = 3+ 7t e y = 41 — 4t,

temos:

t1 01 1| 2|38 4|66 78] 9|10

x| 8| 10| 17| 24| 31|38 45|52 59| 66|73

Yyl 41137332925 |21 \|17|13| 9| 5 | 1

Note que a quantidade de botoes aumenta de 7 em 7 e a quantidade de lacos diminui de 4 em 4
facilitando assim os cdlculos.

Precisamos determinar quantas blusas ela fez. O numero de botoes e de lagos devem
ser os mesmos em cada blusa, entdo devemos obter o maior nimero d, tal que d = mdc(z,y).
Note que nos pares (z,y) obtidos, o maior mdc ocorre quando d = mdc(52,13) = 13.

Portanto € possivel fazer 13 blusas.

Problema 13. (OBMEP 2016 - Nivel 3 - 1% fase - Questao 17) Quantos sio os nimeros

. . on — 12
naturais n tais que e € também um numero natural?
n

Mostraremos duas solugoes para este problema. Na primeira, serao necessarios alguns
conceitos vistos anteriormente, tais como a fatoracao e a divisao, divisibilidade e andlise se sinais
na divisao de inteiros. Numa segunda solucao, usaremos a definicdo de divisibilidade, lema de
Euclides para o cédlculo do méaximo divisor comum, andlise de sinais da divisao de inteiros e

nocoes basicas de inequagoes.

Solugao: 1. (OBMEP) Podemos reescrever a expressio somando e subtraindo 40 no denomi-
nador, como abairo:
571—12_572—4()4—40—12_57’L—4()jL 28  5(n—38) 28 28

n—8 n—~8 - n-—-8 n—8 n-—28 Jr7’L—8:5+n—8

p L . on , . . .
Logo, os numeros inteiros n tais que e € um numero natural sao aqueles tais que

28

n—3_8

€ um numero inteiro igual ou maior do que —5.
28
n —_—

Para

3 ser um numero inteiro, n—8 deve dividir 28 e seque que (n—8) = +1,4+2, +4, +£7,+14

28
ou £28. E, dentre esses niumeros, para

ser um mumero inteiro igual ou maior que —5H,

seque que (n —8) = +1,+2,+4,+7, £14 ou +28.
Logo, os possiveis inteiros n sio n = +9,+10,4+12,+15,+1,+22, —6,+36 ou —20.

Desses, sete sao nimeros naturais.
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on — 12
Solugao: 2. Se ni8 ¢ um nimero natural, implica que (n — 8)|(5n — 12). Seja

d = mdc(5n — 12,n — 8), pelo lema de Euclides temos que:

d = mde(5n — 12,n — 8)

(
mde(bn — 12 — 5(n — 8),n — 8)
mdc(5n — 12 — 5n 4 40),n — 8)
de(

28,n —8)

Pela defini¢ao, d|28 e d|(n—8) e analisando o caso em que d|28, os possiveis valores inteiros para
d sao:+1,+£2,+4, +7, +14, 428, entao como d|(n — 8), substituindo os valores obtidos anterior-
mente em n—8, obtemos todos os numeros inteiros paran que sao: —6,—20,1,4,6,7,9,10,12, 15, 22, 36.

No entanto, n é um nidmero natural e por isso temos que considerar duas condi¢cdes em relacdo
on — 12
o ———-:
n—38

i) O numerador e o denominador devem ser positivos, ou seja
12
5n—12>0:>n>€:>n>2,4 e

n—8>0=>n>8
Entao, n > 8, ou seja 9,10,12,15,22 e 36.

1) O numerador e o denominador devem ser negativos, ou seja
12
5n—12<0:>n<€:>n<2,4e

n—8<0=n<8g

Nesse cason < 2,4, mas n € positivo, entdo n=1

Logo obtemos 7 valores naturais para n que sao os numeros 1,9,10,12,15,22 e 36.

Problema 14. (OBMEP 2017-Nivel 3 - 1? fase - Questao 9) A maior poténcia de 2 que divide
o produto 1 x 2 x -+ x 2023 x 2024 ¢ 22°'7. Qual é a maior poténcia de 2 que divide o produto

1x2x---x4047 x 40487

Na primeira solugao proposta, abordaremos os conceitos de poténcias, divisibilidade,
fatoracao e paridade de um numero inteiro. Usaremos, como solucao alternativa, novamente o

teorema de Legendre, para encontrarmos a maior poténcia de 2 que divide o niimero considerado.

Solugao: 1. (OBMEP) Como 22017 ¢ 4 maior poténcia de dois que divide o produto 1 x 2 x

22017

- x 2023 x 2024, podemos escrever esse produto na forma + I, sendo I um numero impar.
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Ja o produto 1 X 2 X --- x 4047 x 4048 pode ser escrito da sequinte maneira:

Ix(2x1)x3%x(2x2)x5x(2x3)---x(2x2023) x 4047 x (2 x 2024) =
(I x3x5x---x4047) x (2x 1) x (2x2) % (2x3)x(2x2023) x (2 x2024) =
(1x3x5x--x4047) x (1 x 2 x --- x 2023 x 2024) x 22924 =

(1 X3 x5x - x4047) x I x 22017 5 92024

O primeiro fator da 4ltima expressao também é um numero impar, logo,
1X2X -+ x 4047 x 4048 = T x 2201742024 — 7 92024 " condo T um fator impar. Assim, o

expoente da maior poténcia de dois que divide o produto dado € 4041.

Solugao: 2. Queremos obter a maior poténcia de dois que divide 1 X 2 X - -- x 4047 x 4048, note

que esse valor € equivalente a 4048! e pelo teorema de Legendre vamos encontrar E2(4048!).

oy = |57+ [+ [50) < [50) [ [ [ 7]

2 22 23 24 25 26 27
4048 4048 4048 4048
+ 28 + 29 + 210 + 9211

FE>(4048!) = 2024 + 1012 + 506 + 253 + 126 + 63 + 31 + 15+ 7+ 3 + 1 = 4041

Logo, 24041 | 1 x2x -+ x 4047 x 4048. Entdo, a maior poténcia de dois que divide

1x2x - x 4047 x 4048 é 4041.

Problema 15. (OBMEP 2018-Nivel 3 - 1% fase - Questdo 5) De quantas maneiras podemos
trocar uma nota de R$20,00 por moedas de R$0,10 e R$0,25¢

Apresentaremos quatro solugoes para explorar esse problema. Serdo trés delas pro-
postas pela OBMEP e uma outra através de equagtes diofantinas. Na primeira solucao, sao
necessarios conhecimentos de paridade, multiplos e nocoes elementares de combinatéria. Na se-
gunda, o problema serd modelado a partir de uma equagao com duas varidveis para representar a
quantidade de moedas de R$0,25 e de R$0,10 centavos, ainda serao necessirios conhecimentos de
paridade e inequacoes. Na terceira, faremos conjecturas com a ideia de multiplos, e finalmente
na ultima, denotaremos o problema através de uma equacao diofantina, cujo desenvolvimento

sera descrito abaixo.

Solugao: 1. (OBMEP) Ndo podemos usar um nimero impar de moedas de 25 centavos, mas
podemos usar 0,2,4,--- até 80 dessas moedas, e cada escolha gera uma maneira diferente de
fazer a troca. Logo, o nimero de maneiras de trocar R$ 20,00 por moedas de R$ 0,10 e R$ 0,25

€ igual a quantidade de nimeros pares entre 0 e 80, incluindo os extremos, ou seja, € 41.

90



Solugao: 2. (OBMEP) Sejam x e y as quantidades de moedas de R$30,25 e R$0,10, respecti-

vamente, usadas para formar a quantia de R$20,00. Assim,
0,25z + 0,10y = 20.

Multiplicando a equagdo por 20, obtemos bx + 2y = 400. Como 400 e 2y sao numeros pares, x
também é um numero par, e dai podemos escrever x = 2z. Uma vez que o valor do inteiro z
tenha sido escolhido, teremos uma solugao com y = %(400 —10z) = 200 — 5z. Para que y seja
um inteiro nao negativo, 200 — 5z > 0, ou seja, z < 40. Por outro lado, como z > 0, podemos

concluir que existem exatamente 41 valores possiveis para ele, a saber: 0,1,2,--- ,40.

Solugao: 3. (OBMEP) Pensemos no que aconteceria se usdssemos moedas com valor R$0,05.
Precisariamos de 400 dessas moedas para formar a quantia de R$20,00. Podemos trocar duas
dessas moedas pela moeda de R$ 0,10 e cinco delas pela moeda de R$0,25. Para que consigamos
usar apenas as duas moedas (de R$0,10 e R$30,25), mencionadas no enunciado, devemos realizar
todas as trocas possiveis sem sobrar nenhuma moeda de R$0,05. Para que isso seja realizavel, a
quantidade de moedas de R$ 0,05 convertidas em R$0,25, além de mailtiplo de 5, também deve
ser par, para que sobre uma quantidade par de moedas de R$0,05 que devem estar associadas as
trocas por moedas de R$0,10. Os maltiplos de 5 que sao pares e estao entre 0 a 400 (incluindo-
0s), sao: 0,10,20,30,---,400. Essa lista é composta por 41 nimeros e corresponde aos modos

de usarmos as moedas de R$0,25 e R$0,10 para obtermos a quantia total de R$20,00.

Solugao: 4. Indicamos por x ey a quantidade de moedas de R$0,10 ¢ R$0,25 respectivamente,

entao de acordo com as informacdes do problema obtemos a equacdao:
0,10z + 0, 25y = 20, 00.
Note que, resolver a equacdo acima € equivalente a resolver a equacdo diofantina
2z + by =400

Sabemos que o mdc(2,5) = 1 e 1 | 400, logo a equagdo diofantina tem solu¢do.Escrevendo o

mdc(2,5) =1 como combinagao linear de 2 e 5, temos:

2(—2) +5(1) =1
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multiplicando tudo por 400
2(—800) + 5(400) = 400

temos entao a solugdo geral

= —800+ 5t ey =400 — 2¢ VteZ

temos que x,y devem ser nao negativos.

x>0 0<y
—800+5t >0 e 0 <400 — 2t
5t > 800 2t <400
t > 160 t <200
160 <t <200

Logo temos 200 — 160 4+ 1 = 41 posstbilidades.

Problema 16. (OBMEP 2018-Nivel 3 - 1* fase - Questao 11) Qual é o maior valor possivel

para o mdzimo divisor comum de dois nimeros naturais cujo produto € 60007

Proporemos duas solugoes para este problema. Na primeira, serao abordados temas
como a decomposicao de ntimeros em fatores primos, maximo divisor comum, minimo multiplo
comum e ainda a relacdo entre eles. Na segunda, além da decomposicao em fatoragao em
primos, apresentaremos a férmula que relaciona o mmc e mdc de dois nimeros inteiros. Apesar
dessa férmula nao ser usual no ensino fundamental, veremos que é muito 1til para resolvermos

problemas que relacionam os temas em questao.

Solugao: 1. (OBMEP) O mdc de dois nimeros que estio fatorados como produto de primos € o
produto dos primos comuns, cada um elevado ao menor expoente que comparece nas fatoragoes.
Denotamos por a e B os dois mimeros cujo produto é 6000 = 2* x 3 x 53. Assim, os fatores
primos de a e B sao 2, 8 ou 5. O mdc de o e 8 serd o maior possivel, quando os fatores primos
estiverem distribuidos de forma mais equanime possivel. Em particular, o fator primo 2, que
ocorre com expoente par na fatoracdo de 6000, deve ocorrer com o mesmo expoente nas fatoracoes
de a e B, a saber, a metade do expoente (4 +~ 2 = 2) que aparece na fatorag¢do de 6000. Para o
primo 5, cujo expoente é um numero impar mator do que 2, devemos maximizar sua 0coTTréncia
nas fatoracoes de o e 8. Para isso, subtraimos 1 de seu expoente na fatoracdo de 6000, ou seja,

fazemos 3 —1 = 2, e depois tomamos a metade (2 +2 =1). Assim, para o caso estabelecido no
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enunciado, a fim de mazximizar o mdc entre o e 3, devemos ter em suas fatoragoes o produto
2 x2x5=20. Una possibilidade ¢ « =2 x2x5%x3=60e=2x2x5x5=100. Assim,

o maior valor possivel para o mdc entre o e 3 € 20.

Solugao: 2. Sejam a e b os nimeros naturas cujo produto € igual a 6000, pela defini¢cdo temos
que

mdc(a,b) - mme(a,b) = |ab|
como a e b sao nimeros naturais, temos que

ab

mme(a,b) - mde(a, b) = ab < mdc(a, b) = mme(a,b)

Como ab = 6000 e a decomposi¢io em primos de 6000 é ab = 6000 = 2* - 3. 53.

Para que o mdc(a,b) seja mdzximo, o mmc(a,b) deve ser minimo e para que isso ocorra, devemos
distribuir 2*-3-5% igualmente entre a e b. Note que em 2% basta fazer 4+2 = 2, em 3 nio tem como
distribuir igualmente, ficando entdo, esse fator, com a oub e ainda em 5° faremos(3—1)+2 =1

entdo optamos por fazer a sequinte distribuicdo:
e a=22.3.5=60
e b=2%.52 =100

Entao, pela definicao de mdc basta tomarmos o expoente minimo das poténcias comuns de a e
b que sdo 2% e 5, ou seja:
mdc(a,b) = 2% -5 =20 que € a solugcdo do problema.

Note ainda que, poderiamos resolver esse problema optando em calcular o o mme(a,b).

Para isso, pela definicdo, basta tomar as poténcias mdzrimas de a e b, ou seja

mme(a,b) =22 -3 - 5% =300

ab

Entao, substituindo em mdc(a,b) = 7( 0’ obtemos
mme(a,
6000
mdc(a, b) = W = 20

Logo o maior valor possivel para o mdc € 20.
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Problema 17. (OBMEP 2008-Nivel 3 - 1% fase - Questao 7) Em certo ano bissexto (isto €, um
ano que tem 366 dias) o numero de sdbados foi maior que o numero de domingos. Em que dia

da semana caiu o dia 20 de janeiro desse ano?

Nos problemas que envolvem calenddario, é importante que sejam bem definidas as
nocoes basicas do nimero de dias numa semana, e do nimero de semanas e meses em um ano,
devendo ainda ser destacada a diferenca do nimero de dias no ano comum e bissexto. Na
primeira solucao, serao usadas as nocoes de calendério citadas acima e o algoritmo da divisao.
Na segunda, faremos uma abordagem do problema usando congruéncia modular, cujas etapas

serao descritas na solugao.

Solugao: 1. (OBMEP) Como a cada sdbado seque um domingo, para que o numero de sibados
num ano seja maior que o numero de domingos € necessario que o ultimo dia desse ano seja
sabado. Como 366 = 52 X 7+ 2, um ano bissexto consiste de 52 semanas e 2 dias. Logo, se 31
de dezembro foi um sdbado, 2 de janeiro também foi um sdbado. Contando de 7 em 7, vemos

que 16 de janeiro foi um sdbado, donde 20 de janeiro foi uma quarta-feira.
Solugao: 2. Para resolver esse problema, sao necessarias algumas informacades:

e Em um ano comum hd 365 dias, e num ano bissexto, 366;
e Uma semana tem 7 dias;

e Se uma determinada semana iniciar num domingo, terminard num sdbado.

Para obter quantas semanas hd em um ano, usaremos congruéncia modulo 7, temos

365 =1 (mod 7), pois 365 =7-52+1

366 =2 (mod 7), pois 366 =7 -52+ 2

ou seja em um ano comum hd 52 semanas e 1 dia e num ano bissexto, 52 semanas e 2 dias.
Isso nos diz que, se um ano comum iniciar num domingo, terminard num domingo (ou seja, no
mesmo dia) e se for bissexto, terminard numa sequnda.
Como queremos obter um ano bissexto em que o numero de sdbados ¢ maior do que o
numero de domingos, o referido ano deverd terminar num sdibado e seu inicio, numa sexta-feira.
Como sao 20 dias desde o inicio do ano considerado até o dia 20 de janeiro, usando
congruéncias, temos

20=6 (mod?7), pois20=7-2+6

ou seja, sao 2 semanas e 6 dias, entdo, o dia 20 de janeiro caiu numa quarta-feira.
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Problema 18. (OBMEP - Banco de Questoes 2011 Nivel 1 - Questao 1) Encontre o menor

maultiplo de 9 que nao possui algarismos impares.

Este problema requer conceitos de multiplos, critério de divisibilidade por 9, paridade

de inteiros e a representacao de nimeros no sistema decimal.

Solugao: 1. Inicialmente note que esse nimero deve ser inteiro positivo e multiplo 9, e ainda
que, pelo critério de divisibilidade por 9, a soma de seus algarismos, nesse caso sao pares, deve
ser divisivel por 9.

Chamando esse numero por n = TTp_q1---T3rariTy, onde TErg_1---T3rariTo SGO 0S
algarismos desse nimero e rg,rg_1,...,7r3,72,71,70 € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Analisaremos algumas possibilidades.

i) Se n tiver apenas 1 algarismo, ou seja n = ag hd uma possibilidade, n =9 que € impar e

nao satisfaz o problema.

1) Se n tiver 2 algarismos, ou seja n = 119, pelo critério de divisibilidade por 9, r1 +1ro =9
ou r1 +rg = 18. Mas pela paridade de numeros inteiros, ri + 19 = 9 nao € possivel,
restando o caso r1 + rg = 18 que ocorre somente se n = 99 que novamente nao satisfaz o

problema.

iii) Se n tiver 3 algarismos, ou seja n = rorir, entao ro + 11 +19 =9, 19 + 71 + 19 = 18 0U
ro + 11+ 19 = 27. Mas pela paridade de inteiros, o unico caso possivel € ro + 11+ 19 = 18.
Pelo fato de que desejamos obter o menor nimero possivel com algarismos pares, entdo

ro = 2, e para que a soma seja 18, temos que r; = 8 e rg = 8, obtendo assim n = 288.

Problema 19. (OBMEP - Banco de Questoes 2011 Nivel 1 - Questao 2) Uma caiza possui o
formato de um bloco retangular de dimensdes 102 cm, 255 cm e 170 cm. Queremos guardar
nessa caira a menor quantidade possivel de pequenos cubos de aresta inteira, de forma a ocupar

toda a caiza.

a) Qual a medida da aresta de cada bloco?

b) Quantos blocos serdo necessdrios?

Este é um problema que propicia a interacao da teoria dos nimeros com a geometria.
Na solucao do problema, usaremos alguns conceitos da geometria, em particular do calculo do
volume de um bloco retangular, que é dado pelo produto das trés dimensoes, usaremos ainda
o méximo divisor comum na determinagao da quantidade maxima de bloquinhos de mesma
dimensao que cabem no bloco maior e nesse caso optamos por calcular o mdc de trés nimeros

a partir da decomposicao em fatores primos das medidas do mesmo.
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Solugao: 1. a) Como a medida da aresta do cubo deve ser a menor possivel, devemos obter
um divisor comum das 3 dimensées do bloco. Entdo, basta calcularmos o mde(102,255,170).

Pela decomposicdo em fatores primos temos
102=2-3-17,255=3-5-17,1710=2-5-17

Como o mdc(102,255,170) = 17, a medida das das arestas do cubo € igual a 17 cm.

b) Para calcularmos o nimero de cubos que cabem no bloco retangular, basta dividir o volume

do bloco pelo volume de cada cubo, assim

102 - 255 - 170

71717 =6-15-10 =900

Logo, ha 900 cubos no blocos retangular.

Problema 20. (OBMEP-Banco de Questoes-2011 Nivel 1 - Questao 5) Dizemos que um nimero
natural € sortudo se todos os seus digitos sao iguais a 7. Por exemplo, 7 e 7777 sdo sortudos,
mas 767 nao €. Jodo escreveu num papel os vinte primeiros nimeros sortudos comecando pelo

7, e depois somou-0s. Qual o resto da divisdo dessa soma por 10007

Note que este problema ¢é similar ao problema 8. Como ja vimos, mostramos duas
formas para resolvé-lo o que pode ser feito de maneira andloga aqui, porém, optamos por resolver
este problema usando congruéncia modular e suas propriedades. Como desejamos encontrar o
resto da divisao dessa soma por 1000, usaremos congruéncia médulo 1000, cujos cédlculos serao

descritos na solucao.

Solucao: 1. Note que a soma dos 20 niumeros sortudos corresponde & 7+ 77+ 777+ ... +

77777
——

20 setes
Para obtermos o resto da divisdo dessa soma, usaremos congruéncia e suas propriedades.

Temos que,

7=7 (mod 1000)
77=77 (mod 1000)
777 =777 (mod 1000)

7777 =777 (mod 1000)

7...777 =777 (mod 1000)
——

20 setes
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Note ainda que todo numero sortudo a partir de 777, deiza resto 777 na divisao por 1000. Agora,

escrevendo essa soma por N, temos

N=T+T7T+TTT+ 70T+ 77T+ -+ 777 (mod 1000)

18 vezes

N=7+77+18-777= 14070 =70 (mod 1000)

Logo o resto da divisao de 7T+ 77+ 777+ ...+ 77...777 por 1000, ¢é igual a 70.
20 setes
Problema 21. (OBMEP-Banco de Questoes 2011 Nivel 2 - Questao 47)

a) Prove que o numero 8999991 nao é primo.

b) Prove que o nimero 1000343 ndo é primo

Neste problema, proporemos duas solucoes. Na primeira, serao utilizadas as identidades
a> —b*=(a—0b) (a+0b)ea®+b=(a+b)-(a®—ab+b*), os conceitos de niimeros primos e
compostos. Na segunda solugao, proporemos explorar o lema 40 para o teste de primalidade as

proposicoes 11 e 12.
Solugao: 1. (OBMEP)

a) Observe que

3999991 = 400000 — 9 = 4-10° — 3% = (2-10%)? — 32 = (2-10% — 3)(2-10° + 3)

= 1997 - 2003

b) Observe que

1000343 = 10% + 72 = (10%)3 + 7® = (10> 4+ 7)((10%)2 — 10? - 7+ 7?)

= (102 + 7)((10%)2 — 10% - 7+ 7%) = 107 - 9349,

portanto nao € wm numero primo.

Solugao: 2.  a) Inicialmente vamos verificar se 3999991 € primo. Pelo lema 40, temos que

V3999991 < 2000,

agora, temos que verificar se 3999991 € divisivel por algum nimero primo menor do que
2000, mas, isso seria uma tarefa cansativa e desmotivante pois existem muitos primos

menores do que 2000.
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Note que 3999991 = 4000000 — 9 = 20002 — 32 ¢ pela proposicio 11, fazendo a = 2000,
b=3 en=2, temos que (2000 — 3) | 2000 — 32, ou seja 1997 | 3999991, pois 3999991 =
1997 - 2003. Logo, 3999991 concluimos € um numero composto.

b) Jd vimos que o teste de primalidade em nimeros grandes nao e prdtico, entao, como
1000343 = 1000000 + 343 = 10° + 73 = (10%)® + 73 € pela proposicio 12, fazendo a = 10,
b=7en =3, temos que (10> +7) | 10° + 73, ou seja 107 | 1000343, pois 1000343 =
107 - 9349. Logo, 1000343 é um numero composto.

Problema 22. (OBMEP-Banco de Questoes 2015 Nivel 3 Questao 28) Em uma lousa sdo
escritos os 2014 inteiros positivos de 1 até 2014. A operacao permitida € escolher dois nimeros
a e b, apagd-los e escrever em seus lugares os nimeros mdc(a,b)(mdzximo divisor comum) e
mmc(a, b) (minimo maltiplo comum). Essa operagao pode ser feita com quaisquer dois nimeros
que estao na lousa, incluindo os numeros que resultaram de operacoes anteriores. Determine

qual a maior quantidade de niumeros 1 que podemos deizar na lousa.

Para resolvermos este problema, inicialmente usaremos os conceitos de paridade o lema
21 para mostrar que dois numeros consecutivos sdo coprimos. A partir dai, com essas in-

formacoes, encontraremos a quantidade méxima de ntimeros 1, conforme segue abaixo.

Solugao: 1. Representando por a e b esses niumeros inteiros positivos e fazendo b =a+ 1, ou

seja o sucessor de a. Pelo lema 21 temos que:
mdc(a,b) = mdec(a,a + 1) = mde(a,a + 1 — a) = mde(a, 1) = 1.

Note que, o mdc de dois numeros consecutivos, sempre serd igual a 1, ou seja, sGo coprimos.
Isso nos mostra que a maior quantidade de niumeros iguais a 1 que podemos obter, ocorre quando
tomamos os nimeros consecutivos dessa sequéncia, ou seja devemos obter o mde(a,b) dos pares

de nimeros (1,2),(3,4),---,(20013,20014), obtendo assim 1007 nimeros iguais a 1.

1007 pares

Problema 23. (OBMEP - Banco de Questoes 2015 Nivel 8 Questdao 22) Seja n um nimero
inteiro positivo. Se, para cada divisor primo p de n, o nimero p* nio divide n, dizemos entdo
que n € livre de quadrados. Mostre que todo numero livre de quadrados tem uma quantidade de

divisores que € igual a uma poténcia de 2.

Neste problema, usaremos os conceitos de divisibilidade, decomposi¢ao de um nimero
em fatores primos e a férmula que permite encontrar o nimero de divisores positivos de um

nimero inteiro. Sugerimos que seja exibido um caso para deixar mais claro o que se pede. Por
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exemplo, o nimero 15 = 3 - 5, cujos divisores primos sao 3 e 5, como 32 115 e 52 115 ¢ea
quantidade de divisores pode ser obtida por d(15) = (1 +1)- (14 1) = 4. Como os divisores
positivos de 15 séo 1,3,5 e 15. Note que ha 2% = 4 divisores livres de quadrados ou seja, uma

poténcia de 2.

Solugao: 1. Seja n um numero livre de quadrados cuja fatoracdo em primos € dada por:

onde p1,p2,- -+ ,Pr SG0 NUMeEros primos € oy, s, - , g SA0 0S8 expoentes.
Como queremos que n seja livre de quadrados, entdo, os expoentes devem ser todos

iguats a 1. Portanto,

n=p1-p2- Pk

Agora, para contarmos a quantidade de divisores de n, basta usarmos a formula

dn)=(1+1)-141)----(1+1)=2-2.2...2=2F

k vezes

k vezez

Logo, todo niumero livre de quadrados tem uma quantidade de divisores igual a uma

poténcia de 2.

Problema 24. (OBMEP - Banco de Questoes 2018 Nivel 2 Questao 25) Se A = 111---111 e
——

2m

B =444 .. -444, verifigue a soma A+ B+1 € um quadrado perfeito para qualquer inteiro positivo

m
m.

Para resolver este problema, serao necessarios conhecimentos acerca dos nimeros qua-
drados perfeitos, critério de divisibilidade por 3, da identidade (a+ b)2 = a®+2ab+b? e do valor
posicional dos algarismos no sistema de numeracao decimal, em particular da representacao de

numeros formados apenas por algarismos iguais a 1. Note que esse tipo de nimero pode ser
n

escritos na forma 9 onde n é um nimero inteiro positivo e representa a quantidade de

digitos iguais a 1. Esse resultado pode ser justificado de duas maneiras:

1. No ensino fundamental, sugerimos que essa representacao pode ser construida através do

seguinte procedimento:
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10t —1

1=
9
2 _
11:10 1
9
103 —1
111 = 0
9
0™ —1
111...11 =
N—— 9

n vezes

2. No ensino médio, isso pode ser feito através da soma dos n termos de uma progressao

geométrica.

Assim, como

_ n n—1 1
111 111 = 10"+ 10 + + 10" +1

n
As parcelas do segundo membro dessa igualdade formam a sequéncia (1,10%,10%,...,10""%,10™),
cujos termos formam uma progressao geométrica onde, o primeiro termo a; = 1 e razao g = 10.

A soma S de seus n termos é dada pela féormula:

¢"—1_  10n-1_10"—1
g—1 —~ 10—-1 9

Solugao: 1. Temos que,

A+B+1=111---1114+444---444+1 =111---111 44 - 111--- 111 41

2m m 2m m

10?m —1 10m —1 (10m™)2 — 1 10m —1
=44 1= 4. 1
o °* o 9 + o
_(mmﬁ—1+4 mm—1+9 (10m™)2 —1+4-10m —4+9
— 5 : 2

9 9 9
(10m)2 +4-10m+4 (10 + 2)?
9 B 32

(104 2)?
B 3
Pelo critério de divisibilidade por 3, o niumero 10™ + 2 € divisivel por 3, entao,

10m + 2
A+B+1:<03+

) € um quadrado perfeito para qualquer m inteiro positivo.
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Problema 25. (OBMEP - Banco de Questoes 2018 Nivel 3 Questao 6) Se m! termina com

exatamente n zeros, dizemos que n é a cauda do fatorial m! Observe os exemplos e responda:
e 5! =5 x4 x3x2x1=120, termina em um zero, por isso, a cauda do fatorial 5! € 1; e
e 10! = 3628800, termina em dois zeros, logo a cauda do fatorial 10! € igual a 2.
a) Quais sao as caudas dos fatoriais de 20! e 25!7
b) Qual o digito das dezenas de 7!+ 8!+ 9!+ ...+ 2018!?

Para resolver este problema, usaremos os conceitos de fatorial, poténcias, algoritmo
da divisao e divisibilidade. No item (a), usaremos o teorema de Legendre, e como queremos
encontrar o numero de zeros que terminam os numeros 20! e 25!, devemos obter o maior poténcia
de 10 = 2-5 que divide 20! e 25!. Para o item (b), além dos temas citados anteriormente, usaremos

congruéncia modular e suas propriedades.

Solugao: 1. a) Para determinar quantos zeros termina 20! e 25!, basta usarmos o teorema

de Legendre. Como 10 = 2 X 5, vamos encontrar a maior poténcia de 2 e de 5, ou seja

Eg(n') (& E5(n')

Vamos determinar a cauda fatorial de 20!

20 20 20 20
2(20!) {2}+[22}+[23}+[2J 04+5+2+ 8
2
E5(20!) = [50} _y4

Temos que, 20! = 218 .5 . k= (2.5)%. 214 . kL =10%. 213 . £ = 10000 - 2'3 - k onde k € N.
Logo, a cauda de 20! € 4.

De modo andlogo vamos achar a cauda fatorial de 25!.

E5(25) = [25} + [25] + [25] + [20] —124+6+3+2+1=24

2 22 23 24
25 25
Es5(25!) = [5} + [52] =5+1=6

Temos que, 25! = 224 .55 . k' = (2.5)5.218. & = 10%.213 . &’ = 1000000- 23 -k’ onde k' € N
logo a cauda de 25! é 6.

Note que seria suficiente calcular apenas Es(n), reduzindo assim os cdlculos.
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b) Como queremos determinar os digitos das dezenas dessa soma, devemos encontrar os

restos da divisao dessa soma por 100. Neste caso usaremos congruéncia modulo 100.

70 =5040 =40 (mod 100)
8! =40320 =20 (mod 100)

9! = 362880 = 80 (mod 100)

Note que 10! € divisivel por 100, logo qualquer niumero fatorial maior do que 10! também serd,
1sso implica que ao dividir qualquer nimero nessas condi¢oes por 100, deixard resto igual a 0.

Representando por S essa soma, ou seja, S =T+ 8+ 9!+ ... 4 2018!, temos que

S=7+84+9'+10!...420174+2018'=404+20+80+0+0...+0=140 =40 (mod 100)
2009

Portanto, o digito das dezena € 4.

Problema 26. (OBMEP - Banco de Questoes 2018 Nivel 3 Questao 3) Seja S(n) a soma dos

digitos de wm inteiro n. Por exemplo, S(327) =3+ 2+ 7 = 12. Encontre o valor de
A=5(1)-52)+5(3)—-S5(4)+---—5(2016) + S(2017).

Na solucao desse problema, serao necessarios os conceitos de paridade e valor posicional
do sistema de numeragao decimal. Mostraremos que ao fazermos a diferenca da soma dos digitos
de nimeros consecutivos, observadas as restricbes que mostraremos abaixo, o valor obtido serd

igual a 1.

Solucao: 1. Se m € par, o numero m + 1 possui os mesmos digitos que m com exce¢do do
digito das unidades, que € uma unidade maior. Portanto, S(m+1) —S(m)=m+1—m = 1.

Isso nos permite agrupar os termos da sequéncia em pares com diferenca igual a 1:

A=S(1) - S(2)+S(3) — S(4) + ... — S(2016) + S(2017)
= S(1) + (S(3) — S(2)) + (S(5) — S(4)) + ... + (S(2017) — S(2016))

=14+14+14+...+1
—_——
1008 vezes

=1+ 1008 = 1009

Logo, a soma € igual a 1009.
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Problema 27. (OBMEP - Banco de Questoes 2017 Nivel 2 Questao 6) Determine se o nimero

11---1211---1 € um numero primo ou wm numero composto.
—— =
2016 2016

Para resolver este problema, usaremos os conceitos de niimeros primos, compostos, a
representacao de um nimero no sistema de numeracao decimal e sua decomposi¢ao. Sugerimos
que sejam ilustrados casos mais simples para facilitar a compreensao dos alunos. Como exemplo,

temos

121 =110 +11 = 11-10' +11 = 11 - (10* 4+ 1)

11211 = 11100 + 111 = 111 - 10> + 111 = 111 - (10> + 1)

111---12111---1=111---1-10" +111---1 =111---1-(10" + 1)
—_—— —_—— —_— Y=

n uns n uns n+1 uns n+1 uns n+1 uns

Solugao: 1. Para que um niumero seja composto, deve possuir 2 ou mais divisores maiores que
1.
Note que

11---1211---1=11---1-10%016 1 11...1
—— Y~ = ——

2016 2016 2017 2017
—11...1(.102016
=11---1(-10% 4 1)
2017

Como 11---1 e 10%°6 41 sdo divisores do nimero dado e sio maiores do que 1, concluimos que

2017
11---1211---1 € composto.
—— Y—

2016 2016
Problema 28. (OBMEP - Banco de Questoes 2017 Nivel 2 Questao 27) Quantos divisores de

8810 deizam resto 4 quando divididos por 62

Usaremos os conceitos de nimeros primos, decomposicao em fatores primos, proprieda-
des das poténcias, divisibilidade e a relacdo que permite calcular o nimero de divisores positivos
de inteiro e as propriedades de congruéncias. Para facilitar a compreensao, sugerimos que inici-
almente seja calculado o nimero de divisores positivos de 88. Isso pode ser feito pela fatoracao

em primos, onde 88 = 22 - 11, dai, o ntmero de divisores de 88 é dado por
d88)=3+1)-(1+1)=4-2=38
ou seja, 88 tem 8 divisores que sao os numeros 1,2,4,8,11,22,44 e 88.

103



Solugao: 1. A decomposicao em fatores primos de 88 € dada por:
88 =23.11 = 8810 = (23.11)10 = 230. 1110,

Note que todos os divisores de 83 sio da forma 2% - 11'3, coma, €E Nel < a<30e
0< B <10.

Queremos determinar todos os divisores de 88° que deizam resto 4 quando dividido por 6.

Usando a notagdo de congruéncia isso € equivalente a
2°.11P =4 (mod 6)

Analisando as congruéncias de 2% para 0 < a < 30, temos

2=2=-4 (mod 6)
22 =4 (mod 6)
23=2=—-4 (mod 6)

2' =4 (mod 6)
229 =2 = —4 (mod 6)
230 =4 (mod 6)

Observe que

29 =4 (mod 6) se a for par

2% =—4 (mod 6) se a for impar
Ao analisarmos as congruéncias de 117, com 0 < B < 10, temos que

117 = (—1)5 =1 (mod 6), se B for par, incluindo o 0

11° = (—1)5 = -1 (mod 6), se S for impar.
Como os resultados que nos interessam sao da forma

29.119 =2%. (-1’ =4 (mod 6)

104



Esse resultado ocorre apenas nas sequintes possibilidades:

i) Se « for par maior do que zero, e B for par, incluindo o zero, temos
2.1 =4.1=4 (mod 6).

Entdao ha 15 possibilidades para o e 6 para 5. Logo hd 15 -6 = 90 divisores.

i1) Se a for impar e B for impar, incluindo o zero, temos
29.11° = (—4)- (-1) =4 (mod 6).

Entao ha 15 possibilidades para o e 5 para 8. Logo hd 15 -5 = 75 divisores.
Portanto, ha 90 4+ 75 = 165 divisores com essas caracteristicas.

Problema 29. (POTI-Nivel 2) Prove que para cada primo p, a diferenca
111...11222...22333...33...888...88999...99—-123456789 (onde cada digito estd escrito exa-

tamente p vezes) é maltiplo de p.

Para resolver esse problema, usaremos o resultado do exercicio 24, critérios de divisi-
bilidade por 2 e 3, mdc, as definicoes e propriedades de congruéncias e o pequeno teorema de

Fermat.

Solugao: 1. Pelo problema 24, temos que

107 — 1
111...111 =
—_— 9
p uns

Assim, podemos escrever o nidmero
S =111...11222...22333...33...888...88999...99
da seguinte forma:

S=111...11222...22333...33...888...88999...99

107 —1 107 —1 107 — 1 107 —1
§=— -108p+2-T-107P+3.T-106P+...+9. 5

Multiplicando por 9 os 2 lados da igualdade, temos

98 = (107 — 1) - 10%" 42 - (10 — 1) - 10” + 3 - (10P — 1) - 10% ... +9- (107 — 1)
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Vamos verificar se € vdlido para os casos p=2 e p=3.
e Sep=2, temos que:

112233445566778899 — 123456789

€ um numero maultiplo de 2, pois, pelo critério de divisibilidade por 2,

2 | 112233445566778899 — 123456789.

o Se p=3, temos que
111222333444555666777888999 — 123456789

é maltiplo de 3, pois, pelo critério de divisibilidade por 3, 3 | 111222333444555666777838999
e 3| 123456789, logo 3 | 111222333444555666777888999 — 123456789.

Analisaremos os casos em que p > 3
Nesse caso, devemos mostrar que 9(S — 123456789) € divisivel por p, pois
mdc(9,p) = 1.

Pelo pequeno teorema de Fermat:

98 = (107 — 1) - 10% 42 - (10 — 1) - 10” + 3 - (107 — 1) - 10% 4 ... +9- (107 — 1)
=(10-1)-10% +2-(10 - 1)- 10" +3-(10 = 1) - 10 + ... +9- (10 — 1)

=9-123456789 (mod p)
Do resultado acima, temos que
95 —9-123456789 =0 (mod p) = 9(S — 123456789) =0 (mod p)

0 que prova o resultado.

Problema 30. (OBMEP - Banco de Questoes 2017 Nivel 2 Questdo 11) Uma fragao € dita irre-
dutivel quando seu numerador e seu denominador ndo possuem fatores comuns, ou seja, quando

. . o , .3 . )
0 mdzximo divisor comum entre os dois numeros é 1. Por exemplo, a fracdo - € irredutivel, mas
a fragdo u nao €, uma vez que 2 € um fator comum de 10 e 14.

é 1rredutivel ?

Para que valores de n a fragdo nt
6n + 5
a) Seja d =mde(bn + 6,6n +5) o mdzimo divisor comum de 5n+ 6 e 6n + 5. Verifique que

d € um divisor den — 1.
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b) Sabendo que d é um divisor de n — 1, conclua que d também é um divisor 11.

c) Verifique que se 11 divide 5n + 6, entao 11 divide 6n + 5.

o . . on+6 .
d) Para quantos inteiros positivos n, menores que 50, a fragdo 5 3 € irredutivel?
/"L —

Neste problema, utilizaremos os conceitos de divisibilidade, o lema de Euclides para
verificar a irredutibilidade de uma fragao, e os conceitos de congruéncia modular para verificar

a divisibilidade.

Solugao: 1. a) Como d = mdc(5n + 6,6n + 5), pelo lema de Euclides, temos que:

d = mdc(5n + 6,6n + 5) = mde(5n + 6,6n + 5 — (5n + 6))

= mdc(5n +6,n — 1).

Como d | (5n+6) ed | (n—1), entdo d é divisor de n — 1.

b) Pelo item (a), temos que d = mdc(5n+6,n—1), entao ainda pelo lema de Euclides temos

que:

d=mde(5n+6,n—1) =mde(n —1,5n+6 —5-(n — 1))

= mdc(n —1,11).

Como d | (n—1) ed| 11 entdo d é divisor de 11.

c) Se 11| 5n+ 6, usando congruéncia mddulo 11, isso é equivalente a
5n4+6=0 (mod 11)
Somando 6n + 5 nos dois lados da congruéncia, temos
6n+5+5n+6 = 6n+5 (mod 11) = 11n+11 =6n+5 (mod 11) = 0=6n+5 (mod 11)

Isso € equivalente a 11 | 6n + 5.

d) Pelo item (b), temos d = mdc(n —1,11) = d | (n—1) ed| 11, entado d =1 ou d = 11, se
d =11, temos que osn —1 =11k = n =14 11k entao como n sao os numeros positivos
menores que 50, temos que sen € {1,12,23,34,45}, a fragdo serd irredutivel e nos demais

casos hda 50 — b = 45 inteiros positivos n menores que 50.
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Problema 31. (POTI-Nivel 2) Encontre um numero natural N que, ao ser dividido por 10,

deiza resto 9, ao ser dividido por 9 deixa resto 8, e ao ser dividido por 8 deixa resto 7.

Resolveremos esse problema de duas maneiras. Na primeira, usaremos as notagoes e
definicoes do teorema chinés dos restos e na outra solugao, o algoritmo da divisao e divisibilidade,
maximo divisor comum e os conhecimentos de resolugao de sistemas lineares que é um tema

comum no ensino fundamental e médio.

Solugao: 1. Seja N numero natural a ser determinado, usando as propriedades de congruéncia,

podemos reescrever o problema da sequinte forma:

N=9 (mod 10)
N =8 (mod?9)
N =7 (mod 8)

Podemos resolver esse sistema de congruéncias lineares, usando as definicées do teorema chinés
dos restos.

Como mdc(10,9) = 1, mdc(10,8) = 2 e mdc(9,8) = 1, note que nem todos os m; sao
primos entre si. Assim, considerando my = 10 e mz = 8, temos que
mde(10,8) = 2 ¢ 9 = 7 (mod 2), entdo o sistema tem solugcdo unica (mod mme(10,9,8)) =
(mod 360). Por inspe¢ao, analisando todas as congruéncias, temos que N = —1 ¢é solugao de
todas as congruéncias, logo N = —1 (mod 360) € equivalente a N = 360t — 1 com t € N¥,
representa todas as solugdes possiveis.

Listando alguns desses resultados, obtemos:
o Parat=1=N=360-1—1=359
o Parat=2=N=360-2—-1="T19.

Solugao: 2. Seja N niumero natural a ser determinado, pelo algoritmo da divisao, representa-

remos o problema através de um sistema de equacoes.

N=10a+9 (1)
N=9%+8 (2

N=8+T7 (3)

com a,b,c € N
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Somando 1 em ambos os lados das equacées (1), (2) e (3), temos :

N +1=10a+ 10 = 10(a + 1) = 104’
N+1=9%+9=90b+1)=9

N+1=8c+8=8(c+1)=28c

coma,b,d €N
Note que N+1 é simultaneamente um maltiplo de 8,9 e 110, como o mdc(8,9,10) = 360,
seque que N +1 = 360.t com t € N, logo N = 360t — 1. Listando alguns desses resultados,

obtemos:
e Parat=1=N=360-1—1=359
e Parat=2= N =2360-2—-1="719.
Problema 32. (RPM-80 Questao 346)
a) Mostre que o resto da divisdo de 32012 _ 1 por 312 -1 ¢63% 1.
b) Determine o mde(3%°'2 — 1,32 —1).

No item (a) desse problema, usaremos o algoritmo da divisao, e divisibilidade. Note
que, podemos resolver esse problema usando a proposicao 27, cujo resultado é obtido no item

(b). No item (b) usaremos apenas a proposicao 27, para encontrar o mde(32°'? — 1,32 —1).

Solugao: 1. a) Pelo algoritmo da divisao temos que 2012 = 12 - 167 + 8 e somando e sub-

traindo 3% em 3*°12 — 1, temos

32012 1= 312~167+8 —1= (312)167 . 38 o 38 + 38 —1
— 38((312)167 _ 1) + (38 _ 1)

:38(312_1)(3166_'_3165_1_'___’_312_’_1)+(38_1)

Como 3" — 1| 3%(3" — 1)(3'%6 4+ 365 ... 1312 1 1) e 3% — 1 < 312 — 1, entdo, o resto

da divisdo de 3*°°'2 — 1 por 3'2 —1 ¢ 3® — 1.

b) Para obter o mde(3%°*? — 1,32 — 1), vamos utilizar a proposi¢io 27.

Fazendo a = 3,m = 2012,n = 12, temos que
mdc(32012 _1.312 _ 1) = gmde(2012,12) _ 4

109



Como mdc(2012,12) = 4, entao,
mde(3?2012 — 1,312 - 1) =3" - 1=81-1=280

Problema 33. Mostre que mde(a,a+2) =1 ou 2 para todo inteiro a.

Mais um exercicio no qual aplicaremos o lema de Fuclides, divisibilidade e a paridade

de inteiros.

Solugao: 1. Seja d = mdc(a,a + 2), pelo lema de Euclides temos,
d = mdc(a,a + 2) = mde(a,a + 2 — a) = mdc(a, 2)

isso implica que d | a e d | 2.
Temos suas possibilidades, se a for impar, d =1 e se a for par, d = 2.

Portanto mdc(a,a + 2) =1 ou mdc(a,a + 2) = 2.
Problema 34. (POTI-Nivel 2) Encontre os trés dltimos digitos de 7%°%.

Neste problema, mostraremos que o teorema de Euler nos permite obter o resto de uma

divisao envolvendo niimeros grandes expressos na forma de poténcias. Note que, obter os trés

79999

ultimos digitos de , equivale a dividi-lo por 1000, logo usaremos congruéncias médulo 1000.

Solugao: 1. Como ¢(1000) = ¢(23 - 53) = ¢(2%) - $(5%) = 4 - 100 = 400, pelo teorema de Euler,
temos que

7#(1000) = 7400 = 1 (mod 1000), pois mde(7,1000) = 1. Assim,
710000 _ (7400y25 — 125 — 1 (10d 1000)

Como 7-143 = 1001 =1 (mod 1000), daz,
79999 = 79999 7. 143 = 710900 143 = 143 (mod 1000)

Logo, os trés ltimos digitos de 7% ¢ 143.

Problema 35. Prove que se m = mmc(a,b) e d = mdec(a,b), entao d | m. (O mdec sempre

divide o mmc).

Nesse problema, usaremos as defini¢coes de méximo divisor comum e de minimo multiplo
comum para demonstrar que o mdc sempre divide o mmec. Para facilitar o entendimento,
podemos exemplificar um caso particular onde essa relagao ocorre. Por exemplo o mdc(6,9) = 3

e o mme(6,9) = 18, no te que 3 | 18, ou seja o mdc divide o mme.
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Solugao: 1. Seja d = mdc(a,b), temos que d | a e d | b, logo existem e, f € N tais que
a=de eb=df.
Temos ainda que m = mmc(a,b), entdéo m = ag = bh, com g,h € N.

Se d | m, entdo existe k € N, e unico onde m = dk
Mas m = ag = bh, logoa:@ eb="

g h
Pela definicao, temos que
m
h
Assim, temos que m = dk e m = dgh = dk = dgh = k = gh. Portanto, se d | m, entdo

mdc(a,b) - mme(a,b) = ab = dm = (%)( ) = m = dgh.

mme(a,b) =m e mdc(a,b) =d.

Problema 36. Determine todos os niumeros naturais a e b satisfazendo as equagoes mdc(a,b) =

10 e mmec(a,b) = 100.

Neste problema, note que devemos resolver um sistema envolvendo o mmc e o mdc de
dois numeros. Nesse caso, usaremos as defini¢coes do mmc e mdc e a férmula que os relaciona.
Esse tipo de problema nao é comum no ensino bésico, pois requer o conhecimento dos conceitos

acerca desse assunto.

Solugao: 1. Resolver as equagoes mdc(a,b) = 10 e mme(a,b) = 100, com a e b naturais, €

equivalente a resolver o sistema

mdc(a,b) = 10

mmc(a, b) = 100
Como mdc(a,b) = 10 e mmc(a, b) = 100, pela defini¢ao,

|abl

mmc(a, b) - mdc(a,b) = |ab| < mdc(a,b) = m

dag,

|ab|
1 = = 1 .
00 = &+ = [abl = 1000

Como mdc(a,b) = 10 entao 10 | a e 10 | b, entdo, existem m,n € Z, tais que
a=10m e b= 10n

Como

a b 10m 10n
d =1 de| —,—— | =md =1
mace (mdc(a, b)’ mdc(a,b)) - C( 10 7 10 ) mde(m, n)

Mas a = 10m, b = 10n e ab = 1000 dessa ultima equacdo, temos que
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10m - 10n = 1000 = mn = 10
Desse resultado, seque que
i) Sem =41 en = =410 entdo a = £10 e b = +100.
i) Sem =42 en=+5 entdo a = £20 e b = +50.

Pelo fato de que a e b sdo nimeros naturais, concluimos que os resultados possiveis sao 0s pares

(a,b) = (10,100), (20, 50), (50, 20), (100, 10)

Problema 37. Prove que 22225°%° + 55552222 ¢ divistvel por 7.

Temos aqui um problema envolvendo a soma de duas poténcias de valor elevado. Como
queremos verificar se essa soma é divisivel por 7, entao usaremos os conceitos de divisibilidade,

algoritmo da divisao e congruéncia modular.

Solugao: 1. Como 2222 = 7-317+ 3 € 5555 = 7 - 793 + 4, por congruéncia modulo 7 e suas
propriedades, temos

22225555 + 55552222 = 35555 + 42222 (mod 7)

3'=3 (mod7),32°=2 (mod7),33=-1 (mod7),3°=1 (mod 7)

4'=4 (mod7),4°=2 (mod7),4>=1 (mod 7)
e ainda, 5555 = 6- 925 + 5 e 2222 = 3 - 740 + 2, seque que,

39555 = 3692545 — (361925 .35 = 192535 = 243 =5 (mod 7) e

42222 — 46-370+2 — (46)370 . 42 = 1370 .16 =2 (mod 7)
Somando, temos
22225557 4+ 55552222 = 35590 4 4222 =51 2 =0 (mod 7).
Logo 7 | 22225%5° 4 55552222,
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Problema 38. (ENQ® - 2019.1 Questio 02- adaptado) Prove que 112 4+ 122"+ ¢ divisivel

por 133, para qualquer nimero natural n.

Nesse problema, assim como o anterior, usaremos congruéncias para verificar a divisi-
bilidade de niimeros com poténcias indefinidas. Esse problema também pode ser demonstrado

pelo Principio da Inducao Matematica.

Solugéo: 1. Provar que 1172 + 122" ¢ divisivel por 133, em congruéncias isso é equivalente
a provar que

11772 4122771 =0 (mod 133).

Note que
11772 412271 = 1921 - 11" + 12 - 144"

Usando as propriedades das congruéncias, temos

11772 412277 — 1921 . 11" 412 144" = 121 - 11" + 12 - 11" (mod 133)
=133-11" (mod 133)

=0 (mod 133).

Portanto, 133 | 11"72 + 12*"* para qualquer n natural.

Problema 39. Prove ou dé um contra exemplo para a sequinte afirmacdo: se

a=111---111 eb=111---111 entdo mdc(a,b) = 111---11, em que d = mde(m,n).
—_— —_— —_—

m vezes n vezes d vezes
Nesse problema, queremos generalizar qual é o maximo divisor comum entre dois

nimeros formados apenas por algarismos iguais a 1. Usaremos o fato de que nimeros forma-
10" -1

dos apenas por algarismos iguais a 1 podem ser representados na forma com n inteiro

positivo, as propriedades do mdc e a proposicao 27.

Solugao: 1. Pelo problema 24, temos que

10m -1
111111 = —— e
N——— 9

m vezes

10" -1
111-..111 = .
N—— 9

n vezes

3Exame Nacional de Qualificacio-PROFMAT
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Pelas propriedades do mdc , temos que

mde(111---111,111---111) = mde (10 9_ 1, 10 9_ 1) = % -mde(10™ —1,10™ — 1)

m vezes n vezes
Pela proposi¢ao 27, onde mde(10™ — 1,10" — 1), e d = mdec(m,n) temos que

mde(10™ —1,10" — 1) = 10mdetmn) _ 1 =10 — 1

Entao, seque que

0m—1 10" —1 1
mdc(a,b) = mde(111---111,111---111) = mdec ( I ) =5 (104 — 1)
m vezes n vezes
109 -1
mdc(a,b) = =111---111
N—_——
d vezes

Problema 40. mdc(l11---1111,111---1111).

80 vezes 30 vezes

Neste problema, aplicaremos o resultado obtido no problema anterior.

Solugao: 1. Pelo problema anterior, temos que

d = mdec(80,30) = 10

FEntao,

mde(111---1111, 111 ---1111) = 111 --- 1111

80 vezes 30 vezes 10 vezes
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Consideracoes finais

Considerando que a OBMEP, busca incentivar o aperfeicoamento dos professores de
matematica da educacao basica e como consequéncia a melhoria dos indicadores educacionais
dessa componente curricular, foi proposta uma sequéncia didética, por meio de problemas oriun-
dos da OBMEP, que pode ser trabalhada em sala de aula para complementar os conceitos de
aritmética, tradicionalmente vistos no ensino fundamental. Essa sequéncia didatica explora to-
dos os conceitos fundamentais da teoria elementar dos nimeros, como congruéncia e resultados
como os teoremas de Euler e Legendre. Esses conceitos podem ser estudados com um enfoque
elementar nos algoritmos que envolvem o calculo do mmc e do mdc, além da divisibilidade entre
dois inteiros, sem necessariamente se ter uma preocupacao com as provas e demonstracoes dos
resultados e teoremas envolvidos.

Muitas vezes o aluno tem uma ideia “pictérica”da solugcao de um problema, mas nao
tem e nao conhece os meios adequados de exprimi-la de forma simbdlica. Conforme a teoria
de Rayond Duval pelo fato da Matematica trabalhar constantemente com objetos abstratos,
para o sujeito apropriar-se de um determinado objeto abstrato, deve recorrer a algum tipo de
representacao, que pode ser algébrica, grafica ou em lingua materna.

Nesse sentido, a resolucao de problemas ajuda o aluno a se apropriar dessas ferramentas
essenciais na representacao de suas ideias.

Também, se justifica inverter a logica do ensino de matematica e, em vez de, simples-
mente apresentar conceitos abstratos e cobra-los em exercicios corriqueiros, se fazer o inverso,
primeiro apresentar o problema para depois, ao tentar desenvolver a sua resolucao, se chegar
nos conceitos matematicos necessarios.

Esperamos que esse material possa contribuir com os professores que atuam na educagao
bésicas, em particular nos anos finais do ensino fundamental, e demais interessados, propiciando
condigoes para que os alunos obtenham éxito em competicoes como a OBMEP, bem como na

melhoria dos indices educacionais de matemaética.
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