A UNIVERSIDADE DO ESTADO DE MATO GROSSO
AA} FACULDADE DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGICAS
an CAMPUS UNIVERSITARIO DE SINOP
MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE
NACIONAL — PROFMAT

PROFMAT

RAFAEL GOULART DE ANDRADE SANTOS

PROCESSOS ALGEBRICOS NA RESOLUCAO DE PROBLEMAS
DE GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA E ESPACIAL

SINOP - MT
2020



RAFAEL GOULART DE ANDRADE SANTOS

PROCESSOS ALGEBRICOS NA RESOLUCAO DE PROBLEMAS
DE GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA E ESPACIAL

Dissertacdo apresentada ao Programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional
(PROFMAT) da Faculdade de Ciéncias Exatas e
Tecnologicas (FACET) da Universidade do Estado de
Mato Grosso (UNEMAT), como requisito parcial para
obtengdo do grau de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Rogério dos Reis Gongalves

Coorientador: Prof. Dr. Oscar Antonio Gonzalez Chong

SINOP - MT
2020



ESTADO DE MATO GROSSO
255, SECRETARIA DE ESTADO DE CIENCIA E TECNOLOGIA
&l UNIVERSIDADE DO ESTADO DE MATO GROSSO
CAMPUS UNIVERSITARIO DE SINOP
SovesHoE FACET — FACULDADE DE CIENCAIS EXATAS E TECNOLOGICAS.
MATO GROSSO  MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL PROFMAT
o UNEMAT - SINOP

RAFAEL GOULART DE ANDRADE SANTOS

PROCESSOS ALGEBRICOS NA RESOLUCAOQ DE PROBLEMAS DE
GEOMETRIA EUCLIDIANA PLANA E ESPACIAL

Dissertagcdao apresentada ao Programa de Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional da Universidade do Estado de Mato Grosso — UNEMAT no Campus
Universitario de Sinop, para obtencéo do titulo de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Rogério dos Reis Gongalves
Aprovado em 31/08/2020

BANCA EXAMINADORA

(7 ;o .
Prof. Dr. Rogép’-%d’o’s Reié{}Gongalves

Orientador/Presidente
UNEMAT/MT /

// ///7/4/7 J

Prof. Dr. Edsgn (:?4 ys/Liglirgo/Saptos
/ ladog/Extefno / |
[ /ONICESTE/PR ,

[ [
Prof. Dr. Giovane Maia do Vale
Avaliador Interno

UNEMAT/MT

SINOP-MT - ABRIL - 2020

A
Py Programa de Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional — Polo de Sinop n.‘
Al A Avenida dos Ingas, n® 3001 - Centro ~ CEP: 78.555-000 — Sinop—MT. =B

LREEMAT Tel./Fax: (66)9601-8925 — Cx. Postal: 680 - prafmat-unemat@unemat-net.br SBM



CIP - CATALOGACAO NA PUBLICACAO

S237p SANTOS, Rafael Goulart de Andrade.

Processos Algébricos na Resolucdo de Problemas de Geometria
Euclidiana Plana e Espacial / Rafael Goulart de Andrade Santos. — Sinop,
2020.

85 f.; 30 cm. (ilustragdes) Il. color. (sim).

Trabalho de Conclusdo de Curso (Dissertacdo/Mestrado) — Curso de
Pos-graduacdo Stricto Sensu (Mestrado Profissional) Profmat, Faculdade
de Ciéncias Exatas e Tecnologicas, Campus de Sinop, Universidade do
Estado de Mato Grosso, 2020.

Orientador: Dr. Rogério dos Reis Gongalves.
Coorientador: Dr. Oscar Antonio Gonzalez Chong.

1. Geometria Analitica. 2. Geometria Sintérica. 3. Interdisciplinaridade.
I. Gongalves, R. dos R., Dr. II. Chong, O. A. G., Dr. III. Titulo.

CDU 512.64:514.1

Ficha catalografica elaborada pelo bibliotecario Luiz Kenji Umeno Alencar - CRB1 2037.



AGRADECIMENTOS

Este trabalho foi de extrema importincia para meu crescimento profissional como
professor e mesmo como entusiasta da matematica em si. Por conta disto agradego imensamente
primeiramente & minha familia, a meus pais, Salvador Pereira dos Santos e Elza Rita Goulart
de Andrade Santos, por sempre me darem o suporte emocional e estrutural para ter esta
oportunidade. Agradeco também a minha namorada e companheira Joicy Oliveira Castro pelo
incentivo constante. Gostaria de agradecer também ao meu professor orientador Rogério dos
Reis Gongalves em primeiro lugar pela ideia do tema que julguei pertinente desde a primeira
vez que conversamos, pela paciéncia nas orientagdes € por fim por ser um exemplo para mim
de como deve ser a pratica docente. Sou grato também a todos os demais professores pelo
empenho constante e por todo o conhecimento que nos passaram durante o periodo do mestrado.

Por fim sou grato a todos os meus colegas de sala, que me acompanharam nesta
caminhada, em especial aos amigos Alessandro Morais Paronetto, Emerson Gentil e Mirian
Laco que foram parceiros importantissimos. No mais agradego a todos que mesmo nao citados

fizeram parte dessa minha empreitada.



RESUMO

A adogdo de novas estratégias a serem empregadas no ensino da Matematica ¢ de
extrema importancia, dado que esta ¢ uma preocupacio ha décadas pelo educadores e vigentes
na atualidade, em especial, na Base Nacional Comum Curricular (BNCC). Esta ressalta a
importancia da utilizacao de situacdes-problema e da interdisciplinaridade entre as pastas da
educagao matematica. Uma das possiveis estratégias neste cendrio € a de promover a conexao
de diferentes consideragdes tedricas e solugdes. E notdrio que ndo existe um caminho tnico
para realizar tal conex@o, muito menos uma cartilha apresentando-o passo a passo, visto que
sdo inimeros 0s objetos de conhecimento intrinsicos na matematica, cada qual com suas
especificidades e diversas atuacdes praticas que podem ser aplicadas pelos docentes. Por outro
lado, ¢ possivel provocar alguma contribuicdo em relagdo a essa discuss@o e o propdsito deste
trabalho se alinha nesta perspectiva da interdisciplinaridade ao propor a utilizagdo de processos
algébricos (geometria analitica) para resolver alguns problemas de geometria euclidiana plana
e espacial que geralmente sdo assistidos por meio de processos geométricos (geometria
sintética). Os problemas foram escolhidos de forma criteriosa a fim de contemplar a diversidade
de conceitos advindos da geometria analitica. Dentre eles, destacam-se alguns presentes no
Exame Nacional de Qualificacdo do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional
(Profmat). Concluiu-se que a utilizagdo de processos algébricos mostrou-se uma ferramenta
valiosa na resolugdo de problemas de geometria euclidiana plana e espacial, visto que, apesar
de, muitas vezes, além de tornar simples o processo de resolucdo, permitiu a percep¢ao de
consideraveis interpretacdes em relagdo as solugdes encontradas, principalmente quando

confrontadas com as resolucdes que permeiam a pratica voltada para a geometria sintética.

Palavras chaves: Geometria Analitica, Geometria Sintética, Interdisciplinaridade,

Problemas.



ABSTRACT

The adoption of new strategies to be used in the teaching of Mathematics is extremely
important, given that this has been a concern for decades by educators and currently in force,
especially in the BNCC (National Common Curricular Base). This highlights the importance
of using problem situations and interdisciplinarity among the masses of mathematics education.
One of the possible strategies in this scenario is to promote the connection of different
theoretical considerations and solutions. It is notorious that there is no single way to make such
a connection, much less a manual that shows step-by-step, since there are numbers of intrinsic
knowledge objects in mathematics, each with its specificities and several practical activities
that can be used by teaching users. On the other hand, it is possible to promote some
contribution in relation to this discussion and the objective of this work is to consider this
perspective of interdisciplinarity and to propose the use of algebraic processes (analytical
geometry) to solve some problems of flat and spatial Euclidean geometry that are usually
assisted by geometric processes (synthetic geometry). The problems were carefully chosen to
contemplate the diversity of concepts arising from analytical geometry. Among them, we
highlight some present in the National Qualification Examination of the Professional Master in
Mathematics in the National Network (Profmat). It was concluded that the use of algebraic
processes proved to be a valuable tool in solving problems of flat and spatial Euclidean
geometry, since, despite the fact that, in addition to being simple or a resolution process, one
can consider considerable interpretations in relation to the solutions presented, especially when

confronted with measures that allow practicing towards synthetic geometry.

Keywords: Analytical Geometry, Synthetic Geometry, Interdisciplinarity, Problems.
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1 INTRODUCAO

A visdo da matematica como uma ferramenta para a resolugdo de problemas, tanto reais
como teoricos, possui o potencial de agregar um maior valor ao seu aprendizado. Muitas
situagdes cotidianas envolvem a aplicacdo de conceitos simples, como calcular o aumento da
conta de energia, ou quantificar materiais que devem ser comprados. Esta ideia ¢ bastante
contemplada na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) publicada no ano de 2018. Na
mesma, uma das competéncias definidas como essenciais na matematica trabalhada no Ensino
Médio é:

"Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisio, diferentes
registros de representacio matematicos (algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solu¢io e comunicacio de resultados de
problemas.”

Muitos pesquisadores afirmam que o ensino da matematica carece de atualizacdao dos
docentes em relagdo aos métodos didaticos adotados para garantir a aprendizagem significativa
dos conceitos matematicos. Autores como Shulman (2014), Pontes (2019) e Pacheco e Andreis
(2018) defendem em especial a responsabilidade do docente neste processo.

Shulman (2014) comenta que para que se alcance os objetivos da escolarizagdo
metodica, sdo necessdrios materiais e estruturas, como curriculos, escopos, sequéncias
didaticas, avaliacdes e um conjunto de regras hierdrquicas. Neste sentido € natural que o
docente, por operar dentro deste cendrio, possua como base de conhecimento para o ensino os
fatores que compoe estes materiais e estruturas.

O autor refor¢a ainda que devido a uma visdo extremamente simplista de quais as
habilidades o docente precisa, sendo muitas vezes obtidas através de testes ou exames de
competéncias, acaba estimulando que o ensino seja trivializado e que se ignore a complexidade
dele, levando estes a terem dificuldade de articular o que sabem e como sabem.

Além disto ¢ bastante comum perceber muitas inquietacdes e indagacdes de discentes
sobre a aplicabilidade de conceitos aprendidos, tanto em relacdo ao contexto em que estdo
inseridos, como a utilidade pratica e compreensao real do que estdo aprendendo (PONTES,
2019).

Pacheco e Andreis (2018) concluiram também em um estudo realizado com turmas de
3° ano de Ensino Médio, que grande parte dos alunos ndo lembravam de conteudos de periodos

passados, o que evidencia um ensino fragmentado. De maneira geral isto indica que ndo sdo
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feitas conexdes entre os assuntos abordados, o que dificulta para o aluno um conhecimento
significado da matéria estudada.

Assim, sdo necessarias novas abordagens que possibilitem uma maior clareza desta
noc¢ao para o discente. Uma area que se destaca neste sentido ¢ a geometria. Esta apresenta
grande grau de proximidade com situagdes cotidianas e ¢ possivel de ser trabalhada de maneira
visual mais facilmente.

A experiéncia como discente de Ensino Superior constantemente me leva a questionar
as técnicas que emprego e analisar seus resultados praticos em sala de aula. Na pratica
profissional como professor de disciplinas relacionadas com a area de Estruturas em cursos de
Engenharia Civil, percebo, por parte dos alunos, uma limitacdo preocupante em relagdo ao
desempenho da matematica e que os mesmos estdo mais habituados a resolver exercicios de
uma forma meramente mecanica, possivelmente devido as influéncias do modelo tradicional de
ensino Brasileiro, o qual enfatiza o uso de técnicas (algoritmos) e pratica (resolver uma lista de
exercicios) no ensino e no aprendizado de matematica.

Em suma, geralmente eles sabem aplicar formulas, mas nao se atém ao conceito do
porqué a utiliza, ndo tendo a percepcao da importancia do conceito na aplicacao do exercicio e
muitas vezes falha ao emprega-las, o que pode ocorrer se tais conceitos foram trabalhados de
forma dissociada de significag@o l6gica e social. Esta limitacdo também ¢ encontrada por muitos
colegas que lecionam no Ensino Bésico e/ou Superior, que relatam que mesmo em niveis
diferentes os problemas sao muito semelhantes. Diante disso, acredito ser mais instigante se,
desde os anos iniciais, o ensino da matematica fosse mais focado na resolucdo de situacdes
problemas para despertar no aluno o vislumbre da matematica e que ele compreenda que o
conhecimento matematico ¢ uma ferramenta valiosa na vida social. Esta minha preocupagao ¢
compartilhada por varios colegas ¢ mesmo por pesquisadores da matematica nas ultimas
décadas, que mediaram direta ou indiretamente na criagdo da BNCC.

Uma disciplina que se destaca neste sentido ¢ a disciplina de Geometria. Segundo a

BNCC,

A Geometria envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e
procedimentos necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de
diferentes areas do conhecimento.

No entanto, apesar deste trabalho apresentar um amplo conjunto de conceitos e
procedimentos para resolver problemas, o nosso objetivo ndo ¢ apresentar e discutir a resolucao
de problemas aplicados a problemas do mundo fisico e de diferentes areas do conhecimento, e

sim de estabelecer conexdes entre dois tipos de procedimentos que podem ser usados para
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resolvé-los, a saber, o algébrico e o geométrico. O primeiro esta pautado na localizagdo dos
objetos por meio de um sistema cartesiano e este sera o tema central, concordando inclusive
com um dos anseios da Base, em que desde os Anos Iniciais espera que os estudantes
identifiquem e estabelecam pontos de referéncia para a localizagdo e o deslocamento de objetos.

Explorar um mesmo ente geométrico de diversas formas diferentes caracteriza uma das
maiores adigdes para a aprendizagem e compreensdo da Geometria Euclidiana por completo.
Outro fato importante ¢ a simplicidade que pode ser verificada na solucao de certos problemas
geométricos por meio de métodos algébricos (FALCAO e DIAS, 2012).

Falcao (2012) também observou em um estudo realizado com estudantes do Ensino
Meédio, propondo problemas de Geometria Euclidiana para eles, que sequer foi pensado pelos
alunos a possibilidade de usarem métodos algébricos para a solucdo dos mesmos e que
percebeu-se surpresa por parte dos mesmos sobre a possibilidade de utilizacao deste tipo de
solugdo para os exercicios propostos.

E importante ressaltar a relevancia do trabalho conjunto dos conceitos de geometria por
meio de processos algébricos, ja que historicamente foi gerado um elo entre estas ramificagdes
matematicas. De maneira geral a geometria analitica permitiu a conciliagdo de diferentes fatos
geométricos por uma relacdo mutua com relagdes algébricas. Isto foi fortemente influenciado
pela formalizagio das obras de Descartes e Fermat (JUNIOR, 2013).

Junior (2013) ressalta ainda que por mais que existam indicios de controvérsias sobre a
autenticidade das obras e mesmo de estudos anteriores que apontavam para o uso de
coordenadas convenientes por gregos e egipicios, ¢ inegavel o mérito das obras de Descartes
na introdu¢do a matematica moderna.

Ratificando nossos objetivos, utilizar procedimentos algébricos na resolucdo de
problemas de geometria euclidiana plana e espacial que geralmente sdo resolvidos por
procedimentos geométricos, pode permitir uma visualizagao mais clara e uma maior facilidade
de ser entendido pelo estudante e, além disso, vai ao encontro de uma das propostas
apresentadas em diversos curriculos da Matematica, como, por exemplo, desenvolver no
estudante a percepcao de que um conjunto de conhecimentos distintos podem estar inter-
relacionados, interiorizando no aluno o aprendizado significativo.

Wagner (1999), hd duas décadas, j4 demonstrava uma preocupag¢do com o fato de o
conceito de Geometria Analitica ser tratado somente no tltimo ano do Ensino Médio e de uma
forma completamente desconexa das outras aplicagdes matematicas, dando a impressdo para o

aluno de que o que ¢ aprendido ¢ dedicado somente ao que tange a prépria disciplina, ndo sendo
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de forma alguma relacionado com o conteudo de geometria sintética que o estudante vém
acompanhando desde o Ensino Fundamental.

Valerio e Souza (2013) comentam ainda que a geometria analitica requer que os alunos
adquiram habilidades desde simples representagdes de pontos, figuras e relagdes de equagao no
plano cartesiano até a resolucdo de problemas mais complexos com equacdes e inequacdes,
identificacdo de equagdo de reta, circunferéncia e formas conicas.

Importante comentar o que ¢ tratado por Lima et al (2005) em mais de uma de suas
obras, em que comenta por exemplo sobre a reta real. O autor afirma que a reta real € um modelo
aritmético de uma reta e que a reta ¢ um modelo geométrico dos niimeros reais. O conceito
denota a importancia de compreender a matematica de uma maneira ndo desconexa, ja que em
verdade a divisao sé se faz por um motivo de organizacao didatica.

Esta unido de conceitos diferentes ¢ bastante evidente na resolucdo de situacdes
problema. As situagdes problema permitem por meio da relacdo professor aluno e da interagao
entre os mesmos, que se impulsione o aprendizado pois criam novos processos que levam a
construgdo de novos conhecimentos, ja que deve permitir a acao, exploragao, sistemizagao,
confrontagdo e debate. Assim a partir dela € possivel chegar a uma generalizagao dos conceitos
(JOHN e CORDOBA, 2003).

Terradas (2011) comenta que o uso da interdisciplinaridade ndo se aplica somente a sala
de aula, mas a maioria das praticas cotidianas, as quais pretende-se preparar o aluno para saber
integrar diferentes concepgdes e realidades. Este pensamento pode ser encontrado de maneira
evidente na maior parte das areas profissionais, como Direito, Engenharias, Medicinas, por
exemplo, em que ndo se exige do profissional o dominio de somente um tipo de area de
conhecimento, mas em que constantemente se faz uso de diversos conceitos diferentes de
maneira complementar.

Em especial se observa um estimulo a este tipo de metodologia menos fragmentada em
muitos paises conforme abordado por Borba et al (2010). Na Dinamarca, por exemplo, os
autores comentam sobre o método KOM: Competéncias e Aprendizado em Matematica, que
propoe um entendimento do dominio da Matematica por meio do conceito de competéncias que
sdo relacionadas a como o aluno utiliza a linguagem e a abstracdo matematica e nao
necessariamente sob seu desempenho em areas desconexas da disciplina.

Hoje a resolu¢do de problemas ¢ vista como uma metodologia de ensino em que o
discente desenvolve situagdes problemas definidas por investigacao e exploragdo de novos
conceitos. Essa proposta pretende que o aluno construa conceitos matematicos por meio de

situagdes que agucem a sua curiosidade matematica (D’AMBROSIO, 1989).
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Além disso, Leite (2018) ressalta algo importante: “(...) a busca por caminhos
alternativos para solucionar problemas resulta, inevitavelmente, numa saudéavel expansdo do
conhecimento matematico”. O autor concluiu em sua pesquisa o fato de que a aplicabilidade da
matematica, em especial a geometria, em situagdes “reais” ¢ resultado natural do carater
universal da disciplina.

Baseada em grande parte das ideias apontadas em grande parte destes estudos, e mesmo
com a contribuicao direta de diversos pesquisadores da area de educacao matematica, a BNCC
busca sintetizar as ideias defendidas de modo a criar um principio geral a ser seguido pelos
docentes. Porém, o processo de possibilitar a aplicacdo destes conceitos parte de iniciativas para
darem realidade aos principios discutidos.

Neste sentido, o presente trabalho pretende contribuir com o estudo da geometria
euclidiana sintética de forma associada ao estudo da geometria analitica. Neste trabalho, o uso
da terminologia geometria analitica também pode ser compreendida como geometria analitica
com tratamento vetorial, e geometria sintética como a geometria plana e espacial construida e
concebida de maneira sintética e sem a utilizagao de coordenadas e entes cartesianos.

Pretende-se mostrar ao aluno a inter-relagao entre os conteudos estudados, valorizando
os conhecimentos ja explorados em etapas anteriores, a fim de possibilita-los a constru¢ao de
uma visdo mais integrada da Matematica, ainda na perspectiva de sua aplicagdo a realidade, em
consonancia com as propostas da BNCC. Neste sentido, novas técnicas para resolugdo de
exercicios, por exemplo, de geometria analitica, possibilitam que esta visdo possa ser aplicada
e adaptada pelos discentes.

Em consonéncia ao exposto acima, o objetivo deste trabalho ¢ aplicar conceitos de
geometria analitica com tratamento vetorial na resolugdo de problemas em que normalmente
sao utilizados os conceitos da geometria sintética, visando estudar a possibilidade do emprego
deste tipo de técnica para alunos do Ensino Médio e/ou Ensino Superior. Ressalta-se que nado ¢
objetivo deste comparar os procedimentos de resolugdo, e sim, apresentar o procedimento
proposto a fim de atender a inter-relagdo entre conteudos.

A elaboragdo deste trabalho baseia-se nos seguintes procedimentos metodoldgicos: a)
realizagdo de uma pesquisa bibliografica; b) definicdo de exercicios para serem resolvidos e
apresentados; (c) revisao de exercicios apresentados e apresentacdo de discussoes envolvendo
a aplicagdo das ferramentas inerentes a geometria analitica. Como a ideia do trabalho ¢ baseada
em utilizar a geometria analitica para a resolugdo de problemas cldssicos de geometria sintética,
optou-se por nao considerar aqueles que geralmentre sdo explorados pelas ferramentas da

geometria analitica. Neste sentido, devido a pesquisa bibliografica, notou-se uma falta destes
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tipos de problemas nas bibliografias referenciadas neste trabalho. Grande parte das mesmas
tratavam-nos por meio de procedimentos mecanicos e menos ferramentais. Neste sentido, as
bases tomadas para os problemas resolvidos foram principalmente dos exames de qualificagao
do Profmat e de exercicios realizados em encontros de formag¢dao de docentes, como o
PAPMEM. A resolucdo destes usualmente possui alguma base em andlise geométrica.

Este trabalho foi estruturado em cinco capitulos. O Capitulo 1 foi dedicado a introdugao,
na qual procurou-se contextualizar o leitor acerca da importancia do tema abordado e das
classes de problemas que a pesquisa busca estudar. No Capitulo 2 ¢ apresentada uma revisao
sintetizada dos conceitos da geometria analitica e vetorial que serdo utilizados na resolugdo dos
problemas propostos. Para isto, optou-se por bibliografias alinhadas com o material que ¢
empregado pelos professores de matematica em sala de aula ou em sua formagao académica. O
leitor familiarizado com os conceitos de geometria analitica e vetorial podera ir diretamente ao
capitulo seguinte. No Capitulo 3 sdo apresentados os problemas propostos e também pelo
menos uma proposta de resolugdo baseada em métodos algébricos, de acordo com o objetivo
deste trabalho. No Capitulo 4 serdao feitas as consideragdes finais e, por fim, o Capitulo 5
apresenta as referéncias bibliograficas, composta em sua maioria por materiais relacionados ao
Profmat. Decidiu-se por apresentar no Apéndice a resolugdo dos problemas propostos que
foram extraidos do Exame Nacional de Qualificagdo (Profmat) a fim de facilitar ao leitor
interessado em comparar a proposta de resolucdo por procedimentos geométricos com a

proposta deste trabalho, a saber, por procedimentos algébricos.
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2 REVISITANDO ALGUNS CONCEITOS DE GEOMETRIA ANALITICA
VETORIAL

O objetivo deste capitulo ¢ revisar alguns conceitos encontrados na geometria analitica
vetorial a fim de melhor nortear suas aplicabilidades na resolu¢ao dos problemas propostos. Ele

foi baseado em (STEINBRUCH e WINTERLE, 1995) ¢ (DELGADO et al, 2017).

2.1 COORDENADAS NO PLANO E NO ESPACO

A geometria analitica plana traduz o a geometria euclidiana em um plano cartesiano. O
conceito de plano cartesiano foi apresentado no século XVII pelos matematicos René Descartes

e Pierre de Fermat, e consistem em duas retas orientadas, uma horizontal e a outra vertical, com

as quais € possivel apresentar pares ordenados, (x,y ), que relacionam pontos a niimeros reais

(BEZERRA; SILVA, 2010).

Figura 1 - Representagdo grafica das coordenadas de
um ponto P duas dimensdes)
v
A |

B i e &-=

Fonte: Acervo proprio

O eixo horizontal ¢ dito eixo das abcissas e o eixo vertical, eixo das ordenadas. Assim,
o primeiro valor contido no par ordenado refere-se a um ponto contido no eixo das abcissas € 0

segundo no eixo das ordenadas e a interseccao das retas paralelas aos eixos, que passam pelos
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pontos do par ordenado se intersectam em um local do plano, no caso o ponto definido pelo par
ordenado. Assim o par ordenado define uma coordenada Unica no espago referente a
combinagdo dos valores usados em ambos os eixos. Isto pode ser visto na Figura 1.

Lima et al (2017) comenta também que um plano © pode ser representado por uma

fungdo que associa cada ponto £ do plano 7 com seu respectivo par coordenado f(p)= (x, Y )
, de modo que pode-se dizer que R? pode ser definido como o modelo aritmético do plano =
enquanto o plano ™ pode ser definido como o modelo geométrico de R?,

Para o espaco tridimensional toma-se como base um sistema de trés eixos ortogonais,
OXYZ | pertencentes ao espaco euclidiano £ . “Um sistema de eixos ortogonais OXYZ

estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os pontos £ do espaco £ e os termos

ordenados de niumeros reais (x,,2) (DELGADO et al, 2017).
Como a correspondéncia ¢ biunivoca, existe unicidade nas coordenadas do plano e no
espago.

Figura 2 - Representagdo grafica das coordenadas de
um ponto P (trés dimensoes)
VA

21

P = (Jﬂ'layl«z'l)

Fonte: Acervo proprio.

Dada a defini¢ao de pontos e provada sua unicidade, pode-se operar com os pontos de
maneira algébrica, desde que partindo de conceitos geométricos, como sera visto nos proximos

itens. A principio algo que parece natural que seja a primeira indagagdo ¢, como encontrar a
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distancia entre dois pontos quaisquer no plano e no espaco. Devido a importincia deste

conceito, a seguir sera apresentada sua demonstragao.

2.1.1 Distancia entre Dois Pontos no Plano

O Axioma da Incidéncia diz que: “Por dois pontos distintos passa uma e somente uma

reta e por trés pontos distintos, ndo situados numa mesma reta passa um e somente um plano”.

Assim, a distancia entre dois pontos P e Q ¢ igual a medida do segmentoP_Q.

Tomemos a principio que o segmento P_Q seja paralelo ao eixo X do plano OXY , ou
seja P =(x,,0) e O =(x,,0). Como PQ ¢ paralelo a um eixo definido por uma reta real, tem-
se que a norma do segmento ¢ definida por |x2 —x1|. O mesmo pode ser observado caso o
segmento tomado seja paralelo ao eixo Y .

Sejam dois pontos P=(x,,)) ¢ Q=(x,,»,), pertencentes ao plano OXY, e que
formam o segmento PO ndo paralelo a nenhum dos eixos. O calculo da distdncia pode ser

obtido por meio de um triangulo retdngulo, em que o segmento PQ & a hipotenusa. Para isto

pode-se tomar um ponto R conforme apresentado na Figura 3. Assim obtém-se o tridngulo

POR , retangulo em R e com catetos PR = |x2 —x1| e OR= | ¥, — |, conforme definido no

paréagrafo anterior, e a hipotenusa PQ sendo a distancia entre os pontos definida por d (PQ).
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Figura 3 - Distancia entre dois pontos no plano

Q = (z2,y2)

&

R, = —

L

-
b ]
)

Fonte: Acervo proprio.

Sendo assim, pelo Teorema de Pitdgoras tem-se que:

(PQ) = (OR) +(PR)

2

|2

2
d(PO)=lx, —x[ +[r -y, O1)
Logo a distancia entre dois pontos no plano depende somente de suas coordenadas em

relacdo ao eixo de referéncia tomado.

2.1.2 Distancia entre Dois Pontos no Espaco

Considere dois pontos P e Q distintos, onde P = (x,,y,,z,) € O = (x,,¥,,2,)- Se

tomarmos a proje¢do do segmento @ no plano OXY , pode-se determinar o segmento ST.

Além disso pode ser tomado um ponto R , tal que PR = ST , conforme pode ser visto na Figura

4.
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Figura 4 - Distancia entre pontos no espago
\ Z

S = (Ila Y1, 0)

Fonte: Acervo proprio.

Aplicando oTeorema de Pitdgoras no tridngulo STU , tem-se
(PR) =(ST) +(UTY’
(PR) =(ST) =[x, = +|y, = »[
Agora aplicando novamente o Teorema de Pitdgoras para o tridngulo POR :
(PO) =(OR)" +(PR)
(PO)" = (|2, _Zl|>2 +(|x2 —x[ ]y, —y1|2)

d(PQ>:\/|x2_x1|2+|y2_y1|2+|22_21|2 (02)

Assim, d(PQ) representa a distincia entre dois pontos quaisquer P e Q .Percebe-se

também que novamente, para que possa ser definida a distancia entre eles, basta somente que

se conhecam suas coordenadas cartesianas, mas agora no plano.
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2.1.3 Ponto Médio de um Segmento

Conhecendo-se a distancia € possivel também que seja encontrado o ponto médio de um

segmento qualquer no plano. SejaM = (x,,y,) o ponto médio do segmento E, onde

P=(x,y) € Q=(x,,,),conforme mostrado na Figura 5, logo, PM =MQ.

Figura 5 - Ponto médio de um segmento no plano

S — (-f:ml .111)

- I—— ]

®
G T —

)
8
)
)
)

u .'iH.
Fonte: Acervo proprio.

TomeR = (x,,y,) € S=(x,,y,). Dessa forma, tem-se que o segmentoR_S ¢ paralelo

ao eixo Y e contém o ponto M e os tridngulos PMS e OMR sio retingulos e congruentes.

Assim, tem-se PS=RQ e, portanto |x, —x,|=|x, — x,,|. Consequentemente,

_hTx
" 2
Analogamente, de SM = MR , obtem-se
_N + )

" 2
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Portanto,

M:[xl‘}z'xz’yl‘lz'yz] (03)

De maneira semelhante, mostra-se que dados P =<x1, yl,zl) e Q=<x2, yz,zz) no

espaco, o ponto médio entre eles pode ser calculado da seguinte maneira:

(04)

M:[x1+x2 Nty ZI+ZZ]

2 72 72
A demonstragdo desta ¢ relativamente exaustiva e sera apresentada no Problema 01 por

meio do conceito de vetores, que serd visto detalhadamente na Secdo 2.3.
2.2 VETORES NO PLANO

Delgado et al (2017) comentam que por quase 200 anos os métodos algébricos da
Geometria Cartesiana de Fermat e Descartes foram suficientes para a matematica, mas que
foram necessarios novos métodos que fossem mais diretos € menos atrelados a operagao com
coordenadas. Isto foi possivel através do conceito de equipoléncia que foi apresentado por
Giusto Bellavitis em 1832 e posteriormente em 1844 formalizado pelo matematico Hermann
Grassmann. Este conceito ¢ a base para a nogao de vetores que € conhecida atualmente.

A Geometria dentro da matematica se destaca por permitir o entendimento da nogao de
vetor de forma natural, ja que envolve conceitos como magnitude, dire¢do e sentido. Porém, ¢
importante que se diferencie sua representacao grafica (em papel) da sua significagdo como
objeto matematico. O conceito de vetor deve alcangar trés objetivos principais: deve possuir
magnitude, orientacdo e deve ser possivel operar entre os vetores (BEZERRA; SILVA, 2010).

Para que seja possivel determinar este conceito de forma precisa ¢ necessario definir

primeiramente o conceito de equipoléncia.
2.2.1 Equipoléncia de Segmentos Orientados

Um segmento orientado ¢ definido por um par ordenado que relaciona dois pontos, um

sendo denominado origem do segmento e o outro como sua extremidade. Sendo assim um
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segmento AB possui origem no ponto A4 e extremidade no ponto B , e é representada uma seta
na extremidade para representar a orientacdo do segmento (STEINBRUCH; WINTERLE,
1995).

Por defini¢do, dois segmentos orientados quaisquer do espago sdo equipolentes se
satisfazem concomitantemente as trés seguintes condigdes: (a) possuem O mesmo
comprimento; (b) sdo paralelos ou colineares; (c) possuem a mesma orientacao ou sentido.
Sejam dois segmentos equipolentes AB e CD, representamos a relagdo por AB=CD.
(DELGADO et al, 2017)

Lacerda (2015) comenta que se os segmentos de reta orientados 4D ¢ BC possuem o
mesmo ponto médio, ¢ fato necessario e suficiente para tomarmos 4B ¢ CD como segmentos
equipolentes. Isto ¢ visivel geometricamente levando em consideracdo a condicao de existéncia

do paralelogramo. (Figura 6)

Figura 6 - Vetores equipolentes

D C
B B
(a) (b)
c D
A A
(a) AB ¢ CD equipolentes. (b) AB ¢ CD nio equipolentes
Fonte: Adaptado de DELGADO et al (2017)

2.2.2 Vetores

Ao conjunto de todos os segmentos orientados equipolentesa AB da-se a denominagao
de vetor 4B, que pode ser escrito como AB . Assim cada um dos segmentos equipolentes sera

um representante do vetor A8 (MELLO; WATANABE, 2011).
Para que seja possivel manipular estes vetores ¢ necessario fazer emprego de suas
representacdes em relagdo a um sistema de eixos ortogonais por meio de coordenadas. Sejam

dois pontos 4 = (a,,a,) € B = (b,,b,), 05 nUmeros b, —a, € b, — a,, SA0 respectivamente as
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coordenadas do vetor , de modo que fica representado como v = AB = (b, —a,,b, —a,)
(DELGADO et al, 2017).
Além disso, se for tomado um sistema de eixos ortogonais OXY no plano, para todo

vetor V existe um tnico ponto P tal que ¥ = OP , e o vetor possui a mesma coordenada do

ponto P , conforme pode ser visto na Figura 7.

Figura 7 - Vetor no plano

B = (b1e b?)

ax=p @ P = (p1,p2)

¥ = (p1,p2) = (b1 — a1, by — ay)

o o o -
[, ay P1 b,

Fonte: Acervo proprio

2.2.2.1 Operagdes Basicas com Vetores

As operagdes basicas entre vetores podem ser divididas em adi¢do entre vetores e
produto de um nimero real por um vetor. Mais a frente serdo tratados também com mais énfase
o produto escalar e o produto vetorial.

A adigio de vetores ¢ a operagdo que associa o vetor 4C , a cada par de vetores AB = ii
e BC = v, de modo que AC = ii + ¥, conforme visto na Figura 8 (DELGADO et al, 2017).
Esta opera¢ao ¢ regida pelas seguintes propriedades (STEINBRUCH e WINTERLE, 1995):

i.  Comutativa: ¥ +vV =V +u ;
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ii.  Associativa: (L_i + \7> +w=u+ (\7 + vT/) :
iii.  Existe um s6 vetor nulo Otal que para todo vetor v se tem: ¥+ 0= 0+ ¥ = ¥ ;

iv.  Qualquer que seja o vetorv, existe um so vetor —v (vetor oposto de V) tal que:

—

§ 4 (=)= -V +3=0.

Figura 8 - Adi¢do de vetores
B

i+ v

C

Fonte: Acervo proprio

O principio basico para a adicdo dos vetores € baseada na seguinte proposi¢do: “Sejam

u :(ul,uz) e v :(vl,vz) vetores do plano expressos em termos de suas coordenadas em

relagio a um sistema de eixos ortogonais OXY , entdo & +V = (u, +w,u, +v,)".

Figura 9 - Adigdo de vetores (coordenadas)

Fonte: Acervo proprio

De fato, tomados dois pontos PZ(ul,uz), Q:(vl,vz) e S:(wl,wz) , tais que # = OP

ev= @ = ﬁ', conforme Figura 9. Assim:
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00 = PS
(vl —0,v, —O):(W1 — U, W, —u2>

(va ):<”1 +v,u, +V2)

Ainda, i —V =i +(—V). Portanto, 4 —V = (4, — v, u, —V,).

Chama-se produto do niimero real A= 0€ R pelo vetor ¥ = 0, o vetor p=\-V, tal

que (STEINBRUCH e WINTERLE, 1995):

2

i. O mddulo é definido por ‘ﬁ‘ = ‘)\-\7‘ = |)\H\7

ii. A dire¢do é amesmade v;
iii. O sentido é o mesmo de v se A >0, e contrariose A<0;

iv. Se A=0 ou ¥ =0, o produto é o vetor 0.

Em termos de coordenadas, temos também que dados os pontos A:(al,az) e
B=(b,,b,) e um valor real ), tem-se

Z-E:(Z'(bl—al),l‘(bz_az))

2.2.2.2 Produto Interno

O conceito de produto interno entre vetores ¢ intimamente ligado a ideia de norma do

vetor e angulos entre vetores. Seja um vetor v, sua norma ¢ o valor do comprimento de um
segmento qualquer representante do vetor e ¢ denotado pela expressao ||\7 || De certa feita, se
¥ = AB = CD , entdo tem-se que d(A4, B)=d(C,D)=|y|| (DELGADO et al, 2017).

Desta forma a norma de um vetor ¥ = AB = (a,b) pode ser definida por:

[l =a® +b° (05)

Além disso, um vetor ¥ ¢ denominado unitario quando |[}] =1, de modo que um vetor

i oV . -
unitario v, = — ¢ dito vetor normalizado de v.
v
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Por sua vez, o angulo entre dois vetores # ¢ v tomados é definido pelo angulo 6
formado por duas semi-retas quaisqueres representantes dos vetores (04 e OB na Figura 10),

de maneira que 0 <6 <7 (STEINBRUCH e WINTERLE, 1995).

Figura 10 - Angulo entre vetores

=

-

Fonte: STEINBRUCH e WINTERLE, 1995.

Sendo assim o produto interno entre dois vetores quaisquer # € v tomados, com o

angulo entre eles sendo 6, é denotado (i7,7) e definido da seguinte forma (BEZERRA e

SILVA, 2010):

i.  {i,v)=|lil-|I7]|- cos @ , se u e Vsdo ambos ndo nulos.
ii. (#,v)=0,seu,V,ouambos forem nulos.
Além disso, sejam & = (a,b) € vV = (a, 3) , tem-se que (i7,7) = aa + b3 . De fato, se u
ou ¥ forem nulos a conclusio ¢ imediata. Sejam entdo i = OP =0 e V¥ :@iﬁ (Figura 11),
logo
PO=00—0P=ii—% =(a—a,3—D)

Figura 11 - Produto interno entre dois vetores

Y A
(7] ol
Q ""',8 ﬁ*[ﬁl;
- il
U
0
a O T x

Fonte: Adaptado de DELGADO et al, 2017.
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Tem-se ainda que, sendo O, P e Q nio colineares, é formado o tridngulo OPQ, e

portanto pode ser aplicada a lei dos cossenos em relagio ao angulo 6 e o lado PQ do tridngulo.

Desta forma:

— 2 2 —2 -
[Pol =lol +lod| —2-[67l-[og]-cost

5 —all = lal” + 91" —2-all- 9] cos 0

2-|@l-I]- cos 0 = =I5 —al” +lall” + 117
(i, 7)=—((a—a) +(B=b) )+ (a* +5°)+(a> +5°)
JV)=—a’—d’+2a0— 3 +b+2b3+a’ +b* +a’ + 3

2-(ii,v)=2-(ac +b3)
(ii,v) = aa+bB (06)

[\

<)

2+

Pois (ii,v) = ||| |[¥]- cos @, jd que « e V sdo ndo nulos.

Uma conclusao interessante também se dd quando temos vetores ortogonais. Temos por
definigdo que dois vetores # e V sdo ortogonais (# L v) quando /(i,v)=60=90° . Além
disso, pode-se afirmar que # ¢ v sdo ortogonais se, € somente se, seu produto interno € nulo.
Ora, se algum dos dois ou ambos forem nulos, os vetores sdo ortogonais entre si pois por
defini¢do um vetor nulo ¢ ortogonal a qualquer vetor no plano, e pela ultima relagdo vista, seu
produto interno também ¢ nulo.

Sejam escolhidos entdo # e v ndo nulos, tais que ¥ LV, logo /(i,¥)=60=90°, ¢
comocosf =0 , segue que  =90°. Agora, tomando dois vetores # e v ndo nulos, tais que

(u,v)=10. Como ambos sdo vetores ndo nulos entdo lizl =0 ¢ || =0 e, portanto, cosd = 0.

Por defini¢do 0 <60 <, o que implica que /£ (i,v)= 60 = 90°, logo os vetores sdo ortogonais.

2.3 VETORES NO ESPACO

As nogdes de equipoléncia vistas para vetores no plano se aplica da mesma forma para

0s vetores no espago, ou seja, o vetor ¢ o representante de todos os segmentos orientados

equipolentes. Assim, dado um ponto P no espago e um vetor v, tem-se que Q=P+V éo

{inico ponto no espaco tal que vV = @ (DELGADO et al, 2017).
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Um conceito também existente no plano mas, em especial, importante para o

entendimento no espaco é o conceito de base. Uma base no espaco R’ ¢ formada pelo conjunto
de quaisquer trés vetores linearmente independentes e que geram o espago. Em especial, as
bases mais utilizadas sdo as ortonormais. Para isto os trés vetores devem ser ortogonais entre si

e unitarios (STEINBRUCH e WINTERLE, 1995).

Figura 12 - Bases ortonormais no espaco

Z
)

Sl" —

(o)

Y
Fonte: Adaptado de STEINBRUCH e WINTERLE, 1995.

Existem infinitas bases no espago, mas uma em especial a ser considerada ¢ base

formada pelos vetores, (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1). Por defini¢do, esta base ¢ tomada como
f,jj } e chamada de canonica (Figura 12). Para o plano ocorre de forma analoga mas

tomando a base e dois vetores unitarios (1,0) e (0,1) (STEINBRUCH e WINTERLE, 1995).

Nestas bases ¢ facil escrever um vetor como combinacao linear dos vetores destas bases e

geralmente simplifica o uso de algumas operagdes.
Sejam A=(a,,a,,a,), B=(b.b,.b;), C=(q.c,,¢;) ¢ D=(d,,d,,d;)pontos no

espaco relacionados a um sistema de eixos ortogonais OXYZ , entdo AB = CD, se e somente

se, b—a,=d, —c¢,,b,—a,=d,—c,e b,—a, =d,—c,. De fato, AB = CD se, e somente se,

o ponto médio de 4D coincide com BC . Assim:
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b b b b

2 2 2 2 2 2
& a,+d =b+c & b—a=d —¢
& a,+d,=b,+c, & b—a,=d,—c,
& a;+dy=b,+c;, & by—a,=d,—c,

a,+d, a,+d, a3+d3]:[bl+cl b, +c, b,+c,

Logo, o resultado é analogo ao encontrado no plano de modo que um vetor ¥ = 4B ,

com as coordenadas apresentadas no paragrafo anterior fica definido por
v:(bl—al,bz—az,b3—a3).

As propriedades de adigdo, subtracao e multiplicagcdo por escalar sao demonstradas de

maneira bastante analogas as aplicadas no plano, entdo serdo somente apresentadas a seguir.

Sejam entdo dois vetores u :<ul,u2,u3) eV :<v1,v2,v3) e AeR:

L dHV=(u v, vy, u+vy)

<l

<L

ii. :L_i+(—{;’):(ul—vl,u2—v2,u3—v3)

i, A=y, Ay, Ay )

2.3.1 Produto Interno no Espaco

A operacgdo de produto interno ou escalar no espaco ¢ bastante andloga a aplicada no

plano, sendo sua defini¢ao também analoga. Em outras palavras, tomando-se dois vetores nao

nulos # e ¥ no espago, seu produto interno (u,v) = [i]-[]-cos@ , sendo 6 o angulo formado
entre eles. No caso um deles ou ambos serem nulos, entdo (u,v) =0.

Porém, existe uma particularidade em relagdo a operagdo envolvendo as coordenadas

do vetor, ja que os vetores pertencem ao espago. Neste sentido tem-se que sendo # =(a,b,c) e
V=(a,3,7) entdo (u,v) =u,v, +u,v, +u;v;. Ora, se &/ ou ¥ forem nulos a conclusdo é trivial.

Sejam entdo © = OP=0c7— 00 = 0 (Figura 13), ento:



32

PO=00—-0P=5%—ii=(a—a,3—b)
Tem-se ainda que, sendo O, P e O nio colineares, é formado o tridngulo OPQ, e
portanto pode ser aplicada a lei dos cossenos em rela¢do ao angulo 6 e o lado PQ do tridngulo.

Desta forma:

Pol’ =llopl + ool ~2-loFl log]-cos
I —all” = lall” + 151" —2-[lzll- 1] cos 6
27l ¥ l-cos 8= —((a— a)* + (B b) +(y—c) )+ (@b,c) +(a.B,7)’
2-(i,v)y=—a’—a’ +2aa— 3 —b* + 20—’ =’ +2cy+a’ + b’ +* + o’ + 52 447
2-(ii,v)=2-(aa+bB+cv)
(it,V) = ac+bB+cy (07)

Figura 13 - Produto interno entre vetores no espaco

Fonte: Autoria propria

Da mesma forma que no plano, se forem tomados dois vetores # € v, entdo temos que
ulv < (ﬁ , \7) =0. Além disso o produto interno no espago obedece as seguintes
propriedades (DELGADO et al, 2017):

i (ﬁ,\_}):(\_},ﬁ ;

i. (O, V)y=AU,v);

~—
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v. (v +w)=(,v

—

para quaisquer vetores i , v, e w do espacoe A€ R

2.3.2 Produto Vetorial

O produto vetorial é uma operagdo que somente pode ocorrer no espago (R3), devido
principalmente a sua definicdo. A premissa desta defini¢do parte de ser possivel encontrar um

vetor v_f/:(x, y,z) no espago que seja ortogonal aos outros dois vetores ﬁ=<ul,u2,u3) e

\7:(1/1,\/2,1/3), também no espago, ou seja, (i, w)=(V,w)=0. O sistema obtido por esta

relacdo leva a infinitas solugdes, o que € evidente ja que o espaco ¢ infinito, mas em especial
uma das solugdes ¢ (BEZERRA e SILVA, 2010):
X =u,v, — UV,
Y=Uv — Uy,
Z=UV, — U,V
Sendo assim, o produto vetorial fica definido por:
UXV = ((u2v3 — u3v2),(u3v1 — u1v3), (u,v, —u,v, ))
Uma forma conveniente de representar esta relacdo ¢ através do emprego de

determinantes de uma matriz 3x3, em que as linhas sdo formadas pela base ortonormal

{?, 7, k } e pelas coordenadas dos vetores # e Vtomados, necessariamente na ordem em que se

da o produto vetorial. Assim dados os vetores u =u,i +u,j +uk e v=vi+v,j+v,k,em

suas formas candnicas, pode-se representar o produto vetorial pela seguinte notagdo

(STEINBRUCH e WINTERLE, 1995):

i j k
UXy= u, U, U (08)
Vi Vs

Outros fatores importantes em relagdo ao produto vetorial sdo em relacdo a sua

orientacdo e sua norma. A orientacdo ¢ dependente da ordem em que ¢ tomado o produto
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vetorial. Assim, nota-se que ao contrario do produto interno o produto vetorial ndo apresenta a
propriedade comutativa % XV =V Xxu . Este fato pode ser observado inclusive se forem
invertidas as linhas na notagao matricial apresentada acima.

Existe um processo bastante simples para determinar esta orientagdo, denominado regra
da mao direita. Este consiste em deixar o polegar esticado e fechar a mao de modo a seguir o
movimento do primeiro vetor apresentado no produto vetorial em dire¢do ao segundo,
formando um angulo inferior a 180° (angulo entre os vetores). Assim, para onde estiver

apontado o polegar, este serda o sentido do vetor resultante, conforme vista na Figura 14

(MELLO e WATANABE, 2011).

Figura 14 - Orientacdo do produto vetorial pela regra da mao direita

UAY u
D),
A
> > : > >
4 p” 7 ", aiy

Fonte: MELLO e WATANABE, 2011.

Em fungdo do sentido adotado para o produto vetorial chega-se a conclusdo de que dados
vetores i/ e v quaisquer no espago, tem-se que (i xv) =—(¥ xi7) . Basta que sejam invertidas
as linhas tomadas na notag@o do determinante matricial apresentado anteriormente para que isso
se conclua de imediato.

Por outro lado, para determinar a norma do vetor basta partir de sua definicdo para

concluir que a norma do produto vetorial [if x| =il|-|V]|-senf, onde 6=(ii,v)e

i =(u,u,,1;) € V=(v,n,, 7). De fato:
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T 2 2 2
iz x¥I” = (uzv3 _”3V2) +(”3V1 _u1V3> + (u1v2 _uz"l)
2.2 2.2 2.2 2.2 2.2 2.2
=uyv; Fuyvy = 2u,uv, v, Fus vy S u vy = 2uu, v v, +up vy Fusv; — 2uu,v,v,
_ 2 2 2 2 2 2 2.2 2.2 2.2
= (”1 +uy +uj )-(vl +v;, +v; )—(ul v, + 2uu, vy, +uyvy 4 2u,v, (ulv1 +u2v2)+u3v3)

= ”1/7”2 : ”\7“2 - ((”1"1 +u,v, )2 +2- (”1"1 +u,v, ) : (u3v3 ) + (”3"3 >2>

2
_”u” ”V” (” v T uyv, +u3"3)
=@l -I¥| — (@, %)’

=il - I — Izl [])- cos 0)°

=il I - (1 - cos? 6)
=il I - sen’6

Portanto,
i ¥ = llzl]- 11| sen (09)

Assim, a norma do produto vetorial depende da norma dos vetores e do angulo entre

eles, bastante semelhante ao produto interno.

2.3.3 Produto Misto e Determinante

—

Sendo tomados os vetores U =ui+u,jtu;k, V=vi+v,j+vk e
w=wi +w,j +wk , nesta ordem em especial, denomina-se produto misto dos vetores u , v

e w ao nimero real denominado pelo produto interno entre # € v X w. Assim o produto misto

(i4,v,w)=(if,¥ xw) (STEINBRUCH e WINTERLE, 1995).

Como vxw= ((v2w3 —vw, ), (vyw, —vwy ), (v, —v,m )) , tem-se que:

(4,9, w) = (,¥ x w) = <(ul,u2,u3),((v2w3 —vw, ), (vsw — vy ), (vw, — vzwl))>
=Y '(Vzws _V3W2)+“2 ’(V3W1 _V1W3)+u3 '(vlwz _Vzwl)

Portanto,

(1’77‘791/_‘;):‘}1 V, VW (1)
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Como o produto misto tem a possibilidade de ser definido por um determinante, podem
se tomar algumas conclusdes de suas propriedades. Em primeiro lugar, uma matriz tem seu
sinal invertido quando duas linhas sdo permutadas, ¢ mantém o sinal quando esta operagdo ¢
realizada um numero par de vezes. (BEZERRA e SILVA, 2010). Em consequéncia disto vale
para o produto misto a propriedade ciclica, de forma que (i,v,w)=(V,w,u)=(W,i,V), que
nada mais consiste do que na permutag¢ado das linhas do determinante (MELLO e WATANABE,
2011).

Outra propriedade advinda de ser trabalhado o produto misto como um determinante, ¢

a seguinte: " (L_[ ,V, vT/) =0 se, e somente se, um dos vetores ¢ nulo, se dois deles sdo colineares,

ou se os trés sao coplanares". De fato se um dos vetores for nulo o determinante da matriz
também ¢ nulo. Se dois deles forem colineares, significa que um deles pode ser escrito como
um multiplo de um dos outros vetores. Logo o determinante da matriz ¢ nulo, pois uma das
linhas ¢ multipla da outra.

Por fim, se tomarmos # , Vv € w como vetores coplanares, tem-se que v X w € ortogonal
a v e w e portanto também ¢é ortogonal ao vetor # (Figura 15). De fato, # e Vxw sdo
ortogonais se, € somente se, seu produto interno for nulo (STEINBRUCH e WINTERLE,
1995).

Figura 15 - Produto misto nulo - Vetores coplanares

vxw

g1

<

Fonte: Adaptado de STEINBRUCH e WINTERLE, 1995.

Uma aplicagdo bastante interessante para o produto misto ¢ no calculo de volumes

conforme sera visto adiante.
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2.4 INTERPRETACAO GEOMETRICA DOS VETORES

Como os vetores, do ponto de vista geométrico, definem areas e volumes, ¢ natural
que existam ferramentas que possibilitem a relacdo entre operagdes vetoriais e o calculo de

areas e volumes. Nas proximas segoes estas relacdes serdo evidenciadas.

2.4.1 Area de Paralelogramos e Triangulos

Suponha a principio um paralelogramo ABCD = conforme mostrado na Figura 16,

formado pelos vetores W= AB ev=AC eo angulo 0 = CAB. Sabe-se que a area do mesmo
serd definida pela multiplicagdo de uma de suas bases e a altura relativa a ela. Seja BE a altura
em relagdo a baser . Como |BE|=|A4B| senf, tem-se que a area S do paralelogramo ¢é

definida por S =|AC||4B|- senf .

Figura 16 - Paralelogramo ABCD
D

Fonte: Adaptado de DELGADO et al, 2017.

A primeira conclusdo direta ¢ que este valor ¢ igual a norma do produto vetorial entre
os vetores w e v, a qual serd usada na proxima se¢do. Além disso, nota-se que também ¢é
possivel pensar em uma equagdo que dependa do produto interno, desde que possamos tratar a
expressao em fung@o do cos6 . Partindo do calculo da area S, tem-se

S =|A4C||4B|-sent
S* =14C|’ | 4Bl - sen’d
S*=14C*| 4Bl -(1- cos?0)

L2 - Lo\2
S =9I 1%l — (¥, %)
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S =I5 Il — (5.%)’ @)

Se forem tomados V =(a,b) e W=(x,y), tem-se ainda
S =(4 +b2)'(x2 +y2)—(ax+by)2
S§? =a’x* +a’y’ +b°x* +b*y* —a’x’ — by’ —2axby
S*=a’y> +b*x” —2axby
§? = (ay — bx)2

a b
Xy

S=ay—bx=

3)

Logo, a area do paralelogramo pode ser encontrada pelas coordenadas dos vetores que
o definem, através de um determinante matricial. Como a area de um tridngulo pode ser definida
pela metade da area de um paralelogramo, pode-se também definir sua area pela metade do
determinante de dois vetores que formam o tridngulo. No triangulo ABC mostrado na Figura

16, sua area pode ser obtida pela Equagao (13).

1la b
§S=28, = SA:? 4)

Xy

2.4.2 Volume de Prismas e Piramides

Sejam A4,B,C e D pontos ndo coplanares pertencentes ao espago, tais quais formem

um paralelepipedo pelos segmentos 4B, AC e AD como arestas adjacentes, conforme
representado na Figura 17. Sabe-se que o volume ¥ (P) de um paralelepipedo pode ser
encontrado multiplicando a area de uma das bases pela altura relativa a mesma. Tomando entdao
a base com formato de paralelogramo e area S (P) , formada pelos vetores i = AB e v =AC ,

tem-se que ¥ (P)=S(P)-h, sendo ha altura relativa a esta base, conforme representado na

Figura 17.
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Figura 17 - Interpretacdo geométrica do produto misto

B
Fonte: Adaptado de DELGADO et al, 2017.

No capitulo anterior definiu-se que a area S (P) formada pelos vetores AB e AC , seria
equivalente a norma do produto vetorial entre eles, ou seja, S(P) =iz x| =|[iZl- 7] send ,

sendo @ o angulo formado entre os vetores. Além disso, conforme visto na Figura 17, se & for

escrito em fungdo de |7, tem-se que / =|3]-cosf . Ora, se forem substituidas as expressdes

na férmula do volume, encontra-se que ele pode ser definido pelo produto misto dos trés vetores
ndo coplanares:
V(P)=S(P)-h
V (P)= (i x 7l (Iil-cos 9)

v(P)=(ii,7,) )

Determinado o volume do prisma retangular (paralelepipedo) € possivel determinar

também o volume V(B) do prisma triangular, que ¢ equivalente a metade do volume do

paralelepipedo de mesma base, de forma que V(P,) = %V(P) .

Além disso também ¢ possivel determinar o volume da piramide de bases triangulares

ou retangulares, ja que ambas correspondem a um ter¢o do volume de um prisma de mesma

base. Assim, tem-se que o volume da piramide de base retangular (V( Pr)) e 0 volume da

piramide de base triangular (V(PI’A)) :

v (Pr)= lV(P)
3 (6)

v (Pr, ):%V(P)

A

):%V(P

A

(7)
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Através das formulagdes de pirdmides e prismas triangulares, uma infinidade de
volumes de solidos pode ser encontradas dividindo-se o sélido nestas figuras. Por exemplo, o
volume de um prisma hexagonal ou uma piramide de base quadrada, por exemplo, pode ser
encontrada dividindo o primeiro em prismas triangulares ¢ o segundo em piramides

triangulares. Este conceito sera visto posteriormente nas resolu¢des de problemas.

2.5 EQUACOES DA RETA E DO PLANO

A reta ¢ um ente geométrico no estudo de Geometria, e extremamente intuitivo, ja que
partindo de dois pontos ¢ possivel afirmar que haja uma reta determinada por uma relacdo
univoca com ambos os pontos (BEZERRA; SILVA, 2010). Como o estudo da reta ¢
fundamental para a resolu¢ao de uma grande variedade de exercicios, ¢ essencial que seja
definido como pode-se entendé-la algebricamente.

A principio de discussdo, pode-se partir do seguinte teorema: "A toda reta » do plano
cartesiano esta associada a0 menos uma equagdo da forma ax+by+c=0, onde a, b e ¢ sdo

nameros reais, a =0 ou b=0, ¢ (x, y) representa um ponto genérico de »".
De fato, dados dois pontos Q = (xl, yl) e R= (xz, yz) , distintos e pertencentes ao plano
OXY e seja r areta definida pelos pontos Q e R. Se for tomado um ponto P = (x, y) também

pertencente a reta, mas distinto de O ¢ R, tem-se que P, O ¢ R devem ser colineares. Assim,

para que isto ocorra,

x y 1
x » 1|=0
X, ¥y 1
1 x 1 X
X N ‘_y_ 1 ‘—i—z- N —0
y, 1 x, 1 Xy W

(J’1 _J’2)x+<x2 _x1>y+<x1J’2 —x2y1>Z =0
Logo, tomados a=y,—»,, b=x,—x, e c=x,y, —X,),, tem-se que qualquer ponto
P eR tomado, deve verificar a equacdo ax -+ by +c =0, denominada equagao geral da reta »

(IEZZI, 1993).
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Como a reta pode ser definida por dois pontos tomados, vale a definicdo dada por

Lima et al (2017), de que: “Dados arbitrariamente (xl, yl) e (xz, yz) €R, com x, = x,, existe
uma, e somente uma fungdo afim /:R — R tal que f <x1) =yef (x2> =,” Assim para uma

reta ndo vertical qualquer vale a fungdo afim definida pela expressido f(x)=ax+b.

O coeficiente a ¢ comumente tratado como coeficiente angular, quando o problema
trabalhado envolve uma andlise geométrica, em especial quando depende do angulo da reta em

relagdo ao eixo ja que a =tga, sendo o o angulo partindo do eixo x até a posi¢ao da reta no

sentido anti-horario. Para problemas ndo geométricos recomenda-se a nomenclatura taxa de
variagdo. (LIMA et al, 2017)

Esta forma de entender a reta ¢ bastante utilizada no Ensino Médio devido em especial
a interrelacdo com o estudo de fungdes e por isso € bastante util na simplificagao de conceitos
para a resolucao de problemas. Estas aplicagdes serdo vistas mais adiante nas resolucdes dos
problemas.

Além deste modelo de apresentacao algébrica da reta, outras duas formas pertinentes de
serem comentadas sd3o a equacdo paramétrica € a equagao cartesiana que serao analisadas nas

proximas secoes.

2.5.1 Equacoes Paramétricas da Reta no Plano

As equagdes paramétricas relacionam as coordenadas dos pontos existentes em uma reta
por meio de expressdes de primeiro grau em funcdo de uma varidvel real tomada como
parametro (DELGADO et al, 2017). Em outras palavras, as equagdes paramétricas relacionam
os valores das coordenadas cartesianas e os particularizam através de equacdes, mas utilizando

uma mesma varidvel para cada uma delas, a qual ¢ chamada parametro.
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Figura 18 - Ponto P sobre a reta r

Fonte: Adaptado de DELGADO et al, 2017.

Para entender como definir as equagdes, primeiro ¢ necessario partir da seguinte

proposi¢do: "Um ponto P pertence a reta que passa pelos pontos 4 ¢ B se, e somente se,
AP =)\AB, para algum A€ R ." Ora, se PER, tem-se que AP ¢ um vetor de mesma diregdo

que AB e, portanto, seu multiplo, ou seja, tem-se que AP =AAB. Além disso, a reciproca ¢é

d(4,P)
d(4,B)

i. Sepu=0oupu=1entdo P=A4 ou P=2B centio Pcr.

verdadeira, dado que tomado u = , existem trés possibilidades (Figura 18):

ii. Se pu=0,e ﬁ tém o mesmo sentido de E, entdo A =y, e portanto ou o
ponto P € AB ou o segmento AP passa pelo ponto B. Em ambos os casos
PEr eéounico ponto tal que d (A, P)=pd(4,B).
iii. Se u=0,e ﬁ tém o sentido inverso de /Té , entdo A = —p, e assim existe
somente um ponto P € r tal que d (A4, P)=pud(A,B).
Assim, a proposi¢do ¢ verdadeira. Partindo disto, dado um vetor v :E, qualquer

ponto Pna reta poderia ser representado por P = 4+ \v . E importante notar que como Ae B

sdo genéricos, o vetor v tomado pode ser qualquer um que tenha a mesma dire¢do da reta, e

pode ser denominado vetor diretor da reta (BEZERRA; SILVA, 2010).

Sejam agora dados um ponto qualquer P = (x, y) pertencente a reta », um ponto fixo

conhecido da reta 4= (xo, yo) e um vetor diretor V= (vl,vz) qualquer da reta, de modo que

AP =t-v,com t € R, tem-se que:
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=X, TV
{x X vt ()

Y=Y, tvt

que sdo as equagdes paramétricas da reta » .
2.5.2 Equacio Cartesiana da Reta no Plano

A equagdo cartesiana da reta identifica uma reta por um vetor normal, ou perpendicular
a ela. Por defini¢do um vetor # = 0 é normal ou perpendicular a uma reta r se para quaisquer

pontos A4,B€R tomados, u 1 4B (DELGADO et al, 2017). Assim sendo, qualquer vetor

normal tomado em relagdo a uma reta € perpendicular a um vetor direcao dela.

Figura 19 - Vetor normal a reta

—

u

B

Fonte: Autoria propria.

Conforme visto anteriormente, pode-se se verificar a perpendicularidade entre vetores

por meio do produto interno, quando este é nulo. Seja entdo u = (a,b) um vetor normal a reta

r, a qual passa pelo ponto AZ(xO, yo). Sendo assim, se for tomado um ponto P:(x, y)

pertencente a reta , tem-se por defini¢do que: P€r < u | AP . Desta forma:
(4P, i)=0
<(x_x03y_yo)7(aab>> =0

a-(x—x,)+b-(y—y,)=0
ax +by = ax, + by,
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Como as coordenadas do ponto A e do vetor normal # sdo definidas, é possivel tomar
¢ =ax, +by,, de modo que se tenha ax+by = c. Dai toma-se que a equacdo cartesiana de
uma reta » que passa pelo ponto 4= (xo, yo) e tem como vetor normal # =(a,b) como

rrax+by=c

A equacdo cartesiana consegue entdo caracterizar a curva utilizando somente uma

equacao, diferente das equacdes paramétricas (DELGADO et al, 2017).

2.5.3 Equacées da Reta no Espaco

Da mesma forma que no plano, as equacdes de reta no espaco pode ser escrita na forma

paramétrica mas com algumas consideragdes adicionais. Tomando-se primeiramente uma reta
» Mo espacgo que passa pelo ponto A4 :(xo, yo,zo) e que seja definida por um vetor diretor
v =(I,m,n). Seja entio P = (x, y,z) um ponto qualquer da reta, tem-se que AP =\-V, com
A€R. Da relagdo tem-se que (x—xo,y—yo,z—zo) :)\-(l,m,n) ou ainda que (MELLO e

WATANABE, 2011):

x=x,+1-\
Yy=>X +m-A
z=2z,+n-\

Assim, ficam definidas as equagdes paramétricas da reta, bastante similares as equagdes

da reta no plano. Além disso, tomando-se /,m,n=0, pode-se isolar as equacdes pelos

parametros o que resulta no que denomina-se equagdo simétrica da reta. Em outras palavras,

— X, - zZ—Z ~ .
0o YN 0 . que define a equagdo simétrica da reta.

percebe-se que A\ = al
[ m n

Por fim, para que trés pontos A= (xl,yl,zl) , B= (xz,yz,zz) e C= (x3,y3,z3) sejam

colineares, a condi¢do necessaria e suficiente é que A—B):)\Zf, com AeR, ou
(STEINBRUCH e WINTERLE, 1995):

No=X _ V=N _ % 7%

Xy =X V3=V Z3—ZF
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Esta defini¢do deriva da propria ideia da equagdo simétrica, ja que se os pontos 4, B e

C sdo colineares, entdo ambos os vetores podem ser vetores diretores da reta.

2.5.4 Equacio Geral do Plano

Uma das possiveis formas de definir um plano no espaco, ¢ determinando genericamente

todos os vetores ortogonais a um vetor que seja ortogonal ao plano. Seja, por exemplo

A= (x1 , xz,x3) um ponto pertencente aum plano = e 7 = (a,b, c) um vetor ortogonal ao plano.

O plano = pode ser definido pelo conjunto de possiveis pontos P = (x, v, Z), tais que o vetor

AP ¢ ortogonal a 7 , ou seja, em que <ﬁ,ﬁ'> =0 (STEINBRUCH e WINTERLE, 1995).
Logo, pela defini¢do de produto interno tem-se que:
(4P,ii) =0
(x=x,y=y,z-2)(a,b,c)=0
a(x—x)+b(y—y)+c(z—2z)=0
ax—{—by—kcz—(ax1 + by, +czl) =0
Como o ultimo termo € composto somente por valores fixos (coordenadas dos vetores e
do ponto), pode-se escrever d = ax, +by, +cz,, de modo que o plano = fica definido por

m:ax+by+cz=d, que é a equacdo geral ou cartesiana do plano.

2.6 DISTANCIA E ANGULOS NO ESPACO

Encontrar angulos e distincias entre entes geométricos ¢ bastante comum em problemas

de geometria espacial. Nas demais se¢Oes deste capitulo serdo apresentadas ferramentas uteis

que possibilitam resolver estes problemas por processos algébricos.
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2.6.1 Distancia de um Ponto a um Plano

Uma das maneiras possiveis de se determinar a distancia de um ponto a um plano ¢é
supondo uma reta perpendicular ao plano e encontrando um ponto que pertenga tanto a reta
quanto ao plano (ponto de intersec¢ao) (MELLO e WATANABE, 2011). Para isto, basta que

tomado um plano = definido por ax+by +cz =d, seja definida uma reta com vetor diretor
Vv=(a,b,c).

Assim, dado um ponto £, = (xo, yO,ZO) , pretende-se encontrar a distancia ao plano =
representado pela equagdoax +by +cz=d.

Esta distancia sera definida pela norma do segmento E ,sendo [ = (xl, J/le) 0 ponto
de interse¢do de uma reta » perpendicular ao plano e que passa por £, .

Assim, pode-se definir a reta em func¢do do ponto £, e de um vetor diretor normal ao

plano v = (a,b,c). Como o ponto / pertence a reta tem-se que suas equagdes paramétricas

podem ser representadas por

X=Xx,+a-\
y=y,+b-A\
z=2z,+c\

Sendo A, ER e IP, = (x, — X0, ¥, — Yo» 7 — 2o ) = A (a,b,¢) , a norma do segmento IP,

sera definida por d(I,PO):|)\1|-\/m. Como [ pertence ao plano ax+by+cz=d,
segue que
ax, +by, +cz, =d
a(x,+a-X)+b(y,+b-N)+c(zy+cN)=d
No(a@® +b>+c*)=d—(ax, + by, +cz,)
%-(az+bz+cz):‘d—(axo+byo+czo)‘

d(],f’o)-\/m:|axo+byo+czo—d|

_|ax0+by0—|—czo—d|

Jal +b* +¢*

d(I,R)=d(F,~)
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_ |a)c0 +by0+czo—d|

d(B,
(A7) Ja* +b +c (9)

d(1,F)
Nat+b7 + ¢l

coordenadas do ponto para que se determine a distancia entre eles.

Dado que |>\1|: , basta que se tenha as equagdes do plano e as

2.6.2 Distancia entre dois Planos Paralelos

A distancia entre dois planos paralelos pode ser obtida por meio da Equacao (18), para
isso, basta considerar um ponto qualquer em um dos planos e calcular a distancia entre este

ponto e o outro plano.
Considere ax+by +cz =d, e ax+by +cz =d, as equagdes cartesianas dos planos 7;

e T, , respectivamente, ¢ [}, = (xo, yo,zo) um ponto qualquer pertencente ao plano 7 .

Assim,

B |ax0 + by, +cz, —d2|

Wom) = e

Como £, = (xo,yo,zo) € T, segue que ax, +by, +cz, =d, e, portanto,

|d1_d2|
Jat +b* + ¢

Se os planos sdo coincidentes, a distancia ¢ nula.

d(Rom)= (10)

2.6.3 Distancia de Ponto a Reta no Plano

Por definigdo, a distdncia de um ponto P a umareta 7, sendo o ponto ndo pertencente

a reta, ¢ o numero dado por
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d(P,r)=min{d (P,Q) | 0 R}.

Se tomado o ponto P' de modo que PP ¢ perpendicular a reta r , para qualquer ponto
Qer, tem-se d(P,P')<d(P,Q), dado que o trigngulo POP' é retangulo e PO ¢ a

hipotenusa do mesmo (DELGADO et al, 2017), conforme mostrado na Figura 20.

Seja entdo uma reta » definida pela equagdo cartesiana ax+by=c ¢ P= (xo, yo) um

ponto qualquer ndo pertencente a reta.

Considerando P':(x', y') como um ponto pertencente a reta, tal que PP’ ¢

perpendicular a reta », tem-se que PP =1- (a,b), para algum A€R e um vetor u :(a,b)
normal a reta .

Desta forma, como PP'= (x'— Xy, V'— yo), entdo as coordenadas do ponto P' podem

ser escritas como
X' =x%,4M ¢ V' =3, b,
Como P'e R, segue que
ax'+by'=c
a(x,+Xa)+b(y, +Ab)=c
ax, +by, +)‘(a2 +b2> =c
)\ — |a‘x0 +by0 _c|
a’+b
Além disso, PP'=)\ (a,b), logo

155 = A7 = I\ Va® +5°

Portanto,

:|ax0—|—by0—c| (1)

ppil=d (P,
”PP” ( ’”) \/m

2.6.4 Angulo de Incidéncia de uma Reta em um Plano
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Uma reta que ndo seja paralela ou pertencente a um plano intersecta-o em um ponto de
incidéncia formando um angulo (Figura 20).

Seja 7 :ax + by +cz =d um plano e » uma reta incidente a ele, definida por um vetor

diretor v :(vl,v2,v3) , € que forma um angulo ¢ com o plano. Considerando n Z(a,b,c) um
vetor ortogonal ao plano, tem-se o dngulo / (v,7) = g_ ¢ = 6. Observa-se que 6 ¢ um angulo

complementar ao angulo de incidéncia ¢ , conforme mostrado na Figura 20.

Figura 20 - Angulo de incidéncia de uma reta r no plano

Fonte: Adaptado de DELGADO et al, 2017.

O angulo  entre os vetores V =(v1,v2,v3) el Z(a,b,c) pode ser obtido da Equacao
210).
(7. 7))

COSQZT,COHIOSQSSE (12)
(R

\®)



3 PROBLEMAS PROPOSTOS

Em cada problema seré apresentada uma proposta de resolu¢do com o uso da geometria
analitica e na maioria deles serd dado um enfoque ao tratamento vetorial. Quanto a linguagem
empregada, optou-se por realizar problemas de alcance tedrico pelos docentes e discentes que
venham a ler o material, utilizando métodos detalhados, e suficientemente ilustrados, dos passos
tomados no problema. Por fim, para elaborar as ilustragdes da resolu¢do dos problemas e da
fundamentagdo tedrica foi empregado o software “Geogebra”, bastante utilizado em diversos

trabalhos de geometria, visto que ¢ de facil manuseio e possibilita uma representagao mais clara

dos conceitos empregados.

3.1 PROBLEMA 01 (ENQ 2018/1, ADAPTADO)

Sejam duas retas reversas » € S no espaco, que sao retas suporte das diagonais do cubo

e de uma das faces do mesmo, conforme apresentado na Figura 21. Determine qual o cosseno

do angulo entre » e S.

Figura 21 - Problema 01: ENQ - 2018/1

1_%/

o]

.....................

B

Fonte: Exame Nacional de Qualificagdo PROFMAT 2018/1.
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Proposta de Solucao:

Sendo as retas » e S pertencentes ao espaco, sabe-se que o angulo entre elas ¢
equivalente ao angulo entre seus vetores diretores. Assim, para descrever a situacao, pode-se
escolher um sistema de eixos cartesianos OXYZ com origem em A , conforme apresentado na

Figura 22. Visto que o cosseno do angulo entre » e § independe das dimensdes do cubo, se d

denota a medida da aresta do cubo, tem-se AZ(O,O, 0) , RZ(a,a,a) , SZ(O,CZ,CZ) e Q:<a,0,a)

Figura 22 — Ilustragdo geométrica da Figura 21 em um sistema de

coordenadas
) /
S=(0,a,a) AR=(a.a,2)
— \Q=(a,0,)
P S
b
D <
A=(0,0,0) B X

Fonte: Autoria propria.

—_—

Note que o angulo entre as retas ¢ igual ao angulo entre os vetores AR =(a,a,a) e

@ = (a,—a,0), de modo que o coseno pode ser encontrado de acordo com a Equagdo (06) da

seguinte forma:

(4R.50)  |o—ato

cosf = =0

arlsdl - (Vaa?)-(Vaa?)

O produto interno deve ser utilizado em modulo para garantir que o angulo tomado entre

os vetores seja um angulo agudo, que por definicdo ¢ o angulo entre as retas. Logo além de se
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definir o cosseno do angulo, tem-se que o angulo entre as duas retas € reto, qualquer que seja o

valor de A tomado.
3.2 PROBLEMA 02 (ENQ 2017/2, ADAPTADO)

Um cubo de aresta de medida 3 ¢ intersectado por um plano, determinando o tridngulo

DPQ , como mostra a Figura 23. Sabe-se que AP= AQ=2.

Figura 23 — Problema 02: ENQ - 2017/2

D
Fonte: Exame Nacional de Qualificagdio PROFMAT 2017/2.

a) Calcule a area do triangulo DPQ .

b) Determine a distancia do vétrice 4 do cubo ao plano que contém o tridngulo DPQ

Proposta de Solucao:

a) Primeiramente, deve-se determinar uma posi¢do adequada para a origem do eixo no
espago. Com os dados do enunciado pode-se determinar a posi¢ao do eixo conforme mostra a

Figura 24.
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Figura 24 - Tlustragdo geométrica da Figura 23 em um
sistema de coordenadas

A=(0,0,3)

D = (0,0,0)

Fonte: Autoria propria.

Para se encontrar a area do triangulo DPQ pode-se determinar o produto vetorial de

dois vetores limitantes do plano, como por exemplo, os vetores PD:(O,—2,—3) e

PO =(2,-2,0), por meio da expressio S :\/||ﬁj||2 |Po]" —(PD,PO) - As normas destes
produtos e seu produto interno podem ser definidos por meio da equagdes (05) e (07).
|PBl =0 + (=27 + (=37 =13
[Pg] =2 + (-2 +0* =8
(PD,PG)=0-2+(-2)-(-2)—-3-0=4

Por fim pela expressdo que define a area do plano (s ) :

Swo=NT3) +(J&) 4 =22

b) Para encontrar a distancia entre o plano e o ponto, uma das possibilidades ¢ encontrar

o volume da pirdmide 4DPQ e a altura / por

1
VADQP = E'SDPQ h
Logo,
h— 3 VADQP
SDPQ

Ora, vimos anteriormente que o volume da piramide triangular 4DPQ pode ser definido

por um sexto do produto misto de trés vetores partindo de um dos vértices da base. Tomemos
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entdo os vetores PD , FQ e Ei:(o, —2,0), o volume da pirdmide pode ser definido pela

Equagdo (14).
(P = (75.76.73)

V(Pr,)=— V(P):g- PD, PQ, PA
| 0 -2 3
VADPQ:V(P’”A):E' 2 -2 0 |=2uv.
0 -2 0

Assim a distdncia pode ser encontrada por:

_3'VADQP_ 3.2 . 6 _3\/22
Sore  N22 22 11

h

QOutra proposta de Solucio para o item b:

Outra possivel forma de resolver o item “b” do exercicio proposto ¢ com a determinacao

da equacdo do plano 7 = DPQ ,naforma ax + by + cz = d e encontrando a distancia do ponto

A ao plano definida por d (A, s ) . Para isso, basta que (i) seja encontrado um possivel vetor

ortogonal ao plano; (ii) seja definido o valor da constante d ; (iii) e, por fim, que se determine

a distancia com a formula definida no item 2.7.2.

Para encontrar um vetor ortogonal ao plano ~ , basta empregar-se o produto vetorial

u x v apresentado na Equagao (08):

ik
PDxPQ=|0 -2 3
2 -2 0

PDxPQ=[0—(—6)]-7 —[0—(6)]- F +[0—(—4)]-k
PDxPQ =60 +6] +4k =(6,6,4)

Assim, tem-se pelo vetor ortogonal que a=6, b=6 ¢ ¢ =4. Para que se encontre o
valor de d , basta que seja substituido um ponto qualquer do plano como, por exemplo, o ponto
P=(0,2,3), em que determinamos d =24.

Dessa forma, o plano pode ser definido por 7:6x+ 6y +4z=20. Com o ponto
AZ(O, 0, 3) , a distancia d (A, s ) pode ser encontrada pela Equacdo (18):

:|6-0—|—6-0+4-3—24|_ 12 6 3v22

Joere 4 88 22 11

d(A,m)
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3.3 PROBLEMA 03 (ENQ 2016/2)

Sejam ABCD um quadrado de lado 1 (uma unidade), M o ponto médio de AB, N o

ponto médio de BC e [ aintersegdo de DN ¢ CM . Calcule a area do triangulo NIC.

Figura 25 — Problema 03: ENQ —2016/2

C N B
.
1
M
®
D A

Fonte: Exame Nacional de Qualificagdo PROFMAT 2016/2.

Proposta de Solucao:

Uma possivel solugdo parte de encontrar as coordenadas dos pontos N, C e [ e
determinar a 4drea pelo determinante da matriz formada pelas coordenadas de dois vetores
formados com estes pontos. Assim, considere um eixo OXY com origem no ponto C , e as
coordenadas dos pontos conforme apresentadas na Figura 26. Primeiramente, os pontos M e

N, por serem pontos médios de 4B e BC , respectivamente, podem ser encontrados pela

Equagio (03), de modo que M:(l,%) e NZ(%,O).
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Figura 26 — Ilustragdo geométrica da Figura 25 em um
sistema de coordenadas

N:(%’O) B=(10 X

=

C

(0.0)

D =(0,1)

Fonte: Autoria propria

Para encontrar o ponto /, pode-se encontrar o ponto de interse¢do entre a reta » que
contém o segmento CM e a reta S que contém o segmento DN . Assim partindo dos pontos

conhecidos e da fun¢do afim relacionada a uma reta, tem-se:

a-0+b=0
r:y=ax+b = 1 =>y=E
al+b=— 2
2
a 0+b'=1
s:y=a'x+b' = = y=—2x+I1
y a'-%+b'=o y

Assim, igualando as duas equagdes, tem-se que as coodenadas de [ é:

5 4 5

1
s_1]2
2| 2

5
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3.4 PROBLEMA 04 (ENQ 2016/1)

Um cubo esta pendurado por um de seus vértices, de forma que a corda que o sustenta

¢ colinear a uma das diagonais do cubo, como mostra a Figura 27.

Figura 27 - Problema 04: ENQ — 2016/1

Fonte: Exame Nacional de Qualificagio PROFMAT 2016/1.

Determine o cosseno do angulo entre a corda e uma das arestas do cubo que lhe sdo

adjacentes, representado na Figura 28.

Proposta de Solucao:

A reta r, que contém a diagonal do cubo, incide sobre o plano formado pela face do
cubo. O angulo pode ser definido pelo formado entre um vetor diretora da reta e um vetor

pertencente ao plano. Entdo para determinar o angulo pedido, basta que se determine o angulo
0 entre os vetores OC = (a, a, a) e CD = (0, —a, 0) (Figura 28). Para isto basta que empregue-
se a Equacdo (06).

(oc.cD)  0-a+0 -2 1

locl el () (V) a3 B

cosf =



Figura 28 — [lustragao geométrica da Figura 27 em um

Z

A=(0,0,a)

0 = (0,0,0)

3.5 PROBLEMA 05 (ENQ 2015/2)

sistema de coordenadas

B =(0,a,a)

’
-3 s

D .

D =Aa,0,a)

Fonte: Autoria prépria.
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No paralelepipedo reto retangulo da figura abaixo, calcule a distancia do vértice C ao

segmento AM, sendo M o ponto médio de CE .

Figura 29 - Problema 05: ENQ — 2015/2

Fonte: Exame Nacional de Qualificagio PROFMAT 2015/2.
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Proposta de Solucao:

Primeiramente, pode-se adotar um eixo OXYZ , com origem no ponto C e com eixos.
Assim, as coordenadas dos pontos ficam definidas conforme apresentado na Figura 30. Para
encontrar a distincia do ponto C ao segmento AM , basta determinar a area do tridngulo CAM

e dividi-la pela norma do vetor M4 .

Figura 30 - Ilustragdao geométrica da Figura 29 em um
sistema de coordenadas

A=(0,1,20)

M = (21,0,0)

1
-
-
P3
-

Fonte: Autoria propria.

C = (0,0,0)

Assim sendo, podemos encontrara norma do vetor MA= (—20,0,20) e MC = (—2¢,0,0)

pela Equagdo (5), de modo que [[a74ll= 3¢ e “Z\Td‘:% . J4 a area do tridngulo pode ser

encontrada pela Equacio (11) utilizando os vetores MA e MC :

1 _— _— _— 1
s =\l Iwzel = (3. mC) = 5 \oe -4t =160 = J2o¢?
Agora dividindo o valor encontrado por [[374]:

2
4. 777) = e _ V2002 245

- - ¢
lapel 3¢ 3

3.6 PROBLEMA 06 (ENQ 2012/2)
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Seja ABC um tridngulo equilatero de lado 6 e AD um segmento perpendicular ao
plano desse tridngulo de comprimento 8.

(a) Localize o ponto P do espago que ¢ equidistante dos quatro pontos 4 B, C e

D e calcule a distancia comum R = PA=PB=PC=PD.

(b) Calcule o cosseno do angulo entre as retas reversas 4C e BD.

Proposta de Solucao:

Figura 31 — Ilustragdo geométrica do Problema 06 em um
sistema de coordenadas

VA
)

D = (0,0,8)

A=(0,0,0) B =(6,0,0)
Fonte: Autoria propria.
(a) Primeiramente como referéncia podemos tomar o eixo OXYZ com origem no ponto

A conforme apresentado na Figura 31. Assim para que R = PA= PB= PC = PD, basta que

a norma dos vetores seja também igual:

AP=(x.y.2) = [4B|=N*"+y"+2" ©)

BP=(x—6,,2) = [BB|=v(x—67+y*+2> (ii)
CP=(x—3,y-33.z) = IIESIIZ\/(x—3)2+(y—3\/§)2+z2 (i)

E’:(x,y,z—S) = ||D_p'||:\/x2+y2+(z—8)2 @@v)

Igualando-se (i), com (ii), (iii) e (iv) temos:
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47| =37

\/x2+y2+zz :\/(x—6)2+y2+22
x=3

[4P|=IpF
\/x2+y2+22:\/x2+y2+(z—8)2
z=4

[47l = |cel

Py 42 = -3 +(y—33) +2
3P +)2=(3-3) 4+ =63y +27
y=3
Assim a coordenada do ponto P 2(3,\/5,4) . Para determinar a distancia de P até os

demais pontos basta substituir os valores em uma das equacdes, seja no caso a equagao (i):

[ZBl= V' + 7 -7 =28 =27

(b) Para calcular o cosseno das retas reversas basta determinar o vetor diretor de ambas

as retas e calcular o angulo entre elas através do produto interno. Sendo assim, o ngulo 6 entre

os vetores AC = (3,3\/5 ,()) e ﬁj = (—6, 0, 8) pode ser encontardo assim:

o (oc.cD)) |-18+0+0 3

ocllenl 61010

3.7 PROBLEMA 07 (PROBLEMA, 2006)

Um tesouro foi enterrado em uma ilha e foi feito um mapa de sua localizagdo. As
instrucdes contidas no mapa dizem que ao desembarcar na ilha avistam-se imediatamente dois

grandes carvalhos, e também uma palmeira. O tesouro estd enterrado em um ponto que pode
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ser encontrado da seguinte forma: “Partindo da palmeira caminhe até o carvalho G contando

os passos. Chegando ao carvalho, gire para a direita 90° e caminhe o mesmo niimero de passos

e, onde chegar, faga uma marca. Voltando novamente a palmeira, caminhe até o carvalho G

contando os passos, gire a esquerda 90° e caminhe o mesmo niimero de passos e faga uma marca
nesta posi¢ao. O tesouro estd enterrado exatamente na reta que liga as duas marcas e & mesma
distancia das duas marcas”.

Depois de muito tempo, exploradores encontraram o mapa e decidiram ir a ilha resgatar
o tesouro. Ao chegarem a ilha tiveram uma desagradavel surpresa. Os carvalhos ainda estavam
14, mas a palmeira tinha desaparecido. Os exploradores nao desanimaram e, depois de pensar
um pouco, tiveram uma Otima ideia para resolver o problema de modo bastante pratico. Como
os exploradores fizeram para encontrar o lugar onde o tesouro estava enterrado e recupera-lo

mesmo sem a palmeira?

Proposta de Solucao:

Uma das conclusdes possiveis que os exploradores podem chegar ¢ que para encontrar
o tesouro, ndo importa a posicdo da palmeira. Logo, poderiam considerar uma posi¢ao
hipotética. Seja P um ponto qualquer onde sera considerada a localizagdo da palmeira. Tome

o sistema de eixos ortogonais OXY conforme mostrado na Figura 32.

Figura 32 - [lustragdo geométrica do Problema 07 em um
sistema de coordenadas
YA

P = (¢, d)

Fonte: Autoria propria.
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Primeiramente serdo encontradas as coordenadas do ponto N . Note que N=C +CN
e que GN ¢ arotagdo do vetor a’ = (c —a,d ) de um angulo de 90° no sentido anti-horario,
logo tem-se C,N = (—d ,C— a) . Isto pode ser considerado pois o produto interno entre os vetores

CI—N e C1—P ¢ igual a zero. Isso mostra que eles sdo ortogonais, conforme esperado. Dessa forma,
tem-se
N=C +§\7=(a, O)+(—d, c—a) =(a—d, c—a)

Por outro lado, para determina o ponto M, basta considerar uma rotagdo de 90° no
sentido horario do vetor @3 = (C, d) em torno da origem. Dessa forma, CZ—M = (d , —c) e,
portanto:

M =C,+CM =(0,0)+(d, ) = (d, —c)

Por fim, como o tesouro 7' esta localizado no ponto médio de M e N, segue que

T:M+N: g)_g
2 22

Observe que o tesouro esta localizado no ponto 7' pertencente a mediatriz do segmento

C,C, tal que a distancia do tesouro a este segmento equivale a metade da distincia entre os

carvalhos.

3.8 PROBLEMA 08 (GEOMETRIA, 2011)

Suponha uma piramide quadrangular regular com aresta a=4 ¢ altura h=6.

Determine a distancia entre os pontos médios de duas arestas opostas reversas.

Proposta de Solucao:

Seja ABCDE a piramide apresentada na Figura 33 baseada nas informacdes do
Problema 2. Neste problema, ¢ interessante considerar um sistema de eixos ortogonais OXYZ
de maneira conveniente a fim de facilitar na determinagdo das coordenadas dos vértices da
piramide. Com esta escolha, temos claramente as coordenadas de cada vértice, conforme Figura

33.
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Figura 33 — Ilustragdo geométrica do Problema 08 em um
sistema de coordenadas

ZA

E = (2,2,6)

A= (4,000 M B = (4,4,0)
Xp
Fonte: Autoria propria.
Como os pontos M e N sdo pontos médios dos segmentos 48 ¢ EC , podemos

encontrar suas coordenadas e, consequentemente, calcular a distdncia entre elas. Se M ¢é o

ponto médio de um segmento 4B , em que A=(a,a,) e B=(b,,b,), entio M ¢ dado por

M= a+b a,+b, a;+b,
2 7 2 7 2

Logo, neste problema, tem-se que

M:[4+4,0+4’0+0]:(4,2’0)

27 27 2

N:[2+0,2+4,6+0]:(l,3,3)
27 27 2

Agora basta determinar a distdncia entre os pontos, ou, de modo equivalente, a norma

do vetor MN . O célculo da distancia entre dois pontos depende apenas de suas coordenadas.

Assim, se MZ(xl,yl,Zl) e N:(xz,yz,zz), a distancia 4(M,N) entre M e N ¢

d(M’N) :\/(xl _x2)2 +(y1 _y2)2 +(Zl _22)2 =\/(4—1)2 +(2—3)2 +(O—3)2 :\/E )
Portanto, a distancia entre os pontos médios de duas arestas opostas reversas € igual a

J19um.
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3.9 PROBLEMA 09 (ADAPTADO DE LACERDA, 2015)

Aos 45 minutos do segundo tempo de um jogo de futebol a equipe do time alviverde

cobra um escanteio, mas a equipe do time rubro-negro rouba a bola e inicia um contra-ataque.

Neste, 0 jogador Jy recebe a bola e parte em direio ao goleiro com uma velocidade constante

e, N0 mesmo instante, o jogador oponente J ja se encontra no centro do gramado e vai

correndo numa determinada direcdo com velocidade também constante e igual a 85% da

velocidade do jogador J v, a fim de intercepta-lo, conforme apresentado na Figura 34.

Figura 34 — Problema 09: Campo de Futebol

40,32m
68 m

I18,32m |

| 52,50m !

Fonte: Autoria propria.

Sabe-se que I conseguiu interceptar J gy com uma falta. Logo, a falta ocorreu fora

da area ou foi pénalti?

Proposta de Solucao:

Primeiramente, considere o sistema de eixos ortogonais OXY e as coordenadas de
alguns pontos, conforme apresentado na Figura 35. O objetivo é determinar o ponto P= ( D pz)

que ¢ a posicdo que ocorreu a falta. Para isso, basta encontrar o ponto de intersecdo entre as

retas re s.
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Figura 35 — Ilustracao geométrica do Problema 09 em um
sistema de coordenadas

~A

'///////

G = (34, 52.50)

P = (pi, p3)

a%

Fonte: Autoria propria.

A equagdo dareta » pode ser representada da seguinte maneira:

L5258
Vi
52,5 .
Sendo o coeficiente angular da reta. Como P=(p,p,)er, segue que
52,5
P= g P

Por hipotese, a velocidade de S é igual a 85% da velocidade de Jpy € como os

jogadores J, ¢ Jry se chocamem P, tem-se a seguinte relagdo

85
d(JAVﬁp)zﬁd(‘]RNﬂp)

Assim,

85
V(=34 p* =70 o o2

Substituindo p, = % p, ha equagdo anterior ¢ fazendo o seu desenvolvimento,

obtém-se:

0,9391p7 —68p, +1156=0
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Resolvendo a equagdo quadrética e considerando 0<p, <34 devida a natureza do
problema, segue que p, =27,2703 e, consequentemente, p, =42,1085. Logo, tem-se que P
esta localizado nas proximidades do ponto de coordenadas P = (27.3, 42.1) . Dai, com base nas

informagdes apresentadas na Figura 34, segue que P encontra-se dentro da grande area, ou

seja, a falta ocorreu dentro da érea e, portanto, foi pénalti.

3.10 PROBLEMA 10 (ELABORADO PELOS AUTORES)

Suponha um tetraedro regular ABCD de aresta a . Determine a area de suas faces e o
volume do tetraedro em fun¢ao de a .

Proposta de Solucao:

Vamos considerar o sistema de eixos ortogonais OXYZ com origem no ponto 4, o

vértice C pertencente ao eixo OY e o vértice B no plano XY . Assim, as coordenadas dos

vértices do tetraedro sdo representadas na Figura 36.

Figura 36 — Primeira ilustragdo geométrica do Problema

10 em um sistema de coordenadas
ZA

D= (dl, g d_-;)

4 Be (bl, g 0)

Fonte: Autoria propria.

Para calcular a area de uma face do tetraedro, sera utilizado o conceito de produto

vetorial. Visto que todas sdo triangulos equilateros, pode-se escolher uma qualquer e aqui, sera

— a _—
escolhida a face ABC . Note que 4B = (bl, >’ 0) e AC = (O, a, 0) , assim:
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2
(AC, AB)=|AC||-||[4B cos60°=2 [p2 + &
2N 4

Ou, pode-se obter este produto interno como segue:
2

<Z’7,TB>=0-bl+a-§+o-0=%

.

a
4
4
2
4

Igualando-os, segue que:

NIQ

a
Fepi®
1

-

i

b

b =

que ¢ a altura de uma face (tridngulo equilatero) do tetraedro. Logo, obtém-se

aN3 a — [ av3 a
B=|—,—,0 AB=|—,—,0
( > 5 Je, portanto, [ ) o J

Agora, ¢ possivel calcular a area de uma face, para isso, basta aplicar o conceito de

produto vetorial, conforme a seguinte relagao

face -

. a3
= u.a
4

N 1 — | (—
HACXABH ZEHACH-HABHsen 60°=
O proximo passo € encontrar as coordenadas do vértice D . De

o3

(i, 18) [l | ieosctr — D 8| coser — (i, By, 3 ©

4
a3
R

2
2
tem-se, d, =

a6

De maneira analoga, igualando (TC, E}z(ﬁiD_d obtém-se d, =3 que

representa a altura do tetraedro regular.
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Para encontrar o volume do tetraedro regular, pode-se aplicar o conceito de produto

misto. O produto misto [AB, AC, AD} ¢ igual ao produto interno entre o vetor ABXAC ¢ o

vetor AD , isto &, |AB, AC, AD ABXAC,AD>. Esse calculo equivale ao moédulo do

determinante da matriz 33, onde as linhas sdo formadas pelas coordenadas dos vetores 4B,

AC e AD, a saber, A—Bz[%,%,o} Z?z(O,a,O) e Ez[%,%,éj.

Geometricamente, o modulo do produto misto equivale ao volume do paralelepipedo
representado na Figura 37.
Como o volume do tetraedro regular € igual a 1/6 do volume do paralelepipedo, segue

que o volume do tetraedro regular ¢ igual a

a3 a

V:g 0 a 0 = D u.v.
a\/§ 2 a\/g
6 2 3

Figura 37 — Segunda ilustracdo geométrica do Problema
10 em um sistema de coordenadas

Fonte: Autoria propria.

3.11 PROBLEMA 11 (ADAPTADO DE CONSTRUCOES, 2008)
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Dado um quadrado ABCD e P um ponto qualquer pertencente ao lado BC . Seja r a

reta que passa pelos pontos A ¢ P ¢ S uma reta que contém C e € perpendicular a 7 . A reta

S intersecta a reta suporte ao lado AB no ponto Q . Determine o angulo BOP .

Proposta de Solucao:

Um importante passo para a resolucdo de problemas da geometria plana ou espacial por
meio de processos algébricos ¢ considerar um sistema de eixos ortogonais OXY com uma boa

escolha para a origem. Neste caso, sera considerado um sistema de eixos ortogonais OXY com

origem no vértice A do quadrado e seus eixos contendo os lados AB e AD do quadrado

ABCD, conforme mostrado na Figura 38. Claramente, tem-se 4= (0,0) , P= (a,c),
C :(a, a) e Q:(a+b, O) . Como » e S sdo perpendiculares, o vetor @Z(b, —a) é ortogonal
ao vetor AP =(a,c), logo <ﬁ @> =0.
Como (4P, CO)=((a,c),(b,—a))=a-b+c:(-a)=a(b—c), segue que
alb-c)=0
Portanto, b = ¢ ¢ isto implica que o angulo BQP ¢iguala 45°.

Figura 38 - [lustragdo geométrica do Problema 11 em um

sistema de coordenadas
Ay

B L]

Fonte: Autoria propria.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

A resolugdo de problemas classicos encontrados na geometria sintética via processos
algébricos mostrou-se muito importante, pois nota-se que foi possivel fazer uma inter-relagao
de conteudos da matematica. Foram apresentados alguns conceitos da geometria analitica
vetorial de forma muitas vezes simples, valorizando outras ferramentas matematicas diferentes
das tradicionais quando se trata da resolugdo destes tipos de problemas.

Um dos produtos desta pesquisa foi um o trabalho intitulado “GEOMETRIA
ANALITICA NO FUTEBOL: Fora da Area ou Pénalti?”” na forma de resumo simples com
apresentacao em poster no IV Coloquio de Ciéncias Naturais e Matematica - Alfabetizagcdo
Cientifica e Matematica: perspectivas frente as politicas publicas da Educagdo Bésica -
UFMT/Sinop entre os dias 21 a 25 de outubro de 2019.

Ainda, foi publicado, na forma de trabalho completo nos anais do referido evento, o
trabalho “GEOMETRIA ANALITICA NA RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE
GEOMETRIA CLASSICA” e a apresentagdo deste deu-se na forma de comunicagio oral.

Espera-se que a metodologia empregada na resolu¢do dos problemas propostos
contribua para que tanto alunos quanto professores percebam que a geometria analitica vetorial
possui diversas ferramentas que podem ser utilizadas para resolver problemas de geometria
plana e espacial que, geralmente, nos inclinamos em explora-las por meio de processos
geométricos (geometria sintética), o que entendemos ser devido as técnicas de resolucdo que
aparecem primeiramente nos curriculos escolares, provavelmente fruto do desenvolvimento
histérico da geometria. Nao tivemos a pretensao de substituir ou sequer comparar tipos de
técnicas, e sim chamar aten¢do para a importancia de conhecer outras técnicas de resolugao
para um mesmo problema, o que mostra a inter-relagao entre conceitos inerentes de disciplinas
diferentes, além de contribuir na capacitacao de resolugdao de problemas de geometria plana e
espacial.

Outras propostas poderdo ser aplicadas, tais como a resolucdo destes e de outros
problemas via comparacdo dos métodos geométricos e algébricos, bem como, aplicar esta
metodologia em sala de aula.

O grande legado que se pretende deixar ndo ¢ de que existam parametros de maior
facilidade ou dificuldade, mas de que o estudante deve conhecer todo o possivel ferramental

para conseguir inferir qual técnica ¢ mais adequada na visdo dele para resolver problemas
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especificos. Isto parte de que o discente ndo limite o aprendizado pela sua visdo, mas que esteja
sempre aberto a novas possibilidades.

A questdo a ser discutida ndo € a de elencar o que o professor deve ou nao fazer, mas de
contribuir de alguma forma com a pratica das diretrizes propostas pela BNCC. E a grande
mensagem difundida ¢ a do desenvolvimento de competéncias correlatas por meio da
interdisciplinaridade (a terminologia interdisciplinaridade empregada neste trabalho diz
respeito a disciplinas da area de matematica, como, por exemplo, geometria sintética e
geometria analitica). Para isto, a pratica docente naturalmente se inclina para mudangas e estas
partem de novas sugestdes.

No Apéndice deste trabalho sdo apresentadas as resolu¢des propostas nos gabaritos das
provas de qualificagdo do PROFMAT, a fim de possibilitar ao leitor o entendimento das linhas
de resolucdo por meio da geometria sintética. Percebe-se que em grande parte dos exercicios,
tanto uma resolugdo como a outra, exigem do estudante certo grau de visualizacdo de entes
geométricos, sejam eles planos ou espaciais e também algébricos. A partir do conhecimento de
ambos, ele pode definir com qual situagdo se sente mais confortavel.

Por fim, espera-se que este trabalho de alguma forma possa transformar o leitor e

contribuir em sua pratica pedagdgica ou mesmo na ampliagdo de seu ferramental matematico.
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6 APENDICE

6.1 ENQ 2018/1 (PROBLEMA 01 - ADAPTADO)

Solucio:

De acordo com a defini¢do relembrada no enunciado, precisamos determinar o angulo entre »
e s',com s' paralela a Se concorrente com ». Ainda de acordo com o enunciado, pode-se
escolher qualquer reta s' com tais propriedades. Vamos, entdo, tomar s' como sendo a
paralela a Sque concorre com »em um dos vértices do cubo, que chamaremos de A4 , conforme

a figura abaixo.

Note que s ' e perpendicular a AP , pois estd contida no plano da face da base do cubo,
que ¢ perpendicular a aresta vertical AP . Além disso, como S ¢ paralela a diagonal BD da
face ABCD do cubo, s' também € paralela a BD ; por fim, como BD ¢é perpendiculara AC,
s ' ¢ também perpendicular a 4AC .

Assim, como s' é perpendicular a (ACP ), que é o mesmo plano ( ACR ), que por sua

vez contém . Logo, s' ¢é perpendicular a » e, com isso, o cosseno do angulo do entre as retas

¢0.

Solucio Alternativa:
Temos que S é perpendiculara PR , pois as diagonais de uma face do cubo sdo perpendiculares.
Além disso, Sesta contida no plano da face PORS e AP ¢ perpendicular a esta face, logo ¢

perpendicular a AP. Com isso, S¢ perpendicular ao plano que contém o quadrilatero ACRP .
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Entdo, S¢é ortogonal a toda reta em ACRP, logo, ortogonal a ». Assim, sendo £ o pontoem

que Sintersecta ACRP e r' aparalelaa rpassando por E, temos que Se 7' formam um angulo

de 90° uma com a outra.
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6.2 ENQ 2017/2 (PROBLEMA 02 - ADAPTADO)

Solucio:
(a) Como A_P:A_Q: 2 e como PAQ éum tridngulo retingulo, temos
—2 —2 —2 2 2
PO =AP +A4AQ =2"+2"=8
Logo P_Q = \/§ =22,
Como os tridngulos DAQ e DAP sdo congruentes (caso LAL), tem-se D_P:®, logo

o tridngulo DPQ ¢ isosceles de vértice D . Tomando o ponto médio M do lado PQ deste

tridngulo, tem-se entdo que DM ¢ a altura de DPQ relativaa PQ .

D

Como o tridngulo 4PQ ¢é isosceles de vértice A , temos também que AM ¢ altura de

AP0 ,logo AMP=9%_ Com isso,

Logo

O triangulo DAM é retangulo, logo
_ - _ 2
DM =DA +4aMm =3 +(2) =11
Com isso, DM = /11 €

Area(DPQ) = %Zﬁx/ﬁ =22
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(b) Sendo d a distancia do vértice A4 ao plano que contém o tridngulo DPQ, o volume V' do

tetraedro DPQA pode ser calculado de duas formas:

Vz%-Area(DPQ)-d

V= % Area (DPQ)-m

(na primeira, tomamos DPQ como base e, na segunda, 4PQ ).

Com isso,

Area(DPQ)-d = Area( APQ)- DA

Como Area(DPQ) =J2¢

Area(APQ):%-A_-E:%QQ: 2
temos
V22.d =23
Logo
6
d=—

Solugdo Alternativa do Item (b): O segmento d ¢ a altura do tridngulo retdngulo DAM . Os
catetos medem DA=3, AM =+/2, ¢ a hipotenusa mede DM = +/11. Calculando a 4rea de
duas formas diferentes, obtemos a relagao:

DM -d = DA- AM ,

322

Chegamos a +/11-d = 3+/2 ,0quenos levaa d = ——— =

6
11 22
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6.3 ENQ 2016/2 (PROBLEMA 03)

Solucio:
Observe que os triangulos retdngulos NCD e MBC sdo congruentes pelo caso LAL.

Consequentemente, temos /NCI =ZCDN. Como ZCDN e ZCND sido complementares,

temos entdo que /NCI e ZINC também o sdo, logo o tridngulo NIC ¢ retangulo de

hipotenuas CN .

C N B
1
M
¢
D A

Os triangulos MC MBC tém um angulo em comum e cada um destes triangulos possui
um angulo reto. Assim, eles t€ém dois angulo congruentes e, por isso, sdo semelhantes. A razao

de semelhanga entre os tridngulos NIC e MBC ¢ dada por

L 1 1
— CN _ 9 _ 2 :L
CM P V55
I
7 2
Com isso,
Area(NIC) et
Area(MBC) 5°
logo
Area (NIC) = %Area (MBC),
e, como

.BC-BM = —-1

Area (MBC) =

1 1,11
2 2 2 4



temos

Area (NIC) =

1
5

N

81
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6.4 ENQ 2016/1 (PROBLEMA 04)

Solucio:
Denotando o vértice por onde o cubo esta pendurado por A , o vértice oposto por C e um dos

vértices das arestas adjacentes a corda por B, como na figura, temos que o angulo g3

procurando é suplementar ao angulo &« =BAC .

B1a
-

s

C

Denotando por A a aresta do cubo, temos 4B = a € AC:CI\/§ . Como BC ¢

a 1

- =——.C
a\/§ \/§ omo

perpendicular a AB, o tridngulo ABC é reto em B , logo cosa =

NN
alsl

1

o © (3 sao suplementares, temos que cos 3 =—cosa=— \/g .

- AB 1
Solugio alternativa: Considere o angulo ¥ = ACB . Como seny = —= 4
AC ax/g \/g

e B=v+90° (a medida de um angulo externo do tridngulo ¢ a soma das medidas dos angulos

internos ndo adjacentes a ele), temos:

1

B—90°=~ = sen(3—90°)=seny= = sen(90°—ﬁ):—% = cosﬁ:—ﬁ_

Sl



&3

6.5 ENQ 2015/2 (PROBLEMA 05)

Solucio:

Inicialmente, aplicando o teorema de Pitagoras ao tridngulo ABC, calculamos o
comprimento do segmento AC :

AC =A4B +BC =/ +(27)

Dai segue que A_C:/\/g .

Analisando agora o tridngulo ACM, concluimos que ele ¢ retangulo em C pois o
segmento MC ¢ perpendicular a face ABCD do paralelepipedo e, portanto, perpendicular ao
segmento AC contido nesta face.

Ainda observando o tridngulo retangulo ACM, o segmento CN ¢ perpendicular a
hipotenusa AM pois CN representa a distancia de C areta AM e, por defini¢do, distancia de
ponto a reta € sempres perpendicular a reta.

Entao, usando o Teorema de Pitdgoras temos:

M’ =0) +(e5),

e assim

AM =3/

Usando que o produta da hipotenusa pela altura correspondente € igual ao produto dos
catetos temos que:

AM -CN = AC-CM ,

substituindo os valores correspondentes temos que:



logo,

30-CN=45-2¢.

av:@.
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6.6 ENQ 2012/2 (PROBLEMA 06)

Solucio:

(a) O ponto P deve estar no plano paralelo a ABC a 4 unidades de distdncia de A , pois esse
¢ o plano dos pontos equidistantes de 4 ¢ D. Ao mesmo tempo, ele deve estar na reta
perpendicular ao plano determinado por ABC que passa pelo centro [ de ABC, pois essa
reta € o conjunto de pontos que equidistamde A, B ¢ C .

A distancia de H a qualquer um dos vértices do tridngulo ¢ igual a 2a qualquer um dos
vértices do triangulo ¢ igual a 2\/:—5 (o que pode ser obtido de varios modos). Como AHP ¢
triangulo-retingulo, de catetos AH :2\/§ ¢ HP=4, ¢ hipotenusa AP =4, entdo

R>=12+16 =28, logo R=247.

(b) Chame de Q o ponto do plano de ABC tal que 4QBC ¢ paralelogramo. O angulo

procurado ¢ o angulo « ZQZ}D “. Todos os lados do tridngulo QBD sdo conhecidos: (i)
BD =10, porque BAD ¢ retingulo com catetos iguais a 6 (o lado do tridngulo ABC) ¢ 88 (a
altura do ponto D); (il) BQ = AC = 6; (iii)) 9D =10 (pela mesma razdo de (i)). Entdo, pela
Lei dos Cossenos,

10> =10>+6>—2-10-6-cosa,

de onde sai cosa =0,3.



