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RESUMO

Neste trabalho apresentamos uma possivel abordagem para o ensino da
convergéncia das séries geométricas infinitas por meio do texto da Quadratura da
Pardbola de Arguimedes. Nosso objetivo foi procurar no texto de Arquimedes
argumentos que pudessem ser utilizados para a compreensdo do conceito de
convergéncia das seéries geomeétricas em substituicdo ao uso do conceito de limite,
normalmente apresentado de forma superficial nos textos dos livros didaticos
dedicados ao ensino basico. Para compor nossas analises, realizamos uma pesquisa
histérica, do ponto de vista epistemolégico, em busca da compreensdo do
desenvolvimento dos conceitos que envolvem as séries geométricas. Apresentamos
também uma descricdo da forma como esses conceitos sdo abordados nos livros
didaticos atuais. Além disso, realizamos uma analise das demonstracfes dadas por
Arguimedes no seu texto sobre a Quadratura da Pardbola nas quais se fez uso das
séries geométricas. Concluimos, apresentando uma possivel abordagem baseada
nos argumentos de Arquimedes para a compreensdo da convergéncia da série
geomeétrica infinita presente em um dos exemplos dos livros didaticos analisados.

Palavras-chave: Séries Geométricas Infinitas, Progressdes Geomeétricas Infinitas,
Convergéncia, Quadratura da Parabola de Arquimedes, Educacdo Matematica.






ABSTRACT

In this work, we present a possible approach for teaching the convergence of infinite
geometric series through the text of the Quadrature of the Parabola by Archimedes.
Our objective was to look in Archimedes' text for arguments that could be used to
understand the concept of convergence of geometric series in substitution to the use
of the concept of limit, normally presented superficially in textbooks dedicated to basic
education. To compose our analyzes, we conducted an historical research, from an
epistemological point of view, in search of understanding the development of the
concepts that involve geometric series. We also present a description of how these
concepts are approached in current textbooks. In addition, we performed an analysis
of the demonstrations given by Archimedes in his text about the Quadrature of the
Parabola in which geometric series were used. We conclude by presenting a possible
approach based on Archimedes' arguments for understanding the convergence of the
infinite geometric series present in one of the examples of the analyzed textbooks.

Keywords: Infinite Geometric Series, Infinite Geometric Progressions, Convergence,
Quadrature of the Parabola by Archimedes, Mathematics Education.
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INTRODUCAO

A proposta inicial deste trabalho era a de apresentar o desenvolvimento do
conceito de Convergéncia aplicado a Séries Geométricas Infinitas por meio da analise
de trabalhos historicos, com o intuito de buscar e apresentar alternativas para o ensino

desse tema dedicado ao Ensino Basico no Brasil.

Devido a dificuldade de se trabalhar com textos historicos, tanto porque existem
problemas de compreensdo da lingua, de entendimento do contexto no qual
originalmente foram escritos, e também por vezes pelos originais citados por alguns
autores nunca terem sido encontrados, decidimos buscar por trabalhos que fossem

mais acessiveis e que acreditassemos ter potencial para uso didatico.

Dentre os textos histéricos aos quais tivemos acesso, a Quadratura da
Parabola de Arquimedes de Siracusa! (287 a.E.C. — 212 a.E.C.?) foi o que mais
chamou a nossa atencdo. Observa-se nesse texto o uso de uma série geométrica
finita, para resolver um problema que hoje relacionamos com o uso das Séries
Geométricas Infinitas (ROQUE; CARVALHO, 2019).

Logo, este trabalho dedica-se a apresentar uma analise da forma como
Arquimedes fez uso de uma série geométrica para demonstrar sua tese quanto a
guestdo da Quadratura da Pardbola em comparacdo a abordagem dada as Séries
Geomeétricas Infinitas observada atualmente nos livros didaticos dedicados ao Ensino
Basico.

1 Arquimedes de Siracusa foi um matematico grego, considerado como um dos maiores matematicos
de sua época. Suas contribuicbes em geometria, assim como seus métodos, foram revolucionarios a
ponto de antecipar muitos dos resultados que hoje obtemos através do Céalculo Diferencial e
Integral. Ele era considerado um homem prético, inventor de uma variedade de maquinas incluindo
roldanas e até mesmo um dispositivo de bombeamento de parafusos (O'CONNOR e ROBERTSON,
1999).

2 a.E.C. é abreviacao para antes da Era Comum, utilizada para representar os anos anteriores ao ano
1 do calendario atual.
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Da Motivacao

Ao longo da minha jornada como estudante durante o Ensino Basico, a
matematica me pareceu a disciplina cujas afirmacdes eram perfeitamente justificadas
por meio de conceitos estudados anteriormente, ainda que eu ndo compreendesse

seus significados por completo.

Essa viséo que eu tinha da matemética mudou completamente ao ingressar no

curso de Licenciatura em Matematica.

Ao me deparar com uma formalidade muito maior com a que estava
acostumado e com demonstracbes que utilizam como justificava outras
demonstracdes igualmente complexas, comecei a me questionar se eu realmente

havia aprendido mateméatica da maneira correta até entao.

O estudo da Convergéncia em Séries Infinitas, dentro da disciplina de Andlise
Real, era um dos temas que mais me incomodava. A cada vez que o professor dizia
que uma série era convergente ou ndo, eu me questionava em que momento eu

deveria ter aprendido o que era ser convergente.

E claro que meu professor explicou o conceito de Convergéncia do mesmo jeito
gue encontramos em qualquer livro de Analise Real, ou seja, diversas definicdes e
demonstracdes que utilizam outros conceitos, como o de Limite, que ja deveriam ter

sido absorvidos por mim durante as disciplinas de Calculo Diferencial e Integral.

Fato € que eu sempre escutei, durante as disciplinas de Célculo Diferencial e
Integral, que apreenderiamos melhor os conceitos de Limite durante a disciplina de
Andlise Real. Vou me abster de aprofundar sobre esse paradoxo ao qual fui langado
como estudante, e assumir que, ao terminar o curso de Analise Real, estava

convencido de que tinha compreendido todos os conceitos estudados.

Porém, por ndo conseguir compreender até entdo a necessidade de tanta
formalizacdo na matematica, ao comegar a minha carreira como professor do ensino
basico, na qual atuo até hoje, decidi me dedicar ao ensino da maneira menos formal

possivel. Essa postura durou até o primeiro momento em que tive que justificar a
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formula da soma dos termos de uma progressdo geomeétrica infinita® em uma aula

sobre séries geométricas.

Para os estudantes que nédo se convenciam do famoso exemplo do quadrado?,
e questionavam-me se ndo existiria uma maneira melhor de provar que a uma soma
infinita poderia resultar em nuamero finito, eu costumava dizer que era possivel

demonstrar por meio do conceito de Limite que estudamos na graduacéao.

Enquanto j4 estava convencido de que, como professor, deveria ter uma
resposta melhor para dar aos estudantes, durante o inicio das pesquisas para a
elaboracdo deste trabalho, deparei-me com o artigo Infinite Series From History to
Mathematics Education do autor Giorgio T. Bagni.

Nesse artigo, o autor apresentou a seguinte pergunta para 88 estudantes entre
16 e 18 anos, em escolas regulares na Italia: “Em 1703, o matematico Guido Grandi®
estudou a soma infinita: 1 — 1+ 1 — 1 + --+; qual resultado vocé acha que ele obteve?”
(BAGNI, 2009, p.6, traducdo nossa). Ao analisar as respostas, 0 autor percebeu que
muitas das justificativas dadas coincidem com as no¢des de convergéncia usadas por
Grandi, argumentando com isso que a Historia pode ser usada para compreendermos
melhor os obstaculos epistemoldgicos® que os estudantes enfrentam ao se depararem

com o0 conceito de séries infinitas.

Em sala de aula, presenciei discussdes parecidas com os resultados apontados
por Bagni (2009), pois alguns estudantes que ocasionalmente se depararam com a

Z o . 1
sérel1—-1+1-1+ -, argumentavam que essa soma deveria resultar em 1, 0 ou >

Além disso, segundo Lehmann (1995), o ensino de Séries em cursos de Célculo
Diferencial e Integral possui énfase apenas em testes de convergéncia, dessa forma,

dedica-se mais tempo em saber se uma série é realmente convergente do que estudar

8 Uma progressao geométrica € uma sequéncia numérica na qual cada termo, a partir do segundo, é
igual ao anterior multiplicado por um nimero constante — uma definicdo mais precisa serd dada na
Secdo 1.2 deste trabalho.
4 Dado um quadrado de lado 1 ao dividi-lo ao meio e tomar uma das partes e com a parte restante
realizar 0 mesmo procedimento quantas vezes quiser, obteremos uma representacdo da progressao
geométrica infinita de razéo %
5 Guido Grandi (1671 — 1742) foi um jesuita italiano conhecido por ter sido um dos primeiros
matematicos a publicar que asérie1 —1+1—-1+1—1+ - deveria ser igual a % (BAGNI, 20009).
6 Referimo-nos a um conceito introduzido por Bachelard em sua obra A formacao do espirito cientifico
publicada na década de 30 do século XX (MIGUEL; MIORIM, 2004, p.99).
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a série em si, levando assim os estudantes a se questionarem sobre a necessidade

de aprender esses conceitos.

Quando é observada a abordagem dada ao desenvolvimento do conceito da
soma dos termos de uma progressao geomeétrica infinita em livros didaticos,
encontramos férmulas prontas com uma mencao rapida ao conceito de Limite ao invés
de uma discussdo mais aprofundada em relagdo ao conceito de Convergéncia
aplicado as séries infinitas (LEHMANN, 1995).

Outros autores, como Sierpinska (1987), afirmam que muitos desses
obstaculos epistemoldgicos no aprendizado de séries e limites derivam da dificuldade
de lidar com conceitos que sofreram grandes mudancas na formalidade apés o
advento do Célculo Diferencial e Integral. Por isso, Sierpinska (1987), assim como
Lehmann (1995), defendem que a historia pode ser utilizada para auxiliar o
aprendizado de convergéncia, uma vez que, para se chegar ao conceito como
conhecemos hoje, houve muitas reflexdes e mudancgas na forma de pensar por parte

de muitos matematicos.

Esses fatos me convenceram da importancia de se realizar pesquisas dentro
da analise de trabalhos histéricos para que se possa ndo s6 compreender melhor o
conceito de Convergéncia, como também procurar alternativas que possam contribuir

para uma compreensao melhor desse tema.

Da Metodologia

Diversos pesquisadores, ao longo das ultimas décadas, vém se empenhando
em buscar na Histéria potencialidades para o ensino da Mateméatica (MIGUEL;
MIORIM, 2004). Até mesmo aqueles que criticam seu uso pedagogico, devido ao
tempo a mais que se gastaria ao ensinar esses assuntos em sala de aula,
compreendem que na reconstrugéo de caminhos histéricos, estaria o

Mundo real de ideias, visto em génese, desenvolvendo e deteriorando-
se mais do que uma imitacdo artificial na qual o problema central é

removido. Esse é o sentido em que a aprendizagem ¢é ‘mais facil’: um
sentido pessoal no qual o estudante pde em relevo o trabalho criativo
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e imita a descoberta individual dos resultados. (GRATTAN-
GUINNESS, 1973, p. 446 apud MIGUEL; MIORIM, 2004, p. 65).

Nesse ponto, devemos ressaltar que o uso da histéria como potencial
pedagdgico para 0 ensino da Matematica se insere no campo da Histéria Na Educacao
Matematica, no qual se incluem,

Todos os estudos que tomam como objeto de investigacdo os
problemas relativos as insercfes efetivas da histéria na formacao
inicial ou continuada de professores de Matemética;, na formacédo
matematica dos estudos de quaisquer niveis; em livros de Matemética
destinados ao ensino em qualquer nivel e época; em programas ou
propostas curriculares oficiais de ensino da Matemética;, na
investigacao em Educacado Matematica, etc. (MIGUEL; MIORIM, 2004,
p. 11).

Dentre os autores que defendem o potencial pedagégico da Historia no ensino
da Matematica, destacamos Sierpinska (1987), que recorre a Historia para “identificar
0s obstéculos epistemoldgicos que se manifestam na filogénese e na psicogénese de
um objeto matematico especifico a fim de entender melhor ambos os processos”

(MIGUEL; MIORIM, 2004, p.105).

Ha também autores, como Lehmann (1995), que defendem uma metodologia
prépria com base no desenvolvimento histérico dos conceitos os quais se desejam
ensinar. O autor defende que o processo de ensino-aprendizagem tradicional muitas
vezes apresenta lacunas que podem ser preenchidas com a anélise do conhecimento

historico.

Como vemos, apesar de ser um campo de pesquisa que vem ganhando espaco
dentro das pesquisas em educacdo matematica nas ultimas décadas (MIGUEL;
MIORIM, 2004), ndo existe uma Unica metodologia de pesquisa nessa area.

Por isso, durante nossas pesquisas historicas, levamos em consideracao as
observacbes dadas por Roque (2012) em seu livro Histéria da Matematica — Uma
visao critica desfazendo mitos e lendas, no qual a autora afirma que uma concepc¢éo
possivel do fazer Historia da Matematica € a de

Exibir um conjunto de praticas, muitas vezes desordenadas, que,
apesar de distintas das atuais, também podem ser ditas
“matematicas”. Quando encarado como pratica multipla e diversa,

esse conhecimento se apresenta composto por ferramentas, técnicas
e resultados desenvolvidos por pessoas em momentos e contextos
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especificos, com suas préprias razbes para fazer matematica e com
ideias singulares sobre o que isso significa. (ROQUE, 2012, p. 16).
Entendemos que a busca da compreenséo desses trabalhos historicos possa

sofrer variacbes da mesma forma como afirma Lins (1993), na qual defende que,

Mesmo o entendimento em Historia da Matemética varia tanto quanto
se queira de acordo com uma leitura progressiva da Histéria (ler a
histéria em busca de uma sucessdo de métodos e teoremas) ou uma
leitura epistemoldgica da Histéria (buscar entender como as ideias
contidas em uma cultura matemética estdo organicamente articuladas
e de que forma certas nocdes estdo naturalmente excluidas desta
cultura). (LINS, 1993, p. 78).
Como nosso objetivo foi o de procurar possiveis potenciais pedagdgicos ao
longo da histéria como alternativa a abordagem atual utilizada em livros didaticos, da
forma como foi citado anteriormente, tentamos manter a nossa pesquisa atrelada a da

leitura epistemoldgica definida por Lins (1993).

Além disso, tomamos como base o livro The Rise and Development of the
Theory of Series up to the Early 1820s, escrito por Giovanni Ferraro, sobre o
desenvolvimento das Séries antes do advento do Calculo Diferencial e Integral, e as
criticas presente nos artigos de Sierpinska (1987) e Lehmann (1995) em relagcéo ao

ensino desse conceito.

Da Organizagcao Deste Trabalho

Além da presente introducao, este trabalho estd organizado em trés capitulos.
Dentre esses capitulos, o primeiro € dedicado a apresentar os aspectos histéricos
relativos ao desenvolvimento dos conceitos de Séries e Convergéncias, além de

apresentar as definicbes atuais sobre esses temas.

O segundo capitulo é dedicado a Quadratura da Parabola de Arquimedes.
Nesse capitulo apresentamos a concepc¢do dos estudos de Arquimedes, além de
definicbes e demonstra¢cdes contemporaneas relacionadas a Geometria, necessarias
para a compreensao do uso da série geométrica que esta inserida nas demonstracdes

acerca da Quadratura da Parabola.
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O terceiro capitulo é dedicado a apresentar a forma como o tema das Séries
Geomeétricas Infinitas é abordado nos livros didaticos destinados ao Ensino Basico,
por meio de uma andlise do texto da BNCC (Base Nacional Comum Curricular) e de
trés livros didaticos aprovados recentemente no programa do PNLD (Programa
Nacional do Livro e Material Didatico). E, na ultima secdo desse capitulo,
apresentamos uma possivel alternativa para a abordagem por meio da Quadratura da

Parabola de Arquimedes.

Por fim, apresentamos nossas consideracdes finais acerca deste trabalho, além
de um apéndice com defini¢cdes e teoremas da Geometria Plana, que possam vir a ser

necessarios para uma compreensao melhor da Secéo 2.2.

25



1 SERIES GEOMETRICAS

Neste capitulo, apresentamos uma secdo dedicada a alguns aspectos
histéricos que julgamos necessarios para a compreensao do desenvolvimento dos
conceitos relacionados ao tema principal deste trabalho, e também uma secéo
dedicada apenas as definicbes atuais do que hoje conhecemos como Séries
Geométricas.

1.1 Aspectos Historicos Relativos as Séries

As Séries Infinitas foram ferramentas importantes e propulsoras para a
elaboracdo da teoria do que hoje conhecemos como Calculo Diferencial e Integral.
Como afirma Luchetta (2017), é possivel observar sua existéncia em inidmeros
trabalhos anteriores a criacdo dessa teoria (século XVIII), principalmente na forma de
Séries Geométricas Infinitas. Para Ferraro (2008),

A teoria das séries nos séculos XVII e XVIII apresenta varios e
interessantes problemas para o0s historiadores. De fato, os
matematicos da época obtiveram diversos resultados que variam do
teorema binomial a formula de Taylor, das expansfes das séries de
poténcias de funcdes elementares até as séries trigonométricas, da
série de Stirling a solucdo em série de equacdes diferenciais, da
férmula da soma de Euler-Maclaurin ao teorema de inversdo de
Lagrange, da teoria de geracao de funcbes de Laplace ao calculo de
operacdes, etc. A maioria desses resultados foram, no entanto,
obtidos usando métodos que seriam considerados inaceitaveis hoje,
portanto, se olharmos para tras, para a teoria das séries antes de
Cauchy sem reconstruir as motivagcdes internas e 0s conhecimentos
conceituais [da época], parece um corpo de técnicas de manipulacdo
sem rigor, cujos resultados parecem ser o fruto intrigante da mente de
um magico ou adivinho, em vez da obra penetrante e complexa de
grandes matematicos. (FERRARO, 2008, p. vii, tradu¢édo nossa).

O significado da expressao Séries Geométricas, assim como muitas outras
expressoes utilizadas atualmente na matematica, sofreram diversas mudancas ao longo
dos séculos. Por isso, com o intuito de contextualizar a compreensao desse conceito

nos séculos proximos ao surgimento do Calculo Diferencial e Integral, optamos por
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apresentar, inicialmente, o significado da expressdo Séries Geométricas como

escritas por Barlow (1814).

Essa opcdo foi tomada por entendermos que as definicbes dessa época
auxiliam na compreenséao de trabalhos anteriores ao século XVIIl sobre Séries, tanto
guanto no entendimento da linguagem Matematica utilizada nas traducfes de Heath

(1897) acerca do texto de Arquimedes — apresentadas no Capitulo 2 deste trabalho.

Para Barlow (1814), uma Progresséao € definida como “uma série de numeros
avangando ou procedendo da mesma maneira, ou de acordo com uma certa regra”
que por sua vez poderiam ser “Algébricas ou Geométricas” (BARLOW, 1814, p. 577,
traducao nossa).

Em particular, uma Progressdo Geométrica € “uma progressao na qual todos
0S termos tem sucessivamente a mesma razao; como 2,4, 8,16, etc. onde a razdo
comum é 2" (BARLOW, 1814, p. 578, traducao nossa). Enquanto uma Série é definida
como “uma fila continua, ou progresséo, de quantidades conectadas entre si pelos
sinais de + ou —; geralmente prosseguindo de acordo com uma determinada lei”
(BARLOW, 1814, p. 648, traducao nossa).

Das definicdes anteriores, pode-se inferir que o significado de Série Geométrica
era 0 nome dado a operagcao de soma e/ou subtracao dos termos de uma Progresséo
Geomeétrica, ou seja, se somarmos apenas uma quantidade finita de uma Progressao
Geométrica Infinita, obtemos uma Série Geométrica. Fato que demonstra uma
diferenca importante do uso da expressédo Série quando comparado com as defini¢cdes
contemporaneas, pois como apresentado na proxima secao, atualmente o uso dessa

expressao implica numa soma de infinitos termos.

O conceito de Convergéncia, atualmente considerado essencial para o calculo

da soma de uma Série, é definido como
A tendéncia de coisas diferentes, dispostas de maneira variada, para
um mesmo ponto. As vezes [a expressao Convergéncia] também é

usada para denotar uma aproximacdo do valor real de uma coisa.
(BARLOW, 1814, p. 223, traducdo nossa).
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Entendemos que a concepcao apresentada com essa definicho é muito

préxima a forma como a utilizamos atualmente, principalmente quando observado o

~ H “1 H H. ”
uso em expressoes do tipo — converge para zero guando n tende ao infinito”.
Quando procuramos pela definicAo dada a Série Convergente por Barlow

(1814) encontramos que “Série Convergente é aquela em que os termos diminuem ou
se tornam sucessivamente menores, como 1+ % + 512 + 5—13 + 514 + etc” (BARLOW,

1814, p. 648, traducéo nossa). Essa definicao exemplifica 0 modo como boa parte dos
matematicos da época compreendiam 0 conceito de convergéncia, uma vez que em
geral consideravam que toda série de termos decrescentes eram também vistas como
convergentes (FERRARO, 2008).

Atualmente, sabemos que essa definicdo ndo é tratada da mesma forma, pois,
z - 1 1 1 1 . ;. A s .
como exemplo, a série 1 + Sttt conhecida como Série Harmonica, possui

termos decrescentes porém nao é considerada convergente.

De acordo com Lehmann (1995) e Bagni (2009), muitos matematicos do século
XVII j& haviam demonstrado, em seus trabalhos sobre séries, a compreenséo de que
nado era possivel obter um valor numérico para a Série Harmodnica. Essa
compreensao, associada ao estudo da convergéncia das Séries Geométricas foi
determinante para iniciar a transformacdo no conceito de Convergéncia na forma
como conhecemos hoje (FERRARO, 2008).

Em Eves (2004), vemos a traducao do Problema 79 do Papiro Rhind datado de
1650 a.E.C. no qual encontra-se um conjunto de dados cujos numeros formam a
sequéncia (7,49,343,2401,16807). Observa-se que a sequéncia forma uma

progressado geométrica de razao 7, ainda que nao tratada dessa forma na época.

Mais adiante na histéria, segundo Eves (2004), Zenédo de Eléia (490 a.E.C. —
425 a.E.C.) elaborou uma hipétese, hoje conhecida como Paradoxo de Zenao, no qual

afirmou que,

Se um segmento de reta pode ser dividido indefinidamente, entdo o
movimento € impossivel pois, para percorré-lo, € preciso antes
alcancar seu ponto meédio, antes ainda alcancar o ponto que
estabelece a marca de um quarto do segmento, e assim por diante, ad
infinitum. Segue-se entdo que o movimento jamais comecara. (EVES,
2004, p. 418).
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Para Roque (2012), em linguagem atual, o Paradoxo de Zendo pode ser

representado numericamente por uma série geomeétrica formada a partir dos termos

111

~ o ~ 1
z'Z'E"")’ que representa uma progresséo geométrica de razéo .

da sequéncia (
Segundo a autora,

Esse paradoxo de Zendo indica a dificuldade de se somar uma
infinidade de quantidades cada vez menores e de se conceber que
essa soma possa ser uma grandeza finita. Na matematica atual, temos
um problema analogo ao somar séries. Um exemplo simples para
indicar a dificuldade de conceber que a soma de infinitas parcelas
pode ser uma grandeza finita € mostrar que 0,999999... é igual a 1.
(ROQUE, 2012, p. 135).

A dificuldade apontada pela autora, estd diretamente relacionada com as

discussodes acerca do conceito do Infinito.

Segundo Lorin (2018), a compreensao do conceito do Infinito, que influenciou
em grande parte o desenvolvimento da matemética ocidental até o século XVII, era a
de infinito potencial, concepc¢édo na qual o Infinito € concebido, em geral, como um
processo que pode ser continuado indefinidamente, muitas vezes associado a ideia
de ilimitado. Essa forma de tratar o infinito ndo era necessariamente um problema
para alguns matematicos, pois, “a interpretagcéo do infinito como uma potencialidade
possibilitou, por exemplo, a Arquimedes se aprofundar no desenvolvimento de

técnicas de célculo de areas e volumes”™ (LORIN, 2018, p.43).

Em um dos livros mais famosos da antiguidade, Os Elementos (elaborado por

volta do século Il a.E.C.), de autoria de Euclides de Alexandria® (325 a.E.C. — 265

a.E.C.), a Proposicao 12 do livro V ja apresentava uma férmula para obtermos a soma
dos termos de uma progressao geomeétrica:

Caso magnitudes, em quantidades qualquer, estejam em proporcao,

como um dos antecedentes estard para um dos consequentes, assim,

todos os antecedentes para todos os consequentes. (EUCLIDES,
2009, p. 218).

7 Como veremos no trabalho de Arquimedes sobre a Quadratura da Parabola no Capitulo 2 desse
trabalho.

8 Euclides de Alexandria foi um matematico grego conhecido por ser um dos primeiros a formalizar e
reunir grande parte do conhecimento matematico de sua época em seu trabalho, conhecido como Os
Elementos (O'CONNOR e ROBERTSON, 1999b).
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Em linguagem moderna, se s, = a; +a, + a; + -+ a, € a soma dos termos

de uma progress&o geométrica, entdo -t = 2= (FERRARO, 2008).

2 Sn—ax

A proposicéo de Euclides se demonstrou importante para alguns matematicos
do século XVI, como Francois Viete® (1540 - 1603). Influenciado pelo Método da
Exaustao!?, Viete estudou essa proposicéo e chegou a concluséo de que se os termos
de uma progressdo geomeétrica infinita fossem decrescentes, poderiamos obter um
valor para a soma dos seus infinitos termos, em linguagem atual, poderiamos concluir

a,—a;

que —— = % onde s representa a soma ),-; a, (FERRARO, 2008).

1

Gregorius de Saint-Vincent!! (1584 - 1667) também foi um dos matematicos
gue dedicaram boa parte de seus estudos ao desenvolvimento do conceito de Séries
Geomeétricas. Segundo Ferraro (2008),

Algumas décadas depois [ap0s Viete], Gregorius Saint-Vincent fez das
séries geométricas um instrumento crucial de seu método de
quadraturas. Ele escreveu um notavel tratado, o Opus geometricum,
dedicado a quadratura das conicas [...]. Gregorius observou que 0s
problemas classicos herdados dos antigos nao foram resolvidos
depois de muitos séculos; ele entdo pensou que novas técnicas e
novos métodos precisavam ser descobertos [...]. Esses novos
métodos foram baseados precisamente em séries geométricas
infinitas, que ele discutiu longamente no segundo livio de Opus
geometricum. (FERRARO, 2008, p. 6, traducdo nossa).

Gregorius também foi um dos primeiros a dar uma defini¢céo distinta para série
geométrica em relacdo a progressdo geométrical?, que por sua vez contribuiu para a
compreensao de que seria possivel obter um valor para a soma de infinitos termos de
algumas progressdes. Para Gregorius, uma série geométrica era “uma quantidade
finita dividida por uma sequéncia ininterrupta de acordo com uma determinada razao”

(FERRARO, 2008, p. 6, traducéo nossa).

Ainda de acordo com Ferraro (2008), Gregorius também é um dos primeiros

matematicos a trabalhar com a nocéo de convergéncia. Ainda que essa nocéo fosse

° Fracois Viete foi um matematico e astronomo francés conhecido por ter sido um dos primeiros a
introduzir um sistema de notacdes algébricas em seu trabalho In artem analyticam isagoge
(O’'CONNOR e ROBERTSON, 2000).

10 O Método da Exaustdo sera devidamente apresentado no Capitulo 3 desse trabalho junto ao
desenvolvimento do trabalho sobre a Quadratura da Parabola de Arquimedes.

11 Gregorius de Saint-Vincent foi um jesuita que escreveu varios livros cobrindo diversos aspectos da
matematica de sua época (O’'CONNOR e ROBERTSON, 2010).

12 As definicGes atuais de séries e progressdes geométricas serdo dadas mais adiante nesse capitulo.
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diferente da forma como conhecemos hoje, a prépria definicdo de série geométrica
citada no paragrafo anterior, ja& demonstra que a ideia de convergéncia estava
comecando a se relacionar com uma compreensdo do Infinito distinta daquela

utilizada na Matemética grega.

No texto de Lorin (2018), nota-se que as mudancas na concepcdo dos
conceitos relacionados ao Infinito, apesar de ja observadas em trabalhos de outros
matematicos desde o Paradoxo de Zen&o, s6 foram consolidadas a partir do século
XIX, com os trabalhos de Georg Ferdinand Ludwig Philip Cantor'® (1845 — 1918).
Cantor, introduziu uma nova concepcao de Infinito, conhecida como infinito atual ou
infinito real, que trata da concepc¢ao do infinito como uma quantidade, como vemos,
por exemplo, ao tentarmos contar o numero de elementos do conjunto dos numeros

naturais.

Como afirmado anteriormente, o desenvolvimento das Séries Geométricas
Infinitas até o século XVIII se deu aliado ao conceito de infinito potencial. Dado isto,
observamos que uma das preocupacdes principais dos matematicos dessa época era
o de obter valores para as séries infinitas sem a preocupacdo de verificar se as
operacoes realizadas poderiam ser feitas da mesma forma como realizamos as somas
de termos de sequéncias finitas (LUCHETTA, 2017).

Um exemplo disso é o estudo da série geométrica 1 —1+1—-1+1—-1+ -,

conhecida como Série de Grandi. Para a maioria dos matematicos dos séculos XVIl e
, . . . 1 . 1
XVIII, o valor dessa série deveria ser igual a > por considerarem que = 1—x+

x? — x3 + - para qualquer valor real de x (LEHMANN, 1995). Em patrticular, Gottfried
Leibniz!4 (1646 — 1716), considerado um dos criadores do Calculo Diferencial e
Integral, considerava que essa série poderia resultar em 1 ou 0 com igual
probabilidade, por isso, argumentava que o resultado mais provavel deveria ser a

média aritmética desses valores.

13 Georg Cantor foi um matematico russo considerado o fundador da teoria dos conjuntos, além de ter
contribuido de forma significativa com trabalhos relacionados ao infinito e as séries trigonométricas
(O'CONNOR e ROBERTSON, 1998).

14 Gottfried Leibniz foi um matematico alemé&o que desenvolveu a notacéo para o Célculo Diferencial e
Integral que utilizamos até hoje. Ele também é reconhecido por alguns trabalhos na area da filosofia e
por ter inventado uma das primeiras maquinas de calcular (O’'CONNOR e ROBERTSON, 1998b).
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E somente apos o século XVIII, com a criacéo da teoria da Anélise Real, que
0S conceitos de Séries Geométricas foram sintetizados na forma como conhecemos
hoje (FERRARO, 2008).

Como afirma Sierpinska (1987), essa analise histérica contribui para uma
compreensao melhor das mudancas ocorridas na forma de pensar dos matematicos
para chegarmos as definicbes como conhecemos hoje. Por isso, acreditamos que a
compreensao do desenvolvimento histérico dos conceitos apresentados nessa secao
colabora para um melhor compreendimento acerca das definicdes e teoremas que

estdo presentes no estudo das Séries Geométricas.

1.2 Definicdes Contemporaneas Sobre Séries Geométricas

Vamos comecar essa secao respondendo a pergunta: O que sdo Séries?

Para Stewart (2016), dada uma sequéncia numérica infinita, que pode ser
representada por {a, },-1, Se tentarmos somar os termos dessa sequéncia obteremos
uma expressao da forma a, +a, + az + -+ a, + -+, @ essa expressao daremos o
nome de série infinita (ou apenas seérie) que pode ser denotada por },-; a,, Ou

simplesmente por ) a,,.

As proximas definicbes e teoremas que serdo apresentadas nessa secao
podem ser encontradas em livros de Calculo Diferencial e Integral destinados ao
ensino superior'>. Porém, com o objetivo de explicitar alguns conceitos sobre
sequéncias e séries da forma como conhecemos hoje e no Capitulo 3 analisar a
abordagem desse assunto no Ensino Basico, optamos por apresentar essas

definicdes e teoremas neste trabalho.

Definicdo 1.1 — Uma sequéncia é uma lista de niUmeros reais escritos em uma
ordem definida previamente, onde, cada elemento dessa sequéncia é representado
pelo simbolo a,, onde n € um numero natural que representa a posicédo do elemento

nessa sequéncia. Da mesma forma, uma sequéncia infinita € uma sequéncia tal que

15 Todas as definicbes e teoremas apresentados nessa secao possuem correspondéncias semelhantes
em Stewart (2016).
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para todo termo a, pertencente a sequéncia, sempre teremos um sucessor desse

elemento representando por a, ;.

As sequéncias infinitas (aq, a, as, ..., a,, ..) serdo chamadas apenas de

sequéncias e representadas nas definicdes e teoremas a seguir pelo simbolo {a,}.

Defini¢céo 1.2 — Dada uma sequéncia {a,}, se existir um numero real L, tal que,
os termos dessa sequéncia se aproximam de L quando n tende ao infinito, entéo,
dizemos que {a,} é uma sequéncia convergente. Caso contrario, dizemos que a

sequéncia é divergente.

Essa definicdo pode ser reescrita utilizando o conceito de Limite abordado nos
livros de Calculo Diferencial e Integral, da seguinte maneira: dado uma sequéncia

{a,}, se existir um numero real L tal que lim a, = L entdo podemos dizer que a
n—-oo

sequéncia converge. Caso esse limite ndo exista, dizemos que a sequéncia diverge.

Definicdo 1.3 — Uma sequéncia {a,} é dita crescente se a,,; > a, para todo
n > 1. De forma anéloga, a sequéncia é dita decrescente se a,;; < a,, para todo

n=>1.

Definicdo 1.4 — Dizemos que uma sequéncia {a,} é limitada superiormente
se existir um namero real M tal que a, < M para todo n > 1. De forma analoga, a
sequéncia € limitada inferiormente se existir um nimero real m tal que m < a,, para

todon > 1.

Agora podemos definir os conceitos de Progressdes Geométricas e Séries

Geométricas com mais precisao.

Definicdo 1.5 — Dado um numero real q # 0, a sequéncia {a,} definida pela

an+1

expressao =gq, com a, # 0, para todo n>1, é chamada de progresséo

geomeétrica de razéo q.

Definicdo 1.6 — Se {a,} é uma progressao geométrica de razdo g, chamamos

a série Y,»_; a, obtida dessa progressao de série geométrica.

Definicdo 1.7 - Dado uma série Y.-,a,=a;+a,+a;+--, sendo

S, = a; +a, +az + -+ a,, chamada de n-ésima soma parcial, se a sequéncia {s,}

for convergente, ou seja, se existe um numero real S tal que s, tende a S, quando n
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tende ao infinito, dizemos que a série ).,_,a, € convergente e o nimero S é
chamado de soma dessa série. Da mesma forma, se a sequéncia {s,} é divergente

entdo a série sera divergente.

Como consequéncia, se a Série converge para S, podemos escrever

Z?:lan=a1+a2+a3+---=5_

Teorema 1.1 (Soma dos n primeiros termos de uma progressao
geométrica) — Dado que {a,} € uma progressao geométrica de razdo q # 1, se s, €

. . . ~ ~ 1—-q™
Igual asomadosn primeiros termos dessa progressao entao s, = a4 - 1_qq

,onde a, é

0 primeiro termo dessa progressao.
Demonstracao

Considere que {a,} é uma progressdo geométrica de razao q# 1, e s,
representa a soma dos n primeiros termos dessa progressdo, Ou seja,
S, =a, +a,+as+ -+ a,. Como {a,} € uma progressao geométrica de razdo q # 1,
podemos reescrever seus termos em funcéo de a, e da razao q, ou seja, teriamos que

Sp=a,+a,-q+a,-¢*+-+a;-q" L

Logo, s,-q=a,-q+a,-q*+--+a,-q" t+a,-q", subtraindo todos os

termos de s, por s,-q, temos, s,—s,-q=a;,—a;-q"% O que implica em

_an
Sn=a1'1q. .

Deixamos de fora o caso em que q =1, pois, se {a,} € uma progressao
geométrica de razéo 1 e s,, € igual a soma dos n primeiros termos dessa progressao,

segue-se imediatamente que s, = n - a;.

Proposicédo 1.1 — Se {a,,} € uma progressao geométrica de razdo q # 1, entdo

a série geométrica Yo, a,, € convergente se, e somente se, 0 < |q| < 1.
Demonstragéo

Considere {a,} uma progressdo geométrica de razdo q # 1, Y o—, a, a série
geométrica obtida dessa progressao e {s,,} uma sequéncia obtida das somas parciais
dessa série. Observe que da Definicdo 1.7 a serie geométrica Y., a,, sera chamada

de convergente apenas quando a sequéncia {s,} for convergente.
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n

1-q

Do Teorema 1.1, os termos da sequéncia {s,} sdo dados por s, = a; - -

1-q™ a a A ,
Como ag - 1_qq Zﬁ—ﬁ'qn, temos que a sequeéencia {Sn} e convergente se, e

somente se, a sequéncia {|q|"} também for convergente?®.

Observe que se 0 < |q| <1, temos que |q|*"! < |q|™ e |q|® = 0 para todo
n > 1. Logo, das Defini¢cbes 1.3 e 1.4, podemos afirmar que a sequéncia {|q|"} é

decrescente e limitada inferiormente por 0. Entdo, dado que 1iI_|1_”1 lg|™ =0, da
n—->+oo

Definicdo 1.2 temos que a sequéncia {|q|™} € convergente. Por outro lado, se 1< |q/|,
temos que |gq|™ < |q|™**! paratodo n > 1. Logo, da Definicdo 1.3 a sequéncia {|q|"} €

crescente. Entdo, dado que lirp |q|™ = o, da Definicdo 1.2 temos que a sequéncia
n—-+oo

{lq|"} é divergente.

Portanto, da Definicdo 1.7, a série geométrica ),,—; a, obtida da progresséo

geométrica {a, } é convergente se, e somente se, 0 < |q| < 1. |

Teorema 1.2 (Soma de uma série geométrica convergente) — Se {a,,} € uma
progressdo geometrica de razdo q, com 0 < |q| <1, e Y-, a, € a série geométrica

obtida dessa progresséo, entdo, Y g, a, = la_—lq, onde a; € o primeiro termo dessa

progressao.
Demonstracao

Considere {a,} uma progressdo geométrica de razdo q, com 0< |q| <1, e
Y- G, a Série geométrica obtida dessa progressdo. Da Proposi¢céo 1.1, temos que
Ya—1 G, € uma seérie geomeétrica convergente. Da Definicdo 1.7, se {s,,} é a sequéncia
formada pelas somas parciais da série )., a,,, entdo, deve existir um numero real S,

tal que, s, tende a S quando n tende ao infinito e };_;a, = S. E, do Teorema 1.1,

_ 1-q"
Sp=40ap 1-q

, onde a; € o primeiro termo da progressdo geométrica {a,}. Logo,

. . 1-q™ . .
podemos escrever S = lim s, = lim (al- 1 )=i, pois, lim |g|* =0 para
1 1-q n—-+oo

n—-+oo n—-+oo

0 <|ql <1, portanto, 7>, a, = —. |

16 A demonstracdo para essa afirmacao pode ser encontrada em Stewart (2016, p. 631-632).
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Observe que, para a Matematica contemporanea, somente apos os Teoremas
1.1 e 1.2 e a Proposicéo 1.1, é que podemos produzir significado paras a Série de

Grandi e para a série que representa o Paradoxo de Zendo.

7

No primeiro caso, como a Série de Grandi, 1-1+1-1+1—-1+--, €
formada a partir dos termos de uma progressdo geométrica de razdo —1, da
Proposicéo 1.1, podemos afirmar que essa série é divergente, ou seja, hao é possivel

assumir valor algum como resultado dessa soma.

Quanto a série que representa o Paradoxo de Zendo, por se tratar de uma série

obtida a partir dos termos de uma progressédo geomeétrica de razéao % do Teorema 1.2,

temos que%+ G)Z + (%)3 + = ﬁ =1

Também é possivel verificar que as observacbes de Viete, citadas na secao
anterior, em relacdo ao que hoje entendemos como a soma dos termos de uma
progressao geométrica infinita sdo equivalentes ao Teorema 1.2. Pois, em linguagem
moderna, Viete afirmou que dado uma progressdo geométrica {a,} de termos
decrescentes, ou seja, de razdo q, com 0 < |q| < 1, era possivel demonstrar que
ai—ap

— = % onde s representa a soma da série ).;_; a,. De fato, como {a,} € uma
1

progressdo geométrica de razdo q, com 0 < |q| < 1, se s representa a soma Y.,_; a,,

a a;—as a

do Teorema 1.2, s = f_—lq que é equivalente a 1 — ¢ = =*, como —2=-1_gq,

a a a

temos que 22 =2

a

Podemos observar, desse ultimo paragrafo, que se for possivel demonstrar a
equivaléncia entre os resultados obtidos por alguns matematicos ao longo da Histoéria
em comparacdo com 0s teoremas contemporaneos sobre Séries, 0 estudo desses
trabalhos histéricos — como faremos no proximo capitulo em relacdo a Quadratura da
Parabola de Arquimedes — podem revelar ferramentas didaticas alternativas para

auxiliar no ensino desse tema.

36



2 A QUADRATURA DA PARABOLA DE ARQUIMEDES

Arquimedes de Siracusa, como ja mencionamos no primeiro capitulo, foi um
matematico grego cujos trabalhos influenciaram muitos matematicos que o
sucederam, principalmente matematicos dos séculos XVI e XVII (ROQUE;

CARVALHO, 2019). Para O’Connor e Robertson (1999),
As conquistas de Arquimedes sdo bastante notaveis. Ele é
considerado pela maioria dos historiadores da mateméatica como um
dos maiores mateméaticos de todos os tempos. Ele aperfeicoou um
método de integracdo que lhe permitiu encontrar areas, volumes e
areas de superficies de muitos corpos. (O'CONNOR; ROBERTSON,
1999, tradugéo nossa).

Arquimedes estudou problemas envolvendo a quadratura de figuras planas,
comuns a sua época, porém, criou métodos e apresentou demonstracdes diferentes
de outros matematicos gregos (ROQUE; CARVALHO, 2019). De acordo com Roque
e Carvalho (2019), Arquimedes,

Usava métodos que marcaram esta geometria [grega] e se distinguem
dos procedimentos euclidianos. Ele nasceu mais ou menos no
momento em que Euclides morreu, em torno da segunda década do
século Il a.E.C. Era de se esperar, portanto, que o trabalho de
Euclides tivesse uma influéncia marcante em sua obra. Mas néo foi
bem assim, [...] seu trabalho néo se inscreve, por assim dizer, em uma
tradicdo euclidiana. (ROQUE; CARVALHO, 2019, p.133).

Dentre os trabalhos de Arquimedes, a Quadratura da Pardbola € uma das
realizacbes matematicas mais antigas das quais temos registro que se fez uso de
séries geométricas, ainda que nao da forma como conhecemos hoje (ROQUE, 2012).
O uso das séries aliado ao Método da Exaustdo, de acordo com Ferraro (2008),
exerceu uma grande influéncia nos estudos sobre Séries entre 0s mateméaticos dos
séculos XVI e XVII. Como apontado no Capitulo 1 deste trabalho, muitos matematicos
desses séculos tomaram esse texto de Arquimedes como ponto de partida para as

discussbes acerca do conceito de Convergéncia.

A quadratura de uma figura plana significava, para 0s matematicos

contemporaneos de Arquimedes, construir um quadrado cuja area seria equivalente a
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da figura dada. Em particular, em a Quadratura da Parabola, Arquimedes demonstra

como determinar a area delimitada por um segmento de parabolal’.

Em vista disso, escolhemos abordar e detalhar nesse capitulo todos os
aspectos significativos desse texto de Arguimedes, por entendermos que o estudo da
Quadratura da Parabola pode contribuir com novas abordagens para o ensino das
séries geométricas. Assim, iniciaremos este capitulo apresentando os conceitos mais

Importantes desse texto.

2.1 A Parabola Para Arguimedes

Para Arguimedes, uma parabola era uma linha determinada pela intersecgéo
de um cone - obtido pela rotacdo de um triangulo retangulo is6sceles em torno de um
dos seus catetos - com um plano perpendicular a hipotenusa desse triangulo®® (ver
Figura 2.1).

Figura 2.1 — Parabola DGE obtida por meio da intersec¢do do cone com um plano perpendicular a hipotenusa BC
do triangulo retangulo is6sceles ABC.

Fonte: O autor (2020).

17 A definicdo de segmento de parabola sera apresentada na sec¢éo 2.1.
18 Essa definicdo pode ser encontrada em Heath (1897, p. 233).

38



Ainda para Arquimedes, um segmento de uma parabola era a regido delimitada
entre uma parabola, obtida da maneira descrita acima, com uma corda PQ dela

propria.

Em seu texto sobre a Quadratura da Parabola, Arquimedes determinou que a
area do segmento parabdlico determinado por uma corda PQ é igual a 4/3 da area do
tridngulo inscrito VPQ, onde V € o vértice desse segmento de parabola — o vértice
desse segmento parabolico é um ponto V tal que V é a intersec¢éo da parabola com

uma reta tangente!® a parabola e paralela ao segmento PQ (ver Figura 2.2).

Figura 2.2 — Tridngulo VPQ inscrito no segmento parabélico determinado pela corda PQ.

Fonte: O autor (2020).

Segundo Roque e Carvalho (2019), para demonstrar esse resultado
Arguimedes utilizou um método de demonstracdo bem comum em sua época que hoje
€ conhecido como Método de Exaustdo?°. Ainda segundo Roque e Carvalho (2019),
esse método deriva da Teoria das Propor¢des de Eudoxo de Cnido (408 a.E.C — 355
a.E.C.) e consiste em: para provar que duas grandezas sdo iguais, deve-se

demonstrar que uma ndo é nem maior nem menor que a outra.

19 A definicdo geométrica de reta tangente a parabola sera dada apds a Proposicédo 1 deste capitulo.
Neste ponto estamos apenas apresentando a nocao intuitiva de reta tangente a uma parabola da
mesma forma como Arquimedes utilizava esse conceito em seu trabalho (HEATH, 1897, p. 233).

20 De acordo com Roque (2012), esse nome foi dado por matematicos do século XVII que estavam
interessados nos problemas da matematica grega que envolviam calculos de areas por meio da Teoria
das Proporc¢8es de Eudoxo.
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Para isso, Arquimedes observou a existéncia de uma progressao geometrica
~ 1 . , ‘g ,
de razéo " objeto de estudo deste trabalho, apos verificar que a soma das areas dos

triangulos SPV e TVQ inscritos nos segmentos parabolicos determinados pelas cordas
PV e VQ, respectivamente (ver Figura 2.3) - obtidos de maneira analoga ao triangulo
VPQ - éigual a 1/4 da area do triangulo VPQ.

Figura 2.3 — Tridngulos de Arquimedes.

Fonte: O autor (2020).

O problema da Quadratura da Parabola foi divido por Arquimedes em 24
proposi¢cdes, nas quais ele apresenta duas demonstracdes distintas para esse
problema. As proposi¢cdes de 1 a 17 tratam do que hoje conhecemos como Método
Mecanico de Investigacdo?l, no qual Arquimedes entendia como um processo de

descoberta de resultados e nao como prova. Quanto a esse método,

O objetivo de Arquimedes é conseguir o equilibrio dos corpos em uma
balanca, embora ele faca uso de dois procedimentos distintos de prova
[Método Mecanico e o Método da Exaustdo]. Em uma explanacao
basica, segundo o método mecéanico de investigacdo, é suficiente
tomar o caso simples em que se equilibra na balanga os corpos X [0
segmento da parabola dado] e B [um retangulo construido através dos
procedimentos descritos nas proposicoes de 1 a 17], conforme ilustra
a figura baixo [ver Figura 2.4]. (ALMEIDA, 2010, p. 4).

21 Uma analise do Método Mecanico de Investigacdo de Arquimedes, assim como uma interpretacédo
fisica e tradugéo das proposi¢ces de 1 a 17 pode ser encontrado no livio O Método de Arquimedes:
Andlise e Traducdo comentada (ASSIS; MAGNAGHI, 2019).
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Figura 2.4 — Representagdo do equilibrio entre os corpos X e B.

Fonte: Almeida (2010, p. 4).

J& as proposicdes de 18 a 24 apresentam a demonstracéo por meio do Método
de Exaustdo, como citado anteriormente. Para demonstrar as proposi¢coes de 18 a 21,
Arquimedes utiliza os resultados apresentados nas proposi¢cdes 1 a 3. De acordo com
a traducéo feita por Heath (1897), Arquimedes afirmou que as demonstracdes para
essas trés primeiras proposicdes apresentadas em seu texto poderiam ser
encontradas nos tratados sobre conicas de Euclides, porém, de acordo com Roque e
Carvalho (2019) estes tratados e suas demonstracdes, até entdo, ndo foram

encontrados.

2.2 Definicbes e Demonstracfes Contemporaneas

Nesta secdo, optamos por apresentar definicbes e demonstracdes
contemporaneas diferentes das apresentadas por Arquimedes?2. Consideramos essa
apresentacao necessaria para que se possa compreender 0 uso da série geométrica
presente nas proposicdes de 22 a 24, foco deste trabalho. Quanto as essas ultimas
trés proposicdes, apresentaremos 0s enunciados e demonstracdes originais como

encontrados em Heath (1897).

Nas definicdes e proposicdes a seguir, estaremos sempre considerando que 0s

axiomas da geometria euclidiana séao validos e, que todos 0s pontos, retas, e outros

22 Todas as proposic¢des originalmente utilizadas por Arquimedes, em seu trabalho sobre a Quadratura
da Parébola, podem ser encontradas em The Works of Archimedes (Heath, 1897, p. 233-252).
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objetos geométricos mencionados pertencem a um mesmo plano, ou seja, sO

utilizaremos conceitos relacionados a geometria plana euclidiana.

Definicdo 2.1 — A projecao ortogonal de um ponto P em relacdo a uma reta

d, é um ponto P’ pertencente & reta d tal que PP’ 1 d. A medida do segmento PP’ é

chamada de menor distancia entre o ponto P e a reta d.

Definicéo 2.2 — Dados uma reta d e um ponto F fora dessa reta, uma parabola
p € o lugar geométrico?® dos pontos equidistantes da reta d e do ponto F. Aretad é
chamada de diretriz da parabola e o ponto F € chamado de foco da parabola. A reta

que contém F e é perpendicular a d € chamada de eixo da pardbola (ver Figura 2.5).

Figura 2.5 — Parabola de foco F e reta diretriz d.

(I ,
jeizo da parabola

=

|
d : |_'

Fonte: O autor (2020).

Definicdo 2.3 — A mediatriz de um segmento dado € uma reta perpendicular a

esse segmento em seu ponto médio.

Pode-se demonstrar que os pontos da mediatriz de um segmento dado sao
equidistantes das extremidades desse segmento. Para isso, basta observar que dado
um ponto P pertencente a mediatriz de um segmento AB, e sendo M o ponto médio
de AB, se P =M implica em PA = PB, por outro lado, se P # M temos que 0S

triangulos PMA e PMB sao congruentes pelo caso LAL, portanto, PA = PB.

23 Lugar geométrico € um conjunto de pontos tais que todos eles e sO eles possuem uma dada
propriedade. A definicdo de paradbola utilizada neste trabalho também pode ser encontrada em
Camargo e Boulos (2005).
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Proposicdo 2.1 — Dados uma parabola p de foco F e diretriz d, e um ponto P
pertencente a p. Se m é a mediatriz do segmento P'F, onde P’ é a projecéo ortogonal
de P em relacdo a reta d, entdo m intercepta a pardbola p somente em P (ver Figura
2.6).

Figura 2.6 — Proposicgéo 2.1.

reta m : mediatriz de P'F

Fonte: O autor (2020).

Demonstracao

Considere p a parabola de foco F e diretriz d e P um ponto pertencente a p,
temos pela Definicdo 2.2 que P é equidistante da reta d e do ponto F, ou seja, se P’

é a projecdo ortogonal de P em relagdo a reta d, temos que PP’ = PF. Sendo m a reta

mediatriz do segmento P'F, da Definicdo 2.3 temos que o ponto P pertence a m.

Queremos mostrar que P € o Unico ponto de interseccdo entre a mediatriz m e a
parabola p. Suponha, por absurdo, que a interseccao entre m e p ndo seja Unica, ou
seja, que exista um ponto Q, diferente de P, pertencente a m tal que Q pertenca a p.
Se Q' é a projecdo ortogonal de Q em relagdo a reta d, como Q # P, temos que
Q' # P' e, logo, o triangulo QQ'P’ seré retangulo em Q' com hipotenusa QP’, ou seja,
QP' # QQ' (ver Figura 2.7).
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Figura 2.7 — Demonstragdo da Proposigéo 2.1.

reta m : mediatriz de P'F

p'

o
8]

Fonte: O autor (2020).

Ainda, se Q pertence a p, teriamos, da Definicdo 2.2 que QQ' = QF, porém,
dado que Q pertence a m, temos que QP' = QF e, logo, deveriamos ter QP' = QQ’, o
que € um absurdo pois QP'+# QQ'. Portanto P € o Unico ponto pertencente a

interseccdo de m e p. |

Definicdo 2.4 — A mediatriz m, como definida na Proposicdo 2.1, sera

chamada de reta tangente a parabola p em P.

Proposicdo 2.2 — Dados uma parabola p de foco F e diretriz d e dois pontos
distintos P e Q pertencentes a p, se p € g Sao retas tangentes a p em P e Q,
respectivamente, e r € uma reta paralela ao eixo da parabola p e contém A, tal que A
é o ponto de interseccdo de p e g, entdo r intercepta o segmento PQ em M, onde M é

ponto médio de PQ (ver Figura 2.8).
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Figura 2.8 — Proposicéo 2.2.

etxo da parabola

Fonte: O autor (2020).

Demonstragéo

Dados uma parabola p de foco F e diretriz d, sendo P e Q, pontos distintos de
p, considere p e q retas tangentes a p em P e Q, respectivamente. Pela Proposicéo
2.1 temos que as retas p e g sdo mediatrizes dos segmentos FP' e FQ’,
respectivamente, tais que P’ e Q' sdo as respectivas projecées ortogonais de P e Q
em relacdo a d. Como F, P' e Q' sdo pontos distintos ndo colineares, temos que as
retas p e g nao sdo paralelas, pois sdo mediatrizes dos lados do triangulo FP'Q’.
Considere A o ponto de interseccao de p e g, e r uma reta que contém A e € paralela
ao eixo da parabola p, temos pela Definicdo 2.2 que r é perpendicular a d, e, da
Definicdo 2.3 temos que AP’ = AF = AQ’, ou seja, o triangulo AP'Q’ é isGsceles de
base P'Q’. Seja N o ponto de interseccdo da reta r e do segmento P'Q’. Temos que
os tridngulos ANP' e ANQ' sé&o retangulos em N, AP’ = AQ' e AN é comum aos dois

triangulos, logo, pelo Teorema de Pitagoras, segue que P'N = Q'N (ver Figura 2.9).
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Figura 2.9 — Demonstragdo da Proposigéo 2.2.

Fonte: O autor (2020).
Considere M o ponto de intersec¢do de r com o segmento PQ. Como 0s

segmentos PP’, Q' e MN s&o perpendiculares a reta d, ou seja, séo paralelos entre

si, pelo Teorema de Thales?*, temos que Z—Z=Z,—Z. Como P'N = Q'N, segue que
PM . 7 be ;- —_— .
o= 1, isto é, PM = QM, portanto M € ponto médio de PQ.

Proposicédo 2.3 — Dados P e Q pontos distintos de uma parabola p, C o ponto
de interseccao das retas p e g tangentes a parabola p em P e Q, respectivamente, e
M o ponto médio de PQ. Sendo V ponto de interseccéo da parabola p com o segmento
CM, e A e B pontos de interseccdo da reta v, tangente a parabola p em V, com os

segmentos PC e QC, respectivamente (ver Figura 2.10), segue-se que:

i. A e B séo pontos médios de PC e QC, respectivamente;

ii. V éponto médio do segmento CM.

24 De acordo com Muniz Filho (2013, p. 123), Thales de Mileto foi um matematico grego do séc. VIl a.C.
no qual o Teorema creditado em seu nome, diz que: Sejam dadas r, s e t, retas paralelas. Escolhemos
pontos A, A’ pertencentes a r, B, B’ pertencentes a s e C, C’ pertencentes a t, de modo que A, B, C e
A’, B’, C’ sejam dois ternos de pontos colineares. Entéo, % = ;‘,—i, .
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Figura 2.10 — Proposi¢éo 2.3.

I
I
I
I
\eizo da parabola
I
I
I
I

Fonte: O autor (2020).

Demonstracao

Consideremos uma parabola p, pontos P e Q distintos pertencentes a p, C ponto
de interseccéo das retas p e g, tangentes a p em P e Q, respectivamente, M ponto
médio do segmento PQ, V ponto de intersecdo de p com o segmento CM e v a reta
tangente a p em V, tal que, a interseccdo de v com as retas p e g determinam pontos

A e B, respectivamente.

(i) Considere s uma reta que contém A e é paralela ao eixo da parabola p (ver
Definicdo 2.2), como A é a interseccao das retas p e v, que sdo tangentes a p em P
e I/, respectivamente, temos pela Proposicao 2.2 que a reta s intercepta o segmento

PV em N, tal que PN = NV (ver Figura 2.11).
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Figura 2.11 — Demonstracdo da Proposicdo 2.3.

parabola

Fonte: O autor (2020).

Como AN é paralelo a CV, pois ambos sdo paralelos ao eixo da parabola p,
pelo Teorema de Thales, temos que % = %. Como PN = NV, segue que % =1,0

que implica que PA = AC, portanto, A é ponto médio de PC. De forma andloga,

demonstra-se que B é ponto médio de QC.

(i) Como A e B sdo pontos médios de PC e QC, respectivamente, afirmamos

que os triangulos CAB e CPQ sédo semelhantes pelo critério LAL?®, pois g—? = % eo

angulo ACB é comum aos dois triangulos. Portanto, os angulos CAB e CPQ s&o
congruentes. Como CAB e CP(Q sdo angulos correspondentes congruentes, temos que
AB é paralelo a PQ?6. Logo, dado que V pertence a AB, pelo Teorema de Thales,

temos que, a raz&do entre as medidas dos segmentos CV e VM € igual a razdo entre

as medidas dos segmentos AC e PA, ou seja, 5—; = %- Como PA = AC, segue que

5—; = 1, portanto, CV = VM, assim, V € ponto médio de CM. |

Proposicéo 2.4 (Os triangulos de Arquimedes) — Dados uma parabola p,
pontos P e Q distintos pertencentes a p, C ponto de interseccdo das retas p e q,

tangentes a p em P e Q, respectivamente, e M o0 ponto médio de PQ. Se V é o ponto

25 O enunciado do critério LAL encontra-se no Teorema A.3 do apéndice A.
26 O enunciado e a demonstracdo dessa afirmagéo encontram-se no Teorema A.1 do apéndice A.
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de intersecgdo de p com o segmento CM, A € o ponto de intersecgdo da reta v,
tangente a p em V, com o segmento PC, e N é o ponto médio do segmento PV, entdo
a interseccdo do segmento AN com a parabola p € um ponto S tal que Aypy = 8 - Agpy

(ver Figura 2.12)%’.

Figura 2.12 — Proposicéo 2.4 (Os triangulos de Arquimedes).

Fonte: O autor (2020).

Demonstracéo

Consideremos uma parabola p, pontos P e Q distintos pertencentes a p, C ponto
de interseccéo das retas p e g, tangentes a p em P e Q, respectivamente, M ponto
médio do segmento PQ, V ponto de intersecdo de p com o segmento CM e v a reta
tangente a p em V, tal que, a intersec¢cdo de v com as retas p e g determinam os
pontos A e B, respectivamente. Da Proposicao 2.3 (ii) temos que V é ponto médio de
CM. De forma anéloga, sendo S o ponto de intersec¢do de p com o segmento AN,
onde N é ponto médio de PV, entdo, dado que A4 é o ponto de interseccéo das retas p
e v, temos pela Proposicéo 2.3 (ii) que S é ponto médio de AN, e, da Proposic&o 2.3

(i) temos que A é ponto médio de CP.

Considere os triangulos APV e SPV (ver Figura 2.13), sendo A’ e S’ as projecoes

ortogonais dos pontos A e S em relacéo a reta PV, respectivamente, da Defini¢éo 2.1,

27 A notacao A,g refere-se a area do triangulo ABC.
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os segmentos AA’ e SS’ sdo as respectivas alturas dos triangulos APV e SPV em
relacdo a base PV. Como os angulos AA'N e SS'N sdo congruentes, assim como 0s

angulos ANA' e SNS’ também s&o, podemos afirmar que os triangulos AA'N e SS'N
sdo semelhantes pelo critério AA?8, logo, temos que % = ;1_11\\]1_ Dado que S é ponto

médio de AN, ou seja, AS = SN temos que AN = AS+ SN = SN + SN = 2- SN, o que

. . AA"  2:SN ~ , ‘A

implica que i 2. Logo, segue que a razao entre as areas dos triangulos APV
pv-AA' an’

e SPV, nessa ordem, € igual a 2 = o = 2,0u seja, Agpy = 2 - Agpy .

Fonte: O autor (2020).

Considere os triangulos CPV e APV (ver Figura 2.14), como ambos possuem a
mesma altura relativa ao vértice V, temos que, o valor de suas areas sao proporcionais

a razao entre as bases CP e AP. Dado que A é ponto médio de CP, ou seja, CA = AP,

temos que, CP = CA+ AP = AP + AP = 2 - AP, o que implica que g—z = % = 2. Logo,

A CP R
VY 2 =2 ou seja, Acpy = 2 - Aypy.

segue que =— ==

28 O enunciado do critério AA encontra-se no Teorema A.2 do apéndice A.
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Figura 2.14 — Demonstracdo da Proposigc&o 2.4: Triangulos CPV e APV.

Fonte: O autor (2020).

Considere os triangulos VPQ, VPM e CPV (ver Figura 2.15). Sabendo que V é
ponto médio de CM, ou seja CV = VM, e dado que os triangulos VPM e CPV possuem
bases e alturas de mesma medida, relativas ao vértice P, temos que Aypy = Acpy-
Como M é ponto médio de PQ, ou seja, PQ = 2 - PM, e dado que os triangulos VPQ e
VPM possuem a mesma altura, em relacdo ao vértice V, sendo h a medida dessa

altura, temos que a razao entre as areas dos triangulos VPQ e VPM, nessa ordem, &

PQ-h
—— _ PQ _2PM

igual a w7 = o = 2, ou seja, Aypg = 2 Aypy. COmo Aypy = Acpy, implica

que, AVPQ =2 ACPV'
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Figura 2.15 — Demonstracao da Proposi¢édo 2.4: Triangulos VPQ, VPM e CPV.

Fonte: O autor (2020).

POI’tanto, AVPQ == 2 . ACPV = 2 . 2 . AAPV = 2 . 2 . 2 . ASPV = 8 . ASPV' .

Em particular, o enunciado da Proposicdo 2.4 apresentada neste trabalho é
equivalente a Proposicao 21 (Arquimedes), que diz,
Se Qq € a base, e P o vértice, de um segmento de parabola, e se R é
0 vértice do segmento cortado por PQ, entdo, APQq = 8 - APRQ [ver
Figura 2.16]. (HEATH, 1897, p. 248, tradugdo nossa)2°.

Figura 2.16 — Proposicéo 21 utilizada por Arquimedes.

Fonte: O autor (2020).

29 Mantivemos nas tradugdes os simbolos originalmente utilizados para representar pontos e
segmentos. Observe, por exemplo, que Qg é um segmento com extremidades nos pontos Q e q. A
notagdo APQq representa a area do triangulo PQq.
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2.3 A Demonstracdo de Arquimedes Por Meio do Método da Exaustéo

As Ultimas trés proposicoes, de 22 a 24 (Arquimedes), tratam da forma como
Arquimedes obteve o resultado da area de um segmento parabdlico em funcao do
triangulo inscrito nesse segmento, utilizando apenas argumentos geométricos e do

Método da Exaustdo, que sera descrito e analisado a seguir.

A Proposicao 22 (Arquimedes), descreve o modo como Arquimedes pensava
no preenchimento de uma parte da regiao delimitada por um dado segmento de
parabola. Para isso, Arquimedes observou que poderiamos preencher o segmento de
uma pardbola com uma certa sequéncia de triangulos de tal forma que sempre havera
espaco sobrando entre os tridangulos e 0 segmento parabdlico dado. De acordo com
Arquimedes,

Se existe uma série30 de areas 4,B,C, D, ... onde cada uma é quatro
vezes a préxima em ordem, e se a maior, A, € igual a do triangulo PQq
inscrito no segmento parabdlico PQq e tendo a mesma base que ele e
altura igual, entdo, (A+ B+ C + D + ---) < (area do segmento PQq).
(HEATH, 1897, p. 249, traducdo nossa).

De acordo com Ferraro (2008) e Luchetta (2017), o uso das reticéncias na
expressdo (A+ B + C+ D + --+), para os mateméaticos anteriores aos séculos XVII e
XVIII, ndo possui 0 mesmo significado de hoje, ou seja, ndo representa a soma de
infinitos termos. O que é possivel observar a partir da demonstracdo dessa proposi¢ao
— que se encontra no proximo paragrafo — é o fato que podemos continuar com o
procedimento de encontrar areas cada vez menores “‘onde cada uma € quatro vezes
a proxima em ordem” (HEATH, 1897, p. 249, traducdo nossa) tanto quanto quisermos,

porém, mesmo assim, ainda teremos uma quantidade finita de termos.

Para demonstrar essa proposicdo, Arquimedes utilizou como base a

Proposicédo 21 (Arquimedes), como descreveremos a seguir:

Visto que APQq = 8 - APRQ = 8 - APqr, onde R, r sdo os vértices dos
segmentos cortados por PQ, Pg, como na proposicdo anterior,
APQq =4 - (APQR + APqr).

Portanto, visto que 4PQq = A, APQR + APqr = B |[ver Figura 2.17]. De
modo semelhante, n0s provamos que o0s triangulos igualmente
inscritos nos segmentos restantes sdo juntos iguais a area C e, assim
por diante. Logo, A+ B+ C+D + - é igual a area de um certo

30 Na época de Arquimedes, o termo série € utilizado para denominar uma sequéncia.
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poligono inscrito, e, portanto, menor que a area do segmento.
(HEATH, 1897, p. 249, traducdo nossa).

Figura 2.17 — Proposic¢éo 22 utilizada por Arquimedes.

Fonte: O autor (2020).

A sequéncia de termos (4, B, C, D, ...) utilizada por Arqguimedes é hoje entendida
como uma progressao geomeétrica de razdo 1/4. Na Proposicdo 23 (Arquimedes),
Arquimedes determina a soma dos termos dessa progressdo em funcdo do ultimo

termo dessa sequéncia. Segundo Arquimedes,

Dado uma série de areas A,B,C,D,...,Z, onde A é a maior, e cada
uma é igual a quatro vezes a proxima em ordem, entao

A+B+C+D+...+Z+ éZ = %A. (HEATH, 1897, p. 249, traducédo
nossa).

A demonstracédo dada por Arquimedes para a Proposicdo 23 (Arquimedes),
utiliza de um artificio algébrico®! interessante, que iremos apresentar em linguagem
moderna no teorema a seguir, da mesma forma como pode ser encontrada em Heath
(1897).

31 De acordo com Roque (2012), ndo podemos afirmar que as técnicas utilizadas para fazer célculos
na matematica grega eram algébricas como conhecemos hoje, pois sempre estavam relacionadas
apenas a argumentos geométricos.
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Teorema 2.1 (Somados termos da progressao geométricade Arquimedes)

~ . ~ s ~ 1
— Se a sequéncia (4,B,C,D,...,Z) forma uma progressao geomeétrica de razéo "

entao, temosqueA+B+C+D+---+Z+%Z=§A.

Demonstragéo
SeB=-A,entdio B+-B=-A+---A =-A.
4 3 4 3 4 3

Analogamente, se C = iB, entdo C +§C = %B e assim por diante até
Z +§Z = %Y. Somando membro a membro os termos dessas equacdes, obtemos:
B+C+ 4+Z+=B+:C++2Z=2A+=B+-+=Y.
3 3 3 3 3 3

Portanto, B+C+-+Z+ §Z = %A, o] que implica em

A+B+C+---+Z+§Z=§A. N

De fato, podemos verificar que esse resultado coincide com o célculo que
efetuamos hoje quando utilizamos a férmula da soma de uma progressao geométrica

finita. A saber, se a sequéncia (4,B,C,D,...,Z) forma uma progressdo geométrica de

~ 1 ;- A~ .
razéo -, e sendo Z o n-ésimo termo dessa sequéncia, do Teorema 1.1, temos que

1 1—(%)11 1 1\ 1 N
A+B+C+D+---+Z+§Z=A- +§-A-(—) , 0 que implica em
4

1-(3) 4
A+B+C+D+---+Z+§Z=§A.

Finalmente, a Proposicdo 24 (Arquimedes), trata da Quadratura da Parabola
em si, onde Arquimedes usou como hipétese todas as proposicoes apresentadas até
aqui. Sua tese diz que,

Todo segmento limitado por uma parabola e uma corda Qq € igual a
quatro-tercos do triangulo que tem a mesma base do segmento e
altura igual. (HEATH, 1897, p. 251, traducdo nossa).

Como, “os procedimentos de calculo eram limitados por ndo se dispor dos
nameros reais” (ALMEIDA, 2010, p. 3), veremos que a demonstracao apresentada por
Arquimedes utiliza apenas de argumentos geométricos, e, segundo Almeida (2010),
ele utilizou argumentos baseados na Teoria das Propor¢des de Eudoxo (408 a.C. —
355 a.C.). Sobre essa teoria,
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Em sintese, a igualdade entre duas grandezas era provada pelo que
conhecemos hoje como método da exaustéo que decorre da teoria das
propor¢des de Eudoxo: para provar que A = B, é preciso mostrar que
se nao se tem A > B ou A < B, consequentemente resulta que A = B.
(ALMEIDA, 2010, p. 3).

Escolhemos apresentar aqui a demonstragcdo como encontramos nos textos de
Heath (1897) e, em seguida, apresentaremos uma possivel abordagem algébrica

dessa demonstracdo em linguagem moderna.

Supondo K=§APQq, onde P é o vértice do segmento [de uma

parabola]; e temos entédo que provar que a area do segmento € igual
akK.

Visto que se o segmento ndo for igual a K, ele deve ser maior ou
menor.

Suponha que a area do segmento € maior que K.

Se inscrevermos entdo nos segmentos cortados por PQ, Pq, triangulos
gue tem a mesma base e altura igual, isto é, triangulos com o mesmo
vértice R, r como aqueles dos segmentos, e se nos segmentos
restantes inscrevermos triangulos da mesma maneira, € assim por
diante, finalmente teremos 0s segmentos restantes cuja soma é menor
gue a area pelo qual o segmento PQq excede K.

Assim, o poligono formado dessa maneira deve ser maior do que a
area K; o qual é impossivel, desde que, [da Proposicdo 23
(Arquimedes)]A+ B+ C+D+...+Z < %A, onde A = 4APQq.

Entéo, a area do segmento ndo pode ser maior do que K.
Supondo, se possivel, que a area do segmento € menor do que K.

Se entdo APQq = A4, B=%A, C:%B, e assim por diante, até

chegarmos a uma area X tal que X é menor do que a diferenga entre
K e o segmento, temos, [da Proposicdo 23 (Arquimedes)]

A+B+C+D+...+X+§X=§A=K.

Agora, desde que K exceda A+ B+ C+D+...+X por uma &rea
menor do que X, e a area do segmento por uma area maior do que X,
segue que A+ B + C + D+...+X > (0 segmento); o que é impossivel
pela Proposicéo 22 [(Arquimedes)] acima.

Por isso o segmento ndo € menor do que a area K.

Portanto, desde que o segmento nem é maior nem menor que K,

[temos] (area do segmento PQq) =K :gAPQq. (HEATH, 1897, p.
251-252, traducéo nossa).

Apresentaremos no teorema seguinte, argumentos semelhantes aos utilizados
por Arquimedes, porém, com uma linguagem matematica contemporanea com o

objetivo de que seja possivel observar os conceitos utilizados de forma mais explicita.

Teorema 2.2 (Area de um segmento parabdlico) — Dados uma parabola p e
dois pontos distintos Q e g pertencentes a p, se S é medida da area do segmento da

parabola p determinado pela corda Qq e A é a medida da area do triangulo PQq, onde
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P é o vértice desse segmento de area S, como na Proposicdo 21 (Arquimedes),

entdo, S = gA.

Demonstragéo

Consideremos uma parébola p e dois pontos distintos Q e g pertencentes a p,
S a medida da area do segmento da parabola p determinado pela corda Qq e A a
medida da area do triangulo PQq, tal que P é o vértice desse segmento de area S,

como na Proposicéo 21 (Arquimedes).

Da demonstracdo da Proposicdo 22 (Arguimedes), podemos afirmar que
existe uma sequéncia numeérica (4,B,C,D,...), onde A € a medida da area do triangulo
PQq — como definido no paragrafo anterior — B € a medida equivalente a soma das
areas dos triangulos Pqr e PQR, inscritos nos segmentos da parabola p determinados
pelas cordas QP e Pq, respectivamente (ver Figura 2.17) e os termos seguintes C, D, ...
sdo sempre medidas equivalentes a soma das areas dos triangulos inscritos nos
segmentos remanescentes da parabola p — inscritos sempre de forma anéloga ao

triangulo PQR — tais que os termos dessa sequéncia formam uma progressao

2t ~ 1
geometrica de razdo "

Para efeito didatico, vamos considerar que as areas mencionadas no paragrafo
anterior equivalem a areas de retangulos de altura 1, ou seja, a area S do segmento
da parabola p, equivale a area de um retangulo de altura 1 e comprimento S. O mesmo
se aplica as areas representadas pela sequéncia (4, B,C,D,...). Logo, da Proposicao
22 (Arquimedes), podemos afirmar que a série geomeétrica determinada por essa
sequéncia é limitada superiormente pela area S, ou seja, A+ B+ C + D+...< S (ver
Figura 2.18).

Figura 2.18 — Representacdo da soma das areas dadas pela sequéncia (4,B,C,D,...).

S
Fonte: O autor (2020).
, 2 - 4
Queremos mostrar que a area S, do segmento da parabola p, € igual a EA'

Vamos supor, por absurdo, que S # EA, ou seja, gA <SousS< gA.
57



Supondo que gA < S, temos que 0 <S—§A. Dado que A+B+C+D + -

representa a area de um poligono inscrito na parabola de area S, como a sequéncia

(A,B,C,D,..) é decrescente com A+ B+ C+ D+...< S, deve existir um termo X

A . 4
pertencente a essa sequéncia tal que 0 <X < S —-A e ao mesmo tempo, devemos

ter %A <A+B+C+ -+ X <S (ver Figura 2.19).

Figura 2.19 — Representacéo da suposi¢ao gA <S.

ol W=

: S I
Fonte: O autor (2020).
Porém, como a sequéncia (4, B, C, ..., X) € uma progressao geométrica de razao

i, da Proposicdo 23 (Arquimedes) (ou Teorema 2.1) temos que
A+B+C+---+X+§=§A, 0 que implicaemA+B+C+---+X<§A,oque de fato

€ uma contradicdo, pois, por hipétese %A <A+B+C+-+X.
Logo, S ndo € maior que gA.

Agora, vamos supor que S < gA, temos que 0 < gA — S. De forma analoga a
demonstracdo anterior, deve existir um termo X pertencente a sequéncia
(A,B,C,D,..), talque 0 < X < %A —S e, ao mesmo tempo, A+ B+C+-+X< gA
(ver Figura 2.20).

Figura 2.20 — Representacéo da suposigéo S < gA.

Fonte: O autor (2020).
X X 4 X 4 p:
Dado que 3 < X, devemos ter 3 < EA - S, logo, S + 3 < EA' Porém, como a

sequéncia (4,B,C,...,X) é uma progressao geométrica de razdo % da Proposicao 23
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(Arguimedes) (ou Teorema 2.1) temos que A+B+C+---+X+)3—(=§A, 0 que

implicariaemS+§<A+B+C+---+X+§, equivalentea S<A+B+C+--+X,0

que é uma contradi¢ao, pois por hipotese A+ B +C + -+ X < S.

~ 7 4
Logo, S ndo é menor que - A.

p p ~ 7 . 4
Portanto, se a area S da parabola ndo é maior e nem menor que EA’ devemos

ter S = gA. .

2.4 ConsideracOes Acerca das Demonstracdes de Arquimedes

Como afirmamos na Secao 1.1 deste trabalho, 0 modo como os mateméaticos
anteriores ao século XVIII trabalhavam com o conceito de Infinito esta diretamente
relacionado a nocéo de infinito potencial. Por isso, ao observarmos as proposicoes 22
e 23 do texto de Arquimedes, percebemos que ao fazer referéncia a soma das areas
dos triangulos em comparacdo a area do segmento da parabola, em nenhum
momento Arquimedes afirma que os triangulos preenchem completamente a area do
segmento. Em particular, na Proposicéo 23 (Arquimedes), vemos o uso da soma de
uma progressao geométrica finita, que como afirmam Roque e Carvalho (2019),
permitiu a Arquimedes obter uma aproximacéo da area do segmento de pardbola sem

0 uso de uma série infinita.

Para a nossa compreensdo contemporanea do conceito de Infinito, podemos
inferir que a partir da Proposicéo 22 (Arquimedes), a soma das areas dos triangulos
definidos por Arquimedes (ou como definido na Proposicéo 2.4), constituiram-se de
forma infinita, preenchendo completamente a area do segmento da parabola.

~ ~ Zoan ~ 1
Portanto, como as areas 4, B, C, ..., formam uma progressdo geométrica de razéo -,

temos que a série infinita, dada por A+ B + C + -+, representa o valor da area do

segmento de uma parabola na qual o triangulo de area A esté inscrito. De fato, como

essa série é convergente pelo Teorema 1.2, temosque A+ B + C+...= % = gA, que
4

coincide com o resultado obtido na Proposicdo 24 (Arquimedes).
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Toda essa conclusdo do paragrafo anterior, feita em poucas linhas quando
comparado ao texto de Arquimedes, s6 é possivel, pelo nosso entendimento, apés a
discusséo e compreensao das mudancgas ocorridas em relagdo aos conceitos de
Infinito e Convergéncia, abordados no Capitulo 1 deste trabalho. Discussdes que ndo
estdo presentes nos livros didaticos para o Ensino Basico, como é apresentado no

Capitulo 3 deste trabalho.

Por isso, particularmente, em relagéo ao significado da expressdo soma de uma
progressdo geométrica infinita, acreditamos que o estudo dos argumentos
apresentados por Arquimedes na Proposicao 24 (Arquimedes), ou no Teorema 1.2
escrito por nés, pode contribuir para a compreensao dos conceitos, ou pelo menos de
uma parte deles, que estdo relacionados com a forma como operamos com séries
infinitas atualmente. Uma possivel interpretacdo de como essa contribuicdo pode

acontecer sera apresentada por nés no proximo capitulo.
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3 SERIES GEOMETRICAS NO ENSINO BASICO

Nesse capitulo, apresentamos na primeira se¢cdo uma contextualizacao acerca
do Ensino Béasico no Brasil. Na segunda secdo € apresentado uma analise da
abordagem do tema Séries Geométricas Infinitas presente em trés livros didaticos
destinados a estudantes do Ensino Médio. Por ultimo, apresenta-se uma terceira
secédo dedicada a uma proposta de como o texto de Arquimedes sobre a Quadratura

da Parabola possa contribuir para o ensino das Séries Geométricas Infinitas.

3.1 Considerac¢fes Gerais sobre o Ensino Basico no Brasil

Atualmente, no Brasil, 0 Ensino Béasico, ou também chamado de Educacéo
Basica, € obrigatério para criangas e adolescentes de 4 a 17 anos, sendo dividida em
trés fases: Educacéo Infantil, Ensino Fundamental e Ensino Médio®?. Dentre os
documentos que norteiam os componentes curriculares para cada uma dessas fases
do ensino, destacamos a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (2018),

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento de
carater normativo que define o conjunto organico e progressivo de
aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver
ao longo das etapas e modalidades da Educacédo Basica, de modo a
que tenham assegurados seus direitos de aprendizagem e
desenvolvimento, em conformidade com o que preceitua o Plano
Nacional de Educacao (PNE). (BRASIL, 2018, p. 7).

A BNCC, publicada em 2018, estabelece quais sdo as competéncias e
habilidades que devem ser desenvolvidas pelos estudantes em cada fase do ensino.
Numa busca pelo termo série no texto da BNCC, associada a alguma competéncia ou

habilidade na area da Matematica, ndo foi encontrado nenhum resultado. Portanto,

32 A educacéo infantil € destinada a criancas de até 6 anos de idade, o ensino fundamental é dividido
em 9 anos obrigatérios destinado as criangas e adolescentes de 6 a 14 anos de idade e 0 ensino médio
€ dividido em 3 anos obrigatérios destinado aos adolescentes de 14 a 17 anos de idade (BRASIL,
2018).
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nossa busca limitou-se a termos que consideramos estar relacionados ao ensino das

Séries Geomeétricas, como sequéncias e progressoes.

No que diz respeito ao ensino de sequéncias, a BNCC (2018) estabelece, de
forma resumida, que durante os anos do Ensino Fundamental é esperado apenas que
0s estudantes desenvolvam a capacidade de reconhecimento de padrbes em
sequéncias numericas ou nao, e a habilidade de utilizar a simbologia algébrica para
expressar essas regularidades encontradas. Dessa forma, ndo esperamos que o0
conceito de Convergéncia, ou até mesmo das Series Geométricas, seja abordado em

materiais didaticos destinados ao ensino fundamental.

Em relacdo ao Ensino Médio, no que diz respeito ao ensino das Progressoes
Geométricas, a BNCC (2018), estabelece que os estudantes desenvolvam a
habilidade de,

Identificar e associar progressfes geométricas (PG) a funcbes
exponenciais de dominios discretos, para analise de propriedades,
deducédo de algumas férmulas e resolucdo de problemas. (BRASIL,
2018, p. 514).

O desenvolvimento dessa habilidade € esperado dentro de um contexto amplo,
denominado pela BNCC como Competéncia Especifica 5, a qual estabelece que o
estudante desenvolva a capacidade de

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos
e propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos,
como observacdo de padrdes, experimentacbes e diferentes
tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma
demonstracdo cada vez mais formal na validacdo das referidas
conjecturas. (BRASIL, 2018, p. 513).

Dessas diretrizes, entendemos que o ensino de Séries, ainda que nao
necessariamente com esse nome, deve se iniciar no Ensino Médio com o estudo das

Progressfes Geomeétricas.

Em paralelo as diretrizes educacionais, existem programas governamentais,
destinados a distribuir materiais didaticos aos estudantes das escolas publicas de todo
0 pais. Dentre esses programas, destacamos o Programa Nacional do Livro e do
Material Didatico (PNLD) (2017hb),

O Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD)
compreende um conjunto de ac¢des voltadas para a distribuicdo de
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obras didéticas, pedagdgicas e literarias, entre outros materiais de
apoio a prética educativa, destinados aos alunos e professores das
escolas publicas de educagdo basica do Pais. O PNLD também
contempla as instituicdes comunitarias, confessionais ou filantrépicas
sem fins lucrativos e conveniadas com o Poder Publico. As escolas
participantes do PNLD recebem materiais de forma sistematica,
regular e gratuita. Trata-se, portanto, de um Programa abrangente,
constituindo-se em um dos principais instrumentos de apoio ao
processo de ensino-aprendizagem nas Escolas beneficiadas.
(BRASIL, 2017b).

Para que um livro didatico possa ser distribuido a escolas publicas, por meio
do PNLD, os autores devem submeter os livros a uma avalicao técnica realizada por
especialistas da area de educacao. De acordo com Bigode (2018), essa avaliacao,
além de outros critérios, verifica se os livros seguem explicitamente o que esta descrito
na BNCC. Apés as avaliagdes, o programa elabora um guia com informacdes acerca
de cada obra aprovada, para que os professores, de cada escola participante, possam
escolher o livro didatico que melhor se adequa ao projeto politico-pedagdgico da

escola.

Vale ressaltar, que o programa € alvo de diversas criticas em relacdo a
liberdade de escolha pelos professores, como afirma Bigode (2018),
Infelizmente € um mito a livre escolha do LD [livro didatico] pelos
professores e nem sempre a adocdo é resultado da analise e do
desejo deles. Sdo varios os casos relatados de contaminacdo da
escolha por praticas nem sempre republicanas: ha casos de fraudes
na escolha; ha interferéncia de autoridades das escolas e Secretarias
de Educacéo; envolvimento de agentes das editoras; compra casada;
professores que escolhem uma colecao e recebem outra; cidades ou
Estados em que uma determinada editora conseguiu 100% de adoc¢é&o
(em alguns casos de todas as disciplinas) etc. (BIGODE, 2018, p. 180).
Apesar das criticas, o programa foi responséavel por distribuir 20.835.977 livros

a4 6.962.045 estudantes do Ensino Médio no ano de 2019 (BRASIL, 2017b).

Levando em consideracao a abrangéncia desse programa e, por consequéncia,
o uso dos livros por professores e estudantes das redes publicas de educacéo,
entendemos que se justifica a analise da forma como os conceitos de Séries
Geométricas Infinitas sdo expostos nos livros didaticos, para que, em seguida,

possamos discutir abordagens alternativas.
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3.2 Analise dos Livros Didaticos

Para a selecdo dos livros didaticos a serem analisados levamos em
consideracao a disponibilidade dos mesmos na biblioteca do IFSP — Instituto Federal
de Sdo Paulo®, além da sua aprovacdo em programas mais recentes do PNLD.
Desses, escolhemos os livros #Contato Matematica, Matematica Para Compreender
O Mundo, aprovados para o PNLD em 2018, e Matemética: Ciéncia e Aplicacdes,

aprovado para o PNLD em 20153,

Para a analise, procuramos descrever a forma como os autores abordam o
tema das Séries Geométricas Infinitas, apresentar o resumo contido no guia do PNLD,
e observar se as criticas ao ensino de Séries nos artigos de Lehmann (1995) e
Sierpinska (1987), no que diz respeito ao uso excessivo de férmulas prontas ou
apresentacado de critérios de convergéncia sem a presenca de uma discussao
conceitual, podem ser aplicadas a abordagem encontrada nos livros didaticos

destinados ao Ensino Médio.

Também levamos em consideracdo as observagfes de BIGODE (2018) em
relacdo as limitacdes presentes na elaboracédo de um livro didatico,
Para inicio de conversa, um LD é linear o que acaba por determinar
uma direcdo, por meio de uma sequéncia de ensino gue nem sempre
esta em sintonia com o processo de aprendizagem dos alunos ou com
a dindmica da aula. Trata-se de um problema estrutural de natureza
editorial, além disso, o livro é fisicamente limitado, limitado pelo
tamanho do texto na pagina e pelo nimero de paginas, o que implica
numa selegao “arbitraria” de conteudos e abordagens. Na maioria das
vezes, esta limitacdo é imposta pelos editores ou pelo edital do PNLD,
no caso de livros para escolas publicas. (BIGODE, 2018, p. 163).
Dessa forma, tentamos adequar as nossas observacdes a apenas critérios
objetivos relacionado ao ensino das Séries Geométricas Infinitas. Como por exemplo,
destacar se os exemplos iniciais relacionam as Séries Geométricas Infinitas com
conceitos da geometria, se o conceito de Convergéncia foi apresentado pelos autores
dos livros e se os exemplos ou exercicios resolvidos propdem solucdes alternativas

sem o uso de féormulas.

33 Disponiveis em dezembro de 2019.
34 O Livro Matematica: Ciéncia e Aplicacdes, também foi aprovado para o PNLD em 2018, porém com
uma edicdo mais recente da qual ndo tivemos acesso.
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Apos a andlise individual de cada um dos livros, apresentamos um resumo com

as observacdes encontradas a partir desses critérios.

3.2.1 Livro #Contato Matemaéatica

Nessa secédo analisamos o livro #Contato Matematica, volume 1, destinado aos
estudantes do primeiro ano do ensino médio, escrito por Joamir Roberto de Souza e
Jacqueline da Silva Ribeiro Garcia, publicado pela editora FTD em 2016 e aprovado
para o PNLD em 2018.

Em relacéo a cole¢do #Contato Matemética (3 volumes), o guia do PNLD 2018,
apresenta a seguinte visao geral:
O incentivo a que os estudantes elaborem problemas é um destaque
na colecdo. Ela também se caracteriza por apresentar uma
consideravel variedade de textos que possibilitam contextualizacdes e
atividades interdisciplinares. No entanto, especialmente, na abertura
dos capitulos, ha conexdes artificiais e pouco relacionadas aos temas
abordados em seguida.
Os contetdos sao, frequentemente, abordados com base em
definicbes, atividades resolvidas e propostas. Sao feitas
generalizacbes, mas de maneira rapida e sem o devido rigor. (BRASIL,
2018, p. 81).
No que se refere ao conteddo que analisamos desse livro, as observacdes que
constam no guia do PNLD 2018 s&do bem precisas em relacéo a falta de rigor e, em
particular, a secdo dedica as Séries Geométricas nao apresenta textos

contextualizados ou interdisciplinares.

Observa-se que 0s autores optaram por nomear a se¢ao do livro que se refere
as Séries Geométricas Infinitas como Série Geométrica Convergente (ver Figura 3.1)
porém, como veremos adiante, o significado da palavra convergéncia nado é discutido
nessa secao do livro, assim como também néo é apresentado nenhum exemplo de

série geométrica divergente.
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Logo no inicio da se¢&o observa-se 0 uso de um unico exemplo de progresséo
geométrica infinita®® de razéo é e primeiro termo igual a 1. Nesse exemplo, foi
explicitado — de forma curiosa — apenas 0 quinto, 0 oitavo € 0 nono termo,
provavelmente, com a intencéo de reforcar a ideia de que nessa sequéncia, quanto
maior a posicdo do termo, mais proximo de zero sera seu valor. Nenhuma outra
justificativa é apresentada para garantir que essa afirmacdo seja verdadeira (ver
Figura 3.1).

Figura 3.1 — #Contato Matemética: Definicdo de série geométrica convergente.

‘11.1‘\ 1 1 1

W | 1
Considere a PG " ; - i , de razaoc >uja e 3r
3'9'27'81' 243 729 e razao q 3 cuja formula do ter
mo geral ¢ dada por a |
9
Note que, quanto maior o valor de n, mais proximo de zero € o termo da PG. Por
exemplo:
a L 0,01235 | ! 0,00046 0,00015
a,=——-=0,01235 E —=(), 4 a —=0,
81 2187 6561 7

Fonte: SOUZA e GARCIA (2016, p. 225).

Em seguida, os autores apresentam uma generalizagcdo dos casos nos quais
uma progressao geomeétrica infinita sera convergente e, novamente sem definir ou
discutir o significado, utilizaram a notacdo de limite para representar a expressao: “a
medida que n cresce indefinidamente a,, aproxima-se de zero” (SOUZA; GARCIA,
2016, p. 225). Com a juncédo dos conceitos e propriedades de limite e a da formula
obtida anteriormente para o calculo da soma dos termos de uma progressao
geométrica finita, deduzem a férmula para a obtencdo do valor de uma série

geométrica convergente (ver Figura 3.2).

35 Nao ha nenhuma mencéo nesse livro de que se trata na verdade de uma progressdo geométrica
infinita, estamos admitindo assim pelo contexto dos tépicos apresentados.
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Figura 3.2 — #Contato Matematica: Conceito de limite.

Podemos dizer que, @ medida que n cresce indefinidamente, a aproxima-se de
2ero, ou seja, tende a zero
1

N
](m[SJ =0 lim

3

De modo geral, se 0<|g/<1, entdo limq"=0. limite de |
‘

i ) X a1 q ' a zero quandc
Estudamos anteriormente que S = T para q#1. Calculando o limite de S tende ao infinito
g 5 0 to
quando n tende ao infinito e 0<|g <1, temos:
a(1-0
limS =- ( )2
e d=gl =g

Fonte: SOUZA e GARCIA (2016, p. 225).

Da mesma forma como afirma Sierpinska (1987), a dificuldade que alguns
estudantes podem enfrentar para entender o significado da expressao convergéncia
pode ser observada nesse livro a partir do momento que vemos uma abordagem
sobrecarregada de conceitos que nao sao discutidos anteriormente. Uma vez que o
texto desse livro ndo aborda os conceitos de limite, alguns estudantes poderiam
interpretar de forma errada a pequena explicacdo sobre o simbolo do limite,
concluindo que utilizamos esse simbolo para representar uma aproximacao e nao um

valor real.
Em seguida, os autores utilizaram o resultado anterior para apresentar o valor

P s e e s ~ 1 . . .
da série geométrica infinita de razao 3 € primeiro termo igual a 1 — 0 mesmo exemplo

utilizado para apresentar o assunto — e a0 mesmo tempo apresentam um resumo dos

conceitos abordados até aqui, sintetizados em um quadro amarelo (ver Figura 3.3).

Figura 3.3 — #Contato Mateméatica: Soma dos termos de uma P.G. infinita.

Calculando a soma dos termos da PG [1. 1, 1, % ! ! : E ; L ,... |, temos:
\ 3 9 27 81 243 729 Na PG
) 1 1.3 e
limS 3 =7 11
Bag 2 8 ! 3'9'27' 81
3 3
3 3 temos
Portanto, o limite da soma dos termos dessa PG é > ou seja, limS = 4
D) . g 13
2 5, =—=1,3
Z 13
A férmula que permite calcular o limite da soma dos termos de uma PG infini- "3 9
ta de razdo g, com 0O< }q; <1, é dada por: 0
4
a * S
lim S‘ = & 27 ‘
Chamamos essa soma de série geométrica convergente.
Quando g=10u g<-1, chamamos a soma da PG de série geométrica divergente. * limS

Fonte: SOUZA e GARCIA (2016, p. 225).

Novamente observa-se que o conceito de limite € apresentado para justificar o

calculo da soma dos termos de uma progressao geomeétrica infinita e pela primeira
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vez nessa secao define-se o significado da expressao série geométrica convergente.

Discordamos da definicdo apresentada pelos autores nesse livro, pois, da Definicao

. a , ) P .
1.6 dizemos que o valor ﬁ € chamado de soma da série geométrica convergente e

nao que esse valor seja a série geométrica convergente como apresentado no quadro
amarelo: “chamamos essa soma de série geométrica convergente” (SOUZA; GARCIA,
2016, p. 225). Poderiamos supor que os autores utilizaram essa expressao para fazer
referéncia aos casos em que é possivel obtermos o valor da soma dos termos de uma
progressdo geomeétrica infinita, mas como ndo ha mais explicagdes ou exemplos, nem
mesmo para 0S casos nos quais a serie é divergente, essa definicdo pode fazer com
que os estudantes®® tenham conclusdes equivocadas sobre o significado da

expressao série geomeétrica convergente.

Um outro fato que chama a atencdo é a apresentacdo, sem nenhuma

explicacdo da motivagdo, de um quadro menor com o resultado do que hoje
.. L, . L, . e e - ~ 1 . .
conhecemos como somas parciais da série geometrica infinita de razéao 5 € primeiro

termo igual a 1 — ainda o0 mesmo exemplo inicial — terminando com o valor da série
geométrica convergente (ver Figura 3.3). Entendemos que a intencéo é de apresentar
aos estudantes que os valores das somas parciais tendem a se aproximar do valor da
série infinita ao aumentarmos o numero de termos. Porém, novamente, sem uma
explicacdo mais precisa, entendemos gque esse exemplo pode induzir os estudantes
a acreditarem que o valor da série geométrica infinita € apenas uma aproximac¢ao dos

valores obtidos nas somas parciais.

Para encerrar a secao 0s autores apresentam um exercicio resolvido sobre
como obter a fracdo geratriz da dizima periddica 1,252525... . Observa-se na

resolucdo apresentada pelos autores que essa dizima é equivalente a soma do

, , . s . . .. ~ 1 . . .
namero 1 com o valor da série geométrica infinita de razao 55 € primeiro termo igual

25 . p . ~ . . .
a obtida com a férmula deduzida nessa se¢do. Porém, existe um equivoco na

descricdo dada pelos autores, quando afirmam que essa soma € uma Seérie
geomeétrica convergente, pois essa afirmacdo desconsidera o nimero 1 sem deixar

esse fato explicito aos estudantes (ver Figura 3.4).

36 Nesse capitulo utilizamos a expresséo estudantes para fazer referéncia ao publico alvo desses livros
didaticos, que sao os discentes do primeiro ano do ensino médio.
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Figura 3.4 — #Contato Mateméatica: Atividades resolvidas.

tividades resolvidas
125, Determine a fragao geratriz da dizima 1252525
Podemos resolver esta atividade utilizando uma série geométrica convergente.
1252525 1+0,25+0,0025+0,000025+ ... =1+ £ “»—25— + £0 .
100 10000 1000 000
e
Note que a soma é uma série geométrica convergente, com a,= -257 eq= JQOO,Q: 7,
¥ 100 25 100
— — 3 100
2
Logo: lim S, 8 o = = £
n— ' 1-q . il 99 99
Assim, temos: 1252525 L, 2T SesS 124
1 000 1000000 99 9

Fonte: SOUZA e GARCIA (2016, p. 225).

Ao simplesmente apresentarem as expressdes limite e convergéncia sem
abordarem com mais detalhes, como afirma Lehmann (1995), pode ocorrer que o
significado da existéncia de uma série geométrica convergente pareca ter menos
importancia do que os critérios para 0s quais a série € convergente. Neste livro, como
observamos, esses conceitos nao séo discutidos, sdo apenas apresentados e
generalizados a partir de um Unico exemplo em particular, levando-nos a acreditar que
essa abordagem pode fazer com que alguns estudantes néo se interessem pelo tema
ou tenham uma compreensédo equivocada das nocdes de limite, infinito e do valor da

soma de uma série geométrica convergente.

3.2.2 Livro Matematica Para Compreender O Mundo

Nessa secdo analisamos o livro Matematica Para Compreender O Mundo,
volume 1, destinado aos estudantes do primeiro ano do ensino médio, escrito por Katia
Stocco Smole e Maria Ignez Diniz, publicado pela editora Saraiva em 2016 e aprovado
para o PNLD em 2018.

Em relacdo a colecdo Matematica Para Compreender o Mundo, o guia do PNLD
2018 apresenta a seguinte visédo geral:

Na obra, os contetidos sao organizados em unidades que se iniciam
com um texto, um problema, ou algum contexto histérico, geralmente
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instigante. Segue-se a abordagem tedrica do tema em estudo, alguns
exemplos e atividades para os estudantes.
O estudo das func¢des favorece o entendimento das aplicagdes, o que
o torna mais significativo. Os temas de estatistica e probabilidade séo
abordados com base em discussdes e andlises de situacdes diversas
e isso favorece um trabalho articulado com as préticas sociais. Em
geometria analitica, prioriza-se a representacdo algébrica, em prejuizo
de maior compreensao dos objetos geométricos representados.
As novas tecnologias séo utilizadas em sec¢des especificas que sédo
bastante frequentes na colecdo. Sao propostas situacdes
motivadoras, com o uso do computador e da calculadora. Também se
discutem questdes do ENEM ou de vestibulares, que incluem analises
das possiveis estratégias de resolucao, além de boas sugestbes para
um trabalho em conexdo com outras areas do conhecimento.
(BRASIL, 2018, p. 67).
Na secdo analisada por nés, ndo ha presenca de textos contextualizados ou
histéricos e muito menos propostas de atividades relacionadas com novas tecnologias

ou questdes interdisciplinares como mencionado acima.

Nesse livro as autoras optaram por nomear a secdo referente a séries
geomeétricas infinitas como Soma dos termos de uma P.G. infinta. Veremos a seguir
que, diferente do LD1%, ndo é apresentado nesse livro o conceito de convergéncia,
diferenciando a leitura desse livro com a leitura de teoremas e definicdes encontradas
em livros de Calculo Diferencial e Integral — como apresentado no Capitulo 1 deste
trabalho. Porém, assim como no LD1, as autoras utilizaram o conceito de limite para
apresentar e justificar os célculos da soma dos temos de uma progressao geométrica
infinita.

Para introduzir o tema vemos que as autoras desse livro optaram por utilizar

uma representacdo grafica dos quatro primeiros termos de duas progressdes

it . e ~ 1 . . . . . 1
geometricas infinitas de razao > sendo a primeira com primeiro termo |gual a -3 e

segunda com primeiro termo igual a% (ver Figura 3.5).

87 D1 sera a abreviagdo utilizada para o livro didatico analisado na Sec¢éo 3.2.1 deste trabalho.
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Figura 3.5 — Matemética Para Compreender O Mundo: Gréaficos de P.G. infinitas.

) | a=(2)
n a =[— a ==
2 5 2
Sejam as progressoes geométricas dadas pelas expressdes gerais 1 1 1
\ ) 2 L‘
(1) (1) i s 2 .
a,=|-5|)ea ==, mi& Vamos construir uma representacao gréfica ) ; 2 1
2 2 c: 4 4
para cada uma dessas sequéncias. 1 1
A, 1 8 8
1 1 4 : :
1 1 16 16
)
16 1 A
; 8
: — = Lo
1 9 1 4 n 1 0 1 2 3 { n
1
1= '
8 4 16

Fonte: SMOLE e DINIZ (2016, p. 165).

A utilizacdo de gréficos, ferramenta muito utilizada nos livros de Céalculo
Diferencial e Integral, para representar os termos dessas progressdes, pode ser visto
como um recurso didatico com a intencao de justificar a aproximacao dos valores dos
termos dessas progressdes ao numero zero — quando a posicdo do termo tende ao
infinito - como vemos na explicacdo dada pelas autoras. Pela primeira vez nessa
secao é apresentado o conceito de limite, mas, de forma parecida ao LD1, o conceito
€ apenas apresentado como um simbolo que pode ser utilizado para representar a
expressao “tendem a zero ou tém limite zero” (SMOLE; DINIZ, 2016, p. 165) (ver
Figura 3.6).

Figura 3.6 — Matemética Para Compreender O Mundo: Analise dos gréficos.

Observando as representagdes graficas, notamos que, a medida que aumentamos o va-
lor de n, os pontos vao se aproximando do eixo horizontal. Nos dois casos apresenta-
dos, os termos da sequéncia ndo intersectarao o eixo horizontal, apenas se aproximarao

cada vez mais do valor zero, a medida que os valores de n forem aumentando.

\ | A . .
Dizemos, entao, que [ -;1;— | e [ 1) | tendem a zero ou tém limite zero quando n tende a
) ) )
(1 \f
) | )
0 e “l|m‘ 15| =0.

infinito e representamos desta forma: lim | ‘
n— o

Fonte: SMOLE e DINIZ (2016, p. 165).

Apbs a explicacdo do comportamento dessas duas primeiras progressoes, sao
apresentados mais quatro exemplos de sequéncias que, como afirmam as autoras,
“tém limite zero para n tendendo ao infinito” (SMOLE; DINIZ, 2016, p. 165). Porém,
nao sao apresentadas justificativas para essa afirmacdo, nem mesmo graficos como

nos exemplos anteriores. Em seguida é apresentado os valores que a razao pode
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assumir para 0s quais as progressdes geomeétricas infinitas sdo convergentes,
novamente sem justificativas (ver Figura 3.7). Um fato curioso que podemos notar &
que as autoras utilizam a letra g para representar a razdo de uma progressao
geomeétrica infinita, porém essa representacdo sO é definida posteriormente nessa

secéo®, podendo gerar dividas ou confusGes na leitura desse fragmento.

Figura 3.7 — Matematica Para Compreender O Mundo: A razdo de uma P.G. convergente.

Outros exemplos de sequéncias que tém limite zero para n tendendo a +eo sao:

[ ; J [ i j}l:((),ﬁ]“: (=0,7)"

De forma geral: Se-1<qg<lentdo lim ¢ 0.
n — 4o

Fonte: SMOLE e DINIZ (2016, p. 165).

Entendemos que o enunciado e a demonstragéo da Proposic¢ao 1.2 — que trata
dos valores dos quais a razdo de uma progressao geométrica infinita pode assumir
para que a série geométrica infinita seja convergente — é carregado de conceitos que
normalmente sé estudamos no ensino superior, mas a simples apresentacdo desse
critério, da mesma forma como acontece no LD1, pode induzir os estudantes a
entenderem de forma equivocada que ndo ha necessidade de compreensédo dessa

conceito e que deveriamos apenas decorar esses critérios (LEHMANN, 1995).

A seguir, observamos uma outra explicacéo para o critério de convergéncia por
meio de um Unico exemplo. Nesse exemplo, as autoras optaram por apresentar quatro
termos ndo consecutivos da progressao geométrica infinita de razéo 0,7 e primeiro
termo igual a 1. Apesar dos valores estarem em ordem decrescente, ndo ha nenhuma

mencao em relacdo a escolha dos termos apresentados (ver Figura 3.8).

Figura 3.8 — Mateméatica Para Compreender O Mundo: Exemplo de uma P.G. convergente.

Outra forma de expressar isso é dizer que os termos da sequéncia (1, g, g% ...), com
1 < q <1, convergem para zero.

Observe isso, por exemplo, paraq = 0,7:

0,72 = 0,343; 0,7"° = 0,028; 0,7* = 0,00013; 0,7 0,000004.

Fonte: SMOLE e DINIZ (2016, p. 165).

38 Na secdao anterior desse livro, que trata dos conceitos iniciais sobre progressdo geométrica a letra q
€ utilizada para representar a razdo desses tipos de progressdes.
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Apods essa introducdo sobre os critérios de convergéncia®® é apresentado a
deducédo da férmula para obter o valor da soma dos termos de uma progressao
geométrica infinita. Da mesma forma como vemos no LD1, a formula foi deduzida a
partir da soma dos termos de uma progressdo geométrica finita — apresentada
anteriormente no livro — e dos poucos conceitos sobre Limite abordados nessa secéao.
Todos os conceitos apresentados até esse ponto sao sintetizados em um quadro azul

(ver Figura 3.9).

Figura 3.9 — Matematica Para Compreender O Mundo: Soma dos termos de uma P.G. infinita.

. (g*—1)

Estamos, agora, em condigdes de analisar o que ocorre com S o quandon
1
) : ) (0—-1) 1,
e-1< g <1 usando o fatodeque lim q"= 0.Assim,segue Iim 5 l = 5

n— I g (

Podemos, entdo, registrar que:
; v a
EmtodaPG.(a,a,a, .. a,..)derazioq,com-1<q <1l l lim S } t]l
0 valor dessa expressao é definido como a soma dos termos de uma P.G. infinita.
a,
S= s para-L= qii
1-q I 1

Fonte: SMOLE e DINIZ (2016, p. 165).

Ainda que ndo tenhamos encontrado nenhum problema com as defini¢cdes
matematicas apresentadas até aqui, e mesmo sendo observado o uso de uma
guantidade maior de exemplos, do que vimos no LD1, para apresentar 0s conceitos
necessarios para que se possa obter a férmula da soma dos termos de uma
progressado geomeétrica infinita, ainda ndo vemos uma discussao sobre o conceito de
convergéncia. A falta de discussédo desse conceito, como afirma Lehmann (1985),
pode interferir no processo de aprendizado do real significado dos temas relacionas a

séries.

Um fato curioso na abordagem escolhida pelas autoras desse livio é o da
presenca de trés exemplos nos quais nao € possivel se realizar a soma dos termos
de uma progressao geométrica infinita apresentados imediatamente apos a definicdo

desse tipo de soma e antes dos exercicios resolvidos.

39 Ainda que a expressao critérios de convergéncia ndo tenha sido utilizada pelas autoras desse livro,
entendemos que toda a discussdo que antecede a formula da soma dos termos de uma progresséo
geométrica infinita equivale ao que foi abordado nos teoremas e definicdes da secdo 1.2 deste trabalho.
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O primeiro exemplo (nomeado como item a) se refere a uma progressao
geomeétrica infinita de razdo 2 e primeiro termo igual a 5, onde, a partir da
representacao grafica dos termos dessa progressao, as autoras afirmam que pode-se
deduzir que “ndo existe um valor que sera o limite dos termos dessa sequéncia”
(SMOLE; DINIZ, 2016, p. 165) (ver Figura 3.10).

Figura 3.10 - Matematica Para Compreender O Mundo: Exemplo (a) de P.G. ndo convergente

Se q <-1ouq =1,ndo existe um numero real que correspondaa lim S ,desde quea, # 0.
Exemplos:
a) SejaaP.G.dadapora =5-2""', n € N* derazdo q = 2. Construindo sua represen-
tacao grafica, obtemos a figura abaixo.
ilu
40

Ob vando o grafico
)tamos que nao existe
35 1m valor que serd o limite
30 dos termos da sequéncia,

2 uma vez que oOs valores
le a_sdo cada vez maiores
consequencia

1 medida que n cresce

Fonte: SMOLE e DINIZ (2016, p. 165).

O segundo exemplo (nomeado como item b) se refere a uma progressao
geométrica infinita de raz&o 1 e primeiro termo igual a 5, onde, da mesma forma como
€ abordado no primeiro exemplo, a partir da representacéo grafica dos termos dessa
progressao, as autoras afirmam gue pode-se deduzir que a soma dos termos dessa
progressao “nao se aproxima de um valor real quando n tende ao infinito” (SMOLE;
DINIZ, 2016, p. 165). Essa ultima afirmacdo pode induzir os estudantes a uma
interpretacéo equivocada do conceito de infinito, quando tratamos de conjuntos com
infinitos elementos, pelo fato das autoras ndo deixaram explicito o que queriam dizer
com valor real (ver Figura 3.11).
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Figura 3.11 — Matemaética Para Compreender O Mundo: Exemplo (b) de P.G. ndo convergente.

b) SejaaP.G.dadapora =5-1"",n € N* derazio q = 1. Observe que essa P.G. € cons-
tante. Neste caso, sua representagdo grafica é a mostrada abaixo.

- \"lﬂ‘."\h“".\ val se

a |
tornando cada vez

[ maior para n tendendo
a- isto €, S nao se
aproxima de um valor

real quando n

Fonte: SMOLE e DINIZ (2016, p. 165).

O terceiro e ultimo exemplo (nomeado como item c) se refere a uma progressao
geomeétrica infinita de raz&o 2 e primeiro termo igual a —2, onde, novamente, a partir
da representacao grafica dos termos dessa progressao, as autoras afirmam que pode-
se deduzir que o valor da soma dos termos dessa progressdo “assume valores
negativos com valor absoluto cada vez maior, a medida que n cresce” (SMOLE;
DINIZ, 2016, p.166) e portanto n&o existe um valor que sera o limite dos termos dessa
sequéncia (ver Figura 3.12).

Figura 3.12 — Matematica Para Compreender O Mundo: Exemplo (c) de P.G. ndo convergente.

c) SejaaPG.dadapora =-2"nEN*eq = 2.
Construindo sua representac¢ao grafica, obtemos a figura abaixo.

Pelo grafico, também
podemos observar que

4 nao existe valor real para
a_quando n — +oo, € por
isso §,_assume valores
negativos com valor
absoluto cada vez maior,
a medida que n cresce.

Fonte: SMOLE e DINIZ (2016, p. 166).

Quando comparado com o LD1, a utilizacdo desses exemplos poderia
colaborar com a discusséo do significado do conceito de Convergéncia, porém, como
observamos, em nenhum momento é explicitado esse conceito muito menos dado
uma justificava do porqué da escolha dessas progressdes em detrimento de outras.
Novamente, vemos aqui uma referéncia para a afirmacdo de Lehmann (1995) sobre
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o fato que em geral os exemplos sobre séries infinitas apresentam mais énfase nos
critérios de convergéncia do que na discusséo do conceito ou até mesmo da propria

série em si.

As autoras terminam a sec¢ao expondo quatro exercicios resolvidos, nos quais
vemos que, em sua maioria, hd uma preocupac¢ao maior em mostrar como se obter o
valor da soma dos termos de uma progressao geomeétrica infinita, do que abordar a
existéncia das séries geométricas em cada um dos problemas propostos.
Consideramos que ha uma excecdo, em relacado ao exercicio resolvido 28, pois no
item b é proposto que o estudante compreenda a formacgéo de uma figura geométrica

por meio da construgao de infinitos quadrados (ver Figura 3.13).

Figura 3.13 — Matematica Para Compreender O Mundo: Exercicios resolvidos.

DE OLHO NA RESOLUCAD

1
1 2%

a) asoma dos 10 primeiros termos;

Dadaa p.(;.[ 1.1 ...),culcu]e: Obtenha a fragdo geratriz da dizima peri6dic:

0,2161616...

b) o limite da soma dos infinitos termos da P.G.
0,2161616... = 0,2 + 0,016 + 0,00016 + 0,0000016 + ... =

0
1
N 1-|[5] -1
. _a-(q°-1) “2) J . 1023 | _ 0016 _ 2 16 _ 107
a)§,, = liljsm =1 . 5% 512 e 1 10 990 495
q | - Sa—
2 100
107
B) Comay ‘12 a1 l 1 térios: Portanto, 0,2161616... = o

A = a >

lim § =—2—= lim S = 5

P 1-q n=ine 1 =ik Volte ao capitulo 1 e compare o processo da ativi-
dade R27 para obtengdo da fragdo geratriz da dizima
periédica com o que apresentamos naquele capitulo.

n
= lim § =2

n— +oo
Esse resultado significa que, quanto maior for o nimero
de termos que tomarmos na P.G., a soma estara cada vez

mais préxima de 2. E usual escrever: A linha azul abaixo é formada por 3 lados de quadra
1+ 4.1, 2 dos que se alternam acima e abaixo da linha tracejad:
2 47 formando uma “serpente”.
2 43 Cada “quadrado”, a partir do 2% tem como medida d«
Resolva a equagdox + —— + -+ ... =3. lado a metade da medida do lado do “quadrado” an
terior.
0 1° membro da equagao é a soma dos termos de uma P.G.
- 2x oo
infinitacoma, = xeq = = Devemos ter como condi¢ao
de existéncia -1 < q < 1. Assim, segue que: 1
2% 5 5
1<—<1e-——<x<-— b Ui
5 2 2 4
Galculandod,. === 0000 a s ) et B e e L I | -
2x° 4x’ a, A
| et e U G 1 8
5 ' 25 1-q i
2
X 15 _— o . —
— =3=x= 17’ due satisfaz a condigao de existéncia.
== a) Qual é o comprimento da “serpente” formada pe
2
[ 15| los 10 primeiros “quadrados”?
Portanto, o conjunto solugdo é S = {—. R ‘ . B
l 11 b) Qual é o limite do comprimento da “serpente”?

Fonte: SMOLE e DINIZ (2016, p. 166).
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Porém, a resolucao apresentada pelas autoras para esse item tem como foco
apenas a aplicacdo da formula para obter o valor da soma dos termos de uma
progressdo geomeétrica infinita, podendo induzir os estudantes a uma compreensao
equivocada de que obter o valor da soma € mais importante do que o entendimento

dos conceitos relacionados a séries geométricas infinitas (ver Figura 3.14).

Figura 3.14 — Matematica Para Compreender O Mundo: Exercicios resolvidos (continuagao).

1
> 0 (7 | -1 atf IJ
a) A sequéncia dos comprimentos dos “quadrados” é dada a-(q 1) \ &/ B

S
por: q-1 1 _4 1
) 2
1 1 1 - i
31 3 3. g o 79N , .
< < Y 6 6 6138
2 4 8 651 ——=+6=6 : =599
1 K2 2 1024 1024
issa sequéncia é a P.G » raza 0° termc " » ¢
Essa sequéncia ¢ uma P.G. de razao 5 Cwo 107 termo | p) 0 Jimite do comprimento da “serpente” sera dado pela
£3 1 soma dos termos da P.G. infinita
N e
sera: 29" a 3 3
S lim S 6
“ » i n— +e 1=4q 1 1
O comprimento da “serpente” formada pelos 10 “qua- 1 > >
drados” iniciais sera obtido pelo cdlculo da soma dos 10 Logo, o comprimento nao podera ser maior que 6 e nun-
primeiros termos da sequéncia. ca atingira o valor 6.

Fonte: SMOLE e DINIZ (2016, p. 167).

Em comparacdo com o LD1, podemos afirmar que esse livro apresenta mais
exemplos e exercicios com a intencdo de abordar o tema, mas como detalhamos
nessa sec¢ao, 0s conceitos de convergéncia, infinito e limite ndo sdo abordados nesse
livro, 0 que entendemos, que possa induzir a uma compreenséo equivocada das

séries geométricas infinitas por parte dos estudantes.

3.2.3 Livro Matematica: Ciéncia e Aplicacbes

Nessa sec¢do analisamos o livro Matemética: Ciéncia e Aplicacdes, volume 1,
destinado aos estudantes do primeiro ano do ensino médio, escrito por Gelson lezzi

[et al.], publicado pela editora Saraiva em 2013 e aprovado para o PNLD em 2015.

Em relacéo a colecdo Matematica: Ciéncia e Aplicacdes (3 volumes), o guia do

PNLD 2015 apresenta a seguinte visdo geral:

A obra destaca-se pela escolha de um acentuado rigor matematico,
porém adequado ao nivel de ensino a que se destina.

A abordagem adotada na colec&o obedece a um padrdo: as nocoes a
serem trabalhadas sédo, em geral, apresentadas com exemplos ou com
atividades, seguidas de uma sistematizagdo teorica e de novos
exemplos ou exercicios resolvidos. Essa metodologia, reduz as
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possibilidades de o aluno participar de modo mais autbnomo e critico
no processo de aprendizagem.
Tal forma de apresentacdo dos conteudos, no entanto, € atenuada

BN

pelas boas contextualizacbes, que ora relacionadas a histéria da
prépria Matematica ou a outras areas do conhecimento, ora a

situacdes de praticas sociais. (BRASIL, 2015, p.48).
A descrigdo apresentada no guia do PNLD 2015 coincide com muito do que
podemos observar durante as analises. Porém na secdo referentes a Séries
Geomeétricas Infinitas, ndo encontramos conteudos relacionados a Histéria da

Matematica, muito menos relacionados a outras areas do conhecimento.

Nesse livro os autores optaram por nomear a secdo referente a séries
geomeétricas infinitas como Soma dos termos de uma P.G. infinta, da mesma forma
que o LD2%. Veremos a seguir que da mesma forma que o LD2, ndo é apresentado
nesse livro o conceito de convergéncia, e 0os conceitos de limite e infinito sdo usados
apenas de forma indireta, ou seja, com poucas explicacdes, como vimos em LD1 e
LD2.

Para introduzir o tema, 0s autores optaram por apresentar um Unico exemplo
~ L. . e . ~ 1 . . . 1
de uma progressdo geomeétrica infinita de razéo 75 € Primeiro termo igual a o De

forma parecida com o LD1, apresenta-se aos estudantes os quatro primeiros termos
dessa progressao e em seguida o décimo termo, provavelmente, com a intencdo de
demonstrar que nessa progressdo o valor de seus termos é decrescente, como
afirmam os autores: “a medida que o valor do expoente n aumenta, o valor do termo
a, fica cada vez mais proximo de zero” (IEZZI et al., 2013, p. 219). Porém, nenhuma
justificava, além dos termos que foram expostos, € apresentada para contribuir com a

compreensao dessa afirmacao (ver Figura 3.15).

40 LD2 sera a abreviacao utilizada para o livro didatico analisado na Secéo 3.2.2 deste trabalho.
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Figura 3.15 — Matematica: Ciéncia e Aplica¢fes: Exemplo de uma P.G. infinita.

Seja (a,) uma sequéncia dada pelo termo geral: a, = (716) , para n € N*, Vamos atribuir valores para n
(n =1, 2, 3, ...) para caracterizar essa sequéncia:
1
n 1 a, = =0,1
- 10
1
n=2-a — = 0,01
‘ 100
n=3-a = —— = 0,001
e 1000
n=4-a L_ — 0,0001

n=10-—a,- % 0,0000000001

Trata-se da P.G. (0,1; 0,01; 0,001; 0,0001; ...) de razao q llf)' E facil perceber que, & medida que o valor

do expoente n aumenta, o valor do termo a_fica cada vez mais proximo de zero.

Fonte: IEZZI et al. (2013, p. 219).

Apbs esse Unico exemplo, os autores introduzem o conceito de Limite, mas
novamente, como vimos em LD1 e LD2, apenas o utilizam como um simbolo para
representar o fato de que os valores dos termos dessa primeira progressdo tendem a
zero quando a posic¢ao dos termos tende ao infinito. Da mesma forma como acontece
na abordagem adotada pelos autores em LD1 e LD2, ndo fica claro se isso representa
um valor exato ou uma aproximacdo para o valor dos termos que ndo conseguimos

calcular (ver Figura 3.16).

Figura 3.16 — Matematica: Ciéncia e Aplica¢des: Conceito de limite.

. ’ , quando n tende ao infinito (isto é, quando n se torna “sufi-

Dizemos, entdo, que o limite de a_ = ( 10

: : : . 1 \
cientemente grande”), vale zero e representamos esse fato da sequinte maneira: lima = 0 (ou 1]1 (71*0) = O).

Fonte: IEZZI et al. (2013, p. 219).

Diferente do que foi visto em LD1 e LD2, os autores desse livro propdem aos

estudantes que, usando uma calculadora, determinem os valores dos termos de trés
~ Loan . e s ~ 1 1 . Z
progressdes geomeétricas infinitas de razdes > 3 € 0,75, e por meio desses calculos

obtenham a mesma conclusdo do primeiro exemplo. Em seguida, é pedido para os
estudantes refletirem sobre o fato do porque ndo podermos afirmar 0 mesmo para

progressdes geomeétricas de razdes 2, 10 e 4 (ver Figura 3.17).
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Figura 3.17 — Matematica: Ciéncia e Aplicacdes: Atividade com auxilio de uma calculadora.

- s [ l \
Faca as contas com algumas outras sequéncias desse tipo, como, por exemplo, a, ( > ) b ‘ 3 ) ou
\ 3 )

¢ = 0,75, e verifique se chega a mesma conclusao. Use uma calculadora.

Pense nisto: Por que essa propriedade nao vale para sequéncias do tipo

a 2"oub 10" ou ¢ (4")? Eg

Fonte: IEZZ| et al. (2013, p. 219).

Nesse ponto, vale uma observacdo que consideramos importante sobre o uso
de uma calculadora para realizar esses célculos. Apesar de concordarmos com 0 Uso
de calculadoras para auxiliar na resolucdo de exercicios, entendemos que as mesmas
possuem limitacbes, como a quantidade de algarismos que pode ser digitado para
cada numero, espaco de memoria para realizar célculos e até mesmo os tipos de
operacdes que podem ser realizadas. Por isso, da mesma forma que Bigode (2018),
entendemos que esse tipo de atividade deveria ser acompanhada de um roteiro (ou
algo similar) ou uma breve explicacéo dos resultados esperados, pois, observa-se que
em nenhum momento é dado instrucfes claras ao estudante do uso correto da
calculadora e quais (ou quanto sdo) os termos que devem ser calculados para se

chegar nas mesmas conclusdes do exemplo anterior.

Para tornar nossa critica mais explicita, utilizamos uma calculadora cientifica*

. ~ - 1\"
para determinar o valor dos termos*2 a;,g € a3, da progressao geométrica a,, = (E) .

Ao calcular o valor de a;,g obtivemos 1,828779826 - 107%°, e para o valor de as,q a
resposta obtida na calculadora foi igual a 0, provavelmente, devido a limitacdo de
valores que a calculadora consegue processar. Esses valores poderiam induzir alguns
estudantes, que repitam o experimento da mesma maneira que fizemos, a concluirem
que a partir do termo de posicao 329, os valores obtidos serdo sempre zero ou
simplesmente sdo sempre aproximados para zero, 0 que Seria um equivoco na

compreensao do conceito de Limite.

Como apenas um unico exemplo foi dado anteriormente a essa experiéncia
com a calculadora, podemos supor que a intencédo dos autores é deixar a cargo dos

estudantes a conclusdo de que as progressdes geomeétricas infinitas s6 séo

41 Para essa experiéncia foi utilizada uma calculadora cientifica da marca CASSIO, modelo FX-82MS.
42 Esses valores foram determinados apos diversas tentativas de se obter o menor valor possivel na
calculadora.
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convergentes para valores de razdo compreendidos entre —1 e 1, pois, essa afirmacéo
€ apresentada pelos autores no paragrafo seguinte sem nenhuma justificativa. Outra
observacdo que podemos notar na leitura desse paragrafo, € que ndo ha uma
explicagdo do porqué podemos calcular somente a soma dos termos de uma
progressdo geomeétrica infinita de razdo compreendida entre —1 e 1, diferente do que

foi observado no LD2 (ver Figura 3.18).

Figura 3.18 — Matematica: Ciéncia e AplicacGes: A razdo de uma P.G. convergente.

De modo geral, pode-se mostrar que, se ¢ € R, com |q| < 1, isto &, -1 < q < 1, entdo 'l‘im q" = 0.

Nosso objetivo é calcular a soma dos infinitos termos de uma P.G. cuja razao g é tal que -1 < q < 1.

Para isso, precisamos analisar 0 que ocorre com a soma de seus n primeiros termos quando n tende ao
infinito, isto é, quando n se torna arbitrariamente "grande". Temos:

-(q"-1)

Lim S, ;lirvnk(‘a’ ) com-1<q<1

1 /

Fonte: IEZZI et al. (2013, p. 219).

De forma analoga ao que foi observado em LD1 e LD2, os autores desse livro
utiizam a férmula da soma dos termos de uma progressao geométrica finita,
apresentada anteriormente, e 0s conceitos de limite discutidos nessa sec¢do para
deduzir a férmula da soma dos termos de uma progressdo geométrica infinita. Em
seguida, esse resultado, e os principais conceitos dessa se¢ao sdo sintetizados em

um quadro amarelo (ver Figura 3.19).

Figura 3.19 — Matematica: Ciéncia e Aplica¢des: Soma dos termos da P.G. infinita.

Levando em conta as consideragdes anteriores, temos que:
limg" =0
Assim, segue que:
) a, - (0-1) a, a,
lim S - - - -
B~y 3 q-1 q-1 1-q
Na P.G. (a, a, a,, ..., a,...) de razdo ¢, com -1 < q < 1, temos:
. a1
lim S =
n—e N 1- q
. . .« s r al
Dizemos, entdo, que a soma dos termos da P.G. infinita é igual a T

Fonte: IEZZ| et al. (2013, p. 220).

Assim como o LD2, ndo encontramos nenhum problema nas defini¢cGes
matematicas utilizadas até aqui, porém vemos novamente a aplicacdo de conceitos

como o do Limite, sem que seja dada uma explicacdo mais abrangente desses
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conceitos ao estudante, o que pode vir a causar equivocos na compreensao dessas
operacbes como afirma Sierpinska (1987), devido a quantidade de conceitos

resumidos em poucas expressoes.

Apés a deducdo da férmula da soma dos termos de uma progressao

geomeétrica infinita, os autores desse livro optaram por apresentar um unico exemplo
o ;. . e s ~ 1 . . . 1
de uma série geométrica infinita de razao > € primeiro termo igual a > Nesse exemplo,

optam por apresentar uma interpretacdo geométrica para essa série, fato que nao
vimos em LD1 e LD2. Essa série é representada pela soma das areas de varios
retangulos formados da seguinte maneira: um quadrado de lado 1 € dividido em dois
retangulos congruentes e um deles € escolhido para realizar o mesmo procedimento
de dividi-lo em dois retangulos congruentes, e assim sucessivamente, até que nao
seja mais possivel realizar esse procedimento, “devido ao tamanho reduzido da parte
[restante]” (IEZZI et al., 2013, p. 220). Dessa forma os retangulos formados possuem
areas de valores equivalentes aos termos dessa série, induzindo assim os estudantes
a compreenderem que o valor da soma € equivalente a area do quadrado, portanto,

igual a 1 (ver Figuras 3.20).
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Figura 3.20 — Matematica: Ciéncia e Aplica¢8es: Exemplo da soma dos termos de uma P.G. infinita.

Vamos calcular a soma dos termos da P.G. infinita % %% )

Inicialmente, notemos que q = =

()
r\)‘»—x |.\J|,_\

: 1 1 1
Assim: — + — + — + ...
2 4 8 1-q 1

1
+ —— | - _— = .—2_ = 1
1

2. 2
Podemos interpretar geometricamente esse fato.
Vamos considerar o sequinte experimento:
Seja um quadrado de lado unitario. Vamos dividi-lo em duas partes iguais, hachurar uma delas e,
na outra, repetir o procedimento, isto é, dividir essa parte em duas partes iguais, hachurando uma
delas e dividindo a outra em duas partes iguais.
Vamos continuar, em cada etapa, dividindo a parte ndo hachurada em duas até que ndo seja mais
possivel fazé-lo, devido ao tamanho reduzido da parte.
A figura abaixo ilustra esse procedimento.

1 1

N|—
TN

_____ ,_‘\ﬂ—_
® ®
o &g
® 1 Y AN
8 S|
5
|| @
s\
76
1 |
1 7
1 "
vy 2

Fonte: IEZZ| et al. (2013, p. 220).

A Unica ressalva em relacdo a abordagem utilizada nesse exemplo é o fato da
explicacdo dada pelos autores, em relacdo ao procedimento de formacdo dos
retangulos, dizer que devemos parar quando o retangulo restante for muito pequeno.
De fato, sabemos que néo é possivel para os estudantes construirem retangulos tdo
pequenos, porém, entendemos que sem uma mencao explicita de que deveriamos
continuar esse procedimento de forma infinita, pode se induzir a uma compreensao
errada quanto a série ser ou nao infinita. Em seguida, os autores apresentam, dessa
vez de maneira bem definida, o valor da soma dos termos dessa progressao

geomeétrica infinita deixando claro para os estudantes que “a soma das areas dos
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‘infinitos’ retdngulos assim construidos deve ser igual a area do quadrado” (IEZZI et
al., 2013, p. 221) (ver Figura 3.21).

Figura 3.21 — Matematica: Ciéncia e AplicacGes: Exemplo da soma dos termos de uma P.G. infinita
(continuacéo).

A soma das areas dos “infinitos” retangulos assim construidos deve ser igual a area do quadrado
original, isto é:
A B C D E F

2 2 2 4 2 4 4 8 4 8

1.

ool |
)

ou, melhor:

Fonte: IEZZI et al. (2013, p. 221).

Para encerrar a secao, 0s autores apresentam trés exercicios resolvidos, que
diferente do que observamos no exemplo anterior, e de forma parecida ao que foi
observado nos exercicios resolvidos presentes em LD1 e LD2, as resolucdes
apresentadas pelos autores, dao mais atencdo para a utilizacao da férmula da soma
dos termos de uma progressao geométrica infinita do que em justificar a presenca das

séries geométricas infinitas nesses exercicios (ver Figura 3.22).
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Figura 3.22 — Matematica: Ciéncia e Aplicacdes: Exercicios resolvidos.

Obter a fragao geratriz da dizima 0,2222...
Solugéo:

Seja x = 0,2222....Podemos escrever x na forma:

x=0,2+ 0,02 + 0,002 + 0,0002 + ...

Observe que x representa a soma dos termos de uma P.G,, infinita, cujo 1° termo ¢é a,

q 902 0,1.
0,2

Assim:

a, 0,2 2

X — > X = -

1-q 1-0,1 9

Calcular o valor de: : LESeE B =
3 9 27 81
Solucéo:
Trata-se de calcular a soma dos infinitos termos da PG. ] ], l ]
3 9 27 81
Observe que q = | e|-1 ! 1]
3 3 3
. L
a
Assif;—r=— . - S A ]
9 27 81 1-q 1- 1‘) 4 4
\"3 3
X X X 4
Resolver,em R, a equacao: x + t fo—t .,
4 16 64 3

Solugao:

1-q - X
4
Dai:
=it 4 = 3x =4-X x=1
X 3
1
X 1
Notemos que, para x = 1,temos q 2 491 q<1.

0,2 e a razéo é

v Xs X \
0 1° membro da equagao representa a soma dos termos da P.G.infinita | x, 276" ) cujo valor é:
/

Fonte: IEZZI et al. (2013, p. 221).

Podemos observar nos fragmentos apresentados nessa secdo, quando
comparado com ao LD1 e o LD2, que os autores desse livro tiveram uma preocupacao
maior com o rigor matematico apresentado nas definicbes e exemplos. Porém da
mesma forma, como observamos nos outros livros, ndo ha uma preocupacao dos
autores em apresentar para os estudantes uma discussao acerca dos conceitos de
Convergéncia, Limite e Infinito, podendo, da mesma forma como ja afirmamos, levar

a uma compreensao equivocada dos conceitos em torno das Séries Geométricas

Infinitas.
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3.2.4 Resumo da Analise dos Livros Didaticos

Para Bigode (2018), a partir dos anos 1970, as apostilas de cursinhos?*3, que
apresentam textos resumidos, “definicbes mastigadas e uma longa lista de exercicios
mecanicos com muitos modelos resolvidos” (BIGODE, 2018, p. 180) passaram a
exercer uma grande influéncia sobre os modelos editorias dos livros didaticos. Ainda
de acordo com Bigode (2018), a adequacédo ao que é exigido para participar do PNLD,
faz com que muitos autores acabem produzindo textos parecidos com obras

aprovadas no programa anteriormente.

Como resultado desse processo de producdo de livros didaticos, acabamos
tendo acesso a obras muito parecidas em suas abordagens. No que diz respeito as
secbes sobre Séries Geométricas Infinitas, percebemos que os livros analisados
apresentam abordagens muito parecidas, que se assemelham desde a estruturacéo
do capitulo em exemplos iniciais, definicdo e exercicios resolvidos até o uso do
conceito de Limite para justificar a convergéncia das séries geométricas sem

apresentar qualquer discussdo acerca desses conceitos.

Apesar de entendermos que progressdes geomeétricas podem ser formadas a
partir de outros objetos de estudo da matematica que vao além da geometria, como
as dizimas periddicas por exemplo, nosso interesse era verificar se 0os exemplos
iniciais poderiam se beneficiar de argumentos geométricos como visto no texto de

Arquimedes.

Porém, os exemplos iniciais observados em todos os livros sdo puramente
artificiais. Os poucos exemplos que consideramos relacionados com a geometria
foram encontrados apenas apdés a definicdo da soma dos termos de uma progressao
geomeétricas infinita, como o item b do exercicio resolvido 28 do livro Matemética Para

Compreender O Mundo.

Entendemos que em todos os livros analisados, a discussdo acerca da

7

convergéncia das séries geométricas infinitas € apresentada apenas de forma

43 Cursos preparatérios para vestibulares ou concursos publicos.
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superficial com a uma simples mencdo ao conceito de Limite. Nenhum dos livros

apresentou alguma forma de discussao sobre o conceito de Convergéncia.

A maioria dos exercicios e exemplos resolvidos presentes nos livros
analisados, apresentam resolucdes que priorizam o uso da formula da soma dos
termos de uma progressao geométrica infinita. A Unica excecdo encontrada nessa
andlise foi uma parte da resolucao dada ao exemplo 8 do livro Matemética: Ciéncia e
Aplicagbes, no qual os autores apontam que a soma dos termos de uma progressao

sy R ~ 1 . . . 1 . .
geomeétrica infinita de razéo > € primeiro termo igual a > deve ser numericamente igual

a area de um quadrado de lado 1.

Portanto, entendemos que as criticas em relagdo ao ensino de séries
apontadas por Lehmann (1995) e Sierpinska (1987), podem ser aplicadas as
abordagens utilizadas pelos autores desses livros. Pois, os autores optaram por
apresentar o resultado da soma dos termos de uma progressao geométrica infinita a
partir do conceito intuitivo de Limite, em detrimento de uma discussao acerca do
conceito de Convergéncia. Fato que pode causar nos estudantes uma compreensao

equivocada desse tema.

3.3 Uma Possivel Abordagem para o Ensino das Séries Geométricas Infinitas

Por Meio da Quadratura da Pardbola de Arquimedes

Dos exemplos presentes nos livros didaticos analisados, destacamos que 0
anico que apresenta argumentos geomeétricos em sua resolugédo é o Exemplo 8 da

pagina 220 do livro Matematica: Ciéncia e Aplicac6es. Nesse exemplo, os autores
, , . . . , . L, . . g s 1

argumentam que é possivel produzir significado para a série geométrica infinita 5+

1 1 1 . . ~ fas

sttt por meio de uma interpretacdo geométrica na qual os termos dessa

série representam o valor da area de retangulos construidos internamente a um

quadrado de lado 1 (ver Figura 3.23).
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Figura 3.23 — Matematica: Ciéncia e Aplicaces: Exemplo 8.
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Fonte: IEZZI et al. (2013, p. 220).
A partir da observacao dessa figura, os autores afirmam que a soma das areas
desses retangulos deve ser igual a area do quadrado, ou seja, que o valor da série

o 1 1 1 1 . . ~ z
geometrica - + - + -+ —+ - deve ser igual a 1. Entendemos que essa afirmacéo so

€ justificada a partir do conceito de Limite, como apresentado, de forma abreviada,

pelos autores desse livro.

Silva (2011), em seu estudo sobre a nocao de Limite no estudo das progressées
geomeétricas infinitas no ensino médio, afirma que uma das dificuldades apontadas
pelos estudantes para conceber que essa soma deve ser igual a 1, esta diretamente

relacionada a concepcao do conceito do Infinito como infinito potencial.

;- Lo 1 1 1 1 . ~
Ao conceberem a série geométrica - + 5 + -+ — + -+ a partir da concepgéo de

infinito potencial, os estudantes afirmam que a soma se aproxima de 1, mas nunca
atinge esse valor. Essa concepcao do Infinito coincide com as nossas observagoes
aos argumentos apresentados por Arquimedes na Proposicédo 22 do seu texto sobre

a Quadratura da Parabola. No enunciado dessa proposi¢cao, Arquimedes afirma que

88



a soma das areas dos triangulos construidos internamente ao segmento da parabola,

de forma ilimitada, € menor do que a area da parabola.

A partir da concepcao de infinito atual, hoje, compreendemos que a soma
infinita das areas dos triangulos preenche completamente a area do segmento de
pardbola. Mas, como afirma Roque (2019), para Arquimedes, a concepcao diferente
da atual sobre o Infinito, ndo foi impeditivo para determinar a 4rea do segmento de

parabola a partir da soma dos termos de uma progressao geomeétrica finita.

Por isso, 0 que queremos apresentar nesta secdo € uma possivel exposicao

. ~ L. . w (1\* 1 1 1 1 L
para a afirmacao que o valor da série geométrica )., (5) =ctotot e igual
a 1, por meio de argumentos geométricos semelhantes aos apresentados por
Arquimedes nas Proposicfes 23 e 24 do texto sobre a Quadratura da Parabola, de

forma que essa exposicdo possa contribuir para a compreensao da convergéncia

dessa série sem o uso do conceito de Limite.

Para isso, vamos retomar a definicdo de convergéncia para seéries infinitas
presente nos livros atuais de Calculo Diferencial e Integral e enunciada por nés na
Definicdo 1.7: Dado uma série Y, ,a,=a,+a,+as+-, sendo
S, = a; +a, +az + -+ a,, chamada de n-ésima soma parcial, se a sequéncia {s,}
for convergente, ou seja, se existe um numero real S tal que s, tende a S, quando n
tende ao infinito, dizemos que a série ).,_,a, € convergente e o nimero S é

chamado de soma dessa série.

Da definicdo anterior, para demonstrarmos que a Série geométrica

w (YT 1.1 1. 1 , . o
Y=t (5) =S+, +5++ - € convergente, precisamos mostrar que a sequéncia
{s,} formada pelas somas parciais dessa série é convergente e tende a 1 quando n

tende ao infinito.

Para utilizar argumentos semelhantes aqueles apresentados por Arquimedes,
devemos construir a sequéncia {s,} de forma geométrica. Para isso, considere um

retangulo de area 1. Observe que este retangulo pode ser dividido, por um segmento

. . ~ Py 1 .
na vertical, em dois retangulos congruentes de area > Tomando um desses dois

~ , 1 . . ~
retangulos de area > podemos dividi-lo da mesma forma em outros dois retangulos
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. 1 A ., 1
congruentes de area " Se tomarmos um desses retangulos de area " podemos

novamente, da mesma forma, dividi-lo em outros dois retangulos congruentes de area

% (ver Figura 3.24).

Figura 3.24 — Procedimento da divisdo do retadngulo de area 1 realizado trés vezes.

0| =

XY
I
o=

Fonte: O autor (2020).
Dessa forma, se repetirmos o0 mesmo procedimento n vezes, ao final iremos

. R . 1\
obter dois retangulos congruentes de area (5) .

Para construir a sequéncia {s,}, considere que s, € igual a area de um

retangulo equivalente a soma das areas dos n primeiros retangulos obtidos a partir do

. . , . . 1 1 1
procedimento descrito nos paragrafos anteriores, ou seja, s; =3 s;=>+7,
11,1 1 1 1 1\ .
S3 = > + " + 3 Sp = > + " + 3 + -+ (E) (ver Figura 3.25).

Figura 3.25 — Representacdo da sequéncia {s,,}.

N =
=
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N
=
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52
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Fonte: O autor (2020).
Observe gue ap6s tomarmos 0s n primeiros retangulos para formar o retangulo
. . . 1\" ~ .
de area s,,, resta uma area igual a (E) dentro do retangulo maior. Em outras palavras,
a partir da representacao geométrica, podemos observar que a area s,, somada a area

1\, . , ~ . . 1\
(5) € equivalente a area do retangulo maior, ou seja, s, + (5) =1.
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~ 1n\" .
A equagao s, + (5) =1 representa uma forma possivel para calcular as

. . - L 1\ ,
somas dos n primeiros termos da progressdo geomeétrica {(5) } Forma que é

equivalente a enunciada por Arquimedes na Proposi¢do 23 (ou Teorema 2.1)%.

Novamente, a partir da construcdo geométrica da sequéncia {s,}, podemos
afirmar que essa sequéncia é crescente e limitada pela area 1 do retangulo maior.

Algebricamente, podemos verificar a validade das afirmagdes anteriores a partir dos

1 n+1 10N\ . .
fatos que s,,,1 = s, + (5) es, + (5) =1,0queimplicaems,,; =>s,es, <1 para

todon > 1.

Assim, para demonstrar que de fato a sequéncia {s, } tende a 1 quando n tende
ao infinito, vamos mostrar que nao existe um numero real L < 1 tal que s, < L para

todon > 1.

Vamos comecar supondo, por absurdo, que exista um numero real L < 1 tal

que s, < L paratodon > 1.

Podemos representar esse fato geometricamente, considerando um retangulo
de area L, maior do que os retangulos da sequéncia {s,}, inscrito em um retangulo
maior de area 1. Da construcdo geométrica, devemos ter uma area D que representa
a diferenca entre o retangulo maior de area 1 e o retangulo de area L. Por meio dos

argumentos apresentados por Arquimedes na demonstracdo da Proposi¢cédo 24 (ou

k
Teorema 2.2), podemos afirmar que deve existir um retangulo de area G) ,onde k é

um numero natural, tal que sua area é menor do que a area D (ver Figura 3.26).

44 No Apéndice B deste trabalho, apresentamos uma possivel generalizacdo do Teorema 2.1, de forma
algébrica, que pode ser utilizado para obter a soma dos n primeiros termos de uma progressao
geométrica de razéo q, com q # 1.
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k
Figura 3.26 — Representacao da area G) .

Fonte: O autor (2020).
Considerando a representacdo geométrica do retangulo de area s;, das

k
~ . z A p 1 .
observacdes anteriores, a soma de sua area com o retangulo de area (E) deveria ser
. 1 k , . ., ,
menor do que 1, ou seja, s + (5) <1, o que é um absurdo, pois ja haviamos
1\k . . .
demonstrado que sk+(5) = 1. Algebricamente, para verificar a contradi¢éo,

k k
poderiamos escreverque D =1—1L e (%) < D. Dado que si + G) =1 implica em

k
1 , , . .
(5) =1 —s,, deveriamos ter 1 — s, < 1 — L, que € equivalente a s; > L, ou seja, um

absurdo, dado a hipétese que s,, < L paratodo n > 1.

7

Portanto, a Unica possibilidade que resta é a dos termos que formam a

sequéncia {s,} tenderem a 1 quando n tende ao infinito. Que por sua vez, implica, da
n

Definicdo 1.7, que a série geométrica Y ,—; G) = % + % + % + 116 + -+ € convergente e

sua soma é igual a 1.

Acreditamos que essa argumentacao, ou outras que possam ser realizadas de
maneira analoga, possam contribuir para o ensino da Convergéncia das Séries
Geométricas Infinitas sem o uso de simbolos ou conceitos, como o de Limite,

derivados da teoria do Célculo Diferencial e Integral.
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CONSIDERACOES FINAIS

As pesquisas de Sierpinska (1987), Lehmann (1995), Silva (2011) e Lorin
(2018) apontam obstaculos epistemoldgicos enfrentado pelos estudantes ao se
depararem com somas infinitas que se assemelham as mesmas dificuldades
encontradas por matematicos ao longo da histéria. Por isso, o0 objetivo deste trabalho
foi buscar na Historia da Matematica possiveis potenciais pedagogicos para o ensino

das Séries Geométricas Infinitas.

Ao longo da pesquisa nos deparamos com diversos textos historicos
relacionados ao assunto, mas muitos deles escritos em uma lingua de dificil
compreensao. Dentre aqueles que conseguimos analisar, escolhemos o texto sobre a
Quadratura da Parabola por entendermos que o modo como Arquimedes fez uso das

séries geométricas se assemelha as dificuldades apontadas pelos autores citados.

A analise dos outros textos, que foram apresentados na Secdo 1.1 desse
trabalho, contribuiram para uma compreensdo melhor do desenvolvimento historico
dos conceitos que envolvem as Séries Infinitas. Da mesma forma, esses textos,
também se mostraram essenciais para a analise dos argumentos apresentados pelo

Arquimedes sobre a Quadratura da Parabola.

Em relacdo ao texto da Quadratura da Parabola, durante as nossas pesquisas,
nao encontramos nenhum outro trabalho dedicado a reproduzir o feito de Arquimedes
apenas com argumentos geométricos contemporaneos. Por isso, a opcédo de
apresentar um conjunto de demonstracdes contemporaneas, em substituicdo as vinte
e uma primeiras apresentadas por Arquimedes, se deu para que fosse possivel
compreender 0 uso da série geométrica presente nas proposicées 22 a 24. Desta
forma, entendemos que as demonstracbes apresentadas neste trabalho possam

contribuir para pesquisas futuras relacionadas ao texto de Arquimedes.

A abordagem por meio dos argumentos de Arquimedes apresentada no
exemplo da Sec¢éo 3.3 deste trabalho, em contraposicéo a forma como a convergéncia
das séries geomeétricas infinitas sédo apresentadas nos livros didaticos, mostra que &
possivel, pelo menos nesse exemplo apresentado, utilizar de argumentos puramente
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geomeétricos para demonstrar a convergéncia de uma série geométrica. Ainda que
tenhamos utilizado uma linguagem algébrica para justificar as demonstracfes desse
exemplo, o fato de ndo usarmos em nenhum momento a nogédo de Limite demonstra
que néo é preciso o uso de conceitos derivados do Calculo Diferencial e Integral para

0 ensino desse tema.

Recentemente, o governo do estado de S&o Paulo aprovou novas diretrizes
para o Ensino Médio, apresentadas no documento intitulado Curriculo Paulista —
Etapa Ensino Médio (2020). Esse documento, que tem como base as habilidades e
competéncias definidas pela BNCC, estabelece os itinerarios formativos que séo

um conjunto de unidades curriculares que possibilita ao estudante
aprofundar e ampliar as aprendizagens desenvolvidas na formagéo
geral basica, em uma ou mais areas do conhecimento, permitindo que
vivencie experiéncias educativas associadas a realidade
contemporanea e que promova a sua formagao pessoal, profissional
e cidada. (SAO PAULO, 2020, p. 196).

Os estudos historicos-epistemoldgicos associados a nossa pesquisa, vai de
encontro ao desenvolvimento das habilidades relacionadas ao pensar e fazer criativo
do itinerario formativo da area de Matematica e suas Tecnologias, previsto no
Curriculo Paulista (2020), pois, para o desenvolvimento dessa habilidade espera-se
que

0 estudante participa da pratica de idealizar projetos criativos com
base nos conceitos fundamentais da Matematica e no uso de
diferentes linguagens, identificar e aprofundar um tema ou problema
para elaborar, apresentar e difundir a agcdo. (SAO PAULO, 2020, p.
209).

Portanto, acreditamos que esse trabalho pode contribuir para o campo da
Educacdo Mateméatica como instrumento de utilizacdo da histéria da matematica no
ensino e aprendizagem das Séries Geométricas Infinitas, pelo menos em relagéo a
discussdo dada ao conceito de Convergéncia no Ensino Basico. Da mesma forma,
esse trabalho contribuiu para a nossa formacao académica, ndo s6 em relacdo aos
conhecimentos adquiridos durante a pesquisa, mas também em relagdo a percep¢ao
da necessidade de se discutir significados de conceitos utilizados na matemética de

maneira menos superficial com os estudantes.

Além disso, gostariamos de salientar que mais pesquisas nessa area sao

necessarias. A partir deste trabalho, poderiamos sugerir que se realizem estudos de
94



caso para verificar a efetividade de nossa proposta, assim como, também a realizacéo
de outras pesquisas para consolidar modelos que se beneficiem de argumentos

geométricos e/ou histdricos para o ensino das Séries Geométricas Infinitas.
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Apéndice A — CONCEITOS BASICOS DE GEOMETRIA PLANA

Apresentamos neste apéndice, as definicoes e teoremas sobre retas paralelas
e sobre os critérios AA e LAL de semelhanca de triangulos utilizadas neste trabalho.
Os mesmos podem ser encontrados em Moise (1974).

Nesse apéndice, assim como no Capitulo 2 deste trabalho, estamos
considerando valido todos os axiomas e postulados da Geometria Plana Euclidiana,
incluindo o Postulado LAL de congruéncia de triangulos, o qual afirma que: dados dois
triangulos, se dois lados de um dos triangulos e o angulo entre esses lados séo
congruentes as respectivas partes correspondentes do outro tridangulo entdo esses

tridngulos séo congruentes.

Definicdo A.1 — Duas retas sdo chamadas de paralelas se ndo existem pontos

comuns a essas duas retas.

Teorema A.1 (Retas Paralelas) — Se AB e AC sio retas distintas e os pontos
D # B e E # C pertencem a AB e AC, respectivamente, tais que os angulos ABC e

ADE sdo congruentes entdo as retas BC e DE sdo paralelas (ver Figura A.1).

Figura A.1 — Teorema A.1.

Fonte: O autor (2020).

Demonstracéo

Considere cinco pontos distintos A, B, C, D e E tais que AB e AC sdo retas
distintas e os pontos D # B e E # C pertencem a AB e AC, respectivamente, tais que

os angulos ABC e ADE s&o congruentes.
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Queremos demonstrar que as retas BC e DE séo paralelas. Para isso, vamos

supor, por absurdo, que as retas BC e DE n&o sdo paralelas, ou seja, da Definigdo
A.1, existe pelo menos um ponto P que pertence as essas duas retas. Logo, 0s pontos

B, D e P formam um triangulo (ver Figura A.2).

Figura A.2 — Demonstracdo do Teorema A.1.

Fonte: O autor (2020).

Da soma dos angulos internos do triangulo BDP, temos que
m(DBP) + m(BDP) + m(BPD) = 180°. Como m(DBP) = 180° — m(ABC), segue que
180° — m(ABC) + m(BDP) + m(BPD) = 180° que é equivalente a
m(ABC) = m(BDP) + m(BPD). Como, por hipétese, m(BDP) = m(ADE), temos que
m(ABC) = m(ADP) + m(BPD), o que implica em m(ABC) > m(ADE), o que é uma
contradicdo, pois ABC e ADE sdo congruentes. Portanto, as retas BC e DE s&o

paralelas. |

Definicdo A.2 - Dados dois triangulos ABC e DEF, se o0s angulos
correspondentes entre esses tridngulos sdo congruentes, ou seja, m(4) = m(D),

m(B) = m(E) e m(C) = m(F), e, além disso, os lados correspondentes entre esses

N ~ . . . AB AC BC ~ . N
tridngulos s&o proporcionais, ou seja, - =~ = —, entdo dizemos que os triangulos

ABC e DEF sao semelhantes.

Teorema A.2 (Critério AA de semelhanca de triangulos) — Dados dois
triangulos ABC e DEF, se pelo menos dois pares de angulos correspondentes desses

triangulos sdo congruentes entéo os triangulos ABC e DEF sao semelhantes.
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Demonstracao

Considere dois triangulos ABC e DEF, tais que esses triangulos possuem dois
angulos correspondentes congruentes, digamos m(4) = m(D) e m(B) = m(E). Logo,

m(C) = 180° — m(4) — m(B) = 180° — m(D) — m(E) = m(F).

Considere pontos E’ e F' pertencentes as semirretas AB e AC, respectivamente,
tal que AE' = DE e AF' = DF. O triangulo AE'F’ assim definido é congruente ao
triangulo DEF (ver Figura A.3).

Figura A.3 — Demonstracdo do Teorema A.2.

Fonte: O autor (2020).

Como os angulos AE'F' e ABC s&o congruentes, do Teorema A.1l, temos que

P R AE'  AF'

as retas E'F' e BC sao paralelas. Logo, pelo Teorema de Thales, temos que TR
. DE DF e z ., DE EF

ou seja, — = —. De forma analoga, € possivel demonstrar que 5 = p¢ rortanto,

como os angulos correspondentes dos triangulos ABC e DEF sao congruentes, pois
m(4) = m(D), m(B) =m(E) e m(C) =m(F), e os lados correspondentes desses

triangulos séo proporcionas, pois — = — = E, da Definicdo A.2, podemos afirmar

DE DF
AB AC BC

gue os triangulos ABC e DEF sao semelhantes. |

Teorema A.3 (Critério LAL de semelhanca de triangulos) — Dados dois
triangulos ABC e DEF, se os angulos BAC e EDF s&do congruentes e % = % entdo os

tridngulos ABC e DEF sao semelhantes.
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Demonstracao
Considere dois triangulos ABC e DEF, tais que os angulos BAC e EDF s&o
congruentes e % = %. Considere pontos E’ e F’ pertencentes as semirretas 4B e AC,

respectivamente, tais que AE' = DE e os angulos AE'F' e ABC sdo congruentes (ver
Figura A.4).

Figura A.4 — Demonstracdo do Teorema A.3.

A D
5 B
B[ \a C
SN F E F
Fonte: O autor (2020).
TR Y / AB _ AC
Do Teorema A.1, as retas E'F' e BC séo paralelas. Como AE' = DE, 5 =55 €

AB AC
do Teorema de Thales, AR

7 entdo temos que AF' = DF. Logo, os triangulos
AE'F' e DEF s&o congruentes, ou seja, os angulos DEF e ABC s&o congruentes.
Portanto, como os triangulos ABC e DEF, possuem dois pares de angulos
correspondentes congruentes, pelo Teorema A.2, temos que esses triangulos sdo

semelhantes. |
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Apéndice B — GENERALIZACAO DO TEOREMA 2.1

Neste apéndice, apresentamos uma possivel generalizacdo do Teorema 2.1
(Soma dos termos da progressdo geométrica de Arquimedes) baseado nos
argumentos de Arquimedes encontrados em Heath (1987).

Teorema B.1 — Se {a,} € uma progressao geométrica de razdo q, com q # 1,

entéo existe um nimero real p tal que ¥¥_,a, +p-a, = (1 +p) -a,, onde p = é.

Demonstracao

Considere {a,} uma progressdao geométrica de razdo q. Da Definicdo 1.5,

temos que % = q para todo n > 1. Considere p um numero real tal que p = ;’—q.
- —

Observe que 1 +p = 1+lf—q=ﬁ, o0 que implicaem (1 +p) - q = p. Como%= q,

temos que (1 +p) - % =pouU Ay +p- Ay =p-a,, paratodon > 1.

Logo, a,+p-a,=p-a;, az+p-a3=p-a,, assim sucessivamente até

A +p A =p - ag_1.

Somando membro a membro os termos dessas equacgles, obtemos,
a,+as;+-+a,+p-a,+p-az+--+p-ap=p-a,+p-a,+--+p-a,_;, que é
equivalente a a, +a;+ -+ a, +p-a, =p-a,. Portanto, somando o termo a; a
ambos os membros dessa Gltima equacio, temos que YX_,a, +p-a, = (1 +p) - a4,

q

onde p = ;. |

Desse Ultimo resultado, ao isolarmos a soma Y.X_, a, obtemos a expresséo
Yk ta, =1 +p)-a, —p-a, que é equivalente ao resultado soma dos k primeiros

termos de uma progressao geométrica obtido no Teorema 1.1. Pois, sabendo que
q

P=1 € = a, - q*71, temos que a expressdo YX_,a,=(1+p)-a;—p-a; €
ivalent k _ 1 q k=1 _ 1-q*
equwaeneaanlan_E-al—a.al.q =a;

A partir desse resultado também é possivel obter o valor da série Y.;°_; a,, para

0<q<1, pois, dado que ¥*_.a,=(1+p)-a;,—p-a e Ilim a, = 0, temos que

Yme1n =1 +p)-a; = laqu’ que coincide com o valor obtido no Teorema 1.2.
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