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RESUMO

O Exame Nacional do Ensino Médio — ENEM — é atualmente o principal meio de acesso
ao Ensino Superior no Brasil. Com isso, os alunos nos anos finais do ensino médio, ou ao
conclui-lo, que pretendem ingressar no Ensino Superior, precisam se dedicar a preparagao
para as provas do ENEM, pois apresentam niveis de conhecimento considerados baixos,
conforme dados do proprio ENEM e de outras avaliagoes adotadas pelo Governo, como as
avaliagoes do Programa Internacional de Avaliagao de Estudantes — PISA — e do Sistema
de Avaliagao da Educagao Basica — SAEB. Considerando essa realidade e com o objetivo
de contribuir com os estudos daqueles que almejam uma vaga no Ensino Superior, este
trabalho apresenta alguns dados sobre o ENEM e conhecimentos basicos de Geometria
Plana. Para alcancar esse objetivo, realizamos uma analise da Matriz de Referéncia do
ENEM e das provas aplicadas, de 2009 a 2019, onde buscamos tragar o perfil das ques-
toes de Geometria. Os dados dessa anélise sao apresentados no Capitulo 2 e mostra que
as questoes de matemaética que correspondem a um quarto das provas e em 32% delas
sao avaliados conhecimentos geométricos. Portanto a Geometria, cobrada nas provas do
ENEM, é muito abrangente. Assim, no Capitulo 3, buscamos estabelecer uma sequéncia
didatica. Apresentamos algumas nogoes basicas de Geometria, conceitos fundamentais de
angulos e um estudo sobre tridngulos com defini¢oes e resultados importantes seguidos

de alguns exemplos e finalizamos o Capitulo 3 com uma segao de questoes, coletadas do

ENEM.

Palavras-chave: ENEM. Matriz de Referéncia. Geometria.



ABSTRACT

National High School Exam — ENEM — is currently the main means of access to Higher
Education in Brazil. With that, students in the final years of high school, or at the end
of it, who intend to enter Higher Education, need to dedicate themselves to preparing
for ENEM tests, as they have levels of knowledge considered low, according to data from
ENEM itself and other assessments adopted by the Government, such as the evaluations
of the International Student Assessment Program — PISA — and the Basic Education
Assessment System — SAEB. Considering this reality and in order to contribute to the
studies of those who aspire to a place in Higher Education, this work presents some data
about ENEM and basic knowledge of Flat Geometry. To achieve this goal, we carried
out an analysis of the ENEM Reference Matrix and the tests applied, from 2009 to 2019,
where we seek to outline the profile of Geometry issues. The data of this analysis are
presented in Chapter 2 and it shows that the mathematical questions that correspond to
a quarter of the tests and in 32 % of them are evaluated geometric knowledge. There-
fore, Geometry, collected in the ENEM tests, is very comprehensive. Thus, in Chapter
3, we seek to establish a didactic sequence. We present some basic notions of Geometry,
fundamental concepts of angles and a study of triangles with important definitions and
results followed by some examples and we conclude Chapter 3 with a section of questions,
collected from ENEM.

Keywords: ENEM. Reference Matrix. Geometry.
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1 INTRODUCAO

O Exame Nacional do Ensino Médio — ENEM — é atualmente a porta de entrada
nas instituicoes federais de Ensino Superior e é também utilizado por institui¢oes privadas
e universidades no Exterior, como em Portugal. Foi criado em 1998, tendo como objetivo
avaliar o ensino béasico no pais, porém as inscricoes realizadas pelos alunos, ao término da
educagao bésica, para participagdo no exame eram voluntarias. Conforme [10], a partir
desta avaliacao, o Ministério da Educacao pretendia tragar estratégias para insercoes de
politicas de estruturagao dos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) com a finalidade
de melhorias na educacao basica nacional.

Diante do sucesso ja nas primeiras edi¢coes com adesoes de institui¢oes de ensino
superior publicas e privadas para utilizagao das notas em seus exames de selecao, foram
implementadas mudancas ano apdés ano como politicas de acessibilidade, programas de
bolsas de estudos em institui¢oes privadas de ensino superior, como o Programa Universi-
dade para Todos — PROUNI — criado em 2004. Em 2008 é que surge a ideia do vestibular
unificado para ingresso nas instituicoes federais e em 2009 cria-se o Sistema de Selegao
Unificada — SISU. A selecao unificada pelo SISU comeca a valer em janeiro de 2010.

A partir da criagao do SISU, a preparagao de candidatos a vagas nas institui¢oes
federais de ensino muda, dado o nivel de exigéncia e peso para cada érea do conhecimento
estabelecidos pela matriz de referéncia. Se preparar para o ENEM passa a ser o foco prin-
cipal dos alunos nos tultimos anos do ensino médio ou para quem ja terminou e pretende
ingressar no ensino superior ou se autoavaliar.

Inicialmente a prova contava com 63 questoes e a redagao. A criacao do SISU
trouxe mudancas importantes quanto a matriz de referéncia. Na nova formatagao o ENEM
passou a contar com 180 questoes objetivas, 45 para cada area do conhecimento, e a
redacdo. Com essa mudanca a area de Matematica e suas tecnologias representa 25% das
questoes objetivas e ainda tem presenca importante na area de ciéncias da natureza e
suas tecnologias. Das questoes da area de Matemética a parte de Geometria tem papel
relevante para um bom desempenho no ENEM.

Essas informagoes sobre o ENEM e o SISU podem ser encontradas em [10] e [11].

Diante do exposto buscou-se escrever um texto sobre contetidos basicos de Ge-
ometria Plana e, desta forma, contribuir com o estudo daqueles que almejam uma vaga

no Ensino Superior. Em particular, temos como piblico alvo professores e alunos que
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fazem parte do Programa de Extensao Edifique A¢oes, da Universidade Federal do Cariri,
que tem como propoésito preparar alunos para as provas do ENEM. Vale ressaltar que o
cursinho preparatorio é oferecido de forma gratuita e disponibiliza 50 vagas para alunos
que cursaram integralmente o ensino médio em escolas publicas, conforme [18].

Assim, buscamos, neste texto, tracar o perfil das questoes, destacar os contetdos
mais relevantes de Geometria e, em sequéncia, dissertar sobre alguns destes contetdos.

Alguns trabalhos de mestrado do PROFMAT foram realizados baseados no ENEM
e em Vestibulares, conforme constam nas referéncias deste trabalho, e serviram de inspi-
racdo. As referéncias [19] e [21] tém como intuito preparar alunos para os vestibulares da
Universidade Estadual do Ceard — UECE e do Instituto Tecnologico de Aeronédutica —
ITA, respectivamente. Sao ideias similares e abordam alguns contetidos também presentes
no ENEM.

As referéncias [20], [22], [23] e [24] sdo baseadas no ENEM, sendo que as duas
tltimas possuem maior ligacdo com este trabalho, pois os seus autores, Erica Ferreira de
Alcantara e Matheus Siqueira Aratjo Dantas, juntamente com o autor deste trabalho,
fizeram uma anélise das questoes dos ENEM das edigoes de 2009 a 2019.

Para melhor compreensao, este trabalho foi dividido em trés Capitulos. No Capi-
tulo 2 ha um breve historico sobre o ENEM e sua evolucao até se tornar o meio de selecao
para as Instituigoes Federais de Ensino Superior — IFES, uma explicacao sobre a matriz
de referéncia mostrando a importancia da Geometria nas provas do ENEM e as tabelas
com resultados da analise das questoes.

No Capitulo 3 sao abordados os contetidos basicos de Geometria Plana, consi-
derados fundamentais para um bom desempenho nas provas e que servem de base para
conteudos subsequentes. Iniciamos a abordagem dos contetidos com nocgoes bésicas sobre
ponto, reta e plano e seguimos com uma se¢ao dedicada a conhecimentos fundamentais
sobre angulos. Por fim dedicamos duas sec¢oes ao estudo de tridngulos, dada a sua grande
importancia para as provas do ENEM e para o estudo de Geometria. Nessa abordagem,
apresentamos resultados essenciais, alguns sao acompanhados de uma demonstracao e
outros nao. Porém, as referéncias sao indicagoes para o leitor que tenha interesse em um
aprofundamento do contetido. Encerramos o Capitulo 3 com uma secao de questoes, cole-
tadas do ENEM, em que foram explorados os contetidos trabalhados, sendo essas questoes

acompanhadas de uma proposta de solugao comentada.



2 O ENEM

Neste capitulo temos como proposito apresentar breve histérico do Exame Na-
cional do Ensino Médio — ENEM, alguns dados da Matriz de Referéncia do ENEM e
resultados da anélise das questoes de matemética das edicoes do ENEM realizadas nos
anos 2009 a 2019.

O texto, neste capitulo, foi baseado nas referéncias [10], [11], [13], [20], [22] [23] e
[24].

Em 1998 foi criado o Exame Nacional do Ensino Médio ENEM, pelo Ministério
da Educacao, com o objetivo de avaliar o desempenho do estudante ao fim da escolaridade
basica. O ENEM ¢ realizado anualmente pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas
Educacionais Anisio Teixeira — INEP. Desde a sua criacao as notas do ENEM foram
utilizadas para ingresso de alunos na educagao superior. Nesse primeiro ano do exame,
conforme [11], 157.211 estudantes se inscreveram e as provas foram realizadas em 184
municipios.

Na primeira edigao duas instituig¢oes utilizaram as notas nas sele¢oes de ingresso.
Dada a credibilidade, em 1999, segundo ano, ja houve adesao de 93 institui¢oes para uso
das notas. A partir dai investimentos e aperfeicoamentos de execucao foram adotados
como incentivos a acessibilidade e inscrigoes pela internet, por exemplo.

Em 2002 ja atingia quase dois milhoes de participantes, cerca de dez vezes mais
inscritos que no ano da sua criagao. Em 2004, com a criacao do Programa Universidade
para Todos (ProUni), deu-se inicio ao uso das notas do ENEM para concessao de bolsas
de estudos integrais e parciais aos participantes. Em 2005, o niimero de inscri¢oes chegou
a 3.004.491 e desse total de participantes, 67% buscavam ingressar na educacao superior.
A realizagao das provas ja contava com 729 municipios.

Até 2008 ja acontecera varias melhorias e mudancas. Mas, é em 2009 que ocorre a
grande mudanga com a criagao do Sistema de Sele¢ao Unificada (SISU), anunciado no ano
anterior, como meio de selegao para ingresso nas instituigoes federias de ensino superior.
De 1998 até 2008 as provas do ENEM eram compostas de 63 questoes e uma redagao e nao
eram avaliadas linguas estrangeiras. O ENEM muda de formato e a partir de 2009 passa
a ter 180 questoes objetivas, 45 para cada area do conhecimento, e a redagao, também

passa a avaliar lingua inglesa ou espanhola de acordo a op¢ao do candidato. A aplicagao



CAriTULO 2. O ENEM 17

passa a ser em dois dias e 0 exame comega a certificar a conclusao do ensino médio. Além
disso, as matrizes de referéncia sao reformuladas com base nas Matrizes de Referéncia do
Exame Nacional para Certificagdo de Competéncias de Jovens e Adultos (Encceja). Nesta
edigao, 4.138.025 pessoas se inscreveram no ENEM, aplicado em 5 e 6 de dezembro, em
1.830 cidades.

Em 2013, pela primeira vez, quase todas as institui¢oes federais adotam o ENEM
como critério de selecao. Entre parcerias com outros programas de incentivo a educacgao
e pesquisas, como a concessao de bolsas de estudos do programa Ciéncias sem Fronteiras,
o ENEM passa a ser a porta de entrada para instituicoes federais de ensino, pesquisa e

extensao.

2.1 A Matriz de Referéncia do ENEM

A matriz de referéncia do ENEM é um documento que apresenta os objetivos
de avalicio geral e especificos das areas do conhecimento. E dividida em trés partes: 1)
eixos cognitivos, que expressam os objetivos comuns a todas as areas do conhecimento;
2) matrizes de referéncias para cada area do conhecimento, divididas em competéncias e
habilidades; 3) anexo de objetos de conhecimento associados as matrizes individuais de
cada area.

A matriz de referéncia especifica de matematica e suas tecnologias divide essa
area do conhecimento em sete partes. Cada parte esta associada a uma competéncia e a
algumas habilidades. No total sao trinta habilidades distribuidas entre as competéncias.

No Anexo de objetos de conhecimentos de mateméatica e suas tecnologias, os
contetidos foram divididos em cinco grupos. Cada grupo pode se associar a uma ou mais
competéncias e pode haver competéncia que abrange os cinco grupos. Vamos destacar os

conteudos dos cinco grupos associados as sete competéncias, conforme [12].

I. Conhecimentos numeéricos: operagoes em conjuntos numéricos (naturais, intei-
ros, racionais e reais), desigualdades, divisibilidade, fatoracao, razoes e proporgoes,
porcentagem e juros, relagoes de dependéncia entre grandezas, sequéncias e progres-

soes, principios de contagem.

II. Conhecimentos geométricos: caracteristicas das figuras geométricas planas e
espaciais; grandezas, unidades de medida e escalas; comprimentos, areas e volumes;
angulos; posicoes de retas; simetrias de figuras planas ou espaciais; congruéncia
e semelhancas de triangulos; teorema de Thales; relacoes métricas nos triangulos;

circunferéncias; trigonometria do angulo agudo.

ITI. Conhecimentos de estatistica e probabilidade: representacao e analise de
dados; medidas de tendéncia central (médias, moda e mediana); desvios e variancia;

nocoes de probabilidade.
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IV. Conhecimentos algébricos: graficos e funcoes; funcoes algébricas do 1.2 e do 2.°
graus, polinomiais, racionais, exponenciais e logaritmicas; equacoes e inequagoes;

relacoes no ciclo trigonométrico e fungoes trigonométricas.

V. Conhecimentos algébricos/geométricos: plano cartesiano; retas; circunferén-

cias; paralelismo e perpendicularidade, sistemas de equagoes.

Das competéncias, duas delas estarao diretamente ligadas aos contetidos que serao
abordados neste trabalho — os objetos de conhecimento relacionados no grupo (II): a
da area dois da matriz de referéncia, com as habilidades de 6 a 9, e da area trés com
as habilidades 10 a 14. A matriz na integra pode ser encontrada no portal eletronico:

http://portal.inep.gov.br/enem.

Competéncia de area 2 - Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a

leitura e a representagao da realidade e agir sobre ela.

e H6 - Interpretar a localizagdo e a movimentagao de pessoas/objetos no espago tri-

dimensional e sua representacao no espaco bidimensional.
e H7 - Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

e HS - Resolver situacao-problema que envolva conhecimentos geométricos de espaco

e forma.

e HO - Utilizar conhecimentos geométricos de espago e forma na sele¢cao de argumentos

propostos como solugao de problemas do cotidiano.

Competéncia de area 3 - Construir nogoes de grandezas e medidas para a

compreensao da realidade e a solucao de problemas do cotidiano.

e HI10 - Identificar relacoes entre grandezas e unidades de medida.
e H11 - Utilizar a nocao de escalas na leitura de representacao de situacao do cotidiano.
e H12 - Resolver situagao-problema que envolva medidas de grandezas.

e H13 - Avaliar o resultado de uma medi¢ao na construcao de um argumento consis-

tente.

e H14 - Avaliar proposta de intervencao na realidade utilizando conhecimentos geo-

métricos relacionados a grandezas e medidas.
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2.2 Analise das Questoes de Matematica do ENEM

Passemos a analisar as questoes de matemética das provas do ENEM. Inicial-
mente, para melhor entendimento, vamos enumerar os objetos de conhecimentos geomé-
tricos de acordo com o anexo de contetidos da matriz de referéncia e as competéncias das

areas dois e trés.

1. Caracteristicas das figuras geométricas planas e espaciais;
2. Grandezas, unidades de medida e escalas;
3. Comprimentos, areas e volumes;
4. Angulos;
5. Posicoes de retas;
6. Simetrias de figuras planas ou espaciais;
7. Congruéncia e semelhancas de triangulos;
8. Teorema de Thales;
9. Relagoes métricas nos triangulos;
10. Circunferéncias;

11. Trigonometria do angulo agudo.

A analise das questoes de matemética das provas do ENEM entre os anos 2009
a 2019 foi realizada pelo autor e pelos alunos do PROFMAT da UFCA, turma 2018.1,
Erica Ferreira de Alcantara e Matheus Siqueira Aratjo Dantas, que elaboraram, tam-
bém, seus trabalhos conclusdo baseados no ENEM. A aluna Erica abordou os contetdos
de Conhecimentos Numéricos e apresentou seu trabalho de conclusao, com o Titulo “A
Matemdtica Bdsica em Provas do ENEM”, em 10 de julho de 2020. O aluno Matheus
abordou Conhecimentos Algébricos e apresentou seu trabalho de conclusao, com o Titulo
“Um FEstudo Sobre Fungoes nas Provas do ENEM”, em 31 de julho de 2020.

Nessa analise foi possivel notar questoes envolvendo contetidos de mais de um
dos grupos. Logo, consideramos os contetidos mais relevantes para a solucao da questao

analisada. As Tabelas 2.1 e 2.2 a seguir apresentam os resultados dessa Anélise.



CAriTULO 2. O ENEM 20

Tabela 2.1: Analise das questoes de matemética nas provas do ENEM de 2009 a 2019.

Objetos de Total
2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019
Conhecimento Geral
heci
Conhecimentos 4 7 6 5 5 5 7 8 7 4 11 69
Algébricos
Conhecimentos
Algébricos 0 0 1 0 2 1 1 1 2 1 1 10
Geométricos
Conhecimentos
de Estatistica 11 9 9 10 7 8 7 7 7 7 6 88
e Probabilidade
Conhecimentos 6 17 12 14 13 15 17 13 14 15 13 159
Geométricos
heci ]
Conhecimentos 4 12 17 16 18 16 13 16 15 18 14 169
Numéricos
TOTAL GERAL 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45 45 495

Fonte: Autor, baseado nas referéncias [23] e [24].

A Tabela 2.2 refere-se as porcentagens dos quantitativos de questoes por objetos

de conhecimento, calculadas de acordo com a Tabela 2.1.

Tabela 2.2: Porcentagem por objetos de conhecimento no periodo levantado.

Objetos de Conhecimento Total Geral Meédia Anual % Geral
Conhecimentos Algébricos 69 6,3 13,9
Conhecimentos Algébricos Geométricos 10 0,9 2,0
Conhecimentos de Estatistica e Probabilidade 88 8,0 17,8
Conhecimento Geométricos 159 14,5 32,1
Conhecimentos Numéricos 169 15,4 34,1
Total Geral 495 45 100,0

Fonte: Autor, baseado nas referéncias (23] e [24].

Na sequéncia, seguem as Tabelas 2.3 a 2.7 referentes as 159 questoes que avaliaram
conhecimentos de Geometria no periodo de 2009 a 2019, que tem como propoésito mostrar
a relevancia dos contetidos mais explorados nas provas do ENEM, e também para ajudar
o leitor encontrar as questoes relativas a algum contetido desejado.

Nas questoes, destacamos de um a trés contetiidos de Geometria considerados os
mais relevantes para a solucao. A 12 coluna das tabelas contém a ordem das 159 questoes
de Geometria no periodo avaliado, a 22 coluna contém os anos de realizacao do ENEM, a
32 contém os nimeros da questoes referentes ao cadernos amarelos das provas a cada ano

e as 4%, 5% e 6% colunas contém os conhecimentos geométricos destacados.
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Tabela 2.3: Analise das questdes do ENEM - Caderno Amarelo (Parte 1).

Questoes ENEM  Questao N° Contéudo 1 Contéudo 2 Contéudo 3
1 2009 136 Grandezas
2 2009 141 Areas
3 2009 145 Angulos
4 2009 149 Circulo
) 2009 151 Congruéncia Poliedro Prisma
6 2009 154 Comprimentos Semelhanga
7 2009 155 Grandezas Escalas
8 2009 157 Volumes Esfera Cubo
9 2009 163 Grandezas
10 2009 164 Areas Circulo Retangulo
11 2009 165 Angulos
12 2009 168 Areas Semelhanga Escalas
13 2009 169 Grandezas
14 2009 170 Volumes Piramide
15 2009 178 Pentégono Piramide
16 2009 180 Volumes
17 2010 137 Cone Cilindro Planificagao
18 2010 138 Circulo Escalas Semelhanca
19 2010 139 Volumes Cubo Paralelepipedo
20 2010 144 Grandezas
21 2010 146 Volumes
22 2010 147 Escalas Grandeza, Perpendicularismo
23 2010 150 Areas Retangulo Perimetro
24 2010 151 Volumes Cilindro Semelhanga
25 2010 152 Areas Semelhanca
26 2010 153 Areas Semelhanga
27 2010 157 Volumes Cilindro Paralelepipedo
28 2010 158 Volumes Cilindro Grandezas
29 2010 162 Volumes Cilindro Semelhanga
30 2010 164 Comprimentos Incentro Bissetriz
31 2010 165 Comprimentos Circulo
32 2010 168 Volumes Cone Esfera

Fonte: Autor.



CapiTULO 2. O ENEM 22
Tabela 2.4: Analise das questdes do ENEM - Caderno Amarelo (Parte 2).
Questoes ENEM  Questao N° Contéudo 1 Contéudo 2 Contéudo 3
33 2010 179 Volumes Cubo
34 2011 136 Grandezas Conversao Medidas
35 2011 140 Cone
36 2011 141 Medidas Conversao
37 2011 142 Comprimentos Areas Perimetro
38 2011 143 Escalas
39 2011 144 Cubo Piramide
40 2011 145 Volumes Medidas Proporcionalidade
41 2011 147 Escalas Comprimentos
42 2011 154 Angulos Poligonos
43 2011 158 Angulos
44 2011 168 Volumes Cilindro Proporcionalidade
45 2011 170 Comprimentos Circulo Perimetro
46 2012 137 Escalas
47 2012 139 Volumes
48 2012 141 Cilindro Prisma Planificagao
49 2012 147 Areas
50 2012 148 Volumes Paralelepipedo
51 2012 149 Areas
52 2012 151 Areas
53 2012 154 Perpendicularismo Projecao
54 2012 161 Escalas
95 2012 162 Perimetro Losango Circulo
56 2012 165 Comprimentos Circulo Quadrado
o7 2012 166 Perpendicularismo Projecao
58 2012 176 Volumes Semelhanga
59 2012 180 Angulos
60 2013 144 Areas Semelhanga Proporcionalidade
61 2013 145 Volumes Cilindro
62 2013 156 Areas Trigonometria
63 2013 159 Volumes
64 2013 160 Simetria

Fonte: Autor.
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Tabela 2.5: Analise das questdes do ENEM - Caderno Amarelo (Parte 3).
Questoes ENEM  Questao N° Contéudo 1 Contéudo 2 Contéudo 3
65 2013 163 Grandezas Medidas Conversao
66 2013 167 Escalas
67 2013 169 Cone
68 2013 171 Areas
69 2013 172 Comprimentos Semelhanga
70 2013 173 Perpendicularismo Projecao
71 2013 178 Comprimentos Circulo
72 2013 180 Escalas
73 2014 136 Areas Escala Semelhanga
74 2014 137 Comprimentos Circulo Perimetro
75 2014 140 Cone Planificagao
76 2014 145 Paralelepipedo Planificagao Comprimentos
7 2014 146 Comprimentos Areas Volumes
78 2014 153 Grandezas
79 2014 154 Perpendicularismo Projecao
80 2014 158 Volumes Cilindro
81 2014 160 Escalas Volumes Semelhanga
82 2014 163 Areas
83 2014 166 Triangulo Existéncia
84 2014 171 Volumes Prisma
85 2014 173 Volumes Cubo
86 2014 178 Areas Grandezas
87 2014 179 Volumes
88 2015 137 Volumes
89 2015 140 Comprimentos Circulo Triangulo
90 2015 143 Comprimentos Areas Volumes
91 2015 144 Comprimentos Semelhanga
92 2015 145 Areas
93 2015 148 Areas
94 2015 151 Areas Circulo
95 2015 153 Grandezas
96 2015 156 Poliedros Faces

Fonte: Autor.



CAriTULO 2. O ENEM

24

Tabela 2.6: Analise das questdes do ENEM - Caderno Amarelo (Parte 4).

Questoes ENEM  Questao N° Contéudo 1 Contéudo 2 Contéudo 3
97 2015 161 Areas Retangulo Circulo
98 2015 163 Volumes Cilindro
99 2015 164 Poligonos
100 2015 167 Volumes Cilindro Cubo
101 2015 171 Areas Circulo
102 2015 172 Volumes
103 2015 174 Areas Volumes
104 2015 179 Volumes Paralelepipedo
105 2016 138 Areas Retangulo
106 2016 143 Escalas
107 2016 144 Volumes
108 2016 145 Areas Retangulo
109 2016 146 Volumes Cilindro
110 2016 148 Escalas
111 2016 149 Comprimentos Esfera Triangulo
112 2016 152 Poliedros
113 2016 154 Grandezas
114 2016 157 Comprimentos Projecao
115 2016 158 Volumes Paralelepipedo
116 2016 167 Areas
117 2016 179 Congruéncias Triangulo
118 2017 137 Areas
119 2017 147 Angulos
120 2017 150 Volumes
121 2017 153 Comprimentos
122 2017 154 Poliedros Prisma
123 2017 156 Volumes
124 2017 157 Comprimentos Circulo Triangulo
125 2017 163 Trigonometria
126 2017 165 Volumes Escala Semelhanga
127 2017 168 Volumes
128 2017 172 Areas Semelhanca

Fonte: Autor.
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Tabela 2.7: Analise das questdes do ENEM - Caderno Amarelo (Parte 5).

Questoes ENEM  Questao N° Contéudo 1 Contéudo 2 Contéudo 3
129 2017 175 Comprimentos Circulo
130 2017 176 Comprimentos
131 2017 180 Comprimentos Circulo Esfera
132 2018 136 Grandezas
133 2018 139 Angulos Triangulo
134 2018 141 Escalas
135 2018 142 Areas
136 2018 146 Areas
137 2018 148 Comprimentos Circulo
138 2018 155 Angulos
139 2018 157 Comprimentos Circulo
140 2018 158 Volumes
141 2018 169 Comprimentos
142 2018 170 Trigonometria Circulo Cilindro
143 2018 174 Perpendicularismo Projecao
144 2018 175 Triangulo Semelhanca
145 2018 177 Areas
146 2018 179 Areas Circulo
147 2019 136 Volumes
148 2019 139 Perpendicularismo Projecao
149 2019 146 Areas Circulo
150 2019 149 Comprimentos Circulo
151 2019 151 Areas Circulo Retangulo
152 2019 152 Volumes
153 2019 161 Poliedros
154 2019 162 Escalas
155 2019 167 Medidas Conversao
156 2019 169 Volumes
157 2019 171 Triangulo
158 2019 178 Volumes Cilindro
159 2019 179 Areas

Fonte: Autor.

A Tabela 2.8 é um resumo das Tabelas 2.3 a 2.7. Ela contém a ordem de destaque

conforme tabelas 2.3 a 2.7 como necessario para as solugoes das questoes, o contetdo e o

numero de questoes em que foram observados.
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Tabela 2.8: Contetudos mais destacados (tabelas 2.3 a 2.7) nas provas do ENEM.

Ordem de destaque Conteudo N. Questoes
1° Volumes 43
20 Areas 36
3° Comprimentos 26
40 Circulo 23
5° Escalas 17
6° Semelhanga 16
7° Cilindro 14
8° Grandezas 14
9° Angulos 8
10° Triangulos 8
11° Perpendicularismo 7
12° Projecao 7
13° Cubo 6
14° Paralelepipedo 6
15° Retangulo 6
16° Cone 5
17° Medidas 5
18° Perimetro 5
19° Poliedros 5
20° Conversao 4

Fonte: Autor.

Dada a importancia da Geometria para as provas do ENEM, no capitulo seguinte
serao apresentados alguns contetidos, observados no ENEM, considerados essenciais para

compreensao de contetdos subsequentes e questoes com solugoes comentadas.



3 TOPICOS DE GEOMETRIA PLANA

Nas provas do ENEM entre 2009 e 2019, cerca de 32% das questoes de matemaética
exploraram conhecimentos geométricos, algo em torno de 14 das 45 questoes a cada exame.
Esses dados mostram a importancia da Geometria nessas provas.

A Geometria estd em toda parte, em casa, nas vias publicas, nas artes, em diversas
ciéncias como a engenharia, a arquitetura, a astronomia, em trabalhos como marcenaria,
topografia e outros. De fato, analisando as questoes das provas, podemos observar que,
em grande parte delas, envolve situagoes do cotidiano.

Logo, iniciaremos a explanacao de contetidos com conceitos basicos envolvendo
ponto, reta e plano, e em seguida, angulos. Em sequéncia faremos um estudo sobre
tridngulos, dada a importancia desse conteiido no ENEM e para o estudo de Geometria.
Mas antes, vamos falar brevemente sobre a histéria da Geometria.

Sobre a origem da Geometria nao ha uma precisao de data ou de lugar. Segundo
[14], afirmagoes sobre a origem da matematica, seja da Aritmética, seja da Geometria, sao
necessariamente arriscadas, pois os primoérdios do assunto sao mais antigos que a arte de
escrever. Foisomente nos tltimos seis milénios, num periodo que pode ter coberto milhares
de milénios que o homem se mostrou capaz de por seus registros e pensamentos de forma
escrita. Para informacoes sobre a pré-historia dependemos de interpretacoes baseadas
em poucos artefatos que restam, de evidéncia fornecida pela moderna antropologia e de
extrapolacao retroativa, conjectural a partir dos documentos que sobreviveram.

Her6doto e Aristoteles, atribuem a origem da Geometria aos egipcios, devido a
necessidade de medigoes de terras de acordo com as variacoes das cheias do rio Nilo. Da
ideia de necessidade de medir terras, essa area da matematica recebe o nome Geometria.

Para os gregos atribuirem a origem da Geometria aos egipcios, provavelmente
reconheciam avangos nessa area em relagao a outras civilizagoes. Mas os gregos deram
sua contribuicao, desenvolvendo e publicando os conhecimentos em livros. Destaca-se o
livro “Os Elementos”, escrito por Euclides, que influencia a Geometria até os dias atuais,
composto de treze livros ou capitulos, dos quais os seis primeiros sao sobre Geometria

Plana elementar e os trés ultimos principalmente sobre Geometria Espacial.

Para o leitor interessado na obra “Os Elementos”, indicamos as referéncias [14] e

[25].
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Vamos agora explanar os contetdos objetos deste trabalho, come¢ando com as

nogoes basicas.
3.1 Nocoes Primitivas

Para o desenvolvimento dessa se¢ao, nos baseamos nas referéncias [1], [2], [4], [6],

[8] e [9]

Na Geometria, ponto, reta e plano sao algumas nogoes aceitas sem defini¢ao, e
por isso sao chamadas de nogoes primitivas. Essas noc¢oes sao a base para a construcao

de todo conhecimento geométrico.

Figura 1: Ponto, reta e plano.

r

Fonte: Autor.

Fonte: Autor.

Em geral, denotamos pontos por letras maitsculas, retas por letras mintisculas e
planos por letras gregas. Na Figura 1 temos o ponto A, a reta r e o plano a.

Essas nogoes sao utilizadas para fixar axiomas ou postulados que sao propri-
edades ou afirmacgoes aceitas sem demonstragoes. Vejamos alguns postulados que serao

importantes para os proximos contetidos abordados.
Postulado 3.1 Dois pontos distintos no plano determinam uma unica reta.
Sejam A e B pontos distintos no plano e r a reta determinada por eles. Denotamos

a reta r por A§ Ou escrevemos 1 = Ag.

Figura 2: Reta determinada por dois pontos.

r

Fonte: Autor.

Se tomarmos X um ponto pertencente a reta 1@ , que esteja entre os pontos A

e B, X divide a reta em duas partes, as quais chamamos semirretas, e as denotamos
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uma por semirreta X § com origem X passando pelo ponto B e a outra por semirreta

—
X A também com origem no ponto X passando pelo ponto A.

Figura 3: Semirretas ﬁ e )@

r

Fonte: Autor.

E natural pensarmos que se um ponto divide uma reta em duas partes, dois
ou mais pontos distintos a divide em varias partes. Diante disso vamos a definicao de

segmento de reta.

Definigao 3.2 Dados dois pontos distintos A e B sobre uma reta r, definimos por seg-
mento de reta AB, indicado por AB, o conjunto formado pelos pontos A e B e pela

parte situada entre A e B, sendo A e B seus extremos.

Figura 4: Segmento de reta AB.

A B

Fonte: Autor.
Para denotarmos a medida de um segmento AB, escrevemos AB.

Postulado 3.3 Trés pontos distintos nao colineares determinam um unico plano.

Figura 5: Plano « determinado pelos pontos A, B e C.

C

¥

Fonte: Autor.

Postulado 3.4 Se dois pontos distintos estao contidos num plano, a reta r determinada

por estes dois pontos também estd contida nesse plano.
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Figura 6: Reta jﬁ C a.

Fonte: Autor.

A seguir falaremos sobre posicoes relativas entre ponto e reta, duas retas num

mesmo plano, uma reta e um plano.

A relag@o entre um ponto e uma reta é bem simples.

Postulado 3.5 Dados um ponto P e uma reta r num plano, hd apenas duas possibilida-

des: ou o ponto P pertence a reta r ou P nao pertence a reta.

Figura 7: P pertence a reta r.
P r

Fonte: Autor.

Figura 8: P nao pertence a reta r.
P

Fonte: Autor.

Numa reta hé infinitos pontos, assim, é possivel afirmar que fora dela também
ha infinitos pontos.

Definicao 3.6 Dadas duas retas r e s num plano, dizemos que r e s sao paralelas se nao

possuem nenhum ponto em comum.
Para denotar duas retas paralelas r e s, escrevemos 7 || s.

Postulado 3.7 Por um ponto P fora de uma reta r passa somente uma reta s paralela
ar.
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Figura 9: r e s sao retas paralelas, r || s.

A
y

Fonte: Autor.

Definicao 3.8 Dadas duas retas r e s num plano, dizemos que r e s sao concorrentes se

possuem um unico ponto P em comum.

Sejam 7 e s retas concorrentes e P o ponto em comum a essas retas, dizemos que

a interseccao de r e s ¢ igual a P, ou seja, rNs = {P}.

Figura 10: Retas r e s concorrentes com P.
s

Fonte: Autor.

Proposicao 3.9 Dadas duas retas distintas num plano, hd somente duas possibilidades

de relacao entre elas: ou sao paralelas, ou sao concorrentes.

A prova dessa proposigao pode ser encontrada em [4].

A seguir, apresentamos dois resultados envolvendo os conceitos de retas paralelas

e retas concorrentes.

Teorema 3.10 Duas retas parelelas determinam um unico plano.

Figura 11: Plano determinado por duas retas paralelas.

Fonte: Autor.
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Demonstracgao:

Sejam r e s duas retas paralelas contidas em um plano 3. Considere os pontos A e B em
r, com A diferente de B, e C' um ponto em s.

Veja que A, B e C sao distintos e nao colineares pois 7 e s sao paralelas.

Pelo postulado 3.3, A, B e C' determinam um tnico plano a. Como A, B e C' sao pontos
do plano 3, entao o = f3.

Portano r e s determinam um tnico plano. [ ]

Teorema 3.11 Duas retas concorrentes determinam um unico plano.

Figura 12: Plano determinado por duas retas concorrentes.

[7)

Fonte: Autor.

A demonstragao é similar & do teorema anterior.
3.2 Angulos

Para o desenvolvimento dessa se¢ao, nos baseamos nas referéncias [1], [2], [4], [8]
e [9].
Para a compreensao do conceito de angulos, necessitamos do conceito de regioes

planas convexas e nao convexas. Vejamos.

Definicao 3.12 Uma regiao R de um plano é chamada convexa se, para quaisquer
dois pontos A, B pertencentes a R, o segmento de reta AB estiver contido em R. Caso

contrdrio, diremos que R € uma regiaGo nao cCONvera.
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Figura 13: Regiao convexa.

N

Fonte: Autor.

Figura 14: Regiao nao convexa.

D

Fonte: Autor.

Como podemos notar, o segmento AB na Figura 13 esté contido na regiao limi-
tada. Ja na Figura 14, uma parte do segmento C'D nao pertence a regiao limitada, o que

¢ suficiente para classifica-la como uma regiao nao convexa.

—
Definicao 3.13 Dadas duas semirretas OA e O? no plano, um dngulo (ou regido

——
angular) de vértice O e lados OA e O? ¢ uma das duas regioes do plano limitadas pelas
semirretas OA e OB.

Figura 15: Regioes angulares no plano.
B B

A A
Fonte: Autor, baseada na referéncia [4].
Pela definicao 3.12, o angulo da esquerda, na Figura 15, é um angulo convexo

—
e o da direta um angulo nao convexo. Denotamos um angulo de lados OA e O? por

ZAOB (lé-se angulo AOB). Assumiremos que todo angulo possui uma medida. Assim a
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medida do angulo AOB sera denotada por AOB, por letras maitsculas utilizando apenas
o vértice do angulo como O (quando nao houver outro angulo com o mesmo vértice) ou
também por letras gregas.

E importante destacarmos, no texto, sobre qual regido estamos nos referindo: se
é a regiao convexa ou a nao convexa. Isto pode ser feito através da medida da regiao
angular como veremos a seguir.

A principal unidade de medida que utilizamos para medir um angulo é o grau
(simbolo: °). Tomando um circulo qualquer com centro no vértice O e dividindo-o em
360 arcos iguais, cada um desses arcos mede 1° (um grau). Na Figura 16, representamos

um desses arcos de medida 1°, AOB = 1°.

Figura 16: Unidade de medida de angulos.

C

AOB = 1°

Fonte: Autor, baseada na referéncia [4].

A defini¢do de grau nao depende da medida do raio do circulo escolhido. Para
isso, considere a Figura 17, onde um circulo de raio OA é dividido em seis arcos iguais,

depois outro de raio OA’ # OA também dividido em seis arcos.

Figura 17: Circulos distintos de centro O divididos na mesma quantidade de arcos.

Q A A

Fonte: Fonte: Autor, baseada na referéncia [4].
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— — —
Note que OA = OA', @ = OB'. Entao, a regido angular limitada por OA e
S
O?, por exemplo, é a mesma limitada por OA" e OB’, ou seja, ZAOB = LZAOB'.

Da definicao de grau, um circulo completo é dividido em 360 partes cada uma
com medida de um grau. Assim um circulo completo corresponde a 360°. Classificamos
os angulos conforme a sua medida. Primeiro, notemos que se um circulo completo corres-
ponde a 360°, a metade de um circulo corresponde a 180°. Esse angulo de medida 180° é
chamado de &ngulo raso ou de meia volta. O angulo raso pode ser definido como um

angulo formado por duas semirretas opostas.

Figura 18: Angulo raso ou de meia volta, a = 180°.

a=180°

Fonte: Autor.

Um angulo AOB de medida «, é agudo quando 0° < a < 90°, reto quando
a = 90° e obtuso quando 90° < a < 180°.

Figura 19: Angulos agudo, reto e obtuso.
B

B B

0° < a < 90° ] a=90° 90° < o < 180°
o) A o) A o A

Fonte: Autor, baseada na referéncia [4].

Se a é a medida de um angulo AOB, tal que 180° < o < 360°, o angulo AOB ¢é
chamado céncavo, isto é, a regiao angular é nao convexa. Uma observacao é que angulos

concavos sao pouco utilizados.
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Figura 20: Angulo concavo, 180° < a < 360°.

a

Fonte: Autor.

P
Observacao 3.14 Quando duas semirretas OA e O? coincidem, a medida do dngulo
AOB € 0°.

As vezes associamos dois angulos por alguma propriedade. A seguir veremos
alguns casos importantes que serao utilizados mais adiante neste trabalho. Comegando

pela definigao de angulos adjacentes.

Definicdo 3.15 Angulos adjacentes sio dois dngulos consecutivos que ndio possuem

pontos internos em comum.

Figura 21: Angulos adjacentes.

B

O A

Fonte: Autor.

Observe a Figura 21. Note que a medida do angulo AOC é igual a soma das
medidas dos angulos adjacentes AOB e BOC, ou seja, AOC = AOB + BOC = a + 8.
Vamos agora a dois casos especiais que serao tuteis para obtencao de resultados

importantes: angulos complementares e angulos suplementares.

Definicao 3.16 Sejam dois dngulos AOB e AOC' cujas medidas sao o e [ respectiva-
mente. Se a+ = 90°, dizemos que AOB e AOC sao dngulos complementares. Se

a+ 6 =180°, dizemos que AOB e AOC sao dngulos suplementares.
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Figura 22: Angulos complementares, o + 3 = 90° e suplementares, a + 3 = 180°.

C

Fonte: Autor.

Exemplo 3.17 Sejam « e (3, respectivamente, as medidas do dngulo complementar e do

suplementar do dngulo cuja medida € 75°. Calcule o e [3.

Solucgao:
Como a soma das medidas de dois angulos complementares ¢ igual a 90° e a soma das

medidas de dois angulos suplementares é igual a 180°, entao

a+T75°=90° = a=90° - 75° = o = 15°;
B+ 75° =180° = B = 180° — 75° = [ = 105°.

Assim, dizemos que 15° é a medida do complementar e 105° é a medida suplementar do
angulo de medida 75°.
Também podemos dizer que 75° é a medida do complementar do angulo cuja medida é

15° e suplementar do angulo cuja medida é 105°. o

Exemplo 3.18 Sabendo que a medida do suplementar de um dngulo € o triplo da medida

do seu complementar, calcule a medida desse dngulo.

Solugao:
Seja a a medida do angulo procurado, entao seu complementar mede 90° — a.
Como o suplementar é o triplo do complementar, entao mede 3(90° — o) = 270° — 3av.

Logo, somando a e (270° — 3«) que sdo medidas de angulos suplementares obtemos
a+270° — 3a = 180° = 2a = 90° = o = 45°.
Portanto, o = 45° é o valor procurado. o

Defini¢ao 3.19 Angulos opostos pelo vértice (OPV) sio dangulos em que os lados

de um sao formados pelas semirretas opostas aos lados do outro.
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Figura 23: Angulos opostos pelo vétice.

Fonte: Autor.
Proposicao 3.20 Dois dngulos opostos pelo vértice tém mesma medida.

Demonstragao:
Conforme Figura 23 os angulos AOB, de medida a, e COD, de medida 3, sao opv.
Denotemos por v a medida de BOD. Os angulos AOB e BOD sao suplementares, logo
o+ v = 180°.
Da mesma forma, 5 e 7 sao também medidas dos angulos suplementares COD e DOB,
respectivamente.
Segue entao que

o+ v =180°

B+~ = 180°.

Como a+v = +4+v = a= . Segue entao que os angulos AOB e COD possuem a

mesma medida. u

Exemplo 3.21 Determine a medida do dngulo oposto ao dngulo AOB nas Figuras 2/ e

25 a sequar.

a)

Figura 24: Medidas de angulos opv.

Fonte: Autor.
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b)

Figura 25: Medidas de angulos opv.

3y

Fonte: Autor.

Solucgao:
a) Como AOB = COD, entao 2a + 10° = o + 20° = 200 — a = 20° — 10° = o = 10°.

Substituindo o valor de o em 2a+10°, que é a medida do oposto do angulo AO B, obtemos
COD = 20+ 10° = 2- 10° + 10° = 30° = COD = 30°.

b) Veja que o valor procurado é igual a o e « + 3 = 180°, pois « e 3cv sdo medidas de
angulos suplementares.
Entao a + 3a = 180° = 4a = 180° = a = 45°. o

Agora considere retas paralelas e distintas, 7 e s, cortadas por uma outra reta

transversal ¢ conforme Figura 26.

Figura 26: Retas paralelas cortadas por uma transversal.

Fonte: Autor.
Os angulos obtidos na Figura 26 sao classificados em:

e Correspondentes: aee;be f;ceg;de h.
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Alternos internos: cee; de f.

Alternos externos: a e g; b e h.

Colaterais internos: ce f; d e e.

Colaterais externos: a e h; b e g.

Os angulos internos, como o nome sugere, estao entre as duas retas paralelas,
logo, os outros sao os externos; ao passo que os colaterais estao de um mesmo lado da
transversal e alternos em lados alternados da transversal.

Dois angulos correspondentes possuem a mesma medida. Também possuem a
mesma medida dois angulos alternos internos e dois angulos alternos externos. J& um par
de angulos colaterais, sejam internos ou externos, sao angulos suplementares, ou seja, a

soma de suas medidas é igual a 180°.

Exemplo 3.22 Na Figura 27, a vale 30°. Calcule o valor de .

Figura 27: Medidas de angulos correspondentes e de suplementares.
E

Fonte: Autor.

Solucgao:

Perceba que os angulos AH E e CGE sao correspondentes, logo possuem a mesma medida,
ou seja, CGE = 8.

Por outro lado, os angulos CGE e DGE sao suplementares, entao CGE+DGE = b+a =
180°.

Como a = 30°, temos 3 + 30° = 180° = [ = 180° — 30°.

Segue que § = 150°. o
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Exemplo 3.23 Se ba e 3a + 20° sao as medidas de dois dngulos internos colaterais
formados por duas paralelas cortadas por uma transversal, calcule a medida de cada um

desses dangulos.

Solucao:

Considere a figura 28.

Figura 28: Medidas de angulos colaterais internos.
E

3 + 20°

Fonte: Autor.

Como os angulos FHB e FGD sao correspondentes, possuem a mesma medida, logo
FHB = 5.

Por outro lado, 5a + (3a + 20°) = 180°, pois b e 3 + 20° s@o as medidas dos angulos
suplementares FHB e BHE.

Assim, ba + (3 + 20°) = 180° = 8 4 20° = 180° = 8« = 160° = o = 20°.
Substituindo o valor de o« em 5a obtemos 5-20° = 100°, substituindo em 3a+20° obtemos
3-20° 4 20° = 80°.

Portanto, 100° e 80° sao as medidas dos angulos internos colaterais FGD e BHE, res-

pectivamente. o

Para finalizar esta se¢ao observemos que angulos podem ser gerados pela divisao

de outro por alguma semirreta partindo da mesma origem. Vejamos a definicao a seguir.

Definicao 3.24 Chamamos de Bissetriz a semirreta que parte da mesma origem de um

angulo dividindo-o em dois dngulos de mesma medida.
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Figura 29: Bissetriz de um angulo.

B ”~
~
~
~
~
~
M-~
o
~
CV//
~
[0
0 —e
A

Fonte: Autor.

Exemplo 3.25 Na Figura 30 o dngulo AOB estd dividido em dois angulos pela semirreta
O?. Sabendo que (ﬁ € a bissetriz do angulo AOB, determine a medida AOB.

Figura 30: Angulo AOB dividido pela bissetriz O?

B
Cc

o + 30°
0 A

Fonte: Autor.

Solugao:
Veja que a medida do angulo AOB ¢é a soma das medidas dos angulos AOC' e COB, ou
seja

AOB = AOC + COB = a + 30° + 2a.

Como OT>' é a bissetriz do angulo AO B, entao o divide em dois angulos de mesma medida,
logo
200 = a4+ 30° = a = 30°.

Portanto, AOB = AOC + COB = (a + 30°) + 2a = (30° + 30°) + 2 - 30° = 120°. o

Exemplo 3.26 (BASEADO EM [2]|) Encontre a medida do dngulo formado pelas bisse-

trizes de dois dngulos adjacentes suplementares.

Solugao:
Considere a Figura 31, onde AOB e BOC' sao dois angulos adjacentes suplementares, O?
é a bissetriz de AOB e O? é a bissetriz de BOC'.
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Figura 31: Angulo DOE gerado pelas bissetrizes de dois angulos adjacentes.

Fonte: Autor.

Veja que a medida procurada é a medida do angulo DOFE formado pelas bissetrizes @
e @ e pode ser dada por DOE = DOB + BOE.

. 1 . A 14
Agora perceba que DOB = §AOB e BOE = §BOC.
A~ ~ A ]_ A ]_ A 1 A A
Logo DOE = DOB + BOE = §AOB + §BOC = é(AOB + BOC).

Como AOB e BOC sao medidas de dois angulos suplementares, segue que
A 1
DOFE = 3 180° = 90°.

Portanto, o angulo formado pelas bissetrizes de dois angulos adjacentes suplementares

mede 90°. o
3.3 Nocoes Basicas de Perpendicularismo

Para o desenvolvimento dessa segao, nos basecamos nas referéncias [3], [4], [6] e
[7].

O objetivo nesta se¢ao € apresentar uma nocao bésica de perpendicularismo entre
duas retas e uma reta e um plano.

Com a definicao e classificacao de angulo em maos, vamos enunciar um caso

particular de retas de concorrentes (Defini¢ao 3.8).

Definicao 3.27 Duas retas r e s, num plano, sao ditas retas perpendiculares quando

sao concorrentes e determinam quatro dngulos retos.
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Figura 32: Retas perpendiculares.

r

Fonte: Autor.

Para denotar duas retas r e s perpendiculares, escrevemos r L s e lemos: a reta

r é perpendicular a reta s.

A relacao entre uma reta r e um plano « é, de certa forma, semelhante a de

duas retas. Como vimos duas retas distintas, num plano, sao paralelas ou concorrentes.

Se uma reta r nao esta contida em um plano «, entao r pode ser paralela ao plano «,

quando r e o nao possuem nenhum ponto em comum; ou r e & podem ser concorrentes,

quando possuem um tnico ponto em comum. No caso da reta r ser concorrente ao plano

«, é¢ comum nos referirmos a r como reta secante ao plano a.

Figura 33: Relagoes entre uma reta e um plano.
;

[ L)) =

M

r| o reta r secante ao plano o r o

Fonte: Autor.

Definicao 3.28 Dados uma reta r e um plano «, concorrentes num ponto P, dizemos

que r e a sao perpendiculares quando r € perpendicular a todas as retas de o que passam

por P.
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Figura 34: Reta r perpendicular ao plano «, ou r L a.

r

Fonte: Autor.

Convém, diante da definicao imediatamente anterior, enunciar o Teorema fun-

damental do perpendicularismo.

Teorema 3.29 Se uma reta r € perpendicular a duas retas concorrentes, s e t, contidas

num plano «, entao r € perpendicular ao plano .

Figura 35: Teorema fundamental do perpendicularismo.

r

Fonte: Autor.

A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [4].
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3.4 Triangulos
Para o desenvolvimento dessa se¢do, nos baseamos nas referéncias [1], [2], [4], [5]
(6], [8], 9], [15], [16], [17], [19].

A primeira figura plana que vamos explorar é o triangulo, que é o poligono de

trés lados.

Definicao 3.30 Dados trés pontos A, B e C, nao colineares, um tridngulo é definido

pela uniao dos segmentos AB, BC e C'A.

Figura 36: Triangulo ABC.
A

B a C
Fonte: Autor.

O triangulo, formado pelos pontos A, B e C, é denotado por tridngulo ABC ou
simbolicamente AABC.
Na Figura 37 destacaremos os principais elementos do AABC'" vértices, lados,

medidas dos lados, angulos internos, perimetro e semiperimetro.

Figura 37: Principais elementos de um triangulo.

Fonte: Autor, baseada na referéncia [19].

1) Os veértices do AABC sao os pontos A, B e C;

2) Os lados sao os segmentos de retas AB, BC e C A,



CAPITULO 3. TOPICOS DE GEOMETRIA PLANA 47

3) As medidas dos lados sao representadas por a, b e c.

4) Os angulos internos sao ZBAC, ZCBA e ZACB, com medidas «, 3 e 7, respec-

tivamente;

5) O perimetro ¢ dado por P =a+ b+ ¢;

a+b+c

6) O semiperimetro é dado por p = 5

Os triangulos podem ser classificados de duas maneiras: conforme as medidas dos

lados e conforme as medidas dos angulos.

1- Quanto as medidas dos lados ha trés possibilidades:

[. Equilatero, se as medidas dos lados sao iguais;
II. Is6sceles, se as medidas de pelo menos dois lados sao iguais e;

ITI. Escaleno, se as medidas dos trés lados sao diferentes.

Figura 38: Triangulos equilatero, isésceles e escaleno.
A D G

AB =EBC =CA DE = DF GH # HI #1G # GH

Fonte: Autor.

Exemplo 3.31 Considere as afirmacées a sequir sobre um tridngulo ABC, onde AB =
BC = AC:

I - E um triéngulo escaleno.
II - E um tridngulo equildtero.

IIT - E um triangulo isésceles.
FEstd(ao) correta(s) a(s) afirmativa(s)

a) I e Il apenas.
b) II apenas.
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II e III apenas.
III apenas.

I apenas.

Solugao:

A afirmacao [ esta errada, pois em um tridngulo escaleno as medidas dos trés lados sao
diferentes.

A afirmacao I1 esta correta. Se as medidas dos lados de um tridngulo sao iguais, entao é
um triangulo equilétero.

A afirmagao 11 esté correta. Se as medidas de pelos menos dois lados de um triangulo sao
iguais ele é classificado como isosceles, logo todo triangulo equilatero é também isosceles.
Portanto, estao corretas apenas as afirmativas 11 e I11.

Resposta: alternativa c. o

2- Quanto as medidas dos angulos também hé trés possibilidades:

[. Acutangulo, se os trés angulos sao agudos;
II. Retangulo, se possuir um angulo reto e;

ITI. Obtusangulo, se possuir um angulo obtuso.

Figura 39: Triangulos acutangulo, retangulo e obtusangulo.
A D G

o < 907, 7 < 90°, v < 90° § = 90° = = 907

Fonte: Autor.

A seguir apresentaremos um resultado muito importante sobre a soma das me-
didas dos angulos internos de um triangulo. Esse resultado pode ser tutil na solucao de
diversas questoes e, também, a partir dele, é possivel encontrar uma féormula para o calculo

da soma dos angulos internos de qualquer poligono.

Proposicao 3.32 A soma das medidas dos dangulos internos de um tridngulo qualquer é
1qual a 180°.



CAPITULO 3. TOPICOS DE GEOMETRIA PLANA 49

Demonstracgao:
Considere um triangulo ABC'. Trace uma reta r paralela ao lado BC passando pelo ponto

A e tome os pontos X e Y, conforme a Figura 40.

Figura 40: Soma das medidas dos dngulos internos de um triangulo.
r X

Fonte: Autor.

Note que BAX = B, pois os angulos BAX e ABC' sao alternos internos , e CAY = v,
pois os angulos CAY e AC'B também sao alternos internos.
Logo, substituindo BAX por 8 e CAY por ~ temos:

B+ a+y=180°.

Exemplo 3.33 Se 30° e 60° sao as medidas de dois dngulos internos de um tridngulo,

qual a medida do outro dngulo interno?

Solucgao:
Seja o a medida procurada.

Como a soma das medidas dos trés angulos internos de um triangulo é 180°, entao
30° + 60° + a = 180° = o = 180° — 30° — 60° = 90°.
Portanto, a medida do outro angulo é 90°. o

Exemplo 3.34 Sejam o + 10°, a + 20° e 2« as medidas dos dngulos internos de um

triangulo. Determine a medida de cada um desses dngulos.

Solucao:

Como a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo é igual a 180°, entao
(v 4+ 10°) 4+ (a 4+ 20°) + 2ae = 180° = 4o + 30° = 180° = 4a = 150° = o = 37, 5°.

Substituindo o valor de a: na expressao que representa a medida de cada angulo, obtemos
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a + 10° = 37,5° 4+ 10° = 47, 5°;
a + 20° = 37,5° 4 20° = 57, 5°;
20 = 2 37,5° = T5°.

Portanto, as medidas dos angulos internos desse triangulo sao 47,5°, 57,5° e 75°. o

A seguir destacaremos outros elementos importantes no tridngulo como angulos

externos e Cevianas. Vejamos.

Definicao 3.35 Angulos externos de um tridangulo sio os dngulos suplementares dos

angulos internos.

Figura 41: Angulos externos do triangulo.

Fonte: Autor.

Proposicao 3.36 A medida de um dngulo externo de um tridngulo € igual a soma das

medidas dos dngulos internos nao adjacentes.

Demonstragao:
Considere a Figura 41. Veja que ¢ é a medida do angulo externo sumplementar do angulo
interno de medida «, entao

a4+ 0 =180°.

Por outro lado,
a+ 6+~ =180

pois «, [ e v s@o as medidas dos angulos internos do AABC.
Logo,
at+do=a+B+y=0=L8+7,

que é o que pretendiamos mostrar. [ |

Exemplo 3.37 Calcule a medida do dngulo externo de medida o no tridngulo ABC da
Figura 42.
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Figura 42: Medida de um angulo externo de um triangulo.
C

f0°

45° 3 o
A B D

Fonte: Autor.

Solucao:

Podemos obter o pela Proposicao 3.36, entao
a=45°470° = a = 115°.

Ou calcular a medida angulo interno adjacente representada por [ e utilizar a definicao
de angulos suplementares.

Como a soma dos angulos internos de um triangulo é igual a 180° temos
45° 4+ 70° + 8 = 180° = = 180° — 115° = [ = 65°.
Utilizando a definicao de angulos suplementares temos
B+ a=180°= 65°+ a = 180° = a = 180° — 65° = a = 115°.

Portano, a = 115°. o

Proposicao 3.38 A soma das medidas dos dngulos externos de um tridngulo € igual

360°.

Demonstracgao:

Figura 43: Soma das medidas dos angulos externos do triangulo.

Fonte: Autor.
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Conforme Figura 43 ¢, € e ¢ sao as medidas dos angulos externos do AABC' e sao suple-

mentares aos angulos internos de medidas «, [ e 7, respectivamente, ou seja,

a+ 4§ =180°
B4 e=180°
v+ ¢ = 180°.

Somando as equagoes, obtemos:
(a+ B+7)+ (6 +e+¢) = b40°.
Pela Proposicao 3.32 a + 8 + v = 180°. Logo
180° + (6 + ¢ + () = 540°.

Portanto,
04+ ¢ =360°
]
Defini¢ao 3.39 Chamamos de ceviana de um tridngulo qualquer segmento (ou a reta

ou semirreta correspondente) que une um vértice do tridngulo a um ponto sobre a reta

suporte ao lado oposto a tal vértice.

Figura 44: Cevianas AP, AP’ e AP"” do AABC.

B P P C P"

Fonte: Autor.

Das cevianas de um triangulo, merecem destaque trés casos particulares: altura,

mediana e bissetriz.

Definigao 3.40 A altura de um AABC relativa ao lado BC' é o segmento de reta AH,
onde H € o pé da perperndicular ao lado BC baizada de A. Analogamente, definimos as

alturas relativas aos lados AB e AC.
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Figura 45: Altura AH do AABC relativa ao lado BC.
A

Fonte: Autor.

Definigao 3.41 A mediana de um AABC relativa ao lado BC € o segmento de reta
AM, onde M € o ponto médio do lado BC. Analogamente, definimos as medianas rela-
tivas aos lados AB e AC.

Figura 46: Mediana AM do AABC relativa ao lado BC'.
A

Fonte: Autor.

Definigao 3.42 A bissetriz interna de um NABC relativa ao dngulo BAC € o seg-
mento de reta AD da semirreta que divide o dngulo BAC' em dois dangulos de mesma

medida. Analogamente, definimos as bissetrizes relativas aos dngulos ABC e ACB.

Figura 47: Bissetriz AD do AABC relativa ao dngulo BAC.
A

B D Cc

Fonte: Autor.
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3.4.1 Condicao de existéncia de um tridngulo

Seja um triangulo ABC de medidas dos lados AB = ¢, BC = a, CA = b, entdo

valem as seguintes desigualdades:
L |b—c <a <b+g
. [a—c] <b <a+g¢
ili. la—b] <c¢ <a+b.

Exemplo 3.43 Seja um tridngulo ABC com medidas dos lados AB = ¢, BC = a,

CA=0b. Sea=3eb=25. Quais os possiveis valores de c¢?

Solugao:

Usando a inequagao |a — b| < ¢ < a+ b, obtemos:
3—-5|<ec<34+5=2<c<8.
Portanto, a medida do lado AB é ¢ tal que ¢ > 2 e ¢ < 8. o

3.4.2 Congruéncia de tridngulos

Nesta subsecao abordaremos um novo conceito que é a congruéncia de triangulos.

Para isto iniciaremos com o conceito de congruéncia entre segmentos de reta.

Definicao 3.44 Dois ou mais segmentos de reta siao ditos congruentes quando possuem

mesma medida.

Figura 48: Segmentos congruentes.

B
E
\ F
A
Fonte: Autor.
O simbolo “=" sera utilizado para indicar congruéncia. Se os segmentos AB e

C'D sao congruentes, escrevemos AB = CD e lemos, AB congruente a C'D. Na Figura
A8 AB=CD=FEF <= AB=CD = FEF.
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Podemos desenhar dois segmentos de reta congruentes utilizando régua e com-
passo. Sejam A, B e C pontos distintos no plano. Pelo ponto A desenhamos uma cir-
cunferéncia com centro em A e raio AB, mantendo a mesma abertura do compasso para
fazer outro circulo com centro em C', depois tomando D um ponto qualquer da segunda

circunferéncia e trancando o segmento C'D, teremos CD = AB, entdao AB = CD.

Figura 49: Segmentos congruentes, AB = CD.

Fonte: Autor.

Definicao 3.45 Dois ou mais dngulos sao ditos congruentes quando possuem mesma

medida.

Figura 50: Angulos congruentes.

Fonte: Autor.
Na Figura 50, se o, 3, 7 sdo iguais, entao, ZAOA = Z/BO,B' = ZCO3C".

Definicao 3.46 Dois tridngulos sio congruentes se for possivel estabelecer uma corres-
pondéncia biunivoca entre seus vértices, de modo que lados e dngulos correspondentes

sejam congruentes.

Dados dois triangulos ABC' e DEF,
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Figura 51: AABC e ADEF.

C D
F
B
A E

Fonte: Autor.

se ha uma correspondéncia entre A e D, B e E, C' e F que define a congruéncia, entao,

temos seis relagoes de congruéncia. Entre os lados, temos

AB = DFE
BC =FEF
CA=FD,
e entre os angulos,
A=D
B=FE
C=F

Ha trés casos de congruéncias entre triangulos, os quais asseguram que a existéncia

de trés dessas relagoes de congruéncia garantem a implicagao das outras trés.

i) Caso LAL: Dados dois triangulos ABC e DEF, tais que, AB = DE, AC = DF
e A= D, entdo ABC = DEF.

Figura 52: Caso LAL de congruéncia.

//C\ F<
A H *s ]

Fonte: Autor.

L

Vamos a um resultado importante a partir deste primeiro caso.
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Teorema 3.47 Os dngulos da base de um tridngulo isdsceles sao congruentes.

Figura 53: Congruéncia dos angulos da base de um triangulo is6sceles.

A

Fonte: Autor.

A demonstrac@o desse teorema pode ser encontrada em |[2].

o
Il
&3]

ii) Caso ALA: Dados dois triangulos ABC e DEF, se AB = DE, A=De
entao ABC = EFG.

Figura 54: Caso ALA de congruéncia.
E

A, 4

Fonte: Autor.

iii) Caso LLL: Dados dois triangulos ABC e DEF, se AB = DE, AC = DF e
CA=FD, entao ABC = FFG.

Figura 55: Caso LLL de congruéncia.

A <

Fonte: Autor.

O primeiro caso (LAL) é um axioma. Os casos ALA e LLL decorrem do primeiro,

e as provas podem ser encontradas em [9].
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3.4.3 Teorema de Thales

O Teorema de Thales é fundamental no estudo da proporcionalidade, com apli-

cagao nos casos de semelhangas de triangulos.

Teorema 3.48 Os segmentos correspondentes determinados por um feixe de paralelas

sobre duas transversais sao proporcionais.
Figura 56: Feixe de retas paralelas sobre duas transversais.
r S
A D t
/v u

[\

Fonte: Autor.

AB DE
BC  EF

A demonstracao do Teorema de Thales pode ser encontrada em [5].

Exemplo 3.49 (BASEADO EM |[5]) Sabendo que as retas r, s e t nas Figuras 57, 58 e

59 sao paralelas, determine o valor de x.

a)

Figura 57: Aplicagao do teorema de Thales.

Fonte: Autor, baseada na referéncia [5].

b)
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Figura 58: Aplicagao do teorema de Thales.
r

Fonte: Autor, baseada na referéncia [5].

Figura 59: Aplicagao do teorema de Thales.

2% x+5

Fonte: Autor, baseada na referéncia [5].

Solucao:

Pelo teorema de Thales temos em a)

2 3 15
2 9.0 -5. - .
3 x:> r=5-3==x 5
em b)
x )
=—=z-7T=2x-54+2-5=Tr—-5r=10=2x=10= z = 5;
x+2 7
e em c)
2 2
%:$g5:>2x~6:4~x+4'5$12x—8x:20:>8x:20:>x:§():g.

o

Exemplo 3.50 (BASEANDO EM [2]) Em um loteamento, os lotes 1 e 2, conforme a
Figura 60, tém frente para a rua 1 e para a rua 2. Sabendo que as laterais dos lotes
representadas pelos segmentos AA', BB’ e CC' sao paralelas e o segmento A'C" mede 100

m, calcule as medidas das frentes dos dois lotes na rua 2.
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Figura 60: Aplicagao do teorema de Thales.
Rua 1 A 40 m B 30 m C

Lote 2

Fonte: Autor, baseada em |[2].

Solugao:

As medidas das frentes dos lotes 1 e 2 solicitadas sao representadas pelas medidas dos
segmentos A'B’ e B'C’, respectivamente.

Veja que A'B’ + B'C' = A'C" e ¢ dado que A’C’ = 100 m. Ou seja A'B’' + B'C" = 100.
Para facilitar, considere A’B’ = z ¢ B'C' =y, logo  +y = 100 = x = 100 — y.

Aplicando o teorema de Thales para obter x e y, temos

AB  BC 40 30

= = = .
T Y 100 —y Y
Entao

40 - y = 30(100 — y) = 40y + 30y = 3000

3000 300
= 70y = 3000 = y = ===

70 7

Substituindo o valor de y na equagao = 4+ y = 100, obtemos

300 300 700 —300 400
— =100 = z =100 — = =—m.
vt ! 7 7 7 "
. . . 400
Portanto, as medidas da frentes dos lotes 1 e 2 na rua 2 sao, respectivamente, r = —
300 o
ey=—m.
YT

3.4.4 Semelhanca de tridngulos

Definicao 3.51 Dois tridngulos sao ditos semelhantes se for possivel estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre seus vértices, de modo que dngulos correspondentes sejam

congruentes e lados correspondentes sejam proporcionais.
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Figura 61: AABC e ADEF.

F
C /\
A B D E

Fonte: Autor.

Seja A — D, B — E, C — F a correspondéncia que estabelece a semelhanga dos

triangulos ABC' e DEF, entao valem simultaneamente:

~ A

AED, BEE, OEF’,
AB BC (A4
DE EF FD

As razoes entre os lados correspondes sao iguais a uma constante k, que é chamada

de razao de proporcionalidade. Temos,

AB BC U4

= = =k=AB=Fk-DE, BC= k-EF, CA= k-FD.
DE FEF FD

Se k =1, entao,

AB BC (A
DE FEF FD

—1=AB=DE, BC=EF, CA=TFD,

e somente nesse caso, quando a razao de proporcionalidade ¢ igual a um, implica que

esses triangulos semelhantes sao também congruentes.

Exemplo 3.52 Um tridngulo ABC possui as medidas do lados AB = 2 ¢cm, BC =3 cm
e AC' =4 em e um tridngulo DEF possui medidas dos lados DE =6 ¢cm, EF =9 cm e
DF =12 em. Verifique se ABC e DEF sdo semelhantes.

Solucgao:
Devemos verificar se razao entre os lados correspondes nos dois triangulos é constante, ou

seja

AB  BC AC I
DE FEF DF
Substituindo os valores das medidas dos lados dos triangulos, temos
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1
Logo ABC e DEF sao semelhantes e a razao de semelhanga ¢ igual a 3

1
Se calcularmos a razao entre DEF e ABC obtemos 3, que é um inverso de 3

DE EF DF _
AB BC AC

3.

Portanto, os triangulos ABC' e DEF sao semelhanetes. o

Exemplo 3.53 Numa feira imobilidria é apresentada uma maquete de um loteamento
numa escala de 1 : 200. Nesse loteamento hd uma praca em formato triangular. Ao
medir os lados dessa praga na maquete verifica-se que medem 15 c¢m, 20 c¢cm e 25 cm.

Determine, em metros, o comprimento real de cada lado dessa praca.

Solucao:

Como a maquete estd numa escala de 1 : 200 significa que a razao de semelhanca entre
as medidas reais dos lados da praca e das medidas na maquete é igual a 200.

Logo para calcular a medida real de cada lado, basta multiplicar a medida de cada lado
na maquete por 200.

Entao as medidas reais sao 200 - 15 ¢m = 3000 c¢m, 200 - 20 = 4000 cm e 200 - 25 cm =
5000 cm.

Como 1 metro tem 100 cm, para transformar as medidas obtidas em metros, devemos

dividi-las por 100, ou seja

302(())00771 —30m, 4000 em 40 m e 5000 em

100 T

Logo as medidas reais dos lados da praca sao 30 m, 40 m e 50 m. o

Para denotar a semelhanca de tridngulos vamos utilizar o simbolo “~”, entao, se
ABC' e DEF sao triangulos semelhantes, escrevemos AABC ~ ADFEF e lemos, triangulo
ABC semelhante ao triangulo DEF'.

Assim como existem trés casos de congruéncia de tridngulos, ha também trés
casos de semelhanca de triangulos. Vejamos abaixo. Vamos apenas enuncia-los por meio

de teoremas, as demonstragoes podem ser encontradas em [9).

Teorema 3.54 Se dois tridngulos, ABC e DEF', possuem dois dngulos correspondentes

congruentes, entao sao tridngulos semelhantes.
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Figura 62: Caso AA de semelhanca.

F
C /&\
A B D E

Fonte: Autor.

Exemplo 3.55 Na Figura 63 DE || BC. Calcule DE.

Figura 63: Aplicagao de semelhanga de triangulos.

4 cm

A 2cm D 3cm B
Fonte: Autor.

Solucgao:
Note que o ABAC ~ ADAEF, pois os angulos BAC' e DAF sao correspondentes congru-
entes e, também os angulos ADE e ABC' sao correspondes congruentes, pois DFE || BC.
Com isso, os angulos ACB e AED sao correspondentes congruentes.
Logo os lados correspondentes sao proporcionais. Entao

DE AD DE 2

__ — 8
=== =—=5-DE=2-4=DF = —.
BC AB 4 ) 5

&

Teorema 3.56 Se dois triangulos, ABC e DEF, possuem dois lados proporcionais com

o dngulo entre eles congruentes, entao, sao tridngulos semelhantes.

Figura 64: Caso LAL de semelhanga.
F

A B D E

Fonte: Autor.
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Teorema 3.57 Se dois tridngulos, ABC e DEF', possuem os trés lados proporcionais,

entao, sao tridingulos semelhantes.

Figura 65: Caso LLL de semelhanga.

» T

C

e

A B D E

Fonte: Autor.

Exemplo 3.58 Considere a figura 66.

Figura 66: Aplicagao de semelhanga de triangulos.
A

(o]

B E
Fonte: Autor.

Sabendo que NABC ~ ADEC, AB =6, BC =10, DE =4 ¢ DC = 5. Calcule
as medidas de AC' e EC.

Solugao:
Como AABC ~ ADEC, entao

AB_BC_AC':>6_10_AC’
DE EC DC ~4 EC 5
AB 6 3
] a lh z ::—:—.L
Veja que a razao de semelhanga é dada por 5% 1 2 0go
1 — 2
:Ozé:?) EC=2-10=F :—O,
E 2
AC 3 — —— 15

e FC = —. o

3

Portanto AE = ? o2
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3.4.5 Pontos notdveis do tridngulo

Para o desenvolvimento dessa se¢do, nos baseamos nas referéncias [1], [2], [4] e
[8].
Vamos destacar quatro pontos notaveis de um triangulo: circuncentro, incentro,

ortocentro e baricentro. Mas antes vamos apresentar uma defini¢cao importante.

Definicao 3.59 Dada uma propriedade P relativa a pontos do plano, o lugar geomé-
trico dos pontos que possuem a propriedade P € o subconjunto L do plano que satisfaz

as duas condigoes a sequir:

(a) Todo ponto de L possui a propriedade P.
(b) Todo ponto do plano que possui a propriedade P pertence a L.
Definicao 3.60 o circulo é o lugar geométrico dos pontos P do plano cuja distincia a

O ér.

Figura 67: Circulo C de centro O e raio r.

C

Fonte: Autor.

Note que se P estd a uma distancia r» de O, entao P pertence ao circulo C e se P

pertence ao circulo C, estd a uma distancia r de O.

Definigao 3.61 Seja BC um segmento de reta e M o seu ponto médio. Chamamos de

mediatriz do segmento BC a reta perpendicular a BC' que passa por M.
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Figura 68: Mediatriz de BC.
m

_:]__““““_

Fonte: Autor.

O resultado a seguir assegura que os pontos da mediatriz de um segmento BC

estao a uma mesma distancia dos pontos B e C. Vejamos.

Proposicao 3.62 Todos os pontos P de uma mediatriz de um segmento de reta BC' sao

equidistantes de B e C.

Demonstracgao:

Considere a Figura 69.

Figura 69: Mediatriz r, se P € r = PB = PC.

i A
|
|
|

ol

B | M C
T
I

Fonte: Autor.

Se P = M, nao ha o que provar.

Se P é um ponto da mediatriz de BC' e distinto de M, temos M P perpendicular a BC'.
Logo os angulos BM P e C'M P sao retos.

Entao os triangulos BMP e CMP sao congruentes pelo caso LAL, pois BM = CM,
/BMP=/CMP e MP é comum aos dois triangulos, o que implica PB = PC.
Portanto PB = PC. [

A seguir apresentaremos o primeiro ponto notéavel de um triangulo ABC'.

Definicao 3.63 O circuncentro de um triangulo ABC' € o ponto de intersecdo entre as

retas mediatrizes referentes aos trés lados AB, AC e BC.
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Figura 70: O é o circuncentro do AABC.
A 1

Fonte: Autor.

Normalmente utilizamos O para representar o circuncentro de um triangulo.

Proposigao 3.64 Seja O o circuncentro de um tridngulo ABC, entao OA = OB = OC.

Demonstracgao:

Considere a Figura 70.

Como O pertence a mediatriz de BC, pela Proposicao 3.62 OB = OC.

Por outro lado O também pertence a mediatriz de AB, novamente pela Proposicao 3.62
OA=0B.

Logo OA = 0B = OC. |

Como consequéncia da Proposicao 3.64 o circuncentro O é o centro de um circulo
que contém os trés vértices de um triangulo ABC'. Nesse caso chamamos o circulo de

circulo circunscrito no triangulo ABC'.

Quando o triangulo é retangulo, o circuncentro pertence a hipotenusa, coincidindo

com seu ponto médio.
Figura 71: Circuncentro O de um tridngulo retangulo.
b

N : r A
|
|
|

0

qd

M N\

Fonte: Autor.
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E quando possui um angulo obtuso, o circuncentro fica localizado fora da regiao

triangular.

Figura 72: Circuncentro O de um triangulo obtusangulo.

Fonte: Autor.

Proposigao 3.65 Todos os pontos P da bissetriz interna de um dngulo AOB sao equi-
—
distantes de OA e O?

Figura 73: Distancia de um ponto da bissetriz aos lados do angulo.

Fonte: Autor.

A demonstragao dessa proposi¢ao pode ser encontrada em [4]

Definicao 3.66 O ponto de intersecgcao das trés bissetrizes internas de um tridngulo é

chamado de incentro.
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Figura 74: I é o incentro do AABC.
A

B D C

Fonte: Autor.
Normalmente utilizamos a letra I para representar o incentro de um triangulo.

Proposigao 3.67 Seja I o incentro de um tridngulo ABC, entao I € equidistante dos
lados AB, AC e BC.

A demonstracao dessa proposi¢ao pode ser encontrada em [4]

Como o incentro I de um tridngulo esta a mesma distancia de qualquer um de seus
lados, se tragarmos um circulo com centro em I e raio de medida igual a essa distancia,
o circulo terd um tnico ponto em comum com cada lado do triangulo e serd chamado de

circulo inscrito no triangulo.

Figura 75: Circulo inscrito no AABC, r = IG = IH = IK.
A

Fonte: Autor.

Na sequéncia vamos apresentar os outros dois pontos notaveis, como informado

no inicio dessa subsecao, utilizando uma linguagem sem muito formalismo.

Definicao 3.68 As alturas de um tridngulo, relativas a cada um de seus lados, se encon-

tram num unico ponto chamado de ortocentro do tridngulo.
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Figura 76: O ponto O é o ortocentro do AABC.

L
P A=
FaER

Il:l——c]—

Fonte: Autor.

O ortocentro de um triangulo pode coincidir com um dos vértices, quando o

angulo nesse vértice for um angulo reto.

Figura 77: Ortocentro O coincidente com o vétice C'.

Fonte: Autor.

Se o triangulo possuir um angulo obtuso, entao o ortocentro situa-se fora do
triangulo. Neste caso o ortocentro O é obtido pela intersec¢ao das retas suporte as alturas.
Na Figura 78, ACB > 90°.

Figura 78: Ortocentro O externo a regiao triangular.
A

Fonte: Autor.



CAPITULO 3. TOPICOS DE GEOMETRIA PLANA 71

Definicao 3.69 A intersec¢ao das trés medianas AM, BN e CP, do ANABC, conforme

Figura 79, € chamada de baricentro do triangulo.

Figura 79: G é o baricentro do AABC.

Fonte: Autor.

Normalmente o baricentro é representado pela letra G de “gravidade”, devido esse

ponto ser considerado o centro de gravidade do triangulo.

Ao leitor interessado em se aprofundar no assunto tratado nessa subse¢ao indica-

mos as referéncias 2] e [4].

3.5 Relacoes Métricas nos Triangulos

Para o desenvolvimento dessa segdo, nos baseamos nas referéncias 2], [4], [5], [6],

18], [14], [19], [21], [26], [27] e [28)].

3.5.1 Triangulos retingulos

Os triangulos retangulos tém grande importancia na nossa vida. Eles aparecem,
por exemplo, nas construcoes, em trabalhos como topografia, podem ser utilizados para
calculos de distancias inacessiveis. Sao figuras simples e o estudo das relagdes de seus
elementos pode ser bastante ttil.

Um triangulo é definido como triangulo retangulo quando possui um angulo reto.
Os lados que formam o angulo reto sao chamados de catetos e o lado oposto ao angulo reto
é chamado de hipotenusa. Uma das relagoes mais importantes num triangulo retangulo é
a relacao atribuida ao filosofo e matemaético grego Pitagoras, onde o quadrado da medida
hipotenusa ¢é igual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Vejamos o triangulo de lados 3, 4, 5 unidades de comprimento que era utilizado
como esquadro em construgoes pelos egipcios. A palavra esquadro na Construcao Civil

significa a perpendicularidade entre superficies e ¢ muito comum até os dias de hoje.
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Para saber mais sobre a relacao entre triangulos retangulos e esquadro na cons-

trugao civil, indicamos a referéncia [26].

Entre muitas demonstracoes possiveis do teorema de Pitagoras, vejamos uma a

partir de semelhancas entre tridngulos retangulos.

Teorema 3.70 Em qualquer triangulo retdngulo, o quadrado da medida da hipotenusa é

wqual a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Figura 80: Relacao pitagorica: a® + b? = 2.

B
C
a
-
A b C

Fonte: Autor.

Demonstragao:

Considere o triangulo ABC', retangulo em C, conforme a Figura 81.

Figura 81: Semelhanca de triangulos e o teorema de Pitagoras.

Fonte: Autor, baseada em [5].
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Denote por CH a altura relativa ao lado AB. Note que os triangulos ABC, ACH e
CBH, sao semelhantes, pois tem os angulos internos respectivamente congruentes. Logo,
os lados correspondentes desses tridngulos sao proporcionais.

Dessa semelhanga destaquemos algumas relagoes métricas importantes no triangulo ABC'.
De AABC ~ ACBH, destaquemos duas relagoes,

AB CB c_a 9
5C-BH " — = a” = cn, (3.1)

o
IS

AB CB
a1C —CH b—ﬁihc:ab. (3.2)

De ABAC ~ ACAH,

BA C’A c b 9

E de AAHC ~ ACHB,

AH_CH _m_h__,

Somando os resultados obtidos nas equacgoes 3.1 e 3.3, membro a membro, obtemos,
a> +b*=cn+cem=a®+b*=c(m+n).
Como m + n = ¢, chegamos a

a?+ b =c? (3.5)

que ¢é a relagao de Pitégoras. [ ]

3.5.2 Trigonometria do dngulo agudo

Nesta subsecao temos como objeto de estudo as trés razoes trigonométricas ba-
sicas relacionadas aos dois angulos agudos de um tridangulo retangulo: seno, cosseno e
tangente.

Seja ABC um triangulo retangulo com o angulo reto em C', tracemos os segmentos
DFE e FG paralelos a BC, com extremidades nas semirretas B e /@ conforme Figura
82.
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Figura 82: Semelhanca de tridngulos retangulos.

Fonte: Autor.

Como DE || BC || FG, entdo AED = ACB = AGF = 90° e a é a medida
de um angulo comum aos trés tridngulos AED, ACB e AGF, entao AED, ACB e
AGF sao semelhantes pelo caso AA de semelhanga. Logo, os lados correspondentes sao
proporcionais, entao podemos aplicar o teorema de Thales.

Da semelhancga dos tridangulos AED, ACB, AGF, vamos destacar trés casos de

proporcionalidade, dos lados dos triangulos, relacionados ao angulo a:

(1) A igualdade das razoes entre as medidas do cateto oposto ao angulo « e da hipote-

nusa, de cada triangulo,

DE BC TFG,
AD AB AF’

(2) A igualdade das razoes entre as medidas do cateto adjacente ao angulo « e da

hipotenusa, de cada triangulo,

AE AC AG
AD AB AF’

(3) E a igualdade das razoes entre as medidas do cateto oposto e do cateto adjacente

ao angulo «, de cada triangulo,

DE BC FG
AE AC AG

Essas igualdades sao chamadas de razoes trigonométricas. Perceba que elas
dependem apenas da medida do angulo «. A razdo em (1) é chamada seno do angulo

a, em (2), cosseno do angulo « e em (3), tangente do angulo .

medida do cateto oposto
sen o = , , , (3.6)
medida da hipotenusa
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medida do cateto adjacente
cos a = , , ) (3.7)
medida da hipotenusa

y medida do cateto oposto (3.8)
o= . :
g medida do cateto adjacente

Exemplo 3.71 (BASEADO EM [5]|) No tridngulo retingulo ABC' da Figura 83, a e [

sao as medidas dos dngulos agudos. Conhecendo-se as medidas dos lados AC, AB e BC

determinemos os valores do seno, cosseno e da tangente dos dngulos de medidas a e [3.

Figura 83: Razoes trigonométricas.

A

3m 4m

C 5m B

Fonte: Autor, baseada em [5].

Solugao:

Veja que AC é o cateto oposto ao angulo de medida o e AB é o cateto adjacente. Logo

3 4 3
sena:g:O,G, cosazSZO,& tga=120,75.

Similarmente AB é o cateto oposto ao angulo de medida § e AC' é o cateto adjacente.
Logo

4 3 4
senﬁ:gzo,& 00362520,6, tgﬁ:§§1,33.

&

Exemplo 3.72 Calcule o seno, o cosseno e a tangente de o no triangulo ABC' e de 3

no triangulo DEF, dados na Figura 84.

Figura 84: Razoes trigonométricas

D
A
6 cm
Jcm
2cm
B [
B 2Z2cm C F E

Fonte: Autor.
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Solucao:
Para calcular o seno, o cosseno e a tangente de «, primeiro calculemos a medida da

hipotenusa do tridngulo ABC' aplicando o teorema de Pitagoras.

AC = AB +BC =22+ 22 =8 = AC = /3 = 2v2 em.

Logo,
sena—@—i—i_ﬁ.
AC 22 V2 27
BC 2 1 V2
C0S O = e = —— = —— = ——
AC 2v2 V2 2
AB 2
tga===-=1.
BC 2

E para calcular o seno, o cosseno e a tangente de  no triangulo DEF', calculemos a
medida do cateto adjacente ao angulo de medida 3, também aplicando o teorema de

Pitagoras.

DF —=ED +EF = 6>=32+EF = EF =36-9=97= EF =27 =3V3 m.

Entao
DE
36716:::%:1,
F 6 2
5 EF  3V3 V3
oS l=—es=— = —
F 6 27

Exemplo 3.73 Podemos medir com um transferidor um dngulo de um tridngulo retdn-
gulo, em que se conhecem os lados, e aplicar as relagoes trigonométricas desejadas para
esse dngulo; ou desenhar um tridingulo retdngulo com o dngulo desejado usando o trans-

feridor, régua e compasso, medir os lados e aplicar as relacoes trigonométricas.
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Figura 85: Triangulo retangulo (6, 8, 10).

BC=6

i

I

e 20 UL‘ || || I_‘llI
I

280 270 260

Fonte: Autor, adaptada da referéncia [28].

Na Figura 85, temos um tridngulo retdngulo ABC, reto em B, de catetos 6 ¢ 8
unidades de medida e hipotenusa 10 unidades. Veja que 6% + 82 = 10%. Posicionando

um transferidor centrado em A e o cateto AB passando pelo 0°, observa-se que o dngulo

BAC mede a = 37°.

Considerando o = 37°, calcule o seno, o cosseno e a tantente de 37°.

Solucgao:
Utilizando as equagoes das razoes trigonométricas, obtemos

sen 37° = B:C = 6 =0, 60,
AC

10

cos 37° = A:B = 8 =0, 80,
AC 10
AB 6

t 370222—20,75.
g BC 8

Conferindo por uma tabela trigonométrica, considerando quatro casas de seguranca apos
a virgula, temos: sen 37° = 0,6018, cos 37° = 0,7986 e tg 37° = 0,7535. Isso mostra
que, mesmo manualmente, se consegue um bom resultado. Para as tabelas, como vemos

em livros, sao utilizados métodos mais eficientes, algoritmos que também sao utilizados

em calculadoras e computadores.
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Conhecendo as razoes trigonométricas, vejamos as relagoes entre seno, cosseno e

tangentes de angulos agudos.
Considere o triangulo ABC retangulo em C' conforme Figura 86.

Figura 86: AABC, retangulo em C.
B

Fonte: Autor.

Tabela 3.9: Seno, cosseno e tangente de a e .

o g
b
sena =<2 sen = -
c c
b
cos a0 = — cosB:2
c c
b
tga:g tg B =—
b a

Fonte: Autor.
Note que os angulos de medidas « e 8 sao complementares, logo
a+ =90 = 5=90°— .

Veja que sen a = g ecos = 2, entao sen a = cos . Substituindo f = 90° — «
c c
na ultima igualdade, obtemos:
sen a = cos = cos (90° — ). (3.9)
b

Veja também que cos o = — e sen f = —, entao cos a = sen (. Substituindo
c c

B = 90° — «, obtemos:
cos o = sen = sen (90° — «). (3.10)

Podemos relacionar a tangente de um angulo v com o seno e o cosseno de a. No
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a b a
triangulo ABC, Figura 86, temos sen o = —, cos a = — e tg a = 7 Segue entao que
c c
a
sen o = — = a = c-sen q, (3.11)
c
b
cos o =-=>b=c-cos a. (3.12)
c

Substituindo 3.11 e 3.12 na equagao da tangente de «, obtemos

a c-sena  sen «
lga=—-= = . (3.13)
b C-CoS cos «u

Portanto, a tangente de o é a razao entre o seno e o cosseno de «, isto é,

SEN

tga = . (3.14)
cos o
A seguir apresentaremos a relagao fundamental da trigonometria.
Teorema 3.74 Seja o a medida de um dangulo agudo qualquer, entao
sen® a+ cos® a = 1. (3.15)
Demonstracgao:
Figura 87: AABC, retangulo em C.
B
a
C
Fonte: Autor.
. ) ) a b B
Considere a Figura 87. Vimos que sen a = — e o cos o« = —. Temos entao que
c c
2 b\ 2 2 p2 2 4 p2
sen2a+0032a:<g> +(—> ST i . (3.16)
c c 2 c?
Pelo teorema de Pitagoras,
a’ 4+ b* =2 (3.17)

Substituindo 3.17 em 3.16 obtemos
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2 p2 2
sen? a + cos? a = — :; = % = 1. (3.18)
Portanto, sen? o 4+ cos? o = 1. o
Exemplo 3.75 Considere a Figura 88. Calcule sen? o + cos® a.
Figura 88: Triangulo ABC.
A
—a
3 cm
5cm
B 12 cm c
Fonte: Autor.
Solucao: -
Veja que sen o = 3 e cos a = IEL logo
2 0+ cos? (12)2+(5)2 144 25 169
sen” a+cos® a = | — — ) == 4 ===
13 13 169 169 169
Portanto, sen? a + cos? o = 1. o

3.5.8 Angulos notdveis

Podemos calcular as razoes trigonométricas de alguns angulos que sao chamados

de angulos notaveis.

Apresentamos, a seguir, como se calcula seno, cosseno e tangente dos angulos de
medidas 30°, 45° e 60°. Iniciemos com os angulos de medidas 30° e 60°. Considere ABC'

um tridngulo equilatero, logo AB = BC' = C'A, e seja a a medida dos trés lados.

Figura 89: Triangulo equilatero ABC.

A
60°
a a
B0° 60°
Er- a C

Fonte: Autor.
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Trace uma bissetriz AH , conforme Figura 90, dividindo o angulo A que mede 60°
em dois angulos de medida 30°. Assim, o tridngulo ABC' é decomposto em dois triangulos

retangulos em H. Pelo caso ALA os triangulos ABH e AC'H sao congruentes.

Figura 90: Triangulo equilatero ABC' dividido pela bissetriz AH.

Fonte: Autor.

O triangulo ABC' é equilatero, entao a bissetriz AH é também altura e mediana,
logo BH = CH = g. Considere o triangulo AHC, conforme Figura 91.

Figura 91: Triangulo retangulo ACH.
A

L

30°

60°

T

a
2

Fonte: Autor.

Podemos aplicar o teorema Pitagoras no triangulo retangulo AC'H para obter h

em funcao de a.

a2, - 2_<a>2_ 2_a2_3a2 _[3a? _\/ga
(2) TR =a? =k =a —a? = = Sh s h= =51 (319)

3a . .
Perceba que h = \/_T é a altura do tridngulo equildtero ABC de lado a.
Com as medidas dos trés lados em maos, calculemos o seno, cosseno e a tangente

dos angulos de medidas 30° e 60°.
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a
= ] .
1 osen30° =2 = 2.2 = sen 30° = =
a 2 a 2
V3a
2.0053()":@: 2 :\/ga.ljcos?yoc’zﬁ;
a a 2 a 2
a a 7 7
o_ 2 2 1 3 . 3
3. tg 30° = = = = =2" = g30° = —;
! h V3a V3 3 g 3
2
V3a
4.sen60°:ﬁ: 2 :@'l:>86716002i§;
a a 2 a 2
a
= ] .
5.60360022:g._:>00360c’:—;
a 2 a 2
V3a
h
6. tg 60° = 7 = —2— = /3 = 1g 30° = /3.
2 2

Vamos agora ao célculo do seno, cosseno e tangente de 45°. Observe a Figura 92.

Figura 92: Quadrado ABC'D dividido pela diagonal d.
D C

45°

45° [_

A b B

Fonte: Autor.

Note que o quadrado ABCD estéa dividido pela diagonal d em dois triangulos
isosceles congruentes, ambos de catetos b e hipotenusa d, um angulo reto e dois angulos
de medida 45°. No triangulo ABC sao conhecidas as medidas dos catetos, logo podemos

calcular a medida da hipotenusa aplicando o teorema de Pitagoras.

P4 =d*=d*=20"=d= V20 = d=bV2. (3.20)

Veja que a diagonal d de um quadrado de lado b é dada por d = bv/2, qualquer
que seja o valor de b. De posse das medidas dos catetos e da hipotenusa do AABC,

calculemos o seno, cosseno e a tangente de BAC = BCA = 45°.
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b b 1 2
1. sen 45° = - = —— = :£j36n45°:_;

d /2 V2 2
V2,
77

%

2. cos 45° = 2 = cos 45° =

b
3. tg45°:E:1:>tg45°:1.

Segue tabela com o resumo das razoes trigonométricas dos angulos notaveis de
medidas 30°, 45° e 60°.

Tabela 3.10: Seno, cosseno e tangente de 30°, 45° e 60°.

30° 45° 60°

1 2

sen 30° = — sen 45° = £ sen 60° = ﬁ
2 2 2

cos 30° = ﬁ cos 45° = \/_5 cos 60° = 1
2 2 2
3

75930"—% tg 45° =1 tg 60° = /3

Fonte: Autor.

Existem mais angulos notaveis que podem ser vistos quando se estuda angulos
pelo ciclo trigonométrico. Para o leitor interessado em aprofundar seus estudos nesse

assunto indicamos as referéncias 6] e [8].

3.5.4 Seno e cosseno da soma

A partir do conhecimento dos valores do seno, cosseno e tangente dos angulos no-
taveis, podemos calcular diversos outros valores, realizando operacao de soma e diferenca
de dois angulos em que se conhecem os valores.

Aqui vamos enunciar as formulas para os caculos do seno e cosseno de angulos

obtidos pela soma ou diferenca de dois angulos de medidas « e .

Proposigao 3.76 Sejam « e B as medidas de dois angulos agudos. Entao
a+ ) =sen a-cos [+ sen - cos «;
)

a— ) =sen a-cos — sen - cos a;

a) sen (
b) sen (
c) cos (a+ ) = cos a-cos §— sen a - sen [3;

(a+p8) =
d) cos (o — B) = cos a-cos B+ sen « - sen [3.
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Vamos apresentar as demonstragoes para seno e cosseno de (« + ). As demons-

tragoes para seno e cosseno de (o — (3) sdo analogas.
Demonstragao: Considere a Figura 93.

Figura 93: Seno da soma de dois angulos.
D E

[ |
F
Fonte: Autor.

a) seno de (a + 3)
A partir da Figura 93, os tridngulos ABC' e ACD sao retangulos, logo

BC AB CD AC
sen @ = =, cos @ = =—, sen = == e cos f = =—.
AC AC AD AD
Perceba que,
sen (o« +p) = sen (BAC + CAD) = sen BAD = sen FAD = 5
_ BC+CE
B AD
BC CE
AD  AD

sena:B:C = B_C:A_C-sena
Ac BC

BC =AC-—

= C C 1

cosazg = m:C’_D-cosoz
cp AB

= CE=CD -—.
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Entao,

sen (a+p) =

BC  CE
a0 AD
1c. 8¢ &p. A8
_ac , AC
AD AD

AC-BC+AB-CD
AD-AC AC-AD

BC AC’+C’D AB
AC AD AD AC

sen a - cos [+ sen B - cos a.

Portanto, sen (a + ) = sen a- cos B+ sen [ - cos a.

c) cosseno de (a+ )

Perceba também que,

cos (a+ )

cos (BAC + CAD) = cos BAD = cos FAD =

AB - FB
AD
AB TP
AD AD

S
T

AD

Escreva AB em funcio do cosseno de o e F'B em funcéo do seno de « e note que

FB=DE,

Entao,

AB
COS 00 = ——
AC
CE
Sen o0 = ——
CD

= E:E COS «x
_ AB
AB=AC - —

= CAC’

= DE=CD-sena

= _ = BC
AC”
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cos (a+p) = AL _FD
~ AD AD
ac. 28 op. BC
_ _AC _ _ AC
AD AD
_ AC-AB (CD-BC
- AD-AC AD-AC
_ AB AC_I_BC CD
~ AC AD AC AD
= cosa-cos 3 —sen a-sen 3.
Portanto, cos (a+ ) = cos a - cos § — sen a - sen [3. [ ]

A seguir, uma aplicacao das férmulas seno e cosseno da soma.

Exemplo 3.77 Calcule o seno e o cosseno de 75° e use os resultados para calcular o seno

e o cosseno de 15° e as tangentes desses dois dngulos.

Solucgao:

a) seno de 75°.

Note que 75 = 45 4 30, como conhecemos os senos e cossenos de 45° e 30°, entao:

sen 75° = sen (45° + 30°) = sen 45° - cos 30° + sen 30° - cos 45° =

2 1 2 2 2
sen75°:£-£+—-£:@+£:M:>
2 2 2 2 4 4 4
o V6+V2
sen 75 =—

cosseno de 75°.

cos T5° = cos (45° 4 30°) = cos 45° - cos 30° — sen 30° - sen 45° =

_V2 V3 1 Ve V6 V2 Veev2

e L T R e
— /2

750—\/_ \/_
4

seno de 15°.

Veja que 15° = (90° — 75°), entdo,
sen 15° = cos (90° — 15°) = cos 75°), entao pelo item b)

VG- 3

15° =
sen 1
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d) cosseno de 15°.
cos 15° = sen (90° — 15°) = sen 75°, entao pelo item a)
V6 +v2
cos 15° = ————.
4
e) tangente de 15°.
15°
Sabemos que tg 15° = sen , entao usando ¢) e d),
cos 15°
B2 ki s-am V3
15° — V2 —2v/12 -4
tgse = I 4 _8 _8EWVS o, 3
cos 15°  \6++v2  V6+V2 4 4
4
= tg 15° =2 — /3.
f) tangente de 75°.
Similarmente ao item e) temos,
IV oI 4T 54V
75° 6 2 842vV12 8+44V3
tg750236n _ 4 _ + _ + _ + _9.4/3
cos T5° 6 —v2 V6 —+2 4 4
4
= tg 75° =2+/3.
o
3.5.5 Tangente da soma e da diferenca
Se para um angulo de medida v, a tangente é dada por tg v = sen 7, para
cos

cos v # 0, tomando v = o+ [ vamos determinar a tg (o + () a partir dos valores de tg «

e tg 5. Veja que

sen (a+ B)

tg (a+5) = cos (a+ )"

Substituindo as formulas do seno e do cosseno da soma, temos a seguinte expressao

sen « - cos 3+ sen [ - cos «

tg (a+B) =

cos o - cos 3 — sen a - sen 3

Dividindo o numerador e o denominador da equagao acima por cos a.- cos 3 # 0,

obtemos
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sen o - cos 3+ sen [3-cos «

cos a - cos [

tg(@+ﬁ) = Cosa.cosﬂ—sen@‘senﬁ
cos « - cos 3
sen a-cos 3 sen -cos «
_cosa-cos B cosa-cos 3
 cosa-cos B sen a-sen f3
cos a-cos B cos B-cos B
_ tga+tgp
1—tga-tg B
Portanto,
tg a+tg B
oo (ot ) = ' 3.21
9 f) l—tga-tg B ( )

Repetindo o procedimento utilizado para a tangente da soma obtemos a seguinte

expressao para a tangente da diferenca

tga—tg 3
tg (a—pB) = . 3.22
(0B = (322)
Essas formulas valem para quaisquer angulos agudos de medidas a e 5. Quando
se trabalha com angulos de maneira geral, é necessério restringir os angulos em que o

cosseno valer 0 (zero).

Exemplo 3.78 Podemos calcular a tangente de 15° utilizando os valores das tagentes de

30° e 45°, que sao conhecidos.
Solugao:
Veja que 15° = 45° — 30°, entao

tg15° = tg (45° — 30°)
tg 45° — tg 30°
1+ tg 45° - tg 30°

V3
1—? 73_\/3

3 3443
1+1-% V3

3-v3 3-v3 _ 12-6V3
3+4v3 3—-v3 6
= 23
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3.5.6 Ler dos cossenos

A lei dos cossenos estabelece, conforme a proposicao a seguir, relagoes métricas
entre os lados de qualquer tridngulo. Neste texto apresentaremos este resultado apenas

para triangulos acutangulos.

Proposicao 3.79 Em um tridngulo acutingulo ABC de medidas dos lados AB = c,

BC =a, AC = b, sdo vdlidas as sequintes relagoes:

R2=0+—2-b-c -cos A;
P=a+c2—2-a-c -cos B;
A=a?+0¥—-2-a-b -cos C.

Demonstracgao:
Considere o triangulo ABC acutangulo e C'H a altura relativa ao lado AB de medida h

conforme a Figura 94.

Figura 94: Lei dos cossenos num triangulo ABC' acutangulo.
C

[

A H B
C

Fonte: Autor.

Note que podemos aplicar o teorema de Pitagoras nos tridngulos ACH e CBH. Para o
triangulo CBH, perceba que BH = ¢ — AH. Logo

a? = h2+m2:a2:h2+(0—ﬁ)2.

Pelo triangulo AHC temos: sen A = 3 = h="b-sen Aecos A= 5 = AH =b-cos A,

entao

a?> = (b-sen A%+ (c—b-cos A)?
= -sen? A+ —2-b-c-cos A+ 1% cos® A
= 0% (sen? A4+ cos? A)+ 2 —2-b-c-cos® A,

Como sen? A + cos®* A =1, entdo
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a2 = ¥+ —2-b-c-cos A.

Analogamente, para os lados AC e AB e suas respectivas alturas, temos:

B2 = a®+cE—2-a-c -cos B;
2 = a?+b>—2-a-b -cos C.

Conhencendo-se as medidas dos lados de um triangulo, podemos calcular o cos-

seno de cada angulo. Tomando a relacao a®> =b>+c2—2-b-c- cos A, entao

R4
2:b-c

Nesse caso, temos uma consequéncia importante da lei dos cossenos: A é agudo
se, e sO se,

cos A>0e a? < b+ A

A seguir dois exemplos de aplicagoes da lei dos cossenos.

Exemplo 3.80 Em um terreno de formato triaingular, dois de seus lados medem 30 m e

50 m e formam um dngulo de 60°. Calcule a medida do terceiro lado desse terreno.

Solucgao:

Considere b = 30 m e ¢ = 50 m, conforme a Figura 95.

Figura 95: Aplicagao da lei dos cossenos.
C

60°
A C B

Fonte: Autor.

Entao o valor da medida do outro lado, que esta oposto ao angulo de medida 60°, é

representado por a. Logo vamos utilizar a equacao

a? = P+ —2-b-c-cos 60°.

Substituindo os valores de b, ¢ e o cosseno de 60°, obtemos
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1
a? = 302+502—2-30~5O~§

= 900 + 2500 — 1500 = 1900

=a = /1900 = /10019 = 10v/19 m.
Portanto, a medida do terceiro lado desse terreno é 104/19 m. o

Exemplo 3.81 Num tridngulo cujos lados medem 4 cm, 5 cm e 6 c¢cm, qual o valor do

cosseno do dngulo oposto ao maior lado?

Solucgao:

Considere o triangulo ABC' conforme a Figura 96.

Figura 96: Aplicagao da lei dos cossenos
C

Fonte: Autor.

Sejaa =4 cm,c=5cmeb =06 cm. Assim, § é a medida do angulo oposto ao maior
lado de medida b.

Logo, para calcular cos [3, utilizemos a relagao
V=a>+c*—2-a-c-cos f.

Entao
6°=4>4+5>—-2-4-5-cos f3.

Segue entao que

36 =16 + 25 — 40 - cos .

Logo

16 4+ 25 — 36 D
cos ff=———79—=— =

1
40 40 8

Potanto, o valor do cosseno do angulo oposto ao maior lado é 3 o
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3.5.7 Letr dos senos

A lei dos senos estabelece num tridngulo igualdade das razdes entre o valor da
medida de um lado e o seno oposto a ele. E uma proposicdo de demonstracio simples
e pode ser muito ttil para o calculo da distancia entre dois pontos, principalmente em
situagoes que surgem alguns obstaculos entre esses pontos, como um lago, um rio ou um

penhasco.

Proposicao 3.82 Em um tridngulo ABC' qualquer, as medidas dos lados BC = a, AC =

b, AB = ¢ sao proporcionais aos senos dos dngulos opostos a eles, isto é:

a b c

sen A  sen B sen C

Demonstracgao:
Considere o triangulo ABC', conforme Figura 97, e AH a altura relativa ao lado BC.
Fazendo h = AH, temos

Figura 97: Lei dos senos num triangulo ABC.

Fonte: Autor.

. B .
sen B=—=h=c-sen B,
c

N h N
senC:géh:b-senC.
Logo, c - sen B=b- sen C’, que é equivalente a

b c

sen B sen C

Agora considere h’' a medida da altura C H' relativa ao lado AB, entao:

!/

sen B=— =" =a-sen B,
a
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W .
senAzzéh':b-senA.
Logo, a - sen B=b- sen A, que é equivalente a
a b
sen A sen B
b c a
Como - = ~ € - = —, obtemos
sen B senC sen A sen B
a b o
sen A  sen B sen C
n

A seguir, um exemplo de como aplicar a lei dos senos.

Exemplo 3.83 Pretende-se construir uma ponte sobre um rio. A equipe técnica respon-
sdavel, fazendo um estudo preliminar, escolhe o lugar que considera adequado. Entao, a
partir de um ponto do outro lado, proximo & margem, resolve estimar o comprimento
da ponte. Dispondo de uma trena, um transferidor e uma calculadora, lembra que pode

utilizar a lei dos senos.

Figura 98: Aplicagao da lei dos senos.

Fonte: Autor.

Solugao:

12 Passo: A equipe chama de ponto B a marca avistada do outro lado do rio e coloca
um bastao no ponto A;

22 Passo: com o comprimento total da trena que é de 30 metros coloca outro bastio,
formando um angulo reto com AB e o chama de ponto C

32 Passo: com o auxilio do transferidor mede o angulo ACB e constata que mede 72°,
e utilizando a soma dos angulos dos internos de um triangulo, tem-se que ABC = 18°;

4° Passo: com C oposto ao lado AB e B oposto a AC, pode-se usar a relacao
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AB  AC

x = =
sen C  sen B

52 Passo: usando a calculadora, tomando quatro digitos significativos para seno de 72°

e 18°, conclui que:

AB  AC AB 30 m AB 30m
== = - AB ~ 92,33 m.
senC  senB  sen72  sen18° 0,950  0,3090 )95 M

Entdo, AB 22 92,33 m é o valor estimado para o comprimento da ponte. o

Com esse método é possivel determinar distancias cuja medigao direta nao é
possivel. H4 um instrumento de medi¢ao chamado teodolito, Figura 99, que é muito uti-
lizado nessas ocasioes. E um instrumento 6ptico que realiza leituras digitais ou eletronicas

fazendo triangulagao de pontos e medidas dos &ngulos com muita rapidez e precisao.

Figura 99: Teodolido eletronico.

Fonte: Disponivel em [27].

Para mais informacoes sobre o instrumento teodolito, indicamos as referéncias

26] e [27].

Vamos agora destacar questoes das provas do ENEM, de 2009 a 2019, que abor-

daram contéudos apresentados neste trabalho.

3.6 Questoes do ENEM

As questoes apresentadas nesta secao foram coletadas das provas do ENEM de
2009 a 2019 e podem ser encotradas no portal eletronico: http://portal.inep.gov.br /provas-
e-gabaritos.

As questoes estao acompanhadas de uma proposta de solucao comentada. Nas

solugoes de algumas questoes, as figuras foram editadas pelo autor para fins didéticos.
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1. (ENEM 2018) A rosa dos ventos é uma figura que representa oito sentidos, que

dividem o circulo em oito partes iguais.

Figura 100: Rosa dos ventos.

Fonte: ENEM 2018.

Uma camera de vigilancia esté fixada no teto de um shopping e sua lente pode ser
direcionada remotamente através de um computador, para qualquer sentido. A lente
da camera estd apontada inicialmente no sentido oeste e o seu controlador efetua

trés mudancas consecutivas, a saber

e 12 mudanca: 135° no sentido anti-horario;
e 22 mudanca: 60° no sentido horario;

e 32 mudanca: 45° no sentido anti-horario.

Apos a terceira mudancga, ele é orientado a reposicionar a cAdmera com a menor
amplitude possivel, no sentido Noroeste (NO) devido a um movimento suspeito de

um cliente.
Qual a mudanca de sentido o controlador deve efetuar para reposicionar a cimera?
a) 75° no sentido horario.
b) 105° no sentido anti-horario.
c¢) 120° no sentido anti-horério.
d) 135° no sentido anti-horario.
e) 165° no sentido horario.

Solugao:

A questao informa que ha quatro mudancgas angulares na camera nos sentidos horario

ou anti-horério.
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Considere as mudancas no sentido anti-horario como positivas e no sentido horario

como negativas.

Assim, da posicao inicial O para a final NO h& uma mudanga de —45°, pois como

sao oito sentidos, de um para outro a diferenca é de 45°.

Entao, somando os valores dos angulos nas quatro mudangas o resultado é —45°.

Chame z o valor da ultima mudanca que é o valor procurado, logo:

135° + (—60°) 4+ 45° + © = —45° = x = —165°.

Portanto, a altima mudanca foi de 165° no sentido horéario.

Resposta: alternativa e. o

2. (ENEM 2017) A imagem apresentada na figura é uma copia em preto e branco da
tela quadrada intitulada O peize, de Marcos Pinto, que foi colocada em uma parede
para exposicao e fixada nos pontos A e B. Por um problema na fixacao de um
dos pontos, a tela se desprendeu, girando rente & parede. Apos o giro, ela ficou
posicionada como ilustrado na figura, formando um angulo de 45° com a linha do

horizonte.

Figura 101: O peixe.

Fonte: ENEM 2017.
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Figura 102: O peixe.

AS

Fonte: ENEM 2017.

Para recolocar a tela na sua posicao original, deve-se gira-la, rente a parede, no
menor angulo possivel inferior a 360°. A forma de recolocar a tela na posigao

original, obedecendo ao que foi estabelecido, é girando-a em um angulo de

a) 90° no sentido horéario.

b) 135° no sentido horério.

c¢) 180° no sentido anti-horéario.
a) 270° no sentido anti-horario.

a) 315° no sentido horério.

Solugao:
Veja que a tela ao se desprender do ponto de fixacao B fez um giro no sentido

anti-horario.

Considere C' a ponta de cima da Figura 101 que fica na frente do peixe. Como
normalmente os lados de uma tela sao horizontais e verticais, BC' é vertical, logo

forma um angulo de 90° com o lado BD.

Apo6s o giro, BC forma um angulo de 45° abaixo da horizontal, conforme a Figura
102. Logo, para voltar ao lugar inicial com o menor angulo, deve fazer um giro de
45° 4+ 90° = 135° no sentido horéario.

Resposta: alternativa b. o
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3. (ENEM 2009) As figuras a seguir exibem um trecho de um quebra cabeca que estéa
sendo montado. Observe que as pecas sao quadradas e ha 8 pecas no tabuleiro da
figura A e 8 pegas na figura do tabuleiro B. As pegas sao retiradas do tabuleiro
B e colocadas no tabuleiro A na posicao correta, isto é, de modo a completar os

desenhos.

Figura 103: Tabuleiro A (quebra cabega).

[ B = = Rt o |

I=

Fonte: ENEM 2009.

Figura 104: Tabuleiro B (quebra cabega).

BEEE =T

m

Dispenbel am hpipl stamiyl com. Aceiss e 14 jul 2000

Fonte: ENEM 2009.

E possivel preencher corretamente o espaco indicado pela seta no tabuleiro da figura

A colocando a pega

a) 1 apos gira-la 90° no sentido horario.

b) 1 apos gira-la 180° no sentido anti-horéario.
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c) 2 apos gird-la 90° no sentido anti-horario.
d) 2 apos gira-la 180° no sentido horéario.

e) 2 apos gird-la 270° no sentido anti-horario.

Solucgao:

Observe que ao montar o quebra cabega conforme Figura A as partes iguais de duas

pegas ficam juntas de forma simétrica.

Veja que a peca indicada na Figura A deve ser colocada com o tridngulo mais claro

voltado para a direita.

Note que somente a peca 2, das duas opgoes indicadas na Figura B, possui o trian-
gulo em questao, entao devemos utiliza-la e giréd-la 90° no sentido anti-horério para

que o triangulo mais claro fique voltado para a direita.

Resposta: alternativa c. o

. (ENEM 2009) Rotas aéreas sdao como pontes que ligam duas cidades, estados ou
paises. O mapa a seguir mostra os estados brasileiros e a localizagao de algumas
capitais identificadas pelos nimeros. Considere que a direcao seguida por um aviao
Al partiu de Brasilia — DF, sem escalas, para Belém, no Paré, seja um segmento

de reta com extremidades em DF e em 4.

Figura 105: Mapa do Brasil e algumas Capitais.

“*\5
/;ﬂ_\z 8

E_,,»” k jlzf/?%f
\3 15 }\"' I'IQ

[
10 Rio de Janeiro

1 Manaus }
2 BoaVista 11 Sdo Paulo 13 N
3 Macapa 12 Curitiba /é/
4 Belém 13 Belo Horizonte

5 S&o Luis 14 Goiania h 10

6 Teresina 15 Cuiaba

7/ Fortaleza 16 Campo Grande

8 Natal 17 Porto Velho

9 Salvador

18 Rio Branco \.\J}

SIQUEIRA, S_ Brasil Regioes. Disponivel em: www santiagosiqueira pro br.
Acesso em: 28 jul. 2009 (adaptado).

Fonte: ENEM 2009.
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Suponha que um passageiro de nome Carlos pegou um aviao AIl, que seguiu a
diregdo que forma um angulo de 135° no sentido horario com a rota Brasilia —
Belém e pousou em alguma das capitais brasileiras. Ao desembarcar, Carlos fez
uma conexao e embarcou em um aviao AIIl que seguiu a dire¢ao que forma um
angulo reto, no sentido anti-horério, com a direcao seguida pelo aviao All ao partir
de Brasilia — DF. Considerando que a direcao seguida por um aviao é sempre dada
pela semirreta com origem na cidade de partida e que passa pela cidade destino do

aviao, pela descricao dada, o passageiro Carlos fez uma conexao em

a) Belo Horizonte, e em seguida embarcou para Curitiba.
b) Belo Horizonte, e em seguida embarcou para Salvador.
c) Boa Vista, e em seguida embarcou para Porto Velho.
d) Goiania, e em seguida embarcou para Rio de Janeiro.
e) Goiania, e em seguida embarcou para Manaus.

Solugao:

Considere a Figura 106.

Figura 106: Mapa do Brasil e algumas Capitais.

Manaus 10 Rio ge J'—mmm

1

2 BoaVista 11 Sdo Paulo

3 Macapa 12 Curitiba 'n
4 Belém 13 Belo Horizonte *
5 Sho Luis 14 Goidnia

6 Teresina 15 Cuiaba

/ Fortaleza 16 Campo Grande
8 Natal 17 Porto Velho

W0

Salvador 18 Rio Branco

SIQUEIRA, S_ Brasil Regioes. Disponivel em: www santiagosiqueira pro_br.
Acesso em: 28 jul. 2009 (adaptado).

Fonte: ENEM 2009, editada pelo autor para a solugao.

e
Seja OA a diregao Brasilia — Belém (aviao AI).
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o —
Trace a semirreta O? oposta a OA e a reta @ perpendicular a OA passando por
0.

e
Veja que o angulo de medida 135° no sentido horario, sendo OA um dos lados, é o
angulo AOFE, onde O? ¢ a bissetriz do angulo DOB e o divide nos angulos DOFE
e FOB, ambos de medida 45°.

Dali, vé-se que O? que representa o aviao All, estda na direcao do numero 13 que

representa Belo Horizonte (capital de Minas Gerais).

Agora considere F' representando Belo Horizonte e trace o angulo de 90° a partir de
ﬁ , no sentido anti-horario, obtendo o angulo FFG.

Assim, ]@ é a direcao do aviao AIII partindo de Belo Horizonte e esté na direcao

do namero 9 que representa Salvador (capital da Bahia).

Portanto, Carlos viaja de Brasilia para Salvador com uma conexao em Belo Hori-

zonte.

Resposta: alternativa b. o

5. (ENEM 2012) Em fevereiro de 2011 ocorreu a grande erupg¢ao do vulcao Bulusan
nas Filipinas. A sua localizagao geografica no globo terrestre é dada pelo GPS (sigla
em inglés para o Sistema de Posicionamento Global) com longitude de 124° 3’ 0" a

leste do Meridiano de Greenwich.

Dado 1° equivale a 60" e 1’ equivale a 60" .
PAVARIM, G. Galileu, fev. 2012 (adaptado).

A representagao angular da localizacao do vulcao com relagao a sua longitude na

forma decimal é

a) 124,02°.
b) 124,05°.
c) 124,20°.
d) 124,30°.
e) 124,50°.

Solucao:

Precisamos transformar as partes dadas em minutos e segundos da localizacao do

vulcao em grau na forma decimal e somar com a parte dada em graus.



CAPITULO 3. TOPICOS DE GEOMETRIA PLANA 102

Como a parte em segundo vale 0 (zero), s6 temos que transformar os minutos.

. 3\° 1\°
E dad 60" = 1°, entao 3’ ival (—) = (—) =0, 05°.
ado que entao 3’ equivale a 50 50

Somando esse resultado a 124° obtemos

124° +0,05° = 124, 05°.

Resposta: alternativa b. o

6. (ENEM 2018) O remo de assento deslizante ¢ um esporte que faz uso de um barco
e dois remos do mesmo tamanho. A figura mostra uma das posi¢oes de uma técnica

chamada afastamento.

Figura 107: O remo de assento deslizante.

Disponivel emc wws nemobeasil com. Acesso em. 6 dee, 20107 (adapladio).

Fonte: ENEM 2018.

Nesta posicao, os dois remos se encontram no ponto A e suas outros extremidades
estao indicadas pelos pontos B e C'. Esses trés pontos forma um tridngulo ABC
cujo angulo BAC tem media de 170°. O tipo de triangulo com vértices nos pontos

A, B e C', no momento em que o remador esta nessa posi¢ao, é

a) retangulo escaleno.
b) acuténgulo escaleno.
¢) acutangulo isosceles.
d) obtusangulo escaleno.
e) obtusangulo isosceles.

Solugao:

Pede-se o tipo de triangulo formado pelos pontos A, B, C, na Figura 107, quanto

as medidas dos angulos e dos lados.
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Como a medida do angulo BAC ¢ 170°, o AABC' é obtusangulo.

Como os remos devem possuir a mesma medida, entdo AB = AC, logo, 0 AABC é

isosceles.

Portanto, o tridangulo formado pelos vértices A, B, C' é obtusangulo is6sceles.

Resposta: alternativa e. o
7. (ENEM 2016) Pretende-se construir um mosaico com o formato de um triangulo

retangulo, dispondo-se de trés pegas, sendo duas delas triangulos retangulos congru-

entes e a terceira um triangulo isosceles. A figura apresenta cinco mosaicos formados

por trés pecgas.

Figura 108: Mosaicos.

o

1
a0 90° 50* 90°90° 80X Th.

Maosaico 1 Mosaico 2

.
a0* Ll

hE5" U
B fese = . y

Mosaico 4 Mosaico 5

Fonte: ENEM 2016.

=1

c ame

Na figura, o mosaico que tem as caracteristicas daquele que se pretende construir é

(0)

Solugao:
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Dentre os mosaicos de 1 a 5, pede-se para identificar aqueles que possui as seguintes

caracteristicas:

1%) seja retangulo;

2%) contenha dois triangulos retangulos congruentes na sua construcao e
3%) contenha um triangulo isosceles.

Pela primeira carateristica, descartamos os mosaicos 4 e 5 que nao tem formato de

triangulo retangulo. Resta analisar os mosaicos de 1 a 3.

O mosaico 1 é retangulo, possui dois tridngulos retangulos e um isésceles. Porém,
os triangulos retangulos nao sao congruentes. Veja que o lado comum aos dois
tridngulos retangulos é oposto a angulos de medidas diferentes em cada triangulo.

Logo nao atende todas caracteristicas pretendidas.

O mosaico 2 é retangulo, possui dois triangulos retangulos e um isésceles, e podemos
verificar que os dois sao congruentes, pois o lado comum esta entre angulos de mesma

medida, caso ALA. Entao, atende as caracteristicas pretendidas.

O mosaico 3 é retangulo, mas possui somente um triangulo retangulo na sua cons-

trucao, logo nao atende todas caracteristicas pretendidas.

Portanto, o mosaico 2 é o tnico que satisfaz as condi¢oes desejadas.

Resposta: alternativa b. o
8. (ENEM 2014) Uma crianga deseja criar tridngulos utilizando palitos de fosforo de

mesmo comprimento. Cada tridngulo serd construido com exatamente 17 palitos

e pelo menos um dos lados do tridngulo deve ter o comprimento de exatamente 6

palitos. A figura ilustra um triangulo construido com essas caracteristicas.

Figura 109: Triangulo de palitos de fésforos.

Fonte: ENEM 2014.

A quantidade méaxima de tridngulos nao congruentes dois a dois que podem ser

construidos é

a) 3

b) 5



CAPITULO 3. TOPICOS DE GEOMETRIA PLANA 105

Solugao:

Pede-se a quantidade de triangulos que podem ser construidos, tal que a soma das
medidas dos trés lados seja igual a 17 unidades, sendo a medida de cada lado um

nimero natural, pois os palitos possuem o mesmo comprimento.

Como um lado é dado e deve ter 6 unidades, entao a soma das medidas dos outros

dois ¢é igual 11.

Mas é preciso verificar as condigoes de existéncia de um triangulo, onde a medida

de qualquer um dos lados deve ser menor que a soma das medidas dos outros dois.
Logo, nesse caso todos os lados devem ser menores ou iguais a 8 unidades.

Entao as possibilidades para as medidas dos dois lados nao dados sao: 8 e 3; 7 e 4;

6 e b.
Portanto, hé trés possibilidades para as condi¢oes dadas.

Resposta: alternativa a. o

9. (ENEM 2013) O dono de um sitio pretende colocar uma haste de sustentagao para
melhor firmar dois postes de comprimentos iguais a 6 m e 4 m. A figura representa
a situacgao real na qual os postes sao descritos pelos segmentos AC' e BD e a haste é
representada pelo segmento E'F', todos perpendiculares ao solo, que é indicado pelo
segmento de reta AB. Os segmentos AD e BC' representam cabos de ago que serao

instalados.

Figura 110: Haste de sustentagao de postes.

D
c

E ]
4
A F B

Fonte: ENEM 2013.

Qual deve ser o valor do comprimento da haste EF?
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e) 2¢/6 m.

Solucgao:

Veja que FE || AC || BD, pois sdo segmentos perpendiculares ao solo que é repre-

sentado por AB.

Destaquemos duas relagoes de semelhanca de triangulos a partir da figura em ques-

tao.

Relacao 1: AEC ~ DEB, entao

LCAE = ZBDE, (alternos internos);
LACE = ZDBE, (alternos internos);
ZAEC = ZDEB, (opv.).

Relacao 2: AFE ~ ABD, entao

LAFE = ZABD, (correspondentes);
/AEF = ZADB, (correspondentes);
/ZEAF = ZDAB, pois sao iguais.

4
Veja que a razao de semelhanca k, entre os tridngulos AEC e DEB, ¢ igual a 5’

pois 4 e 6 sao medidas de dois lados correspondentes.

Perceba que FA e F'B sao as alturas dos triangulos AEC' e DE B, respectivamente,

logo L
LS s o)
FB 6 6
EF DB
Utilizando a relagao de correspondéncia i =51 obtemos
EF DB 6
4 — 4 — — 10 =
- F - F F — - FB
6 6 i 6
Segue entao que L
EF 6
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Logo

Resposta: alternativa c. o

10. (ENEM 2018) A inclinagao de uma rampa ¢ calculada da seguinte maneira: para
cada metro medido na horizontal, mede-se x centimetros na vertical. Diz-se, nesse

caso, que a rampa tem inclinagao x%, como no exemplo da figura:

Figura 111: Norma de inclinacao de rampa.

20 cm LA Inclinagio = 20%

im

Fonte: ENEM 2018.

A figura apresenta um projeto de uma rampa de acesso a uma garagem residencial

cuja base, situada abaixo do nivel da rua, tem 8 metros de comprimento.

Figura 112: Projeto de uma rampa.

Fonte: ENEM 2013.

Depois de projetada a rampa, o responsavel pela obra foi informado de que as normas
técnicas de municipio onde ela esta localizada exigem que a inclinagdo maxima de

uma rampa de acesso a uma garagem residencial seja de 20%.

Se a rampa projetada tiver inclinagao superior a 20%, o nivel da garagem devera
ser alterado para diminuir o percentual de inclinagao, mantendo o comprimento da

base da rampa.

Para atender as normas técnicas do municipio, o nivel da garagem devera ser

a) elevado em 40 cm.
b) elevado em 50 cm.

¢) mantido no mesmo nivel.
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11.

d) rebaixado em 40 cm.

e) rebaixado em 50 cm.

Solugao:

Para atender as normas técnicas nesse caso, o responsavel deve calcular a variagao
vertical maxima para a rampa de comprimento igual a 8 metros conforme a Figura

112 dessa questao.

Assim, pode usar a semelhanca de triangulos, considerando um triangulo de com-

primento 1 m e altura 0,2 m de acordo com a norma do municipio.

Chame de h a variagao vertical, entao

h 0,2m
= =h=0,2-8m=h=1,6m.
8m 1m
Portanto, como no projeto inicial a variagao vertical entre o nivel da rua e da
garagem era de 2 m, para atender a norma do municipio deve-se elevar o piso da

garagem em pelo menos 0,4 m.

Resposta: alternativa a. o

( ENEM 2015) Um pesquisador, ao explorar uma floresta, fotografou uma caneta
de 16,8 cm de comprimento ao lado de uma pegada. O comprimento da caneta (c),
a largura (L) e o comprimento (C) da pegada, na fotografia, estao indicados no

esquema.

Figura 113: Fotografia de uma pegada.
caneta

¥ 2,2 cm

Fonte: ENEM 2015.

A largura e o comprimento reais da pegada, em centimetros sao, respectivamente,

iguais a
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a) 4,9 e 7.6.
b) 8,6 ¢ 9,8,
c) 142 e 154.
d) 26,4 ¢ 40,8.

e) 27,5 e 42,5.

Solugao:
Devemos calcular as medidas reais L e C.

Veja que podemos encontrar essa razao entre as medidas reais e as medidas na foto
dividindo a medida real da caneta, 15,8 cm, pela medida ¢ = 1,4 ¢m na foto. Seja

r essa razao, entao
16,8
= =12
T

Portanto o valor real da medida da largura da pegada é

L=12-2,2cm = L = 26,4 cm.

E da medida do comprimento é

C=12-3,4cm = C =40,8 cm.

Resposta: alternativa d. o

12. (ENEM 2018) Uma empresa de comunicagao tem a tarefa de elaborar um mate-
rial publicitario de um estaleiro para divulgar um novo navio, equipado com um
guindaste de 15 m de altura e uma esteira de 90 m de comprimento. No desenho
desse navio, a representacao do guindaste deve ter sua altura entre 0,5 cm e 1 cm,
enquanto a esteira deve apresentar comprimento superior a 4 cm. Todo o desenho

devera ser feito em uma escala 1 : X.

Os valores possiveis para X sao, apenas,

a) X > 1500.
b) X < 3000.
¢) 1500 < X < 2250.

d) 1500 < X < 3000.
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e) 2250 < X < 3000.

Solucgao:

Para resolver esta questao, considere a esteira de 90 m de comprimento como sendo
a base de um triangulo, e o guindaste de 15 m de altura como sendo a altura desse

triangulo.

Figura 114: Simulagao de uma esteira e um guindaste.

c=90m

Fonte: Autor.

Veja que a razao entre as medidas da altura do guindaste e do comprimento da

.15 1
estelra ¢ — = —

90 6

Logo, para o navio ser representado no material publicitario, deve-se manter, no
. 1
desenho, a mesma razao de 6 entre as medidas da altura do guindaste e do compri-

mento da esteira.

Se o desenho fosse feito com a altura guindaste igual a 1 cm, o comprimento da
esteira mediria 6 cm, como o comprimento do guindaste deve ser menor que 1 cm,

o comprimento da esteira serd menor que 6 cm.

Se o desenho fosse feito com o comprimento da esteira igual a 4 cm, a altura de
1
guindaste mediria de 6 4 cm = 3 cm. Mas como o comprimento da esteira deve
2

ser maior que 4 cm, a medida da altura do guindaste serda maior que 3 cm.

2
Assim, a medida da altura do guindaste no desenho pode variar entre 3 cme 1l cm

e a medida do comprimento da esteira pode variar entre 4 cm e 6 cm.

Para a escala de 1 : X, temos X minimo quando o desenho for o maior possivel e
X méaximo quando o desenho for o menor possivel. Entao calculando a razao de
semelhanca entre a medida real do comprimento da esteira e as medidas possiveis

no desenho, temos

90 m _ 90-100 cm _ 9000
6cm 6 cm 6

X > = 1500 e

90 m  90-100 cm 9000

X < =
4 cm 4 em 4

= 2250.
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Portanto, 1500 < X <2250.

Resposta: alternativa c. o

13. (ENEM 2010) Um balao atmosférico, lancado em Bauru (343 quilémetros a Noroeste
de Sao Paulo), na noite do ultimo domingo, caiu nesta segunda feira em Cuiaba
Paulista, na regiao de Presidente Prudente, assustando agricultores da regiao. O
artefato faz parte do Programa Hibiscus, desenvolvido por Brasil, Franca, Argentina,
Inglaterra e Italia, para a medicao do comportamento da cama de ozdnio, e sua

descida se deu ap6s o cumprimento do tempo previsto.

Figura 115: Triangulo representado por dois pontos e um balao.
Balao

ol B0° 30
1,8 km A 2.7 km =

Fonte: ENEM 2010.

Na data do acontecido, duas pessoas avistaram o balao. Uma estava a 1,8 km da
posicao vertical do balao e o avistou sob um angulo de 60°; a outra estava a 5,5
km da posigao vertical do balao, alinhada com a primeira, e no mesmo sentido,

conforme se vé na figura, e o avistou sob um angulo de 30°.

Qual a altura aproximada em que se encontrava o balao?

a) 1,8 km
b) 1,9 km
c) 3,1 km
d) 3,7 km
e) 5,5 km

Solugao:

Pede-se a altura aproximada em que se encontrava o balao que é a distancia do
balao a reta Ag.
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14.

Uma possibilidade para calcular essa distancia ¢é aplicar a relacao trigonométrica da
tangente no angulo de medida 60°. O cateto adjacente mede 1,8 km, a medida d do

cateto oposto é o valor procurado e tg 60° = V3. Entao,

d d
tg 60° = = d=+3-1,8k
g 60 1,8km:>\/§ Y i V31,8 km

Considerando v/3 2 1,73, temos

d=1,73-1,8 km = 3,114 km.

Resposta: alternativa c. o

(ENEM 2017) Uma desenhista projetista devera desenhar uma tampa de panela em
forma circular. Para realizar esse desenho, ela dispoe, no momento, de apenas um
compasso, cujo comprimento das hastes ¢ de 10 cm, um transferidor e uma folha de
papel com um plano cartesiano. Para esbocar o desenho dessa tampa, ela afastou
as hastes do compasso de forma que o angulo formado por elas fosse de 120°. A
ponta seca esta representada pelo ponto C, a ponta do grafite esta representada
pelo ponto B e a cabeca do compasso esta representada pelo ponto A conforme a

figura.

Figura 116: Projeto de uma tampa de panela.
A

Fonte: ENEM 2017.

Apés concluir o desenho ela o encaminha para o setor de producao. Ao receber
o desenho com a indicacao do raio da tampa, verificard em qual intervalo este se
encontra e decidirda o tipo de material a ser utilizado na sua fabricagao, de acordo

como os dados.
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Tipo de material | Intervalo de valores do raio (cm)
I 0<R<5
Il 5<R=<10
] 10<R=<15
v 15<R <21
\Y 21<R =40

Considere 1,7 como aproximacdo para V3.

O tipo de material a ser utilizado pelo setor de produgao seré

Solugao:

Para solucionar essa questao, devemos calcular a medida do raio R da tampa a
partir da figura imediatamente anterior e utilizar o quadro dado na questao para

verificar qual intervalo o raio R pertence.

Na figura do desenho da tampa, o raio da tampa é a medida do segmento BC'. Os
segmentos AB e AC sao representados pelas hastes do compasso, ambos medem 10
cm e formam um angulo de medida 120°. Como o tridngulo BAC' é isosceles, entao

os angulos A e B sdo congruentes e medem 30°.
Tragando a bissetriz do angulo BAC' o dividimos em dois angulos de medida 60°.

Seja D a intersecgao da bissetriz com BC', entao formamos dois tridngulos congru-
entes ABD e AC'D pelo caso ALA. Logo, AB = AC, AD = AD, BD = DC.

Assim, podemos usar a relagao trigonométrica do seno de 60° nos dois triangulos

para calcular as medidas de BD e DC que somadas déa o valor medida de BC'

BC = BD+DC = sen 60°-AB+sen 60°-AC = \/75-10 cm—i—?io em = +/3-10 em.

Considerando 1,7 para aproximacio de v/3, obtemos BC' = 17 c¢m.

Resposta: alternativa d. o
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15. (ENEM 2018) Um quebra-cabega consiste em recobrir um quadrado com triangulos

retangulo isosceles, como ilustra a figura.

Figura 117: Quebra-cabega.

Fonte: ENEM 2018.

Uma artesa confecciona um quebra-cabeca como o descrito, de tal modo que a menor

das pegas é um triangulo retangulo isosceles cujos catetos medem 2 cm.

O quebra-cabeca quando montado resultarda em um quadrado cuja medida do lado,

em centimetro, €

d) 6 + 4v/2.

e) 6+ 2v/2.

Solucgao:

Determinemos alguns pontos na figura para facilitar a visualizacao.

Figura 118: Quebra-cabeca.
G

c

B A

Fonte: ENEM 2018, editada pelo autor para a solugao.
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16.

Determinemos a medida do lado do quadrado pela soma das medidas dos segmentos
AC, CE e EG.

A medida de AC é dada e vale 2 cm.

Como cada triangulo é retangulo isosceles, devemos calcular a medida da hipotenusa

de cada triangulo que ¢ a medida do lado do préximo triangulo.

Pelo teorema de Pitédgoras

BC =v22+22=\/4+4=+/8cm;
@:C_D:\/\/g2+\/§2=\/W=\/l_:4cm;

DE = /42 + 42 = /16 + 16 = /32 cm;
E’_G:E’F:\/\/3_22+\/3_22:\/m:\/@:8cm.

Portanto, a medida do lado do quadrado ¢ AG = AC+CE+FEG=2+4+8=14

cim.

Resposta: alternativa a. o

(ENEM 2017) A manchete demonstra que o transporte de grandes cargas representa

cada vez mais preocupacao quando feito em vias urbanas.
Caminhao entala em viaduto no Centro

Um caminhao de grande porte entalou embaixo do viaduto no cruzamento das ave-
nidas Borges de Medeiros e Lourencgo da Silva no sentido Centro-Bairro, proximo a
Ponte de Pedra, na capital. Esse veiculo vinha de Sao Paulo Para Porto Alegre e

transportava trés grandes tubos, conforme ilustrado na foto.

Figura 119: Caminhao com carga entalado num viaduto.

Ditsparnibest em: whsw.cam om_ Acesso em: 21 maio 2012 (acaptasc].

Fonte: ENEM 2017.

Considere que o raio externo de cada cano da imagem seja 0,60 m e que eles estejam
em cima de uma carroceria cuja parte superior esta a 1,30 m do solo. O desenho

representa a vista traseira do empilhamento dos canos.
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Figura 120: Visao traseira da carga do caminhao.

Y
AN

Fonte: ENEM 2017.

A margem de seguranca recomendada para que um veiculo passe sob um viaduto
é que a altura total do veiculo com a carga seja, no minimo, 0,50 m menor que do

que a altura do vao do viaduto.
Considere 1,7 como aproximacao para /3.

Qual deveria ser a altura minima do viaduto, em metro, para que esse caminhao

pudesse passar com seguranga sob seu vao?

a) 2,82.
b) 3,52.
c) 3,70.
d) 4,02.

e) 4,20.

Solugao:
Para o caminhao passar com segurancga, sob o viaduto, é recomendada uma margem
de seguranca de 0,5 m entre a parte superior da carga e o viaduto.

Entao devemos calcular a altura total da carga e somar com 0.5 m.

Para melhor visualizacao, considere a Figura 121 onde os segmentos AB, CD, EF
e GH sao paralelos e representam, respectivamente, o solo, a parte superior da

carroceria do caminhao, a parte superior da carga e o viaduto.
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17.

Figura 121: Visao traseira da carga do caminhao.

G viaduto H
050m N margem de seguranca recomendada
E E | E
: ;.fng@
: J f K
! L parte de cima da carroceria
C D
! M
1,30 m
! solo
A B

Fonte: ENEM 2017, editada pelo autor para a solugao.

Perceba que a altura minima de um viaduto considerada segura para a passagem

do caminhao com carga em questao pode ser obtida pela soma AC' + C'E + EG.

Como AC e EG sao dadas, falta calcular CE que é a altura da carga. Veja que
CE=NI+1IL+JM =0,60+ IL 4+ 0,60.

A medida IL é dada por \/75 IJ = ? - 1,20 = 0,60v/3, pois IL é a altura do

triangulo equilatero IJK e IJ =2-0,60 = 1,20 ¢ a medida dos lados.

Logo,
CE = 0,60+ 0,60v/3 40,60 = 1,20 + 0, 60 - v/3.

Considerando 1,7 para aproximacao de v/3 temos

CE=1,204+0,60-1,7=1,20+1,02 = 2,22.

Portanto, AC + CE + EG = 1,30 + 2,22 + 0,50 = 4,02 m.

Resposta: alternativa d. o

(ENEM 2013) Em um sistema de dutos, trés canos iguais, de raio externo 30 cm,
sao soldados entre si e colocados dentro de um cano de raio maior, de medida R.
Para posteriormente ter facil manutengao, é necessario haver uma distancia de 10
cm entre os canos soldados e o cano maior. Essa distancia é garantida por um

espacador de metal, conforme a figura:
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_ Figura 122: Sistema de dutos.

Fonte: ENEM 2013.

Utilize 1,7 como aproximacao para v/3. O valor de R, em centimetros, é igual a
a) 64,0.
b) 65,5.
c) 74,0.
d) 81,0.
e) 91,0.
Solucgao:

Considere a Figura 123 onde foram marcados alguns pontos.

Figura 123: Sistema de dutos.
M

- 10 cm - e

Fonte: ENEM 2013, editada pelo autor para a solugao.
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A questao pede a medida R conforme a Figura 122.

Como o0s canos internos possuem raios que medem 30 cm, entao os pontos que
representam seus centros determinam um triangulo equilatero cuja medida dos lados

¢ 60 cm.

Perceba que o raio R é igual a ON = OC + CP + PM.
Como C'P =30 cm e PM = 10 cm, resta calcular OC' e somar a esses valores.

Uma forma de calcular o valor de OC' ¢é pela semelhanca entre os triangulos CDA

e C'FO. Veja que possuem angulos correspondentes congruentes.

Sabemos que a altura C'D do triangulo equilatero ABC é dada por

CD = \/75-_0: ?-60:>C_D:30\/§.
Utilizando a relagao 2 = O:A, obtemos
CF CD
oC 60

60
— = —— =00 = — =20V3.
30 303 V3

Considerando 1,7 para aproximacao de v/3, implica OC = 20-1,7 = 34 cm.

Portanto R = OM =10+ 30+ 34 = 74 cm.

Resposta: alternativa c. o
18. (ENEM 2011) Para determinar a distancia de um barco até a praia, um navegante

utilizou o seguinte procedimento: a partir de um ponto A, mediu o angulo visual «

fazendo mira em um ponto P da praia. Mantendo o barco no mesmo sentido, ele

seguiu até um ponto B de modo que fosse possivel ver o mesmo ponto P da praia,

no entanto sob um angulo visual 2a. A figura ilustra a situacao:

Figura 124: Distancia de um barco até uma praia.

Trajetdria do barco

Fonte: ENEM 2011.

Suponha que o navegante tenha medido o angulo a = 30° e, ao chegar no ponto B,

verificou que o barco havia percorrido a distancia AB = 2000 m. Com base nesse
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19.

dados e mantendo a mesma trajetoria, a menor distancia do barco até o ponto fixo

P sera

a) 1000 m.

b) 1000+/3.

¢) 2000\/?g m.

d) 2000 m.
e) 2000v/3.

Solugao:

Note que pelas informagoes dadas na questao, a distancia solicitada é a distancia
do ponto P a reta fﬁ , que equivale a medida h da altura PH do triangulo ABP

em relacao ao lado AB.

Figura 125: Distancia de um barco até uma praia.

Trajetoria do barco

Fonte: ENEM 2011, editada pelo autor para a solugao.

Veja que os angulos BAP e BPA sao congruentes, pois o angulo externo PBH
mede 20 = BAP + BPA=a + BPA= BPA=q.

Logo, o triangulo ABP ¢é isosceles com AB = PB. Entao AB = PB = 2000 m.
Como a = 30°, 2a = 60°.

Assim, podemos utilizar a equagao do seno de 60° para calcular o valor de h, ja
que h é a medida do cateto oposto do angulo de medida 60° do triangulo retangulo
BHP e temos a medida da hipotenusa. Ou seja

h V3 h

= —— — =——=h=1 .
sen 60 5000 = 5 5000 = 0003

Resposta: alternativa b. o

(ENEM 2019) Construir figuras de diversos tipos, apenas dobrando e cortando

papel, sem cola e sem tesoura, é a arte origami (ori = dobrar, kami = papel),
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que tem um significado altamente simboélico no Japao. A base de origami é o
conhecimento do mundo por base do tato. Uma jovem resolveu construir um cisne
usando a técnica do origami, utilizando uma folha de papel de 18cm por 12 cm.

Assim, comecgou por dobrar a folha conforme a figura.

Figura 126: Arte origami.

A 18 cm B
D 12 cm
E 12 cm C

Fonte: ENEM 2019.

Apos essa primeira dobradura, a medida do segmento AF é

a) 2v/22 cm.
b) 64/3 cm.
c) 12 cm.
d) 6v/5 cm
e) 12/2 cm

Solucgao:

Pede-se o comprimento AFE, onde AFE é a hipotenusa do tridngulo retangulo ADFE.
AD = 12 cm, pois é o comprimento do lado menor do retangulo e

DE +EC =18 cm = DE =6 cm.

Aplicando Pitagoras

AD' +DE’ = AE" =122 +6* = AE" = AE = /180 = v/36 - 5 = 61/5

Resposta: alternativa d. o



4 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como proposito a elaboracao de um material sobre contetidos
basicos de Geometria Plana para alunos que buscam uma preparacao para o ENEM.
Em particular, para estudantes e professores que participam do Programa de Extensao
Edifique Acoes da UFCA.

Logo, a estratégia de elaboracao consistiu inicialmente numa analise das provas
de matematica do ENEM desde a criagao do SISU em 2009 até o exame de 2019, com a
finalidade de destacar as questoes de Geometria e os principais contetidos abordados em
cada uma delas.

Apos a analise das provas, foi realizada a pesquisa bibliogréfica visando encontrar
um bom material para explanagao dos contetidos elencados neste trabalho. Observamos
que ha grande quantidade de material a ser desenvolvido, logo apresentamos apenas uma
parte e deixamos como sugestao de trabalho os contetidos nao explorados neste trabalho
0s quais constam nas tabelas apresentadas no capitulo 2. Analisando essas tabelas nota-se
que os contetudos foram inseridos, considerando-se a relevancia para um bom desempenho
dos alunos nas provas do ENEM.

Nota-se também que o foco principal do ENEM é o céalculo de distancia, perime-
tros, dreas e volumes. Porém, em parte relevante das questoes que envolvem esses célculos,
também sao exploradas conversoes de medidas ou escalas, em outras questoes exploram-se
conhecimentos fundamentais de angulos, congruéncias, semelhancas e relacoes métricas
nos triangulos.

Conhecimentos sobre tridngulos sao essenciais nas provas do ENEM e para os
assuntos subsequentes da Geometria Plana, entao comegamos com algumas nogoes basicas
da Geometria e angulos, e dedicamos a maior parte deste trabalho ao estudo de Triangulos,
finalizando com uma sec¢ao sobre relagoes métricas nos triangulos.

Um fator muito relevante nas provas do ENEM é a contextualizagao dos contetudos
com situagoes praticas. Pois de acordo com a matriz de referéncia, trabalhar leitura e
interpretacao de situagoes cotidianas sao objetivos do ENEM. O que faz as provas, com
textos longos, possuirem um estilo tinico se comparado a outras provas de selegao.

Diante do exposto, espera-se que o material elaborado seja utilizado por alunos
e professores de cursinhos preparatorios e, também, do ensino médio que buscam uma

preparacao para as provas do ENEM.
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