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“Se vocé desconhece o que vai ocorrer, mas estd ciente das
probabilidades, isso € risco. Se vocé€ desconhece até as probabilidades,
1sso ¢ incerteza".

Frank Knight (1885-1972)
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RESUMO

A presente pesquisa teve como objetivo investigar como a literatura cientifica publicada em
periddicos em Educacdo Matematica, livros didaticos aprovados pelo Programa Nacional do
Livro e do Material Didatico (PNLD) e tarefas matematicas abordam o tema probabilidade na
Educacdo Basica. Numa estrutura textual de formato multipaper, esse estudo se desenvolveu
em trés etapas, cada uma descrita por meio de um artigo, com caracteristicas especificas 0s
quais, seus objetivos sdo desdobramentos do objetivo geral. O primeiro artigo teve o objetivo
de analisar como a literatura publicada em periddicos nacionais, em Educacdo Matematica
discute o ensino e a aprendizagem de probabilidade na Educacéo Basica. Foram analisados 29
artigos, os quais resultaram numa sintese sobre o ensino de probabilidade com base na relacéo
entre as categorias discutidas e as diferentes abordagens sobre a tematica. O objetivo do
segundo artigo foi analisar como o tema probabilidade é abordado em livros didaticos do Ensino
Médio aprovados pelo Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD) 2018-2020.
Entre os resultados, destacou-se que algumas abordagens sdo mais enfatizadas que outras. Com
relacdo ao terceiro artigo, seu objetivo foi analisar trés tarefas, sendo duas extraidas do livro
didatico e um jogo de elaboracdo propria. Essa analise foi baseada em marcadores de tarefas
descritos por Barbosa (2013) e ampliados por Costa, Oliveira e Silva (2017), sendo esses: 0
contexto de referéncia da tarefa, o uso da linguagem, a estrutura, o objetivo de ensino, a relagcdo
pedagdgica e o foco de ensino. Também foram considerados os aspectos que compdem o
modelo teérico chamado Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK) sob a
perspectiva de Carrilo et al. (2013) e Moriel Junior e Carrillo (2014). Como resultado desse
terceiro estudo, destacou-se que a implementacdo de tarefas de probabilidade, quando bem
planejadas e articuladas, podem promover situacdes de aprendizagem para esse campo
matematico. Como consequéncia de toda a pesquisa, apresentada individualmente em cada
artigo, e pensando na contribuicdo para a pratica pedagdgica, foi elaborada um manual com o
proposito orientar o professor sobre as formas de ver os processos de ensino e aprendizagem
do tema probabilidade e refletir sobre a sua pratica profissional.

Palavras-chave: Ensino de probabilidade; Educagdo Basica; revisdo de literatura; pesquisa
documental; tarefas; livro didatico.



ABSTRACT

This research aimed to investigate how the scientific literature published in journals on
Mathematics Education, textbooks approved by the National Program for Books and Didactic
Material (PNLD) and mathematical tasks address the topic of probability in Basic Education.
In a multipaper textual structure, this study was developed in three stages, each described by
means of an article, with specific characteristics which, its objectives are unfolding of the
general objective. The first article aimed to analyze how the literature published in national
journals in Mathematics Education discusses the teaching and learning of probability in Basic
Education. 29 articles were analyzed, which resulted in a synthesis on the teaching of
probability based on the relationship between the categories discussed and the different
approaches on the subject. The objective of the second article was to analyze how the topic of
probability is addressed in high school textbooks approved by the National Book and Didactic
Material Program (PNLD) 2018-2020. Among the results, it was highlighted that some
approaches are more emphasized than others. With regard to the third article, its objective was
to analyze three tasks, two extracted from the textbook and a game of its own elaboration. This
analysis was based on task markers described by Barbosa (2013) and expanded by Costa,
Oliveira and Silva (2017), these being: the context of reference of the task, the use of language,
the structure, the teaching objective, the pedagogical relationship and teaching focus. The
aspects that make up the theoretical model called Mathematics Teacher’s Specialized
Knowledge (MTSK) were also considered from the perspective of Carrilo et al. (2013) and
Moriel Janior and Carrillo (2014). As a result of this third study, it was highlighted that the
implementation of probability tasks, when well planned and articulated, can promote learning
situations for this mathematical field. As a consequence of all the research, presented
individually in each article, and thinking about the contribution to the pedagogical practice, a
manual was elaborated with the purpose of guiding the teacher on the ways of seeing the
teaching and learning processes of the probability theme and reflecting on the their professional
practice.

Keywords: Probability teaching; Basic Education; literature review; documentary research;
tasks; textbook.
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1 INTRODUCAO

1 INTRODUCAO

Essa introducdo esta organizada em seis secdes. Na secdo 1.1 apresento um pouco da
minha trajetdria profissional/académica e como aconteceu a aproximacdo com o objeto de
pesquisa. Na se¢do 1.2 exponho o tema da pesquisa, a sua presenga em situacées do cotidiano,
e como a tematica é discutida em cada etapa desenvolvida na pesquisa, configurada em artigos.
Os objetivos estdo descritos na se¢édo 1.3, em que o0s objetivos de cada artigo séo desdobramento
do objetivo geral. Na secdo 1.4 apresento a relevancia dessa pesquisa para mim, para
professores da Educacao Bésica, para a sociedade e para a Educacdo Matematica. Na se¢do 1.5,
descrevo os aspectos metodoldgicos que a nortearam. E na ultima secdo, secdo 1.6, explico

sobre o formato textual da dissertacdo e a forma que ela estd organizada.

1.1  Trajetoria profissional/académica e a aproximacgdo com o objeto de pesquisa

Inicio descrevendo um pouco da minha trajetoria profissional como professora da
Educacédo Bésica, atuando desde 2012, e como isso contribuiu para a escolha do tema sobre o
ensino de probabilidade nessa pesquisa que apresento. Como docente na Educacéo Bésica pude
observar que o contetdo de probabilidade sempre despertou duvidas nos estudantes, sobretudo
guando se trata de problemas em que os resultados possiveis ndo sdo igualmente provaveis, e 0
conhecimento da abordagem classica da probabilidade nédo é suficiente para resolvé-los. Essas
dificuldades se apresentam ndo apenas aos estudantes, mas também aos professores, que
geralmente se apoiam a apenas uma das abordagens: classica® ou frequentista?.

A boa relacdo com a Matematica sempre foi evidente durante toda a minha trajetdria
escolar. Assim que conclui o Ensino Médio em 2002, fui trabalhar no comércio da minha
cidade, Irecé, Bahia, e depois de dois anos, me preparava para ingressar no Ensino Superior.
Me graduei em Licenciatura em Matematica pela Universidade Estadual da Bahia, no campus
IX — Barreiras, Bahia. No desenvolvimento do curso, tive uma Gnica disciplina abordando temas
estatisticos, no quarto semestre do curso, e no final da disciplina um pouco das nocdes de
probabilidade. Eu sentia que precisava de mais conhecimentos em estatistica, entdo surgiu a

oportunidade de me matricular numa especializacéo lato sensu em Estatistica pelo Instituto Pré

L A probabilidade de um evento é calculada pela razdo entre os casos favoraveis e os casos possiveis.
2 A probabilidade de um evento é calculada ap6s um experimento, sendo realizado uma grande quantidade
de vezes, como resultado da sua frequéncia relativa.
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Saber na modalidade a distancia, simultaneamente ao final da graduacdo. Mas, por motivo de
forca maior, tive que trancar o curso, e por fim, ndo o conclui.

Ao finalizar a graduacdo em 2011, fui convidada a lecionar em uma escola de Educacao
Basica da rede privada de ensino. Entdo minha aproximacao com o ensino de probabilidade se
iniciou nos anos finais do Ensino Fundamental, trabalhando conceitos iniciais como
experimentos aleatorios, eventos possiveis, impossiveis, certos, espago amostral. Eu seguia o
que propunha o livro didatico, por orientacdo da propria escola. No ano seguinte comecei a
lecionar no Ensino Médio na rede publica estadual da Bahia, e percebi que os problemas de
aprendizagem referentes ao campo probabilistico eram mais recorrentes.

Com o intuito de melhorar a minha pratica docente e contribuir para um ensino publico
de qualidade, em 2018 iniciei 0 mestrado profissional no Programa de Matematica em Rede
Nacional — PROFMAT, oferecido pela Universidade Federal do Oeste da Bahia — UFOB, em
Barreiras — BA. Finalizei todas as disciplinas, sendo, em sua maioria, voltadas para contetdos
especificos da Matematica e no final do programa, algumas disciplinas com foco na Educacao
Matematica.

Para a escrita deste trabalho de concluséo de curso, foi me oferecida a oportunidade de
pesquisar sobre a temética de probabilidade. O passo inicial dessa pesquisa foi uma reviséo
sistematica de literatura, a qual me propiciou uma compreensdo de como se da a discussdo
acerca do ensino e da aprendizagem da tematica entre os pesquisadores da area de Educacéao
Matematica. Durante as leituras, pude perceber que uma determinada abordagem se mostrava
bastante recorrente nas discussdes e que me despertou mais interesse. Se tratava das diferentes
abordagens sobre o ensino de probabilidade, pois, ao planejar minhas aulas sobre tal contetdo,
sequer notava a presenca de outras abordagens, se ndo a classica ou a frequentista, e ainda sem
dar tanta relevancia aos aspectos que as compunham. Entdo, em acordo com o meu professor
orientador, Dr. Joubert Ferreira, decidi que iria dar atencao a essa abordagem durante o processo

de construgdo da minha pesquisa.

1.2  Apresentacdo do tema

Em muitas situagOes do cotidiano nos deparamos com a necessidade de tomar decisdes,
porém, nem sempre temos disponiveis todas as varidveis necessarias para analisar a decisao a
ser tomada. Em situacdes de incerteza, geralmente recorremos a nossa intui¢do, no entanto,
prever ou interpretar situagcOes relacionadas ao acaso pode ndo ser uma tarefa muito simples.
Neste caso, fica evidente que a Matematica ndo se restringe exclusivamente ao determinismo,

e, diante disso, faz-se necessario o conhecimento da nogdo de aleatoriedade de modo que o
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sujeito envolvido no processo de aprendizagem deste conteldo seja capaz de reconhecer a
existéncia de eventos certos, eventos impossiveis e eventos provaveis.

Em uma situacdo que precisamos avaliar o risco de ocorréncia de um determinado
resultado, estamos avaliando, no fundo, a probabilidade de um evento ocorrer. As ideias iniciais
de probabilidade desenvolvidas a respeito de eventos aleatdrios foram atribuidas aos jogos de
azar, em que os jogadores questionavam as suas chances de vencer. Entdo o matematico italiano
Girolamo Cardano (1501-1576) percebeu que alguns jogos envolviam estratégias e outros,
sorte, e a partir dos jogos de dado ele comecou a construir e sistematizar as nogdes de
aleatoriedade, espaco amostral e evento, observando a sua relagdo com a teoria dos conjuntos.
Mais tarde, ja no século XX, o matematico russo Kolmogorov (1903-1987) consolidou o estudo
sobre a teoria das probabilidades através de axiomas que fundamentavam a definicdo de
probabilidade. E entdo, na segunda metade do século XX surgiu um movimento sobre a
Educacdo Estatistica que rompeu com a cultura deterministica da Matematica, adotando o seu
ensino na Educacédo Basica (SAMPAIO et al., 2019). O capitulo 1 trata com mais detalhes sobre
esse marco historico.

O ensino de probabilidade esta previsto na Educacdo Basica, sendo explorada de forma
articulada ao ensino de estatistica, e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) propde que 0
estudante desenvolva, desde os anos iniciais do Ensino Fundamental, habilidades acerca dos
conhecimentos basicos para o estudo de probabilidade, como 0s conceitos que envolvem
aleatoriedade, eventos e o espaco amostral. O desenvolvimento destas habilidades deve ser
ampliado e aprofundado no Ensino Médio, permitindo ao estudante a capacidade de resolver e
elaborar problemas que envolvam os conhecimentos sobre probabilidade, bem como melhorar
sua maneira de raciocinar, sendo capaz de generalizar, abstrair e interpretar a realidade que o
cerca.

Essa pesquisa, desenvolvida na configuracdo textual multipaper, compreende de trés
etapas. A primeira sendo uma analise desenvolvida a partir da revisao sistematica de literatura
no capitulo I que resultou numa sintese com base na relacdo entre as categorias estabelecidas
no desenvolvimento da revisdo de literatura e as diferentes abordagens de probabilidade, sendo
elas, a classica, a frequentista, a axiomatica, a geométrica e a subjetiva, tomando como
referéncia os estudos de Coutinho (2013). No capitulo I, a pesquisa teve seu foco pautado na
abordagem de probabilidade nos livros didaticos do Ensino Médio, em que seu resultado aponta
que algumas abordagens sdo mais enfatizadas que outras, numa perspectiva que engloba as
abordagens. E no capitulo I1l promoveu-se um estudo centrado em tarefas matematicas para o

ensino de probabilidade e suas diferentes formas de serem articuladas de modo a promover a
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aprendizagem deste contetdo. Como resultado desse terceiro estudo, destaca-se que a
implementacdo de tarefas de probabilidade quando bem planejadas e articuladas podem trazer
bons resultados, e promover situacdes de aprendizagem. Além disso, auxilia os professores na
mobilizacdo de conceitos e técnicas de forma a garantir que o aluno desenvolva a sua
capacidade de aprendizagem com autonomia.

Com relacdo ao ensino e a aprendizagem da probabilidade, vale destacar a importancia
de o professor mobilizar os conhecimentos dessa tematica partindo das experiéncias informais
que o estudante possui a respeito de chance ou sorte, para desenvolver uma base de ideias com
0 intuito de ampliar e formalizar conceitos. Nesse sentido, o professor deve reconhecer o seu
papel como mediador do conhecimento, compreendendo estratégias que possam aproximar o
conhecimento formal da probabilidade ao conhecimento da realidade do aluno. Diante disso,
vemos as concepcgdes e metodos de probabilidade bastante presentes no cotidiano das pessoas,
e, nesse contexto, essa teméatica vem ganhando cada vez mais visibilidade no curriculo escolar.

Portanto, esse trabalho propicia reflexdes sobre o ensino de probabilidade, uma vez que
compreende pressupostos tedricos que subsidiam as especificidades do ensino de probabilidade.
Desse modo, a questdo que norteia essa pesquisa €: como a literatura cientifica, publicada em
periddicos em Educacdo Matematica, e livros didaticos, aprovados pelo Programa Nacional do
Livro e do Material Didatico (PNLD), abordam o tema probabilidade?

1.3 Objetivos da pesquisa

O objetivo geral dessa dissertacdo é investigar como a literatura cientifica publicada em
periddicos em Educacdo Matematica, livros didaticos aprovados pelo Programa Nacional do
Livro e do Material Didatico (PNLD) e tarefas matematicas, abordam o tema probabilidade na
Educacdo Baésica. Para tanto, o desenvolvimento desse trabalho foi organizado em trés etapas,
cada uma descrita a partir de um artigo, os quais, seus objetivos sdo desdobramento do objetivo
geral, como se verifica abaixo:

O primeiro artigo apresenta uma revisdo sistematica de literatura com uma proposta de
analisar como a literatura publicada em periédicos nacionais em Educacdo Matematica discute
0 ensino e a aprendizagem de probabilidade na Educacdo Basica, sendo o primeiro objetivo
especifico desse trabalho.

No segundo artigo, o objetivo é analisar como o tema probabilidade é abordado em
livros didaticos do Ensino Médio aprovados pelo Programa Nacional do Livro e do Material

Didatico (PNLD) 2018-2020, como sendo o segundo objetivo especifico da pesquisa em geral.
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E a respeito do terceiro artigo, o seu objetivo é analisar de que forma as tarefas
matematicas para o ensino de probabilidade podem promover possiveis situacGes de
aprendizagem aos estudantes do Ensino Médio, o qual se trata do terceiro objetivo especifico

da pesquisa.

1.4  Relevancia da pesquisa

Estar em sala de aula, muitas vezes me levou a fazer reflexes sobre a minha pratica
docente, tanto com relacdo ao conhecimento do contetido a ser lecionado aos alunos, quanto as
possibilidades metodoldgicas que poderiam ser trabalhadas a fim de alcancar uma
aprendizagem significativa Diante dessas reflexfes, o ensino e a aprendizagem de
probabilidade tem apresentado desafios para os professores que lecionam o conteltdo e,
consequentemente, aos estudantes.

Essa pesquisa me fez reconhecer, como professora que atua na Educagdo Basica, a
importancia de compreender pressupostos tedricos que subsidiam estratégias de ensino de
probabilidade. Também me oportunizou perceber como as diferentes abordagens desta tematica
influenciam diretamente nos objetivos de ensino, bem como a importancia da mobilizacéo de
conhecimentos matematicos associados aos conhecimentos pedagogicos do contetdo, num
contexto de tarefas matematicas que envolvem probabilidade.

A BNCC propde que todos os estudantes desenvolvam habilidades que Ihe permitam
descrever, explicar e predizer fendmenos, de modo que utilizem conceitos e raciocinios para
fazer julgamentos bem fundamentados e tomar decisbes adequadas. Nesse contexto, essa
pesquisa contribui significativamente, de forma geral, para que professores que atuam na
Educacédo Basica desenvolvam um olhar sobre os diferentes modos de ensinar probabilidade,
valorizando, ndo apenas o conhecimento do conteido, mas também os aspectos pedagdgicos
gue envolvem essa tematica.

E importante que a sociedade reconheca a vasta aplicabilidade da probabilidade, seja
em situacdes do cotidiano, nas ciéncias ou na tecnologia. E nesse sentido, essa pesquisa tem a
sua contribuicdo para a sociedade como um todo, ao propor que a aprendizagem deva ir além
do processo de repeticdo sistematica da teoria, uma vez que, geralmente a abordagem classica
da probabilidade ¢ a mais vista nos livros didaticos e, consequentemente, nas aulas de
probabilidade. Esse conhecimento é aplicado aos modelos de problemas que envolvem
situacOes de equiprobabilidade. Sendo assim, a pesquisa em questédo promove reflexdes acerca
do ensino e da aprendizagem de probabilidade a fim de contribuir para um ensino de qualidade

nesse sentido, trazendo discussdes de teorias e proposta que envolvem essa tematica.
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Diante desse cenario, essa tematica vem sendo discutida de forma recorrente em
pesquisas da Educacdo Matematica e isso denota uma preocupagdo com relacéo ao ensino e a
aprendizagem do conteddo de probabilidade para o desenvolvimento do pensamento
probabilistico. E com vistas a essa perspectiva, esse estudo contribui para a ampliacéo e
fortalecimento no campo das pesquisas sob aspectos da Educacdo Matematica para a tematica
de probabilidade na Educacdo Bésica.

15  Aspectos metodologicos

A presente pesquisa considera as diferentes interpretacdes dos textos analisados para
uma compreensao da tematica discutida nesse estudo. Essa pesquisa descreve os dados de forma
minuciosa, bem como todo o processo, desde a escolha da metodologia até os resultados, se
caracterizando como uma abordagem qualitativa (BOGDAN; BIKLEN, 2010).

Foram desenvolvidos trés artigos, na mesma abordagem metodoldgica, dos quais, 0
primeiro artigo trata-se de uma pesquisa bibliogréfica (FIORENTINI; LORENZATO, 2012),
utilizando-se o0 método da revisdo sistematica de literatura com o interesse de selecionar estudos
relacionados as implicacGes acerca da pratica do professor que ensina probabilidade na
Educacdo Basica. Para responder a uma questdo de investigacdo, a revisdo sistematica de
literatura se apoia na pesquisa bibliogréfica rigorosa e é realizada através de critérios de
inclusdo e exclusdo, estratégias e técnicas bem planejadas (DONATO; DONATO, 2019).

Para a producdo dos dados do segundo artigo, foi realizada uma investigacdo sobre o
tema probabilidade abordado em trés livros didaticos do Ensino Médio aprovados pelo
Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD) 2018-2020, sendo dois do segundo
ano e um do terceiro ano. A fim de alcancar o objetivo proposto, a pesquisa do tipo documental
(FIORENTINI; LORENZATO, 2012), por analisar livros didaticos, tem seu apoio tedrico em
literaturas que discutem o tema em questdo em livros didaticos e problematizam o ensino e a
aprendizagem de probabilidade em suas diferentes abordagens.

E o terceiro estudo se refere a uma analise de trés tarefas, sendo duas extraidas do livro
didatico e um jogo de elaboracdo propria, pensadas para serem implementadas em sala de aula
para o0 estudo de probabilidade no Ensino Médio. Estas tarefas foram analisadas a partir de
marcadores de tarefas descritos por Barbosa (2013) e ampliado por Costa, Oliveira e Silva
(2017), levando em consideracgéo as seguintes especificidades: a) contexto de referéncia, b) uso
da linguagem, c) estrutura, d) objetivo de ensino, e) relacdo pedagogica e f) foco de ensino.

Também foram consideradas nesta analise 0s aspectos relacionados ao Mathematics Teacher’s
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Specialized Knowledge® (MTSK) ao conhecimento especializado do professor que ensina
Matematica, referentes ao dominio do conhecimento matematico e o dominio do conhecimento
pedagdgico do contetido (CARRILO et al., 2013; MORIEL JUNIOR; CARRILLO, 2014) para

0 ensino de probabilidade.
1.6 Organizacao da dissertacao

A estrutura textual desta dissertacdo apresenta um formato multipaper, no qual, a
divulgacdo dos resultados da pesquisa tem a intencéo de incentivar uma reflexdo mais profunda
acerca do objeto. O formato multipaper propde um estudo mais amplo e tem no referencial
tedrico o carater norteador no processo de analise. Nota-se que cada artigo desenvolvido nessa
dissertacdo tem caracteristicas especificas, desde os objetivos, a metodologia, até os resultados
de cada pesquisa, 0 que denota a sua possibilidade de ser submetido e aprovado individualmente
a um periodico académico (FRANK; 2013).

Quando estamos diante de uma questdo problematizadora, é possivel que o interesse
pela pesquisa nas¢a e se desenvolva em, basicamente trés fases: planejamento, execugéo e
divulgacdo, e, no contexto da educagdo, geralmente a divulgacdo esta relacionada com a
atualizacdo da atividade de ensino e aprendizagem, a formacdo do professor, bem como a
ampliacdo do conhecimento acerca dessa realidade (COSTA, 2014).

O formato dessa dissertacdo rompe com as caracteristicas da pesquisa educacional
tradicional, na qual a estrutura é feita de introducdo, revisdo de literatura, metodologia,
apresentacdo dos dados e conclusdo (DUKE; BECK, 1999) e passa a ser integrada por um
formato insubordinado (BARBOSA, 2015) composto de artigos cientificos publicaveis ou ndo,
conhecidos como multipaper (MUTTI; KLUBER, 2018). Esse formato ajuda o estudante de
pos-graduacao a perceber a pesquisa como processos que podem ser avaliados e realimentados
através de publicaces, e ndo apenas como produtos (COSTA, 2014).

Essa pesquisa foi desenvolvida numa estrutura de formato multipaper, que se caracteriza
como uma coletanea de artigos e se configura da seguinte forma: a introducdo, os capitulos
formados pelos artigos e as consideracgdes finais.

Na Introducdo dessa dissertagdo, apresento minha trajetoria profissional e académica,
bem como a aproximacao com o objeto dessa pesquisa. Além da apresentacdo do tema, seguem
0s objetivos, a relevancia da pesquisa, os aspectos que delineiam a metodologia e como a

dissertagdo estd organizada estruturalmente.

3 Conhecimento Especializado do Professor de Matematica
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O capitulo | traz o primeiro artigo que tem o objetivo de analisar como a literatura
publicada em periddicos nacionais em Educacdo Matematica discute o ensino e aprendizagem
de probabilidade na Educacéo Basica. Para esse estudo foi realizada pesquisa bibliogréfica
utilizando-se 0 meétodo da revisdo sistematica de literatura, dentro de uma abordagem
qualitativa. Foram selecionados 29 artigos que versam sobre as diferentes abordagens para o
ensino de probabilidade. O resultado desta analise possibilitou a constru¢do de uma sintese
sobre o ensino de probabilidade para a Educagdo Béasica tomando como base a relacdo entre
categorias estabelecidas e as diferentes abordagens da probabilidade.

O capitulo Il apresenta uma analise de como o tema probabilidade é abordado em livros
didaticos do Ensino Médio aprovados pelo Programa Nacional do Livro e do Material Didatico
(PNLD) 2018-2020 de carater documental. O processo de escolha se deu por meio dos
resultados recomendados no Guia Nacional do Livro Didatico, na etapa do Ensino Médio, em
2018. Os resultados permitiram comparar as abordagens didatico-pedagdgicas presentes em
cada livro e verificar se elas atendem as competéncias e habilidades propostas pelos
documentos oficiais que orientam a Educac¢do Basica no Brasil. Entre os principais resultados,
destaca-se a forma como foi explorada as diferentes abordagens que envolvem os conceitos de
probabilidade.

O capitulo I11, apresenta o terceiro artigo que tem o objetivo de analisar como as tarefas
matematicas para o ensino de probabilidade podem promover possiveis situacGes de
aprendizagem aos estudantes do Ensino Médio. As tarefas analisadas foram uma do tipo
exercicio, outra também do tipo exercicio, no entanto, ela foi repensada num contexto de
problema, e a ultima foi um jogo de elaboracdo propria a qual foi analisada sob aspecto
exploratorio-investigativo. Utilizou-se para a analise os marcadores de tarefas descritos por
Barbosa (2013) e ampliados por Costa, Oliveira e Silva (2017), sendo considerados seis
atributos: o contexto de referéncia, o uso da linguagem, a estrutura, o objetivo de ensino, a
relacdo pedagogica e o foco de ensino. Diante dos aspectos relacionados ao conhecimento
especializado do professor de Matematica que ensina probabilidade foi considerado o modelo
tedrico chamado Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK), referentes ao
dominio do conhecimento matematico e o dominio do conhecimento pedagdgico do conteido
(CARRILO et al., 2013; MORIEL JUNIOR; CARRILLO, 2014).

A partir dos resultados dessa pesquisa surgiu a ideia da elabora¢do de um manual como
um produto educacional que apresenta uma proposta de contribuir com um material de apoio
ao professor de Matemaética da Educagdo Bésica que ensina probabilidade. Esse material foi

pensado num formato de manual para facilitar o seu acesso, uma vez que geralmente 0s
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professores da Educacdo Bésica tem uma alta carga horaria de trabalho e devido a essa
demanda, dispdem de pouco tempo para leituras e aprofundamento no planejamento de suas

aulas, ficando muitas vezes limitados as aulas expositivas com base apenas no livro didatico.
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CAPITULO | — Artigo 01

CAPITULO I - Artigo 01

AS DIFERENTES ABORDAGENS DE PROBABILIDADE NA EDUCACAO BASICA
A PARTIR DE UMA REVISAO SISTEMATICA DE LITERATURA

DIFFERENT PROBABILITY APPROACHES IN BASIC EDUCATION FROM A
SYSTEMATIC LITERATURE REVIEWLITERATURE

Resumo

Este artigo apresenta uma pesquisa que tem o objetivo de analisar como a literatura publicada em
periédicos nacionais em Educacdo Matematica discute o ensino e a aprendizagem de probabilidade na
Educacéo Bésica. Para esse estudo foi realizada pesquisa bibliografica utilizando-se o0 método da revisdo
sistematica de literatura, dentro de uma abordagem qualitativa. Foram selecionados 29 artigos que
versam sobre as diferentes abordagens para o ensino de probabilidade. Ap6s a leitura dos artigos,
emergiram seis categorias que resultaram numa sintese que possibilitou uma compreensdo acerca dos
modos de ensinar e aprender probabilidade. Foram elas: a) concepgdes, ideias e conhecimentos de
estudantes sobre probabilidade, b) atividades “diferentes” para o ensino de probabilidade ndo
implementadas, c) atividades “diferentes” para o ensino de probabilidade implementadas, d) uso de
jogos para ensinar probabilidade, €) uso de tecnologias digitais para ensinar probabilidade e f) resolugdo
de problemas como metodologia para o ensino de probabilidade. As atividades diferentes destacadas
nas categorias b) e c¢) se referem a atividades que saem do contexto de aulas expositivas tradicionais. A
categoria mais presente foi a que se refere as concepcdes, ideias e conhecimentos de estudantes sobre
probabilidade. O contetdo de probabilidade no curriculo é justificado pela sua aplicagdo no cotidiano
sendo esse conhecimento considerado como um importante instrumento para varias outras areas das
ciéncias, além de ter um relevante papel no desenvolvimento do pensamento critico, bem como subsidio
na tomada de decisoes.

Palavras-chave: Probabilidade; abordagens; Educacéo Bésica; revisdo sistemética de literatura.

Abstract

This article presents a research that aims to analyze how the literature published in national journals on
Mathematics Education discusses the teaching and learning of probability in Basic Education. For this
study, bibliographic research was carried out using the method of systematic literature review, within a
qualitative approach. 29 articles were selected that deal with the different approaches to teaching
probability. After reading the articles, six categories emerged that resulted in a synthesis that enabled an
understanding of the ways of teaching and learning probability. They were: a) students' conceptions,
ideas and knowledge about probability, b) “different” activities for the teaching of probability not
implemented, c) “different” activities for the teaching of probability implemented, d) use of games to
teach probability , €) use of digital technologies to teach probability and f) problem solving as a
methodology for teaching probability. The different activities highlighted in categories b) and c) refer
to activities that leave the context of traditional expository classes. The most prevalent category was that
of students' conceptions, ideas and knowledge about probability. The content of probability in the
curriculum is justified by its application in daily life, and this knowledge is considered an important tool
for several other areas of science, in addition to having a relevant role in the development of critical
thinking, as well as support in decision making.

Key words: Probability; approaches; Basic Education; systematic literature review.
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Desafios relacionados ao processo de ensino e de aprendizagem sdo recorrentes quando
se trata do conceito de probabilidade. Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) nortearam
a elaboracdo de curriculos dos tltimos vinte anos e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC)
é a referéncia obrigatdria e mais recente para a elaboragdo dos curriculos escolares para as
institui¢Oes publicas e privadas, sendo aprovada em 2018. Os dois documentos apresentam, em
seu conjunto, o tema probabilidade e estatistica com diferencas acentuadas ao longo de toda a
Educacao Basica, trazendo implicacdes diretas ao curriculo das redes e da escola, impactando
no fazer docente em sala de aula. Essas diferencas ja eram esperadas, visto que os documentos
foram elaborados em épocas e contextos diferentes.

Na Educacdo Basica os PCN, primeiro documento oficial a inserir a probabilidade na
Educacdo Baésica, sugere que a tematica seja trabalhada desde os anos iniciais do Ensino
Fundamental, sendo parte do bloco Tratamento da Informacdo, juntamente com conceitos
estatisticos, trazendo as primeiras ideias a partir da exploracéo da probabilidade em situacdes-
problema simples para identificar sucessos possiveis, seguros ou situacdes de “sorte”. O
documento traz também a ideia de probabilidade relacionada as possiveis maneiras de combinar
elementos e contabiliza-las por meio de estratégias (BRASIL, 1998). Para os anos finais do
Ensino Fundamental, em relacdo ao estudo de Probabilidade, o bloco de Tratamento da
Informacéo traz como um dos objetivos a construcdo do espago amostral e a possibilidade de
sucesso de um determinado evento a partir do uso de uma razdo (BRASIL, 1998; VOTTO;
SCHREIBER; PORCIUNCULA, 2017; SAMA; SILVA, 2020).

Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM) inserem o estudo de
Probabilidade no eixo Analise de Dados, o qual compreende a importancia deste conteddo como
meio de quantificar e prever resultados em situacdes aplicadas em diversas areas e problemas
qgue envolvem a ideia de probabilidade. Nesse documento, a area de Matematica e suas
tecnologias vem com uma proposta de consolidar, ampliar e aprofundar as aprendizagens que
envolvem as realizagdes de experimentos e observacdes de eventos, podendo estimular o grau
de possibilidade acerca dos resultados (BRASIL, 2002).

Ja a BNCC, homologada em 2018, propGe ao estudante, desde o0s anos iniciais,
habilidades para resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de probabilidade de
eventos em experimentos aleatorios sucessivos, bem como reconhecer a existéncia de diferentes

tipos de espagos amostrais, discretos ou ndo, e de eventos, equiprovaveis ou ndo, e investigar



2 APORTES TEORICOS

implicacdes no célculo de probabilidades (BRASIL, 2018). Sobre os avancos que a BNCC
oferece em relacdo aos PCN para o desenvolvimento da probabilidade, tem-se o reforco a
discussdo sobre a implementacdo de projetos para favorecer a Educacdo Estatistica, e,
consequentemente a probabilidade, além de ter ampliado o espaco da estatistica e probabilidade
na Educacdo Bésica, enfatizando a tomada de decisdo por parte dos estudantes, além de
redistribuir melhor os contetidos. Enquanto os PCN apresentavam os elementos norteadores,
cabendo aos sistemas educacionais acata-los ou nédo, o carater normativo da BNCC propde a
aos estudantes o estudo de probabilidade e estatistica desde a Educacgéo Infantil até o final do
Ensino Médio (GIORDANO; ARAUJO; COUTINHO, 2019).

Tanto a BNCC quanto os PCN orientam que o0s professores realizem pesquisas
envolvendo temas sociais, do cotidiano e interdisciplinares para o ensino de probabilidade, bem
como a estatistica, a fim de contribuir para a formacdo de cidaddos criticos, reflexivos e
participativos (SANTOS; SANTOS JUNIOR; VELASQUE, 2018).

Muitas sdo as pesquisas que abordam os processos de ensino e aprendizagem da
probabilidade e sobre a formacdo de professores acerca do tema (LOPES; COUTINHO;
ALMOULOUD, 2010; COUTINHO, 2013; MONTEIRO; MARTINS, 2016; BARBA;
TEIXEIRA, 2018; BORBA; SOUZA; CARVALHO, 2018; HERZOG et al., 2019). Para que 0
ensino de probabilidade e estatistica seja significativo, € necesséario buscar estratégias ou
procedimentos metodolégicos diferentes para a abordagem do contetdo, com énfase dos
diversos enfoques, e assim contribuir para a ampliacdo dos conhecimentos de maneira a tornar
0s estudantes protagonistas do seu proprio conhecimento.

Portanto, neste artigo, se propGe a analisar como a literatura publicada em periddicos
nacionais em Educacdo Matematica, discute o ensino e a aprendizagem de probabilidade na
Educacdo Basica. Na préxima secdo, apresentamos alguns marcos no desenvolvimento
historico do tema, além de apresentar as abordagens de probabilidade. Em seguida,
apresentaremos 0s aportes metodoldgicos, a apresentacdo e discussdo dos dados e, por fim, as
consideracdes finais.

2 APORTES TEORICOS

Sampaio et al. (2019) faz um apanhado histérico mostrando que os primeiros indicios
de estudos sobre calculo de probabilidades estdo relacionados aos jogos de azar na Idade Média

envolvendo apostas as quais os jogadores estudavam as possibilidades para tracar as melhores
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estratégias. Segundo o autor, foi atribuido a Girolamo Cardano (1501-1576) os primeiros
argumentos tedricos sobre o conceito de probabilidade envolvendo o jogo de dados e trazendo
as primeiras ideias de espagco amostral e evento.

No século XVII, os matematicos Blaise Pascal (1623-1662) e Pierre de Fermat (1601-
1665) conseguiram solucionar um problema de diviséo de apostas, observando um jogador
compulsivo, e assim surge um estudo de modelos matematicos sobre o0s jogos de azar (jogo de
dados, jogos de carta, loteria, roleta), propagando até os dias atuais. Com o passar dos anos,
essa técnica foi aprimorada pelo matematico Pierre-Simon Laplace (1749-1827), o qual fez a
primeira tentativa de deduzir uma regra para a definicdo cléssica de probabilidade e
desenvolveu sua teoria em principios consistentes e bem delineados. No entanto, somente no
século XX, o matematico russo Andrei Kolmogorov (1903-1987) prop0s trés axiomas para uma
definicdo mais consistente sobre a teoria das probabilidades. No primeiro, a probabilidade de
um evento € um numero real ndo negativo; no segundo, a probabilidade de um evento elementar
em todo espaco amostral ocorrer é igual a um; e o terceiro diz respeito a eventos mutuamente
exclusivos (COUTINHO, 2013; SAMPAIOQ et al., 2019).

Surgiu, a partir de 1970, um movimento que teve como base a Educacdo Estatistica, o
qual reconheceu a importancia do desenvolvimento do conhecimento de probabilidade para se
romper com a cultura deterministica nas aulas de Matematica. Como consequéncia, foi adotado
em muitos paises o seu ensino na Educacéo Basica. Esse movimento também teve seus reflexos
no Brasil e no final da década de 1990, os conceitos basicos de Estatistica, antes quase ignorados
na Educacdo Basica passaram a ser discutidos pela comunidade educacional e académica e mais
tarde, foram inseridos na estrutura curricular da disciplina de Matematica, com a publicacdo
dos PCN (LOPES; COUTINHO; ALMOULOUD, 2010).

Reconhecendo o contexto historico como uma das fontes precursoras do conhecimento,
faz-se necessario aliar-se aos conhecimentos atuais e suas propostas no desenvolvimento desse
contetdo em sala de aula. A BNCC, em relagdo as nogdes de probabilidade, traz a importancia
da compreensao de que, nem todos os fendmenos sdo deterministicos, assim desenvolve-se a
nogdo de aleatoriedade, de modo que os alunos compreendam que h& diferentes tipos de
eventos: 0s certos, 0s provaveis e 0s impossiveis. Esse documento também propGe atividades
em que os alunos facam experimentos aleatorios e confrontem seus resultados com a
probabilidade teorica fazendo repeticbes de um experimento (probabilidade frequentista) e
discutindo a estimativa de probabilidade por meio de frequéncia de ocorréncia. E assim,
desenvolver no aluno a capacidade de fazer analise de probabilidade de eventos aleatorios,

como os eventos dependentes e independentes (BRASIL, 2018).
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Esse conceito de probabilidade no Brasil, na década de 1960, foi associado ao da teoria
dos conjuntos com a intengdo de facilitar o raciocinio. Nos dias de hoje existe uma variedade
de aplicacbes e consequentemente uma absoluta necessidade de compreender como utilizar
esses conhecimentos na vida diaria (COUTINHO, 2013), pois o conceito de probabilidade pode
ser abordado sob diferentes abordagens: (a) classica, (b) frequentista, (c) subjetiva, (d)
geométrica e a (e) formal (axiomatica).

(a) abordagem classica: também conhecida como laplaciana, tedrica ou a priori, a
probabilidade de ocorrer um evento com determinada caracteristica € dada pelo quociente entre
0 numero de eventos favoraveis e o nimero de eventos possiveis. Em outras palavras, a
probabilidade de determinada situacdo é a razao do numero de ocorréncias favoraveis a situacdo
para 0 nimero total de resultados. Essa foi a primeira definicdo do conceito de probabilidade
conhecida como Lei de Laplace (COUTINHO, 2013; BATANERO et al., 2016). De maneira
mais formal, podemos definir a probabilidade de um evento A ocorrer:

Seja Q um espago amostral finito uniforme e seja A um evento qualquer desse espago.
A probabilidade de A, denotada por P(A), é Sﬁ%ijcl% por

)

onde #(Q) é o nimero de resultados possiveis e #(A) € o nimero de resultados
favoraveis & ocorréncia do evento (A). E claro que 0 < P(A) < 1. (PINHEIRO et al.,

2009, p. 72)

E interessante que o aluno da Educacdo Basica vivencie ndo apenas a abordagem
classica (ou laplaciana) da probabilidade, em que essa é calculada a priori e se restringe a
espacos amostrais equiprovaveis, desconsiderando 0s casos em que 0S espagos amostrais nao
sdo igualmente provaveis. E preciso que o estudante faca uma articulacio da abordagem
classica, com a frequentista por meio da intervencdo do professor (COUTINHO, 2013).

(b) abordagem frequentista ou frequencial: na visdo frequentista, também conhecida
como probabilidade a posteriori devido a probabilidade ser calculada ap6s um experimento, é
realizado uma grande quantidade de vezes, como resultado da sua frequéncia relativa, para dai
se fazer uma estimativa, ndo obtendo um valor exato, porém, um valor aproximado. A principal
caracteristica € que a probabilidade de um acontecimento emerge do processo de
experimentacao a partir de fenbmenos aleatorios. Eles explicam que quanto maior o nimero de
experimentos, maior a proximidade entre a probabilidade a priori e a posteriori (COUTINHO,
2013; NACARATO; GRANDO, 2013; BATANERO et al., 2016).

Trata-se de uma previsdo a partir da regularidade observada em ensaios repetidos de

fendmenos aleatorios, baseados em fatos empiricos.
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Suponha que o experimento foi repetido n vezes, sempre sob as mesmas condicdes, e
que o evento A ocorreu m vezes entre essas n realizacbes do experimento. Entéo a
fracdo m/n é uma boa aproximacao para a probabilidade de A, se 0 nimero n de
repetigdes for bastante grande.

P4) = %
(PINHEIRO et al., 2009, p. 73).

Nesse sentido, o conceito de probabilidade remete a uma ideia de valor aproximado,
referente a uma estimativa. E quanto mais repeticbes de um experimento, maior é o grau de
confiabilidade do resultado da probabilidade e diante disso a probabilidade frequentista é
amparada pela lei dos grandes nimeros (CAVALCANTE; ANDRADE; REGNIER, 2016).

(c) abordagem subjetivista: trata-se de probabilidades com grau de crenca baseada no
julgamento pessoal e informagdes sobre experiéncias relacionadas a um determinado resultado.
Na perspectiva da probabilidade subjetivista é levado em consideragdo a experiéncia da pessoa
no contexto a que se propde. As avaliagdes pessoais sobre situacdes aleatdrias sdo inerentes a
mente do sujeito, onde coeréncia e consisténcia geram a probabilidade em questdo, e o
individuo segue regras béasicas ao confiar em determinado acontecimento (NACARATO;
GRANDO, 2013).

Nesta visdo, 0 que é aleatdrio para uma pessoa pode ndo ser para outra. A aleatoriedade
ndo é mais uma propriedade objetiva e nem esta relacionada a uma magnitude, como o
comprimento ou peso, mas com o grau de incerteza. A possibilidade de um evento esta sempre
relacionada com um sistema de conhecimento e ndo é necessariamente a mesma para todas as
pessoas. Nesse caso, a repeticdo de uma mesma situacao nao é mais necessaria para dar sentido
a probabilidade, e assim, pode variar com a observacao (BATANERO et al., 2016).

(d) abordagem geométrica: trata-se da probabilidade na qual o espaco amostral compde
conjuntos continuos, como medidas de grandezas geométricas: comprimento, area e volume.
Com a probabilidade geométrica os alunos devem ter conhecimentos prévios de geometria para
fazer uma intervencao entre o conhecimento teorico e o pratico para uma aprendizagem mais
efetiva (COUTINHO, 2013). O conceito de probabilidade geométrica é pouco apresentado nos
livros didaticos do Ensino Médio, no entanto, vale ressaltar que pode ser uma 6étima sugestdo
para se trabalhar a nocdo de probabilidade continua, como problemas que envolvem pontos
sobre um segmento de reta, figuras planas e até mesmo soOlidos geométricos (LOPES;
SALVADOR; BALIEIRO, 2013).
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Nesta concepcao também é possivel explorar as visdes frequentista e classica, gerando
mais significado ao momento de aprendizagem, onde sdo apresentadas sequéncias didaticas as
quais sdo exploradas essas trés visdes. Coutinho (2013) sugere algumas atividades que
permitem a aplicacao da visdo geométrica como o uso do geoplano, onde os estudantes podem
delimitar uma determinada area e verificar a probabilidade de uma bolinha cair dentro ou fora
do poligono delimitado no geoplano, por meio da visdo frequentista ou classica. A autora ainda
ressalta que os alunos terdo a oportunidade de utilizar os conhecimentos geomeétricos
aprendidos em séries anteriores e assim rever e utilizar o que ja aprenderam.

Uma sugestdo interessante para o estudo da probabilidade geométrica é o uso de fractais,
como, por exemplo, o tridngulo de Sierpinski (1882-1969), também conhecido como Junta de
Sierpinski (LOPES; SALVADOR; BALIEIRO, 2013).

Figura 1 — Problema envolvendo probabilidade geométrica

Problema 1. Considere um triangulo equildtero. Determine os pontos médios de
cada um de seus lados. Construa um novo triangulo equilatero unindo esses pontos.
Esse novo triangulo central, interno ao tridangulo original é chamado de buraco.
Escolhendo-se ao acaso um ponto no triangulo equilatero original qual a chance
desse ponto “cair” no buraco? Justificar sua resposta.

Fonte: Lopes, Salvador e Balieiro, 2013.

Para resolver uma questdo desse tipo, além do conhecimento da probabilidade, ha a
necessidade de conhecimentos prévios, como o célculo de area (Grandezas e medidas) de
triangulo equilatero e ponto médio (Geometria). O uso da régua e compasso pode auxiliar na
determinacdo de ponto médio. Uma outra alternativa para continuar explorando o conceito é
continuar decompondo a figura em mais triangulos equilateros, como na figura abaixo sugerida

por Lopes, Salvador e Balieiro (2013).

Figura 2 — Tridngulo de Sierpinski

Fonte: Lopes, Salvador e Balieiro, 2013
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Ao subdecompor a figura em mais tridngulos, obtém-se o tapete de Sierpinski e essa
probabilidade vai aumentado, e os tridngulos vao surgindo cada vez menores. Assim, 0
triangulo de Sierpinski € definido como o limite S da sequéncia de conjuntos de uma quantidade
k de triangulos, quando k — oo.

(e) abordagem axiomatica ou formal: o desenvolvimento da formalizacdo da
probabilidade se deu a partir dos estudos dos axiomas de Andrei Kolmogorov (1903-1987) por
meio da relagdo com a teoria dos conjuntos. Na probabilidade axiomatica ou formal, tem-se
uma estrutura com base em axiomas com o0 objetivo de calcular com precisdo, usando as leis
matematicas e sao aplicadas geralmente em situacdes em que 0s eventos ndo sdo equiprovaveis.
Nesse sentido, a probabilidade é vista como um objeto matematico que apresenta modelos que
podem ser construidos para descrever, simplificar e interpretar a realidade aleatéria
(NACARATO; GRANDO, 2013; BATANERO et al., 2016).

Propriedades axiomaticas das probabilidades:

e Para cada evento A, corresponde uma propriedade P(A), onde 0 < P(4) <1

e Propriedade da unido de dois conjuntos disjuntos:

Se A e B sdo mutuamente exclusivos, entdo P(AU B) = P(A) + P(B).

e Propriedade da unido de dois conjuntos quaisquer:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

e P(Q) = 1. A probabilidade de ocorréncia de um evento certo, representado pelo
préprio espaco amostral £, é igual a 1.

e P(@) = 0. A probabilidade de ocorréncia de um evento impossivel, representado
pelo conjunto vazio, é igual a 0.

e P(A°) =1 - P(A). A probabilidade de A ndo ocorrer é igual a 1 — P(4).
Observe que A€ representa 0 evento complementar de A4, isto €, o conjunto de
elementos do espago amostral Q que ndo estdo em A. (PINHEIRO et al., 2009, pp. 74-
75).

A respeito da visdo axiomatica, a teoria das probabilidades é compreendida pelos
axiomas de Kolmogorov, os quais permitiram o fortalecimento do conceito classico, que outrora
ndo tinha clareza epistemolodgica, impedindo o avanco desse conhecimento (CAVALCANTE;
ANDRADE; REGNIER, 2016).

Batanero et al. (2016) e Amancio, Viana e Rocha (2013) sinalizam que os significados
da probabilidade sé&o inerentes aos seus conceitos e por isso ndo deve estar limitado apenas a
uma abordagem, mas devem ser trabalhados os demais conceitos considerando cada nivel de
ensino. Isso € importante, pois muitas vezes o estudante chega ao Ensino Médio, e a
probabilidade é apresentada apenas na definigéo classica. Os alunos devem estar familiarizados
com os diferentes conceitos, gerando estimativas de probabilidade de eventos e saibam
comunicar com outras pessoas, e, nesse sentido tornam-se Uteis as visdes de probabilidade

classica, frequentista e subjetiva (GAL, 2005).
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Nacarato e Grando (2013) fazem um estudo das diferentes abordagens probabilisticas
por meio de tarefas relacionadas a estocastica* aplicadas a estudantes do Ensino Fundamental.
Em relacdo ao conceito classico, eles mostram que jogos de azar baseados em lancamento de
moedas, dados, ou sorteio de bolas em urnas, tratam-se de fendmenos em que as variaveis sao
discretas e supfe-se que 0 espa¢o amostral € um conjunto de sucessos elementares que garante
a equiprobabilidade®. E evidenciado que existem ideias equivocadas sobre os jogos de azar, em
relacdo a simetria dos resultados, levando o sujeito a crer que alguém que aposta em seis
nlmeros consecutivos na megasena, por exemplo, tem chance menor de ser um ganhador do
que aquele que joga seis nimeros ndo consecutivos.

Por isso, a probabilidade é vista na Estatistica como um ideal da proporcéo de vezes que
um resultado ocorrera nas repeticdes de uma experiéncia gerando um modelo probabilistico que
prevé a chance de um possivel resultado sem que seja necessario repetir a experiéncia. Para
isso, é fundamental conhecer o campo de aplicacdo e garantir modelos adequados a realidade
(COUTINHO, 2013). Esses modelos que a autora se refere podem ser verificados ao considerar
o0 conceito frequentista da probabilidade, o qual os experimentos, quando repetidos varias vezes,
tendem a apresentar resultados previsiveis.

Em seus estudos sobre probabilidade, Lopes, Porciincula e Saméa (2019) a definem
como a parte da Matematica que estuda os fendmenos aleatorios, sendo uma maneira de medir
a incerteza. Por estar presente em situacdes do cotidiano, seu estudo favorece o contato com a
incerteza, leva a reflexdes necessarias e permite a aplicacdo de conhecimentos matematicos em
situacOes ao longo da vida dos estudantes. A partir dai, surge o conceito de estocastica como o
estudo de padrdes que tém origem em processos ndo deterministicos, ou seja, originam-se em
eventos aleatdrios, gerando o raciocinio probabilistico, o qual elas afirmam que se refere ao
modo como o sujeito pensa sobre possibilidades (percepcéo da chance).

Em diversas situacdes que envolvem fendmenos probabilisticos® faz-se necessarios os
conhecimentos da Estatistica no momento em que os dados obtidos por experimentos aleatdrios
sdo analisados, representados e interpretados. Nesse sentido, 0s conhecimentos de

probabilidade podem ser construidos de forma integrada aos conhecimentos da Estatistica.

4 Processo cujo resultado é determinado por variaveis aleatorias, segundo as leis da probabilidade.
® Possibilidade que tem a mesma chance de ocorréncia em qualquer evento.
b Sdo aqueles que ndo sdo deterministicos, ou seja, sdo caracterizados por eventos aleatrios.
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3 ASPECTOS METODOLOGICOS

A presente pesquisa teve o0 objetivo analisar como a literatura publicada em periddicos
nacionais em Educacdo Matematica, discute Matematica discute o ensino e a aprendizagem de
probabilidade na Educacdo Basica. Para tal, dentro da abordagem qualitativa (BOGDAN;
BIKLEN, 2010), foi realizada uma pesquisa bibliogréfica (FIORENTINI; LORENZATO,
2012), por meio do método de revisédo sistematica de literatura que seleciona estudos acerca de
uma determinada tematica, que neste caso € a probabilidade. A revisdo sistematica de literatura
permite responder a uma questdo de investigacdo bem definida, através de critérios de incluséo
e exclusdo, estratégias e técnicas bem planejadas, tendo como base fundamental a pesquisa
bibliogréfica rigorosa (DONATO; DONATO, 2019).

A revisdo sistematica de literatura, segundo Donato e Donato (2019), € uma
investigacao cientifica reprodutivel, imparcial e abrangente, com métodos pré-definidos para
identificar documentos relevantes para extrair dados e sintetizar os resultados. Essa reviséo
sistematica de literatura busca identificar diferentes olhares acerca do ensino de probabilidade
com um carater descritivo que atende as diversas formas de abordagens da probabilidade e
busca desvelar o que as pesquisas mais recentes apresentam. Diante disso, foi considerado um
recorte temporal de 10 anos, com artigos publicados de 2010 a 2019.

Mediante as observagdes dos documentos orientadores curriculares, foram realizados os
estudos desenvolvidos por pesquisadores da Educacdo Matematica acerca do ensino e da
aprendizagem de probabilidade, levando em conta que este trabalho versa sobre as abordagens
de probabilidade associadas ao curriculo de Matematica da Educacao Basica, com impacto em
sala de aula, de acordo com a proposta do Programa de Mestrado Profissional em Matemaética
em Rede Nacional (PROFMAT).

Para a producdo dos dados, foi realizada uma busca em periédicos em Educacao
Matematica, com estrato variando de Al a B2 no qualis (divulgado em julho de 2019) de
avaliacdo da Capes: Boletim de Educacdo Matematica (BOLEMA), Boletim do Grupo de
Estudos e Pesquisas em Educacdo Matemética (GEPEM), Educacdo Matemaética Pesquisa
(EMP), Zetetiké, Boletim online de Educacdo Matematica (BoEM), Educacdo Matematica em
Revista — BR (EMR-BR),Educacdo Matematica em Revista — RS (EMR-RS), Reuvista de
Educacdo Matematica e Tecnoldgica Iberoamericana (EM-TEIA), Jornal Internacional de
Estudos em Educacdo Matemaética (JIEEM), Perspectivas da Educacdo Matematica (PEM),
Revista Eletronica de Educacdo Matematica (REVEMAT), Revista de Educacdo Matemaética



(REMAT), Revista de Investigacdo e Divulgacdo em Educacdo Matematica (RIDEMA) e
Revista Paranaense de Educacdo Matematica (RPEM).

Foram utilizadas as seguintes expressdes durante a busca de artigos: probabilidade,
ensino de probabilidade, estocastica. Encontrou-se 191 artigos, apés a identificacdo a partir dos
titulos e resumos e verificou-se quais artigos atendiam ao tema. Como critério de exclusdo
aplicados aos resultados da busca dos artigos de periddicos foram considerados: (i) 12 exclusdo:
pesquisas que ndo se enquadravam na tematica de Educacdo Estatistica com foco em
Probabilidade; (ii) 2% exclusdo: pesquisas que ndo abordavam a experiéncia do professor em
sala de aula da Educacdo Baésica, considerando que o tema estéa relacionado com o ensino de
probabilidade na Educacdo Basica; (iii) 3% exclusdo: pesquisas que ndo estavam no recorte
temporal de 10 anos, entre 2010 e 2019. Desse modo, foi constituido o corpus de analise, sendo
selecionados 29 artigos que abordam o tema de probabilidade dentro da proposta da pesquisa.

O quadro abaixo apresenta o0s periddicos e 0s seus respectivos artigos que tratam da
tematica de Probabilidade:

Quadro 1 — Relac¢do dos artigos selecionados por periédico

Periddicos Autores

BOLEMA Nagamine (2011); Lopes e Rezende (2010); Souza e Lopes (2011);
Santos e Grando (2011);

BoEM Barba e Teixeira (2018);

EMR-BR Almeida e Pereira (2016); Oliveira e Cazorla (2008); Almeida,
Fernandes e Megid (2017); Silva Junior e Costa (2018);

EMR-RS Lima e Borba (2019b); Santos (2013);

EM - TEIA | Nobrega e Spinillo (2016); Batista e Borba (2016);

Santos e Santos (2016); Herzog, et al. (2019);

EMP Deodato e David (2015); Coutinho (2011); Marocci e Nacarato
(2013); Neres e Correia (2018); Correia e Fernandes (2014a); Oliveira
e Cordani (2017); Lima e Borba (2019a); Salcedo e Ramirez (2016)

JIEEM Vita, Magina e Cazorla (2015);

REVEMAT | Souza e Souza (2019);

Zetetiké Correia e Fernandes (2014b); Lopes, Teodoro e Rezende (2019);
RPEM Vita e Kataoka (2016); Lima e Borba (2018).

Fonte: Elaboracao propria

Os periodicos REMAT, RIDEMA e PEM ndo possuem artigos que atendem aos
critérios. O Boletim do GEPEM, no momento da busca, apresentava problema em sua
plataforma; ao digitar o termo e solicitar busca, era redirecionada para a pagina inicial.

Os artigos que compunham o corpus foram analisados a fim de averiguar e interpretar

os trabalhos disponiveis que atendessem a tematica, em carater da revisdo sistematica de



literatura que exige uma pesquisa minuciosa, objetiva e reprodutivel, buscando apresentar

implicacOes a préatica do professor que ensina probabilidade na Educagdo Basica.

4 APRESENTACAO E ANALISE DOS DADOS

A partir dos artigos selecionados, questiona-se: como as abordagens de probabilidade
devem ser trabalhadas pelos professores da Educacdo Basica? Esse questionamento pretende,
ao ser levado em consideracdo na analise, promover reflexdes acerca das potencialidades para
a aprendizagem de alunos. Para tal, abaixo, apresenta-se a sintese extraida possibilitando uma
compreensdo acerca dos modos de ensinar e de aprender probabilidade a partir de seis
categorias emergidas apds a leitura dos artigos. Sdo elas: a) concepc¢oes, ideias e conhecimentos
de estudantes sobre probabilidade, b) atividades “diferentes” para o ensino de probabilidade
ndo implementadas, c) atividades “diferentes” para o ensino de probabilidade implementadas,
d) uso de jogos para ensinar probabilidade, e) uso de tecnologias digitais para ensinar
probabilidade e f) resolucdo de problemas como metodologia para o ensino de probabilidade.
Observa-se que nas categorias b) e ¢) surge a expressao ‘atividades “diferentes’’. Elas se tratam
de atividades que sdo propostas em contextos diferentes das aulas expositivas.

Dentro de cada categoria analisada, foi observada a presenca da discussdo acerca das
abordagens utilizadas para o ensino e aprendizagem de probabilidade, a saber, probabilidade
frequentista, classica ou laplaciana, axiomatica, geomeétrica e subjetiva.

O quadro abaixo apresenta 0 modo como as categorias foram organizadas para a

discussao e analise.

Quadro 2 — Relacdo dos artigos classificados por categoria

Revista Autor do artigo Categoria
RPEM Lima e Borba (2018) A
EMP Correia e Fernandes. (2014a) A
EMP Oliveira e Cordani (2017) A
EMP Lima e Borba (2019a) A
EMP Salcedo e Ramirez (2016) A
EMR-RS Lima e Borba (2019b) A
EM-TEIA Nobrega e Spinillo (2016) A
ZETETIKE Correia e Fernandes (2014b) A
BOLEMA Nagamine (2011) B
BOLEMA Lopes e Rezende (2010) B
EMR-BR Almeida e Pereira (2016) B
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EMR-RS Santos (2013) B
EMR-BR Almeida, Fernandes e Megid (2017) C
EMR-BR Silva Junior e Costa (2018) Cc
JIIEM Vita, Magina e Cazorla, (2015) C
RPEM Vita e Kataoka (2016) C
BOLEMA Santos e Grando (2011) D
EMP Deodato e David (2015) D
EMR-BR Oliveira e Cazorla (2008) D
EM-TEIA Herzog et al. (2019) D
EM-TEIA Batista e Borba (2016) D
EM-TEIA Santos e Santos (2016) D
BOLEMA Souza e Lopes (2011) E
EMP Coutinho (2011) E
REVEMAT Souza e Souza (2019) E
BoEM Barba e Teixeira (2018) F
EMP Neres e Correa (2018) F
EMP Marocci e Nacarato (2013) F
ZETETIKE Lopes, Teodoro e Rezende (2011) F

Fonte: Elaboracao propria

Abaixo, segue a analise dos artigos discutidos em cada categoria, partindo da reviséo

sistematica de literatura, apos a selecéo e leitura.

A — Concepcoes, ideias e conhecimentos de estudantes sobre probabilidade

E comum em contexto de sala de aula, estudantes questionarem aos seus professores,
principalmente os que lecionam Matematica, sobre a utilidade de determinado conteudo para
aplicagdo em sua vida. Quem nunca ouviu: “Onde vou usar isso na minha vida?”

O jovem e o adulto, ao longo da sua vida, desenvolvem conhecimentos e habilidades
que influenciam o seu contato com a matematica escolar. Nesse sentido, os estudantes da
Educacao de Jovens e Adultos (EJA) buscam na Matematica a sua utilidade e de que forma esse
estudo pode contribuir para a sua vida fora da escola. Lima e Borba (2018; 2019a; 2019b)
apresentam uma proposta que investiga como estudantes da EJA dos anos iniciais e finais do
Ensino Fundamental resolvem problemas combinatdrios e como esses problemas contribuem
para o desenvolvimento do raciocinio probabilistico, com foco na abordagem classica da
probabilidade. Os autores destacam que as experiéncias cotidianas e sociais, dentro e fora da
escola, representam uma bagagem de conhecimentos que servem de ponto de partida para o
desenvolvimento e ampliagdo dos conhecimentos matematicos.

Ainda na perspectiva do estudo de combinatdria associado a probabilidade, N6brega e
Spinillo (2016) também realizam uma pesquisa, porém os participantes da investigacdo sao
criancas da Educacdo Infantil ao 5° ano. As questdes aplicadas aos participantes constavam de
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nogdes bésicas de probabilidade e combinatoria, envolvendo nogdes de possibilidade, certeza e
impossibilidade, num contexto de investigacdo em que a crianca era solicitada apenas a emitir
julgamentos qualitativos, o que caracteriza uma abordagem subjetiva da probabilidade. Esse
estudo demonstra que a crianca traz consigo aspectos relacionados ao objetivo da proposta de
Nobrega e Spinillo (2016) e vai ao encontro da orientacdo da BNCC, uma vez que o documento
orientador sugere que o estudo das nogOes de probabilidade deve ser trabalhado desde os anos
iniciais da Educacao Baésica.

Também numa abordagem subjetiva da probabilidade, Oliveira e Cordani (2017)
realizam uma investigacdo com alunos de trés turmas do 2° ano do Ensino Médio em que
deveriam estimar as probabilidades com base em suas opinides individuais. O conhecimento
que o estudante possui em relacdo a probabilidade é valorizada e ampliada nesse estudo, pois a
metodologia aplicada favoreceu esse resultado. Trata-se de uma pesquisa que se organizou em
trés momentos: a aplicagdo de um pré-teste, a acdo didatica e, para finalizar, a aplicagdo de um
pos-teste.

Na acdo didatica, uma das atividades consistia em experimento com lancamento de
moedas, saindo do foco subjetivo do pré-teste para uma abordagem frequentista na acéao
didatica, e como consequéncia da acdo didatica, geraram resultados positivos no pds-teste,
criando momento de reflexdo acerca dos resultados. Oliveira e Cordani (2017) ainda justificam
que, em diversas situagdes, estamos em conflito entre o conceito intuitivo, reforgado pelas
ideias das crencas, e a estrutura légica da probabilidade, quando precisamos fazer julgamentos.

Numa perspectiva a respeito de conhecimentos que 0s estudantes apresentam mediante
0 conceito classico, Salcedo e Ramirez (2016) buscam observar como podem desenvolver
tarefas relacionadas a algumas demandas cognitivas, como a memorizacao, 0s procedimentos
com e sem conexao a serem utilizados. Os autores propuseram 40 atividades com o tema
probabilidade para a educacdo primaria que foram retiradas de seis livros e adaptadas de acordo
com o referencial tedrico estudado pelos autores.

Dois dos artigos que partem das concepcdes, ideias e conhecimentos dos estudantes
acerca da probabilidade, apresentam os resultados de um estudo desenvolvido por Correia e
Fernandes (2014a; 2014b) centrado nas ideias intuitivas dos estudantes do 9° ano de quatro
escolas portuguesas. A diferenca entre os dois artigos € que em um, considerou-se 0s aspectos
da probabilidade condicional e o outro aborda independéncia de eventos. O contexto da
pesquisa € 0 mesmo para os dois estudos. Referem-se a um questionario com aspectos da
definicdo cléssica e frequentista da probabilidade e foram exploradas questdes evolvendo

probabilidade condicional e independéncia de eventos.



4 APRESENTACAO E ANALISE DOS DADOS

Os resultados da pesquisa apontaram que os estudantes recorreram a diferentes
estratégias para justificar suas respostas, pois os conceitos de probabilidade condicional e
independéncia de eventos ndo foram trabalhados em sala de aula. E nessa perspectiva, 0s
estudos encorajam a possibilidade da introducdo desses conceitos no 9° ano do Ensino
Fundamental, pois os estudantes demonstraram que possuem substrato intuitivo para o estudo
tanto da probabilidade condicional, quanto da independéncia de eventos.

Na revisdo desses artigos € notorio o quanto o conhecimento acerca das nocoes de
probabilidade contribuem para a abordagem e ampliacdo dos conceitos que envolvem o
contetdo. A forte presenca da abordagem subjetiva da probabilidade esteve presente em quase
todos os estudos relacionados a essa categoria. Isso se da ao fato de que, quase todas as pessoas
ja tiveram algum contato com as nogdes intuitivas de probabilidade ou chance de algo
acontecer, que sao frutos das experiéncias, das observacgdes de fatos que ocorreram na vida, ou
algum momento em que o0 sujeito precisou fazer algum julgamento sobre a ocorréncia de
determinada situacdo, numa perspectiva da subjetividade dos conceitos que envolvem a
probabilidade (COUTINHO, 2013).

A partir da nocdo subjetiva da probabilidade que os alunos ja possuem de suas
experiéncias de vida, associada aos experimentos aleatérios, como na visdo frequentista,
possibilita que sejam apresentados 0s conceitos de probabilidade em decorréncia desses
(LOPES; COUTINHO; ALMOULOUD, 2010). O professor pode tomar como ponto de partida
para a ampliacdo desses conhecimentos e apresentar as definicbes, como a classica ou a

axiomatica, por exemplo, como proposto nas pesquisas analisadas sob essa perspectiva.

B — Atividades “diferentes” para o ensino de probabilidade ndo implementadas

Para analise dos artigos com esse enfoque, precisamos refletir sobre, pelo menos, dois
aspectos: as atividades “diferentes” e as atividades ndo implementadas. Esta categoria, ao tratar
de atividades “diferentes”, traz a ideia de se pensar em atividades que deixem de lado um pouco
do contexto das aulas expositivas. Ao contrario da pedagogia tradicional, centrada no
conhecimento que o professor transmite ao aluno, a aprendizagem num processo mais dinamico
flui em ambas as direcdes: do aluno para o professor e do professor para o aluno. E nesse
sentido, o professor ndo deve apenas supor como funciona o pensamento I6gico dos seus alunos,
mas sim compreender o que os alunos pensam durante o processo da aprendizagem, para que
possa guiar o desenvolvimento de suas ideias (PINTO, 2000).

As atividades que ndo sdo implementadas propiciam expectativas e, geralmente sdo

pensadas para serem implementadas num contexto ideal e previsivel. Mas nem sempre acontece
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como esperamos, pois podem existir obstaculos que impactam nos possiveis resultados
esperados.

Nagamine et al. (2011) faz uma analise de um trabalho pautado na Teoria Antropoldgica
da Didatica. Essa atividade “diferente”, que ndo foi implementada, trata-se de uma sequéncia
didatica conhecida como Passeios aleatorios da Monica, elaborada por Fernandes e Fernandes
(1999) e adaptada por Cazorla e Santana (2016) para o ensino de probabilidade na Educacéo
Basica. Por se tratar de uma sequéncia didatica, o seu objetivo é estudar como os alunos
aprendem probabilidade, e nesse momento, o professor assume o papel de pesquisador,
observando sua préatica pedagogica.

Esta sequéncia didatica esta dividida em quatro sessdes: a primeira compreende a leitura
da histdria, na qual o professor observa a capacidade intuitiva dos estudantes, num contexto da
probabilidade subjetiva; a segunda esta relacionada a experimentacao, a qual se faz presente o
conhecimento da probabilidade frequentista, sendo os seus resultados organizados em tabelas
de frequéncia e gréficos; a terceira faz referéncia a modelagem matematica com foco na
abordaem classica ou laplaciana, por meio da representacdo da arvore das possibilidades; e a
ultima sessdo analisa as reflexdes dos alunos como um todo, referente as diversas formas de
representacdes da probabilidade.

A tarefa central desta sequéncia didatica parte das nocOes intuitivas, levando em
consideracdo a abordagem subjetiva, até chegar a formulacédo tedrica (classica). A sequéncia
pode ser aplicada e observada seus resultados, para que se possa fazer correcbes e
aprimoramento da mesma (NAGAMINE et al., 2011). Essa observacdo é valida também para
nos lembrar que muitas vezes a tarefa é planejada de uma determinada forma, mas durante o
desenvolvimento do seu percurso, podem surgir contratempos que vem a forcar alteracdes e,
nesse sentido, precisamos ficar atentos para ndo desviar o foco da proposta.

Lopes e Rezende (2010) apresentam uma proposta de atividades também num contexto
fora do padréo de aulas expositivas, no qual propdem o Jogo do Quadrado em tabuleiro (ainda
ndo testado), que deve ser jogado em duplas, e orienta o0 professor como proceder para a
construcdo de conceitos basicos que envolvem o raciocinio combinatério e o célculo de
probabilidades nos anos finais do Ensino Fundamental e também para o segundo ano do Ensino
Médio. Trata-se de uma associacdo entre jogos e resolucdo de problemas envolvendo
conhecimentos de analise combinatdria e probabilidade.

Os autores justificam sua proposta ao argumentar que “0 ensino tradicional da
Matematica que se baseia na apresentacdo oral do contetdo pelo docente abordando defini¢des

e posteriormente demonstracGes de propriedades, exercicios de fixacao e de aplicacéo, tem-se
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mostrado ineficaz” (LOPES; REZENDE, 2010, p. 663). Embora os autores ressaltem que néo
pretendem discutir as diferentes abordagens de probabilidade, o conceito classico é explorado
de forma implicita na resolucdo dos problemas propostos por eles.

Almeida e Pereira (2016) trazem um trabalho com base no construtivismo, uma vez que
tem como referéncia a Teoria das SituacGes Didéticas, pois cria condigbes para que um
determinado conhecimento seja construido, nas quais o professor orienta o aluno para ser capaz
de tomar decis6es que reforce a construcdo do seu conhecimento.

Nesse contexto, é considerada uma situacao adidatica, na qual o professor deixa de ser
protagonista e passa a ser mediador e observador, e o0 aluno determina seus proprios passos na
resolucéo do problema proposto, envolvendo langamento de moedas. Na analise do problema,
observa-se a abordagem frequentista, perpassando pelas estratégias do aluno com o meio, 0s
registros, a validacdo dos resultados através dos calculos pelo diagrama de arvore até que 0s
alunos cheguem a conclusdo. E no final da proposta, o professor deve apresentar o problema e
revelar suas intencdes para que os alunos se apropriem do conhecimento, buscando contribuir
para a autonomia do aluno.

Santos (2013) propde um jogo de batalha naval para o estudo de probabilidade. E uma
proposta de prética pedagogica alternativa em que o aluno é visto como individuo ativo na
producdo e construcdo do seu conhecimento. Trata-se de nove problemas que associam 0 jogo
aos conceitos de espaco amostral, eventos, probabilidades simples e probabilidade condicional
e sdo apresentados em ordem crescente de dificuldade. Para a resolucdo dos problemas
propostos, os estudantes precisam ter conhecimentos do calculo da probabilidade classica, bem
como as propriedades que determinam a probabilidade axiomatica. O autor ndo determina o
publico alvo para implementacdo da sua proposta, mas pressupde-se que pode ser adaptada ao
nivel de conhecimento das turmas que o professor atua.

Essas pesquisas denotam a importancia de se planejar as atividades, prevendo o0s
possiveis beneficios e objetivos a serem atendidos, as possiveis estratégias que podem ser
utilizadas para a apropriacgéo do conhecimento, bem como o tipo de abordagem que se pretende

contemplar.

C — Atividades “diferentes” para o ensino de probabilidade implementadas

Os artigos analisados nesta categoria discutem as propostas que foram implementadas
para o ensino de probabilidade na Educagéo Baésica.

Almeida, Fernandes e Megid (2017) descrevem uma experiéncia a partir de atividades

sobre probabilidade e estatistica envolvendo graficos e tabelas com 27 criancas da Educacao
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Infantil, entre 3 e 6 anos de idade. A atividade consistia numa tarefa de exploracdo, a qual, as
criancas foram convidadas a um passeio no bosque e foi perguntado antes, quais animais eram
possiveis de serem encontrados e quais eram impossiveis, e as crian¢as deveriam justificar suas
respostas. Nesse momento, mais uma vez a abordagem subjetiva se faz presente, tendo em vista
que leva em consideragdo o julgamento pessoal da crianca (NACARATO; GRANDO, 2013).

ApoGs a visita ao bosque a professora levou um cartaz com os animais ilustrados e
solicitou que cada crianca colasse um pedaco de papel vermelho acima da imagem do animal
favorito, como a representacdo de um gréafico. E por ultimo foi realizada a interpretacdo do
gréafico, onde as criangas socializaram e confrontaram ideias huma perspectiva frequentista da
probabilidade, observando os animais que foram mais escolhidos, ou menos escolhidos.

A atividade experimental contribui de forma significativa para a introdu¢do ou mesmo
a construcdo dos conceitos de probabilidade, além de incentivar o espirito intuitivo e dedutivo
dando significado a esses conceitos. E nesse sentido, Silva Janior e Costa (2018) trazem um
experimento com estudantes do Ensino Medio, dividido em duas etapas. Os autores tomam
como referéncia a visao frequentista, e propdem para a primeira etapa, que cada aluno realize
30 lancamentos de um dado, anotando os resultados da face voltada para cima, e em seguida
construa uma tabela de frequéncias e, por ultimo, represente os resultados em graficos de barras
e setores. E assim fizeram.

Na segunda etapa, os alunos se organizam em 4 ou 5 e reescrevem 0s dados juntando
os resultados e construindo uma nova tabela de frequéncia e novos gréaficos. Para tabular os
dados os alunos puderam usar calculadoras, planilhas eletrbnicas, programas de construcao de
graficos ou outros recursos digitais. Apos a realizacdo das duas etapas, a professora realizou
uma tarefa de investigacdo sobre os resultados, em que o0s alunos compararam 0s resultados
individuais e em grupo. Depois das discussdes acerca dos resultados e possiveis hipoteses, 0s
alunos responderam, intuitivamente, que os resultados se convergiam para um determinado
valor. Ao final da atividade, a professora utiliza a abordagem classica para formalizar os
conceitos, sendo uma proposta diferente das sugeridas na maioria dos livros didaticos, como
explicam os autores.

A utilizacdo de material concreto tem contribuido bastante como apoio as aulas de
Matematica, e, nessa perspectiva, Vita (2012) desenvolveu uma abordagem de probabilidade
com estudantes cegos da Educacdo de Jovens e Adultos (EJA) do Ensino Médio, utilizando
uma magquete tatil. A partir dessa pesquisa, Vita, Magina e Cazorla (2015) e Vita e Kataoka
(2016) discutem as contribui¢fes desse material associado a sequéncia didatica que Cazorla e

Santana (2006) adaptou de Fernandez e Fernandez (1999), conhecida como Passeios Aleatorios
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da Monica. Os dois artigos enfatizam a importancia da realizagdo de experimentos para a
abordagem dos conceitos basicos de probabilidade, dando énfase a definicdo frequentista da
probabilidade. As autoras explicam que os alunos devem desenvolver habilidades formais e
informais, analisar padrGes observados e esperados, que lhe permitam ler e interpretar
informagdes, tornando-os capazes de tomar decisoes.

Nesta categoria analisada, as pesquisas apresentam atividades que se distanciam do
contexto de aula expositiva, as quais apresentaram propostas que oportunizaram ao pesquisador
observar se os resultados esperados foram alcancados, bem como a construcao de conceitos por
meio da experiéncia do estudante. Em atividades que s&o planejadas e implementadas podem
surgir imprevistos que possibilitam que o professor repense ou reavalie a atividade para ser
aplicada em outros contextos com outros sujeitos, e assim, contribuir para o aperfeicoamento

da sua préatica docente.

D — Uso de jogos para ensinar probabilidade.

Os jogos sdo importantes elementos para 0s processos de ensino e aprendizagem, mas é
necessario que se faca uma distincdo entre o jogo como conteudo especifico e 0 jogo como
ferramenta auxiliar de ensino, pois muitas vezes eles sdo pensado de forma a provocar
interacOes sociais especificas ou para fixar determinados conhecimentos (BRASIL, 2018).

O artigo de Santos e Grando (2011) apresenta um conjunto de tarefas e um jogo que
utiliza a metodologia da resolucdo de problemas com caracteristicas investigativas acerca do
conhecimento de probabilidade. A pesquisa foi aplicada a estudantes do 7° ano do Ensino
Fundamental que foram organizados em pequenos grupos e realizaram 18 tarefas. O trabalho
buscou identificar a linguagem e o pensamento probabilistico no processo de comunicacgéo oral
e escrita.

Os autores observaram que nas explica¢fes dos alunos a respeito das tarefas, estavam
presentes as abordagens conceituais subjetivista, frequentista e laplaciana. O jogo proposto ap6s
as tarefas, chamado A travessia do rio, buscou identificar semelhancas e diferencas com relagédo
aos conceitos e pensamentos probabilisticos, comparando as situa¢fes de jogo e de problema,
e foi constatado que a abordagem subjetivista prevalece sobre as demais.

Oliveira e Cazorla (2008) relatam uma experiéncia de um jogo aplicado a estudantes do
6° ano do Ensino Fundamental. Novamente o jogo Passeios aleatorios da Monica é discutido
na perspectiva de dar significados aos conceitos de probabilidade, no entanto, num contexto
diferente dos demais. O jogo envolve lancamento de moeda e foi possivel trabalhar conceitos

de espaco amostral e eventos através do diagrama da arvore, e, posteriormente, os resultados
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foram registrados em tabelas e gréficos, expressando o pensamento classico e frequentista da
probabilidade, enquanto nos contextos anteriores, ele foi associado a outras metodologias.

Ja Batista e Borba (2016) apresentam um fragmento de uma pesquisa sobre
conhecimentos probabilisticos de criancas sobre aleatoriedade, espaco amostral e comparacao
de probabilidade, utilizando-se os dois jogos citados anteriormente: o primeiro sendo A
travessia do rio e 0 segundo, uma adaptacao do jogo Passeios aleatorios da Moénica. O estudo
foi realizado com alunos do 1°, 3° e 5° ano do Ensino Fundamental. Os jogos envolvem
lancamentos de dados no primeiro e moedas no segundo, com um carater frequentista, pois 0s
alunos observavam os resultados dos experimentos. Apos algumas partidas, foi realizada uma
entrevista clinica com uma abordagem sobre nocbes de eventos aleatdrios, chances,
possibilidades, equiprobabilidade e independéncia de eventos.

Deodato e David (2015) também utilizaram um jogo como uma das etapas de oficina
que eles propuseram, numa articulacdo entre a Teoria da Aprendizagem Situada e a Teoria da
Atividade para revelar momentos de aprendizagem no campo do ensino de probabilidade.
Trata-se do jogo Corrida de cavalos que envolve lancamento de dois dados e a soma dos
resultados por alunos de 4° e 5° anos do Ensino Fundamental.

Durante as partidas do jogo, algumas perguntas eram feitas sobre sorte, azar, chance e
probabilidade fazendo com que os alunos refletissem sobre suas escolhas nas partidas
posteriores. Nessa oficina foi possivel explorar conhecimentos sobre eventos possiveis,
impossiveis e eventos mais provaveis e menos provaveis, e, para esses conhecimentos, foram
utilizados as defini¢6es de probabilidade numa percepcdo subjetiva, classica e frequentista, que
ficaram evidentes nas falas dos estudantes, com possibilidades de formularem e testarem
conjecturas livremente, onde o diadlogo oferece elementos para essas conclusdes.

Santos e Santos (2016) apresentam uma investigacdo que envolve alunos do 4° ano do
Ensino Fundamental, numa proposta para que os alunos desenvolvessem conceitos de
combinatdria, probabilidade e estatistica também num contexto do jogo Corrida de cavalos. Na
acao do jogo, os alunos langam dois dados, observando e registrando a soma dos resultados. A
presenca da visdo frequentista no processo desse jogo auxilia na compreenséo dos resultados,
e consequentemente, nas nogdes basicas dos conhecimentos que envolvem aleatoriedade, mas
é o dialogo gerado a partir das problematizacdes acerca dos resultados que possibilitou que 0s
alunos desenvolvessem hipoteses e reflexfes desencadeando ideias e conceitos que envolvem
probabilidade, combinatdria e estatistica.

Ainda sob um olhar frequentista da probabilidade, Herzog et al. (2019) apresentam um

jogo didatico proposto para estudantes do 7° ano do Ensino Fundamental. O jogo se chama Sete
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da Sorte, e os alunos langam dois dados e observam a soma dos resultados. Os autores explicam
que, apos repetir o langcamento muitas vezes, os alunos percebem que a soma sete vencera e a
soma um ndo pontua. Foram propostas aos estudantes alguns questionamentos sobre 0s
resultados obtidos, envolvendo conhecimentos de aleatoriedade e espaco amostral. Os autores
se respaldam na BNCC, pois o documento declara que o estudo de probabilidade e estatistica
deve abranger as atividades envolvendo experimentos aleatdrios e simula¢fes de modo que haja
um confronto dos resultados em face das abordagens classica e frequentista.

Essa revisdo sistematica revela a presenca da abordagem frequentista em todas as
experiéncias de jogos analisadas. 1sso acontece porque nessa abordagem de probabilidade, o
uso de jogos permite esse tipo de exploragdo voltada para o experimento. A partir de
experimentos surgem novos olhares e concep¢des, e novas ideias sdao manifestadas, dando
espaco a imaginagao e ao protagonismo dos alunos (LOPES; PORCIUNCULA; SAMA, 2019).

A utilizacdo do jogo no ambiente de aprendizagem de probabilidade oportuniza aos
alunos a compreensdo progressiva da linguagem e dos conceitos que envolvem essa tematica,
além de contribuir para sua formacéo cidada critica e reflexiva na sociedade. As atividades
ludicas estdo relacionadas com o prazer e o equilibrio emocional, contribuem para o
desenvolvimento social, além do desenvolvimento da autonomia sobre atos e pensamentos do
individuo (COUTINHO, 2013). Quando o ludico e a investigacao estdo presentes nas aulas de
Matematica, despertam nos alunos uma maior seguranca, possibilitando que os conhecimentos
sejam ressignificados (NACARATO; GRANDO, 2013).

E — Uso de tecnologias digitais para ensinar probabilidade

Os estudantes séo impactados de diferentes maneiras pelos avancos da tecnologia, e,
nesse sentido, a sua importancia se faz presente na investigacdo matematica. O uso das
tecnologias digitais e aplicativos para o ensino de Matematica é proposto pela BNCC desde
Ensino Fundamental (BRASIL, 2018).

Souza e Lopes (2011) corroboram com esse pensamento, ao propor o uso de simuladores
e tecnologia para o ensino de probabilidade. Foi apresentada uma atividade chamada Corrida
de dados que envolve lancamento de dois dados e observado a soma dos resultados, a alunos
de 12 e 13 anos. Houve discussdo acerca de chances e sorte, mas, no desenvolvimento do jogo,
atraves de simulaces reais (experimentos), eles foram percebendo que alguns resultados eram
mais frequentes que outros.

A visdo frequentista contribui para que novos conceitos sejam construidos, e 0s autores

ressaltam que as simulagdes interativas podem substituir uma situacdo real por diferentes
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experimentos, criando modelos para o ensino de probabilidade. Apds as simulaces reais, 0s
estudantes utilizaram jogos que simulam o langamento de dados e ainda constroem o
histograma com os resultados obtidos.

Muitas vezes, a construcdo do conceito de probabilidade observada nos livros didaticos
é feita por meio da solicitacdo de experimentos, porém, o nimero insuficiente de realizacbes
desse experimento é fonte de obstaculo para esse conhecimento. E nesse sentido, a realizacéo
de simulaces computacionais permite que a frequéncia acumulada se estabilize, e se aproxime
de um determinado valor (LOPES; PORCIUNCULA; SAMA, 2019).

Coutinho (2011) discute uma sequéncia didatica também de um ponto de vista
experimental (frequentista) através de situacGes-problema que envolvem a modelizacdo de
experimentos simples em um ambiente informatizado, para alunos franceses do ultimo ano
Ensino Fundamental e do 1° ano do Ensino Médio. O software Cabri-géométre 11 foi utilizado
nas atividades para a simulagéo dos experimentos e 0 modelo utilizado foi a urna de Bernoulli.
Esse software apresenta uma ideia bem préxima da definicdo da probabilidade geomeétrica,
porém, na tela do computador forma uma malha de pixel por centimetro quadrado, sendo uma
urna de pixels, que pode ser considerado a representacdo do modelo da urna de Bernoulli. Nesse
caso, a definicdo classica da probabilidade é relacionada com a probabilidade geométrica, na
qual é dada pela razdo entre as areas, num experimento aleatério utilizando a urna de pixels.

O que € possivel notar € que existe uma interrelacdo entre as diferentes abordagens das
defini¢cdes de probabilidade num mesmo ambiente informatizado. Foi possivel perceber a visdo
frequentista, por se tratar de simulacdes de varios experimentos. Em seguida a compreensédo da
probabilidade classica em relacdo a abordagem geomeétrica, na razdo entre as areas, reforca que
a probabilidade é um conceito que pode ser abordado por meio de diferentes enfoques
(COUTINHO, 2013).

Souza e Souza (2019) desenvolvem um estudo sobre as dificuldades que os alunos
possuem para resolver problemas probabilisticos relacionados com analise combinatéria ou
contagem. Os sujeitos da pesquisa foram alunos do 1° ano do Ensino Médio em simulacGes
empiricas, através de um jogo de azar conhecido como Craps, que envolve o lancamento de
dois dados, foram jogadas 40 partidas e eles observavam a soma com maior frequéncia e depois
escreveram um relatério. As experiéncias pedagogicas foram vivenciadas sobre programacéo
em Java e sobre o ensino de probabilidade, numa perspectiva frequentista da probabilidade. O
namero de experimentos foi relativamente pequeno e insuficiente para que os alunos tirassem
as suas conclusdes e a experiéncia proposta acabou gerando percepc¢des equivocadas nos

estudantes.
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A respeito do trabalho em ambiente computacional, as pesquisas analisadas explicitaram
que facilita e torna mais rapido o célculo e a representacdo gréfica, além de revelar-se
fundamental para que o aluno possa se preocupar efetivamente com as interpretacfes e com 0s
conceitos envolvidos. E, de acordo com Coutinho (2013), o sujeito deve estar atento ao objeto
de estudo, que nesse caso é a probabilidade, de modo que a ferramenta tecnoldgica ndo torne
um distrator da aprendizagem pretendida, mas reforce-a.

F — Resolucao de problemas como metodologia para o ensino de probabilidade

A metodologia que envolve resolucao de problemas tem um papel bastante significativo
para a exploracdo de conceitos matematicos. Nesse sentido, o problema € visto como um ponto
de partida para ajudar os alunos a compreenderem 0s conceitos, 0S processos e as técnicas
operatorias necessarias para cada unidade tematica. Essa forma de ensinar Matematica recebeu
atencdo a partir dos trabalhos de Polya (1944), sendo considerado o pai da Resolucdo de
Problemas (ONUCHIC; ALLEVATO, 2011).

Neres e Correia (2018) destacam a importancia dos trabalhos de Pdlya (1887-1985) por
ter sido o primeiro matematico a apresentar um método baseado em etapas para a resolucéo de
problemas matematicos que é aceito até os dias atuais. Nessa perspectiva, 0s autores apresentam
uma proposta aplicada aos alunos do 2° ano do Ensino Médio para investigar a aprendizagem
de probabilidade a partir de jogos de loteria associados ao método de resolucéo de problemas.
Para a resolucdo dos problemas propostos, os alunos executaram as etapas sugeridas por Polya
(2006) e orientadas antes da execucdo. Como resultado, a maioria dos alunos obteve éxito,
comprovando a eficiéncia do método sugerido. Os problemas associavam os conhecimentos de
combinatdria e probabilidade, fazendo uso da abordagem classica da probabilidade.

Nas competéncias gerais da Educacdo Basica, a BNCC orienta que o estudante deve
desenvolver a competéncia de formular e resolver problemas e criar solu¢cdes com base nos
conhecimentos das diferentes areas. E dentro das habilidades que envolvem os conhecimentos
de probabilidade, o documento orientador destaca a resolucéo e elaboracdo de problemas que
envolvem o célculo de probabilidades, eventos, experimentos aleatdrios sucessivos, recorrendo
as estratégias diversas (BRASIL, 2018).

Barba e Teixeira (2018) também utilizam o metodo da resolugédo de problemas para o
ensino de alguns topicos de probabilidade, voltado para o trabalho com alunos do Ensino
Médio. Os autores levam em consideracéo as etapas para a resolucdo de problemas propostas
por Onuchic e Allevato (2009). Os enunciados dos problemas foram retirados de provas do

ENEM (Exame Nacional do Ensino Médio) e de vestibulares da Universidade Estadual de
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Londrina (UEL), sendo alguns adaptados. Nessa proposta, o professor tem o seu papel de
orientar o estudante, auxiliando-o de forma que eles construam os conceitos com autonomia
(ONUCHIC; ALLEVATO, 2009). A abordagem dos problemas tem seu foco na abordagem
classica associada com a axiomatica, e para a resolucdo, sdo utilizados conhecimentos que
envolvem a teoria dos conjuntos, sua representacdo simbolica e diagramas e diante disso, 0s
autores ressaltam a importancia dos conhecimentos prévios para a constru¢cdo dos novos
conceitos.

Também numa proposta de ensino de probabilidade associada a resolugéo de problemas,
Marocci e Nacarato (2013) apresentam um recorte de uma pesquisa de mestrado centrada no
movimento das significagdes probabilisticas envolvendo resolucdo de problemas com
estudantes do 1° ano do Ensino Médio. Houve uma preocupacdo em criar condi¢des para a
organizacdo do ambiente de aprendizagem, levando em consideracdo a linguagem, a mediacéo
simbdlica entre o sujeito e a realidade e os significados que estdo em constante transformacéo.
Foi proposta uma sequéncia de tarefas para os estudantes, que foram socializadas e discutidas,
mostrando que quando h& comunicacdo e reflexdo sobre o que se faz resulta-se em novas
relacBes e conexdes. As potencialidades da resolucdo de problemas e da linguagem para o
desenvolvimento do pensamento probabilistico, numa abordagem subjetiva da probabilidade,
movimentaram as significacfes e, consequentemente, a aprendizagem.

Para a aprendizagem dos conceitos basicos de probabilidade, Lopes, Teodoro e Rezende
(2011) apresentam os relatos de uma investigacdo que utiliza um jogo de dois dados associados
a resolucédo de problemas. Foi aplicado um pré-teste que verificava os conhecimentos prévios
e intuitivos por meio de problemas de probabilidade e um p6s-teste que foi aplicado logo ap6s
a realizacdo do jogo. Os problemas estdo planejados sobre o contexto de jogo e tem na sua
abordagem uma base definida nas abordagens subjetiva e classica da probabilidade.

As tarefas bem escolhidas baseadas na resolucdo de problemas podem e devem ser
propostos de modo que gerem novas compreensdes da Matematica. E nesse momento que o
estudante procura relacBes, analisa padrbes e descobrem os métodos que funcionam para
justificar seus resultados (WALLE, 2009).

Uma sintese sobre o ensino de probabilidade a partir da revisao sistematica de literatura
Esse estudo possibilitou a constru¢do de uma sintese sobre o0 ensino de probabilidade
para a Educacdo Basica tomando como base a relagdo entre categorias estabelecidas e as

diferentes abordagens da probabilidade.
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Figura 3 — Esquema de categorias relacionadas as abordagens probabilisticas

Atividades “diferentes”
para o ensino de

probabilidade ndo
implementadas

Abordagem
geometrica

Uso de tecnologias
digitais para ensinar
probabilidade

Fonte: Elaboracao propria

O esquema acima representa o olhar criterioso que o professor precisa ter acerca do
ensino de probabilidade. As categorias discutidas nesse constructo tedrico devem ser
consideradas numa interrelacdo com as diferentes abordagens da temaética.

Num contexto de abordagens da definicdo de probabilidade, geralmente os trabalhos
analisados recorreram a uma convergéncia que envolve a abordagem subjetiva, para uma
abordagem inicial, onde o professor observa o que esses estudantes tém de conhecimentos e
experiéncias acerca das no¢des basicas de probabilidade, valorizando a categoria A analisada e
avangando para uma abordagem frequentista.

Nessa abordagem frequentista, o estudante tem contato direto com o objeto de estudo,
faz experiéncias e observa regularidades nos resultados dos seus experimentos, e criam uma
conexdo com a definigdo laplaciana (classica), sendo essa a mais lembrada quando discutimos
calculos de probabilidade e a mais abordada nos livros didaticos. Para que o estudante fortaleca
sua compreensdo acerca desse conhecimento, esse estudo precisa ser bem planejado, e sair do
contexto de aula expositiva pode ser um bom caminho no qual os alunos partem para as
experiéncias. A categoria B traz essas atividades “diferentes” que foram planejadas, mas nao

foram implementadas. E na categoria C, essas atividades diferentes sdo implementadas.
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A implementacédo de tarefas para o ensino de probabilidade possibilita a identificagéo
de possiveis dificuldades apresentadas pelos sujeitos, e 0s possiveis contratempos que podem
surgir, como qualquer ambiente de aprendizagem sujeito a imprevisibilidade, bem como as
contribuicdes para o aprendizado. E é nesse sentido que as tarefas podem ser repensadas e
melhoradas para que se alcance o objetivo esperado.

Ap0s o contato com essas trés abordagens, o aluno pode estar mais preparado para
enfrentar problemas que envolvem outros contextos de aplicacdo, como a probabilidade
geométrica, por exemplo, na qual faz-se necessario o conhecimento da defini¢do classica. E
para a ampliacdo do conceito, é preciso que esses conhecimentos estejam bem amarrados e
fundamentados e, para isso, € importante o dominio das propriedades e axiomas que sustentam
a definicdo abrindo espaco para a abordagem axiomatica da probabilidade.

A construcdo e ampliacdo dos conceitos, quando associados a uma boa metodologia,
podem trazer excelentes resultados. E nessa perspectiva, considerando 0s contextos de
aprendizagem, o jogo pode ser um 6timo aliado, pois valoriza as rela¢fes sociais, além de tornar
a aprendizagem um momento prazeroso e desenvolver a autonomia nos sujeitos, como discutido
na categoria D. E quando o jogo esta associado a um ambiente computacional (categoria E),
como os simuladores, por exemplo, em que os estudantes podem confrontar e refletir sobre os
resultados e criar relacGes entre o conhecimento concreto e o abstrato, entre uma situacéo real
e um modelo para que novos conceitos sejam construidos e formalizados.

Uma outra metodologia para construir e fortalecer ou mesmo verificar se 0s conceitos
realmente fazem sentido € a resolucéo de problemas (categoria F). Nessa metodologia o sujeito
tem a oportunidade de refletir sobre uma situagéo que pode ser real, considerando a sua intuigéo
e as suas estratégias para a resolucdo dos problemas propostos. Os conhecimentos das suas
experiéncias dentro e fora da escola podem contribuir para determinar as suas estratégias, que
num contexto de problemas de probabilidade, a abordagem subjetiva pode ser peca chave para

o desencadeamento das ideias e concepg¢des que o estudante apresenta acerca dessa tematica.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Esse estudo refere-se a uma revisdo sistematica de artigos publicados acerca da
problematica que envolvem as diferentes abordagens epistemologicas de Probabilidade com
relacdo ao ensino e a aprendizagem deste contetdo. Nesse sentido, esse estudo apresentou

pesquisas que abrangem as abordagens classica, frequentista, geométrica, subjetiva e
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axiomatica no ambito do ensino e da aprendizagem de probabilidade no intuito de atender o
objetivo da pesquisa, que foi analisar como a literatura publicada em peridédicos nacionais em
Educacao Matematica discute o0 ensino e a aprendizagem de probabilidade na Educacéo Baésica.

Os resultados explicitaram que a abordagem menos analisada é a geométrica. Talvez
devido a necessidade de conceitos prévios de geometria atrelado aos conceitos probabilisticos,
se torna um desafio, pois poucos pesquisadores defendem essa abordagem, sendo que a maior
parte abre discussdes acerca da interrelagdo entre as abordagens classica e frequentista.

As pesquisas ainda revelam que existe uma preocupacdo por parte dos educadores
matematicos em relacéo a temética, devido & importancia que este estudo tem na vida cotidiana
do ser humano como cidaddo, nos quais os documentos oficiais curriculares ressaltam a
necessidade do cidadao desenvolver habilidades de coletar, organizar, representar, interpretar
dados em varios contextos e saber tomar decisdes adequadas a depender do contexto.

O estudo de probabilidade deve permitir reconhecer que nem todos os fendmenos sao
deterministicos. Sendo assim, o desenvolvimento desse ensino precisa considerar que existem
eventos provaveis, impossiveis ou certos. Diante disso, 0 dominio deste conteddo oportuniza
os alunos a serem capazes de raciocinar de maneira critica e logica, realizar previsdes e
interpretar fendmenos, ou seja, ser atuantes no mundo em que vivem. Porém alguns desafios
devem ser vencidos, pois esses artigos apresentam algumas experiéncias vivenciadas na
Educacdo Bésica que tratam das dificuldades apresentadas pelos professores em suas praticas
e, consequentemente, as dificuldades dos seus alunos ao lidarem com experiéncias voltadas
para o estudo de probabilidade.

Os resultados dessa revisdo sistematica possibilitaram observar que algumas ideias
evidenciavam pontos em comum. Essa caracteristica favoreceu a construgdo de uma sintese
teorica direcionado a aprendizagem de probabilidade. Essa discussdo destaca o aprendizado
pautado, inicialmente, no que o estudante possui de conhecimentos e experiéncias sobre
probabilidade, perpassando pelo planejamento e execucéo de tarefas relacionadas ao ensino da
tematica, por meio de experimentos, a partir de diferentes metodologias que valorizam as
diversas abordagens do conceito de probabilidade.

Esse estudo mostrou que o ensino e a aprendizagem de probabilidade devem contemplar
simultaneamente as diversas abordagens, partindo de metodologias bem articuladas para
aproximar o estudante deste conhecimento a partir do que ele ja possui de experiéncias, e
permitir que ele compreenda e amplie seu campo de visao relacionado a essa tematica. E € nesse
sentido que o estudante desenvolve a possibilidade de fazer inferéncias de fenémenos futuros,

observando experimentos, principalmente a partir da abordagem frequentista para comparar e
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relacionar os resultados com a abordagem cléssica. Sendo assim, a maior parte das pesquisas
analisadas trouxe um discussao entre esses dois significados da probabilidade: o significado

classico e o frequentista.

Mas vale ressaltar que as outras abordagens ndo sdo menos importantes. Pelo contrario!
Todas devem fazer parte do processo de compreenséo dos significados de probabilidade, para
evitar possiveis obstaculos na aprendizagem desse contetdo, e, nesse sentido, nota-se a

importancia de aprofundamento de mais estudos que podem contribuir para pesquisas futuras.
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PROBABILIDADE EM LIVROS DIDATICOS DO ENSINO MEDIO
PROBABILITY IN HIGH SCHOOL TEACHING BOOKS

Resumo

Este artigo tem como objetivo analisar como o tema probabilidade é abordado em trés livros didaticos
do Ensino Médio aprovados pelo Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD) 2018-
2020, dentro de uma abordagem qualitativa. Entre os principais resultados, destaca-se a forma como foi
explorada as diferentes abordagens que envolvem os conceitos de probabilidade. Algumas, como a
classica e axiomatica, sdo abordadas nos trés livros analisados de formas diferentes, seja a partir da
nocao frequentista usando demonstracdes, seja por meio de situagdes-problema. No entanto, outras ndo
foram trabalhadas com tanta énfase, mas vale ressaltar que a aprendizagem de probabilidade, para que
seja desenvolvida com éxito, ndo deve ser feita, restringindo-se a uma Unica abordagem, pois as
situacOes que envolvem esse conhecimento podem exigir diferentes interpretacdes e, consequentemente,
diferentes maneiras de serem resolvidas.

Palavras-chave: Ensino de Probabilidade; livro didatico; aprendizagem; abordagens de probabilidade.

Abstract

This article aims to analyze how the topic of probability is addressed in three high school textbooks
approved by the National Book and Teaching Material Program (PNLD) 2018-2020, within a qualitative
approach. Among the main results, we highlight the way in which the different approaches involving
the concepts of probability were explored. Some, like the classic and axiomatic, are addressed in the
three books analyzed in different ways, either from the frequentist notion using demonstrations, or
through problem situations. However, others were not worked with so much emphasis, but it is worth
mentioning that the learning of probability, for it to be successfully developed, should not be done, being
restricted to a single approach, because the situations that involve this knowledge may require different
interpretations and, consequently, different ways of being resolved.

Keywords: Probability Teaching; textbook; learning; probability approaches.

1 INTRODUCAO

A Educacao Estatistica, enquanto campo de investigacao, tem se debrucado sobre varias
frentes de pesquisas. Estudos buscam compreender como estudantes da Educacdo Basica
mobilizam conhecimentos durante o desenvolvimento da aprendizagem estatistica e
probabilistica ou sobre como aprendem (CONTI; VILAS BOAS, 2019; RIBEIRO et al., 2018;
ALMEIDA; FARIAS, 2018; ALMEIDA; CASAS GARCIA; LUENGO GONZALEZ, 2017);
ha também aqueles que se dedicam a investigar o conhecimento de professores sobre o tema
probabilidade (SANTANA; BORBA, 2017; SCHREIBER; PORCIUNCULA, 2019;
ARAUJO; CARVALHO, 2017; EUGENIO, 2019). Investigacdes sobre probabilidade em



livros didaticos tém circulado e apresentado resultados interessantes sobre a ndo presenca dos
varios significados de probabilidades ou de tarefas diversificadas nas cole¢Bes analisadas
(SANTOS; ALVARENGA, 2014; SANTOS; SANTOS JUNIOR; VELASQUES, 2018;
LOPES; SOARES, 2018).

O livro didatico, fruto de politicas educacionais ao longo dos anos, € um recurso que
acaba por conduzir o trabalho do professor em sala de aula. A sua escolha é marcada por um
momento de grande responsabilidade por parte do professor, uma vez que o livro escolhido
precisa estar de acordo com a proposta pedagdgica da escola, bem como deve atender ao pablico
estudante dela. Por isso, é necessaria uma andlise detalhada e criteriosa de vérios livros,
observando se ndo hé erros conceituais ou se a abordagem dos contetidos é adequada.

Também, cabe ressaltar, apesar de ndo ser objeto de discussdo nesse texto, que em
muitas escolas ha a falta de professores licenciados em Matematica, principalmente nas cidades
do interior dos estados brasileiros. Segundo dados do Censo Escolar 2019, elaborado pelo Inep
(Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira), apenas 63,3% dos
professores que lecionam no Ensino Médio tem graduacdo e licenciatura na disciplina que
ensina aos alunos. E nos anos finais do Ensino Fundamental, 53,2%. Esse fato pode implicar
em determinadas escolhas que impactem nos processos de ensino e de aprendizagem.

Ainda hoje o livro didatico é uma das principais fontes didaticas que o professor tem
para direcionar suas aulas. Entdo, para questdo de pesquisa, pergunta-se: como o conteudo de
probabilidade é apresentado em livros didaticos de Matematica?

A probabilidade esta presente em diversas situa¢6es do cotidiano, durante muitas etapas
da vida escolar do estudante. Para compreender as razdes das dificuldades de aprendizagem que
o0s estudantes tém em relacdo aos conteudos, que pode ser um problema desde as primeiras
abordagens no Ensino Fundamental e vai se perpetuando até o Ensino Médio, o livro didatico
pode ser uma boa fonte de investigacdo, uma vez que essa ferramenta muitas vezes determina
0s conteudos e as estratégias de ensino que auxiliam o trabalho do professor em sua pratica.

Conforme indicado na BNCC na Educagdo Baésica, o tratamento de dados e a incerteza
sdo estudados na unidade temaética Probabilidade e Estatistica, onde sdo propostos conceitos
gue envolvem fatos e procedimentos presentes no dia a dia, nas ciéncias e nas tecnologias.
Diante disso, o individuo deve desenvolver habilidades de coletar, organizar, interpretar e
analisar dados em diferentes situacGes para tomadas de decisfes adequadas, levando-se em
conta os riscos probabilisticos, sendo capaz de analisar de forma critica o que é divulgado pelos
meios de comunicacdo (BRASIL, 2018).



2 REVISAO TEORICA

O objetivo deste artigo é analisar como o tema probabilidade é abordado em livros
didaticos do Ensino Médio aprovados pelo Programa Nacional do Livro e do Material Didatico
(PNLD) 2018-2020. O corpus para analise foram trés livros avaliados e disponibilizados para
a escolha dentro do PNLD 2018-2020. O PNLD avalia e disponibiliza de forma sistematica e
gratuita a todas as escolas publicas do pais cadastradas no censo escolar. O Fundo Nacional do
Desenvolvimento da Educacdo (FNDE) é o 6rgao responsavel pela compra e distribui¢do dos
materiais e livros didaticos selecionados pelo Ministério da Educacdo (MEC). Este material
inscrito no PNLD ¢ aprovado em avaliagdes pedagdgicas e avaliados por especialistas de

diferentes areas do conhecimento e sdo distribuidos pelo MEC e escolhidos pelas escolas.

2 REVISAO TEORICA

A aprendizagem de probabilidade é essencial para preparar os alunos para a vida, pois
existem ocorréncias do dia a dia que é de cunho aleatdrio e muitas vezes é possivel identificar
resultados provaveis desses acontecimentos. Profissionais e leigos de todas as idades e culturas
precisam interpretar, reagir ou lidar com situa¢fes em que envolvem elementos probabilisticos
em diferentes niveis de previsibilidade ou imprevisibilidade.

Nota-se uma atencao por parte dos pesquisadores (GAL, 2005; ALMEIDA; FARIAS,
2018; VERBISCK; BITTAR, 2019; EUGENIO, 2019) em relacdo ao ensino e a aprendizagem
de probabilidade, que os fazem questionar sobre os objetivos apresentados nos documentos
reguladores do ensino (Parametros Curriculares Nacionais, Base Nacional Comum Curricular)
e quais objetivos realmente estdo sendo atendidos em sala de aula.

E importante uma reflex&o a partir da aplicacdo da probabilidade no mundo real, mas
ndo deve ser o Unico fator para o planejamento curricular e suas praticas, porém, deve-se
observar 0 que é planejado, ensinado, avaliado e valorizado na sala de aula, para o
desenvolvimento da capacidade critica e da autonomia dos estudantes, o que reflete a ideia do
letramento probabilistico. O letramento probabilistico esta relacionado com a necessidade de
lidar com a leitura e interpretacdo da probabilidade em situacfes diversas do mundo real que
exigem a capacidade de calcular, mensurar comparar e analisar probabilisticamente, bem como
tomar decisdes (EUGENIO, 2019).

A Base Nacional Comum Curricular, BNCC, prop6e para a Educacdo Baésica, que o
ensino de probabilidade seja explorado desde os anos iniciais do ensino fundamental, através

de conceitos de espaco amostral de eventos equiprovaveis, o principio multiplicativo ou
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modelos de simulacgdes, para estimar a probabilidade de sucesso de um dos eventos. Para 0s
anos finais, a BNCC recomenda uma ampliagdo e aprofundamento por meio de atividades
realizando experimentos aleatdrios e simulacdes (probabilidade frequentista) para confrontar
os resultados obtidos com a probabilidade tedrica (BRASIL, 2018).

E indispensavel observar as competéncias e habilidades determinadas pela BNCC
acerca do conteudo de probabilidade para o Ensino Médio, afim de revelar condicBes e
restricdes que envolvam os conhecimentos deste contetdo nos livros apresentados e discutidos
nessa pesquisa. Esse documento orientador normativo propde para o Ensino Meédio na area de
Matematica e suas tecnologias a consolidacao, ampliacéo e aprofundamento dos conhecimentos
realizados no Ensino Fundamental, no intuito de estimular o estudante a desenvolver processos
mais elaborados de reflexdo e abstracdo, e instigar a capacidade de formular e resolver
problemas com autonomia, usando operacdes e conjecturas matematicas.

Na organizacgdo curricular proposta ao Ensino Médio pela BNCC (BRASIL, 2018),

considerando as habilidades para o ensino de probabilidade, tém-se:

Quadro 3 — Habilidades para o ensino de probabilidade no Ensino Médio

Codigo Habilidade

EM13MAT310 Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo agrupamentos ordenaveis ou ndo
de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias
diversas, como o diagrama de arvore.

EM13MAT311 Identificar e descrever o espaco amostral de eventos aleatorios, realizando contagem das
possibilidades, para resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo da
probabilidade.

EM13MAT106 Identificar situagdes da vida cotidiana nas quais seja necessario fazer escolhas levando-se
em conta os riscos probabilisticos (usar este ou aquele método contraceptivo, optar por um
tratamento médico em detrimento de outro etc.).

EM13MAT312 Resolver e elaborar problemas que envolvem o céalculo de probabilidade de eventos em
experimentos aleatdrios sucessivos.
EM13MAT511 Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espa¢os amostrais, discretos ou néo, e de

eventos, equiprovaveis ou ndo, e investigar implicacdes no célculo de probabilidades.

Fonte: (BRASIL, 2018, pp. 536-537)

Esses conteudos de probabilidade e suas respectivas habilidades correspondem, de
acordo com o Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD), a apenas cerca de 7% de cada
colecdo nos anos finais do ensino fundamental e aproximadamente 5% no Ensino Médio.
Mesmo que seja uma porcentagem relativamente pequena, nao significa que esse contedo seja
menos importante que os demais, embora exista um certo desconforto por parte dos professores
ao trabalhar com contetdos que envolvam probabilidade e estatistica, o que faz concordarem

com o que é apresentado nos livros didaticos, limitando-se a um estudo superficial sem dispor
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de uma andlise direcionada ao contexto no qual os dados estdo inseridos (LOPES;
PORCIUNCULA; SAMA, 2019).

Pesquisas no campo da Educacéo Estatistica revelam que existe uma forte necessidade
de estudos sobre materiais didaticos para uma abordagem de contetidos da probabilidade,
sobretudo pelo papel desempenhado pelos livros didaticos, levando em conta que esse material
tem grande relevancia na construgdo de conhecimentos e préaticas docentes e na construcdo dos
conhecimentos discentes (VASQUEZ; ALSINA, 2015; NOBREGA; SPINILLO, 2016;
SANTANA; BORBA, 2016; COUTINHO, 2016; SILVA JUNIOR; COSTA, 2018).

Apesar de 0 PNLD mencionar apenas a abordagem cléssica da probabilidade, pesquisas
reforcam que o estudante ndo deve se restringir a uma Unica abordagem, pois existem situacoes
em que 0S espacos amostrais ndo sdo equiprovaveis (AMANCIO; VIANA; ROCHA, 2013;
COUTINHO, 2013; BATANERO, 2016; EUGENIO, 2019). A abordagem classica é aplicada
somente na equiprobabilidade, e nesse sentido, € importante que o estudante construa uma
articulacdo entre os diferentes conceitos de probabilidade, como a frequentista, a formal, a
geométrica e a subjetiva, levando em consideracdo que existem espagos amostrais ndo
equiprovaveis. A proposta € que os estudantes terminem o Ensino Médio familiarizados com
os diferentes conceitos.

O professor, frequentemente recorre a apenas uma das visdes (classica ou frequentista),
muitas vezes pelo préprio desconhecimento de outras abordagens. Mas a BNCC orienta que
essas duas abordagens sejam exploradas de forma que uma se integre a outra, embora haja,
muitas vezes, discrepancia entre o que esta escrito e 0 que se pratica, pois as escolas e salas de
aula englobam diferentes contextos que estdo diretamente relacionado as préaticas de ensino e
aprendizagem (LOPES; SOUZA, 2016).

Na abordagem frequentista o conceito de probabilidade é resultante de longas
sequéncias de experimentos realizados sob as mesmas condi¢6es. Contudo, numa situacdo em
que ndo € possivel repetir um experimento muitas vezes, essa abordagem ndo € viavel. O
conceito de probabilidade classica ndo é suficiente para ser aplicado em qualquer problema,
uma vez que ele é adequado apenas em situacdes de equiprobabilidade. A equiprobabilidade se
trata de uma situacdo em que todos os resultados possiveis do espaco amostral sdo igualmente
provaveis de acontecer. Por exemplo, quando langamos uma moeda, a probabilidade de se obter
cara € a mesma de se obter coroa.

Para ampliar e formalizar esses conhecimentos, Kolmogorov (1903-1987) empregou a
teoria dos conjuntos, formalizou um sistema de axiomas e provou sua eficiéncia em muitas
aplicagdes (BATANERO; HENRY; PARZYSZ, 2005). Essa abordagem se refere a
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probabilidade axiomatica, e o seu objetivo é realizar calculos precisos a partir de leis
matematicas (NACARATO; GRANDO, 2013).

Um outro conceito de probabilidade € o subjetivo, que tem como base a avaliacdo
pessoal, ou seja, 0 julgamento de uma pessoa acerca do qudo provavel é a ocorréncia de
determinado fenbmeno, baseando-se na sua experiéncia pessoal (COUTINHO, 2013). Convém
ressaltar que esta visdo da probabilidade n&o é discutida na BNCC, talvez pelo proprio carater
subjetivo, mas tem sua importancia para a formacdo do individuo por estar diretamente
relacionada a tomada de decisOes, através das suas observacdes e experiéncia. Enquanto as
abordagens classica e frequentista sdo propriedades do mundo real, a subjetivista estd
relacionada a mente do individuo, passando de uma avaliagdo externa ao sujeito para uma
avaliacdo centrada no sujeito (NACARATO; GRANDO, 2013).

Uma das habilidades propostas pela BNCC para o estudo de probabilidade, orienta que
0 estudante conheca diferentes tipos de espaco amostral, como os continuos, por exemplo.
Nesse caso, as representacdes de medidas continuas relacionadas ao comprimento, a area e ao
volume podem ser atendidas a partir da probabilidade geométrica. Mesmo que o0 documento
orientador ndo se refira explicitamente a essa expressdo, essa abordagem atende a proposta
esperada pela habilidade mencionada.

Os documentos reguladores de ensino, ao tratar sobre o tema probabilidade, apresentam
objetivos que despertam o interesse de pesquisadores em saber se esses objetivos sdo postos em
pratica pelos professores que lecionam Matematica. Levando em conta que a BNCC propbe
para o ensino de probabilidade situacdes do cotidiano que envolvem fenémenos probabilisticos,
vale ressaltar a necessidade de se revelar um ensino desvinculado do modelo deterministico que
a Matematica assume, trazendo a ideia de acaso, a fim de garantir a esses estudantes um
formacédo cidada sendo capazes de tomar decisfes de forma consciente (ALMEIDA; FARIAS,
2018; BRASIL, 2018; EUGENIO, 2019).

Para contextualizar o ensino de probabilidade do Ensino Médio geralmente o professor
utiliza situacBGes de jogos, chances e acaso, no entanto, essa pratica € feita por meio da
interpretacdo classica em que 0s espagos amostrais Sao equiprovaveis, o que geram obstaculos
de aprendizagem, uma vez que pode levar o estudante a pensar que 0s eventos aleatorios sdo,
necessariamente equiprovaveis. Nessa perspectiva, a BNCC reforca a importancia do modelo
frequentista para a abordagem deste contetdo, onde o determinismo matematico da lugar a
incerteza (ALMEIDA,; FARIAS, 2018; BRASIL, 2018).

A integracdo de diferentes enfoques probabilisticos auxilia os alunos a compreenderem

de forma mais ampla os conceitos dessa teméatica como diferenciar 0s experimentos aleatorios
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dos deterministicos, espacos amostrais equiprovaveis e ndo-equiprovaveis e tipos de eventos.
Assim, é necessario que haja um desprendimento do determinismo recorrente nos curriculos de
Matematica, em face de uma busca de conceitos presentes em problematicas diversas que
compdem elementos da aproximacdo, do aleatorio e da estimativa, deixando de lado a
abordagem baseada apenas no uso de algoritmos e expressdes matematicas (MONTEIRO;
MARTINS, 2016).

3 ASPECTOS METODOLOGICOS

Essa analise partiu da necessidade de analisar como o tema probabilidade é abordado
em livros didaticos aprovados pelo Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD)
no Ensino Médio. Para alcancar o objetivo proposto, fez-se uso de uma abordagem qualitativa
(BOGDAN; BIKLEN, 2010), por meio de uma pesquisa documental (FIORENTINI;
LORENZATO, 2012), uma vez que foram analisados livros didaticos. Também se buscou na
literatura ja produzida sobre o tema apoio de constructos que discutiram o tema em questdo em
livros didaticos, além daqueles que problematizam o ensino e a aprendizagem de probabilidade
de seus varios significados/abordagens.

O corpus € composto por trés livros didaticos, aprovados pelo PNLD 2018-2020. O
processo de escolha se deu por meio dos resultados recomendados no Guia Nacional do Livro
Didético, na etapa do Ensino Médio, sendo selecionadas as trés editoras mais escolhidas no
Brasil em 2018. Séo eles: a) Matematica: contexto e aplicacBes, Dante (2016); b) Matematica:
ciéncia e aplicacgdes, lezzi et al. (2016); e, ¢) ConexBes com a Matematica, Leonardo (2016);
respectivamente das editoras Atica, Saraiva e Moderna. Geralmente, o conteido de
probabilidade € explorado na segunda série do Ensino Médio, porém a amostra apresenta um
dos livros em que o conteido é proposto na terceira série. Para facilitar a analise, os livros foram
nomeados como LDO1 (DANTE, 2016), LD02 (IEZZI, et al., 2016) e LD03 (LEONARDO,
2016).

Foi realizada uma leitura e uma descricdo criteriosa que permitiram comparar as
abordagens didatico-pedagogicas presentes em cada livro e verificar se elas atendem as
competéncias e habilidades propostas pelos documentos oficiais que orientam a Educacgéo
Basica no Brasil, com vistas ao ensino e a aprendizagem de probabilidade, bem como as
abordagens acerca das diferentes abordagens de probabilidade. Foram considerados para fins
de analise dos livros didaticos: a) nUmero de paginas dedicadas ao contetido de probabilidade;



4 APRESENTACAO E DISCUSSAO DOS DADOS

b) abordagem inicial: apresentacdo do contetdo; c¢) conceitos béasicos de probabilidade:
experimento aleatdrio, espago amostral, evento; d) definicdo e classificagdo de eventos; e)

abordagem de probabilidade; f) probabilidade condicional; e, g) eventos independentes;

4 APRESENTACAO E DISCUSSAO DOS DADOS

O que foi objeto de estudo em cada colecdo? LDO1, foi analisado o volume 2, que divide
0 contetdo em quatro unidades e o estudo de probabilidade, objeto dessa pesquisa, é abordado
na ultima unidade. A unidade 4 deste LD esta dividida em dois capitulos, um para o estudo de
analise combinatoria e o outro para o estudo de probabilidade. O LD02, o tema também esta no
volume 2, trazem os conteddos dispostos em onze capitulos, e a probabilidade € estudada no
ultimo capitulo. O LDO03 aborda o contetdo de probabilidade no terceiro volume de sua colecéo.
O autor organizou os contetdos do terceiro ano do Ensino Médio em nove capitulos e o objeto
de estudo deixou de estar final do livro, como geralmente acontece, e foi contemplado no

segundo capitulo.

a) Numero de paginas dedicadas ao estudo de probabilidade

Com base no guia dos livros didaticos 2017, o PNLD ndo recomenda que as obras
tenham um ndmero excessivo de paginas, entdo foi estabelecido para 2018 que o nimero de
paginas por volume ndo ultrapassasse 288 paginas no livro do aluno e 420 no manual do
professor (BRASIL, 2017), e, ao observar 0s anos anteriores, nota-se que esse nimero vem

diminuindo a cada periodo.

Tabela 1 — Quantidade de paginas dos livros escolhidas

Paginas defélbnazt)oilﬁzggeestudo de NUmero de
NuUmero de P paginas do
Livro péaginas do livro Freq. Freq. Relativa manual do
didatico do aluno Absoluta &) professor
LDO01 280 33 11,8% 392
LD02 288 23 8% 416
LD03 223 35 15,7% 351

Fonte: Elaboragéo propria
(*) Essa frequéncia relativa ¢ um valor aproximado.



Ao comparar 0 nimero de paginas do livio com o nimero de paginas dedicadas a
probabilidade, observa-se que o LDO03 tem menos paginas que os demais, no entanto, o
conteudo de probabilidade contempla mais paginas com relacéo aos outros dois. Vale ressaltar
ainda que a quantidade ndo implica necessariamente na qualidade da sua abordagem, e por isso,

€ preciso que outros critérios de anélise sejam levados em considerag&o.
b) Abordagem inicial

Em LDO01, o conteldo € iniciado a partir de uma explicagdo sobre fendbmenos aleatorios
e a sua imprevisibilidade. Em seguida, é proposto que se forme grupos de quatro alunos para
discutirem um jogo de roleta, pouco comum no Brasil, portanto a maioria dos estudantes ndo
conhecem as regras e chances envolvidas. S&o explicadas as regras e alguns questionamentos
séo feitos para discussao dos grupos, por meio de nogdes intuitivas. Outras questdes podem ser
discutidas, como as proibi¢bes de jogos de azar no Brasil. H4 uma sugestdo de leitura para

compreensdo de conceitos envolvendo aleatoriedade, como mostra a figura abaixo.

Figura 4 — Sugestéo de leitura proposta pelo LD01

Ha certos fenomenos {ou experimentos) que, embora sejam repetidos muitas vezes e sob condicdes
idénticas, nao apresentam os mesmos resultados. Por exemplo, no lancamento de uma moeda perfeita, o
resultado e imprevisivel; ndo se pode determina-lo antes de ser realizado. N3o sabemos se saira cara ou
coroa. Aos fendémenos (ou experimentos) desse tipo damos o nome de fendomenos aleatérios (ou casuais).

()

' Veja a secao Letuma no final do capitulo

()
o Leitura ]G

‘ Um pouco mais sobre probabilidade

Fonte: Dante (2016b, p. 232)

Jano LDO02, a compreensao dos conceitos relacionados ao experimento aleatorio é feita
uma abordagem sobre 0s sorteios da megasena, um jogo de loteria, explicando que mesmo que

0s sorteios sejam em condicOes idénticas, ndo € possivel prever o resultado. Mas é possivel



fazer previsdes sobre as chances de um acontecimento ocorrer, a partir de anélise de dados,
quando um experimento € realizado muitas vezes. Em seguida, 0 autor traz uma abordagem

historica sobre os primeiros registros acerca da teoria das probabilidade como na figura abaixo.

Figura 5 — Abordagem histérica da teoria da probabilidade em LD02

A teoria da probabilidade

Os primeiros registros ligados a teoria da probabilidade aparecem na
obra do italiano Girolamo Cardano (1501-1576) sobre jogos de azar. Cerca
de cem anos depois, Blaise Pascal deu novo impulso ao desenvolvimento da
teoria da probabilidade, por meio das cartas que trocou com Pierre de Fer-
mat (1601-1665), em que discutiam problemas ligados a jogos. Em sua obra EESESE SRS
sobre o tridangulo aritmético, datada de 1654, ha também alguns tépicos Retrato de Girolamo

sobre probabilidade. Cardono entaltado
em cobre no século
XVI. Colorido
( ) posteriormente.
Autoria desconhecida.

Fonte: lezzi et al. (2016b, p. 253)

Em LDO03, o autor apresenta um pequeno texto sobre uma situacgao de jogo de futebol,
a qual é lancada uma moeda para sorteio de inicio de partida sugerindo implicitamente o
conceito de experimento aleatério. Em seguida sdo expostos 0s objetivos do capitulo, dividido
em trés itens: i) determinar espaco amostral, 0s eventos, e 0 numero de elementos desses
conjuntos; ii) calcular a probabilidade de ocorréncia de um evento; iii) trabalhar com situagdes-
problemas que envolvam a teoria das probabilidades.

Os LD abordam inicialmente a definicdo de eventos aleatérios, pois trata-se das no¢des
basicas da probabilidade. A probabilidade possibilita uma compreensdo além do pensamento
deterministico, oportunizando ao sujeito o contato com situacdes que envolvem acontecimentos
aleatérios com base na incerteza e no acaso, o que numa visdo determinista, torna-se impossivel
de ser tratado, pois a probabilidade é o ramo da Matematica que modela fenédmenos ndo
deterministicos (BATISTA; BORBA, 2016; SILVA JUNIOR; COSTA, 2018). E para o
desenvolvimento do pensamento probabilistico faz-se necessario que o aluno compreenda as
nogOes basicas, a saber, eventos aleatorios e espaco amostral (SANTANA; BORBA, 2016).

Para que aconteca a aprendizagem probabilistica, a utilizacdo de jogos, langamento de
moedas ou dados, sorteios constituem um apoio para a compreenséo de situagdes que envolvem

probabilidade no mundo real e é capaz de mobilizar a interdisciplinaridade e a ludicidade para



alcancar um aprendizado mais significativo. A utilizacdo de objetos fisicos como moedas e
dados servem como suporte importante para que o aluno acompanhe o acontecimento de um
fendmeno aleatorio ou ndo aleatério. Inclusive, pode ser util ao professor, considerando que
uma das teorias da probabilidade esta pautada em avaliar jogos de azar (MONTEIRO;
MARTINS, 2016).

A proposta do LD03 em trazer o tema de probabilidade para o terceiro ano do Ensino
Médio pode contemplar um estudo mais eficiente deste contetdo, uma vez que por estar
inserido nos primeiros capitulos, geralmente os professores seguem a ordem sequencial
disposta no livro didatico.

Nesse sentido, os ultimos capitulos do LD03 séo vistos no ultimo periodo do ano letivo,
0 que gera alguns obstaculos para a aprendizagem, seja por estudantes que apos alcancarem
nota suficiente para aprovacéo, ja ndo ddo a devida importancia para os conteudos restantes,
seja pelo tempo insuficiente que o professor tem para ministrar todos os conteldos propostos
no livro, ou ainda que seja outros problemas externos ao contexto da sala de aula, como o
problema com transportes, que no final do ano, nem sempre garante a presenca de todos os
estudantes na escola. O problema com transportes geralmente acontece em escolas com muitos
estudantes da zona rural, pois quando o transporte € mantido pelo municipio, as vezes o
calendério escolar estadual ndo é compativel com o calendario municipal, levando em conta
que o Ensino Médio é responsabilidade do governo estadual.

Outra questdo a ser discutida no LD03 é que os conhecimentos de estatistica sdo
importantes para 0s conceitos de probabilidade, a saber, populacdo, amostra, variaveis
continuas e discretas, distribuicdo de frequéncias. No entanto, esses conhecimentos sao vistos
logo apds os conhecimentos basicos de probabilidade, mas o autor retoma esses conceitos no
final do capitulo de estatistica, associando-0s a abordagem frequentista. Ele exp&e os conceitos
de probabilidade no capitulo 2 e o contetido de estatistica no capitulo seguinte, retomando a
probabilidade no final do capitulo 3.

Na abordagem inicial, apenas o LDO01 exige a participacdo pratica do estudante na
construcdo das primeiras nocbes probabilisticas, propor uma abordagem frequentista de
probabilidade. No LD02, o autor induz a reflexdes sobre esse conhecimento, num contexto do
diaadia, e em seguida contando como tudo comecou por meio do contexto historico. E o LD03,
para 0s conceitos iniciais, ndo exige muito do estudante, uma vez que a primeira pagina ja diz
0s objetivos do capitulo. Os LD também apresentam caixinhas de dialogo que favorecem um
conhecimento a parte sobre o contetdo, proporcionando experiéncias que contribuem para a

ampliagdo do conhecimento estudado. O aprofundamento do conhecimento de probabilidade é



incentivado fora do contexto diério da escola, como sugestdes de livros e sites, e a aplicacdo do

contelido em outros contextos e areas.

¢) Conceitos basicos de probabilidade

Nos LD sdo apresentados 0s conceitos chaves para o estudo de probabilidade:
experimento, espaco amostral e evento.

No LDO01, o autor expde que, em um experimento (ou fendmeno) aleatdrio, o conjunto
formado por todos os resultados possiveis € chamado espaco amostral (Q). Qualquer
subconjunto do espaco amostral é chamado evento. Esses conceitos sdo apresentados
inicialmente de forma direta, enquanto no LDO02, sdo discutidos por meio de um exemplo de
sorteio das dezenas da megasena, o qual se trata de um exemplo que denominamos experimento
aleatdrio, cujo resultado, entre os casos possiveis, ndo pode ser previsto com certeza,
dependendo exclusivamente do acaso. O conjunto de todos o0s possiveis resultados de um
experimento aleatério € chamado espaco amostral e é indicado pela letra grega Q (lé-se
“6mega”). E evento é qualquer subconjunto do espaco amostral (€2) de um experimento
aleatdrio.

No LDO03, antes de expressar 0s conceitos, é feita a analise de uma situa¢do em que uma
moeda € lancada e que ndo é possivel saber o seu resultado. Logo trata-se de um experimento
aleatdrio. Os possiveis resultados cara ou coroa sdo 0s eventos e o conjunto {cara, coroa} é o
espaco amostral. Os conceitos sdo definidos ap6s a situacdo ser analisada. Experimento
aleatorio é todo experimento que, quando repetido varias vezes e sob as mesmas condicdes,
apresenta, entre as possibilidades, resultados imprevisiveis. O espaco amostral (S) de um
experimento aleatorio é o conjunto de todos os resultados possiveis desse experimento e 0
evento (E) é todo subconjunto do espago amostral do experimento aleatorio.

No LDO01, o autor resume o0s conceitos num paragrafo so, porém, é feita uma abordagem
exclusiva para os tipos de eventos: certo, impossivel e mutuamente exclusivo. No LD02, o
conceito de experimento aleatdrio é apresentado por meio de um exemplo, enquanto no LDO3,
0s conceitos sdo apresentados separadamente. H& também uma diferenca na linguagem
simbolica. Nos LDO01 e LDO02, o espaco amostral é representado pela letra grega , enquanto
no LDO3 esse conjunto é representado pela letra latina S. A respeito desses conceitos, a BNCC
propde que os estudantes desenvolvam a habilidade de identificar e descrever o espago amostral
de eventos aleatdrios, realizando contagem das possibilidades, para resolver e elaborar

problemas que envolvem o célculo da probabilidade (BRASIL, 2018).



Alguns conceitos para a teoria das probabilidades s&o considerados conceitos-chave,
como o espago amostral que se refere a um conjunto de todos os resultados possiveis para um
determinado experimento; e o conceito de evento como um subconjunto do espago amostral,
oportunizando o desenvolvimento de nogdes intuitivas sobre o possivel. Nesse sentido, o
estudante deve conhecer esses conceitos para o desenvolvimento do raciocinio probabilistico
em relagdo as nogdes mais complexas (NOBREGA; SPINILLO, 2016).

Estudar probabilidade requer um novo olhar sobre a Matematica, a disciplina deixa de
ter caracteristica essencialmente embasada no determinismo, dando lugar a incerteza, embora
os livros didaticos geralmente s6 apresentem uma abordagem instrumental dos conceitos, onde
a incerteza é pouco enfatizada ao longo do contetudo (OLIVEIRA; CORDANI, 2016).

d) Definicéo e classificacdo de eventos

O LDO1 apresenta um exemplo “langar um dado e anotar o resultado”. Dai o autor cita
os elementos que compbem o espaco, e nesse contexto, exemplifica um evento certo, um evento
impossivel, a unido e a intersecdo entre dois eventos, e por fim, um exemplo de eventos
complementares, explicando que quando a intersecdo de dois eventos for um conjunto vazio,
trata-se de eventos mutuamente exclusivos. Todos esses conjuntos séo representados pela sua
propriedade e simbolicamente pela citagcdo de seus elementos. Um pouco mais adiante o autor
retoma o0s conceitos de certeza e impossibilidade de eventos, porém, partindo de uma
propriedade que compde os axiomas da teoria das probabilidades.

Para o estudo de eventos, 0 LD02 apresenta uma situacdo de uma urna com 20 bolas
numeradas de 1 a 20, que constitui 0 espaco amostral. O autor constréi alguns subconjuntos
desse conjunto que compde o espaco amostral, mas a definicdo de evento certo e evento
impossivel ndo foi tratado ao expor os exemplos, como foi feito no LDO1. Nesse caso, o autor
pde ao lado uma caixinha de didlogo de observacdes explicando o que é um evento certo e um
evento impossivel. E no final dessa explicacéo, ele define o que é um evento.

A respeito do evento complementar, o LD02 separa uma se¢do apenas para ele, porém
continua utilizando o exemplo da urna com as 20 bolas numeradas, a qual ele representa o
conceito em forma de diagrama e também no formato simbolico, enquanto o LDO1 n&o utiliza
a representacdo dos conjuntos em diagrama. Esse € um dos pontos positivos no LD02, pois as
imagens podem contribuir para a melhor visualizagdo do contexto descrito. A respeito do
conceito de unido e intersecdo de eventos, o LD02 ndo faz tanta referéncia, apenas uma pequena

observacdo no campo dos eventos complementares: EUE = QeENE = @.



O LDO03 explana os tipos de eventos de maneira bem direta, explicando o que é um
evento certo e um evento impossivel, mas traz um conceito que os outros LD ndo abordam: o
evento elementar (simples). Ele explica que quando o subconjunto € unitario, denomina-se
evento simples ou elementar.

Os LDO1 e LDO02 fazem uma abordagem bastante semelhante sobre os conceitos de
eventos, embora o primeiro dé mais énfase a unido e a intersecdo de eventos que o segundo.
Mas o LDO02 apresenta os eventos em diagrama, 0 que néo € visto nos outros LD analisados.
No LDO03 ja faz uma abordagem mais sucinta, embora traga um conceito de evento elementar
que ndo é mencionado nos dois anteriores.

Em relacéo aos conhecimentos sobre eventos de um experimento, a BNCC recomenda,
através de suas habilidades, que o estudante precisa identificar e descrever o espaco amostral
de eventos aleatdrios, reconhecendo eventos equiprovaveis e ndo equiprovaveis e como se da
as implicagbes no calculo de probabilidade. E proposto, ainda, que o estudante desenvolva
também a habilidade de resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de probabilidade
em experimentos aleatorios sucessivos (BRASIL, 2018).

Compreende-se que na maioria das situacdes reais 0s casos de equiprobabilidade sdo
poucos, ndo podendo ser utilizada a definicdo classica. Nesse caso é mais viavel que a
probabilidade seja calculada utilizando-se a frequéncia relativa de um evento, gerando um valor
aproximado (SILVA JUNIOR; COSTA, 2018).

A BNCC sugere que a proposta de trabalho com probabilidade seja centrada nas noc¢des
de probabilidade a fim de desenvolver a compreensdo de que nem todos os fendmenos sdo
deterministicos e o aluno deve entender que hé eventos certos, eventos impossiveis e eventos

provaveis, ressaltando que eles devem verbalizar esses conceitos (BRASIL, 2018).

e) abordagens de probabilidade: frequentista, classica, formal, geométrica e subjetiva

(i) Abordagem frequentista:

Embora a abordagem frequentista seja recomendada pela BNCC, o LDO0O1 ndo faz
referéncia a esse tipo de abordagem, nem mesmo algum exercicio que explore o conceito de
probabilidade nessa perspectiva. Ja o LDO02 apresenta, inicialmente, para introducdo do
conceito de probabilidade, uma simulagdo, na qual uma moeda é lancada 80 vezes, remetendo
a importancia da construcdo do conceito, por meio da definicdo frequentista, ao usar a

frequéncia relativa do evento para explicar que a medida que se aumenta 0 numero de



langamentos, verifica-se que as frequéncias relativas correspondentes a cara e a coroa ficam
cada vez mais préximas, tendendo ao valor 0,5.

O enfoque frequentista abordado no LDO03 néo é tratado no capitulo de probabilidade,
mas no capitulo sobre analise de dados a partir das nogdes de estatistica. A visao frequentista é
proposta para determinar a probabilidade de um evento ocorrer usando a frequéncia relativa.
Como exemplo, o autor traz o calculo do valor da apdlice de seguros, o qual leva-se em conta,
entre outros fatores, o niumero de carros roubados de um determinado modelo em relagéo ao
total de carros daquele mesmo modelo. E enfatizado que a frequéncia relativa é usada com
maior eficiéncia na probabilidade em situagcdes com uma grande quantidade de experimentos.
H& também alguns exercicios que propdem lancamentos de uma moeda e de dados, para a
construcdo do conceito de probabilidade por meio da tabela de frequéncias.

Num contexto da percepcdo frequentista, um determinado experimento deve ser
realizado um namero elevado de vezes, considerando-se sempre as mesmas condi¢des. Nesse
sentido, as simulagdes feitas em computador, atraves das planilhas eletrdnicas, por exemplo,
podem representar bons resultados para o aprendizado. As simulac@es empiricas permitem que
os estudantes percebam os conceitos antes mesmo da formalizacéo dos conceitos. E importante
ressaltar que, na abordagem frequentista da probabilidade, o valor obtido é uma estimativa e a
sua qualidade vai depender da amostra, sabendo que quanto maior for a amostra, mais fiel é
qualidade do resultado (SILVA JUNIOR; COSTA, 2018; SOUZA; SOUZA, 2019).

Para que o estudante amplie e aprofunde os seus conhecimentos sobre probabilidade, a
BNCC recomenda atividades nas quais eles facam experimentos aleatérios e simulacdes e
confrontem os resultados com a probabilidade tedrica (BRASIL, 2018). A experimentacdo
permite ao estudante o aprendizado de probabilidade e oportuniza momentos de observacao,
confronto e ddvida para a construcdo conceitual e o desenvolvimento do pensamento
probabilistico (SILVA JUNIOR; COSTA, 2018).

(if) Abordagem cléssica:

Para a definicdo de probabilidade, ao considerar as abordagens, o LDO1 faz uma
abordagem inicial, partindo da definicéo classica, ao mostrar que nos eventos equiprovaveis e
um espaco amostral finito (Q), a probabilidade de ocorrer um evento A, indicado por p(A), é:

numero de elementosde A n(4) numero de resultados favoraveis

A) = = =
p(4) numero de elementos de ' n({l) numero total de resultado possiveis



Enguanto no LDO02, a definicdo classica é apresentada por meio de uma demonstrag&o,
partindo das caracteristicas da visdo frequentista.

Os autores sugerem um espaco amostral Q = {a4, a,, ..., a;} finito e afirmam que
quando o espaco é equiprovavel, nota-se que p({a,}) = p({a;}) = - = p({ax}), ou ainda,
pP1 =Dy =+ =pr. COMOp; +p, + -+ p, =1, paratodo i € {1,2, ..., k}, tem-se: p; = % :
Se o evento E = {ay,a,,..,a,}, formado por r elementos (r < k), subconjunto de (,

entiop(E) = py +pa+ - +pr =+t =1

. r namero de elementos de E n(E - , .
Assim, p(E) = - == — ME) (visdo classica)
k namero de elementos de Q) n(Q)

Ainda sobre a definicdo classica de probabilidade, o LD03 apresenta um exemplo de um
casal que pretende ter dois filhos e quer saber a chance de serem dois filhos do sexo masculino.
E apresentado o espago amostral S e o evento E.

S = {(M,M),(M,F),(F,M), (F,F)}.

E = {(M,M)}. Entdo A chance € de 1 para 4, ou seja, %

Ap0s a andlise do exemplo, o LD03 apresenta a definigéo:
Em um espaco amostral equiprovavel S, finito e ndo vazio, a probabilidade de

ocorréncia de um evento E, indicada por P(E) € a razdo entre o numero de elementos do evento

n(E) e o nimero de elementos do espago amostral n(S). P(E) = %

Nos trés LD, a abordagem classica da probabilidade é apresentada sobre diferentes
vieses. A BNCC sugere que a abordagem classica da probabilidade seja construida por meio da
definicdo frequentista, e no LDO02, os autores utilizam argumentos da defini¢do frequentista
para demonstrar matematicamente a classica, atendendo a proposta do documento orientador,
embora as discussoes a respeito da definicdo frequentista ressaltam a importancia da realizacédo
de experimentos.

Vale ressaltar também que, para o calculo da probabilidade numa viséo cléssica, 0s
eventos considerados devem ser igualmente provaveis, enquanto na visdo frequentista, ndo
existe essa preocupacdo. A abordagem cléssica ndo pode ser aplicada em qualquer contexto e,
devido a esse fato, ela é amplamente criticada (LOPES; SOUZA, 2016; BRASIL, 2018).

O documento orientador propde ainda que os estudantes desenvolvam a capacidade de
analisar criticamente questdes sociais, observando que nem sempre um resultado é Unico e

conclusivo. O conceito de probabilidade ndo pode se restringir a uma Unica abordagem de



problemas que envolvem conjuntos finitos ou eventos equiprovaveis, pois dessa forma acaba
comprometendo a aprendizagem dos estudantes, gerando obstaculos na sua aprendizagem.
Apesar de as pesquisas mostrarem outras abordagens da probabilidade, a BNCC néo apresenta
discuss@es acerca de outras abordagens além da classica e frequentista (LOPES; SOUZA, 2016;
ALMEIDA; FARIAS, 2018).

(iii) Abordagem formal ou axiomatica:

A abordagem formal ou axiomaética da probabilidade no LDO1 é feita a partir de uma
andlise do lancamento de uma moeda perfeita, onde sdo observadas e definidas as propriedades.
Para essa abordagem, o autor retoma e amplia conceitos ja apresentados no inicio do capitulo,
utilizando operag6es na teoria dos conjuntos para demonstrar as propriedades, fazendo uso da
representacdo em diagrama.

O LDO02 apresenta a definicdo axiomatica (formal) da probabilidade, porém,
diferentemente do LDO01, pois a demonstracao é feita apenas utilizando operac6es mais simples,
como a notacao de eventos e espaco amostral. O autor ainda enfatiza, em uma secdo individual
do capitulo, os casos de eventos mutuamente exclusivos, enquanto no LDO1 este conceito ndo
tem tanta énfase, sendo apenas citado em uma das propriedades. Para a construcao dos conceitos
de unido de dois eventos quaisquer e eventos mutuamente exclusivos, o LD02 apresenta um
exercicio resolvido, porém ndo menciona que se trata desses conhecimentos. Apenas apresenta
a resolucdo utilizando diagramas e célculos de probabilidade com conceitos que envolvem
teoria dos conjuntos.

Ao considerar a abordagem formal de probabilidade, o LDO03 apresenta cada
propriedade aplicada a uma situacdo, sem a necessidade de recorrer a demonstracdo. As
propriedades sdo exploradas nas secdes que tratam de eventos complementares, intersecao de
dois eventos, unido de dois eventos e eventos mutuamente exclusivos. Para tratar de cada
propriedade, o autor utiliza situagdes-problema, discutidas em secdes individuais, resolvendo e
validando a solugéo pela propriedade adequada. Ele ainda utiliza diagramas que ajudam na
resolucdo e interpretacéo dos problemas.

A definicdo axiomatica da probabilidade, apesar de ser pouco discutida, é fundamental
para a formalizacdo dos conceitos, pois fortalece sua validade (LOPES; SOUZA, 2016). Os
livros didaticos analisados apresentaram a abordagem axiomatica relacionada com a classica.
Geralmente, a abordagem axiomatica é feita com base na teoria dos conjuntos, podendo

apresentar dificuldades e gerar obstaculo no aprendizado do conceito de probabilidade e,



consequentemente, implicando na resolugdo de problemas dos estudantes (OLIVEIRA,
CORDANI, 20186).

Nesse sentido, os LD analisados contemplam a habilidade que a BNCC prop0e,
referente as estratégias de resolucao de problemas que utilizam o principio aditivo, em eventos
mutuamente exclusivos, a partir das nog¢oes da teoria dos conjuntos (BRASIL, 2018).

A teoria das probabilidades foi formalizada no século XVII a partir da influéncia da
abordagem classica, mas ndo tinha clareza suficiente para que a teoria pudesse avancar. Hoje a
probabilidade é compreendida e formalizada por meio de um sistema de axiomas proposto por
Kolmogorov, em 1928 (LOPES; SALVADOR; BALIEIRO, 2013; ALMEIDA; FARIAS,
2018).

(iv) Abordagem geométrica:

Apesar de ndo estar registrada explicitamente esta abordagem na apresentacdo do
contetdo, o LDO1 traz uma questdo que poderia ser explorado o enfoque geométrico, porém,
ndo houve, de fato, essa intencao na resolucdo da questdo. Abaixo tem-se a questdo retirada do
LDO1:

Figura 6 — Questéo de probabilidade envolvendo eventos e espaco amostral

l. Aogirara “roleta” ao lado, defina | ¥i
oespago amostral eoseventosA: [ R}
ocorréncia do numero 2; B: ocor- \ _~ ~J &t

réncia de numero impar _ f

Fonte: Dante (2016, p. 237)

Essa questdo poderia trabalhar conceitos geométricos associados a probabilidade,
trazendo assim a abordagem geométrica, uma vez que esses conceitos sdo pouco explorados
guando se fala em probabilidade. Isso foi observado, levando em conta que foi o Unico exercicio
gue chegou mais proximo desta abordagem. Porém, é preciso entender que, para o estudo desta
abordagem, sdo necessarios outros elementos geometricos que estejam associados as medidas
de grandezas geométricas continuas, como comprimento, area e volume. No circulo
apresentado na questdo, dividido em trés setores, aparentemente com mesma area e enumerada,
ndo faz sentido relacionar a probabilidade com a area. Outro motivo € que a questdo solicita a
definicdo do espaco amostral e dos eventos. Ela poderia ser adaptada, se quiséssemos tratar da
abordagem geométrica.



Dos trés LD analisados, o LD02 foi o unico que, de fato, apresentou a abordagem
geométrica da probabilidade. Os autores fazem essa abordagem através de um exercicio que

envolve area da superficie geométrica.
Figura 7 — Questdo envolvendo probabilidade geométrica

31 Conta uma lenda que um tesouro foi escondido em

algum lugar de um terreno, abaixo da superficie
da terra,
A figura seguinte mostra a vista superior do terre-
no, em que o circulo mostrado € a projecao orto-
gonal, sobre o plano do solo, de um reservatério
de dgua vazio com formato cilindrico, Observe as
dimensdes indicadas.

300m L__250m mmmn

500m
Qual é a probabilidade de que o tesouro ndo tenha
sido escondido abaixo da regido limitada pelo
reservatorio? Use m = 3,

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 262)

Trata-se de uma questdo que exigem conhecimento de area da regido retangular e area
do circulo, e um certo raciocinio para entender o que a questdo esta solicitando. Para a sua
resolucdo, utiliza-se a abordagem classica, calculado a razdo entre os casos favoraveis
(diferenca entre a area da superficie retangular e a area do circulo) e os casos possiveis (area
total do retadngulo sem excluir o circulo).

De acordo com a definicdo da abordagem geométrica, ndo ha mencdo sobre este
conceito no LDO03. Mas ha dois exercicios que podem ser questionados por exigir algum
conhecimento geométrico na sua resolucdo, muito embora exija também conhecimentos de

analise combinatoria.
Figura 8 — Questdes envolvendo probabilidade classica

18. Escolhem-se, aleatoriamente, ,
3 dos 6 vértces do hexagono / \
regular apresentado ao lado / \
Caleule a probabilidade de os \ )
vértices escolhidos formarem \ //
um tridngulo equilatero, + VIS

ADS 90N SECCO

19. Sorteando-s¢ a0 acaso S
2 vértiees quaisquer de
um cubo, determing a
probabilidade de esses
vertices nao estarem na

SCco

ADRSON §

1
mesma face, -
f

Fonte: Leonardo (2016, p. 44)



Mesmo que exija conhecimentos geométricos, as questdes propostas no LD03 nédo se
inserem no significado da abordagem geométrica, definida como a probabilidade na qual o
espaco amostral compfe conjuntos continuos com medidas de grandezas geométricas
continuas, como o comprimento, a area e o volume (COUTINHO, 2013).

A probabilidade geométrica trata-se de uma abordagem em que os problemas envolvem
fendmenos relacionados aos conhecimentos de geometria envolvendo pontos sobre um
segmento de reta, figuras planas ou sélidos. Esta concepcdo é pouco explorada nos livros
didaticos de matematica no Brasil (LOPES; SALVADOR; BALIEIRO, 2013), embora seja
bastante adequada para introduzir a nocdo de probabilidade continua. Este conceito de
probabilidade ndo é mencionado na BNCC, no entanto, em uma das habilidades propostas pelo
documento, enfatiza-se o reconhecimento da existéncia de diferentes espagcos amostrais,
discretos ou ndo (continuos) (BRASIL, 2018).

(v) Abordagem subjetiva:

O LDO01 ndo apresenta nenhuma no¢do da abordagem subjetiva de probabilidade,
porém, hd uma sugestdo de video no qual é discutido este conceito, onde é ressaltado a
importancia de se conhecer bem um determinado evento para que se possa afirmar se um
fendmeno tem chances de ocorrer ou ndo, partindo de experiéncias analisadas no contexto do
fendmeno. O LD02 também néo faz nenhum tipo de referéncia que nos dé aporte para discussdo
desse tipo de abordagem de probabilidade.

Entretanto, no LDO03 sdo apresentados questionamentos e reflexdes a respeito desta
abordagem quando traz observagdes sobre a probabilidade de um medicamento fazer o efeito
desejado, ou a probabilidade de acontecer um acidente aéreo, ou haver sequela ap6s um
determinado tipo de cirurgia.

Vale enfatizar que a teoria subjetivista envolve um certo grau de crenca e nao deve ser
confundida com um julgamento sem fundamento, pois se trata de uma forma qualitativa de
conhecimento baseada em experiéncias que atendam a certas condi¢cbes (NACARATO,;
GRANDO, 2013; BOROVCNIK, 2016).

A probabilidade subjetiva esta relacionada com as decisdes racionais entre as diferentes
opcdes de incertezas. Os resultados de um fendmeno sob a visao subjetivista sdo descritos como
graus de crenca, por meio de julgamento, informacdes e experiéncias relacionadas a um
determinado resultado. Mas ndo deve ser confundida com um julgamento arbitrario da

probabilidade, pois trata-se de uma forma qualitativa devendo atender a certas condi¢fes. Um



exemplo a ser observado, sdo os fendmenos climéticos que ndo depende exclusivamente de um
calculo classico, mas é possivel obter uma previsdo a partir da observacdo (BATANERO;
HENRY; PARZYSZ, 2005).

f) Probabilidade condicional

Para a construcdo do conceito de probabilidade condicional, o LDO01 apresenta
inicialmente dois problemas. Um dos problemas envolve o lancamento de um dado, no qual,
um dado € langado e observa-se sua face. O espago amostral ¢ Q= {1, 2, 3,4, 5, 6} >n(Q) =

6. Considera-se 0s eventos:
Evento A: o resultado é impar = {1, 3,5} 2P(A) = 2

Evento B: o resultadondo € 6 = {1, 2, 3, 4,5} >n(B) =5

A probabilidade de ocorrer A dado que B ja ocorreu, denotamos por p(A|B), é
3
p(A|B) = T = 0,6

Os casos possiveis sao os elementos de B e nao mais os de €. E os casos favoraveis nao
sdo0 mais apenas o0s elementos de A, e sim 0s elementos de BNA, pois s os elementos
pertencentes a B podem ocorrer.

No segundo problema tem-se:

Oito amigos, sendo 4 homens e 4 mulheres, estdo reunidos para revelar seus amigos
secretos durante uma confraternizacdo de final de ano. Todos estdo sentados na sala,
escolhendo quem ird comecar. Filipe se disp8e a ser o primeiro a falar. Ele se levanta
e vai para o meio da roda. Nesse momento, a chance de um dos sete participantes
sentados ser o amigo secreto de Filipe é de 1/7. Ldcia, como uma das participantes,
tem essa chance de 1/7. Gabriel também. [...] Filipe comega: “Meu amigo secreto €
uma mulher!”. Nesse momento, Gabriel exclama decepcionado. Ele sabe, mesmo que
intuitivamente, que a partir desse momento a chance de um dos homens ser 0 amigo
secreto de Filipe é zero. Ao mesmo tempo, a chance de Lucia, bem como das outras
trés mulheres, passou a ser de ¥ (DANTE, 2016, p. 246).

O autor define cada evento para a aplicacdo do calculo da probabilidade condicional.

_ _n(GnM) _ 0 _ —naom) 1
Assim, p(G|M) = “an =z=0¢ p(L| M) = o
n(AnB) ( )
N _ n@ _ n(AnB
Entdo p(A|B) = % )

Depois de discutir o problema e resolvé-lo, o autor segue com a definigdo: “Dados dois

eventos A e B, com P(B) > 0, a probabilidade condicional de ocorrer A, ja tendo ocorrido B €



p(4AnB),,
pr(B)

conceito, 0 autor sugere que o0 aluno constate a veracidade da expressdo matematica nos dois

um namero dado por p(A|B) = (DANTE, 2016, p. 246). E, no final da exposi¢do do

problemas.

O LDO02 desenvolve o conceito de probabilidade condicional por meio de um problema:

Um avido fretado por uma operadora turistica de Minas Gerais partiu de Belo Horizonte
com destino a Natal, no Rio Grande do Norte, com 140 passageiros. Durante o voo,
cada turista respondeu a duas perguntas: Um aviao fretado por uma operadora turistica
de Minas Gerais partiu de Belo Horizonte com destino a Natal, no Rio Grande do Norte,
com 140 passageiros. Durante o voo, cada turista respondeu a duas perguntas: “Ja voou
antes? Ja esteve em Natal?” Um passageiro ¢ selecionado ao acaso e verifica-se que ele
nunca tinha viajado de avido. Qual é a probabilidade de que ele ja conhecesse Natal?
(IEZZ1 et al., 2016, p.267).

Os dados sdo organizados em uma figura de tabela extraida do livro, como na figura 7.

Figura 9 — Dados da questdo de probabilidade condicional

Voando pela |Ja havia
.. Total
primeira vez voado
Nao conhecia Natal a3 22 105
Ja conhecia Natal 23 12 35
Total 106 34 140

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 267)

Para interpretar a probabilidade condicional para esse problema, 0s autores representam

da seguinte forma:

numero de passageiros que conheciam
Natal e viavam pela primeira vez
numero de passageiros que voavam
pela primeira vez

p(ja conhecer Natal|primeira vez de avido) =

O problema é representado simbolicamente,

ANB
paip) =2 20

n(ANB)

_ n()

n(Q)
p(ANB)
p(B)

p(A|B) =

Os autores do LDO02 ainda representam o problema em diagrama:



Figura 10 — Diagrama do problema do LD02
Q

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 267)

Os autores fazem uma observacdo que na probabilidade condicional é mais préatico

seguir o raciocinio do problema dos turistas no voo, reduzindo o espaco amostral e calculando

a probabilidade nesse novo espaco. Eles enfatizam que a expressao matematica obtida tem uma

importancia mais tedrica do que prética.

No LDO03, o tdpico de probabilidade condicional é abordado a partir de um jogo que

consiste em escolher um namero entre 1 e 6 e lancar um dado duas vezes sucessivas. Se 0

numero escolhido aparecer em pelo menos um dos langamentos a pessoa vence.

Dois amigos decidiram jogar. Um deles escolheu o nimero 3 e langou o dado duas
vezes. Qual é a probabilidade de ele ganhar se ndo obteve o0 nimero 3 no primeiro
langamento?

Evento A: obter o nimero 3 em pelo menos um dos langamentos.
A={(13),(23),(31),32),3,3).(34).(3,5). (36), (4,3),(53),(6,3)}
Comon(4) = 11, entdo p(4) = i

Evento B: ndo obter o nimero 3 no primeiro langamento.
B={(11).(1,2),(13),(14),(1,5),(16) (2, 1), (2 2), (2 3),(24), (2,5), (2 6),
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5), (4,6), (5, 1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6), (6, 1),
(6, 2), (6,3),(6,4),(6,5),(6,6)} Comon(B) = 30,entdop(B) = 2 (LEONARDO,

2016, p. 37)

P(A|B) é a ocorréncia de A dado que B ocorreu. Assim,

P(AIB) =

mans) P(ANB) = 1
n(s) _ N5) _36e_>_1_
= p(AlB) = PG BT3¢ 16,67%
n(s) 36

Em relacdo aos outros LD, o LD03 ainda mostra a probabilidade da intersecdo de A e

B, isolando-se o termo.

P(A|B) =

P(ANB)
PB) '’

com P(B) # 0;ou P(AnB) =P(B) - P(A|B).

Os trés LD atendem a habilidade de resolver problema que envolvem eventos em

experimentos aleatérios sucessivos proposta pela BNCC. Essa parte do contetdo de

probabilidade envolve diretamente essa habilidade, pois é necessario que mais de um evento



aconteca, pois trata de a probabilidade de um evento acontecer, dado que outro ja aconteceu,
ou seja, eventos sucessivos (BRASIL, 2018).

Numa perspectiva de resolucdo de problema como pontapé inicial para o ensino de
algum contetdo de Matematica, professor e aluno desenvolvem o trabalho juntos e a
aprendizagem é realizada de forma colaborativa (BARBA; TEIXEIRA, 2018).

No LDO02 ha uma observagdo sobre a importancia do desenvolvimento do pensamento
dedutivo ao invés de utilizar a expressdo matematica. E interessante que o ensino de
probabilidade condicional busque o desenvolvimento do pensamento dedutivo e ndo a
memorizagdo de expressdo matematica. Entre as estratégias de resolugdo de problemas que
envolvem o conceito de probabilidade condicional, tem-se uma articulagéo entre a arvore de
probabilidade, linguagem natural, tabela de contingéncia e a linguagem algébrica, cada uma
com sua importancia para o ensino desse conteido. Vale ressaltar que para evitar a confusao
entre qual representacdo usar, P(A|B) ou P(B|A), uma sugestdo é comecar a arvore pelo dado
que ¢ fornecido na condicional (FIGUEIREDO, 2019).

g) Eventos independentes

Para a definicdo de eventos independentes, no LDOL1 é feita uma analise a partir do
langamento de dois dados.
Evento A: Sair 6 no primeiro dado.
Evento B: Sair 3 no segundo dado.
Observa-se que
-n(Q) =36
-A={(6,1),(6,2),(6, 3), (6, 4),(6,5). (6, 6)}

-B={(1,3),(2.3),3,3), (4.3), (53), (6, 3)}
-p(4) = = =

-p(B) =4 =

-AnB={(6,3)}:>p(AnB)=3—16

AR OIR

1

6

(BnA)
- BlA) = P =
p(BlA) ===

c\IHIg|H



A probabilidade de “sair 3 no segundo dado” ndo foi afetada pelo fato de “sair 6 no
primeiro dado”, ou seja, a probabilidade de ocorrer B ndo dependeu da ocorréncia de A. Logo

DA E assim, p(A N B) = p(A[B) - p(B) = p(A) - p(B).

p(B)

Apo6s a andlise do problema, o autor expde a defini¢do: “Dois eventos A ¢ B de um

tem-se que p(A|B) =

espaco amostral Q (com p(A4) # 0 e p(B) # 0) sdo independentes, se e somente se, p(A|B) =
p(A), ou de modo equivalente: p(A N B) = p(4) - p(B)”.
E sobre eventos dependentes, pode-se afirmar que
p(ANB) # p(4) - p(B)

No LDO02, o conceito de eventos independentes é abordado por meio do seguinte
problema:

Doze CDs de MPB e 8 de mdasica sertaneja (S), todos distintos entre si e sem
identificacdo, estdo guardados em uma caixa. Um estudante retira, ao acaso, sucessivamente e
com reposicdo, dois desses CDs. Qual € a probabilidade de que os dois CDs retirados sejam de
musica sertaneja?

Para interpretar esse problema, os autores utilizaram o diagrama de arvore.

1% retirada 2% retirada

MPB

3
o
u.:

Fonte: lezzi et al. (2016, p. 271)

Para o célculo de p(S n S), foi feito da seguinte forma:
p(S§NS) =p(Snaldretirada) - p(S na 22 retirada|S na 12)
Nesse caso, como 0 CD extraido na primeira retirada é resposto, na segunda retirada a
caixa de CDs contém a mesma quantidade de antes. Logo trata-se da independéncia entre 0s
eventos.

Portanto,

8 8
= :——:0'16:160
p=pSNS) 2020 %o



Assim, de modo geral, tem-se p(A|B) = p(A), ou seja, se o fato de ter ocorrido o evento
B ndo altera a probabilidade de ocorrer o evento A, dizemos que A e B séo eventos
independentes e vale a relagdo:
p(ANnB)=p(4)-p(B)
E em geral, sendo Az, Az, ..., An eventos independentes, temos:

p(AiNA; N ..NAy) =p(4) p(4) - ... "p(4y)

No LDO03, a secdo que se refere a probabilidade de eventos independentes parte de um
problema que envolve o langamento simultdneo de um dado e uma moeda. Adotando C para
cara e K para coroa, tendo o espago amostral S.

S$={(C,1),(C,2),(C 3),(C,4),(C5)(C06) (K1), (K?2),(K,3)(Ka4),(KS5) K6}
n(s) = 12.
Considerando:
- A: sair cara na moeda
- B: sair um nimero multiplo de 3 num dado
Entdo:
A={(C,1),(C,2),(C,3),(C.4),(C.5)(C6)eP(d)====

1
B={(C.3),(C,6), (K 3), (K 6) e P(B) == ==
AnB ={(C3),(C6)}eP(ANB) =12—2=%
Apds aresolucdo da probabilidade da intersecao de dois eventos, € aplicada na definicédo
de probabilidade condicional.
P(ANB)
P(B)

[N

P(A|B) =

N

wlir|olkr

Entdo o autor explica que em dois eventos, A e B, sdo independentes se a ocorréncia de
um deles ndo interfere na ocorréncia do outro, isto €, P(A|B) = P(A) e P(B|A) = P(B).
Por consequéncia tem-se:
P(ANB) =P(A) - P(B)
E para eventos dependentes, tem-se:
P(ANnB) = P(A)-P(B)
No estudo sobre eventos dependentes e independentes, a forma de abordagem dos trés
livros didaticos € bastante semelhantes, uma vez que os trés partem de um problema. A

resolucdo difere um pouco no LDO2, pois os autores utilizam como técnica de resolucdo, a



5 CONSIDERACOES FINAIS

arvore das possibilidades, uma forma de visualizacdo do espaco amostral e do evento que
interessa. Os problemas sdo resolvidos ao passo em que 0s conceitos sdo construidos. Sobre
eventos independentes e dependentes, o LD02 atende habilidade da BNCC que se refere ao
diagrama de arvore como estratégia de resolucdo. Em geral, sobre esse assunto, todos os LD
analisados atendem as habilidades do documento orientador, quando oportuniza ao aluno
identificar e descrever os espacos amostrais de eventos aleatorios para resolver problemas e a
habilidade que propde o célculo de probabilidade de eventos em experimentos aleatorios
sucessivos. Uma outra proposta da BNCC é que o aluno realize contagem das possibilidades, e
0s problemas que os LD apresentam atendem a essa habilidade (BRASIL, 2018).

A independéncia de eventos se configura como um importante elemento para a
compreensdo da probabilidade. Porém, criancas, jovens e adultos apresentam dificuldades na
compreensdo deste conceito. Muitas vezes essas dificuldades acontecem por ignorar a
independéncia de eventos sucessivos em uma situacdo aleatéria (BATISTA; BORBA, 2016;
PINHEIRO; SILVA; PIETROPAOLO, 2018).

5 CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisa buscou analisar como o tema probabilidade é abordado em trés livros
didaticos do Ensino Médio aprovados pelo Programa Nacional do Livro e do Material Didatico
(PNLD) 2018-2020. Nos LD analisados, o contetudo € abordado no segundo ou terceiro ano do
Ensino Médio. O estudo de probabilidade promove a compreensdo de fenémenos nédo
deterministicos, onde o estudante constr6i a sua capacidade de fazer julgamentos bem
fundamentados e tomar de decisdes adequadas, reconhecendo-se como um individuo capaz de
atuar na realidade que o cerca. E nesse sentido, o livro didatico, que serve de apoio tanto para
professores, quanto para estudantes, € uma ferramenta que pode atender essa proposta.

A abordagem da probabilidade nos trés livros analisados é bem parecida, embora, num
contexto que envolve as abordagens, algumas foram mais exploradas que outras. A subjetiva,
por exemplo, foi pouco explorada, mas devemos ter em mente que essa abordagem nao € menos
importante que as demais, pois em varias situacdes do dia a dia, ela se faz presente e valida na
tomada de decisoes.

O conceito de probabilidade pode e deve ser explorado em diferentes abordagens, no
entanto, os resultados desta analise mostraram que apenas a abordagem classica e a formal

foram exploradas em unanimidade pelos livros analisados. Nos resultados apresentados, alguns
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conceitos probabilisticos foram pouco explorados, como é o caso da abordagem geométrica da
probabilidade, apresentando apenas um exercicio com essa abordagem (LD02), e a abordagem
subjetiva mencionada indiretamente em apenas um livro didatico (LD03). Até mesmo a
frequentista que é alvo de tantas discuss@es, inclusive proposta pela BNCC, pois a partir desta
abordagem o aluno pode construir os principais conceitos de probabilidade, foi contemplada
em apenas um dos livros (LD02).

Numa discussdo acerca das competéncias e habilidades propostas pela BNCC, os
resultados desta analise apontam que os livros didaticos analisados ndo atendem em sua
totalidade o que o documento prevé, uma vez que foram publicados antes da BNCC ser
homologada. Com relagdo aos conceitos bésicos, a classificacdo de eventos, a probabilidade
condicional e os eventos independentes, os trés livros atendem as propostas do documento
orientador. No entanto, com relacdo a definicdo e as abordagens, os trés livros apresentam
lacunas numa perspectiva das competéncias e habilidades previstas pela BNCC.

Considerando as propostas metodoldgicas dos livros analisados, observou-se que
apresentam sugestfes de aprofundamento do conteido por meio de textos que compreendem
outras areas, como a Biologia, a Genética, também propdem videos em sites, entre outros
aspectos descritos na apresentacao dos dados. Esses aspectos podem contribuir para o interesse
dos estudantes em compreender a aplicacdo dos contetidos em contextos diversos, tendo em
vista que sempre surgem questionamentos de onde aplicar tal conhecimento.

Este estudo pode ser ampliado no sentido de possibilitar uma anélise, tomando como
referéncia a homologacdo e publicacdo da BNCC, uma vez que a Ultima escolha do livro
didatico (antes da realizagcdo dessa pesquisa) ocorreu em 2017 para ser implementada nas
escolas entre 2018 a 2020, com obras publicadas em 2016, isto €, antes da homologacéo do
documento orientador. Logo, as proximas obras, possivelmente serdo publicadas apds a
implementacdo da BNCC e podera ser realizada de forma mais contundente observando-se as

regularidades propostas pelo documento de orientacédo curricular, a BNCC.
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TAREFAS PARA O ENSINO DE PROBABILIDADE NO ENSINO MEDIO
TASKS FOR PROBABILITY TEACHING IN HIGH SCHOOL

Resumo

Este artigo teve como objetivo analisar de que forma as tarefas matematicas para o ensino de
probabilidade podem promover possiveis situagdes de aprendizagem a estudantes da Ensino Médio.
Para essa analise, foram considerados os constructos teéricos de seis marcadores de tarefas propostos
por Barbosa (2013) e ampliado por Costa, Oliveira e Silva (2017), e suas especificidades, sendo eles: o
contexto de referéncia, o uso da linguagem, a estrutura, o objetivo de ensino, a relacdo pedagdgica e o
foco de ensino. Também foram consideradas nesta analise os aspectos relacionados ao conhecimento
especializado do professor de Matematica que ensina probabilidade num modelo teérico chamado
Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK), referentes aos dominios do conhecimento
matematico e do conhecimento pedag6gico do contetdo e seus subdominios (CARRILO et al., 2013;
MORIEL JUNIOR; CARRILLO, 2014). Essa pesquisa tem uma abordagem qualitativa, por assumir
uma preocupagdo em compreender como se da o ensino e a aprendizagem de probabilidade mediante a
utilizacdo de tarefas matematicas. As tarefas analisadas foram uma do tipo exercicio, a segunda também
do tipo exercicio, ambas retiradas de um livro didatico do Ensino Médio, e uma terceira tarefa
configurada como exploratéria-investigativa, sendo um jogo de elaboragéo propria. Essa analise apontou
gue a implementacao de tarefas de probabilidade quando bem planejadas e articuladas podem trazer
bons resultados e promover situagdes de aprendizagem aos alunos da Educacdo Basica.

Palavras-chave: tarefas, ensino de probabilidade, marcadores de tarefa, conhecimento especializado
do professor

Abstract

This article aimed to analyze how mathematical tasks for teaching probability can promote possible
learning situations for high school students. For this analysis, the theoretical constructs of six task
markers proposed by Barbosa (2013) and expanded by Costa, Oliveira and Silva (2017), and their
specificities, were considered: the context of reference, the use of language, the structure, the teaching
objective, the pedagogical relationship and the teaching focus. Also considered in this analysis were
aspects related to the specialized knowledge of the Mathematics teacher who teaches probability in a
theoretical model called Mathematics Teacher's Specialized Knowledge (MTSK), referring to the
domains of mathematical knowledge and pedagogical knowledge of the content and its subdomains
(CARRILO et al. , 2013; MORIEL JUNIOR; CARRILLO, 2014). This research has a qualitative
approach, since it takes a concern to understand how teaching and learning of probability occurs through
the use of mathematical tasks. The tasks analyzed were one of the exercise type, the second also of the
exercise type, both taken from a high school textbook, and a third task configured as exploratory-
investigative, being a game of its own elaboration. This analysis pointed out that the implementation of
probability tasks when well planned and articulated can bring good results and promote learning
situations for students of Basic Education.

Keywords: tasks, teaching probability, task markers, specialist knowledge of the teacher
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A Matematica constitui um contexto que, ao ser trabalhada na sala de aula, desempenha
um papel importante, marcado por circunstancias favoraveis a aprendizagem, por meio de uma
interacdo construtiva entre os alunos, no qual o professor deixa de ser uma fonte exclusiva do
saber e passa a ser compreendido como orientador da aprendizagem (PONTE; QUARESMA,
2012).

O ensino de Matematica tem se definido em novos rumos e essa transformacao
influencia diretamente na pratica dos professores que enfrentam grandes desafios e
responsabilidades no seu exercicio profissional. Diante disso, é necessario que o professor
obtenha uma postura de investigador e busque compreender o processo de aprendizagem de
seus alunos, sempre numa reflexdo sobre sua pratica. Quando essa reflexdo é feita de forma
ponderada, sistematica e torna-se um habito, permite ao professor a melhora da qualidade de
sua aula, além do seu desenvolvimento profissional ao longo da vida (STEIN; SMITH, 2009;
PONTE, 2014).

Numa perspectiva acerca do trabalho docente, € importante que o professor esteja aberto
a utilizacdo de diferentes ferramentas pedagogicas, de forma que estimule o pensamento
criativo, ldgico e critico do estudante. Com o avango da tecnologia, instrumentos como
computadores, telefones celulares, tablets e afins, estdo cada vez mais acessiveis em relacdo a
outras épocas, e 0s estudantes estdo inseridos nessa cultura, ndo apenas como consumidores,
mas envolvendo-se diretamente numa interacdo social, apresentando um imediatismo de
respostas, muitas vezes até gerando resultados superficiais (LITOLDO; ALMEIDA; RIBEIRO,
2018; BRASIL, 2018). E nesse momento que o professor tem a possibilidade de promover a
aprendizagem de seus alunos a partir da interacdo e do compartilhamento de significados, e
diante disso, o conhecimento do professor se torna fundamental para a aprendizagem dos seus
alunos.

Apesar da insercdo das novas ferramentas pedagoOgicas no trabalho docente, nédo
podemos descartar a importancia do livro didatico, uma vez que esse recurso ainda continua
sendo o principal norteador para o planejamento pedagogico do professor e também como fonte
para a construcdo de conhecimentos pelos estudantes. Mesmo sendo considerado um dos
principais recursos educacionais e reconhecida a sua importancia nos processos de ensino e
aprendizagem, nunca devera ser a Unica fonte de orientacdo e deve estar sempre aliado ao
conhecimento do professor, pois sera esse conhecimento, o principal fator que impactara nos

resultados da aprendizagem dos estudantes. Nesse sentido, a aprendizagem ndo deve se
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processar apenas pela leitura de informac6es que o livro fornece, mas deve ser levado em conta
também as atividades e tarefas sugeridas (MELO; LOPES; OLIVEIRA, 2017; BALL; HILL,;
BASS, 2005; LITOLDO; ALMEIDA; RIBEIRO, 2018).

Muitas vezes o professor utiliza o livro didatico, principal material de apoio que tem em
suas maos, como subsidio tedrico e pratico para propor tarefas matematicas. Mas a escolha da
tarefa ndo é trivial, uma vez que o professor deve conhecer seus alunos e assim propor as tarefas
adequadamente de modo que lhes auxiliem no desenvolvimento do pensamento matematico,
orientando e incentivando-os para a realizacdo das mesmas, por meio do seu conhecimento
matematico especializado. Para isso, ndo se deve pautar apenas na resolucdo das questdes
propostas no livro didatico, mas observar as diferentes estratégias e raciocinios empregados
pelos seus alunos, bem como reconhecer o valor do percurso realizado pelo aluno, e ndo apenas
a sua resposta final (JUNKERFEURBOM; KLUBER, 2017; LITOLDO; ALMEIDA;
RIBEIRO, 2018).

Diante disso, 0 objetivo desse estudo € analisar de que forma as tarefas matematicas
para 0 ensino de probabilidade podem promover possiveis situacfes de aprendizagem a
estudantes da Educacéo Basica.

Muitos dos acontecimentos do cotidiano tém natureza aleatdria, e nesse sentido, 0
estudo de probabilidade permite que o aluno compreenda a nogéo de acaso e incerteza, e reflita
sobre a natureza das situacdes de probabilidade do mundo real (LOPES; PORCIUNCULA;
SAMA, 2019). Devido ao conceito de probabilidade estar ligado a diferentes formas de pensar,
isso se torna um desafio especial para o ensino de probabilidade, onde o seu papel esta
envolvido com a capacidade de interpretar e avaliar criticamente informacdes probabilisticas e
fendmenos aleatérios (BOROVCNIK, 2016).

2 APORTES TEORICOS

As tarefas matematicas podem ser classificadas de diversas formas, a depender da
literatura utilizada. Nesse texto, foi escolhido Ponte (2005) e Stein e Smith (2009) para
classificar as tarefas, alem de Barbosa (2013) e Costa, Oliveira e Silva (2017) que apresentam
marcadores para analise de tarefas. Uma atividade quando implementada em sala de aula, pode
sofrer influéncias do professor, pela forma como realiza as mediac¢des, quanto pelo repertério
do aluno. Nesse sentido, buscou-se apoio em Carrilo et al. (2013) para discutir sobre os

possiveis conhecimentos a serem mobilizados por professores ao escolher e implementar tarefas
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sobre probabilidade, levando em consideragéo as abordagens de probabilidade discutidas por
Nacarato e Grando, (2013), Coutinho (2013), Borovcnik (2016), Lopes, Porcilncula e Sama
(2019).

As tarefas, vistas como ferramentas que mediam o ensino e a aprendizagem de
Matematica, podem ser classificadas, simultaneamente, considerando o grau de desafio (grau
de dificuldade reduzido ou elevado) e o grau de estrutura (fechada ou aberta). Na tarefa fechada,
0 que € apresentado e 0 que é solicitado é feito de forma explicita, enquanto na tarefa aberta, o
que € dado e o0 que € solicitado ndo é determinado explicitamente. Dentro do desenvolvimento
de uma tarefa podem surgir outras, algumas formuladas e outras propostas pelo estudante ou
pelo professor e ainda aquelas negociadas entre o professor e os estudantes. Diante disso, a
tarefa se torna objetivo da atividade, e para exemplifica-las tém-se os exercicios, 0s problemas,
a investigacao e a exploracdo como modelos de tarefas (PONTE, 2005).

A construcdo dos conceitos matematicos a partir de tarefas como o objeto de uma
atividade, tornam as aulas de Matematica mais ricas e produtivas e podem ser desenvolvidas
tanto pelo aluno, como pelo professor ou pode ser implementada em conjunto, aluno e
professor. As tarefas podem ser propostas de forma explicita no inicio do trabalho com
determinado contedo ou desenvolvida de maneira implicita a fim de proporcionar
oportunidades de aprendizagem. Ao propor uma tarefa, o professor deve estar atento a conducao
de sua aula, levando em consideracao a elaboracéo, a selecdo e a sua realizacao, pois existem
muitas variedades, como 0s problemas, os exercicios, as investigacdes, 0s projetos, 0s jogos e
as modelagens em que os alunos se envolvem (PONTE, 2005; COSTA; OLIVEIRA, 2019).

As tarefas séo vistas como o elemento organizador da atividade proposta pelo professor,
algumas com o objetivo de apoiar a aprendizagem, outras com a finalidade de avaliagéo, e
outras gque servem para investigar como acontece o processo de aprendizagem do estudante,
cada uma com suas vantagens e limitacbes (PONTE, 2014).

Quando o estudante se depara com situacbes em que ele utiliza unicamente
procedimentos de memorizacdo, o desempenho matematico pode ficar comprometido,
reduzindo o seu pensamento em um Unico tipo de oportunidade, ou seja, a abordagem de baixo
nivel com a auséncia de um contexto ou significado adicional. No entanto, ha tarefas que podem
oportunizar diferentes pensamentos no aluno, como aquelas que conduzem a conexao e reflexdo
para uma aprendizagem conceitual, algumas com exigéncia cognitiva mais elevada,
encorajando-o as diversas formas de raciocinar (STEIN; SMITH, 2009).

Como fatores preponderantes da aprendizagem dos estudantes, tém-se as atividades

realizadas por eles e as reflexdes geradas por elas. No momento em que o estudante se envolve
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na atividade, esta passa a ser compreendida como uma tarefa. A sua implementagédo nas aulas
de Matemaética tem um impacto bastante significativo em meio a aprendizagem dos alunos,
além de oportunizar o professor a refletir sobre os processos de ensino e aprendizagem com
vistas aos aspectos particulares de conteddos. Vale ressaltar que, ao selecionar tarefas, o
professor precisa estar ciente que existem outros fatores além do conteudo e devem ser levados
em consideracdo, como todo 0 processo cognitivo utilizado na realizacdo dela, os
procedimentos e estratégias, bem como a sua validacdo (PONTE, 2005; CYRINO; JESUS,
2014).

As tarefas planejadas com objetivos pedagogicos bem definidos, quando orientadas
convenientemente, desempenham um papel fundamental nos processos de ensino e
aprendizagem dos conteidos de Matematica, além de proporcionar diferentes oportunidades de
ampliacdo da aprendizagem e promover o desenvolvimento do raciocinio matematico no aluno.
As tarefas matematicas podem ser referenciadas num contexto que envolve marcadores de
tarefas. Os marcadores de tarefas servem como constructos tedricos para analisar a
funcionalidade das tarefas propostas pelo professor nas aulas de Matematica (COSTA;
OLIVEIRA; SILVA, 2017)

E importante que o professor tenha um olhar critico sobre as tarefas para analisar como
seus alunos podem aprender por meio delas. Elas podem ser definidas como situa¢bes que
envolvem atividades da sala de aula para o desenvolvimento de alguma ideia matematica. Ha
aquelas que exigem apenas a execucdo de procedimentos de memorizacdo e outras que
estimulam que o aluno faca conexfes com 0s conceitos. Diante disso, vale ressaltar a
importancia de se trabalhar diferentes tipos de tarefas, cada uma com seu propoésito pedagégico,
gerando um efeito cumulativo e conduzindo o aluno a compreensdo sobre a natureza da
matematica (STEIN; SMITH, 2009).

O professor precisa compreender como 0s estudantes aprendem a partir da
implementacdo de tarefas em suas aulas, levando em consideracdo os aspectos que envolvem
esse processo, como as condi¢des de trabalho na escola, o grau de desafio matematico da tarefa
(grau de dificuldade), podendo ser reduzido ou elevado, a sua estrutura que pode variar entre
aberta ou fechada (COSTA; OLIVEIRA; SILVA, 2017).

Uma outra possibilidade de analisar as tarefas € a partir dos marcadores, propostos por
Barbosa (2013), e ampliado por Costa, Oliveira e Silva (2017), os quais permitem que 0
professor compreenda os atributos da tarefa. S&o eles:

a) O contexto de referéncia: o contexto matematico da tarefa estd situado entre a

matematica pura e a realidade. E entre os dois extremos tem-se a semirrealidade.
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b) O uso da linguagem: trata-se do nivel de rigor atrelado a tarefa, relacionado aos
termos especificos. O uso da linguagem pode ser classificado em rigor forte ou fraco. O rigor
forte esta relacionado as exigéncias de termos especificos do conteddo matematico, o qual o
estudante deve conhecé-los e saber representa-los, enquanto o rigor fraco apresenta uma
linguagem mais simples, sem a necessidade do uso de termos especificos do contetdo.

c) A estrutura: varia entre aberta ou fechada. Quando a tarefa tem estrutura fechada,
existe um direcionamento sobre o contetdo mobilizado e a estratégia de resolucéo. Caso a tarefa
ndo tenha questdes que direcione os estudantes, trata-se da tarefa com estrutura aberta. Nesse
ultimo caso, o professor ndo tem controle sobre as respostas do aluno.

d) Objetivo de ensino: definem os objetivos acerca dos conteddos selecionados e
abordados. Varia entre simples e complexo. Quando o objetivo € simples, significa que nédo sdo
incluidas outras possibilidades de exploracdo, apenas a estabelecida como objetivo principal.
J& o0 objetivo complexo estd relacionada com as varias possibilidades de exploragdo de
conceitos.

e) Relacdo pedagdgica: permite o posicionamento entre os alunos e o professor. Esse
marcador é classificado ente isolamento forte e isolamento fraco. Quando o aluno se mantém
distante dos estudantes durante a resolucdo da tarefa, trata-se de um isolamento forte,
geralmente em tarefas fechadas e bem estruturadas, que ndo necessitam muito de orientacgdes.
Nas tarefas abertas, geralmente os alunos interagem mais com o professor. Nesse caso, 0
marcador é classificado como isolamento fraco.

) Foco de ensino: esse marcador classifica a tarefa considerando os extremos conceitual
ou procedimental. E ainda ha a possibilidade de a tarefa estar classificada entre esses dois
extremos, que é a classificacdo conceitual/procedimental. O foco conceitual significa que, na
realizacdo da tarefa o estudante vai construir 0os conceitos matematicos, enquanto no foco
procedimental, sdo realizados procedimentos como calcular, medir, representar etc., a fim de
compreender relacBes matematicas. E ha aquelas que partem dos procedimentos para elaborar
conceitos, logo séo classificadas como conceitual/experimental.

Desse modo, quais 0s possiveis conhecimentos a serem mobilizados por professores
quando estdo a trabalhar (selecdo e implementacdo) com tarefas para ensinar probabilidades?

O professor que ensina Matematica precisa estar conectado, ndo apenas com 0
conhecimento de sua disciplina, pois néo é suficiente para que a promocéo da aprendizagem
seja completamente significativa. E importante que ele perceba que este conhecimento atenda
a diferentes dimensdes, tanto no ambito pedagdgico quanto em relagdo ao contetdo de forma

ampla e profunda para que se alcance a compreensdo dos alunos. Essas especificidades da
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atuacdo do professor é chamado de conhecimento especializado, que devem partir de conexdes
entre os conte(ldos matematicos e as relagdes com os demais temas e &reas do conhecimento
(MORIEL JUNIOR; CARRILLO, 2014; LITOLDO; ALMEIDA; RIBEIRO, 2018).

Sabe-se que a Matematica vai aléem da quantificacdo de fendmenos deterministicos e
dos calculos com numeros e grandezas, pois estuda também a incerteza proveniente dos
fendmenos aleatorios. Diante disso, vale enfatizar a importancia de se promover situacoes que
favorecam o desenvolvimento do pensamento probabilistico e possibilite ao aluno a
compreensdo de diferentes situacdes que envolvam chance e eventos aleatérios em diferentes
contextos, sejam eles escolares ou do cotidiano (BRASIL, 2018; NACARATO; GRANDO,
2013).

A probabilidade é o ramo da Matematica que estuda fenémenos nao deterministicos, ou
seja, aleatdrios, e seu conceito esta determinado em diferentes tipos de abordagens (classico,
frequentista, geométrico, subjetivo, axiomatico), que podem gerar obstaculos para a sua
compreensdo, pois ndo existe uma forma Unica e precisa para definir aleatoriedade (LOPES;
PORCIUNCULA; SAMA, 2019). Sendo assim, o professor deve fazer uma articulacio entre
as diferentes abordagens probabilisticas para que o aluno ndo se prenda a um Unico conceito,
que geralmente é o classico, onde a probabilidade de um evento ocorrer é dada pela razdo entre
0 nimero de eventos provaveis e o nimero de eventos possiveis (COUTINHO, 2013).

A Base Nacional Comum Curricular, BNCC, sugere que o professor assegure aos seus
alunos o reconhecimento da importancia dos conhecimentos matematicos ligados a incerteza e
ao tratamento de dados para descrever, explicar e predizer fenbmenos, observando que nem
todos os fendmenos sdo deterministicos. E, para isso, a proposta do trabalho com a
probabilidade parte do desenvolvimento da nogéo de aleatoriedade para que os alunos entendam
gue héa evento certo, impossivel e provavel. O estudo deve ser ampliado e aprofundado a partir
de tarefas que envolvam simulagdes ou experimentos, numa visdo frequentista, e relacionem
com os resultados obtidos por meio da probabilidade tedrica (BRASIL, 2018).

A respeito do conhecimento de professores de Matematica existe um modelo teérico
chamado de Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge’ (MTSK), desenvolvido nos
ultimos anos que descreve o conhecimento especializado dos professores que ensinam
Matematica. Possui dois dominios: o conhecimento matematico e o conhecimento pedagogico
do conteudo. O conhecimento matematico e o conhecimento pedagdgico do contetdo estdo

descritos em trés subdominios cada, como representados abaixo.

" Conhecimento Especializado do Professor de Matemética
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Figura 11 — Conhecimento especializado do professor que ensina Matematica
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Fonte: Carrillo et al. (2013) traduzido por Moriel Janior e Carrillo (2014)

Os dominios e subdominios do conhecimento especializado do professor (CARRILLO
et al., 2013) sdo:
a) Conhecimento matematico:
i)  KoT: conteldos matematicos a serem ensinados e seus diferentes aspectos;
i) KSM: conexdes entre os tOpicos que permitem reconhecer certas estruturas
matematicas, sendo um sistema de elementos integrados;
iii) KPM: maneiras de proceder, como a comunica¢do matematica, o raciocinio e
a prova, estruturas de uma demonstracao, saber definir ou usar definicdes,
saber argumentar, generalizar e explorar as representagdes.
b) Conhecimento pedagdgico do conteudo:
i)  KMT: Ensino de Matematica através de materiais, recursos, modos e
estratégias de apresentar um conte(do;
i) KFLM: Caracteristicas de aprendizagem, tais como a forma que os alunos
aprendem, erros comuns e suas fontes, dificuldades e obstaculos;
iii) KMLS: Normas da aprendizagem, no que se refere as especificaces
curriculares, competéncias e habilidades, normas minimas e formas de

avaliagdo, materiais de apoio.



3 ASPECTOS METODOLOGICOS

Estes dominios estdo relacionados as especificidades do conhecimento do professor que
ensina Matematica e podem servir de categorias para analisar investigagdes (MORIEL
JUNIOR; CARRILLO, 2014). O MTSK, por considerar todo o conhecimento do professor que
ensina Matematica, ao tomar como referéncia o conhecimento matematico e o pedagdgico
como essencial, assume um papel central sobre um aprofundamento dos contetidos, que, nesse
estudo, trata-se do contetdo de probabilidade, e as dimensbes desse conhecimento e suas
especificidades para investigar as distintas praticas do professor que ensina Matematica
(BERNARDO et al., 2018).

3 ASPECTOS METODOLOGICOS

Essa pesquisa tem o objetivo de analisar de que forma as tarefas matemaéticas para o
ensino de probabilidade podem promover possiveis situacdes de aprendizagem aos estudantes
do Ensino Médio. Esse estudo se caracteriza como uma abordagem qualitativa, no momento
em que assume a preocupacdo em estabelecer uma compreensdo sobre objeto de estudo
(BOGDAN; BIKLEN, 2010), no caso, o ensino de probabilidade.

Foram analisadas trés tarefas matematicas envolvendo conhecimentos de probabilidade,
sendo duas extraidas do livro didatico do segundo ano do Ensino Médio e um jogo proposto
também para o Ensino Médio. A primeira foi do tipo exercicio, numa andlise simples sem a
intencdo de modifica-la. A analise deste tipo de tarefa se fez necessaria por ser bastante
utilizada, principalmente, considerando que muitas escolas e professores ainda assumem um
modelo de ensino tradicional de aulas expositivas, onde o conteido é exposto e, em seguida,
sdo cobrados os exercicios, baseando-se em conceitos e técnicas.

A segunda também foi uma tarefa do tipo exercicio, no entanto, ela foi analisada em
dois contextos: 0 contexto de hipotese em que o estudante teve contato com o conteldo
anteriormente, sendo classificada como um exercicio. E o0 segundo contexto considera a
hipdtese em que o objetivo da tarefa é introduzir o contetido, de modo que o estudante construa
0S conceitos progressivamente, por meio da intervencdo do professor. Nesse sentido, a tarefa
deixa de ser um exercicio, passando a se classificar como um problema. Esse tipo de tarefa foi
escolhido para andlise no intuito de apresentar as potencialidades que uma tarefa pode ter, a
depender de como ela é planejada e abordada.

Em sequéncia, a terceira tarefa trata-se de um jogo com carater exploratdrio-

investigativa. Os jogos na Matematica tem uma larga tradigdo no ensino, além das importantes
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potencialidades que podem ser exploradas, principalmente quando o professor associa a outro
tipo de tarefa, como as investigativas, por exemplo.

Estas foram analisadas a partir dos marcadores de tarefas descritos por Barbosa (2013)
e Costa, Oliveira e Silva (2017), diante dos possiveis conhecimentos que o professor necessita
mobilizar para a exploracdo de cada tarefa. As tarefas sdo analisadas de acordo as
especificidades que compdem cada marcador: a) contexto de referéncia, b) uso da linguagem,
c) estrutura, d) objetivo de ensino, e) relacdo pedagdgica e f) foco de ensino.

Com base nas discussdes de Carrilo et al. (2013) e Moriel Janior e Carrillo (2014) sobre
0 modelo MTSK, foram observados os aspectos das tarefas que estéo relacionados com o
conhecimento especializado do professor de Matematica que ensina probabilidade, tendo em
vista 0 dominio do conhecimento matematico (KoT, KSM e KPM) e o dominio do
conhecimento pedagdgico do contetdo (KMT, KFLM e KMLYS).

4 APRESENTACAO E DISCUSSAO DOS DADOS

Para andlise das tarefas, tomou-se como referéncia duas tarefas do livro didatico,
constante no PNLD 2018-2020, Matematica: contextos e aplicacdes (DANTE, 2016), sendo
ambas do tipo exercicio, porém, uma delas é analisada no contexto de problema. E como uma
terceira proposta de tarefa, foi elaborado e analisado um jogo que envolve conhecimentos de

probabilidade.

Tarefa 01: tipo exercicio
Abaixo tem-se a tarefa que foi extraida do livro didatico, do segundo ano do Ensino
Médio.
Figura 12 — Tarefa do tipo exercicio
&4. Emumacaixa ha 6 bolas brancas e 4 bolas vermelhas.

Qual é a probabilidade de, ao acaso, ser retirada:
a) uma bola vermelha?—

b) uma bola branca?—f
(Observacao: Para indicar o evento “sair bola ver-
melha”, use indices assim: A = {V;, V3, Vi, V4}.)

Fonte: Dante (2016b, p. 237)



4 APRESENTACAO E DISCUSSAO DOS DADOS

A tarefa contempla a definicdo classica da probabilidade (razdo entre o0s casos
favoraveis e 0s casos possiveis). Uma possivel solugdo é apresentada abaixo:

Dados:

(1) Espaco amostral Q = {B;, By, B3, B4, Bs, Bs, V1, V5, V3, V0 };

(2) Numero total de bolas: n(Q)=10

(3) Evento A: sair bola vermelha = numero de bolas vermelhas: n(A) = 4

(4) Evento B: sair bola branca > nimero de bolas brancas: n(B) = 6

_n@a_ 4+ _2
a) P(4) T a@ 10 s

nB) 6 _3

b) P(B) =

n@Q@ 10 s

Tomando os marcadores (BARBOSA, 2013; COSTA; OLIVEIRA; SILVA, 2017) para
analisar a tarefa acima, classificada como exercicio (PONTE, 2005), percebe-se que a mesma
esta situada num contexto de referéncia pautada na semirrealidade. O uso da linguagem
proposta apresenta rigor forte, pois o termo probabilidade aparece numa oragdo simples; isso
requer que o aluno saiba o que é probabilidade e como calcula-la.

A estrutura dessa tarefa € fechada, uma vez que todas as informac6es necessarias a
resolucdo estdo no préprio enunciado e pode ser resolvida como apresentada na possivel
solucdo. Fica explicito que o objetivo € calcular a probabilidade de um dado evento acontecer;
este € um objetivo de ensino simples, ndo requer conexdes com outros conceitos. Como se trata
de uma tarefa com estrutura fechada, a relacéo pedagogica, que vai posicionar professor e aluno
durante a realizacdo, é do tipo isolamento forte, pois o aluno sozinho podera resolver sem
contactar o professor apresentando questionamento. O foco de ensino é procedimental, requer
gue o aluno apenas calcule mecanicamente a probabilidade para cada item, ndo permitindo o
desenvolvimento de conceitos.

Com as caracteristicas apresentadas sobre a tarefa acima, quais possiveis conhecimentos
que o professor poderia mobilizar para potencializar a aprendizagem dos alunos?

Carrillo et al. (2013) e Moriel Junior e Carrillo (2014) serviram como suporte nessa
analise. No ambito do conhecimento matematico, faz-se necessario que o professor possua
conhecimento sobre os topicos (KoT) — nesse caso, precisa dominar 0os conceitos de espaco
amostral (1) e eventos (2) e (3) saber como se calcula probabilidade (4), precisa também
conhecer como se representa o espaco amostral e eventos por meio da teoria de conjuntos; j& o
conhecimento da estrutura (KSM) é importante, pois o professor precisa também conhecer os
conceitos de evento certo, impossivel e mutuamente exclusivos, a definicdo teorica de

probabilidade (classica, apresentada pelo livro) e suas consequéncias.
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O conhecimento da prética matemaética (KPM) esta ligado a linguagem a ser utilizada
pelo professor, seja a oral ou a escrita, pois 0 processo de comunicagdo dessa matematica
precisa ser claro, desde o uso de exemplos até as defini¢cdes e o algoritmo usado; um exemplo
é a representacao utilizada em (1), quando se usa as letras (V e B) para representar cada uma
das bolas, € muito comum em livros o uso do nimero de elementos do espago amostral como
se fosse o proprio espago.

Sobre o conhecimento pedagogico do conteudo, a escolha da tarefa em analise € um
exemplo do conhecimento do ensino de Matematica (KMT), pois estaria relacionado a escolha
do professor para abordar um procedimento (4), além de identificar se os alunos
compreenderam as no¢Oes de espaco amostral (1) e evento (2) e (3).

O conhecimento das caracteristicas de aprendizagem de Matematica (KFLM) permite
que o professor conheca como seus alunos aprendem Matematica, possiveis dificuldades, erros,
estabelecimento de conexdes; no caso da tarefa em questdo, um possivel equivoco pode ocorrer
sobre o0 espaco amostral ser definido apenas pelo nimero de elementos que o caracteriza, além
daqueles relacionados a fracdes equivalente, como simplificar fragdes. Ja o conhecimento dos
parametros de aprendizagem de Matematica (KMLS) tem a preocupacéo do entendimento sobre
como, nesse caso, a probabilidade se faz presente nos curriculos e documentos de orientacéo
curricular oficiais; por exemplo, a BNCC propde que desde os anos iniciais do Ensino
Fundamental a nocéo do conceito de probabilidade seja trabalhada, inicia-se em uma perceptiva
subjetivista, passando pela frequentista até chegar a classica nos anos finais e ganhando
densidade no Ensino Médio.

Mesmo reconhecendo as limitagdes de uma tarefa do tipo exercicio que possui um
isolamento forte na relagdo pedagdgica entre alunos e professor, ter uma estrutura fechada e o
foco ser procedimental, cabe ao professor a partir dos seus conhecimentos potencializar a
aprendizagem dos alunos. Essa potencializacdo pode ocorrer no momento de sistematizacéo da
tarefa, seja a correcdo realizada pelo professor no quadro ou convidando alunos para irem ao
quadro, promover questionamentos e indagagdes a partir do seu repertério de conhecimento,
alargando as fronteiras impostas pela tarefa. Portanto, cabe ao professor conhecer o tema que
estd trabalhando em seus mdltiplos significados, como expostos acima, para poder produzir

uma aprendizagem mais densa junto aos seus alunos.

Tarefa 02: tipo exercicio
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Essa tarefa abaixo também foi retirada do livro didatico do segundo ano do Ensino
Médio, e mesmo se tratando de um exercicio, sera considerado num segundo momento a sua
analise sob uma perspectiva de problema.

Figura 13 — Tarefa do tipo exercicio

8. Nolancamento simultaneo de dois dados perfeitos
distinguiveis, qual é a probabilidade de se obter so-
ma parou soma multipla de 37

Fonte: Dante (2016b, p. 239)

Na analise da tarefa acima, a priori, classificada como exercicio (PONTE, 2005), nota-
se que o contexto de referéncia é a semirrealidade. Com relagéo a linguagem, trata-se de rigor
forte, pois é necessario que o aluno possua conhecimento dos termos relacionados as
propriedades para o célculo da probabilidade nesse contexto e saiba utiliza-los na resolucéo.
Apresenta uma estrutura fechada, pois os dados sdo expostos de acordo com o enunciado para
a possivel solucéo.

Embora o objetivo da tarefa seja calcular a probabilidade de um evento acontecer, requer
conhecimento prévio de conceitos relacionados a teoria dos conjuntos, e assim, tornando o
objetivo da tarefa complexo. Essa tarefa tem uma relacdo pedagdgica com isolamento forte,
uma vez que possibilita ao aluno resolvé-la de forma independente, sem recorrer ao auxilio do
professor, e o foco do ensino estd pautado em procedimentos, ndo exigindo que 0s conceitos
seja desenvolvidos.

Num contexto de hipotese em que o aluno ndo possui conhecimentos tedricos, a tarefa
que outrora se configura como exercicio, neste momento torna-se um problema, pois o seu grau
de desafio ja ndo é reduzido, como no exercicio, passando a ter a necessidade de um olhar mais
critico, podendo ser explorado de forma a desencadear a aprendizagem dos conceitos e
definicbes, mobilizados através da intervencdo do professor (5). E neste momento que o
professor tem a possibilidade de reforcar as potencialidades de raciocinio dos alunos.

Ao deixar os estudantes a vontade para expressarem os resultados da maneira que
acharem mais conveniente (6), notadamente eles vao construindo o conceito de (7) espaco
amostral que, nesse contexto compde-se de 36 resultados, (8) 0s eventos possiveis, podem ser
citados nesse exercicio, um por um e depois conta-se 0s (9) eventos favoraveis, que nesse caso

séo 24 possibilidades e escreve-se (10) a razdo entre 0s casos possiveis e 0s casos favoraveis

24 2
Ge=3)
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A figura abaixo pode ser uma forma de escrever todos casos possiveis e marcar 0s
favoraveis.

Figura 14 — Representagdo dos elementos do espaco amostral
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v soma é miltipla de 3

v’y soma par e miltipla de 3

Fonte: autoria prépria.

Este tipo de tarefa, a priori, deve ser considerado o raciocinio do aluno, que pode utilizar
0 conceito formal de probabilidade, ou pode construir caminhos através de argumentos
coerentes, desenhos, ou esquemas para traduzir o seu pensamento logico.

Ao observar, hipoteticamente, que os estudantes ndo dispdem de ferramentas suficientes
para o calculo formal da probabilidade, o professor pode construir conjuntamente, (11) o espaco
amostral dando dicas de como procederem, sinalizando de acordo com o modelo abaixo, por
exemplo. Mas deve deixar claro para os estudantes, que num espaco amostral muito grande,
essa forma de resolucdo ndo é a mais adequada, por iSso € necessario construir conjecturas que

possam generalizar a resolucéo para qualquer situacdo-problema semelhante.

Figura 15 — Representagdo do espaco amostral e dos eventos
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Fonte: Dante (2016b, p. 239)
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A intervencgdo do professor é realizada de forma criteriosa, pois é nesse momento que
0s conceitos necessarios para a formalizagdo da resolucdo desta tarefa sdo conjecturados.

Solicita-se do aluno que marque um X para o evento A e um circulo para o evento B. O
estudante deve perceber que alguns valores recebem os dois sinais (0 X e o circulo), ou seja,
(12) esses valores fazem parte dos dois eventos, simultaneamente (interse¢do). Entéo conta-se
0s quadrinhos marcados com o X e os quadrinhos marcados com o circulo, como na figura
acima, lembrando-se de n&o contar duas vezes o0s resultados coincidentes, ou seja, retira-se (13)
a interseccdo e escreve-se (14) a razdo entre os casos favoraveis e 0s casos possiveis. O
professor pode retomar o conceito de (15) unido da teoria dos conjuntos para concluir a solucao,
retomando o que o problema esta solicitando. A exigéncia do nivel da tarefa pode se tornar mais
elevada, na medida em que sdo utilizados procedimentos com conexdes para, entdo, formalizar
matematicamente os conceitos, como afirmam Stein e Smith (2009).

Seguindo com o que foi transcorrido acima, determina-se os dados:

(16) Numero de elementos do espaco amostral n(€1) = 36

(17) Evento A: a soma € par

(18) Evento B: a soma é um multiplo de 3

(19)P(A) = = =

1
36 2

12 1
(0)P(B) =2 =1

(21)P(ANB) = % = %

Entdo, a probabilidade de se obter “soma par ou soma multipla de 3” ¢ dada por

(22P(AUB) =242 6 _2_2_1,1 1_2
36 36 36 36 3 2 3 6 3

Generalizando, tem-se:
(23)P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

A analise, considerando os possiveis conhecimentos mobilizados pelo professor a fim
de potencializar a aprendizagem de seus alunos, tem seus aspectos sustentados pelo modelo
MTSK. Com relacdo ao conhecimento matematico, a oportunidade de explorar as nocdes
intuitivas sobre probabilidade num primeiro momento, possibilita que o professor mobilize
conhecimentos da defini¢do subjetiva da probabilidade (5) e (6), valorizando o que o estudante
possui de experiéncias e crencas acerca desse conhecimento. O professor deve dominar

conceitos de espaco amostral (7), (11) e (16), eventos (8), (9), (17) e (18), a definicéo classica
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da probabilidade (10), (14), (19) e (20), representando os conteidos a serem ensinados em face
ao conhecimento sobre os tépicos (KoT).

Tendo em vista as conexdes entre 0s topicos que permitem conhecer certas estruturas
matematicas (KSM), o professor deve estabelecer uma relacdo entre conhecimentos da teoria
dos conjuntos, unido (15), (22) e (23), intersecdo (12), (13) e (21), com o0 ensino da
probabilidade, observando o sistema de elementos integrados.

A maneira como proceder em sala de aula, unindo a teoria a pratica, nesse contexto, esta
associada ao raciocinio e a comunicacdo para que o objetivo da tarefa seja atingido (KPM). A
linguagem se faz importante na interpretagdo da imagem 04, transformada em simbolos
matematicos, e acarreta na formalizacdo dos conceitos, uma vez que, ao substituir (19), (20) e
(21) em (22), posteriormente € generalizada em (23).

Acerca do dominio do conhecimento pedagdgico do conteludo, nessa tarefa 02, o
professor deve criar um ambiente em que priorize a construcdo de uma estrutura matematica
que fundamente o desenvolvimento da resolugdo da tarefa. Essa estratégia (KMT) valoriza o
caminho a ser seguido acima do resultado final e ainda possibilita ao professor verificar as
caracteristicas da aprendizagem (KFLM) de seus alunos, observando possiveis dificuldades, ou
perceber a necessidade de revisar algum contetido prévio, como (21) e (22), por exemplo. O
professor deve ter em mente também a importancia das normas de aprendizagem (KMLS), seja
no momento de determinar os critérios de avaliacdo, seja no planejamento, com intuito de
atender as especificidades da BNCC, competéncias e habilidades, acerca do contetdo
trabalhado na tarefa, que nesse contexto traz uma relacdo entre a probabilidade classica e
axiomatica.

Vale ressaltar ainda que, muitas vezes existe uma ideia falsa de que o aluno ndo tem
condicdes de realizar uma tarefa se ndo foram ensinados antes. Entretanto, fora da escola eles
aprendem muitas coisas que podem mobilizar as aulas de Matematica. Por isso, em termos de
aprendizagem, é valido que eles descubram um método préprio do que esperar que aprendam
apenas 0 método do professor e sejam capazes de reconhecer, perante uma situagao dada, como
o aplicar (PONTE, 2005).

A vantagem de se conhecer o procedimento formal matematico é que se torna mais
viavel a ser aplicada em situa¢des semelhantes, porém ndo devemos descartar os procedimentos
anteriores, pois 0s conceitos sdo adquiridos gradualmente a partir deles. E quando o aluno
reflete e formaliza os conceitos matematicos, desenvolve e fortalece a aptiddo para aplicar esses
conhecimentos a novos problemas (BISPO; RAMALHO; HENRIQUES, 2008).
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Tarefa 03: tipo exploracao/investigacao

Essa terceira tarefa trata-se de um jogo elaborado e analisado como uma tarefa
exploratoria-investigativa, pois se constitui de natureza acessivel e, a0 mesmo tempo,
desafiadora. De alguma forma, o jogo se constitui um problema, por ter regras bem definidas e
0 objetivo de vencer e tem importantes potencialidades para a aprendizagem. Tem natureza
acessivel ao possibilitar que todos os alunos obtenham o sucesso e o estimulo a autoconfianca,
e no contexto especifico desse jogo, exige uma efetiva experiéncia matematica tomando-a uma
tarefa desafiadora, capaz de explorar conceitos e ideais matematicas de maneira significativa,

como afirma Ponte (2005).

Figura 16 — Primeiro momento: Tarefa do tipo exploratéria

Corrida de cavalos

Regras do jogo:

Duplas

Sorteio para inicio do jogo:

Para iniciar a corrida, cada aluno langa o dado. O que obtiver o maior resultado, escolhe a sua trilha.

As duas trilhas devem estar posicionadas, uma ao lado da outra.

Os dois jogadores lancam o dado, e observam os resultados.

Trilha X — Avance uma casa, caso 0 maior resultado estiver entre 0s nimeros 1, 2, 3, ou 4.

Trilha Y — Avance uma casa, caso 0 maior resultado estiver entre 0s nimeros 5 ou 6.

Vence aquele que chegar primeiro ao final da trilha.

Observagéo: E importante que se tenha algum aluno voluntério para anotar os resultados sorteados para a

tarefa de investigacéo.

Fonte: Elaboracdo propria

Figura 17 — Trilhas do jogo Corrida de Cavalo
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Fonte: Adaptada de https://www.educacaoetransformacao.com.br/atividades-folclore-

educacao-infantil/atividades-folclore-educacao-infantil-trilha-folclore/

Figura 18 — Segundo momento: Tarefa do tipo investigacdo

1) Sobre vencer, na sua opinido, esse jogo é justo? Justifique.

2) Quais sdo 0s possiveis casos para que o primeiro cavalo venga? Explique seu raciocinio.

3) E quais os possiveis casos para que o segundo cavalo veng¢a? Explique seu raciocinio.

4) Preencha a tabela com as combinac6es de resultados para todas as jogadas e escreva X para 0s
valores em que vencem o cavalo que esta na trilha X, e Y para os valores que vencem o cavalo que
estanatrilhay.

RESPOSTA

1 2 3 4 5 6

1]2]3]als]s
1 1 x[x]x[x]y]|y
2 2w x| x[x[¥[¥
3 3| x| x|[x| x| ¥y
4 alxx[x]x]y¥[y
5 sy [v[v[y]vy][y
5 sy [v[v[y]vy[y

5) Depois de preencher a tabela e perceber os resultados, as hipoteses a respeito da primeira pergunta
se confirmaram?

6) Construa uma tabela de frequéncias e em seguida um grafico que melhor represente os resultados
obtidos nas jogadas.

7) Escreva a razéo entre 0s casos favoraveis e 0s casos possiveis para cada resultado. P(X) e P(Y)
vencer.

Fonte: Elaboracdo propria

Com relacdo ao contexto de referéncia, esta tarefa esta situada na realidade, na qual os

estudantes mobilizam uma acao através do jogo e a sua linguagem se caracteriza de um rigor
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fraco, por apresentar uma linguagem simples. Sua estrutura é aberta devido ao seu carater
exploratorio-investigativo. Com relagcdo ao grau de desafio, € reduzido no primeiro momento
(acdo do jogo) e elevado no segundo momento (investigacdo). Por apresentar diferentes formas
de explorar os conceitos de probabilidade, seu objetivo de ensino é complexo, uma vez que as
respostas dos alunos tendem a ser diferentes. A intervencdo do professor é necessaria durante
o0 desenvolvimento dessa tarefa, tornando a relagdo pedagogica interativa e, portanto, com
isolamento fraco. Com relacdo ao foco de ensino, a realizacao da tarefa oportuniza aos alunos
a construcdo dos conceitos, logo o seu foco é conceitual.

E uma tarefa que consiste em explorar conhecimentos relacionados ao tema de
probabilidade, quando associada a investigacdo e contempla as abordagens cléssica,
frequentista, subjetiva e formal (axiomatica) da probabilidade.

De inicio, a escolha da trilha parece ndo ter muito significado, porém trata-se de um
fator que pode ser determinante para se obter 0 sucesso nesse jogo. Aparentemente, a chance
de vencer quem escolhe a trilha X é maior, pois, um dado sendo langado duas vezes, se 0 maior
namero for 1, 2, 3 ou 4, avanca o cavalo da trilha X. Mas trata-se de uma falsa intuicdo, e o
calculo da probabilidade de cada um vencer, exclui essa duvida, além de proporcionar reflexdes
frente as possiveis respostas dos estudantes no segundo momento da tarefa (investigacéo).

Apos a realizacdo da tarefa, o professor deve desenvolver mobilizar os conhecimentos
necessarios, junto aos estudantes, para a compreensdo de independéncia de eventos, a partir da
questdo: “Langando-se um dado duas vezes, qual a probabilidade de o maior valor ser 1, 2, 3,
ou 4?”

(24) 1° langamento (Evento A): sair 1, 2, 3 ou 4 (4 chances num total de 6 possibilidades:

4

P(4) =-)

(25) 2° langamento (Evento B): sair 1, 2, 3 ou 4 (4 chances num total de 6 possibilidades:
4

P(B) =-)

Como o resultado do primeiro langamento nédo influencia no resultado do segundo dado,
entdo trata-se da definicdo de eventos independentes, onde
(26) P(X) = P(ANnB) =P(A) - P(B)

4 4 16 _ 4

6 6 36 9

27 P(ANnB) =

Entdo a probabilidade do cavalo da trilha X avancar € de P(X) = S ou 44,44%.
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E nesse sentido, para concluir o raciocinio, o estudante é questionado: “Entdo, qual a
probabilidade de o maior valor ser 5 ou 6?”. E para determinar essa probabilidade, basta que se
faca o célculo do evento complementar:

(28) P(Y) =P(X) =1—-P(X)

P(Y)=1 +_
B 9 9

Entédo a probabilidade do cavalo da trilha Y avancar é de P(Y) = g ou 55,56%.

Considerando para a analise os dominios e subdominios do modelo teérico MTSK sobre
os conhecimentos que o professor de Matemética deve mobilizar para potencializar a
aprendizagem, o professor deve possuir os conhecimentos dos topicos (KoT) em (24) e (25)
sobre eventos e probabilidade laplaciana (classica), (26) e (27) sobre conceitos de eventos
independentes, associada com nocdes de conjuntos e em (28) envolvendo o conceito de evento
complementar, também associado ao conceito de conjuntos. A resolucdo do item 4) do segundo
momento (investigacdo), o espagco amostral e os eventos podem ser visualizados e servir de
apoio para a mobilizacdo desses conhecimentos em (24), (25), (26) e (27), atendendo ao
subdominio do conhecimento matematico para uma conexao entre os topicos (KSM).

Ao conduzir a tarefa planejada em dois momentos, o primeiro sendo a a¢éo do jogo, e 0
segundo, sendo o momento da investigacdo, os diferentes modos de comunicar
matematicamente, como a constru¢do dos conhecimentos partindo da intuicdo dos alunos,
fazem uma conexdo entre a teoria e a pratica matematica (KPM), permitindo que uma situacédo
real seja traduzida para uma linguagem abstrata e vice-versa.

Em relacdo ao conhecimento pedag6gico do conteldo, a utilizagdo do jogo como
estratégia para apresentar o contetido (KMT), tem papel importante nesse processo, pois pode
contribuir para uma aprendizagem significativa, propiciando condicdes agradaveis e favoraveis
ao ensino, além de desenvolver o senso critico e criativo, estimular o raciocinio e descobrir
novos conceitos. (ALVES, 2001). O momento ap6s 0 jogo torna-se oportuno para que o
professor perceba, através da investigagdo, como seus alunos aprendem, ao observar a
justificativa das suas respostas, 0s seus possiveis erros ou acertos, ou ainda as dificuldades e
obstaculos (KFLM) acerca do que Ihe é proposto.

A préatica avaliativa deve consistir no acompanhamento do desenvolvimento da
atividade, observando o desempenho do aluno, coletiva e individualmente, os critérios
preestabelecidos, e principalmente ter o cuidado de atender as especificacGes curriculares para
o conteudo (KMLS), que nesse contexto esta relacionado a habilidade de resolver problemas

que envolvem experimentos aleatorios sucessivos (24) e (25) proposta pela BNCC.
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O célculo formal ou axiomético € uma das maneiras de resolver esse problema. Mas
deve-se considerar o desenvolvimento do raciocinio do estudante. Ele pode, por exemplo,
representar os possiveis resultados numa tabela ou, sendo, escrever literalmente todos os casos.
E partir dai, o professor deve conduzi-lo a construcéo dos conceitos, formalizando as definices,
através de simbolos e da linguagem matematica, pois € a formaliza¢do dos conceitos por meio
dos axiomas que os resultados sdo construidos, descritos, simplificados e interpretados para
depois serem validados (BATANERO et al., 2016).

Casos possiveis para que cada cavalo avance uma casa, considerando a primeira e

segunda jogada do dado, respectivamente.

Quadro 4 — Espago amostral no lancamento de dois dados
Cavalo da trilha X Cavalo da trilha 'Y
lel 2el 3el 4el Sel 6el leb
le? 2e?2 3e?2 4e?2 5e2 6e2 le6
le3 2e3 3e3 4e3 5e3 6e3 2e5
le4 2e4 3ed 4ed Se4 6e4d 2e6
5eb 6ed5 3eb5
5e6 6e6 3e6
4e5
4eb6

Fonte: Elaboracao propria

Uma outra abordagem da probabilidade que esta sendo explorada nesse jogo, no
momento em que os itens 1, 2 e 3 sdo questionados ao aluno, é a definicdo subjetiva, pois essa
interpretacdo ndo esta diretamente envolvida com os célculos e depende, em partes, da intuicéo,
da experiéncia que o sujeito tem com o0 objeto, ou ainda a crenca com base no julgamento
pessoal (BATANERO et al., 2016)

No item 6 desta tarefa, quando o professor sugere que o aluno construa uma tabela de
frequéncias e represente os resultados num grafico, emerge o conhecimento da probabilidade
frequentista, inclusive sugerido pela BNCC (BRASIL, 2018) quando prop&e que o célculo de
probabilidade deve ser feito por meio de muitas repeti¢des de um experimento.

A oportunidade de compartilhar seus pensamentos possibilita ao estudante uma reflexao

e um olhar diferente sobre o jogo, pois novas hipoteses comegam a ser produzidas, 0 que gera
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no aluno a capacidade de desenvolver indugdes e conjecturas para generalizar seus célculos,
por conta do contato com o objeto de estudo. A importancia da comunicacdo de conceitos e
ideias matematicas deve ser enfatizada para que gere um aprendizado mutuo e ainda possibilite
um movimento de acdo-reflexdo-acdo e investigacdo, além de questionamentos sobre sorte
(NACARATO; GRANDO, 2013).

5 CONSIDERACOES FINAIS

Considerando o objetivo dessa pesquisa, que foi analisar de que forma as tarefas
matematicas para o0 ensino de probabilidade podem promover possiveis situacdes de
aprendizagem aos estudantes do Ensino Médio, verificou-se que a implementacdo de tarefas
nas aulas de Matematica tem auxiliado os professores na mobilizacdo de conceitos e técnicas e
assim oportunizar ao aluno o desenvolvimento da sua capacidade de aprendizagem com
autonomia. Nesse momento, o papel do professor é imprescindivel para que a aprendizagem
aconteca com sucesso, pois a escolha de uma tarefa adequada associada ao modo de conduzi-
la pode impactar de forma positiva na aprendizagem dos alunos, bem como promover reflexdes
acerca da atividade profissional docente, o que contribui para uma melhoria na qualidade da
sua aula.

As tarefas selecionadas para serem analisadas, a saber, duas extraidas do livro didatico
da segunda série do Ensino Médio e um jogo também proposto para o Ensino Médio, levam em
consideragdo 0s constructos tedricos de marcadores de tarefas para o ensino e a aprendizagem
de probabilidade e o modelo tedrico sobre o conhecimento profissional do professor de
Matematica (MTSK). Esses marcadores apresentam elementos norteadores para o0
planejamento e execucdo das tarefas propostas nas aulas, estando diretamente relacionados com
o conhecimento especializado do professor de Matematica.

Nas tarefas analisadas, com relacdo ao conhecimento matematico probabilistico do
professor, espera-se que ele esteja disposto a construir junto aos seus alunos os conceitos de
eventos certos, possiveis e impossiveis, espaco amostral equiprovavel e ndo equiprovavel e
eventos independentes, e que oriente 0s seus alunos a perceberem que existem outras
abordagem de probabilidade além da classica.

Na primeira tarefa, a analise consiste apenas no sentido do exercicio, em que 0 ensino é

feito de forma direta (expositiva) e os conceitos séo aplicados de maneira préatica. Geralmente
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esse tipo de tarefa apresenta pouca intervencéo do professor e € 0 momento em que o aluno pde
em pratica os conhecimentos que ele adquiriu anteriormente.

Na segunda tarefa, por exemplo, a sugestdo é que o professor explore a abordagem
frequentista e gere um debate que confronte os resultados com a visao classica. Nesse tipo de
tarefa o professor pode estimular que seus alunos participem através de perguntas, discussao
sobre 0s possiveis resultados, tornando a tarefa com um carater mais problematico. Os conceitos
comecam a fazer mais sentido. A proposta dessa segunda tarefa reforca o que afirma Ponte
(2005, p. 14): “Nao ¢ uma ou outra tarefa pontual mais interessante que marca o estilo de ensino,
mas sim o tipo de trabalho usual na sala de aula”. 1sso deixa claro que os resultados dependem,
em parte, de como o professor planeja e conduz a tarefa, através da mobilizacdo dos conceitos
que objetiva alcangar em seus alunos.

A terceira tarefa, nesse caso o jogo Corrida de cavalo, se apresenta tanto no formato de
exploracdo, quanto de investigacdo. Geralmente o0s jogos para o ensino de Matematica
envolvem esse tipo de abordagem. O momento da investigacdo talvez seja até mais rico no
sentindo de ensino e de aprendizagem, pois € nesse momento que o professor percebe o que seu
aluno conhece a respeito do contetdo. Nesse contexto, a tarefa tem o objetivo de detectar as
possiveis dificuldades dos alunos com relagdo aos conceitos de probabilidade. Também é nesse
momento que o professor reflete sobre as potencialidades e os possiveis obstaculos, além de
proporcionar a oportunidade de modifica-la para uma proxima experiéncia. O contexto da tarefa
analisada € bastante rico por permitir multiplas abordagens do conteddo de probabilidade, e a
por meio da intervencdo do professor, sdo contempladas as abordagens classica, frequentista,
subjetiva e formal (axiomatica) da probabilidade.

A utilizacdo dos procedimentos adequados para a construcdo desses conceitos tem
extrema importancia no ensino e na aprendizagem, pois quando o professor solicita que 0s
dados sejam organizados numa tabela e posteriormente representados em grafico, o aluno
percebe o que esses dados representam, e desperta nele a capacidade de interpretar
matematicamente aquele contexto. Entdo a abordagem formal é vista com mais significado e
nesse momento o professor tem a oportunidade de conduzir o aluno a perceber que o que ele
construiu no processo da realizagdo da tarefa tem seus resultados demonstrados e validados
matematicamente, utilizando a linguagem formal e simbdlica. Isto é visto tanto na tarefa 02
quanto na 03.

Ao propor uma determinada tarefa direcionada para o ensino de probabilidade, é
importante que o professor tenha um olhar para o conteddo numa perspectiva de objeto de

ensino e aprendizagem. Essa perspectiva também é vinculada ao conhecimento especializado
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do professor de Matematica que ensina probabilidade, e nesse sentido, deve-se considerar como
se d& a aprendizagem e quais as dificuldades que os alunos tem diante do ensino de
probabilidade.

Um fator preponderante na implementacéo de tarefas € a sua diversificacdo de modo
que valorize a interacdo entre professor e aluno, através da socializa¢do das ideias matematicas
acerca do contetdo. Em termos de avaliacdo, o professor deve ter em mente a importancia de
todo o0 processo, e ndo apenas o resultado final, observando se as especificidades curriculares
estdo sendo atendidas, como as competéncias e habilidades propostas para aquele contetdo.

Como todo tema de pesquisa ndo se encerra ao final do trabalho escrito, esse tema da
margem a novas pesquisas e a continuacdo de estudos em trabalhos posteriores contribuindo
com reflexdes sobre o saber-fazer do professor e o processo de aquisicdo de conceitos aos

estudantes a partir da implementacéo de tarefas matematicas.
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Ao longo dessa pesquisa buscou-se investigar como a literatura cientifica, publicada em
periddicos em Educacdo Matematica, e livros didaticos, aprovados pelo Programa Nacional do
Livro e do Material Didatico (PNLD), abordam o tema probabilidade na Educacdo Baésica.
Diante disso, foi considerada a retomada do problema de pesquisa de modo a compreender 0s
resultados obtidos ap6s a conclusédo de cada etapa que compde essa pesquisa, bem como as
implicacdes para as pesquisas futuras e para a pratica do professor que ensina probabilidade na

Educacdo Basica.

5.1 Retomando o problema de pesquisa

Consideramos a questdo problematizadora que norteia essa pesquisa para a
compreensdo dos aspectos que a compdem: como a literatura cientifica publicada em periddicos
em Educacdo Matematica, livros didaticos aprovados pelo Programa Nacional do Livro e do
Material Didatico (PNLD) e tarefas matematicas, abordam o tema probabilidade na Educacéo
Basica? Para a compreensdo da problematica em questdo, foram delimitadas trés etapas que
integram essa pesquisa, caracterizadas em artigos, em que seus objetivos individuais
determinam os objetivos especificos desse estudo.

O primeiro objetivo especifico dessa pesquisa foi analisar como a literatura publicada
em periodicos nacionais em Educacdo Matematica discute o ensino e a aprendizagem de
probabilidade na Educacdo Basica, abordado no capitulo I. O segundo objetivo especifico,
identificado no capitulo Il, é analisar como o tema probabilidade € abordado em livros didaticos
aprovados pelo Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD) no Ensino Médio.

E o terceiro objetivo especifico foi analisar de que forma as tarefas matematicas para o ensino


http://hdl.handle.net/10451/22634
http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/jponte/textos/stein-smith%2098.pdf
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de probabilidade podem promover possiveis situacdes de aprendizagem a estudantes do Ensino
Meédio, discutido no capitulo I1I.

5.2 Compreenséo dos resultados

Para a compreensdo dos resultados dessa pesquisa, que tem como objetivo geral
investigar como a literatura cientifica publicada em periodicos em Educagdo Matematica, livros
didaticos aprovados pelo Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD) e tarefas
matematicas abordam o tema probabilidade na Educacdo Basica, foi necessario que se
compreendesse 0s resultados obtidos em cada etapa configurada em artigos, j& que a pesquisa
tem seu formato em multipaper, e nessa proposta, 0s objetivos de cada artigo dessa pesquisa
representam os objetivos especificos da pesquisa como um todo.

O primeiro estudo, cujo objetivo foi analisar como a literatura cientifica, publicada em
periddicos em Educacdo Matematica discute a temética de probabilidade, se traduziu num
estudo que possibilitou a construcdo de uma sintese sobre o ensino de probabilidade para a
Educacdo Baésica. Essa sintese toma como base a relacdo entre as categorias estabelecidas e as
diferentes abordagens da probabilidade. Os resultados oportunizaram perceber que as
discussbes evidenciam pontos em comum no momento em que valorizam o aprendizado
pautado, inicialmente, no que o estudante possui de conhecimentos e experiéncias sobre
probabilidade, perpassando pelo planejamento e execucdo de tarefas relacionadas ao ensino
dessa tematica, por meio de experimentos, a partir de diferentes metodologias que favorecem
as diversas abordagens do conceito de probabilidade.

O segundo estudo, cujo objetivo foi analisar como o tema probabilidade é abordado em
livros didaticos do Ensino Médio aprovados pelo Programa Nacional do Livro e do Material
Didatico (PNLD), destacou-se, entre 0s seus principais resultados, como foi explorada as
diferentes abordagens que envolvem os conceitos de probabilidade. Algumas abordagens,
como a cléssica e axiomatica, sdo abordadas nos trés livros analisados, de formas diferentes,
seja a partir da nogéo frequentista usando demonstracoes, seja por meio de situagdes-problema.
No entanto, outras ndo foram trabalhadas com tanta énfase, mas vale ressaltar que a
aprendizagem de probabilidade, para que seja desenvolvida com éxito, ndo deve ser feita,
restringindo-se a uma Unica abordagem.

Com relagéo aos resultados apresentados no terceiro estudo, que teve como objetivo
analisar de que forma as tarefas matematicas para o ensino de probabilidade podem promover
possiveis situacfes de aprendizagem a estudantes do Ensino Médio, apontaram que a

implementacdo de tarefas de probabilidade quando bem planejadas e articuladas podem trazer
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bons resultados, e promover situagcdes de aprendizagem, além de auxiliar os professores na
mobilizacdo de conceitos e técnicas e assim contribuir para que o aluno desenvolva a sua
capacidade de aprendizagem com autonomia. Destacou-se também que a diversificacdo de
tarefas oportuniza a socializacdo das ideias matematicas acerca do conteddo, valorizando a
interacéo entre o professor e o aluno.

De maneira geral, esses resultados apontados em cada estudo convergem para uma
mesma dimensdo. O modo que o professor aborda o contetdo de probabilidade esta
intimamente relacionado com o seu conhecimento de conteido e os métodos utilizados de modo
que esse conhecimento se desenvolva no aluno. As tarefas matemaéticas s&o traduzidas como
uma ponte de acesso entre o conhecimento mobilizado pelo professor e a bagagem de

conhecimento do aluno advinda das experiéncias cotidianas dentro e fora da escola.

5.3 Implicacdes para pesquisas futuras

O contetdo de probabilidade é ainda bastante recente nos curriculos escolares. O
movimento sobre a importancia do desenvolvimento do raciocinio probabilistico, base do que
é hoje a Educacdo Estatistica, s6 ganhou notoriedade a nivel mundial a partir da década de 1970.
Enquanto no Brasil, 0 movimento teve seus reflexos j& no final da década de 1990, resultando
na inser¢do do contetdo na estrutura curricular de Matemaética da Educacdo Basica, ap6s muitas
discussdes na comunidade educacional e académica.

Alguns desafios precisam ser vencidos, como as dificuldades que os professores podem
apresentar em relacdo a probabilidade, uma vez que se trata de um conteudo relativamente novo
nos curriculos da Educacdo Bésica, além de apresentar variadas formas de abordagem. Os
resultados dessa pesquisa mostram que a abordagem do conteido nos livros didaticos ainda é
bastante limitada, geralmente atendendo a abordagem classica e sendo reforcada pela
abordagem axiomatica, deixando de lado outras abordagens.

Diante disso, faz necessario que o campo de pesquisa acerca dessa tematica seja
ampliado, de forma a contribuir para a formacéo continuada do professor de Matematica que
ensina probabilidade na Educacdo Basica.

Esse trabalho representa o recorte de uma realidade limitada por um contexto discutido
sob o olhar do pesquisador ao interpretar as fontes de pesquisas utilizadas. 1sso nos leva a
compreender que ainda ha muito a ser discutido, sendo mais uma motivagdo para admitir a

ampliacdo e realizacdo de novas pesquisas nesse campo da Matematica.
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5.4 Implicacdes para a pratica do professor

Todo o processo dessa pesquisa esteve pautado no contexto do ensino e da
aprendizagem de probabilidade na Educagdo Bésica. No capitulo I, a sintese resultante da
revisao sistematica de literatura discute o aprendizado desenvolvido a partir da interrelacéo
entre 0s conhecimentos e experiéncias que o estudante ja possui com vistas ao objeto de estudo
dessa pesquisa, e as metodologias que valorizam as variadas abordagens do conceito de
probabilidade.

No capitulo 11, a analise dos livros didaticos desenvolvida nessa pesquisa abre espaco
para reflexdes de como a probabilidade é abordada nesse material, levando em conta que é a
principal ferramenta que conduz o trabalho do professor em sala de aula. E nesse sentido, o
capitulo 111 analisa trés tarefas matematicas com foco no ensino de probabilidade, sendo duas
delas retiradas do livro didatico. A analise dessas tarefas reforca a importancia do conhecimento
do professor, tanto com relacdo ao conteddo matematico, quanto com o seu conhecimento de
pratica pedagdgica. Esse terceiro estudo permite ao professor perceber que uma tarefa pode ser
rica e produtiva e vai depender de como o ele conduz a sua execucdo, bem como compreender
quais os conhecimentos precisam ser mobilizados. Sendo assim, o professor deve estar atento
as suas praticas e observar o que € planejado, ensinado, avaliado e valorizado na sala de aula.

Diante dos resultados dessa pesquisa surgiu a ideia da elaboracdo de um manual pensado
como material de apoio e orientagéo ao trabalho do professor na realiza¢do do planejamento de
suas aulas sobre probabilidade. Nele sdo apresentadas tarefas que podem ser reestruturadas de
modo a conduzir o aluno a construcdo dos conceitos que envolvem a probabilidade, com dicas
de como proceder. O objetivo é contribuir com a préatica do professor no sentido de dar suporte
as suas aulas de probabilidade, saindo um pouco do contexto de aulas expositivas e tornando-
as mais dindmicas. Mas vale lembrar que o professor tem a autonomia de escolher a forma que
Ihe for mais conveniente, inclusive vale ressaltar a liberdade de adaptar cada atividade ao
contexto que seus alunos vivenciam.

Esse material foi pensado no formato de manual, no intuito de facilitar o acesso e a
utilizacdo nas aulas de probabilidade, reconhecendo que geralmente os professores da Educacao
Basica tem uma alta carga horaria de trabalho e, devido a essa demanda, dispdem de pouco
tempo para leituras e aprofundamento no planejamento de suas aulas, ficando muitas vezes

limitados as aulas expositivas com base apenas no livro didatico.
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MANUAL DE ORIENTACAO E APOIO AS AULAS DE PROBABILIDADE
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APRESENTACAO

O tempo todo estamos sujeitos a tomada de decisbes em condicGes de incerteza. Fazer
uma escolha num universo de possibilidades requer algum cuidado, uma certa experiéncia ou
estratégias bem pensadas. Em situagfes de incertezas que precisamos julgar, fazer previsdes ou
estimar resultados, contar com a “sorte” talvez ndo seja 0 melhor caminho. Assim, a teoria da
probabilidade pode nos ajudar a tomar decisfes em tais condicdes.

A probabilidade estuda a aleatoriedade e a incerteza para quantificar a possibilidade de
um determinado evento acontecer. Em face ao reconhecimento da sua importancia, a Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) orienta que desde os anos iniciais da Educacdo Baésica,
0s estudantes tenham contato com esse conhecimento.

A busca por novas metodologias para o ensino de contelidos matematicos sempre foi
constante, pois muitas vezes a Matematica € vista apenas como regras e expressdes matematicas
a serem decoradas e aplicadas em exercicios sem sentido. No entanto, ela deve ser pensada para
despertar no aluno o interesse e a valorizacdo do conhecimento, e num contexto de ensino de
probabilidade, deve-se partir das experiéncias que o aluno ja possui, para que ele entenda a
importancia desse conhecimento e a sua aplicabilidade em situagdes do cotidiano.

A ideia da elaboragéo deste manual surgiu com os resultados dessa pesquisa do trabalho
de concluséo de curso do Programa de Pds-Graduagdo em Nivel de Mestrado Profissional em
Matematica — PROFMAT, da Universidade Federal do Oeste da Bahia, como um material de
apoio ao professor de Matematica da Educacdo Basica que ensina probabilidade. A partir de
todo o estudo e das analises realizadas ao longo desta pesquisa, foi possivel pensar num material
que tivesse o0 objetivo de atender as propostas para o ensino de probabilidade.

Portanto a presente pesquisa tem como produto educacional um manual intitulada Manual
de orientacdo e apoio as aulas de probabilidade que reune materiais com o objetivo de
contribuir com a prética do professor no sentido de dar suporte as suas aulas, saindo um pouco
do contexto de aulas expositivas e tornando-as mais dindmicas.

Esse material foi pensado num formato de manual para facilitar o seu acesso, uma vez
que geralmente os professores da Educacdo Basica tem uma alta carga horéria de trabalho e
devido a essa demanda, dispdem de pouco tempo para leituras e aprofundamento no
planejamento de suas aulas, ficando muitas vezes limitados as aulas expositivas com base

apenas no livro didatico.
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MANUAL DE ORIENTACAO E APOIO AS AULAS DE PROBABILIDADE

Ola professor (a) de matemaética! Te
apresento esse manual que reline
materiais para vocé poder aplicar em
suas aulas de probabilidade. Ele tem
0 objetivo de contribuir para
enriquecimento das suas aulas,
tornando-as mais dinamicas.




A PROBABILIDADE

Vocé sabe o0 que é a
probabilidade? Como surgiu?
Quiais as formas de
abordagem? O que a BNCC
prop&e com relagdo a essa
tematica?

A teoria das probabilidades cria, elabora e pesquisa modelos para estudar experimentos ou
fendmenos aleatérios. E a parte da matematica que estuda fenémenos aleatorios, como uma
maneira de medir a incerteza.

Existem variadas formas de abordar o contetdo de probabilidade. Seja através do conceito
requentista, axiomatico, geométrico ou subjetivo, a forma que o professor conduz a
onceitos implica diretamente no resultado esperado.
probabilidades tem seus primeiros registros na obra do italiano Girolamo
0 jogos de azar. Mais tarde, Blaise Pascal (1623-1662) deu novo
deias com Pierre de Fermat (1601-1665) através de cartas
AMPAIO et al, 2019).
e nos curriculos escolares. O




Um problema para a construcao de conceitos

No lancamento simultdneo de dois dados perfeitos
distinguiveis, qual é a probabilidade de se obter soma par ou
soma multipla de 3?

Fonte: Dante (2016b, p. 239)

Sugestdo: considere o raciocinio do seu
aluno. Ele pode utilizar o conceito formal
de probabilidade, ou pode construir
caminhos através de argumentos coerentes,
desenhos, ou esquemas para traduzir o seu
pensamento logico.

j

1=2v' 1=3v 1=4v" 1=5 1=6vv  ,1=7 .
2=4v 2=5 2=6vV  /)2=7 2-8v '\
/ 6vY 4,,13=7 / é

3=4v 2.7 3=5 3= Z-3=8v 3=9v

4=5 4=6vV 4=7 S4=8v ~ ~4=9v 4l0vEg
5=6vy \5=7 5=8v \5=9/ 5=10v" \5=11

6=7 6=8v" 6=9v 6=10v" 6=11 6=12vV"\

v soma é par
v soma € multipla de 3
A 4/ sema par e miltpla de 3
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Oriente-0 na construgdo dos conceitos,
solicitando que expresse 0 espaco amostral e 0s
eventos A (a soma € par) e B (a soma é multipla

de 3) como na figura abaixo, marcando um X
para o evento A e um circulo para o evento B.

Representacao do espaco amostral
e dos eventos

6

> |lw

5
X

2
()
X

®
>

1
X
O
X




Finalize, entdo, com a solucéo,
de acordo com as etapas da
tarefa proposta!

Numero de elementos do espaco amostral n(Q2) = 36
Evento A: a soma € par
Evento B: a soma € um multiplo de 3

18 1 12 1
P =5=2 PBI=5=3
6 1
P(ANB) = = i
Entdo, a probabilidade de se obter “soma par ou soma
multipla de 3” é dada por P(AUB) = B2
36 36 36 36
2 1,1 1_ 2
3273 6 3

Generalizando, tem-se:
P(AUB) = P(A) + P(B) —P(ANB)

PROBABILIDADE CLASSICA X FREQUENTISTA
O uso de um simulador

VVamos pensar agora numa tarefa que explore o
conceito frequentista da probabilidade. Temos aqui um
software que simula langamentos de uma moeda!

amento de moeda

Numero de Lances: 15

m o= Caran 1
m 5

Imagem 01: software que simula o langamento de uma moeda, disponivel em:
http://diafir-published.macmillanusa.com/stats applet/stats applet 10 prob.html



http://digfir-published.macmillanusa.com/stats_applet/stats_applet_10_prob.html

A partir desta tarefa, é possivel
associar as abordagens classica e
frequentista da probabilidade e ainda
confrontar os resultados.

Esta tarefa foi retirada do link https://pt.khanacademy.org/math/ap-statistics/probability-ap/randomness-
probability-simulation/a/theoretical-and-experimental-probability-coin-flips-and-die-rolls e adaptada.

Lancamento de uma moeda

1) Uma moeda justa tem 2 lados (cara e coroa), que tém a mesma chance de aparecer quando a moeda é
jogada para cima. Qual € a probabilidade classica de uma moeda honesta dar cara?
P(cara)=

Davi jogou uma moeda 20 vezes para cima e tirou cara nas 8 vezes. Com base nos resultados de
a probabilidade frequentista de a moeda dar cara?

equentista ndo sao iguais?



https://pt.khanacademy.org/math/ap-statistics/probability-ap/randomness-probability-simulation/a/theoretical-and-experimental-probability-coin-flips-and-die-rolls
https://pt.khanacademy.org/math/ap-statistics/probability-ap/randomness-probability-simulation/a/theoretical-and-experimental-probability-coin-flips-and-die-rolls

Um jogo para exploracao e investigacao de
conceitos de probabilidade

Vamos mobilizar conceitos com o ludico?

Esta é uma tarefa que se compde de dois momentos. O momento do
jogo e o da investigacdo. Apds a realizacdo da tarefa, mobilize os
conhecimentos junto aos estudantes, para que eles compreendam os

conceitos que envolvem independéncia de eventos.

)0 exploragao/investigacéo




Vamos investigar?

2° momento: Tarefa de investigacdo
1) Sobre vencer, na sua opinido, esse jogo é justo? Justifique.

2) Quais sdo 0s possiveis casos para que o primeiro cavalo venga? Explique seu
raciocinio.

3) E quais os possiveis casos para que o segundo cavalo venca? Explique seu
aciocinio.

a tabela com as combinacdes de resultados para todas as jogadas e
ores em que vencem o cavalo que estd na trilha X, e Y para
avalo que esta na trilha Y.




“Langando-se um dado
duas vezes, qual a
probabilidade de o maior
valor ser 1, 2, 3, ou 4?”

-

Solugéo:

1° langcamento (Evento A): sair 1, 2, 3 ou 4 (4 chances num total de 6
possibilidades: P(4) = g)

2° langamento (Evento B): sair 1, 2, 3 ou 4 (4 chances num total de 6
possibilidades: P(B) = g)

Como o resultado do primeiro langcamento néo influencia no resultado do
do dado, entéo trata-se da definicdo de eventos independentes. Logo,




Construindo um simulador de probabilidade

~

VVamos construir um simulador de
robabilidade geométrica? VVocé sabia que
a probabilidade geométrica € um caso
rticular da probabilidade classica? Porém
medidas sdo variaveis continuas como o
comprimento, a area ou o volume.

/

Material necessério:
e (1 Cartolina ou papel cartdo
e 01 tesoura
e Cola
e Régua
Compasso




Calcule a medida da area branca, da area pintada e da area total.

Vocé pode pegar uma bolinha pequena (gude, por exemplo) e solta-la dentro da
caixinha triangular, fazendo movimentos e anotando o resultado do experimento.
Repita o0 experimento 10 vezes, 50 vezes e 100 vezes.

A) Calcule a probabilidade da bolinha parar na area branca e compare com o
resultado da simulacéo.

B) Faca o mesmo procedimento do item A), porém, considerando a probabilidade da
bolinha acertar a area verde.

oracdo propria.



Um problema contra-intuitivo

~

As vezes, quando precisamos tomar uma
decisdo, alguém dé o seguinte conselho:
“Ouga a sua intui¢do.”

Seré que a nossa intuicdo sempre tem
razdo? Observe esse problema e discuta-
0 com seus alunos.

- J

Nos Estados Unidos havia um programa de TV, em que Monty Hall, o apresentador
ystra trés portas fechadas aos concorrentes. Atras de uma delas escondia um
ente Um carro, e nas outras duas portas, estava um bode em cada.
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Qual seria a estratégia mais conveniente? Trocar de porta ou continuar com a mesma?

Qual das duas portas o participante tem mais chance de ganhar? Por que?

A intuicdo da maioria das pessoas é que nao faz diferenca trocar de porta ou continuar

1
com a mesma, sendo > =50% de chance para cada porta.

Em 1990, Marilyn Vos Savant, escritora conhecida por apresentar um alto Ql, citada
no Guiness Book, afirmou que ao trocar de porta, a chance de ganhar o prémio aumentaria
em aproximadamente 66%, e isso gerou um debate nacional sobre o problema, levando a
varios matematicos experientes discordarem da sua resposta. Entédo ela convidou professores
do Ensino Médio e solicitou que fizessem varios experimentos, e praticamente 100% dos

experimentos comprovaram.

Vamos analisar as
possibilidades?




llustrando o problema

| —p HFE
1 H H H Apresentador revela .in)
. g* um dos bodes H E!

Jogador escolhe carro Trocar perde.
(probabilidade 1/3)

[ N Apressntador tem que
revelar Bode B

Jogador escolhe Bode A Trocar ganha.

(peodsbilidade 1/3)

B! 2 Apresentador tem que
3 revelar Bode A
. %

&

Jogador escolhe Bode B Trocar ganha.
(probabiidade 1/3)
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