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Resumo

Este trabalho tem como objetivo contribuir para o processo de ensino-aprendizagem
na disciplina de matematica. Em particular, apresenta uma proposta de abordagem de
aspectos graficos para ensinar a Lei dos Grandes Nimeros (LGN) em probabilidade e
estatistica direcionada ao piblico do ensino basico. Na introducao é motivada a relevancia
do trabalho e logo em seguida é apresentado um pequeno apanhado sobre a historia da
probabilidade, mostrando sua evolugao ao longo dos séculos. Na metodologia apresenta-se
o uso de graficos no ensino da matematica como ferramenta metodologica para melhorar o
processo de ensino aprendizagem e traz aspectos conceituais da Lei dos Grandes Niumeros.
Foram implementadas rotinas computacionais através do uso do software Ezcel para a
construcao dos graficos que simulam situagoes especificas para ensinar a LGN. A escolha
desse software justifica-se pela sua acessibilidade enquanto recurso tecnolégico no ambiente
educacional direcionado ou publico do ensino basico. As simulagoes abordadas foram
com moedas, dados, aplicagbes em empresas seguradoras de veiculos e uma aplicagao
com os pesos dos estudantes de uma Universidade. O estudo se mostrou relevante, pois a
metodologia grafica apresentada facilita a compreensao dos conceitos que sob o ponto de
vista algébrica seria de dificil assimilacao por parte do alunado. Outrossim, pelos exemplos
adotados o aluno percebe facilmente que o conteiido ¢é de grande aplicagao na pratica,

aumentando seu interesse na aprendizagem.

Palavras-chave: Lei dos Grandes niimeros. Probabilidade e estatistica. Ensino aprendi-

zagem. Ensino bésico.



Abstract

This work aims to contribute to the teaching-learning process in the discipline of math-
ematics, especially it presents a proposal that addresses graphic aspects to teach the
Law of Large Numbers (LLN) in probability and statistics directed to public of Basic
Education. At introduction, it presents the importance of the work and a small overview
of the history of probability, showing its evolution over the centuries. The methodology
presents the use of graphics in the teaching of mathematics as a methodological tool to
improve the teaching-learning process and brings conceptual aspects of the LLN. Compu-
tational routines were implemented through the use of excel software for the construction
of graphics that simulate specific situations to teach LLN. The choice of this software is
justified by its accessibility as a technological resource in the directed or public educational
environment of the basic school. The simulations covered were with currencies, data and
applications in vehicle insurance companies. The study proved to be relevant, since the
graphic methodology presented facilitates the understanding of concepts that, from an
algebraic point of view, would be difficult for the student to assimilate. Furthermore, from
the examples adopted, the student easily perceives that the content is of great application

in practice, increasing his interest in learning.

Keywords: Law of large numbers. Probability and statistics. Teaching-learning. Basic

education.
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1 Introducao

Tradicionalmente, a Matematica é tida como uma ciéncia rigorosa, formal e abstrata;
nesse sentido, um grande obstaculo para os professores que a lecionam no ensino basico
é fazer com que seus alunos tenham interesse pela disciplina e consigam mostrar a eles

como aplicar os conhecimentos matematicos no seu cotidiano social.

Dentro do curriculo da matematica do ensino bésico, um conteido bastante relevante
e algumas vezes de pouca compreensao pelos alunos, é a Teoria das Probabilidades. A
Base Nacional Curricular Comum (BNCC) apresenta a probabilidade no contexto do eixo

denominado Estatistica e Probabilidade.

O ensino de probabilidade para o aluno da educagao basica muitas vezes ¢ limitado
a uma abordagem classica, onde os espagos amostrais sao equiprovaveis, ou seja, 0s
eventos tém igual possibilidade de ocorréncia. No entanto, em muitos espagos nao se aplica
a equiprobabilidade, sendo pertinente e necessario que o docente apresente o conceito
de probabilidade também pela definicao frequentista, o que necessariamente forca uma

aproximagao com a estatistica.

Um tépico de grande relevancia dentro de probabilidade e estatistica do ensino basico
¢ a chamada Lei dos Grandes Ntumeros. Esse importante Teorema da Probabilidade garante
que, a medida que aumentamos o nimero de observagoes de um evento, a frequéncia
relativa converge para o valor tedrico de sua probabilidade. Permitindo assim o calculo de

probabilidades que nao sao possiveis pela interpretacao classica.

Tendo em mente o dia-a-dia dentro da sala de aula, a maioria dos alunos apresenta
dificuldade com o formalismo matematico, sobretudo com relacio & linguagem algébrica. E
consenso também que contetidos nao contextualizados ou que eles nao visualizam aplicacao
direta ou indireta no seu cotidiano, sdo vistos como chatos e desmotivadores. Surge
entao um enorme desafio para o professor da educagao basica, escolher uma adequada
metodologia que desperte interesse no alunado e torne o processo ensino-aprendizagem

mais eficiente.

E consensual a ideia que nio existe um caminho que possa ser identificado
como Unico e melhor para o ensino de qualquer disciplina, em particular,
da Matematica. No entanto, conhecer diversas possibilidades de trabalho
em sala de aula é fundamental para que o professor construa sua pratica
(BRASIL, 1998, p. 32)

Nesse contexto, pensando em uma metodologia que seja mais eficaz e desperte maior

interesse em aprender por parte dos alunos, este trabalho traz a proposta de abordar



Capitulo 1. Introdugdo 13

aspectos graficos para o ensino da Lei dos Grandes Niimeros dentro de Probabilidade e

Estatistica do ensino bésico.

O texto esta estruturado da seguinte forma: inicialmente no Capitulo 2 trazemos um
pequeno apanhado histérico sobre a historia da probabilidade; desde o periodo pré- histérico,
passando pela probabilidade classica até a probabilidade moderna. Posteriormente no
Capitulo 3, secao 3.1, ressaltamos a importancia do uso de graficos no ensino, destacando
sua importancia no aprendizado dos conteidos e logo em seguida apresentamos a Lei dos

Grandes dos Numeros.

Nos resultados e discussoes (Capitulo 4), pensando em Coll (2003, p. 61), onde
esclarece que uma aprendizagem é tanto mais significativa quanto mais relagoes com
sentido o estudante for capaz de estabelecer entre o que ja conhece, seus conhecimentos
prévios, e o novo contetido que lhe é apresentado como objeto de aprendizagem. Buscamos
nas segoes 4.2-4.9 a construcgao de graficos simulando situacées com objetos praticos, ja
previamente conhecidos pelos alunos ou de facil aplicagao em situagoes reais, tais como:

dados, moedas, empresas seguradoras de veiculos, etc.

Por fim no Capitulo 5 tecemos as consideragoes finais destacando os pontos mais

relevantes para o estudo.
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2 Histéria da probabilidade

Este topico busca trazer um pequeno apanhado historico mostrando como
surgiram as primeiras ideias que culminaram no conceito de probabilidade,
quem foram as principais mentes envolvidas e como esse conceito evoluiu ao

longo dos séculos.

2.1 Pré-Histéria e Origens

Desde a antiguidade, a humanidade vem se deparando com situagoes que envolvem
incertezas e durante muito tempo, em diversas civilizacoes, as crencas, a sorte e os astros
estavam encarregados de responder questoes que até certo ponto pareciam ser regidas pelo

acaso cego e imprevisivel.

No entanto, ainda na Pré-Histéria, existem evidéncias que as primeiras nocoes
intuitivas de analisar as chances de um determinado evento ocorrer — nogao de probabilidade
- vem através dos jogos de azar. Silveira (2001) aponta que os jogos de azar sao tao velhos
quanto a humanidade. O autor indica a existéncia de provas arqueolédgicas da pratica do

jogo do osso ha 40.000 anos.

Gadelha (2004) relata a existéncia de pinturas em tumbas Egipcias feitas em 3500
a.C. que mostram pessoas jogando uma forma primitiva de dados feita de um osso de
calcanhar, chamado a época de astragalus. Segundo David (1962), esse objeto é considerado

o ancestral do dado e continha quatro lados: o concavo, o convexo, o plano e o sinuoso.

O jogo constava em lancar o objeto para o alto e, ao cair, observar a face voltada para
cima; embora nao se tivesse ainda formalizada a ideia de espacos amostrais equiprovaveis
e nao equiprovaveis, cada face tinha sua pontuacgao preestabelecida em funcao de sua
topologia, sendo: trés para o lado concavo, quatro para o lado convexo e, um e seis, para

os outros dois lados. Como s6 tinham quatro lados, os niimeros 2 e 5 eram omitidos.

A transicdo do Astragalo para o dado ocorreu ao longo de dois mil anos.
Existe, inclusive, a possibilidade de os primeiros dados terem sido feitos
por meio do polimento das laterais arredondadas do Astragalo até que
ficassem planas. (DAVID, 1969 apud CALABRIA; CAVALARI, 2013,

p. 5)

O primeiro trabalho a desenvolver principios estatisticos da probabilidade foi publi-
cado por um famoso médico (e também matemaético, fisico e astrélogo) de Mildo do século
XVI chamado Gerolano Cardano (1501-1576). Figura impar, sempre foi apaixonado por

jogos de azar e apostas, dedicava grande parte de seu tempo a matematica.

Segundo Tomaz (2011), ao se falar em organizagao de dados e simples aplicagoes em

teoria de probabilidade, é imprescindivel lembrar-se de Cardano, pois ele foi o primeiro
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homem da histoéria que buscou sistematizar dados e entender a logica de alguns processos

que a luz da época ainda eram entendidos como aleatérios por grande fracao da humanidade.

Numa época onde a algebra e geometria ainda estavam dando seus primeiros passos,
ele fez estudos sobre teoria dos jogos e publicou um trabalho de 32 capitulos, intitulado
Liber de Ludo Aleae, em portugués — Livro de Jogos de Azar. Nesse trabalho ele desenvolveu
um estudo sobre a teoria da aleatoriedade voltado para os jogos que ele fazia apostas, um

estudo simplificado, porém muito importante para o estudo da probabilidade.

Cardano define a probabilidade de um evento como sendo o quociente entre o nimero
de resultados favoraveis e o niimero de resultados possiveis em um determinado universo
de possibilidades. “Ainda nessa época ele ja salientava a grande importancia de métodos
combinatérios no desenvolvimento de uma teoria de probabilidade” (GADELHA, 2004,
p. 3).

Na linha de resultados de Cardano, trabalhou um Italiano chamado Galileu Galilet
(1564 — 1642) que publicou o trabalho Sopra Le Scorpeta dei dadi — “Sobre o jogo de dados”,
onde tragou um estudo bem completo para época do niimero possivel de resultados em jogos.
Galileu também teve uma contribuicao significativa e naquela época ja chamava atencao
para os erros em observacoes astronomicas, sendo inevitaveis, levantava consideracoes de

como leva-los em conta nos resultados finais.

No ano de 1494, o frade franciscano e célebre matematico Italiano Luca Bartolomeo
de Pacioli, estudou um problema que ficou conhecido como “o problema dos pontos”,
enunciado da seguinte maneira: Dois jogadores disputavam um prémio que seria dado a
quem primeiro fizesse 6 pontos no jogo de dados. Quando o primeiro jogador tinha 5 pontos
e o segundo 3 pontos, foi preciso interromper o jogo e, naturalmente, supondo ambos os
jogadores com a mesma habilidade, surgiu o seguinte questionamento — como dividir o
prémio de maneira justa? A solugdo sugerida é dividir as apostas proporcionalmente as
chances (probabilidades) que cada jogador tem de vitéria, o problema é como calcular
essas chances. Chevalier de Méré, intelectual francés e que também partilhava a paixao

por jogos, apresentou esse problema a Blaise Pascal (1623 -1662).

Pascal foi um menino prodigio que ja na adolescéncia havia redescoberto
por si mesmo boa parte da geometria euclidiana, escrito um trabalho
matemaéatico sobre conicas e, aos 21 anos, inventado e patenteado uma
méquina de calcular (GADELHA, 2004, p. 4).

Intrigado com a questao, Pascal comegou a se corresponder com o genial Pierre de

Fermat (1601 -1665) para que os dois chegassem a uma solugao.

Nas correspondéncias ficou evidente que tanto Fermat quanto Pascal
resolveram corretamente as questoes, porém de maneiras diferentes.
Fermat aperfeicoou a regra geral de Cardano, baseando o cédlculo de
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probabilidades no cédlculo combinatério e Pascal ligou o estudo das
probabilidades ao tridngulo aritmético, que hoje é conhecido como o
tridngulo de Pascal. O triangulo aritmético ja existia hd mais de 600
anos, mas recebeu esse nome porque Pascal descobriu novas propriedades
para ele (SILVA; COUTINHO, 2005 apud TOMAZ, 2011).

As correspondéncias entre Pascal e Fermat foram publicadas em 1679, em Toulouse
e segundo CALABRIA e CAVALARI (2013), sao hoje consideradas como a origem do

desenvolvimento da Teoria das Probabilidades.

A primeira publicacdo em Teoria da Probabilidade, no entanto, ocorreu em 1657,
o livro foi intitulado De Rotiociniis in Ludo Aleae, sob autoria de Cristiaan Huygens
(1629 -1695). Ele foi o primeiro a usar o conceito de Esperanca matematica e o primeiro a
aplicar probabilidade a estatistica demografica. Seu trabalho teve importancia comparavel
ao de Pascal e Fermat para estabelecer a teoria das probabilidades e influenciou varios

matematicos.

2.2 Maturacao da Probabilidade Classica

Os primeiros matematicos a resolverem problemas nao numéricos de probabilidade
foram Fermat e Pascal, entretanto ambos nao chegaram a desenvolver teoremas sobre o
assunto. “Somente em 1713, surgiram os primeiros teoremas sobre probabilidade, com a

publicagao poéstuma do livro Ars Conjectandi — A Arte da conjectura - de Jakob Bernuolli”

(SILVA; COUTINHO, 2005).

Ars Conjectandi foi dividido em quatro partes: a primeira reeditou o livro
de Huygens complementado com varios comentarios; a segunda intitulada
“A Doutrina de Permutages e Combinagdes” foi usado como livro texto
em andlise combinatoria durante o século XVIII; a terceira fez a aplicagao
da teoria de combinagoes na solucao detalhada de 24 problemas de jogos
de azar; finalmente, na quarta denominada Pars Quarta, onde se propos
fazer aplicagoes em problemas civicos, morais e econémicos (GADELHA,
2004, p. 6)

Em seu livro, J. Bernoulli provou A lei dos grandes niumeros, contribui¢ao imen-
suravel que anunciou nova era na teoria das probabilidades. Segundo Batalha (2017), o
resultado estabelece uma relagdo entre os conceitos de probabilidade e frequéncia relativa,
fundamental para a teoria moderna de amostragem, sendo considerado o primeiro teorema

limite da probabilidade.

Segundo Gadelha (2004), o grande matemético provou a lei usando calculos com
coeficientes binomiais. Seu trabalho traz ainda algumas ponderagdes sobre esperanca
matematica e moral, trazendo a probabilidade com uma medida do grau de certeza, trazendo

estimativas de probabilidade a priori e a posteriori. J. Bernoulli deixou vasta contribuicao na
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historia da matematica e nao somente no tema probabilidade; as contribui¢oes estenderam-
se a area de célculo infinitesimal, cdlculo variacional, algebra, mecanica e teoria das

séries.

Importante destacar que o livro de J. Bernoulli s6 foi publicado apds sua morte em
1973 por seu sobrinho de nome Nicolaus I Bernoulli (1687-1759). Conta-se que apés o
falecimento de Jacques o livro ainda estava incompleto, e foi aperfeicoado por Nicolaus I
que também partilhava de talento e simpatia pelas ciéncias exatas, tendo a matematica

como sua linguagem.

Nicoulau I em uma carta a Pierre Rémond (1678-1719) propds um problema que foi
analisado posteriormente por seu primo Daniel Bernoulli (1700 — 1782) qual publicou sua
pesquisa nos Anais da Academia Imperial de Ciéncias de Sao Petersburgo, razao pelo qual

o problema ficou conhecido como Paradoxo de Sdao Petersburgo.

O problema ¢é o seguinte: suponhamos que Pedro e Paulo concordam em jogar um
jogo de cara ou coroa. Se o primeiro lance der cara, Paulo dard duas moedas a Pedro; se o
primeiro lance der coroa e o segundo der cara, Paulo dard a Pedro quatro moedas. Se cara
s6 aparece no terceiro lance, Pedro recebera oito moedas. Em resumo, se s6 aparecer cara
no n-ésimo lance, Pedro recebera 2" moedas. Entao, quanto deve Pedro pagar a Paulo

pelo privilégio de jogar tal jogo?

Ocorre que o valor esperado ganho de Pedro tende a infinito o que o obrigaria a pagar
uma quantidade infinita para entrar no jogo, gerando o paradoxo. Diversas explicagoes
foram dadas para o paradoxo durante o século XVIII, algumas pessoas afirmavam que o
problema é inerentemente impossivel, pois a fortuna de Paulo é necessariamente finita;
portanto, ele ndo poderia pagar as somas ilimitadas que poderiam ser necessarias no caso

de uma longa demora no aparecimento de cara.

Daniel Bernoulli apresentou um trabalho intitulado Specimen Theoriae Novae de
Mensura Sortis sobre uma nova teoria de medida de risco na qual apresenta o conceito de
esperanga moral (ou utilidade média), conceito esse que Daniel usa para dar uma solugao

finita ao Paradoxo de Sao Petersburgo.

Ainda dentro da brilhante familia Bernoulli, o pai de Daniel — Johan Bernoulli — um
dos mais brilhantes matematicos da época, orientou um aluno prodigio de nome Leonhard
FEuler (1707 -1783) que tinha boa aproximacao com sua familia em Basel. Euler, ainda
com 19 anos, foi convidado pela ilustre familia de seu professor a ocupar uma cadeira
dentro da famosa Academia de Ciéncias de Sdo Petersburgo, importante centro cientifico,

o fato ocorre apds o falecimento de Nicolau II Bernoulli.

Euler realizou importantes estudos sobre a aplicacao das ideias de probabilidade em
jogos de loteria, em demografia e seguros. Euler resolveu o famoso problema dos casamentos,

em que se deseja saber qual a probabilidade de haver pelo menos um casamento dentro de
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um grupo de n pessoas. “Em um de seus trabalhos, Recherches Générales sur la mortalité
et la multiplication do genre humain, publicado em 1960, resolveu varios problemas que

mais tarde se tornariam a base da demografia mateméatica” (GADELHA, 2004, p. 8).

Nesse contexto, outro grande matematico que merece ser citado é Abraham DeMoivre
(1667 -1754). DeMoivre era muito amigo do famoso Isaac Newton, e este fez dedicatéria de
seu trabalho Doctrine of Chances. Maistrov e Kotz (1974) explica que nesse livro, DeMoivre
propoe técnicas para reduzir problemas de probabilidade a equagoes diferenciais e de usar
fungoes geratrizes para solucionar essas equagoes, que mais tarde vao ser aperfeicoadas

por um matematico chamado Laplace.

Na segunda edigao, em 1738, DeMoivre reproduziu um trabalho seu
publicado em 1733 no qual ele introduz, pela primeira vez, a distribuicao
normal, que usou como uma aproximagao para a distribui¢do binomial.
Este resultado foi estendido por Laplace que obteve, para sequéncias
de Bernoulli, o teorema limite central (este teorema para sequéncias de
varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidos e hoje
conhecido como o teorema de DeMoivre-Laplace) (GADELHA, 2004,

p. 8).

Maistrov e Kotz (1974) esclarece que os livros de Bernoulli e DeMoivre foram
as contribui¢des em aprofundamento mais importantes no periodo inicial da teoria de

probabilidade, nenhum outro livro de maior importancia foi publicado até 1812.

Entre 1771 e 1786, outro matematico muito talentoso estudava exaustivamente suas
teorias em busca de prové-las. Marqués Pierre Simon de Laplace (1749 — 1827), colocou
os fundamentos da teoria de probabilidade de uma forma que se manteve praticamente
inalterada até o inicio do século XX, conhecida nos moldes atuais como probabilidade

classica.

De acordo com Berlinghoff e Gouvéa (2010), Laplace publicou a Teoria Analitica
das Probabilidades em que reunia seus trabalhos e de outros autores sobre a Teoria da
Probabilidade e Estatistica. Por ser uma obra técnica e densa, tornava-a inacessivel ao

grande publico, exceto aos leitores mais determinados e matematicos mais sofisticados.

Laplace estudou varios resultados de estudiosos que lhe antecederam, em sua maioria
citados nesse texto, sistematizou e ampliou esses resultados. Algumas de suas grandes
contribuigoes foram: aplicagoes de probabilidade na teoria da andlise e erros, defini¢ao
de probabilidade a priori para o calculo da chamada probabilidade inversa, consolidou os
métodos de equagdes diferencgas e de funcgoes geratrizes e desenvolveu uma prova heuristica

do teorema dos limites.
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2.3 Escola de Sao Petersburgo

Segundo Moura (2014 apud GADELHA, 2004), no final do século XIX, o russo
PafnutyL vovich Chebyshev (1821-1884) fundou a denominada escola de Sao Petersburgo,
onde grandes matematicos russos foram formados e que apresentaram contribuigoes

fundamentais & Teoria da Probabilidade.

Chebyshev construiu um estudo inicial sobre varidveis aleatérias e seus momentos,
de posse de tais conceitos foi capaz de estabelecer uma desigualdade qual permitiu uma
prova trivial para a Lei dos Grandes Numeros. Tais conceitos, mais adiante, foram usados
por seu aluno Andrei Andreiwich Markov (1856 — 1922) para realizar uma demonstragao

com bastante rigor do Teorema Central do Limite.

Markov também é particularmente lembrado pelas cadeias que levam seu
nome, que sao sequéncias de variaveis aleatérias nas quais uma variavel é
determinada pelo valor da anterior, mas sao independentes no sentido de
que o estado presente depende apenas do anterior (VIALI, 2008, p. 8).

Intimeras foram as brilhantes mentes que passaram pela Escola de Sao Petersburgo,
sempre deixando imensas contribuicoes, vale lembrar: Alexander Mikhailovich Lyapunov
(1857 — 1918), Ludwig Bolttzmann (1844 — 1906) e o americano Josiah Willard Gibbs
(1839 — 1903), os dois tltimos sdo os responsaveis por grandes aplicagbes da probabilidade

na fisica.

2.4 Periodo Moderno

De acordo com Gadelha (2004), no final do século XIX e inicio do século XX , houve
uma necessidade de se estabelecer uma fundamentac¢ao mais consistente e um significado
preciso dos conceitos usados na Teoria de Probabilidade que foi enfatizada por paradoxos

como os propostos por Joseph Bertrand (1822-1900) em seu livro Calcul des Probabilités.

O problema que ele propos consiste em determinar a Probabilidade de
que uma corda randémica de um circulo de raio unitario tenha um
comprimento C maior ou igual a 3. Esse valor equivale as medidas dos
lados de um tridngulo equildtero inscrito no circulo citado (VICENTE,
2011, p. 1).

Um dos mais importantes mateméaticos do século XX foi Andrei Nikolaevich Kolmo-
gorov (1903-1987). Despertou interesse no estudar probabilidade em 1924, tendo publicado
primeiro trabalho na area envolvendo o problema das “trés séries”. “Em 1928 ele determinou

condigbes necessarias e suficientes para a lei forte dos grandes nimeros” (GADELHA,
2004, p. 15).



20

3 Metodologia

Este trabalho consta de uma pesquisa explicativa, quanto aos fins, pois tem como
principal objetivo tornar algo inteligivel (VERGARA, 2016). Segundo Gil (2008), pode-se
dizer que o conhecimento cientifico esta assentado nos resultados oferecidos pelos estudos

explicativos.

Quanto aos procedimentos técnicos utilizados, a pesquisa é classificada como simu-
lagao. Kleiboer (2002) indica cinco fungoes para as simulagoes: ferramenta de pesquisa,
instrumento de ensino, método de planejamento, ferramenta de suporte a decisao e método

de selecao de pessoal.

A Educacao é um campo adequado para uso das tecnologias. Ela permite intimeras
possibilidades para sua aplicacao, sempre buscando meios para que a aprendizagem ocorra
de forma dinamica, colaborativa e interativa. Nesse sentido, para realizar as simulacoes,
adotamos o software Excel que foi desenvolvido pela Microsoft na década de 80. Essa
escolha justifica-se, sobretudo, pela sua acessibilidade e facil utilizacao para o ptblico do

ensino basico.

Através do uso do software Ezxcel foram implementadas rotinas simulando distri-
buicoes de probabilidades. Uma vez definida o tipo de experimento e fixada o valor de
probabilidade tedrico, variou-se a quantidade de realizagoes do experimento para a geracao
dos valores de probabilidade que produziram cada gréafico. Para tanto, utilizou-se da funcao
geracao de numero aleatorio utilizando a distribuicao de Bernoulli, como ilustrado nas

Figuras la e 1b.

Figura 1 — Geracao de numeros aleatérios no Fzcel
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Fonte — do autor (2020)
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Foram realizados experimentos com e sem equiprobabilidade. Para cada experimento
aleatorio criado, fixado o valor de probabilidade, variou-se a quantidade de repeticoes
do experimento (pardmetro k). Os valores adotados para esse pardmetro nas simulagoes
foram: k = 10, k£ = 50, k = 100, k£ = 300, k = 500, k = 1000 £ = 2000 e k£ = 5000. Tendo

8 valores distintos de repeticao do evento, cada experimento possui 8 graficos.

Para cada experimento, o conjunto de graficos construido procura ilustrar com clareza

a Lei dos Grandes Numeros.

Importante ressaltar que a maioria dos softwares Fxcel nao vem com a ferramenta
Andlise de dados habilitada; sendo necessario, portanto, efetuar o procedimento de habili-

tacao, como segue:

1. Na tela inicial do Ezcel (Figura 2), na guia arquivos, selecionar opgoes.

Figura 2 — Habilitacao da ferramenta Andlise de dados
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Fonte — do autor (2020)



Capitulo 3. Metodologia 22

2. Na tela opgoes do Fzcel (Figura 3), selecione suplementos e no subitem gerenciar,

selecione a opcao suplementos do Ezcel e clique em 1r.

Figura 3 — Opgoes do Fxcel

Opcdes do Excel T — — . — —
— -
Geral . -
Exiba e gerencie Suplementos do Microsoft Office. 1

Formulas [
Revisdo de Texto Suplementos
Salvar Nome ~ Local Tipo
1dioma Suplementos de Aplicativo Ativos

Ferramentas de Analise C\...\Officel4\Library\Analysis\ANALYS32.XLL  Suplemento do Excel
Avancado Nitro Pro 0\11\Nitro.OfficeAddin.Net.Proxy.11.dll  Suplemento de COM

Solver C\..\Office14\Library\SOLVER\SOLVER.XLAM  Suplemento do Excel

Personalizar Faixa de Opcées
Suplementos de Aplicativo Inativos

Barra de Ferramentas de Acesso Rapido Cabecalhos e Rodapés C:\..)\Microsoft Office\Officel4\OFFRHD.DLL  Inspetor de Documento
Conteddo Invisivel \Microsoft Office\Officel4\OFFRHD.DLL Inspetor de Documento

Suplementos Dados XML Personalizados \Microsoft Office\Office14\OFFRHD.DLL Inspetor de Documento
Data (XML) C:\...\microsoft shared\Smart Tag\MOFLDLL ~ Acdo

Central de Confiabilidade Ferramentas de Analise - VBA C\..ffice14\Librany\Analysi XLAM do Excel
Ferramentas para o Euro C\...ffice\Office14\Librar/\EUROTOOLXLAM  Suplemento do Excel
Linhas e Colunas Ocultas C\..)\Microsoft Office\Officel4\OFFRHD.DLL Inspetor de Documento
Microsoft Actions Pane 3 Pacote de Expansdo para XML
Planilhas Ocultas C\..)\Microsoft Office\Officel4\OFFRHD.DLL Inspetor de Documento

Suplementos Relacionados a Documento
Sem Suplementos Relacionados a Documento

Suplementos de Aplicativo Desabilitados
Sem Suplementos de Aplicativo Desabilitados

Suplemento: Ferramentas de Analise

Editor: Microsoft Corporation

c -~ ; 3o de .

Local: C:\Program Files (86)\Microsoft Office\Officel4\Library\Analysis\ANALYS32.XLL
Descrigao: Fornece ferramentas de analise de dados para analises estatisticas e de engenharia

Gerenciar: | Suplementos do Excel [+] I

A,

5

Fonte — do autor (2020)

3. Ao clicar no botao ir, aparecera a tela suplementos (Figura 4), deve-se entao deixar

marcada a opcao Ferramentas de Andlise — VBA e clicar em ok.

Figura 4 — Suplementos
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Fonte — do autor (2020)
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4. Realizando esse procedimento a ferramenta Andlise de Dados ficara habilitada no

FEzcel na guia Dados no grupo Andalise (Figura 5).

Figura 5 — Ferramenta Andlise de dados habilitada no Ezcel
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3.1 O uso de graficos para o ensino

A matematica, apesar de sua fascinante beleza e aplicabilidade, tem sido vista por
grande parte dos alunos do ensino basico como uma disciplina de dificil entendimento e
muito desafiadora; essa concepcao vem se refletindo no baixo desempenho apresentado

pelos alunos, sobretudo em avaliagoes Externas.

O Programa Internacional de Avalicao de Estudantes (PISA), maior estudo sobre
educacao no mundo, em sua edi¢ao do ano de 2018, divulgou nos més de dezembro que
“68,1% dos estudantes brasileiros estao no pior nivel de proficiéncia em matemadtica e nao
possuem nivel basico, considerado como o minimo para o exercicio pleno da cidadania™
Ainda segundo o estudo, quando comparado com os paises da América do Sul analisados

pelo Pisa, o Brasil é pior pais em matematica, empatado estatisticamente com a Argentina.

Nesse contexto, torna-se relevante levantar discussoes em torno de tendéncias e
metodologias para tornar as aulas de mateméatica mais atrativas, inovadoras, significativas,
tornando o ensino de matematica mais atinente as necessidades e expectativas da realidade
do mundo atual e suas constantes transformacoes. Pensando em buscar formas de ajudar
o aluno a entender e aplicar melhor os conceitos matemaéaticos, é importante destacar
que alguns conteiidos dentro da disciplina sdo possiveis de serem trabalhados sem se
prender somente ao conceito algébrico, que muitas vezes é mais abstrato para o discente;
O professor pode também oportunizar e estimular o aluno a construir um pensamento
geométrico e se apropriar dele para interpretar conceitos e resolver problemas dentro dessa

ciéncia. Nesse sentido, o docente pode fazer uso de uma ferramenta matematica chamada
grdfico.

Segundo Crespo (2002), o grafico é uma forma de apresentacao de dados, cujo objetivo
¢é o de produzir, nos investigados ou no publico em geral, uma impressao mais rapida e
viva do fendomeno em estudo, ja que os graficos falam mais rdpido a compreensao que as

séries.

Ainda segundo o autor, a representacao grafica de um fenémeno deve obedecer a

certos requisitos fundamentais para ser realmente 1til, quais sejam:

(a) Simplicidade: O gréfico deve ser destituido de detalhes de impor-
tancia secunddaria, assim como os tragos desnecessarios que possam
levar o observador a uma andlise morosa ou com erros.

(b) Clareza: O grafico deve possibilitar uma correta interpretacao dos
valores representativos do fendmeno em estudo.

(¢) Veracidade: O gréfico deve expressar a veracidade sobre o fendmeno
em estudo (CRESPO, 2002, p. 30)

Pega (2008) explica que os graficos fazem parte de uma linguagem universal, uma

forma de apresentagdo de dados para descrever informacoes, com o objetivo de produzir
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no investigador, no publico ou no aluno uma impressao mais rapida e viva do assunto em
estudo e que, inclusive, nos dias de hoje podem ser vistos frequentemente ocupando lugar

de destaque nos meios de comunicacao escrita e falada.

Sendo assim, o recurso da linguagem grafica torna possivel a organizacao de dados
coletados, utilizando niimeros ao descrever fatos, promovendo na pratica escolar a interdis-
ciplinaridade e a conexao entre diversos assuntos, facilitando assim, a comparagao entre
eles, especialmente para estabelecer conclusoes ao apresentar a sintese do levantamento de
dados de forma simples e dindmica (PECA, 2008).

A interpretacao de graficos por parte dos estudantes, apesar de algumas vezes ser

vista como imediata, obedece a uma sequéncia de niveis:

(a) Nivel 1 - Ler os dados: Neste nivel foi considerada apenas a leitura
direta de um grafico sem qualquer interpretacao, atendendo apenas
a factos representados explicitamente

(b) Nivel 2 - Ler entre os dados: Este nivel ja requer a comparagao,
o conhecimento de conceitos e habilidades matematicas, que ja
permitem identificar relagdes [...] fazendo inferéncias simples

(¢) Nivel 3 - Ler além dos dados: Este nivel exige uma amplia¢do dos
conceitos, a predi¢do, a inferéncia [...] ou previsdes com base numa
interpretagdo dos dados (FREITAS, 2011, p. 24).

O publico do ensino médio geralmente atende bem a esses trés niveis de interpretacao,
sendo assim, o uso de graficos no ensino da matemaética se mostra como uma ferramenta,
dentro da metodologia do professor, pode ser utilizada para facilitar o processo de ensino

aprendizagem de alguns contetidos que exigem maior abstragao.

3.2 A lei dos grandes niimeros

A Teoria das Probabilidades esta envolvida na observagao do comportamento de
fendomenos naturais regidos pela incerteza e busca maneiras de estimar percentualmente as

chances que um determinado evento tem de ocorrer.

Imagine que um dado fené6meno natural possa ocorrer de n maneiras distintas, e que
desejamos estudar quais as chances da ocorréncia de uma dessas maneiras, sendo essa
maneira denotada aqui por X. Dizemos entao que queremos calcular a probabilidade de
X, e isso corresponde hé de algum modo, ser capaz de produzir um nimero p que traduza
a nossa expectativa em relacao a ocorréncia de X, esse valor expressa o nosso grau de

confianga em relagdo a esse evento acontecer.

Na tentativa de estimar esse nimero p é necessario utilizar algum modelo probabilis-
tico. A escolha desse modelo é fun¢ao das condigoes de contorno do fenémeno, isto é, do

que seja possivel conhecer a respeito das n maneiras que ele pode ocorrer. Caso se tenha
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argumentos fortes para mostrar que cada uma das n maneiras possiveis de ocorréncia
desse fendmeno sejam igualmente provaveis, dizemos entao que se trata de um modelo

equiprovavel de probabilidade, levando-nos a chamada Definicao Classica de Probabilidade.

Para ilustrar essa defini¢ao, imagine que em jogo, o jogador analisa todos os casos
possiveis e separa os casos favoraveis dos nao favoraveis. Sendo assim, pela Defini¢ao
Cléassica (ou de Laplace), a provéavel chance de ganho do jogador, denotada aqui por p se

dara por:

numero de casos favorareis

nimero de casos possiveis

Definimos a quantidade de casos favoraveis a vitoria como evento, denotado nesse
texto por E. J4 o nimero que representa a quantidade de todos os casos possiveis (casos
favordveis somados aos casos nao favoraveis), é chamado Espaco Amostral e denotado aqui

por S. Sendo assim, P pode ser obtido pela seguinte relacao:

p==5
S

Entretanto, nem sempre conseguimos aplicar modelos equiprovaveis para modelar

fendmenos naturais do mundo real, surgindo entdao a necessidade de outra abordagem

capaz de atacar com eficiéncia esse impasse. A solucao é apresentada como Defini¢cdo
Frequentista de Probabilidade.

Na Definicao Frequentista, o fendmeno em estudo é chamado experimento aleatorio e
a ideia ¢ se repetir tal experimento por uma grande quantidade de vezes, exatamente sobre
as mesmas condigoes, aguardando evidentemente resultados diferentes, mas com uma certa
regularidade. Essas regularidades, na abordagem frequentista, podem ser traduzidas em
termos da frequéncia relativa da ocorréncia de um evento de interesse. Essa abordagem se

sustenta em um importante teorema da probabilidade chamado Lei dos Grandes Numeros.

A Lei dos Grandes Numeros afirma que se um determinado experimento aleatorio for
repetido por um niumero muito grande de vezes, o valor da frequéncia relativa de determinado
evento converge para o valor numérico de sua probabilidade. Assim, a aproximacao da
probabilidade pela frequéncia relativa aumenta quando o nimero de observacoes do
experimento aumenta, com poucas observagoes esse nimero pode divergir, enquanto com
uma quantidade crescente de observagoes a estimativa tende a convergir para um valor

cada vez mais preciso.

E LGN ¢ especialmente importante por possibilitar o calculo de probabilidade em
espacos amostrais nao equiprovaveis possibilitando a modelagem probabilistica de intimeros

fenémenos que nos cercam.
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Esse importante teorema, ao longo da histéria, ganhou varias versoes e foi enunciado
de inimeras maneiras conforme a linguagem e ferramentas matematicas foram incorporadas

para sustenta-lo de maneira mais firme e formal, por varios estudiosos.

Assim, a medida que se introduziu mais rigor matematico, a Lei dos Grandes Nimeros
restou enunciada para a comunidade matematica de duas maneiras: A Lei fraca dos Grandes

Numeros e a Lei Forte dos Grandes Numeros que se apoiou no Lema de Borel-Cantelli.

E importante destacar que essas duas versoes da LGN que serdo aqui apresentadas
servira para melhor compreensao do docente que ministra a disciplina e certamente partilha
dessa paixao pela matematica que, na maioria das vezes, torna-se mais elegante quando
mais formalmente escrita. No entanto, o foco desse trabalho é o ensino basico e, portanto,
para este publico é ideal se trabalhar o conceito desse teorema com menor formalidade

matematica, para que assim seja mais facil a sua compressao.

Apresentaremos o Lema de Borel-Cantelli, o conceito de variavel aleatoria e o conceito

de esperanga matematica, para entdo conseguirmos enunciar as duas versoes da LGN.

3.2.1 Lema de Borel-Cantelli

Este Lema é especialmente importante pois garante a ocorréncia de fendémenos que
pelo senso comum nao se imaginaria acontecer, ou mais tecnicamente, eventos que se
mostram com baixa probabilidade de ocorréncia, nos impulsionam como uma tendéncia

natural a considera-los improvaveis.

A fim de ilustrar o que foi dito, considere que uma aposta vencedora, em uma certa
loteria, tem probabilidade p de ocorrer, sendo p um valor muito pequeno, suponha ainda
que exista uma pessoa que sempre joga nessa loteria. A probabilidade p” de que essa
pessoa faga n apostas vencedoras consecutivamente é um evento rarissimo, de tal modo

que é natural acreditarmos que nunca vai ocorrer.

Contudo, do Lema de Borel-Cantelli decorre que, com probabilidade 1, esse evento
ocorrera e além disso, ele garante que com probabilidade 1 esse evento ocorrerd infinitas

vezes, pois

[o.¢]

2 P =

n=1
e os eventos sao independentes (considerando o evento sucesso se a pessoa faz n apostas
consecutivas vencedoras e fracasso caso contrario).

Isto é, se de fato existisse uma pessoa que jogasse na loteria eternamente, poderiamos

dizer que a probabilidade dela jogar n apostas vencedoras infinitas vezes ¢ 1.

Com o lema de Borel-Cantelli aplicado a Lei dos Grandes Numeros é comum se

apresentar o Teorema dos Macacos Infinitos, que determina que um grupo de macacos
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com maquinas de escrever em um espaco de tempo infinito eventualmente por puro acaso

escreveriam as obras completas de Shakespeare.

3.2.2 Variavel Aleatéria

Dado um espago amostral S, denomina-se variavel aleatéria X, a funcao cujo dominio

¢é o espaco amostral e o contradominio é um subconjunto dos nimeros reais.

X:S—=R
weSr—axeR;x=X(w)
Portanto, uma variavel aleatéria X é uma regra que associa um valor numérico a
cada resultado de um espaco amostral S.

Por exemplo ao lancarmos uma moeda trés vezes, podemos estar interessados no

namero de coroas que aparecerail, € nao na ordem em que caras € coroas ocorrerarn.

Se X é o nimero de coroas que ocorreram nos trés lancamentos, entao os valores

que X pode assumir sao: 0, 1, 2 e 3. Como o espago amostral para esse experimento é:

S = {cce, cck, cke, ckk, kee, kek, kke, kkk}.
Portanto,

X (cce)=3 X (eck)=2 X (cke)=2 X (ckk)=1
X (kec) =2 X (kke)=1 X (kck)=1 X (kkk)=0

Desse modo, a probabilidade tedrica de cada um dos valores que a variavel aleatéria

pode assumir é

3.2.3 Esperanca Matematica (Valor esperado)

Se X é uma varidvel aleatoria definida em um espago amostral S, finito ou infinito
enumeravel (possivel de bijegdo com o conjunto dos Naturais), entdao o valor esperado de
X é:

BIX)= Y pw)- X (w)
wes
A esperanca matematica de uma variavel aleatéria nada mais é que o VALOR

MEDIO de um experimento aleatério, quando este é repetido muitas vezes.
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3.2.4 Lei Fraca dos Grandes Nimeros (Bernoulli)

Definigao: Seja X,, uma sequéncia de ensaios binomiais independentes, com proba-
bilidade p de “sucesso” em cada ensaio. Seja S,, o niimeros de sucessos nos n primeiros
ensaios. Entao:

Snp

— 5.
n

Uma outra forma de enunciar a Lei Fraca dos Grandes nimeros é: Sejam ng o
numero de ocorréncias de um evento A em n ensaios independentes e p a probabilidade de

ocorréncia do evento A em cada um dos ensaios. Entao para todo € > 0,
, n
lim P<‘O—p’ Ss) =1
n—o0 n

A linguagem matematica dessa abordagem torna-se inadequada quando o ptublico

alvo que sao os alunos do ensino basico dos colégios publicos.

3.2.5 Lei Forte dos Grandes NUmeros

Definicao: Sejam Xy, X,, ..., X,, variaveis aleatérias independentes, identicamente
distribuiveis e integraveis, com E (X,,) = p entdo:

1+ -+ Ty ge
1N
n

A Lei forte dos Grandes Ntumeros, nessa versao, é enunciada em termos da esperanca
matematica e pelo Lema de Borel-Cantelli temos garantia da ocorréncia de um evento,

mesmo que as chances sejam poucas.

Um método de se verificar a validade desse resultado experimentalmente, até mesmo
em sala de aula, seria executar muitas vezes o experimento: lancar um dado cubico e

registrar o valor da face que esta voltada para cima.

Se a cada experimento for calculado o novo valor médio dos resultados obtidos
de todos os experimentos ja realizados, entao para um grande niimero de repeticoes, se
verificarda que a média dos resultados experimentais obtidos se aproxima da esperanca
matematica da variavel aleatéria representando a face superior do dado, ou seja, do valor
de 3,5.
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4 Resultados e discussoes

Neste capitulo apresentamos os resultados obtidos para as simulagoes dos
experimentos aleatorios que foram implementadas por meio do software FExcel.
Todas as convergéncias apresentadas ilustram o enunciado da Lei dos Grandes
Numeros, sendo a convergéncia grdfica uma estratégia que torna ainda mais

simples e natural a sua visualizacao, sobretudo para o publico do ensino bdsico.

4.1 Introducao

Foram realizadas seis simulagoes envolvendo o lancamento de moedas, sendo quatro
delas apresentadas a convergéncia grafica e as duas restantes apenas a convergéncia
numeérica. As demais simulagoes envolvem o langamento de dados e uma importante

aplicagao em empresas seguradoras de veiculos.

Para todas as simula¢des que buscaram trazer uma proposta grafica para a visu-
alizacao da convergéncia garantida pela LGN, variou-se a quantidade de réplicas k do
experimento aleatério, e para cada valor de k atribuido se fez corresponder um grafico.
Os valores de k que representam a quantidade de vezes que o experimento é repetido sao:
k=10, k =50, k = 100, k = 300, & = 500, k£ = 1000, £ = 2000 e £ = 5000. Portanto, em

cada simulacao foram produzidos oito graficos.

A primeira simulacao na secao 4.2 trata-se do experimento aleatério correspondente
ao lancamento de uma moeda honesta. Sao analisadas oito situacoes distintas, cada uma
delas produzida através da variacdo da quantidade de réplicas k do experimento de modo

que a convergéncia para o valor tedrico de probabilidade, graficamente, fica bastante clara.

A segunda e a terceira simulacao nas secoes 4.3 e 4.4, ilustram uma moeda viciada com
probabilidade de ocorréncia de uma das faces (cara) p = 0,20 e p = 0, 80, respectivamente.
A convergéncia é demonstrada por meio de oito graficos, cada um correspondente ha uma

determinada quantidade de vezes (k) que o experimento foi repetido.

A quarta simulagao na secao 4.5 é apenas numérica e demonstra a convergéncia
de duas moedas viciadas com valores de probabilidade de ocorréncia de uma das faces

p=0,15e p=0,85.

A quinta simulagdo na secao 4.6 envolve o lancamento simultdneo de quatro moedas
honestas. Foi definida uma variavel aleatéria que conta o ntimero de caras e calculado
o valor da esperanca matematica dessa variavel. Em seguida, apresenta-se o resultado
da simulagao grafica com esse experimento repetido em longo prazo, demonstrando a
convergéncia para o valor de esperanca matematica calculada. Através dos oito graficos

produzidos a visualizagao da convergéncia se torna mais simples.
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A sexta simulacdo na seco 4.7 ilustra o lancamento de dois dados néao viciados. E
determinada a distribuicao de probabilidade correspondente ao espago amostral do experi-
mento aleatorio, sua esperanca matematica, variancia e desvio padrao. Posteriormente,
apresentam-se os resultados da simulacao grafica demonstrando a convergéncia para o

valor da esperanca matematica calculada.

A sétima simulagao na secao 4.8 reside em um importante exemplo de aplicagao
da LGN em empresas seguradoras de veiculos. Calcula-se algebricamente a esperanca
matematica e a variancia. Adicionalmente é apresentada a convergéncia grafica e numérica,
a medida que se aumenta a quantidade de réplicas do experimento, para o valor da

esperanga matematica.

A oitava simulagao na secao 4.9 reside em um exemplo de uma Universidade com
5000 estudantes. Gera-se uma distribui¢ao normal com o peso dos estudantes considerando
um valor pré-estabelecido para a média dos pesos, os dados sdo apresentados com uso
de histograma. Uma sequéncia de graficos é usada para demonstrar a convergéncia da
LGN. Em seguida, supoe-se seis processos de amostragem com 200 amostras, mas ambos
com tamanhos diferentes. Apresenta-se seis Histogramas mostrando a convergéncia para a
média amostral a medida que se aumenta o tamanho da amostra, ilustrando mais uma

vez a LGN para o estudante do ensino basico.
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4.2 Exemplo de simulacao com moeda honesta p = 0, 50

Sera efetuada a simulagao do experimento aleatério que consta do langamento de
uma moeda honesta. Pela equiprobabilidade, sabemos p = 0,5 (ou 50%) é o nimero que
representa o nosso grau de confianca em relacao a chance de ao cair, a face cara mostrar-se
voltada para cima, e vice-versa. A expectativa traduzida por esse numero, por sinal, é que

nos motiva afirmar que a moeda é honesta.

A ideia da simulagao é analisar o comportamento da moeda & medida que se aumenta
o numero de lancamentos denotado aqui pela letra k. A analise foi feita para oito valores
crescentes de k: kK = 10, £ = 50, k£ = 100, £ = 300, kK = 500, k£ = 1000 k& = 2000 e k& = 5000.
Nesse sentido, foram produzidos oito graficos que ilustram o comportamento da moeda. A
linha constante destacada em vermelho apresenta o valor tedrico de probabilidade esperado,

ja que a moeda ¢é honesta.

Inicialmente, vamos gerar a distribuicao de probabilidade que reproduz o lancamento.
Considerando k£ = 5000:

1. Na tela inicial do Ezcel (Figura 6), na guia Dados, no subgrupo Andlise, selecionar
Analise de Dados.

Figura 6 — Passo a passo para o menu Andlise de dados no Fxcel

Srmulas Dados Revisio Exibicdo Nitro Pro

exdes A ¢ == R — > ) DI @re SE =
R 4 &= 28 B 8= #2 i W 42
IS

e | Agrupar Desagrupar Subtotal

EstruturadeTépicos |  Anali se

F G H I ] K L M N o P Q R S T u \

Fonte — do autor (2020)



Capitulo 4. Resultados e discussoées 33

2. Em seguida no menu Andlise de Dados (Figura 7), escolher a opcao Geragdo de

Numero Aleatdrio.

Figura 7 — Ferramentas de Analise

Anélise de dados

Ferramentas de anélise

Teste-F: duas amostras para variancias -
Andlise de Fourier

Histograma

Média mével N
|Geracio de nimero aleatorio [ g
Ordem e percentil =
Regressdo B
Amostragem L
Teste-T: duas amostras em par para médias

Teste-T: duas amostras presumindo varidncias equivalentes ™

B

b

&

Fonte — do autor (2020)

3. Na tela Geragao de Numero Aleatdrio (Figura 8), configurar como:

e Numero de varidveis: I

Numero de nimeros aleatorios: 5000

Distribuicao: Bernoull:

Valor p: 0,50
Semente Aleatéria: 2020

Figura 8 — Configuracao de Ntumero Aleatoério p = 0,50

-
Geragdo de namero aleatério

Nimero de varidveis: 1
Nimero de nimeros aleatdrios: | 5000

Distribuicio: M Ajuda

Parametros

ik

Valorp = 0,50

Semente aleatdria: 2020

Opcdes de saida

)

() Intervalo de saida:
@ Nova planilha:

(7) Nova pasta de trabalho
ﬁ

Fonte — do autor (2020)
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E gerada uma coluna com 5000 valores, que representa a distribuicdo de probabilidade
do lancamento da moeda honesta. Para cada um dos valores de k especificados acima, se
procede a geragdo de um grafico que ilustra a convergéncia. Nesse sentido, foram produzidos
oito graficos que ilustram o comportamento da moeda (Figuras 9a-9h). A linha constante
destacada em vermelho apresenta o valor tedrico de probabilidade esperado, ja que a

moeda é honesta.

Figura 9 — Simulagdo com moeda honesta p = 0, 50
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Graficamente fica bastante inteligivel a Lei dos Grandes niimeros para essa simulagao.
Com o experimento realizado dez vezes (k = 10) nao hé indicios que o valor de probabilidade
seja 50%, no entanto & medida que aumentamos o valor de k, a probabilidade se aproxima
desse valor e para k = 500 fica nitida a convergéncia, por fim, para k = 5000 a convergéncia
para o valor tedrico de probabilidade fica perfeitamente nitida. O uso dos graficos para

demonstrar a convergéncia torna o conceito claro e simples.
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4.3 Exemplo de simulacao com um moeda viciada p = 0, 20

A presente simulagao reproduz o experimento aleatério de lancamento de uma moeda
viciada cuja probabilidade de ocorréncia de uma das faces -nesse caso a face cara- é 20%
(p =0,20).

Para gerar a distribuicao de probabilidade que reproduz o langamento. Considerando

k = 5000, segue-se os seguintes passos:

1. Na tela inicial do Ezcel (Figura 6), na guia Dados, no subgrupo Andlise, selecionar
Andlise de Dados.

2. Em seguida no menu Andlise de Dados (Figura 7), escolher a opcao Geragio de

Numero Aleatdrio.

3. Na tela Geragio de Numero Aleatdrio (Figura 10), configurar como:

e Numero de varidveis: I

e Numero de numeros aleatorios: 5000

Distribuicao: Bernoull:

Valor p: 0,20
Semente Aleatéria: 2020

Figura 10 — Configuragao de Nuimero Aleatério p = 20
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Fonte — do autor (2020)
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Figura 11 — Simulagao com moeda viciada p = 0, 20
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Apbs o procedimento, temos a geragao de uma tabela com 5000 valores, onde cada
um representa a simulagao de um lancamento. Para os oito valores de k especificados é
produzido um gréafico. A linha destacada em vermelho nas Figuras 11a—11h representa o
valor de probabilidade para a face voltada para cima, que nesse caso especifico da moeda

viciada vale em percentual 20%.

O conjunto dos graficos (Figuras 11a—11h) indica que a medida que aumentamos
a quantidade de vezes que realizamos o experimento, a média da quantidade de caras
converge para o valor tedrico de probabilidade. A partir de £ = 300 ja fica clara essa

convergencia.
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4.4 Exemplo de simulacao com um moeda viciada p = 0, 80

Este exemplo nos traz os resultados da simulacdo de langamento de uma moeda
viciada cuja probabilidade de, ao cair, a face voltada para cima ser cara seja 80%. Esse

valor é indicado nas Figuras 13a—13h através da reta y = 0, 8 destacada em vermelho.

Para gerar a distribui¢ao de probabilidade considerando 5000 lancamentos, segue-se

OS PasSsos:

1. Na tela inicial do Ezcel (Figura 6), na guia Dados, no subgrupo Andlise, selecionar
Andlise de Dados.

2. Em seguida no menu Andlise de Dados (Figura 7), escolher a opcao Geragio de

Numero Aleatdrio.

3. Na tela Geragio de Numero Aleatdrio (Figura 12), configurar como:

e Numero de varidveis: I

e Numero de numeros aleatorios: 5000

Distribuicao: Bernoull:

Valor p: 0,80
Semente Aleatéria: 2020

Figura 12 — Configuragdo de Numero Aleatério p = 80
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Observe que para k = 300 (Figura 13d) ja se comega a visualizar a convergéncia
esperada do nimero médio de caras para o valor teérico de probabilidade previamente
conhecido de 0,8. Para k = 5000 (Figura 13h) a convergéncia fica perfeita, ilustrando

assim a Lei dos Grandes Numeros.

Figura 13 — Simulacao com moeda viciada p = 0, 80
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Fonte — do autor (2020)
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4.5 Simulacoes numéricas suplementares com moedas viciadas

Além dos resultados gréaficos anteriormente apresentados para os experimentos com
valores de probabilidade tedricos p = 0,50, p = 0,20 e p = 0, 80. Adicionalmente, segue a
Tabela 1 em que apresentamos numericamente mais duas simulagoes de probabilidades

envolvendo moedas viciadas: p = 0,15 e p = 0, 85.

Podemos observar na Tabela 1 a convergéncia numérica para o valor de probabilidade

tedrica a medida que aumentamos a quantidade de réplicas do experimento aleatério.

Tabela 1 — Resultados adicionais de simulagao com moeda viciada

Niumero de langamentos Simulacoes com diferentes
da moeda probabilidades de dar cara

0, 1500 0, 8500

1 0, 0000 1,0000
10 0, 3000 0, 8000
50 0, 1800 0, 9000
100 0, 1600 0, 8700
200 0, 1900 0, 8600
300 0, 1700 0, 8567
400 0, 1600 0,8575
500 0,1620 0, 8620
750 0,1627 0, 8520
1000 0, 1590 0, 8560
1250 0, 1592 0, 8560
1500 0, 1547 0, 8527
1750 0, 1594 0,8474
2000 0, 1585 0, 8490
2250 0,1573 0, 8493
2500 0, 1552 0, 8492
2750 0, 1545 0, 8487
3000 0,1517 0, 8497
3250 0, 1505 0, 8495
3500 0, 1506 0, 8469
3750 0, 1489 0, 8464
4000 0, 1489 0,8475
4250 0, 1489 0, 8459
4500 0, 1489 0,8451
4750 0, 1489 0,8453
5000 0, 1489 0, 8458

Fonte — do autor (2020)
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4.6 Exemplo com lancamento de quatro moedas honestas

Suponha o lancamento de 4 moedas honestas (equilibradas), isto é, moedas cujas
probabilidades de ocorrer cara é 0,50 (50%) e de ocorrer coroa é, obviamente, 0,50 (50%).

Os eventos cara e coroa sao denominados de eventos equiprovaveis.

Figura 14 — Ilustracao de quatro moedas

O espaco amostral deste experimento aleatério é composto por 16 pontos amostrais:

O (ccee)  (ccck)  (ecke)  (cckk) (ckee) (ckek) (ckke) (ckkk)
(keee) (keck) (kcke) (kckk) (kkce) (kkck) (kkke) (kkkk)

Considere X uma Varidvel aleatéria discreta (v.a.d) que conta o nimero de caras
obtidas neste experimento aleatorio. Entao os possiveis valores que X pode assumir é
X =0,1,2,3,4, conforme a Figura 15.

Figura 15 — Espaco amostral do experimento aleatério

Q= < (kccc)

(kk c k) X : numero de caras
(kkkc)
(kkkk) X=0,1,2,3,4.

Fonte — do autor (2020)
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Observe que cada parte do espago amostral €2 deste experimento aleatorio esta

associado a um dos cinco pontos da reta. Desta forma temos a seguinte distribuicao de

probabilidades:
P(X =0)=1/16;
P (X =1)=4/16;
P (X =2)=6/16;
P(X =3)=4/16;
P(X =4)=1/16

Note que cada probabilidade esta no intervalo [0, 1] e a soma de todas as probabilidades

vale 1.

A esperanga matematica de uma Variavel aleatéria discreta é definida como:

E(X)=YkP(X =k).

A esperanca matematica pode ser interpretada como a média dos resultados de
um experimento aleatério, quando este é realizado muitas vezes. Em nosso exemplo do

lancamento das 4 moedas temos:

E(X) = OP(X=0)+1P(X =1)+2P (X =2)+3P (X = 3) +4P (X = 4)

1 4 6 4 1
= OXT6+1XT6+2XT6+3XT6+4XT6
>
16

E(X) = 2 caras.

Interpretacao: Neste exemplo esperamos 2 caras, isto é, ao repetir este experimento

aleatorio muitas vezes, a média a longo prazo dos resultados obtidos é de 2 caras.

Apresentaremos esse resultado geometricamente, através de graficos, para facilitar a
visualizagdo do estudante (Figuras 17a—17h). A priori, vamos produzir a distribui¢ao de

probabilidade, para em seguida produzir e analisar o conjunto de graficos.

1. Na tela inicial do Ezcel (Figura 6), na guia Dados, no subgrupo Andlise, selecionar
Andlise de Dados.

2. Em seguida no menu Andlise de Dados (Figura 7), escolher a opcao Geragdio de

Numero Aleatdrio.
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3. Na tela Geragao de Numero Aleatério (Figura 16), configurar como:

e Numero de variaveis: /

Numero de nimeros aleatoérios: 5000

Distribuicao: Bernoull:

Valor p: 0,50
Semente Aleatéria: 2020

Figura 16 — Configuracao de Numero Aleatorio, 4 variaveis; p = 0, 50

'q B
Geragdo de namero aleatério Liléj
Nimero de varidveis: 4 @
Nimero de nimeros aleatdrios: | 5000
Distribuico: Bernoulli E

Parametros
Valorp=|0,5
Semente aleatdria: 2020
Opcdes de saida
() Intervalo de saida: 23]
© Nova planilha:
() Nova pasta de trabalho

Fonte — do autor (2020)

A seguir apresentamos oito graficos que sao resultados dessa simulacao realizada no
FExcel. As Figuras 17a—17h foram obtidos definindo a quantidade de vezes que o experimento
foi repetido (k).

A partir de £ = 300 (Figura 17d) ja fica clara a convergéncia do ntiimero médio de

caras observadas para o valor da esperanca matematica calculada anteriormente que é 2.
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Figura 17 — Simulacao do lancamento de quatro moedas honestas

(a) k=10 (b) k=50

Nimero médio de caras observadas
N

Numero médio de caras observadas
N

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 10 20 30 40 50

Nimero de lancamentos das quatro moedas honestas Numero de lancamentos das quatro moedas honestas

(c) k =100 (d) k=300

Nimero médio de caras observadas
Nimero médio de caras observadas

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 50 100 150 200 250 300

Nimero de lancamentos das quatro moedas honestas Nimero de lancamentos das quatro moedas honestas

(e) k =500 (£) k = 1000

2 r\V‘/‘M

Nimero médio de caras observadas
Ntimero médio de caras observadas

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Nimero de langamentos das quatro moedas honestas Nimero de lancamentos das quatro moedas honestas

(g) k = 2000 (h) k = 5000

¥

Nimero médio de caras observadas
[N}

Numero médio de caras observadas
N

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Niimero de lancamentos das quatro moedas honestas Nimero de langamentos das quatro moedas honestas

Fonte — do autor (2020)
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4.7 Exemplo com lancamento de dois dados nao viciados

Suponha que, em um determinado jogo, o apostador faz o lancamento de dois dados
independentes e equilibrados (dados de seis lados numerados). Definamos como S a varidvel
aleatéria discreta que denota a soma das duas faces voltadas para cima, conforme a figura

a seguir:

Figura 18 — Ilustracao de dois dados equilibrados de seis lados

0™ ~

“..‘\ p—

o, ® 00 ¢
ee ¢
oo

a) Determine a distribui¢do de probabilidades de S.
b) Encontre a esperanga de S.
¢) Encontre a Variancia e o desvio-padrao de S.
Resolucao do item a: Neste exemplo de aplicagao, para determinarmos a distribui-

¢ao de probabilidades de S, é necessario encontrarmos o espago amostral deste experimento

aleatério que é dado por:

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
0— (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

Portanto, a soma S das duas faces voltadas para cima é uma v.a.d que assume oS

seguintes valores:

S =2345,6,7,8,9,10,11,12

Dessa maneira, a distribuicao de probabilidades de S é dada por:

P(S=2)=1/36 ; P(S=6)=5/36 : P(S=10)=3/36
P(S=3)=2/36 ; P(S=17)=6/36 : P(S=11)=2/36
P(S=4)=3/36 ; P(5=8)=5/36 : P(S=12)=1/36
P(S=5)=4/36 ; P(S=09)=4/36
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Resolucao do item b: Uma vez determinada a distribuicao de S a sua esperanca

matematica é dada por:

E(S) = fjkp(szk)

9P (S=2)+3P(S=3)+4P(S=4) 4+ +12P (5 = 12)

1 9 3 4 5 6 5 4
X X AX X X T 48X 2 40X —
X3 T3 T e TP e T g T (N3 T 36 Y X 56
3 9 1
10% > 411 % = +12 x —
T A0X g X e 12X o
_ 256
36
E(S) = T.

Resolucao do item c: Para encontrarmos a variancia de S, é necessario encontrar

primeiramente a esperanca do segundo momento de S.

12
2 _ 2 _
E(S%) = kz_:sz(S_k)
= 22P(S=2)+3*P(S=3)+4*P(S=4)+---+12°P (S =12)
1 2 3 4 5 6 5 4
= 44X —49X —4+16X —4+25Xx —4+36x —+49%x —+64 X — 481 x —

36 36 36 36 36 36 36 36
3 2 1
1 — 4121 x — + 144 x —
+ 00><36+ ><36+ ><36
1974
36

329

B(s?) = 3

Por sua vez, sabemos que a variancia de S é a diferenga entre a esperanca do segundo

momento e o quadrado da esperanca do primeiro momento de .5, isto é:

Var(S) = E(S%) - [E(S)

329
= == _7?
6
35

O desvio-padrao, por sua vez, é a raiz quadrada da variancia de S, ou seja:
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o(S) = Var(S

B /35
~ Ve

L4153,

Q

2!
I
)

A seguir apresentamos os resultados da simulagao grafica que ilustra esse experi-
mento aleatério (Figuras 20a—20h). Para essa construcgao grafica, inicialmente faremos
a distribuicao de dos valores de probabilidade, produziremos os dados do experimento

aleatorio para 5000 réplicas (k = 5000), como segue:

1. Na tela inicial do Ezcel (Figura 6), na guia Dados, no subgrupo Andlise, selecionar
Analise de Dados.

2. Em seguida no menu Andlise de Dados (Figura 7), escolher a opcao Geragdio de

Numero Aleatdrio.

3. Na tela Geragao de Numero Aleatério (Figura 19), configurar como:

e Numero de varidveis: 2

Numero de nimeros aleatoérios: 5000

Distribuicao: Uniforme

Parametros: 1 e 6

Semente Aleatéria: 2020
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Figura 19 — Configuragdo de Nuimero Aleatério, 2 variaveis; parametros 1 e 6

| Geracio de nimero aleatério ? X
Ndamero de varidveis: 2
Numero de nimeros aleatdrio 5000 Cancelar
Distribuicao: Uniforme v Ajuda
Parametros

Entre 1 E gl
Semente aleatdria: 2020
Opcdes de saida
O Intervalo de saida: *
(® Nova planilha:
(O Nova pasta de trabalho

Fonte — do autor (2020)

Com os valores de probabilidade para cada valor de k especificado na metodologia
do trabalho, sdo construidos os oito graficos (Figuras 20a—20h), ilustrando mais uma vez
a convergéncia garantida pela Lei dos Grandes nimeros. Observe que para k = 500 a

convergéncia ja se apresenta bem definida.
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Figura 20 — Simulacao do lancamento de dois dados nao viciados
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Fonte — do autor (2020)
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4.8 Aplicacao em empresas seguradoras de veiculos

Suponha que a geréncia de uma grande empresa de seguros automobilisticos afirme
que o numero anual X de sinistros para cada automoével segurado varia de 0 a 10. De
acordo com a base de dados historicos de ocorréncias desta empresa, a propor¢ao de
veiculos segurados para cada quantidade de sinistros observados esta descrita conforme a
Tabela 2.

Tabela 2 — Base de dados historicos

Numero anual de Numero de sinistros
sinistros por cliente Proporcao de clientes multiplicado pela

segurado proporcao de clientes

0 0,50 (50%) 0,00

1 0,15 (15%) 0,15

2 0,10 (10%) 0,20

3 0,05 (5%) 0,15

4 0,05 (5%) 0,20

) 0,04 (4%) 0,20

6 0,04 (4%) 0,24

7 0,03 (3%) 0,21

8 0,02 (2%) 0,16

9 0,01 (1%) 0,09

10 0,01 (1%) 0,10

Total 1,00 (100%) 1,70

Fonte — do autor (2020)

De acordo com Tabela 2, a média ponderada do ntimero de sinistros nada mais é

que a esperanca matematica da variavel aleatéria X, isto é,
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E(X) = ikP(X:k’)

— OP(X =0)+1P(X = 1)+ 2P (X =2) + 3P (X = 3) + 4P (X = 4) + 5P (X = 5)

+ 6P (X =6)+TP(X =T7)+8P (X =8)+9P (X =9) + 10P (X = 10)
— 0x0,504+1x0,15+2x0,1043x0,05+4 x 0,05+ 5 x 0,04+ 6 x 0,04
+ 7x0,0348x0,02+9x 0,01 410 x 0,01

FE(X) 1,70 sinistro anual.

Interpretacgao: O nimero anual esperado (ou nimero médio) de sinistro por veiculo
segurado nesta empresa é de 1,7. Em outras palavras, se considerarmos os milhares de
veiculos segurados e contarmos a quantidade de sinistros de cada um, e calcularmos a

média, obteremos um valor igual a 1, 7.

Para ilustrar numericamente, se essa empresa tem 10.000 veiculos segurados, entao

espera-se 17.000 ocorréncias anuais de sinistros.

A varidncia do nimero de sinistros sob o enfoque das varidveis aleatérias, por sua vez,
¢ dada pela diferenca entre a esperanca do segundo momento e o quadrado da esperanca

do primeiro momento, isto é,

E(X?) = f; 2P (X = k)

CPP(X=0)+1°P(X=1)+2°P(X =2)+ 3P (X =3)+4°P (X =4) + 5*°P (X =

+ 6*P(X =6)+TP(X=7)+8P(X=8)+9°P(X =9)+10°P (X = 10)
= 0x0,00+1x0,154+4x0,10+9x0,054+16 x0,05+25x 0,04+ 36 x 0,04
+ 49 x 0,03 + 64 x 0,02 + 81 x 0,01 + 100 x 0,01

E (XQ) = 8,80 sinistro®.

Var (X) = BE(X?) - [E(X)?
= 8,80 —1,70°
Var (X) = 5,91 sinistro.

A Tabela 3 apresenta a convergéncia numérica do nimero médio de sinistros a medida

que aumenta-se o numero de veiculos segurados.

Fica claro que a medida que aumentamos o nimero de veiculos segurados o niimero
médio anual de sinistros converge para 1,7. O calculo teérico desse valor que equaciona a

situagao problema ilustrado na convergéncia numérica pode ser trabalhado especialmente
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Tabela 3 — Convergéncia numérica do nimero médio de sinistros a medida que aumenta-se
o nimero de vedculos segurados

Ntimero de veiculos

Nutimero médio anual de

segurados sinistros
1 2,0000
2 2, 5000
3 2,3333
4 1,7500
D 1,4000
6 2,1667
7 1,8571
8 1,6250
9 1, 5556
10 1,4000
20 1,1500
30 0,9333
40 0, 9000
50 1,3000
60 1,2167
70 1,2429
80 1,2750
90 1,2556
100 1, 2400
200 1, 3600
300 1,4867
400 1,5825
500 1,6440
600 1,6500
700 1,6571
800 1,6438
900 1,6467
1000 1,6590
1250 1,6776
1500 1,6613
1750 1,6400
2000 1,6275
2250 1,6169
2500 1,6308
2750 1,6342
3000 1,6303
3250 1,6400
3500 1,6457
3750 1,6515
4000 1,6418
4250 1,6482
4500 1,6387
4750 1,6373
5000 1,6546

Fonte — do autor (2020)
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sobre dois enfoques: enfoque da média ponderada e enfoque a esperanca matematica da

varidvel aleatoéria discreta.

Caso se deseje trabalhar a abordagem da questao fazendo uso da média ponderada,
entao é possivel utilizar esse exemplo no ensino fundamental, visto que o aluno comeca a

conhecer conceitos basicos de estatistica descritiva.

Noutra possibilidade que é o enfoque das variaveis aleatorias discretas e calculo da
esperanca matematica, pode-se apresentar a situagao problema no contexto do ensino
meédio e até em niveis introdutérios da disciplina de estatistica e probabilidade em nivel

superior.

A seguir, no intuito de facilitar a visualizacao da convergéncia, apresentamos os

resultados graficos das simulagoes que foram realizadas (Figuras 23a—23h).

Como este experimento trata-se de uma média ponderada, a simulagdo nao pode ser
efetuada com o recurso geragdo de nimero aleatorio. Para gerar os dados que usaremos na
producao dos graficos, os quais reproduzirdao o experimento aleatério, para os oito valores

distintos de k, usaremos o recurso de amostragem. Faremos para k = 5000:

1. Na tela inicial do Ezcel (Figura 6), na guia Dados, no subgrupo Andlise, selecionar
Analise de Dados.

2. Em seguida no menu Andlise de Dados (Figura 21), escolher a opgao Amostragem.

Figura 21 — Ferramentas de Andlise

-
An3lise de dados

Ferramentas de analise ¢

Teste-F: duas amostras para variancas A

Anélise de Fourier Cancelar
Histograma

Média movel

Ajuda

vikg

Geracao de nimero aleatdrio
Ordem e percentil
Regressdo

m

: duas amostras em par para médias
Teste-T: duas amostras presumindo varidncias equivalentes ~

Fonte — do autor (2020)
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3. Na tela de amostragem (Figura 22), selecionar em intervalo de entrada o valor de k —
para cada grafico.

Figura 22 — Amostragem

7

Amostragem

Entrada
Intervalo de entrada: R

[7] rétulos celor

1

Método de amostragem Ajuda
(@) Periddico

Periodo: |
() Aleatdrio

NUmero de amostras: 10

Opcdes de saida
@ Intervalo de saida: 3

Rl

() Nova planilha:

(") Nova pasta de trabalho

Fonte — do autor (2020)

As Figuras 23a—23h mostram que para um pequeno numero de réplicas do experimento
aleatorio, o nimero médio anual de sinistros apresenta certa variabilidade em torno do
valor tedrico, no entanto, como afirma a Lei dos Grandes Niuimeros, a medida que se
aumenta a quantidade de vezes em que se repete o experimento, os graficos ilustram
claramente uma convergéncia do valor médio anual de sinistros para 1,7 que é valor da

esperanca matematica ou média ponderada calculada anteriormente.
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Figura 23 — Simulacdo da média anual de sinistros por clientes segurados
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Figura 24 — Simulagdo da média anual de sinistros por clientes segurados e variabilidade
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Com o objetivo de tornar ainda mais inteligivel esta situagao problema, adicional-
mente, produzimos a Figura 24 que, além de mostrar a convergéncia para o valor de 1,7
(esperanca matemadtica) a medida que se aumenta o nimero de clientes segurados — ilustra
também a variabilidade no niimero médio anual de sinistros para cada veiculo, sendo cada
pontinho verde exposto no grafico, representante da quantidade de sinistros para cada

veiculo. Para a produgdo do grafico foi usado o caso k = 1000 clientes.

Com ajuda da Figura 24 fica facil visualizar a variabilidade em torno da esperanga
matematica. Ademais, percebe-se inicialmente que muitos veiculos nao sofrem sinistros e
que poucos veiculos sofrem dez sinistros anuais; e percebemos a convergéncia ja mostrada

para 1,7.

Pensando na aprendizagem do estudante do ensino basico, o grafico torna as infor-
magoOes mais acessiveis e facilita a visualizacao da convergéncia para o valor da esperanca
matematica, conforme se aumentam o nimero de clientes segurados, reforcando assim o

seu entendimento do conceito da Lei dos Grandes Ntumeros.
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4.9 Exemplo de aplicacao com o peso dos estudantes de uma Uni-

versidade

Suponha uma Universidade com N = 5000 estudantes. Para a geracao dos dados

consideramos os passos a seguir do Fxcel.

1. Na tela inicial do Ezcel (Figura 6), na guia Dados, no subgrupo Andlise, selecionar
Analise de Dados.

2. Em seguida no menu Andlise de Dados (Figura 7), escolher a opcao Geragdio de

Numero Aleatorio.
3. Na janela Geragdo de nimero aleatorio (Figura 25), configurar como:

Numero de variaveis: 1

Numero de nimeros aleatorios: 5000

Distribuicao: Normal

Média: 65

Desvio padrao: 9

Figura 25 — Configuracao de ntimero aleatério com distribuigdo normal, média 65 e
desvio padrao 9
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Fonte — do autor (2020)

4. Um recorte dos nimeros (pesos) aleatérios gerados com as caracteristicas configuradas

pode ser visto na Tabela 4.
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Tabela 4 — Recorte dos niimeros (pesos) aleatérios gerados com média 65 e desvio padrao

9
estudante Peso estudante Peso estudante Peso estudante Peso

rado rado rado erado
1 70,144 41 70,865 81 58,156 121 55,337
2 65,027 42 65,701 82 67,626 122 62,381
3 66,997 43 60,649 83 59,059 123 71,431
4 68,253 44 66,800 84 75,408 124 69,922
5 54,741 45 59,203 85 79,145 125 78,399
6 64,430 46 61,128 86 72,261 126 70,119
7 59,851 47 68,342 87 53,342 127 67,183
8 88,415 48 83,121 88 55,906 128 81,812
9 74,994 49 52,552 89 78,114 129 56,722
10 64,310 50 58,510 90 67,335 130 78,807
11 72,684 51 65,595 91 67,805 131 75,078
12 64,919 52 64,013 92 76,251 132 74,036
13 64,214 53 67,867 93 56,880 133 80,310
14 65,409 54 68,305 94 57,345 134 42,631
15 69,019 55 60,694 95 63,201 135 69,744
16 57,362 56 70,058 96 70,401 136 65,413
17 62,106 57 83,291 97 51,945 137 65,797
18 78,490 58 57,561 98 56,806 138 51,229
19 64,096 59 72,013 99 52,845 139 59,921
20 62,085 60 73,101 100 54,690 140 51,708
21 61,077 61 60,936 101 75,765 141 58,681
22 60,946 62 70,273 102 50,468 142 44,997
23 61,395 63 84,173 103 66,060 143 71,947
24 79,330 64 69,348 104 66,563 144 77,084
25 69,618 65 54,016 105 82,997 145 69,604
26 70,812 66 70,794 106 75,458 146 76,839
27 61,361 67 54,893 107 68,642 147 72,306
28 77,567 68 68,217 108 72,969 148 63,676
29 71,665 69 48,216 109 66,351 149 64,983
30 72,579 70 70,261 110 53,228 . o
31 64,786 71 69,844 111 62,844 4991 66,950
32 83,084 72 56,133 112 64,181 4992 58,439
33 68,540 73 61,669 113 67,402 4993 51,062
34 59,774 74 57,057 114 75,971 4994 55,500
35 70,934 75 67,682 115 63,683 4995 50,822
36 75,758 76 66,055 116 64,805 4996 69,985
37 68,325 77 67,779 117 80,416 4997 63,231
38 45,494 78 72,134 118 87,853 4998 59,514
39 76,788 79 69,525 119 59,079 4999 59,989
40 74,624 80 66,663 120 73,376 5000 64,649

Fonte — do autor (2020)
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O histograma ilustrado na Figura 26 apresenta a populacao gerada com a frequéncia

do peso dos 5000 estudantes.

Figura 26 — Histograma de frequéncias dos pesos dos 5000 estudantes desta Universidade
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Para ilustrar a Lei dos Grandes Numeros, segue a produgao de dados e geracao do
conjunto de oito graficos (Figuras 27a—27h), buscando demonstrar a convergéncia da média
amostral para 65, & medida que aumentamos o tamanho da amostra. Observe que para
kE =500 (Figura 27e) j4 se comega a notar a convergéncia; para k = 1000 (Figura 27f) a

convergéncia apresenta-se clara.
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Figura 27 — Universidade
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A Figura 28 ilustra usando o caso k = 1000 estudantes, o peso médio de cada um
deles (pontos verdes), além da convergéncia numérica para o valor da média amostral a

medida que se aumenta a quantidade de estudantes.

Figura 28 — Ilustragao dos pesos de 1000 estudantes desta Universidade bem como a
convergéncia numérica para o peso médio esperado 65 kg
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Fonte — do autor (2020)

Com o intuito de deixar ainda mais clara a convergéncia garantida pela LGN.
Supomos seis processos de amostragem, cada processo com tamanho de amostra diferente,
mas todas supondo 200 amostras. O processo de amostragem segue a seguinte ordem:

1. 200 amostras de tamanho n = 2
2. 200 amostras de tamanho n =5
3. 200 amostras de tamanho n = 10
4. 200 amostra de tamanho n = 15
5. 200 amostras de tamanho n = 20
6. 200 amostras de tamanho n = 30

A Figuras 29a—29f ilustram os histogramas indicando o peso médio das 200 amostras

de acordo com a quantidade de amostras. Fica claro que a variabilidade vai diminuindo

e o histograma vai ficando centrado em 65 kg a medida que aumentamos o tamanho da

amostra, como garante a Lei dos Grandes Nimeros.
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Figura 29 — Histogramas
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(e) 200 amostras de tamanho n = 20
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5 Consideracoes finais

O desenvolvimento do presente estudo apresentou uma proposta grafica para facilitar
a compreensao da Lei dos Grandes Niimeros, importante teorema que sustenta a concepgao
de probabilidade, aqui enfocada dentro do contexto do ensino basico. Pensando nesse
publico e com objetivo de garantir maior acessibilidade e simplicidade no manuseio da
ferramenta computacional, foi utilizado o software Excel para realizar as simulagoes
dos experimentos aleatérios e produzir o conjunto de graficos que buscaram ilustrou a

convergéncia garantida pelo teorema.

A primeira simulag¢ao apresentada na secao 4.2, referente ao lancamento de uma
moeda honesta, é um exemplo bastante eficiente para uma compreensao inicial, visto
que pela sua simplicidade, geralmente é o primeiro exemplo que o professor do ensino
basico passa para seus alunos com intuito de demonstrar o conceito e calculo do valor
representante da probabilidade de um evento dentro de um espaco amostral equiprovavel.
A convergéncia grafica traz ao aluno a compreensao que, embora conheca o valor tedrico
da probabilidade de um evento, na pratica, para um nimero pequenos de observagoes,
possivelmente nao se obtenha esse valor, mas que ao continuar a repetir o experimento, a

frequéncia relativa do evento analisado tende a se aproximar desse valor.

A segunda, terceira e quarta simulagdo (secoes 4.3, 4.4 e 4.5 respectivamente)
envolvendo moedas viciadas também ilustram esse entendimento e de igual modo, os
graficos apresentados facilitam o entendimento da convergéncia e consequente aplicacao

da Lei dos Grandes Numeros.

A quinta simulagao (se¢ao 4.6) envolvendo o langamento de quatro moedas honestas,
a sexta simulagao (sec¢ao 4.7) envolvendo o langamento de dois dados nao viciados e a sétima
simulacao (segdo 4.8) que mostra uma aplicagdo da LGN para uma empresa seguradora
de veiculos, ficam perfeitamente ilustradas através do conjunto de graficos que foram
produzidos o que facilita bastante o entendimento das convergéncias. E relevante destacar
que, a analise algébrica das trés situacoes sao apresentadas no contexto do ensino basico,
sendo possivel aborda-las sobre dois vieses, em particular se o publico forem alunos do
ensino fundamental, a parte tedrica do contetido fica claro com uso da média ponderada, se
ensino médio ¢ possivel usar o conceito de esperanca matematica. Para ambos os publicos

destacadas a metodologia grafica mostra-se eficaz.

A oitava simulac¢ao na secao 4.9 que traz um exemplo dos pesos de 5000 estudantes
de uma Universidade, cuja média é 65 kg, é um exemplo pratico que ajuda o estudante
da escola béasica a visualizar a convergéncia garantida pela LGN, sendo nesse exemplo

mostrada graficamente também por Histogramas, que é uma abordagem bem didética.
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Este trabalho contribui para o aperfeicoamento do processo de ensino aprendizagem
dos alunos do ensino basico, dando mais uma opc¢ao de estratégia metodolégica ao professor
que leciona a disciplina de matematica para esse nivel. A visualizagado geométrica por
meio de graficos apresenta-se eficiente para a compreensao de alguns contetdos por parte
do alunado. Espera-se que com isso os alunos sintam interesse e vontade em aprender o

conteudo.

Como nao houve uma aplicagao in loco, fica como sugestao para futuros trabalhos
realizar a producgao aqui proposta dentro de uma sala de aula do ensino béasico e pela
facilidade do uso do Fzxcel é possivel também que os proprios alunos, auxiliados pelo

professor, realizem as simulacoes.
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