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RESUMO

AFONSECA, Claudio H. Probabilidades do jogo war Il. 2020. 162f. Dissertacao
(Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT) — Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro,
2020.

E notavel a importancia das diversas técnicas de contagem e da analise de
dados no mundo atual e, por esse motivo, os estudantes sdo cada vez mais cobrados
a estudar e compreender os assuntos de Analise Combinatéria e Teoria das
Probabilidades. Ndo ha nenhum concurso de nivel médio, o proprio ENEM, que nado
apresente pelo menos uma questdo de cada um desses topicos. Os jogos ludicos
envolvendo a Educacdo Matematica, de certa forma, vém estimulando os alunos a se
inteirarem de varios conhecimentos tratados nas instituicdes de ensino e no mercado
de trabalho. Essa dissertacéo possui como principal objetivo utilizar o jogo War Il, que
foi inspirado na Segunda Guerra Mundial, para tratar desses assuntos e mais,
construir novas técnicas de contagem, para permitir um amplo conhecimento de um
assunto tdo importante e complicado tratado com tanta énfase nos dias atuais. De
certa forma trata-se de uma Pesquisa de Campo, envolvendo alunos do Colégio Militar
do Rio de Janeiro, cursando o segundo ano do Ensino Médio, que ir& tratar de forma
lidica o estudo das probabilidades e alguns conceitos de analise combinatéria atraves
do jogo de tabuleiro War Il. Com o objetivo de descrever e analisar o processo de
construcdo de conceitos associados a probabilidade por alunos do 2° ano do Ensino
Médio quando vivenciam situacdes problemas no contexto do jogo War Il. Na verdade,
tudo é baseado nas possibilidades existentes no lancamento simultaneo de um, dois
ou trés dados. Assim, serdo abordados conceitos, tais como, espaco amostral, evento
aleatério, (CF), permutacBes simples, permutacdes com elementos nem todos
distintos, combinagfes simples, entre outros. Porém de forma divertida através das
possiveis batalhas contextualizadas no tabuleiro do jogo.

Palavras-chave: Educacdo Matemética, Andlise Combinatoria, Probabilidade, Jogos
Ludicos, War Il.



ABSTRACT

AFONSECA, Claudio H. War Il game probability. 2020. 162f. Dissertacdo (Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT) — Instituto de Matematica
e Estatistica, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2020.

The importance of several counting techniques in the present days is
remarkable. Therefore, students are increasingly required to study and understand
Combinatorial Analysis and Probability Theory. There is no high school contest —
including ENEM - that does not present at least one question from each
aforementioned topic. The ludic games concerning Mathematical Education comes, in
a way, stimulating students to learn about different knowledges taught in educational
institutions and in the job market. This dissertation primarily aims at using the famous
card/board game “War II”, that is inspired on events from Second World War, to deal
with such issues, and more, to build new counting techniques, allowing a wide
acknowledgment of such complex and important subject, so important and
complicated, emphatically dealt with nowadays. It is somewhat a field research,
engaging Brazilian Army’s Military School's second year high school students, from the
city of Rio de Janeiro, that will approach the study of probability and some concepts of
Combinatorial Analysis in a playful way, through the card/board game “War II7
intending to enable those high school student at describing and analyzing the building
process of concepts associated with Probability while they experience problematic
situations related to the context of that card/board game. Actually, everything is based
on the possibilities within the simultaneous rolling of one, two or three dices. Therefore,
concepts such as sample space, random event, favorable cases, simple permutations,
permutations with not all distinct elements, simple combinations, among others, will be
approached. Nonetheless, in a joyful way through the possible battles contextualized
in the card/board game.

Keywords: Education of Mathematical, Combinatorial Analysis, Probability, Ludic

Games, War Il.
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INTRODUCAO

Duas guerras de amplitudes mundiais ocorreram no século XX no nosso
planeta. A empresa Grow Ltda. materializou esses dois episédios em jogos de
tabuleiros. A Primeira e a Segunda Guerras Mundiais. A contextualizagdo ganhou
emocao com simulacdes de batalhas entre os jogadores participantes do jogo e a
disputa é feita através de lancamentos de dados. Quem tiver mais sorte e conseguir
0 maior numero nos dados vence a disputa.

Os jogos de dados estdo presentes em nossa sociedade ha miléniost. As
pessoas disputam a sorte em diversos tipos de jogos que usam dados. O lancamento
de dados caracteriza um evento aleatério, no qual conhecemos todas as
possibilidades, mas nunca teremos certeza do que vai ocorrer. A maioria dos jogos
ditos de azar usam o conceito de evento aleatério e o estudo das probabilidades.

Por sua vez o estudo das probabilidades em carater cientifico foi iniciado no
século XV com sua definicdo proposta por Cardano e praticamente toda a teoria
desenvolvida por Fermat e Pascal, através de cartas trocadas entre 0S mesmos no
século XVI.

Atualmente, com o advento da Informatica, o tratamento de dados e os diversos
métodos numeéricos processados computacionalmente, as técnicas de contagens, tais
como Teoria da Analise Combinatéria e as Sequéncias Numéricas, tornam-se
extremamente importantes no meio académico atual. Por isso, a cobranga implacéavel
de tais assuntos, inclui-se ai o Estudo das Probabilidades, em todos os concursos
gue exigem como pré-requisito minimo o Ensino Médio ou simplesmente o Ensino
Fundamental. O principal motivo da escolha desse tema foi, sem davida, a enorme
dificuldade dos alunos em compreender tais assuntos complicados e importantes,
entretanto, sendo estudados através de uma forma ludica, utilizando o jogo de

tabuleiro War Il, mais precisamente, o langcamento de dados.

1 “Segundo a prépria tradicdo grega, eles teriam sido inventados por Palamedes, companheiro do heroi
Agamenon”. Informac&o obtida no site da REVISTA SUPER INTERESSNTE secdo Mundo Estranho,
com o titulo de: “Qual é a origem do jogo de dados?”. Por Redagdo Mundo Estranho - Atualizado em 4
jul 2018, 20h1.

Disponivel em: <https://super.abril.com.br/mundo-estranho/qual-e-a-origem-do-jogo-de-dados/>.
Acessado em: 15 jul. 2020.



https://super.abril.com.br/mundo-estranho/qual-e-a-origem-do-jogo-de-dados/
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E notavel a importancia e a aplicacdo dos conceitos de Probabilidade e Anélise
Combinatéria no mundo atual. Com o0 aumento crescente da tecnologia tais
conhecimentos se tornam mais que necessarios e indispensaveis. Vamos citar dois
exemplos classicos dessas aplicacfes: Matematica Atuarial que envolve o calculo
do risco e de pagamentos de seguros para uma populagdo que nao para de crescer
mundialmente, sendo um tema muito importante para as indiscutiveis reformas
previdenciarias; e, dando um salto enorme, os principios das probabilidades estao
presentes na Teoria da Fisica Quantica.

Dentre outras aplicagbes n&o menos importantes que as citadas acima, esse
trabalho pretende desenvolver a Teoria das Probabilidades aplicada aos “jogos de
azar’, mais precisamente a disputa de langcamentos de dados, imprescindivel para
disputarmos partidas do jogo de tabuleiro War Il. Tal jogo prevé a utilizacao de dados
especificos para defesa antiaérea e ataques aéreos com 0 uso de avibes
bombardeiros. Também s&o utilizados dados mais comuns, numerados de um a seis,
para as disputas de territorios, podendo ser empregados de um a trés dados para
ATAQUE e DEFESA, totalizando nove situa¢cdes que serdo pormenorizadas ao longo

do desenvolvimento dessa dissertagao.

Objetivos

Este trabalho possui como principal objetivo descrever e analisar 0 processo
de construcdo de conceitos associados a Probabilidade por alunos do 2° ano do
Ensino Médio quando vivenciam situacdes problemas no contexto do jogo War Il.

Os objetivos secundarios a serem considerados sao: relatar as experiéncias
observadas, aprofundar o conhecimento em Analise Combinatoria, Probabilidade e
novas técnicas de contagens. Além de se prepararem para os desafios futuros que os

alunos enfrentardo, tais como provas de concursos, entre outros.
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Motivacao

Devido a enorme dificuldade do corpo discente e exigéncia implacavel nas
provas e nos concursos sobre o assunto em questdo — Andlise Combinatoria e
Probabilidade — o trabalho proposto pretende desenvolver uma melhor compreensao
sobre os temas matematicos a serem observados fazendo com que o aluno obtenha

melhor aprendizado.

Justificativa

Propiciar um ambiente de estudo mais agradavel para o aluno, a fim de
incentiva-lo a buscar, através do ladico, o conhecimento matematico, principalmente
as diversas técnicas de contagem, que como ja foi apresentado, tais conteldos séo
cobrados com extrema frequéncia em provas e concursos, devido a sua larga

aplicabilidade num mundo cada vez mais informatizado.

Fundamentacédo Teolrica

Basicamente tal revisdo serd apresentada em trés partes. A primeira ira tratar
do objeto matematico em si, Analise Combinatéria e Teoria das Probabilidades. Para
o desenvolvimento de tais assuntos serdo estudados os livros escritos pelos autores
Morgado et al. (1991) e Bachx, Poppe e Tavares (1975). Para a realizacdo dessa
tarefa serdo utilizadas notagdes equivalente a dos autores desses livios e em
momentos oportunos algumas demonstracdes mateméticas serédo efetuadas.

A segunda parte constara de um breve historico de quando surgiu o registro
oficial do conceito de Probabilidade e como se deu a prodigiosa historia do
desenvolvimento quase que total da Teoria das Probabilidades. Para tal feito iremos
nos concentrar e basear em Boyer (1996) e no romance de Singh (2014). A dltima

parte ira tratar da utilizacdo do ladico através de jogos associados a Educacao
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Matematica. Nesse caso contaremos com a contribuicdo dos autores Cabral (1990),
Campos e Macedo (2011), Lima (1980) entre outros.

Metodologia

Para essa pesquisa estatistica qualitativa, reunimos alunos do Colégio Militar
do Rio de Janeiro, voluntarios, para participarem desse projeto. Realizamos dois
encontros semanais, por cinco semanas, totalizando dez encontros de duas horas de
duracédo cada, onde foram propostas as confec¢des de tabelas de probabilidades e a
realizacdo de pequenas tarefas, que foram chamadas de desafios, em que os alunos
puderam testar os conhecimentos adquiridos, relatando toda a atividade por escrito.

Além desse modelo, o corpo discente participante do projeto, foi observado pelo
aplicador por meio de diversos instrumentos, como por exemplo, através dos relatorios
escritos, ou pelas duvidas apresentadas ou perguntas verbalizadas, atitudes em sala

de aula, entre outros pontos viaveis.

Inicialmente, no Capitulo Um, faremos a apresentacdo do desenvolvimento
tedrico do objeto matematico em questdo — Analise Combinatéria e Probabilidade.
Nesse Capitulo discutiremos a base tedrica do assunto mateméatico em questao, a
Teoria das Probabilidades. Isso ndo exclui a Analise Combinatdria, que € base para o
estudo e também nao excluiremos a linguagem da Teoria dos Conjuntos. N&do ha a
intencdo de realizar demonstracfes profundas e complexas sobre tais temas, pois
ambos os livros escolhidos, Morgado et al. (1991) e Bachx, Poppe e Tavares (1975),
para tal empreitada, possuem uma profunda abordagem sobre o0s assuntos
mencionados. No entanto, serdo apresentadas todas as ferramentas matematicas
necessarias para o desenvolvimento dessa pesquisa, inclusive, nos casos
necessarios, pequenas demonstragdes simples e exemplos a fim de esclarecermos o
conteudo. Além disso iremos explorar alguns exemplos que fizeram parte da Historia
das Probabilidades

Na sequéncia, faremos uma breve abordagem historica sobre o

desenvolvimento da Teoria das Probabilidades. Comegando pela motivagéo inicial,
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que foi inspirada nos “jogos de azar”, passando pela sua inusitada axiomatizacéo e
enumerando suas diversas aplica¢cdes no ramo das ciéncias ao longo dos séculos.

Ja o Capitulo seguinte ira discutir a possibilidade de trabalhar paralelamente a
Educacdo Matematica com jogos ladicos. Para isso, iremos balizar o raciocinio sobre
uma linha “Piagetiana”. No Capitulo Quatro apresentaremos a descri¢ao do jogo “War
II”, todos os calculos possiveis envolvendo as probabilidades dos ganhos e das perdas
de ATAQUE e DEFESA, segundo as proprias regras do jogo. As probabilidades serdo
resumidas através de tabelas.

As intervencdes realizadas junto aos alunos participantes do projeto serao
detalhadas cronologicamente através desse modelo de estudo qualitativo, via
metodologia do projeto, pesquisa de campo e andlise dos dados

Por altimo, serdo apresentadas as consideracoes finais, com suas respectivas
conclusdes e sugestdes para futuros trabalhos académicos e experimentais em um

ambiente escolar.
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1 TEORIA DAS PROBABILIDADES

A Teoria das Probabilidades, extraordinariamente, teve sua motivacao inicial
nas davidas e curiosidades que envolviam “Jogos de Azar”. Cardano foi o primeiro
pensador a publicar, em 1526, a definicdo de probabilidade como raz&o entre casos
favoraveis (CF) e casos possiveis (CP). Entretanto, o inicio da moderna Teoria das
Probabilidades teve lugar em 1654, na Franca, inusitadamente através de trocas de
cartas entre Pascal e Fermat. Essa histéria serd minuciosamente esclarecida no
proximo capitulo, pois serdo necessarios alguns conceitos teoricos para melhor
compreensao dos fatos histéricos. Importante mencionar que essa teoria foi
paulatinamente encontrando aplica¢cdes em outras areas do conhecimento tais como,
a Matematica Atuarial, Biologia Genética, entre outros campos cientificos, inclusive na
construcdo da Teoria da Fisica Quantica, que rompeu a hegemonia da Fisica
Newtoniana, alterando seu paradigma, e abriu espacos para novas teorias.

Nesse capitulo, serdo expostas as notacdes e formulas mais relevantes, para
a realizacao desse trabalho, relacionadas ao estudo dos temas Analise Combinatoria
e Teoria das Probabilidades. A apresentacdo de Analise Combinatéria foi incluida
neste capitulo pois nas probabilidades que calcularemos, os conceitos fundamentais
de contagem serdo necessarios. Os principios, formulas e teoremas seréo
apresentados de maneira sequencial, de acordo com o livro didatico de Morgado et
al. (1991), e demostradas, quando necessério, baseado no livro escrito por Bachx,
Poppe e Tavares (1975). Sempre que possivel, as notacdes utilizadas serao
equivalentes as propostas pelos autores dos livros. Registramos que 0s conjuntos

considerados sempre sao conjuntos finitos.

1.1 Principio Multiplicativo (PM)

Se uma tarefa pode ser dividida em etapas independentes, o nimero total de
maneiras distintas para realiza-la é igual ao produto dos numeros das diferentes

escolhas para cada etapa. Por exemplo, um restaurante que monta pratos feitos tem
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as seguintes opc¢des: escolher um carboidrato dentre cinco, uma proteina dentre trés
e um acompanhamento dentre quatro alternativas. Portanto seu cliente possui 60

maneiras distintas de montar um prato. Vejamos na equacéao (1).

5x3%x4=60 (1)

Outro exemplo: quantos numeros de trés algarismos distintos podem ser
formados com os algarismos {0, 1, 2, 3,4, 5}? Resposta: Para primeira etapa, devemos
escolher um algarismo diferente de zero para ocupar o lugar das centenas, assim,
contamos com 5 escolhas; depois escolheremos um algarismo, diferente do escolhido
na primeira etapa, para ocupar o lugar das dezenas pode ser o zero, dessa forma
temos 5 escolhas; por ultimo, escolheremos o algarismo das unidades, diferente dos
outros dois ja escolhidos, restaram 4 escolhas. Total: 100 nUmeros possiveis. Como
mostra a equacéao (2), chamaremos de conjunto U, universo, o conjunto que contém

todos 0s nUmeros com essas caracteristicas.

n(U) = 5.5.4 = n(U) = 100 )

Notamos que ao comecarmos a escolha pelo algarismo das unidades, temos 6
escolhas. Assim: (i) se a escolha for o algarismo zero, entdo sobram 5 escolhas para
o algarismo das centenas; (ii) se a escolha for diferente de zero, teremos 4 escolhas.
Sédo dois caminhos distintos que proporcionam quantidades de escolhas diferentes
para o algarismo das centenas. Logo, se iniciarmos pela escolha do algarismo das
unidades ou, analogamente, das dezenas, o problema ndo apresenta solugéo, pois

isso causa interferéncia de decisdes.

1.2 Principio Aditivo (PAd)

Caso nao seja possivel aplicar o (PM) de forma direta, poderemos, entao, dividir
a tarefa em casos disjuntos, ou seja, em conjuntos cuja intersecao seja vazia. Assim,
podemos efetuar a contagem somando 0os numeros de elementos de cada um deles.

Por exemplo, quantos numeros pares de trés algarismos distintos podem ser formados
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com os algarismos {0, 1, 2, 3,4, 5}? Resposta: note que, se aplicarmos diretamente o
(PM), observaremos problemas de interferéncia de decisdes entre o algarismo das
centenas e das unidades. Pois: (i) escolhendo o algarismo zero para unidades,
teremos 5 escolhas para centenas; caso nédo escolha o zero para unidades, teremos
4 possibilidades para centenas; (i) seguindo outro caminho, teremos 0 mesmo
problema, de fato, escolhendo o algarismo 2 ou o0 4 para as centenas, restaréo 2
escolhas para as unidades, caso a escolha seja o algarismo 1, 3 ou 5 para as
centenas, sobraréo 3 escolhas para as unidades.

Dessa forma, teremos que dividir a tarefa em dois casos disjuntos. Um conjunto
[A] com os numeros que terminam com zero e outro [B] que terminam com 2 ou 4. O
conjunto [A] possui uma escolha para a unidade — o algarismo zero — e,
respectivamente, 5 e 4 quatro escolhas para centena e dezena, num total de 20
elementos. O conjunto (B) possui duas escolhas para unidade — os algarismos 2 ou 4,
assim 4 escolhas para as centenas — exceto o zero — e 4 para as dezenas, num total
de 32 elementos. Somando-se a quantidade de elementos do conjunto [A] com a
qguantidade de elementos do conjunto [B], teremos 52 elementos ao todo. Notamos
isso na equacdo (3). Observamos que (AN B = @) e (AU B = P), sendo (P) o conjunto

dos nameros pares procurados.

n(P) = n(A) +n(B) = n(P) = 1.54+ 244 =nP)=20+32=nP)=52 (3

1.3 Principio do Complementar (PC)

N&o sendo possivel aplicar o (PM) diretamente, outra opcao é calcular o total
de elementos do conjunto universo e retirar os elementos que estiverem fora do
padrao desejado. Dessa forma, irdo sobrar apenas os elementos no padrao desejado.
Por exemplo, vamos mais uma vez calcular a quantidade de nimeros pares com trés
algarismos distintos formados a partir dos algarismos {1, 2, 3, 4, 5}, tal qual o problema
anterior, s6 que desta vez usando outro principio.

Ja vimos, na equacao (2), que a quantidade total de nameros — conjunto
universo (U) — com trés algarismos distintos formados a partir dos algarismos citados

no paragrafo anterior é igual a 100.
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Calculando, por meio do (PM), a quantidade de numeros impares — conjunto (1)
— formados com os mesmos algarismos anteriores, temos: 3 escolhas para as
unidades — 1, 3, ou 5; 4 escolhas para centenas — exceto o zero e 0 algarismo
escolhido para as unidades — e 4 para as dezenas, num total de 48 elementos. Como

mostra a equacéo (4). Notamosque I cU; PcUePnlI=0).

n(l) = 3.4.4 = n(l) = 48 (4)

Caso se retire do conjunto universo os humeros impares, s restardo os pares,

vejamos na equacéo (5). Assim se d& o principio do complementar.
n(P) =n(U) —n{) = n(P) =100 — 48 = n(P) = 52 (5)

Usando teoria dos conjuntos, podemos mostrar que sempre € possivel, quando
ndo se consegue aplicar diretamente o (PM), usar o principio aditivo (PAd) ou o
principio do complementar (PC), pois, em alguns casos, 0 que muda é o grau de

dificuldades dos calculos.

1.4 Permutacao Simples

Dados n objetos distintos de quantas formas podemos ordena-los? Resposta:
para se ordenar n objetos distintos o nimero P de modos diferentes € dado na

eqguacao (6) a seguir:

P, =n! (6)

A demonstragdo é consequéncia imediata do (PM), Bachx, Poppe e Tavares
(1975, p.36). Observamos aqui um extraordinario destaque para a importancia da
ordenacdo dos objetos. Por exemplo, calcular de quantas maneiras diferentes
poderemos organizar uma fila com cinco pessoas. A resposta segue na equacao (7)

que coincide com o célculo da permutacdo de cinco elementos.

P; = 5! =54.3.2.1=120 (7)
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1.5 Combinacao Simples

O numero de subconjunto com p elementos que poderemos escolher de um
conjunto com n elementos distintos é dado pela combinacdo simples entre essas
guantidades, sem levar em consideracao a ordem dos objetos. Em outras palavras
Morgado et al. (1991, p.31), é o numero de subconjuntos com p elementos formados
a partir de um conjunto com n elementos. A formula da combinagdo simples também
pode ser representada na forma binomial®> e esta representada na equacéo (8), a

seguir. Observamos que € necessario considerar (p < n):

=) == ©

A demonstracdo dessa formula € simples e deriva do (PM) Bachx, Poppe e
Tavares (1975, p.54). De fato, pelo (PM), teremos, primeiramente n possibilidades de
escolhas, em seguida, (n — 1), e assim sucessivamente até a p-ésima posicdo com
(n—p+ 1) escolhas. Note que p elementos de um conjunto € uma escolha nédo
ordenada, entdo, se usarmos o (PM), teremos p! configuracbes repetidas, pois
somente as ordens de seus elementos serdo diferentes. Portanto, elucidado pela

equacao (9), teremos:

n-(n—l)-...-(n—p+1)x(n—p)!_ n! p:(n> ©)

p! (n—p)!_(n—p)!xzﬂ:c p

Podemos exemplificar esse conceito com o seguinte problema: a sorveteria da
esquina lancou uma promocao, na qual, se o cliente escolhesse trés sabores distintos
dos dez sabores disponiveis, 0 mesmo iria saborear trés bolas de sorvete pagando
apenas duas. De quantas formas diferentes o cliente poderia realizar essa escolha?
Resposta na equacédo (10) que traduz o fato de escolher trés objetos dentre dez

objetos distintos disponiveis.

2 (;l) |&é-se: binomial de n sobre p e possui relacdo com o triangulo de Pascal e o binbmio de
Newton.
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Cc3 = (10) = 10! =120 (10)
07 \3) (10-3)!x3!

E muito importante ressaltar que permutacées sdo utilizadas para ordenar

elementos enquanto que combinacdes para escolher.
1.6 Permutacédo com Elementos nem todos Distintos

O calculo do numero de permutacdes de n elementos nem todos distintos &
dada pela formula representada na equacao (11), que pode ser encontrada em
Morgado et al. (1991, p.40):

pl e = ( " ) =n—!,emque a;+-+ag=n (11)
ay, ..., Ak al.---x!

A demonstracdo mais simples seria escolher a, posicoes, dentre n escolhas
possiveis, para o primeiro elemento — C,;*. Para o segundo elemento, escolher a,, das
(n — a,) posicbes restantes — Cffial — e, assim sucessivamente, até restarem as
dltimas a; posi¢cdes para os ultimos a;, elementos. O produto dessas escolhas nos
oferece, pelo (PM), o nimero total dos diferentes ANAGRAMASS?, em outras palavras,
todas as diferentes ordenacdes possiveis existentes. Entdo, de acordo com Bachyx,
Poppe e Tavares (1975, p.86) e Mogado et al.(1991, p.46), representada na equacao
(12):

ai,..ax _ ~a a a a
Pn vt = Cnl' Cnial' Cnial—az' . Cnfal—n-—ak_l
pai-ak _ n! (n B (11)! (n —a; — = ak—l)!
n n—ala! (n—a; —ax)la,!” (m—a; —-—ay)!-a! (12)
n!
ai,...ag __
b gl ag!

3Todas as possiveis alteracdes disjuntas na sequéncia das letras de uma palavra, de outra forma, é o
numero de todas as possiveis sequencias distintas, construida a partir de uma palavra original trocando
apenas as letras de posicéo.
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Para concluir esse raciocinio é necessario ressaltar as observagdes pertinentes

na equacgao (13):

a;+-+a,=n=>n-—(a;+-+a)=0

1DHOl=1 e 2)ay=n—a; — - —ax_q (13)

O célculo do numero de anagramas, ilustrado na equacao (14), da palavra
‘“ARARAQUARA” &€ um exemplo interessante, pois a letra “A” se repete cinco vezes, a
letra “R”, trés e, as letras “Q” e “U”, uma unica vez somando um total de dez letras

nem todas distintas.

5311 _ ( 10 \ _ 10! _ _
P10 = (5’3,111) = i3Il 5040,onde5+3+1+1 =10 ou
10! 5! 2! 1!
P = Cpp.C3.C.Cl = = 5040 14)

5!1.50°31.217 111! 11.0!

1.7 Nocéao Geral de Probabilidade

Para comecar, iremos distinguir experimento aleatorio de deterministico. O
primeiro é definido como um fendbmeno que, apesar de possuir um conjunto finito de
resultados possiveis, quando executado inUmeras vezes gera um dos resultados
possiveis de forma imprevisivel. Por exemplo, o langcamento de uma moeda ou de um
dado sao considerados experimentos aleatérios, pois, apesar de conhecermos todos
0s possiveis resultados, ndo é possivel determinar o que vai realmente acontecer. O
segundo é aquele que quando realizado sob as mesmas condicfes, sempre € possivel
determinar qual resultado sera obtido. Por exemplo, a a4gua, submetida a condicéo
normal de pressao, entra em ebulicdo ao atingir a temperatura de 100°C.

O conjunto de (CP), também conhecido como espago amostral € o conjunto de
todas as possibilidades para uma experiéncia aleatoria. Um evento € um subconjunto
do espaco amostral. Na probabilidade classica, o numero de Casos Favoraveis (CF)
€ a cardinalidade do evento que gostariamos que ocorresse ao termino do

experimento. Denotaremos por (CP) a quantidade de elementos do espaco amostral.
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O conceito basico de probabilidade é o resultado do quociente entre o (CF) e (CP). A
Definicdo 5.1 de Morgado et al. (1991, p.126) nos diz que:
Seja Q um espago amostral (conjunto). Uma fungéo P definida para todos os subconjuntos de
Q (chamados eventos) é chamada uma probabilidade se:
1. 0<P(A) <1, paratodo evento A subconjunto de Q ;
2. P(®) =0, P(Q) =1;

3. Se A e Bsido eventos disjuntos (também chamados mutuamente
exclusivos),entio ANB =0

Os experimentos aleatdrios estabelecem circunstancias, nas quais 0s eventos
possuem variabilidade de ocorréncia, ou seja, 0 mesmo experimento pode ter
diferentes resultados. Entretanto, nos espacos amostrais equiprovaveis temos que 0s
elementos possuem probabilidades iguais de ocorréncia. No langamento de um dado
nao viciado, por exemplo, temos que a ocorréncia de cada face € a mesma, isto € 1/6.
Nesses casos, calculamos a probabilidade de um evento ocorrer relacionando o
namero de (CF) com o numero de (CP).

Um bom exemplo para aplicacdo do conceito de probabilidade é o problema:
Uma questao objetiva de multipla escolha, com cinco op¢des de respostas, sendo
somente uma delas correta, pode ser resolvida aleatoriamente, ou seja, um aluno
pode escolher uma das opc¢des de forma aleatoria, sem ao menos analisar qualquer
alternativa. Logo, a probabilidade de marcar justamente a resposta certa — evento A —
€ a razao apresentada na equacédo (15), onde o denominador representa o total de
(CP) ou a guantidade de elementos do espaco amostral — cinco escolhas — e o

numerador, o numero de (CF) — uma escolha.

CF 1
P(A) =—====10,2 = 209 15
@) =z5=73 % (15)
Outro exemplo seria o de determinar qual € a probabilidade de obtermos um
namero menor do que trés — evento A — no langamento de um dado néo viciado, isto

€, considerando um espago amostral equiprovavel. Logo, segue na equagéao (16):

CF 2 1
=== == = 0 16
P(A) 5=z =3-033=33% (16)
Um conceito importante para essa pesquisa é a probabilidade de eventos

complementares, descrita na Proposicéo 5.1 de (MORGADO et al., 1991, p.126), que
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estad demonstrada na equacéo (17), ela nos diz que dado um subconjunto A do espaco

amostral , a probabilidade de seu complementar A é igual a 1 — P(A), de fato:

1= P(Q) =P(AUA) = P(A) + P(A), portanto, P(A) = 1 — P(A4) (17)

Baseado no exemplo anterior pode-se dizer que, utilizando os mesmos critérios
de escolhas, a chance de um aluno néo acertar tal questao € um evento complementar
ao evento A, fato este apresentado na equacéo (18), em que sao quatro os elementos
do conjunto de (CF) do evento complementar de A. Notamos que as probabilidades

do evento A com o seu complemento somam 100%.

P(/T)=1—P(A)=1—%=§=0,8=80% (18)

Esses fatos irdo ser muito utilizados nesta dissertacéo, pois, em se tratando de
um jogo, no qual o objetivo é de se comparar os resultados obtidos nas faces de dois
dados distintos — vermelho para o ataque e amarelo para a defesa — s6 existem duas
possibilidades: ganhar ou perder, ndo existe empate, pois o0 empate favorece a defesa.
Ou seja, sdo eventos aleatérios e complementares, consequentemente disjuntos.
Portanto, podemos dizer para o ataque ganhar, significa que o valor da face do dado
vermelho é maior que no, amarelo. Caso contrario, a defesa ganha e o ataque perde.
Esses conceitos serdo amplamente utilizados e o fato de que a soma das
probabilidades de eventos complementares é igual a um, serd sempre usado como
um fator de controle para averiguar se os calculos foram realizados com presteza e

de forma correta.

1.8 Probabilidades Condicionais

A probabilidade de um evento A ocorrer, na certeza de ocorréncia de um evento
B — P(B) > 0 — é chamada de probabilidade condicional, denotada por P(A/B) e

definida conforme a equacé&o(19) a seguir.
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P(ANB)
= 7 1
P(A/B) = =55 (19)
Notamos de Morgado et al. (1991, p.141), que se P(A) > 0 e P(B) > 0, entdo

sdo equivalentes as igualdades apresentadas na equacgéao (20)

P(AnB)=P(A)-P(B/A) =P(B)-P(A/B) (20)

Quando os eventos A e B séo independentes, ou seja, a probabilidade de um
deles ocorrer ndo depende da ocorréncia do outro, podemos afirmar na equacéo (21)
gue a probabilidade condicional do evento A ocorrer independe da ocorréncia de B,
logo, podemos dizer que a probabilidade da interseccdo de dois eventos

independentes é igual ao produto das suas probabilidades.

P(ANB)

P = P(B/A) = P(B) => P(AN B) = P(A) - P(B) (21)

Baseado na questdo do exercicio anterior, resolvido na equacéo (15) supondo
que em uma turma 40% dos alunos marquem a resposta certa conscientemente e que
0s outros 60% marquem a resposta de forma aleatoéria. Entdo, um aluno € escolhido
ao acaso; qual € a probabilidade desse aluno ter marcado a resposta certa escolhendo
a mesma de forma aleatéria? Resposta na equacdo (22). Em seguida, calcule a
probabilidade do aluno escolhido ao acaso ter marcado conscientemente a questao,

sabendo que o mesmo acertou a questdo? Resposta ha equacao (23).

P(A) = 0,2 [acertar a questdo de forma aleatérial]

P(B) = 0,6 [aluno que marcou aleatoriamente] (22)

P(AnB)=0,2-0,6=0,12 =12%

P(C n D) = 0,4 [aluno que marcou conscientemente]
P(D) = 0,4+ 0,12 = 0,52 [Probabilidade de acertar] (23)

04 10
P/ =052"13

A probabilidade de se obter o numero trés no primeiro langcamento de um dado,
em seguida, no segundo langamento, obter um nimero menor do que trés é diferente

de se obter um numero menor do que trés no segundo langcamento sabendo-se que
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no primeiro ocorreu o0 numero trés. A primeira situacdo esta esclarecida na equacgéo
(24) e a segunda na equacdo (25). Note que o lancamento de dois dados em

sequéncia sdo eventos independentes.

Chamaremos de:

Evento (4) => Obter niUmero trés no primeiro langamento do dado;

Evento (B) => Obter niumero menor do que trés no segundo langcamento do dado;

Evento (A N B) => Obter numero trés no primeiro langamento e, menor do que trés no
segundo lancamento do dado;

Evento (B/A) => Obter nUmero menor do que trés no segundo langcamento, apdés ter

obtido ndmero trés no primeiro.

P(AnB):P(A)-P(B):%%:;—6=1—18 (24)
1
posmy =TANE) N _1_ (25)

P4 1/6 3

Podemos notar que os eventos A e B sao independentes, e assim pela equacgao

(21), podemos concluir, na equagao (26), que:
P(B/A) = P(B) e, analogamente, P(A/B) = P(A) (26)

Com efeito, em (27), observamos que:
2 1
P(B)=g=§=P(B/A) (27)

Essa conclusado, a qual chegamos, sera explorada no Capitulo Quatro dessa
dissertacdo, j& que o jogo War Il, conforme iremos conhecer, trabalha com

langcamentos de dados de maneiras independentes.
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2 BREVE HISTORICO DA TEORIA DAS PROBABILIDADES

Os problemas da probabilidade as vezes provocam controvérsias porque a resposta
matematica, a verdadeira resposta, é frequentemente contraria ao que a intuicdo poderia sugerir.
O fracasso da intuicdo é talvez surpreendente, porque a “sobrevivéncia do mais apto” deveria
produzir uma forte presséo evolutiva a favor de um cérebro naturalmente capaz de analisar os
problemas da probabilidade. Podemos imaginar nossos ancestrais seguindo a trilha de um jovem
cervo e pesando as probabilidades de um ataque bem-sucedido. Qual seria a chance de o animal
adulto estar por perto, pronto a defender o seu filhote, ferindo o atacante? Ou, por outro lado,
gual seria a chance de surgir uma presa mais facil se esta for considerada muito arriscada? Um
talento para analisar as probabilidades deveria ser parte de nossa estrutura genética, € no
entanto, frequentemente, a intuicdo nos engana. (SINGH, 2014, p. 61)

De acordo com Morgado et al. (1991, p.119), Girolamo Cardano, médico e
matematico italiano, nascido em Pavia (1501-1576), foi o primeiro pensador a
escrever, em sua obra “Liber de Ludo Aleae” — “Livro dos jogos do azar” — publicado
em 1526, a definicdo de probabilidade como razdo entre o numero de (CF) e o nimero
de (CP). Entretanto, o inicio do desenvolvimento da moderna teoria das
Probabilidades, propriamente dita, foi motivado pelo interesse sobre “jogos de azar” e
se deu na Franca, em 1654, em um evento épico entre dois pensadores matematicos
famosos: Blaise Pascal (1623-1662) e Pierre de Fermat (1601-1665).

O primeiro desenvolvia um trabalho sobre cénicas, em 1654, quando seu amigo
Chevalier de Méré, um nobre fildsofo homem de letras e jogador inveterado, o indagou
sobre algumas questbes acerca de jogos de dados. O segundo, influenciado por
Pascal, através de carta, tomou conhecimento sobre as questdes e respondeu,
também, por cartas. Segundo Boyer (1996, p. 250), o fato se deu na troca de
correspondéncia entre os dois matematicos através de sete cartas?, conforme

relacionadas a sequir:

e (12 carta) de Pascal para Fermat, que ja nao existe;

e (2° carta) de Fermat para Pascal, da qual se desconhece a data em que foi
escrita;

e (32 carta) de Pascal para Fermat, escrita a 29 de Julho de 1654;

e (42 carta) de Pascal para Fermat, de 24 de Agosto de 1654;

e (52 carta) de Fermat para Pascal, de 29 de Agosto del654;

e (62 carta) de Fermat para Pascal, de 25 de Setembro de 1654;

4 Pagina Eletronica com a traducéo das setes cartas trocadas entre pascal e Fermat. (SOUZA; LOPES, 2001).
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e (72 carta) Pascal para Fermat, de 27 de Outubro de 1654.

N&o se sabe ao certo 0 que estava escrito na primeira carta. Entretanto, na
segunda carta, Fermat responde sucintamente a algumas indagacfes de Pascal,
como, por exemplo, o problema: “dois jogadores, A e B, langam um dado com o
objetivo de conseguir um ponto em 8 langamentos.”

Um dos problemas da lista de exercicios de Morgado et al. (1991, p.140), nos
diz:

“(O problema de Chevalier de Méré) Determine a probabilidade se obter:

a) Ao menos um 6 em quatro lancamentos de um dado;

b) Ao menos um duplo 6 em 24 langamentos de um par de dados.”

A solucao deste problema se encontra nas equacgdes (28) e (29), nas quais a
probabilidade de se obter pelo menos um 6 em quatro langamentos de um dado é
igual ao complemento de ndo se obter nenhum 6. Analogamente, resolvemos a
segunda situacdo. O qué, para De Méré, era de se espantar, ja que a probabilidade
de um 6 em quatro lancamentos de um dado € ligeiramente maior que obter um duplo

6 em 24 langamentos de dois dados.

4

_ 5
PA=1-PA)=1- (g) = 0,5177 = 51,77% (28)
35 24
P(B)=1—-P(B)=1- (£> = 0,4914 = 49,14% (29)

Notamos que o evento B € composto por um Unico elemento — um duplo seis.
Ja o complementar ao evento B, € obtido em dois casos: (i) dois dados com valores
numeéricos menores do que 6, representado na primeira parcela do segundo membro
da equacao (30); e (ii) dois dados em que exatamente uma das faces apresenta o
namero 6, segunda parcela do segundo membro da equacéo (30):

n(B) = 5.5+ 5.P, = n(B) = 25 + 10 = n(B) = 35 (30)
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No item 7 da 42 carta, Pascal escreve para Fermat, afirmando que De Méré
alegou ter achado um erro na solucdo de Pascal, pois, segundo De Méré, ja que 4
esta para 6, em um dado, e 24 esta para 36, em dois dados, entdo Pascal escreve na
carta: “Este foi o seu grande escandalo que o fez dizer, altivamente, que os teoremas
nao eram consistentes e que a aritmética era de loucos.”

Anteriormente descrevemos um dos problemas sugeridos por De Méré a
Pascal, que por sua vez compartilhou com Fermat, entretanto o problema mais
intrigante, que gerou praticamente toda a teoria dos calculos das probabilidades, foi
um problema que ficou conhecido como “A Divisdo das Apostas”. Ore (1960) cita
versdes anteriores deste problema que se tornou um classico em textos matematicos.
Segundo Ore (1960, p.414), a primeira versdo impressa dele data de 1494 e tem a
seguinte redacao:

Em um jogo de bola, vence a equipe que totalizar 60 pontos, e cada turno conta 10 pontos. A

aposta € de 10 ducados. Por algum incidente, eles ndo podem terminar o jogo e um lado tem
50 pontos e o outro 20. Quer-se saber qual parte do prémio em dinheiro pertence a cada equipe.

Na mesma pdagina desta obra, encontra-se a seguinte variante:

Trés jogadores competem com o arco. Quem obtiver seis primeiros lugares ganha; eles
apostam 10 ducados entre si. Quando o primeiro tem quatro melhores acertos, o segundo trés
e o terceiro dois, eles interrompem o0 jogo e decidem dividir o prémio de maneira justa.
Pergunta-se qual deve ser a parcela de cada um?.

Cabe observar que a solucao proposta por Pascal e Fermat para o problema
de divisdo quando aplicada a problemas como os citados acima faz uso de uma
hipétese simplificadora ao considerar que as equipes ou arqueiros tém a mesma
pericia.

O enunciado exato desse problema encontrava-se na 12 carta, que ja nao existe
mais, entretanto, pela resposta de Fermat, na 22 carta, e as conclusdes de Pascal na
32 carta, chegamos a concluséo que o problema consiste na seguinte situacao: Dois
Jogadores (A) e (B) apostam valores iguais e disputam obter, em primeiro lugar, a
quantidade de sucessos combinados, ou seja, 0 numero de vezes, sucessivas ou nao,
do simbolo escolhido a partir do langamento de um “objeto da sorte”. Por exemplo o
langamento de um dado, uma moeda, ou algo similar. Ent&o, a regra do jogo consiste
em obter a face escolhida no dado ou na moeda, o nimero de vezes combinados, em
primeiro lugar, no entanto, o fracasso de um jogador ndo garante a vitoria do seu
adversario, como em uma partida de futebol, se um time ndo marca gol, isso nao

garante a vitoria do outro.
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Supondo que ambos os jogadores possuem a mesma pericia, ou seja a mesma
chance de ganhar, o problema da “divisao das apostas”, consiste em dividir as aposta
de forma justa, visto que, o jogo foi interrompido, quando o um dos jogadores ja tinha
um numero X de sucessos enquanto o outro tinha y. Curiosamente, este problema fora
0 mesmo que ha um século havia contagiado matematicos famosos como Pacioli,
Tartaglia e Cardano. Muitos matematico, pensadores e jogadores acreditavam que 0s
valores deveriam ser divididos proporcionalmente ao nimero de sucessos ja obtidos,
todavia, esse raciocinio ndo esta correto, Fermat e Pascal deram um fim a esse
impasse.

Ha um trecho da 3% carta, pode ser considerada uma primeira versao
simplificada do problema, cuja solucdo observamos em Lazes (2016, p.22),
entretanto, ambos o0s matematicos ndo se contentaram simplesmente com o0s
guestionamentos e resolveram extrapolar outras possibilidades e estender o
problema. Na verséo simplificada: em uma aposta entre dois cavalheiros, um deles é
desafiado a obter um seis no langamento de um dado. Seréo feitos no maximo oito
lancamentos. Apds trés lancamentos, o seis ainda nao havia saido e o desafiante
pediu que o jogo fosse interrompido. Como um seis ainda podia ser obtido nos
langcamentos restantes, o desafiante deseja dividir a aposta imaginando a realizagcao
de todos os oito langcamentos.

Outro trecho desta mesma carta permite inferir o enunciado do problema de
divisdo das apostas: Este € o caminho que tomo para saber o valor de cada parte
guando o jogo entre dois jogadores (A) e (B), [...] em que cada um apostou 32 pistolas
(dinheiro da época), € interrompido. Suponhamos que o (A) tem 2 (pontos) e (B) 1
(ponto). Se o jogo continuasse e as hipoteses sao tais que, caso (A) pontue primeiro,
ele ganhara a totalidade do que esta apostado, ou seja, 64 pistolas. Se (B) pontuar
primeiro, eles ficardo empatados, cada um com 2 pontos e, consequentemente, se
pretenderem dividir acontecera que cada um retirara o valor da sua aposta, ou seja,
32 pistolas.

Notamos que no primeiro enunciado, o referido problema possui uma
guantidade finita de jogadas, no caso sao oito lances, ja o segundo problema oferece
uma possibilidade ndo mensuravel de langcamentos, pois, caso o jogador (A) nao
obtenha sucesso, em seguida, (B) também néo, o jogo voltara para situagdo anterior.
Portanto, para solucionar tal problema, sO levaremos em consideracdo o0s

lancamentos em que um dos dois jogadores obteve sucesso.
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Na 32 carta, Pascal, em Paris, reconhece como verdadeira a solugcéo de Fermat,
em Toulouse, mas apresenta uma solucdo mais simples, mais rapida e através de
outro método. Nas cartas, além das questdes propostas, outros assuntos foram
tratados: temas ligados a Geometria, Aritmética, entre outros. Um fato curioso € a
formula de Fermat para calcular numeros primos, que diz: “as poténcias quadradas
de dois, acrescentadas a unidade sédo sempre nimeros primos”, mais tarde, em 1732,
Euler mostrou sua falsidade.

A 12 carta, que como ja foi dito, ndo exite mais, continha o real enunciado
desses problemas. Portanto, os trechos omitidos nas deduc¢des dos enunciados, se
fazem necessarios, pois, além da linguagem arcaica, em francés do século XVII,
usada nas cartas, os dois pensadores, que se correspondiam, ja tinham conhecimento
prévio dos enunciados mencionados, por isso, a leitura original se torna muito confusa.
Vérias interpretacdes ja foram sugeridas, entretanto, para ilustrar, vamos propor um
possivel enunciado, baseado no trecho citado anteriormente, com efeito:

Héa dois jogadores. Aquele que conseguir em primeiro lugar 3 sucessos, em
langamentos sucessivos ou nao, de acordo com a face escolhida, no “objeto da sorte”,
pelo proprio jogador, vence a partida. Supondo que o primeiro (A) se encontra com 2
sucessos e o segundo (B) com 1 sucesso, como a aposta de 64 pistolas — moeda da
época — deverd ser dividida? A solucdo esté apresentada na equacao (31).

Temos que observar que o objeto da sorte que € lancado pode ser qualquer
um, por exemplo: uma moeda — obter Cara ou Coroa; um dado — obter na face voltada
para cima o numero escolhido; ou a escolha, na sorte, de um palito oculto em uma
das maos enquanto a outra mao esta vazia. O que realmente interessa sdo 0s
lancamentos, nos quais um dos jogadores se faz vitorioso, que serdo chamados,
simplesmente de langcamentos vitoriosos. Lancamentos do jogador (A) em que ele nédo
obteve sucesso n&do importam pois ndo resultam em pontos nem para (A) nem para

(B). O mesmo vale para o jogador (B).

P(X) =P(X1) +P(X2) = =+ (31)

N =
S w

N =
N =

Em que:
P(X) => Probabilidade total do jogador [A] vencer;

P(X1) => Probabilidade do jogador [A] vencer no primeiro langamento vitorioso;
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P(X2) => Probabilidade do jogador [A] vencer no segundo langamento vitorioso, depois
de [B] ter obtido sucesso no primeiro langamento vitorioso.

Notamos que se o jogador [B] perder na sequéncia do fracasso do jogador [A],
0 jogo volta ao estagio anterior. Para efeito de calculos, s6 sdo interessantes os
langcamentos, nos quais um dos jogadores sai vitorioso. Sao duas situacdes: (X1), onde
o jogador [A] obtém sucesso no primeiro langamento vitorioso; e (Xz2), onde o jogador
[B] obtém sucesso no primeiro lancamento vitorioso e [A], no segundo. Observamos,
também que para o jogador [B] vencer se faz necessario que o0 mesmo obtenha
sucesso no primeiro e no segundo langamentos vitoriosos, a probabilidade disso
acontecer é de 1/4, valor complementar a probabilidade do jogador [A]. Assim 0 mais
justo seria distribuir a quantia da seguinte forma: 16 pistola para o jogador [B] e 48
para [A].

Ninguém havia estabelecido os principios e 0os métodos que permitissem
calcular as chances favoraveis ou desfavoraveis aos jogadores, antes de Pascal e
Fermat, bem como resolver questdes complicadas deste género. Entretanto,
Christiaan Huygens (1629-1695), em 1657, foi o primeiro matematico que publicou
uma solucéo para o problema, em seu tratado, De Ratiociniis in Aleae Ludo— Sobre o
raciocinio em jogos de dados. Huygens tem conhecimento do problema numa estada
em Paris em 1655 e, apesar das solucbes de Pascal e Fermat sé terem sido
publicadas por Pascal em 1665, a solucdo de Huygens é semelhante a apresentada
por Pascal.

Jacques Bernouli escreveu um tratado classico chamado Ars Conjectandi —
Arte de conjecturar — publicado em 1713, oito anos apds sua morte. Esta € a mais
antiga, volumosa e substancial obra sobre a Teoria das Probabilidades. A primeira
parte do livro é praticamente o tratado de Huygens, a segunda, contém uma teoria
geral sobre permutacdes e combinacfes facilitadas pelo Teorema binomial e
multinomial, e a terceira e quarta partes expdem problemas que exemplificam a Teoria
das Probabilidades (BOYER, 1996, p. 288 e p. 289).

De acordo com Boyer (1996, 314), Euler e d’Alembert aplicaram os conceitos
das teorias em problemas de expectativa de vida, abrindo o campo da ciéncia atuarial,
com conceitos e tabelas importante para o ramo de seguros. Entretanto, d’Alembert
contestou a teoria proposta por Pascal e Fermat, fato historico que ficou conhecido

como o famoso “erro de d’Alembert”.
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A resposta de d’Alembert a questdo: Qual a probabilidade de se obter pelo
menos uma cara em dois langamentos de uma moeda? Publicada em 1754 na
Encyclopédie — Enciclopédia, foi concebida de maneira errada: segundo ele, o evento
cara (K) poderia acontecer no 1° langcamento, ou hdo acontecer no 1°, mas ocorrer no
2° langcamento, ou simplesmente n&o ocorrer, 0 que geraria um conjunto de (CF) de
dois elementos, contra trés (CP). Sendo assim, teriamos uma probabilidade de 2/3.
Um matematico de Genebra tentou alertar d’Alembert que esses casos ndo eram
igualmente provaveis, mas 0 mesmo era cético e contrario aos argumentos defendidos
na época. Visto que nesse mesmo artigo ele critica o paradoxo de Petersburgo® e
sugere que em alguns casos a probabilidade deveria ser determinada
experimentalmente, nesse caso obteve o apoio do Conde de Buffon [1707-1788]
(BOYER, 1996, p.314).

Se d’Alembert tivesse usado o método criado por Fermat e Pascal ha 100 anos,
a resposta encontrada seria provavelmente a correta. Podemos chegar a mesma
resposta usando a probabilidade complementar, como descrito na equacédo (32),

observe que sé existe um Unico caso desfavoravel, entre 0s quatros possiveis.

CP=22=4=>PA)=1-PA)=1- (32)

3
4

AN

Em que:
CP => (CP), calculado pelo (PM);
P(A) => Probabilidade de ocorrer pelo menos uma cara (K);

P(A) => Probabilidade de ocorrer coroa nos dois langamentos.

Segundo Boyer (1996, p. 315), o Conde de Buffon, autor de uma vasta obra em
varios volumes Historie Naturelle — Historia Natural, ficou conhecido por duas

contribuicdes famosas: A tradugao para o francés do “Método dos Fluxos” de Newton

5 Paradoxo relacionado a probabilidade e teoria da decisdo na economia. O primeiro trabalho académico foi
sugerido por Bernoulli. Com um enunciado simples, trata da esperanga matematica de obter ganho infinito em um
jogo de azar, apesar de dificilmente o jogador estar disposto a pagar qualquer taxa de entrada cobrada para joga-
lo. Uma aplicacdo direta € um modelo matematico utilizado para avaliar o prego justo de a¢des. Alguns resultados

obtidos foram revisados pela moderna teoria da probabilidade através da convergéncia em probabilidade.


https://pt.qwe.wiki/wiki/Probability_theory
https://pt.qwe.wiki/wiki/Decision_theory
https://pt.qwe.wiki/wiki/Economics
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e o “Problema da Agulha” que praticamente gerou uma nova modalidade em
probabilidade — a Probabilidade Geométrica.

Outro exemplo interessante € o lancamento de trés dados distintos, nos quais
a soma dos numeros obtidos devera ser 9 ou 10. Apesar, de existirem exatamente
seis trios ordenados, em cada caso, que possibilitem tais somas, a probabilidade
desses eventos é diferente, pois o numero de ANAGRAMAS ou configuragdes nao €
igual.

De fato, para soma 9, existem seis trios ordenados, cujas coordenadas estao
em ordem nao crescente, sao eles: (6,2,1), (5,3,1), (4,3,2), (5,2,2), (4,4,1) e (3,3,3).Ja
para soma 10: (6,3,1), (5,4,1), (5,3,2), (6,2,2), (4,4,2) e (4,3,3). No entanto, a
guantidade de (CF) em cada situacdo € diferente, pois é preciso levar em
consideracéo de quantas maneiras cada uma das configuracdes pode ocorrer nos trés
dados. Para trios com trés elementos iguais s6 temos um anagrama [P; = 1], para
dois elementos repetidos sdo trés configuracdes [PZ = 3], pois o elemento diferente
dos demais pode ocorrer uma vez em cada um dos dados considerados, e,
analogamente, para trés elementos distintos sdo exatamente seis [P; = 6]. Veja 0
calculo das probabilidades na equacéo (33).

Notamos, que para soma 9, temos um trio com trés elementos repetidos[1 x
P3 = 1], dois trios com dois elementos repetidos [2 X P? = 6] e trés trios com todos 0s
elementos distintos [3 X P; = 18], enquato que para soma 10, teremos trés trios com

dois elementos repetidos [3 x PZ = 9] e trés com elementos distintos [3 x P; = 18].

CP =63 =216
1+2xP2+3xP;, 1+2x3+3%x6 25
P(59) = 216 - 216 ~ 216 (33)
P(510)=3><P32+3><P3=3><3+3x6= 27
216 216 216
Em que:

CP => (CP), calculado pelo (PM);
P(S9) => Probabilidade de ocorrer soma 9;
P(S10) => Probabilidade de ocorrer soma 10.

A probabilidade ganha seu ramo mais controverso em plena Revolucao

Francesa, na qual alguns politicos, nobres e pensadores foram levados a guilhotina.
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Condorcet era considerado um bom matemético e pertencia ao circulo de Voltaire e
d’Alembert. Em 1875, escreveu sobre Calculo Diferencial e Integral e Teoria das
Probabilidades, em sua obra polémica Essai sur I'application de I'analyse a probabilité
dés décisions rendues a lapluralité dés voix - Ensaio sobre a aplicacdo da analise de
probabilidade de decisbes proferidas por pluralidade de votos, que deu inicio ao
estudo das pesquisas estatisticas (BOYER, 1996, p. 324)

A Teoria das Probabilidades ganha corpo como um dominio matematico
através de Laplace, que em 1812, publicou a obra Théorie analytique dés probabilités
— Teoria analitica das probabilidades — e, em 1814, Essai filosophique dés probabilités
— Ensaio filoso6fico das probabilidades — as mais importantes ideias publicadas até
entdo (BOYER, 1996, p. 340).

Ja4 no inicio do século XIX, Poisson, Fourier e Ampeére trabalhavam a
Matematica e o Magnetismo. A obra, Recherches sur la probabilité des jugements —
Pesquisa sobre a probabilidade de julgamentos, publicada por Poisson em 1837, trata
do assunto distribuicdo de Poisson ou lei de Poisson dos grandes numeros. Em
resumo a obra fala sobre distribuicdo binomial, séries numéricas matematicas, o que
abre um leque para as séries de Fourier, séries de Mac Lauren e abriram as portas
para a mudanca de paradigma na fisica, saindo da mecéanica newtoniana para a fisica
quantica probabilistica (BOYER, 1996, p. 367).

Boyer (1996, p. 419) nos relata que Poincaré continuou e escreveu
extensamente sobre probabilidades. No século XX, o desenvolvimento das teorias das
probabilidades foi exponencial, 0 antes e o depois de duas grandes guerras mundiais,
mudou as influéncias politicas, econbmicas e cientificas principalmente com o
surgimento de duas grandes poténcias como EUA e Russia. Com o desenvolvimento
da Teoria dos Conjuntos, a Matematica inicia uma nova era, e um dos ramos mais
influenciado foi a Teoria das Probabilidades, Borel em 1909 da importantes
contribuicbes. Varios matematicos ao redor do mundo participaram nessas
contribui¢des, influenciando outros ramos cientificos, tais como Fisica, Quimica e
Biologia.

Gibbs, em Genética, Pearson, com aplicacbes de Estatistica na Biomedicina,
chamada de Biométrica, Markoff, na Russia, na Teoria Cinéticas dos Gases. Markoff
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contribuiu para o sexto problema de Hilbert®, analisando a probabilidade de forma
continua. Observou-se também que a funcdo Delta de Dirac da fisica atbmica tinha
aplicacdo nas ciéncias, entretanto, nos casos mais dificeis, ha perda de
diferenciabilidade, causando problemas nas Equac¢des Diferenciais, principal elo entre
Fisica e Matemética (BOYER, 1996, p. 436).

Culminando na méxima de Albert Einstein, que escreveu em 1926, em resposta
a uma carta destinada a Born, “Deus ndo joga dados”’.No contexto da mudanca de
paradigma, impulsionado pela nova teoria do eletromagnetismo, da Mecéanica
Newtoniana para a Fisica Quéantica, que leva em consideracdo uma ldogica
hermenéutica, baseada na probabilidade, em outras palavras, segundo o Principio da
Incerteza®, ou sabe-se a posicdo da particula quantica ou a velocidade da mesma.
Assim, Einstein rompe com a teoria da Fisica Quantica, criando um novo paradigma
— A Teoria da Relatividade. Os paradigmas sé&o contemporaneos e seguem
paralelamente, ou seja, varias experiéncias empiricas séo realizadas mostrando que
ambas as teorias sdo confiaveis. Importante € ressaltar que a Teoria das

Probabilidades esta presente na formulacdo dessas ideias.

6 Proposto, por David Hilbert, no Il Congresso Internacional de Matematica em Paris, 1900. O problema prevé uma
nova axiomatizacéo da Fisica (FERREIRA, 2003)

7 Frase atribuida a Einstein no inicio do século XX. (MAES, 2018; HENRIQUE, 2018)

8 Principio proposto por Heisenberg em 1927. (HENRIQUE, 2016)
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3 O LUDICO NA EDUCACAO MATEMATICA

Indiscutivelmente a premissa “Todo aluno sempre esta disposto a aprender”
ndo € verdadeira, pois, nés educadores, percebemos o desinteresse crescente do
corpo discente durante a escalada académica dos mesmos, ou seja, enquanto
crianca, a vontade de conhecer é grande e os assuntos sdo mais simples. Conforme
a jornada avanca, de acordo com a idade, aumenta a complexidade dos temas e a
vontade do estudante em participar do processo de aprendizagem, se torna cada vez
menor, mesmo em se tratando de temas pouco complexos.

A premissa deste capitulo é justificar a utilizacdo de jogos ludicos para o
amadurecimento, ampliacdo e consolidacdo de conceitos matematicos entre o corpo
discente, juntamente com o esclarecimento da relagéo entre os temas jogos divertidos
e estudo da disciplina matemética.

Para Piaget, 0 comportamento € construido a partir de um relacionamento entre
corpo e ambiente (cibernética) e quanto mais complexa € essa relacdo, mais
inteligente é o ser (LIMA, 1980, p. 13).

O ideal pedagégico é um equilibrio sabio entre o operacional e o vivencial, entre o
desenvolvimento e a vivéncia, entre diacronia e sincronia, em outras palavras, € procurar levar a
crianga a viver intensamente (afetividade) cada etapa de seu desenvolvimento.

Na crianga, a primeira forma de “criatividade” é, apenas, o mecanismo geral do

desenvolvimento que consiste em coordenar, combinar e equilibrar as “acomodacgdes”
resultantes do esforco de adaptacéo. (LIMA, 1980, p. 35)

O conceito de autorregulacdo construido a partir de Piaget e Inhelder (2001

apud STAREPRAVO et al., p. 22) contempla a ideia de que desenvolvimento é

diferente de crescimento, pois o primeiro esta ligado ao aprendizado e o segundo a

fisiologia do corpo fisico. Prevé a imprescindivel atitude do individuo de forma ativa,

pois s6 assim a aprendizagem se concretiza. Nessa perspectiva, o individuo nao

elimina o conhecimento anterior, mas o enriguece em sua compreensao, a medida

gue comeca a revé-lo e reconstrui-lo, integrando-o a um sistema de relacdes cada vez
mais complexo.

Os mesmos autores definem tal processo como: “uma sequéncia de compensac¢des ativas do

sujeito em resposta as perturbacdes exteriores e de regulagens ao mesmo tempo retroativas

(sistemas de anéis ou feedbacks) e antecipadoras, que constitui um sistema permanente de tais
compensagdes” (2001 apud STAREPRAVO et al., p.22)



43

A crianca adiciona novos conhecimentos interagindo com o ambiente que a
rodeia, ao compara-los aos que j& possuia, reconstroi e adapta ideias passadas,
assim, assumindo um papel ativo no processo de aprendizagem. Em outras palavras,
o desenvolvimento cognitivo € uma espécie de reorganizacdo mental, que evolui de
acordo com a maturacgao biologica e a experiéncia ambiental. A funcéo da inteligéncia
é auxiliar a adaptacao do individuo ao ambiente, de forma que, o desenvolvimento
cognitivo se da paralelamente as respostas cada vez mais complexas ao ambiente.

... Situacbes de desequilibrio e autorregulacédo no processo de constru¢cao do conhecimento,

[...] sdo de fundamental importancia para praticas pedagégicas, nas quais o conhecimento é
concebido como uma construgédo ativa do aluno. Além disso, é preciso considerar que tais

processos sdo desencadeados, especialmente, em situacdes que possibilitam significado ao
aluno. (STAREPRAVO et al., 2001, p. 28)

Piaget, segundo Lima (1980, p. 281 e 282), dividiu 0 “comportamento intelectual
da crianca em fases, que se vao substituindo até a adolescéncia, correspondendo

cada uma delas a esquemas intelectuais diferentes.” Sao elas:

e Fase de inteligéncia sensério-motora: até aproximadamente a idade de dois
anos, todos os esquemas estdo sujeitos aquilo que o sentido capta, nao
dispondo de linguagem nem imaginacao;

e Fase do pensamento pré-operacional: que ocorre até o entorno dos sete anos
de idade, é a fase da significacdo, onde a crianca associa a palavra ao objeto,
mas ainda ndo consegue entender conceitos abstratos, se imaginar no lugar
do outro, ou seja, s6 percebe seu préprio ponto de vista;

e Periodo do pensamento operacional concreto: até por volta dos onze ou
guatorze anos, dependendo do individuo, nesta fase a crianca percebe o seu
papel no desempenho da sua experiéncia, podem compreender ideias e
conceitos abstratos, tal como o tempo;

e Periodo do pensamento operacional formal: a partir dos quatorze anos, para
criancas normais, ou, dos onze, para as extremamente competentes, neste
estagio elas séo capazes de usar a logica para resolver problemas, idealizam
hipéteses, planejam o futuro, percebem o mundo ao seu redor e utilizam

fundamentalmente a linguagem como meio de comunicacgao.
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Nesse trabalho o que nos interessa é o Ultimo estdgio, pois, como ja fora
mencionado, os alunos em observacdo cursam o 2° ano do (EM) e por isso se
encontram com idades entre quinze e dezessete anos.

“(A matematica ndo se interessa pelo real, mas pelo possivel) [...] Assim se
pode compreender que o comportamento humano, também, tem niveis reais ou
possiveis uns mais complexos e outros mais simples.” De acordo com Lima (1980, p.
33), para Piaget, a inteligéncia esta ligada ao “movimento” necessario que o individuo
precisa realizar para se adaptar, ou seja, ao que é real, enquanto que 0S processos
formais de raciocinio — pensamento logico, abstrato, formal, dedutivo, indutivo,
hipotético ou matematico — estado ligados ao que é possivel.

Assim, segundo Lima (1980, p. 36), “A inteligéncia é incompativel com o
particular”. Em outras palavras, o aluno, que somente é ensinado a responder de
forma condicionada aos estimulos que Ihe sdo proporcionados, como se tivesse
adquirindo reflexos, torna-se um individuo automatizado. De forma contraria, caso o
aluno tenha conquistado um comportamento adquirido através de diversas invengdes
ou descobertas, este ndo precisa adquirir novos reflexos, pois ja possui todos os
“‘movimentos possiveis”.

Admitindo-se que desenvolvimento é uma relacdo do ser com o meio, Piaget,
afirma Lima (1980, p. 76) que educar uma crianga, entdo, é criar situacdes, nas quais
a mesma seja forcada a se adaptar, buscando o equilibrio, através da inteligéncia —
movimento — e criatividade.

Lima (1980, p. 280) nos relata que, durante trinta anos, Piaget ndo s6 observou
como interagiu com criancas e adolescentes, jogou bola de gude com elas e
conseguiu perceber inumeros aspectos comportamentais. “Todo ato inteligente
pressupfe alguma organizacédo intelectual, cujo funcionamento é caracterizado por
assimilacdo e acomodacgao”. O desenvolvimento mental esta submetido as acdes das
criancas, conforme as mesmas se adaptam ao ambiente. A organizacdo das novas
experiéncias gera uma série de processos fisicos e mentais. Os esquemas € que
possibilitam acbes aceitaveis diante dos novos ambientes. No decorrer de novas
experiéncias, 0s esquemas se tornam mais complexos e exigem maiores
acomodacoes. Estes sdo recombinacdes de significados.

Sendo assim, podemos concluir que o desenvolvimento cognitivo de uma
crianga esté diretamente ligado a adaptacdo da mesma ao ambiente em que ela vive.

Nada mais justo que explorar esse ambiente, proporcionando mudancas, com as
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quais ela possa se desenvolver. Como foi visto, o aspecto afetivo e criativo s&o muito
importantes, logo propor uma atividade ludica para estimular a curiosidade € bastante
razoavel. Paralelamente a isso se pode desenvolver o conteldo tedrico associado a
atividade.

Para Starepravo et al. (2001, p.28), é relevante lembrar que, numa
oportunidade seguinte, o conhecimento adquirido possa ser generalizado e,
consequentemente, desvinculado da situacédo na qual foi gerado a fim de que possa
ser aplicado em novos contextos. Nesse processo de redescontextualizacdo, o aluno
deve ser sujeito consciente e ativo. Usando conhecimentos em diversas conjunturas,
o aluno é capaz de absorver a esséncia do conteudo. A afinidade entre repeticdo e
conscientizacdo deve ser de complementacao.

E nesse sentido que o professor pode encontrar no jogo um recurso de grande auxilio para a

realizacdo de sua tarefa de ensinar matematica, uma vez que ele conjuga desafios novos a cada

partida. As criangcas assim podem se divertir jogando, [...], enquanto o professor trabalha
observando como seus alunos jogam. (STAREPRAVO et Al., 2001, p. 28)

Na opinido de Starepravo et al. (2001, p.29), o profissional, que esta aplicando
a intervencao através de jogos, ndo tera melhor oportunidade para observar seus
alunos, do que planejando e propondo problemas que mobilizem os discentes a
aplicarem conhecimentos ja adquiridos, dessa forma o jogo ndo pode ser escolhido
ao acaso. O mediador deve facilitar o processo de construcéo de conhecimento pelo
aluno.

Podemos explorar o impulso ludico de uma crianca, em primeiro lugar
influenciado pela teoria behaviorista S-R do comportamento. Essa teoria se apoia na
relacdo do estimulo (S) — causa — e da reacao (R) — efeito. Por exemplo, fome, apetite
sexual, necessidade de excrecao, entre outros, sdo considerados impulsos primarios
ou inatos. Enquanto que curiosidade, autoafirmacdo, tendéncia mimética, entre
outros, sdo considerados impulsos secundarios ou adquiridos (CABRAL, 1990, p.7).

[...] jogo é um fenémeno comportamental extremamente complexo em que o feedback e a

circularidade dindmico-funcional oferecem resisténcia a uma apresentacéo linear, [...] A relagédo
S-R é sempre linear, mesmo se for diagonal. [...] Ndo ha divida de que é uma modificagao

energética fisica, exterior ou interior, que desencadeia uma actividade neural de que resulta o
comportamento.(CABRAL, 1990, p. 7)

Por se tratar de uma atividade caracterizada excessivamente pela imaginacao
e complexidade, o jogo ndo pode ser descrito apenas pela teoria behaviorista S-R,

que por vezes complicadas, mas sempre explicadas num formato linear. Portanto,
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quando se trata de aprendizagem ludica, é de suma importancia considerar um
impulso especial chamado de impulso luadico. Cabral (1990, p. 8) acrescenta,
também, que o0 mesmo carece de condicfes afetivas, sociais e sensorio-motoras para
que o processo tenha inicio, “o impulso ludico € uma fonte de energia que funciona
como tendéncia para a reiteragdo de uma actividade, sob pressao afectiva.” (CABRAL,
1990, p. 9).
[...]iogos séo propostos com o objetivo de coletar importantes informag8es sobre como o sujeito
pensa, para ir simultaneamente transformando o momento de jogo em um meio favoravel a

criacdo de situagcBes que apresentam problemas a serem solucionados. (MACEDO; PETTY:
PASSOS, 2000, p. 13)

Para Macedo, Petty e Passos (2000, p. 14) a mediagcdo de um profissional,
proporciona a generalizagdo de conhecimentos adquiridos gradualmente pelos alunos
em diversos ambientes, ndo somente o escolar. A experiéncia com jogos possibilita
varias formas de pensar e agir, peculiaridades de um bom jogador, habilidades
similares a outras atividades escolares ou nao.

[...] o confronto de diferentes pontos de vista, essencial ao desenvolvimento do pensamento

I6gico, estd sempre presente no jogo, 0 que torna essa situacdo particularmente rica para
estimular a vida social e a atividade construtiva da crianca. Os jogos em grupo existem h& muito
tempo, mas seu valor educacional pode ser bastante ampliado se pensarmos numa perspectiva
piagetiana e, sob esse olhar, constatamos o quanto o0s jogos contribuem para o desenvolvimento
das criangas.

Pensar o jogo nessa perspectiva implica reavaliar também o papel e as atitudes do professor

ou psicopedagogo. O construtivismo de Piaget supde um profissional ativo, que toma decisdes

e que levam em conta as formas de pensar de cada crian¢ca. (MACEDO; PETTY: PASSOS, 2000,
p. 14)

Mediacdo na educacgdo, segundo Campos e Macedo (2011, p. 212), é uma
posicdo que o professor assume propositalmente no momento em que o0 mesmo
ministra assuntos escolares significantes para seus alunos. Na visdo da epistemologia
construtivista, os processos de aprendizagem sao significativamente potencializados,
guando as intervenc¢des acontecem num formato de mediacgao.

A hipdtese de Campos e Macedo (2011, p. 212), € de que “os jogos oferecem
possibilidades valiosas para o professor aprender as caracteristicas de uma situagédo
de aprendizagem mediada.” A mediagdo ndo pode ser mensurada, por se tratar de
algo abstrato e etéreo, ndo possui definicdo pratica nem tedrica, logo s6 € possivel
analisar seus efeitos, através de suas caracteristicas e qualidades. A intervencao
mediadora, atitude importante na pratica docente, apresenta como finalidade

relacionar intencionalmente e qualitativamente dois elementos. Substituir conteddos
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programéticos, ministrados de maneira tradicional, por praticas ludicas, permite uma
transmisséo indireta do conhecimento.

O planejamento é essencial para qualquer atividade humana. Isso néo seria
diferente em um contexto didatico, sendo necessaria uma constante reavaliacao,
abrindo espaco para novas reorganizacdes, ou seja, € um processo retroalimentado
em constante movimento. Assim sendo, Macedo, Petty e Passos (2000, p. 15-18) e
Campos e Macedo (2011, p. 213-214), elegem alguns fatores essenciais para

elaboracdo de um projeto:

e Objetivo ou Finalidade (o qué) — importante para nortear o trabalho e
estabelecer conexdes com outros conteudos;

e Publico (para quem) — faixa etaria, nivel de escolaridade, dificuldades
cognitivas ou de concentracdo, quantidade de pessoas, entre outros fatores;

e Materiais (com o qué) — produzir material suficiente para a quantidade de
alunos, prevendo eventuais perdas ou destruigoes;

e Adaptacdes ou Modificacdes(de que modo) — o profissional deve propor
novos desafios, aplicacbes de atividades mais significativas para os alunos;

e Tempo (quando e quanto) — momento certo para a apresentacao do jogo, pois
jogar toma sempre um tempo maior que o previsto;

e Espaco (onde) — espaco fisico necessario a realizacéo do jogo;

e Dindmica ou Estratégia (como) — procedimentos afins ao desenvolvimento
das atividades, lembramos que € importante flexibilizar para casos nao
previstos no planejamento;

e Papel do adulto (qual a fungdo) — o profissional podera atuar como
apresentador, mediador, jogador, observador, ou acumular varia funcoes;

e Proximidade a contetdos (qual o recorte e o impacto) — a escolha do jogo
devera estar relacionada com o contetudo ou ao tema a ser trabalhado, € de
suma importancia uma sintese critica dos resultados obtidos;

e Continuidade (como continuar) — estabelecer uma periodicidade que garanta

a permanéncia do projeto jogos, criando, assim uma nova forma de lecionar;

“E somente o profissional quem sabe exatamente como o material lhe é mais

uatil e é ele, também, quem devera tomar as decisbes em relagdo ao planejamento,
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execucao e avaliacdo das atividades a serem desenvolvidas.” (MACEDO; PETTY;
PASSOS, 2000, p. 18).

Ainda, segundo Macedo, Petty e Passos (2000, p. 18), o projeto devera passar
efetivamente por quatro etapas construtivistas, visando como escopo o0 conhecimento,
a fim de proporcionar um melhor desempenho, para atingir uma real transformagéao
no nivel do jogador, sao elas:

Exploracdo dos materiais e aprendizagem das regras — a valorizacdo do
material devera ficar a critério do profissional: podera ser antes, durante ou depois da
apresentacdo do conteudo. Devemos sempre levar em consideracdo o grau de
motivacdo dos alunos, para que 0os mesmos possam assimilar as particularidades e
regras do jogo associadas aos conteudos. “Em resumo, é importante conhecer os
materiais do jogo e promover todo o tipo de situacao que possibilite seu conhecimento
e a assimilacdo das regras.” (MACEDO; PETTY; PASSOS, 2000, p. 21).

Para Macedo, Petty e Passos (2000, p. 21), a préatica do jogo e construcao de
estratégias — “A acao de jogar, aliada a uma intervencao do profissional, ‘ensina’
procedimentos e atitudes que devem ser mantidos ou modificados em funcdo dos
resultados obtidos”. A pratica do jogo faz com que muitas atitudes fundamentais e
muitos procedimentos importantes sejam aprendidos e adotados em diferentes
situacdes, sem formalidade ou treinamentos repetitivos. O profissional possui a
responsabilidade de valorizar a superacdo dos fracassos e sugerir desafios
diferenciados, a fim de incrementar a dificuldade, e, para posteriores analises, €
interessante diversificar os registros.

Construcao e resolucdo de situacdes-problemas — Sem duavida a parte mais
relevante do projeto, pois ressalta particularidades importantes apontadas pelo
profissional, permite desafiar o individuo. Surgem em momentos significativos do jogo,
nos quais o sujeito € desafiado e levado a tomar decisdes estratégicas que favorecem
o dominio e a habilidade de jogar, e promovem uma profunda analise, descartando a
simplicidade do quesito “Sorte”. Metodologicamente falando, possuem relevancia
primordial, pois possibilitam investigagdo do pensamento visando a transformacao do
conhecimento, conduzindo o aluno a uma busca nova de construgéo da aprendizagem
(MACEDO; PETTY; PASSOS, 2000, p. 21)

Andlise das implica¢es do jogar — “Manter o espirito ludico é essencial para o
jogador entregar-se ao desafio da ‘caminhada’ que o jogo propde.” (MACEDO,;
PETTY; PASSOS, 2000, p. 24). De fato, a escolha do jogo ndo importa; o que
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interessa € a aplicacdo do material a fim de construir o conhecimento. O jogo é sério,
apesar de divertido, e ndo esta sujeito simplesmente a sorte.

De acordo com Macedo, Petty e Passos (2000, p.25),a alternativa de criar sua
prépria maneira de pensar associado a uma aquisicao gradativa de conhecimento
possibilita, ao aluno, uma postura positiva, antes assustadora, diante da disciplina
Matematica. A crianca vai sendo levada a questionar suas proprias atitudes,
reconhecendo e corrigindo seus erros e valorizando seus acertos, através das
atividades, levando-a a adquirir experiéncia e confianca em si mesma. Desenvolver
um raciocinio logico abstrato € essencial para um bom desempenho escolar.

A funcdo mediadora do professor, passa pelo desenvolvimento de atividades
contextualizadas para a construcao de competéncias indicadas para o corpo discente.
“tais como o dominio de técnicas, de habilidades cognitivas e de atitudes favoraveis a
resolucdo de problemas e desafios, tanto na aprendizagem escolar como no convivio
social.” (CAMPOS; MACEDO, 2011, p. 217).

Resumidamente, conforme Macedo, Petty e Passos (2000, p. 27), a
intervencao planejada do profissional competente dentro de um contexto de atividades
proporcionadas pelos jogos, implica em acfes executadas pelo préprio individuo
aliadas as possibilidades de aquisigdo de novos conhecimentos, ou seja, “a ideia de
jogar favorece e enriquece o processo de aprendizagem [...] Afinal, a longa jornada

gue é a vida escolar ndo precisa ser sempre sinbnimo de fracasso, medo e frustragcao”.
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4 DESCRICAO DO JOGO

O jogo War Il, desenvolvido e fabricado pela Grow Jogos e Brinquedos Ltda.,
foi inspirado na Segunda Guerra Mundial. Sem ddvida, € um jogo emocionante que
mistura estratégia e sorte nas suas diversas etapas, da distribuicdo dos centros-
estratégicos, passando pelo sorteio dos objetivos a escolha dos territérios, sem falar
nas diversas possibilidades que os dados nos reservam.

Basicamente, o jogo é pautado em atacar e se defender ininterruptamente e
em sequéncia; para isso, 0 jogador dispde de ataques terrestres e aéreos que
dependem das quantidades de exércitos — fichas, avibes bombardeiros e o resultado
obtido por meio do lancamento dos dados. Todos esses elementos ficam
armazenados em uma caixa que permanece de posse do jogador e séo diferenciadas
em cima do tabuleiro do jogo por cores distintas. Normalmente, as cores séo: preto,
branco, azul, verde, vermelho e amarelo — conforme ilustrado na Figura 1.
Encontraremos as regras completas do jogo formatadas no apéndice dessa

dissertacéo ou no link®,

Figura 1-Tabuleiro do jogo War Il

Fonte: Site da Rihappy*?, 2019.

9 Regras do jogo War Il. Disponivel em: <http://pxygames.blogspot.com/2008/12/regras-do-
war2.html>. Acesso em: 08/06/2019.
10 Imagem do tabuleiro do jogo War Il. Disponivel em:

<https://rihappy.vteximg.com.br/arquivos/ids/354320-768-768/grow-jogo-war-ii-
100000146 Detalhe.jpg?v=636650004067930000>. Acesso em: 08/06/2019.
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Nos ataques aéreos, o primeiro jogador que lanca o dado, especifico para
defesa antiaérea, é o jogador da defesa; em seguida, se os avides bombardeiros ndo
forem abatidos e derrubados, o jogador do ataque podera lancar o dado, referente ao
bombardeio, e proceder com o respectivo ataque. Adiante, sera relatado com mais
detalhes tal procedimento.

J& nos ataques terrestres séo utilizados os dados vermelhos — ATAQUE — e
amarelos — DEFESA. A quantidade de dados utilizados em cada jogada depende do
namero de exeércitos que DEFESA e ATAQUE ocupam cada um dos territérios
envolvidos na batalha. No caso do ataque, é obrigatéria a permanéncia de pelo menos
um exeército no territério do qual parte o ataque; assim, a quantidade de dados
vermelhos a serem utilizados no ataque é igual ao nimero de exércitos, que ocupam
o territério, menos um, limitando-se a trés dados, ou seja, se forem dois exércitos
atacam-se com um dado, trés, com dois dados e quatro ou mais, com trés. Ja a defesa
utiliza um dado para cada exército, limitando-se também a trés dados, assim um
exeército demanda um dado, dois demandam dois dados e trés ou mais exercitos, trés
dados.

Uma batalha sera travada para que o jogador do ataque conquiste um territorio,
ou seja, para que este seja ocupado pelos exércitos do ataque, todos os exércitos da
defesa que ocupam o mesmo terdo que ser dizimados; caso contrario, o jogador do
ataque ndo ocupard tal territério, consequentemente, nao triunfa na batalha. Isso tudo
é disputado nos dados, da seguinte forma. Ataques do tipo de um dado para um — tipo
1x1'! — o dado vermelho é langado pelo ataque, e em seguida a defesa lanca o dado
amarelo; observam-se os nimeros das faces voltadas para cima, caso o0 numero do
dado amarelo seja maior ou igual ao do dado vermelho, o ataque perde, a defesa
ganha; entretanto, para fins didaticos, diremos que o ataque ganhou zero exército —
GANHAR(+0) 12 — entdo, o territério ndo serd conquistado e um exército do ataque
sera retirado do territorio e colocado diretamente na caixa do jogador. Caso contrario,
se 0 numero do dado amarelo for menor que o do vermelho, o ataque vence, a defesa

perde; em palavras didaticas, o ataque ganhou um exército — GANHAR(+1) — e o

11 Nomenclatura existente nas regras do jogo.
12 Essa nomenclatura particular criada pelo autor sera utilizada em toda a dissertagdo. O seu significado

esta explicado ao longo do texto e resumido na Tabela 1.
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territorio sera ocupado. Para ataques do tipo 1X1 o ataque devera ter dois exércitos e
a defesa apenas um.

Nos outros casos, o0s resultados dos dados — ataque e defesa — sé@o colocados
em ordem decrescente e a comparacao é feita face a face. Ou seja, maior resultado
do ataque com o maior da defesa e, assim, sucessivamente. Nos ataques do tipo 2X1
— dois dados vermelhos versos um amarelo — ou tipo 3X1 — trés vermelhos e um
amarelo — sempre o primeiro nimero representa a quantidade de dados vermelhos e
0 segundo, amarelos; compara-se o maior resultado do vermelho com o valor obtido
no unico amarelo. Ao final sera feita a mesma andalise do paragrafo anterior,
possibilitando ao ataque GANHAR(+0), ou seja, um exército do ataque vai para a
caixa, ou GANHAR(+1), em outras palavras, a defesa perde seu Unico exeército e o
territdrio € conquistado. Nos tipos de ataque 1X2 e 1X3 os resultados séo idénticos
aos dos tipos 1X1, 2X1 ou 3X1, entretanto, compara-se o unico dado vermelho com o
maior dado amarelo e o territorio s6 sera ocupado pelo invasor se forem exterminados
todos os exércitos da defesa. O ataque sempre devera ter um exército a mais para
permanecer no territdrio de onde parte o ataque, ou seja, dois exércitos para atacar
com um dado, trés para atacar com dois dados e quatro ou mais para atacar com trés
dados vermelhos. J4 a defesa precisa de um exército para se defender com um dado
amarelo, dois, para dois dados, trés ou mais para usar trés dados.

Resumindo, nos tipos de ataques 1X1, 2X1, 3X1, 1X2 ou 1X3 o0 que esta em
jogo € apenas um exército, possibilitando GANHAR(+0) — onde a defesa nédo perde
nada e o ataque perde um exército, ou GANHAR(+1) — a defesa perde um exército e
0 ataque nada perde, assim, ocupando o territério atacado.

Ja nos tipos de ataque 2X2 e 3X2 estao envolvidos dois exércitos por etapa, ou
seja, a defesa pode perder dois exércitos — GANHAR(+2) — o territorio sera ocupado,
a defesa perde um e o ataque também — GANHAR(+1) — e a Ultima opc¢ao sera o
ataque perder dois exércitos — GANHAR(+0). O ataque do tipo 2X3 segue 0S mesmos
principios dos tipos 2X2 ou 3X2, entretanto, somente no caso em que 0s exércitos da
defesa sédo exterminados, o territério serd ocupado. Por ultimo, o ataque do tipo 3x3
onde teremos trés exeércitos envolvidos: GANHAR(+3) — a defesa perde trés exeércitos
e 0 ataque conquista o territério; GANHAR(+2) — a defesa perde dois exércitos e o
ataque um; GANHAR(+1) — a defesa perde um e o ataque dois; por ultimo,

GANHAR(+0), que significa que o ataque perdeu trés exércitos. Observe a Tabela 1.
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Tabela 1 — Resumo de resultados para ataques terrestres

Tinos de GANHAR (+0) | GANHAR (+1) | GANHAR(+2) | GANHAR (+3)
Atr;ques Quantidades de exércitos — fichas — que cada jogador ira PERDER
ATAQUE DEFESA |ATAQUE DEFESA |ATAQUE DEFESA |ATAQUE DEFESA

1X1 1 0 0 1

2X1 1 0 0 1

3x1 1 0 0 1

1X2 1 0 0 1

1X3 1 0 0 1

2X2 2 0 1 1 0 2

3X2 2 0 1 1 0 2

2x3 2 0 1 1 0 2

3x3 3 0 2 1 1 2 0 3

Fonte: o autor, 2019.

S&o0 nove possibilidades no total para todos os tipos de ataques — 1X1; 2X1;
3X1; 1X2; 1X3; 2X2; 3X2; 2X3 e 3X3 — todos descritos nos paragrafos anteriores, de
forma que o nimero de exércitos envolvidos em cada etapa da batalha sera igual a
menor quantidade dos dados envolvidos e o vocabulario utilizado neste trabalho sera
baseado na quantidade de exércitos que o atacante podera ganhar: GANHAR(+0),
GANHAR(+1), GANHAR(+2) ou GANHAR(+3).

Para prosseguir com nosso trabalho, iremos nos concentrar nas principais
regras indispensaveis, descritas nas paginas anteriores, para alcancar nossos
objetivos. Entretanto, para estimular a criatividade, vamos calcular algumas
probabilidades que néo irdo interferir nos resultados aplicados na pesquisa de campo.

Como podemos observar na Figura 2, sdo dois dados para ataques aéreos. As
faces ocultas ndo possuem nenhuma figura ou quantidade. Um dos dados refere-se a
bateria antiaérea — defesa — e é o primeiro a ser lancado, diferente do procedimento
adotado nos ataques terrestres, onde o jogador do ataque inicia 0os lancamentos; o
outro dado esta vinculado aos aviées bombardeiros — ataque — e s6 pode ser lancado
caso haja ainda sobras de avides, em relagdo a quantidade inicial, ap6s o
procedimento da defesa.

Podemos notar que o dado da defesa possui trés faces em branco, duas com
o desenho de uma Unica aeronave e uma face com duas aeronaves, num total de seis
possibilidades, que nesse caso é a quantidade de elementos do nosso espago
amostral. Portanto, as probabilidades de a defesa derrubar zero, um ou dois avides

estéo calculadas, respectivamente, nas equagodes (34), (35) e (36).
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Figura 2 — Dados Ataque Aéreo

Fonte: Site loja Grow!3, 2019.

3 1
P(0) =====150,00% (34)
6 2
2
P(D) = £=3= 33,33% (35)
P(2) = c= 16,67% (36)

Analogamente para o ataque, teremos trés faces em branco e, em seguida,
mais trés faces com os desenhos de um, dois ou trés exércitos. Mantendo, assim, o
espaco amostral com a mesma quantidade total de seis elementos. Portanto, as
probabilidades de o atague ganhar zero, um, dois ou trés exércitos da defesa estédo

calculadas, respectivamente, nas equagoes (37) e (38).
3 1
P(0) = £=5=5000% (37)

P(1) =P(2) =PQ3) = % =16,67% (38)

No decorrer deste trabalho, sera proposto apenas um desafio bem definido para
utilizacdo dos dados aéreos. Os demais casos ndo serdo considerados, pois isso

possibilitaria uma enorme sequéncia de jogadas, ja que os ataques podem ser feitos

13 Imagem dos dados para bombardeio e defesa antiaérea do jogo War Il. Disponivel em:

<https://lojagrow.vteximg.com.br/arquivos/ids/167706-1000-1000/Dados-War-
Avioes.jpg?v=637139155105070000>. Acesso em: 08/06/2019.
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a qualquer momento e intercalados, de acordo com as regras do jogo, entre terra e ar.
Consequentemente, as dificuldades para calcular as probabilidades em questao séo

enormes, quase infinitas, inviabilizando o trabalho didaticamente.

4.1 Célculos das probabilidades

Inicialmente, vamos estabelecer a quantidade, calculada segundo o (PM) da
Andlise Combinatdria, de elementos do espagco amostral em cada situagédo para um,

dois e trés dados, respectivamente, nas equacdes (39), (40) e (41).

CF(1) =6 (39)
CF(2) =6 X6 =36 (40)
CF(3) =6X6x6=216 (41)

4.1.1 Probabilidades do atague tipo 1X1; 2X1, 3X1, 1X2 e 1X3.

A analise da batalha nos ataques do tipo 1X1 consiste em comparar o numeral
obtido na face voltada para cima do dado vermelho, lancado pelo ataque, com o
numeral obtido na face, do dado amarelo, langcado pela defesa. A face, em questao,
do ataque, sera representada pela variavel x, x € N, sendo que (1 < x < 6). No caso
da defesa, denominaremos a face voltada para cima pela variavel A, A € N, que, da
mesma forma, (1 < A < 6). Para completar a analise se faz necessario a comparacao
entre os valores obtidos, ou seja, confrontar x com A. Dessa forma, existem dois
desfechos: (4 = x), que, conforme o vocabulario esclarecido anteriormente,
caracteriza a situacdo GANHAR(+0), configurando fracasso por parte do ataque, ou
(A < x), que representa GANHAR(+1), assim o ataque vence a batalha.

Esses desfechos podem ser representados de forma resumida em pares

ordenados [x; (A = x) ou (A < x)]. Para o caso (4 = x) usaremos simplesmente a
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notacdo (+0) e, analogamente para, (4 < x), (+1). Dessa maneira, se configuram
doze desfechos. Séo eles: [1; (+0)],:-- ,[6; (+0)],[1; (+1)],--- , [6; (+1)]. Observamos
gue o desfecho [1;(+1)], dentro do contexto do jogo, € um evento impossivel, ou seja
nunca ocorrera, mas para fins de analise ser4 computado.

Os dois exemplos a seguir, ilustram esse raciocinio, que ja observamos na
equacdao (26) estudada na pag. 31 dessa dissertacdo. O fato explorado trata de dois
eventos independentes.

No primeiro exemplo, veremos a probabilidade de obter numeral trés no dado
vermelho (x = 3), em seguida obter numeral maior do que, ou igual a trés no dado
amarelo (A = 3). Como observamos anteriormente, sempre ocorre que 0 primeiro
lancamento € do dado vermelho do ataque e o segundo, do dado amarelo da defesa.
Observamos, entdo, na equacao (42), o desfecho de tal situacdo, que, em outras
palavras, significa a probabilidade do ataque GANHAR(+0) no caso em que 0 mesmo
obteve numeral trés no lancamento do dado vermelho. Assim, estamos fazendo

referéncia ao desfecho [3; (+0)], notagéo ja explicada anteriormente.

4 4
4_4 42
*6 7~ 36 (42)

N -

P[3NA>3]=P(3).P(A4>3) =

Em que:

P[3 n A = 3] => Probabilidade de sair trés no primeiro langamento em seguida obter
numeral maior do que ou igual a trés no segundo;

P(3) => Probabilidade do ataque obter trés no dado vermelho;

P(A = 3) => Probabilidade da defesa obter numeral maior do que ou igual a trés no

dado amarelo.

O célculo da probabilidade da defesa obter numeral maior ou igual a trés no
dado amarelo — segundo langcamento, sabendo-se que o dado vermelho — primeiro

lancamento — obteve numeral igual a trés, esta representado na equacéo (43):

PIAIN(A=3)] %36 4
53} A c=P@A=3) (43)

P[(A=3)/(3)] =
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O segundo exemplo trata do desfecho [4;(4+1)], que em outras palavras,
significa dizer que o ataque obteve numeral quatro (x = 4) no lancamento do dado
vermelho e a defesa obteve numeral menor do que quatro (A < 4) no langamento do
dado amarelo. A probabilidade, nesse caso, do ataque GANHAR(+1) esta calculada

na equacao (44).

P[(4) N (A< 4)] =P(4).P(A<4) ==X % _2 (44)

Nl =

Onde:

P[(4) n (A < 4)] => Probabilidade de sair quatro no primeiro langamento em seguida
obter numeral menor do que quatro no segundo;

P(4) => Probabilidade do ataque obter quatro no dado vermelho;

P(4A < 4) => Probabilidade da defesa obter numeral menor do que quatro no dado

amarelo.

A equacdo (45) revela o calculo da probabilidade da defesa obter numeral
menor do que quatro no dado amarelo, sabendo-se que o dado vermelho obteve

numeral igual a quatro:

P[(4)Nn (A <4)] 3 3
PI(A < 4)/(4)] = 1 )2((4)< ) 1//36=5=P(A<4) (45)
6

Ou seja, em ambos o0s casos 0 humero de elementos do espa¢co amostral, tanto
para defesa como para o ataque, sera igual a seis. O espaco amostral de total as
admissiveis interse¢des, ou seja, todos os plausiveis desfechos, sera igual ao produto
6 - 6 = 36. Para o tipo de ataque 1X1 é facil observar que, para um mesmo valor de x,
os desfechos GANHAR(+0) e GANHAR(+1) sdo complementares, e a notacado
adotada é mais do que suficiente. Entretanto, para alguns tipos de ataque, essa
notagcéo se mostra insuficiente, e assim, adotaremos uma notagéo nova e particular
que serd descrita a seguir na equacgao (46). Comecgando pela quantidade de dados
envolvidos em cada ataque, que no caso dos dados do ataque — vermelhos — sera
representado pela variavel u, u€ N e 1 <u < 3; e, para os dados da defesa —

amarelos — a variavel v, v e N e 1 < v < 3. O nimero, representado pela variavel x,
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obtido nos dados vermelhos, pode ser observado como um simples ndmero, quando
se tratar de um Unico dado, ou o equivalente a um Unico nimero, quando se tratar de
dois ou trés dados. Também podera representar um par ou um trio ordenado de
valores. Em cada caso terd uma interpretacdo definida, que sera explicada
minuciosamente neste capitulo.

Por esse motivo iremos adotar a notagéo, para os dados vermelhos, de classe
de equivaléncia [X]. Em se tratando de um Unico dado vermelho, nos tipos de ataque
1X1, 1X2 e 1X3, 0 valor de x, x e Ne 1 < x < 6, obtido na face voltada para cima do
dado vermelho representa a prépria classe de equivaléncia, nessa condicéo [X] = [x].

Para dois dados vermelhos, do ataque, iremos adotar a notacdo de par
ordenado com coordenadas néo crescente (x;y), x EN,yeN, 1<x<6,1<y <6,
gue serd simplesmente chamado de par ordenado ndo crescente, e, 0 mais
importante, x > y, pois como ja foi dito, segundo as regras do jogo, a comparagao é
feita face a face, da maior para a menor. Nesse caso no ataque do tipo 2X1, o par
ordenado ndo crescente (x;y) dos dados vermelhos, equivale a classe de
equivaléncia [X] = [x], pois sO iremos considerar o maior dos valores entre os dados.
Para ataques do tipo 2X2 e 2X3 o par ordenado nao crescente (x; y) nos dados sera
representado pela classe de equivaléncia [X] = [(x; y)].

Notamos que o par ordenado (x;y), podera surgir de, P, = 2, duas maneiras,
quando x # y, e de uma Unica forma, quando x = y. Ou seja, para valores iguais nas
duas faces dos dados, teremos um anagrama, para valores distintos serao dois.

Quando se tratarem de trés dados utilizados no ataque, faremos referéncia ao
trio ordenado de coordenadas néo crescente (x;y;z), x €N, yeN,zeN, 1 <x <6,
1<y<6,1<z<6ex=yz=z que simplesmente sera chamado de trio ordenado
nao crescente. Dessa forma, analogamente a analise feita no paragrafo anterior, para
trios com valores idénticos, teremos 0 equivalente a um anagrama; para dois valores
repetidos e um distinto, teremos, P32'1 = 3, trés anagramas; e, P; = 6, seis anagramas,
para trés valores distintos. No tipo de ataque 3X1, o trio ordenado ndo crescente
(x;v; z), equivale a classe de equivaléncia [X] = [x], pois x € 0 maximo valor entre 0s
dados. Para ataques do tipo 3X2, teremos [X] = [(x; y)], pois o terceiro e menor valor
sera descartado. E, para ataques 3X3, o proprio trio sera adotado como classe de

equivaléncia, [X] = [(x; y; 2)].
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Por ultimo, o desfecho, que na situacdo na qual atague ou defesa possuem
somente um dado, 1X1, 2X1, 3X1, 1X2 e 1X3, ocorrerdo exclusivamente duas
situagcdes GANHAR(+0) ou GANHAR(+1), e, teremos ao todo 12 tipos distintos de
desfechos, cujos respectivos (CF) somaram o produto dos espacos amostrais
relacionados a quantidade de dados em jogo. Por exemplo, para o tipo 3X1, a soma
sera igual a 216 x 6 = 1296. Para os ataques dos tipos 2X2, 3X2 e 2X3, teremos 63
desfechos distintos, sendo 21 de cada modalidade — (+0), (+1) e (+2). Para ataques
do tipo 3X3, caberao todos os desfechos: GANHAR(+0), GANHAR(+1), GANHAR(+2)
ou GANHAR(+3), num total de 224 desfechos, sendo 56 para cada modalidade.

P} ([X],desfecho), para ataques do tipou X v,onde 1 < u,v < 3 (46)

Em que:

u => Quantidade de dados vermelhos em jogo na batalha;
v => Quantidade de dados amarelos em jogo na batalha;
[X] => Classe de equivaléncia para os dados vermelhos;

desfecho => Sera representado pela simples notacéo: (+0), (+1), (+2) ou (+3).

Para ataques do tipo 1X1 as equacoes 47) e
(48) esclarecem os significados para os modelos da notacdo adotadas nesse tipo de
ataque. Todos os resultados estdo resumidos na Tabela 2. O numero de (CF) para o
ataque, coluna 2 da Tabela 2, para cada valor de [X] no dado do ataque é fixo, isto €,
sempre igual a um, para qualquer valor obtido e por isso as probabilidades sao iguais
a 1/6, como podemos perceber na terceira coluna da Tabela 2. Entretanto, os (CF) da
defesa, dado amarelo, sédo diferentes, pois dependem das condicionais vitéria ou
fracasso do ataque, e serdo divididos em dois desfechos.

O primeiro desfecho, equivale ao fracasso do ataque ou vitoria da defesa, ou
seja, GANHAR(+0), a condicdo, o numero de (CF) e a probabilidade condicional estéo
expostos nas colunas 4, 5 e 6, respectivamente — a probabilidade condicional, na
tabela sera indicada por P,/X, por simples alocacdo de espaco no cabecalho da
tabela. De forma analoga o mesmo acontece nas colunas 8, 9 e 10, referentes, ao
segundo tipo de desfecho, GANHAR(+1) — a probabilidade condicional, na tabela sera
indicada por P;/X, nesse caso vitoria do ataque, consequentemente, fracasso da

defesa. A coluna 7 é obtida pelo produto da terceira com a sexta colunas, isso para
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cada linha, o que matematicamente representa a probabilidade da interse¢cdo, em
outras palavras, o0 produto das probabilidades dos eventos independentes.

Analogamente, 0 mesmo acontece para a coluna 11.

P([XL+0) = P[AZ X/y| = Po/X e PL(IX], +1) = PIA < X/y] = Py/X

(47)

P(+0) =P[XNA=X] e P(+1) = P[X N A < X] (48)
Tabela 2 — Probabilidade de ataques do tipo 1X1

DADO VERMELHO DADO AMARELO (DEFESA)

(ATAQUE) GANHAR (+0) GANHAR (+1)

[X] CF PX)| A CF Py/X P(HO0)| A CF P,/X P(+1)

X=1 1 e |aZ1 6 6/ 6/36 |A<l 0O /e %36

X=2 1 /e |a=2 5 e e |A<2 1 L/ e

x=3 1 1/ |aA=3 4 4, Yoo |A<3 2 2/, 2/a6

Xx=4 1 1 |aAZ4 3 3 336 |A<4 3 3 S

x=5 1 o |azs 2 2/ 2/ |A<S 4 A, 46

X6 1 1/, |A26 1 L 16 |A<6 5 e e
SOMA 6 1 58,33% 41,67%

Fonte: o autor, 2019

Em que:

[X] => Classe de equivaléncia, que representa o niumero obtido no dado vermelho;

A => Numeral obtido no dado amarelo (defesa);

P(X) => Probabilidade de obter o numeral relativo a classe de equivaléncia [X] no

dado vermelho;

Po/X = PL([X],+0) = P [A = X/X] => Probabilidade condicional da defesa ganhar;

Py/X = Pi([X],+1) = P[A < X/X] => Probabilidade condicional da defesa perder;

P(+0) = P[X n A = X] => Probabilidade da Interseccdo de eventos Independentes,
para o atague fracassar — GANHAR(+0);

P(+1) = P[X n A < X] => Probabilidade da Intersec¢do de eventos Independentes
para ataque vitorioso — GANHAR(+0).
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Podemos observar algumas regularidades interessantes. Em primeiro lugar, os
eventos condicionais P} ([X],+0) e P{([X],+0), colunas 6 e 10, sdo complementares,
portanto, a soma, em cada linha, dos valores dos (CF), colunas 5 e 9, é igual a 6.
Entdo, os eventos associados a GANHAR(+0) e GANHAR(+1) sdo complementares
no espaco amostral. Este fato poderia ser usado para agilizar o preenchimento das
tabelas, entretanto, nos ataques do tipo 2X2, 3X2, 2X3 e 3X3, esse processo ndo se
mostra funcional, pois serdo acrescentadas mais modalidades de desfechos, como,
por exemplo, GANHAR(+2) e GANHAR(+3).

Em segundo lugar, também em cada linha, a soma das probabilidades P(+0)
e P(+1) é igual a 6/36. Assim, o somatorio total, das seis linhas é igual a 36/36. Fato
este que nos leva a concluir que somando os resultados da coluna 7, teremos
probabilidade total GANHAR(+0) que é equivalente a 58,33%. E somando os
resultados da coluna 11, 41,67%, a probabilidade total para GANHAR(+1). Isso
levando em consideracao quaisquer valores para o dado vermelho do ataque. A soma
dos dois resultados € 100%, o que teoricamente j4 era esperado. Este fato esta
representado na ultima linha da tabela. No inicio da mesma linha, temos, relacionado
ao dado vermelho, o somatdrio dos (CF), que obviamente totaliza seis e 0 somatorio
de todas as probabilidades, que certamente soma um.

Nos tipos de ataques terrestres 2X1 e 3X1, a quantidade de elementos do
espaco amostral relacionado a DEFESA e os (CF), de cada langcamento, permanecem
iguais aos do tipo 1X1, pois a DEFESA conta ainda com apenas um dado para se
defender. Portanto, as Unicas colunas que irdo mudar sédo as relacionadas com 0s
dados vermelhos e as probabilidades finais.

Devemos observar que somente sera considerado o maior valor numeérico das
faces voltadas para cima, obtido nos dados vermelhos, sejam dois ou trés dados em
jogo. O que muda é a quantidade de elementos do espaco amostral do ataque
calculados nas equacdes (40) e (41), respectivamente, 36 e 216.

Como estamos interessados somente na face voltada para cima de maior valor
entre os dados, adotaremos a classe de equivaléncia [X], que correspondera, em cada
caso, ao maior valor dos dados. Portanto, iremos considerar que as duas faces de um
lancamento de dois dados podem ser representadas por um par ordenado, ndo
crescente, da forma (x,y), em que x>y, x€N, yeN, 1<x<6, 1<y <6. Por

exemplo, para maior face, x = 2, teremos trés pares ordenados relacionados, de outra
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forma, o nimero de (CF) para a classe de equivaléncia, [2], cujo maior valor obtido é
igual a 2, teremos um conjunto com trés elementos, de fato, {(2;2), (2; 1), (1;2)}.
Assim, poderemos construir uma férmula, dada na equacao (49), para o caso
geral, relacionado a cada classe [X], ou seja, o numero de (CF), para o langamento
em que o maior valor € igual a x. Dessa forma, pelo (PAd) iremos dividir em duas
etapas: (i) faces iguais — (x, x) — teremos — PZ = 1 — um Unico anagrama; (ii) usando
o (PM), calcularemos a segunda etapa, faces com valores diferentes — (x,y) —
notamos que, neste caso, x > y, logo a quantidade de escolhas para y € igual (x — 1)
e 0 numero de anagramas, para dois elementos distintos, é igual a P, = 2. Sendo
assim, a equacédo geral surge da soma do primeiro com o segundo caso: (i) esta
relacionado a primeira parcela do lado direito da equacéo e (ii) se relaciona a segunda

parcela. Esses valores estdo explicitos na coluna 2 da Tabela 3.

CF(X=xD)=1+P,x(x—-1D=1+2.(x—1) =2x—1 (49)

Em que:

CF([X = x]) =>Fdérmula geral para calcular os (CF) do ataque;

P, =>Permutacao de dois elementos.

(x — 1) => Valor da maior face obtida no langcamento dos dois dados vermelhos menos

uma unidade.

Para visualizar os valores calculados pela equacao (49), podemos recorrer,
como mostra a Figura 3, a uma matriz 6x6, cuja entrada na i-ésima linha e j-ésima
coluna seja igual a (i,j). Os valores de (CF), calculados na equacao (49), coincidem
com a quantidade de elementos destacados pela mesma cor. Notamos que, para cada

classe de equivaléncia, a condigéo para destacar a célula serd que i = x ou j = x.

Figura 3 — Matriz CF[X] ataque tipo 2X1.

(1,1)](@;2) | (1;3) | (1;4) | (1;5) | (1;6)
(2;1)(2;2) | (2;3) | (2;4) | (2;5) | (2;6)
(3;1)[(3;2) | (3;3) | (3;4) | (3;5) | (3;6)
(4;1) | (4;2) | (4;3) | (4;4) | (4;,5) | (4;6)
(5;1) | (5;2) | (5;3) | (5;4) | (5;5) | (5;6)

(6,1) (6;2) | (6;3) | (6;4) | (6;5) | (6;6)
Fonte: o autor, 2020
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Outra maneira de calcular os valores gerados pela equacao (49), seria através
de uma PA de razédo 2 e termo inicial igual a 1. Como esta representado na equacao
(50):

CF(X])=ap=a, +d.(n—1)=1+2.(x—1) = 2x — 1 (50)

Em que:

a, =>termo geral da PA de 12 ordem;

a,; +d.(n — 1) => Férmula do termo geral da PA de 12 ordem;
a, =>termo inicial da PA de 12 ordem (a; = 1);

d =>razéo da PA de 12 ordem (d = 2);

n => numero de termos da PA de 12 ordem (n = x).

Podemos observar que existem inumeras formas para proceder com 0s
calculos dos (CF) e varias interpretacdes geométricas, também. A equacéo (51) nos
revela o exemplo do caso em que a maior face x € igual a 5. Todos os outros valores,

inclusive os do exemplo, estdo representados na segunda coluna da Tabela 3.

CF([X=5])=1+P,x(5-1)=1+2%x4=9 (51)

Tabela 3 — Probabilidade de atagues do tipo 2X1

DADOS VERMELHOS DADO AMARELO (DEFESA)
(ATAQUE) GANHAR (+0) GANHAR (+1)
[X| CF PX)| A4 CF Py/X PH0)| A CF P,/X P(+1)
x=1 1 Yo |la=1 6 6 6L A1 o 0 04
X223 35 AZ2 5 Oy By a2 1 Y g
X=3 5 S/ |AZ3 4 4 20/, |A3 2 2fe 10/,
X=4 7 /3y A=4 3 3/, 21, . |A<4a 3 Se 2l
X5 9 93 |AZ5 2 2/ 18/, |AS 4 4 36/,
x=6 11 11/, A6 1 b, 11, |A6 5 e e
SOMA 36 1 42,13% 57,87%

Fonte: o autor, 2019

Em que:
[X] => Classe de equivaléncia, que representa o numero obtido no dado vermelho;
A => Numero obtido no dado amarelo (defesa);

P(X) => Probabilidade de obter o nimero X no dado vermelho;

Py/X = P?([X],+0)= P [A = X/X] => Probabilidade condicional da defesa ganhar;
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P./X = P?([X],+1) = P[A < X/X] => Probabilidade condicional da defesa perder;

P(+0) = P[X n A = X] => Probabilidade da Interseccdo de eventos Independentes,
para o ataque fracassar — GANHAR(+0);

P(+1) = P[X n A < X] => Probabilidade da Intersec¢do de eventos Independentes
para ataque vitorioso — GANHAR(+1).

Para calcularmos as probabilidades finais basta multiplicarmos a probabilidade
P(X), nos dados vermelhos, coluna 3 da Tabela 3, pelas respectivas colunas de
probabilidades Pl ([X],+0) e P{([X],+1), nas colunas 6 e 10, dos dados amarelos;
obtendo, assim, as probabilidades correspondentes finais para os casos GANHAR(+0)
e GANHAR(+1), tal como foi feito na Tabela 2.

Observamos que, na Tabela 3, algumas regularidades em relagédo a Tabela 2
foram perdidas, pois os valores considerados nos dados vermelhos, nessa situacao,
nao sdo equiprovaveis: basta comparar as colunas 3 de ambas as tabelas. O niUmero
de elementos no espaco amostral para um dados vermelho é igual a 6 e para dois
dados € igual a 36, conforme j& foi visto anteriormente, nas equacdes (39) e (40) pag.
55. Em cada linha os (CF) associados a GANHAR(+0) e GANHAR(+1) soma 6 e sao
complementares, conforme fato que também ocorreu na Tabela 2. O somatorio, dos
valores lancados na coluna 7, 42,13%, probabilidade total de GANHAR(+0), e os
resultados somados da coluna 11, GANHAR(+1), 57,87%, somam 100%,

No tipo 3X1, analogamente ao que aconteceu no 2X1, o que é levado em
consideracdo é o maior numero das faces dos dados voltadas para cima. Assim, 0s
anicos fatos que mudam sdo a quantidade de elementos do espaco amostral, para o
lancamento de trés dados vermelhos, igual a 216, conforme visto na equacéo (41) da
pag. 55, e a quantidade de (CF) para cada classe do tipo [X],emque x €N, 1 <x <
6. Usaremos o mesmo recurso de classes de equivaléncia [X], ja descrito
anteriormente. Entretanto, agora se trata de um trio ordenado, ndo crescente, da forma
(x,y,z),ondex €N, yeEN,zeN,1<x<6,1<y<6,1<z<6ex=>y=>z.

Para cada valor de x, ha apenas uma ocorréncia em que as faces voltadas para
cima nos trés dados séo repetidas e os resultados com faces diferentes correspondem
a face x combinada com valores menores que o dela, isto é, (x — 1) valores.

De fato, pelo (PAd) teremos trés etapas: (i) trés faces iguais , (x,x,x),

obviamente, somente um anagrama, P3 = 1; (i) com o (PM), calcularemos a segunda
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etapa, duas faces com somente dois valores repetidos — (x, x, y) ou (x,y,y) — assim,
teremos o dobro do produto, (x — 1) escolhas para y, vezes , P/*' = 3 anagramas, j&
que temos dois elementos repetidos. (iii) a Ultima etapa, trés faces com valores
distintos — (x,y,z) — calculada também com o (PM), da seguinte forma, P; =6
anagramas, vezes, a escolha de dois valores distintos e menores que x, conforme
visto na equacao (10, que pode ser representado pela combinacao de (x — 1) opcdes
combinados 2 a 2 — C(Zx_l). Resumidamente representado na equacédo (52). (i) esta
representado na primeira parcela do segundo membro a direita da equacao, (ii) € a

segunda parcela e (iii) a terceira.
CF(XD =1+2.PF". (x —1) + P5.Cl_yy =3x2 —3x + 1 (52)

Em que:

CF([X]) =>Férmula geral para calcular os (CF) do ataque;

P32'1 =>Permutacdo de trés elementos com dois repetidos;.

(x — 1) =>Valor da maior face obtida no langamento dos dois dados vermelhos menos
uma unidade.

P; => Permutacao de trés elementos.

Cf._1) => Combinagéo da maior face menos uma unidade, dois a dois.

Para representar geometricamente os valores dos (CF) do atague 3X1
calculados pela equacado (52), podemos visualizar espacialmente, como ilustra a
Figura 4. Sejam os vértices de um cubo, de coordenadas (i,j, k), emquei € N,j € N,
keN,1<i<6,1<j<6e1l<k<6.0svalores dos trios plotados, em cada classe
de equivaléncia, sdo destacados, caso a condicdo i = x,j = x ou k = x seja atendida.
A Figura 4,letra (A), representa a classe de equivaléncia [1], vista através da
planificacdo da curva de nivel k = 1. Na letra (B) observamos a representacéo solida
da figura. Notamos que somente um vértice foi realcado, este representa o trio
(1;1; 1), é importante lembrar que os outros 7 vértices ndo foram plotados pois
possuem pelo menos uma de suas coordenadas igual a zero, resultado este
impossivel de se obter na face do dado.

Para a classe de equivaléncia [2], na letra (C), temos a planificacdo da curva

de nivel k = 2, na qual 4 vértices sao plotados, na letra (D), curva de nivel k = 1, com
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3 vértices, cuja soma dos dois niveis é igual a 7, conforme ja era esperado. Na letra
(E), nivel k = 3, temos 9 vértices plotados, e para finalizar, na letra (F), temos 5
vértices plotados. Essa situacdo acontece nas curvas de niveis k=2 e k=1.

Totalizando 19 vértices para, [3].

Figura 4 — Vértices do cubo CF[X] ataque tipo 3X1.

(A) (B)
2
1 °
0
0 1 2
©) (D)
3 3
2 [ ) 2 [ )
1 . ° 1 °
0 0
0 1 2 3 0 1 2 3
(E) A
4 4
3 1) [ [ 3 1) [ e
2 [ [ [ 2 [
1 [ [ [ 1 °
0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Fonte: o autor, 2020
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Usaremos a recorréncia para obter uma formula geral que calcule a quantidade
de (CF) do ataque para o tipo 3X1. O resultado est4 apresentado na equacéo (53), de
acordo com o0 seguinte raciocinio, a primeira parcela € o quadrado da classe de
equivaléncia em gquestdo, a segunda parcela, representa a quantidade de vértices
pertencentes as faces laterais do cubo, que possuem coordenadas inteiras positivas,
sendo esses valores sdo iguais nos niveis intermediérios. Dessa forma, concluimos

que:
CF([(XD=x*+(x—-1).2x—1)=3x2-3x+1 (53)

Em que:
CF([X]) =>Férmula geral para calcular os (CF) do ataque;

x => Valor da maior face obtida no lancamento dos dados vermelhos.

Outra forma de abordar esse problema, seria o de enxergar a sequéncia de
valores gerados pela equacéo (52), como uma PA de 22 ordem, na qual o termo inicial
éigual a l, e a PA de 12 ordem geradora possui razdo 6 e termo inicial igual a 6. Esse

fato é mostrado na equacao na (54):

CR(X) = a, + 2% d-gn ~Dln_ . [20+6 ;x ~D].x "
54

CF([XD = 1+M:3x2—3x+1

Em que:

a; => termo inicial da PA de 22 ordem (a; = 1);

[2a; + d.(n — 1)].n/2 => soma dos termos da PA de 12 ordem;
a; =>termo inicial da PA de 12 ordem (a; = 0);

d =>razéo da PA de 12 ordem (d = 6);

n =>numero de termos da PA de 12 ordem (n = x).

Observemos o exemplo, [3], maior face voltada para cima, essa classe de
equivaléncia surge em seis tipos de trios ordenados ndo crescentes, sao eles,
representados no conjunto, {(3;3; 3),(3;3;2),(3;3;1),(3;2;2),(3;1;1),(3; 2; 1)}. Ortrio
com trés faces repetidas aparece uma unica vez; 0s quatro trios com duas faces
repetidas, surgem P.j'1 = 3 vezes cada um totalizando 12 anagramas e, por ultimo o

trio de caracteres distintos, sera contabilizado em P; = 6 vezes. Assim, pelo (PAd),
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teremos um total de 19 configuragdes, ou seja, o0 numero de (CF), para a classe de
equivaléncia [X = 3], é igual a 19. Esse resultado pode ser visto na equacao (55), a

sequir:

CF(BD =1+2%xPP x (x = 1) + Py X Ch_yy =

55
CF(BD) =1+2x3%X2+6XCZ=19 (55)

Todos os outros valores, inclusive os do exemplo, estdo relacionados na
segunda coluna da Tabela 4. A cardinalidade do espaco amostral, para os dois
desfechos GANHAR(+0) e GANHAR(+1), totaliza 1296. Em outras palavras, isso
significa que os (CF) para cada um dos seis tipos de desfecho GANHAR(+0) somados

aos seis tipos, GANHAR(+1), equivalem ao total 1296.

Tabela 4 — Probabilidade de ataques do tipo 3X1

DADO VERMELHO DADOS AMARELOQOS (DEFESA)
(ATAQUE) GANHAR (+0) GANHAR (+1)

[X] CF P(X) | 4 CF P,/X P(+0) | A CF P,/X P(+1

X=1 1 /216 AZl 6 6/6 6/1296 A<l 0 0/6 0/1296

Xx=2 7 Thye A2 5 Ofg BPfip06 |A2 1 Vg T/ipg6

x=3 19 Ufigla=s 4 Yo 70990 (A3 2 2 315,

x=4 37 37/, |A=a 3 3 11/o9s |A<4 3 e Mi06

x=5 61 OlglaZs 2 2 12300 A5 4 Y 240

x=6 91 9/ laz6 1 Ye Y1296 |A<6 5 /6 >*/1296
SOMA 216 1 34,03% 65,97%

Fonte: o autor, 2019

Em que:
[X] => Classe de equivaléncia, que representa o numeral x obtido no dado vermelho;
A => Numeral obtido no dado amarelo (defesa);

P(X) => Probabilidade de obter o numeral X no dado vermelho;

Pyo/X = P3([X],+0) = P [A = X/X] => Probabilidade condicional da defesa ganhar;

P1/X = P{([X],+1) = P[4 <X/, ] => Probabilidade condicional da defesa perder;

P(4+0) = P[X n A = X] => Probabilidade da Intersec¢do de eventos Independentes,
para o fracasso do ataque — GANHAR(+0);

P(+1) = P[X n A < X] => Probabilidade da Intersec¢do de eventos Independentes,
para a vitéria do ataque — GANHAR(+1).
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Notamos que na ultima linha da Tabela 3 a probabilidade total GANHAR(+0) —
42,13% — somada com a probabilidade total GANHAR(+1) — 57,87% — atinge 100,00%
e a soma dos (CF) dos dados vermelhos atinge 36. Ja na Tabela 4Erro! Fonte de
referéncia ndo encontrada.. GANHAR(+0) — 34,03% — e GANHAR(+1) — 65,97% —
somam 100,00% e a soma dos (CF), para o atague, tem como resultado 216, ja para
a defesa, em ambos os casos, continua sendo 6.

Nos casos de ataques do tipo 1X2 e 1X3, o numero de (CF) para o ataque —
dados vermelhos — ndo se altera, em todas as faces é sempre igual a um, e sdo
idénticos ao tipo de ataque 1X1. Portanto, iremos resumir, os dois tipos de ataque, em
uma Unica tabela, bastando, para isso, calcular os (CF) da defesa — dados amarelos.
Tais valores serdo apresentados na Tabela 5.

Para o tipo de atague 1X2, teremos envolvidos um dado vermelho e dois
amarelos, analogamente, para o tipo 1X3, termos um dado vermelho e trés amarelos.
Portanto, para analise das batalhas, adotaremos a mesma condigdo definida no inicio
dessa secdo, ou seja, a face do ataque seré representada pela variavel x, sendo que
x €N e (1 <x<6). Eadefesa, sera representada pela variavel A, que, da mesma
forma, A € Ne (1 < A < 6). Entretanto, como em cada langamento temos mais dados
amarelos envolvidos, o numero de (CF) para a defesa sera diferente do tipo 1X1,
somando 36 para o tipo 1X2 e 216, para 1X3. A comparacao entre os valores obtidos,
se faz necessaria. Dessa forma, existem dois desfechos: (4 = x), GANHAR(+0), e
(A < x), GANHAR(+1).

O calculo dos (CF) da defesa no tipo de ataque 1X2 é bem simples: iremos
utilizar o (PAd) auxiliado pelo (PM). Dessa forma, para o ataque GANHAR(+0),
(A = x), basta que, pelo menos, um dos dados amarelos seja maior ou igual ao valor
obtido no dado vermelho — x. Vamos analisar dois casos: (i) em um dos dados
amarelos o resultado foi maior ou igual ao observado no dado vermelho; e (i) em um
dos dados amarelos o resultado for menor do que o observado no dado vermelho. Em
(), o outro dado pode assumir qualquer um dos 6 resultados possiveis, pois ja ha a
garantia de vitéria da defesa. Este caso (i) corresponde a primeira parcela do segundo
membro da equacdo (56). Notamos que o numero de escolhas, que garante o
resultado, maior ou igual a x, equivale a [6 — (x — 1)], ou simplificando, (7 — x). Em
(if), necessariamente, no outro dado é preciso obter uma face maior ou igual a

observada no dado vermelho, coincidentemente, representado pela mesma
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expressao algébrica do caso anterior — (7 — x), importante ressaltar que o nimero de
escolhas para valores menores que x, pode ser representado por (x —1).

Consequentemente:

CFIPL([X],40)] = (7 —x) - (6) + (x —= 1) - (7 — x) = 35 + 2x — x2 (56)

Em que:
CF[P}([X], +0)] => Numero de (CF) para os dados amarelos;

x => NUmero obtido na face voltada para cima do dado vermelho.

Faremos o exemplo da classe de equivaléncia [X = 4] obtida no dado vermelho

na equacao (57), assim:

CF[P}([4],+0)]=(7-4)-(6)+(4—-1)-(7—4)=3-6+3-3=27 (57)

A validade desta relacdo pode ser observada com auxilio de uma matriz 6x6,
cuja entrada na i-ésima linha e j-ésima coluna seja igual a (i,j), o resultado

apresentado na equacéo (57), estd exemplificado na Figura 5.

Figura 5 — Matriz (CF) defesa GANHAR(+0) tipo 1X2
1,1)(1;,2)(1;,3)](1;4) [ (1;5) | (1;6)
(2;1)(2;2)[(2;3)[(2;4) | (2;5) | (2;6)
(3;1)(3;2)[(3;3)[(3;4) | (3;5) | (3;6)
(4,1)| (4,2)] (4,3)| (4,4) | (4,5)| (4;6)
(5:1)1(5;2)(5:3) | (5:4) | (5;5) | (5;6)
(6;,1)|(6;2)|(6;3)](6;4) | (6;5)|(6;6)

Fonte: o autor, 2020

Os valores de (CF) da defesa, para o desfecho GANHAR(+0), nos ataques do
tipo 1X2, coincidem com a quantidade de elementos destacados pela mesma cor,
notamos que a condicéo obrigatoria, em cada caso, seraarelacdo x < i ou x <.

Comparando a Figura 3 com a Figura 5, podemos observar que 0s resultados

obtidos na Figura 5 sédo equivalentes ao somatorio dos resultados apresentados na



71

Figura 3. Essa regularidade também pode ser observada nas respectivas tabelas.
Logo, os resultados obtidos a partir da equacédo (62), poderiam ter sido calculados
através de uma das relagBes de somatorios, apresentada na equacdo (58): o

resultado do somatdrio, exceto para o caso x = 1, cujo niumero de (CF) é igual a 36.
X
CFIPL([X], +0)] = 36 — Z(Zk —3)=36—(x—1)? = 35 + 2x — x2 (58)
k=2

Se os valores em ambos os dados amarelos forem menores que no dado
vermelho, o ataque ganha — GANHAR (+1) — significa que a defesa perde um exército,
mas o ataque ndo conquista o territorio; por exemplo, para a classe de equivaléncia
[4], seré necessario que os dois dados amarelos sejam menores que quatro. Usando
o (PM), vamos obter, neste caso, trés ao quadrado, o que resulta nove possibilidades
favoraveis. Observemos que sempre sera um quadrado perfeito. A matriz da Figura 5
auxilia na confirmacédo desta afirmacdo. Os (CF) quando se tem [X = m] no dado
vermelho estéo ilustrados na parte ndo colorida da submatriz quadrada i = j = m — 1,
da Figura 5, Para finalizar, nos exemplos, se somarmos o resultado obtido, 9, com o
valor obtido, calculo anterior, 27, obrigatoriamente o resultado sera 36, numero
elementos do espac¢o amostral para dois dados. Esse fato se repete para cada classe
de equivaléncia [X].

Podemos notar também que a férmula construida na equacao (58), nos revela
que, o quadrado perfeito de (x —1), é evento complementar para o desfecho
GANHAR(+0). Sendo assim, o numero de (CF) para a defesa, no desfecho

GANHAR(+1), no tipo de ataque 1X2, pode ser calculado, Segundo a equacéo (59):

CFIP}([X],+D]=(x—-1?=x*-2x+1 (59)

Em que:
CF[P;([X],+1)] => Quantidade de (CF) para os dados amarelos;

x => NUmero obtido na face voltada para cima do dado vermelho.

No caso 1X3, tudo sera semelhante, GANHAR(+1) significa que, por exemplo,
se o dado vermelho for [5], entdo, os trés dados amarelos terdo que ser menores que

cinco; usando o (PM), vamos obter, neste caso, o cubo de quatro, igual a 64
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possibilidades favoraveis. Observemos que sempre sera um cubo perfeito. A equacao
geral pode ser vista em (60):

CFIP;([X],+D]=(x—-1)3=2x3-3x2+3x—-1 (60)

Em que:
CF[P}([X],+1)] => Quantidade de (CF) para os dados amarelos;

x => Numero obtido na face voltada para cima do dado vermelho.

J& para calcular a situacdo do ataque GANHAR (+0) nos ataques do tipo 1X3,
vamos analisar, considerar em quantos dados amarelos o resultado foi maior ou igual
ao observado no dado vermelho: (i) nos trés dados; (ii) em exatamente dois dos dados;
e (iii) em apenas um dado. O total de possibilidades em (i) € um cubo perfeito, pois
cada um dos dados consideramos todos os numeros de 1 a 6 maiores ou iguais ao
obtido no dado vermelho. Este caso corresponde a primeira parcela no lado direito de
(61). Em (ii), usaremos o (PM) considerando em um dos dados os valores estritamente
menores do que o obtido no vermelho e nos outros dois, 0s maiores ou iguais. Em
seguida, consideramos as permutacdes com repeticao das triplas ordenadas a fim de
contabilizar a troca de papéis dos dados analisados. Este caso corresponde a
segunda parcela no lado direito de (61). Em (iii), invertemos a situacédo observada em
(if). Como j& observado anteriormente, ser maior ou igual a x, pode ser representado

pela expresséo (7 — x), e ser menor que x, a expressao, (x — 1) Consequentemente:

CF[PL([X],40)] = (7 —x)3 + PZ.(x — 1).(7 —x)®> + PZ.(7 — x). (x — 1)? (61)
CF[P}([X],4+0)] = 217 — 3x + 3x% — x3

Em que:
CF[P;([X],+0)] => Quantidade de (CF) para os dados amarelos;

x => Numero obtido na face voltada para cima do dado vermelho.

A seguir, na equagao (62), apresentamos um exemplo para a classe de

equivaléncia [6]:

CFIP}([X=6],+0)]=(7—6)3+3.(6—1).(7—6)>+3.(7—6).(6 — 1) (62)
CF[PI([X = 6],40)] = (1)3+3.(5).(1)? +3.(1).(5)?=1+15+75 =91
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Os resultados obtidos em (61) poderiam também terem sido calculados através
da relacdo exibida, a seguir, na equacao (63), exceto para a classe [X = 1], cujo
namero de (CF) para a defesa € igual a 216. Usaremos a mesma ideia da equacao
(68), entretanto a Figura 4, é que ira balizar o raciocinio. De fato, o numero de (CF)
para a defesa no ataque 1X3 é o complementar do cubo perfeito, caso similar ao fato

ja apresentado no tipo de ataque 1X2. Equacao (56):

CF[PL([X], +0)] = 216 — 2[1 _3(k—1) +3(k — 1)2] = 216 — (x — 1)° ©3)
k=2

CF[PX([X], +0)] = 217 — 3x + 322 — %3

A Tabela 5, a seguir, resume as duas situacfes dos ataques do tipo 1X2 e 1X3.

Tabela 5 — Probabilidade de atagues do tipo 1X2 e 1X3
VERMELHO DOIS DADOS AMARELOS TRES DADOS AMARELOS
(ATAQUE) | GANHAR (+0) GANHAR (+1) GANHAR (+0) GANHAR (+1)

[X] P(X)| Po/X P(+0)] P,/X P(+1) | Po/X P(+0) | P;/X P(+1)
x=1 g 138/35 36/516| %36 %16 |?¥%216 *1%1206| %216 %1296
x=2 Y 13536 /516 Va6 Yo1e | 5216 51206 | Y216 Y1296
x=3 Y 132)36 32516 Y36 Y216 | %216 2*%1206| B216 /1296
x=a Ve 12756 2T)r16| %36 °f216 | 216 1206 | P/216 27/1296
x=5 g | %36 2%516 46 /216 | 216 1206 | **216 ©*/1296

_ 1 11 11 2 2 91 91 12
X=6 /6 /36 /216 5/36 5/216 /216 /1296 5/216 125/1296
SOMAS 74,54% 25,46% 82,64% 17,36%
Fonte: o autor, 2019

Em que:

[X] => Classe de equivaléncia, que representa o numeral x obtido no dado vermelho;

P(X) => Probabilidade de obter o numeral X no dado vermelho;

Py/X = P1([X],+0) ou P}([X], +0) => Probabilidade condicional da defesa ganhar;

P,/X = P}([X],+1) ou P}([X], +1) => Probabilidade condicional da defesa perder;

P(+0) = P[X n A = X] => Probabilidade da Intersec¢do de eventos Independentes,
para o fracasso do ataque — GANHAR(+0);

P(+1) = P[X n A < X] => Probabilidade da Interseccdo de eventos Independentes,
para a vitoria do ataque — GANHAR(+1).
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4.1.2 Probabilidades do atague tipo 2X2, 3X2, 2X3.

No lancamento de dois dados vermelhos €& Obvio que surgem tipos de
configuracbes possiveis, sdo elas: os dados podem apresentar faces iguais — um
ANAGRAMA, um caso favoravel para o ataque — ou faces diferentes — dois
ANAGRAMAS, dois (CF). Estes resultados estdo expostos na segunda coluna da
Tabela 7. Notamos também que poderdo acontecer trés desfechos distintos:
GANHAR(+0), GANHAR(+1) ou GANHAR(+2). A soma dos (CF) para os trés
desfechos, em cada linha da Tabela 7, € sempre igual a 36, fato que coincide com a
cardinalidade do conjunto espaco amostral para o lancamento de dois dados.

Para esses tipos de atagues, notemos que se faz necessario construirmos uma
tabela que calcule os (CF) para o equivalente a dois dados amarelos para defesa, ja
que em cada etapa da batalha sempre estdo em jogo dois exércitos, que podem ser
contabilizados de trés maneiras — GANHAR(+2) — a defesa perde dois exércitos e o
territdrio sera ocupado pelo atague: na segunda maneira — GANHAR(+1), a defesa
perde um exército e 0 ataque também; e a Ultima opcao serd o ataque perder dois
exércitos — GANHAR(+0), ja descritas anteriormente neste trabalho.

Existe a possibilidade de calcularmos os CF dos dados amarelos utilizando o
(PM) em cada um dos diferentes casos. Para GANHAR(+0), a defesa devera obter
valores maiores ou iguais as faces obtidas nos dados vermelhos. Vejamos o exemplo
da situacao {(6;5), (5; 6)} nos dados vermelhos, esses pares ordenados aparece em
duas ordens diferentes, entretanto simulam uma Gnica situagdo com dois (CF) para o
ataque. Para o desfecho GANHAR(+0), a defesa devera apresentar um dos trés pares
ordenados nos dados amarelos: {(6;5),(6;5),(5;6)}, trés (CF) para a defesa,
conforme podemos observar na linha de (CF), relacionada ao exemplo, da Tabela 6 e
no calculo da probabilidade, da linha 20 na Tabela 7.

O caso geral 2X2 seréd representado na equacao (64), em que x, representa a
maior face obtida no dado vermelho e y a segunda face, representadas pelo par
ordenado (x;y), de forma que x>y, ,x€N, yeN, 1<x<6 e 1<y<6. Para
proceder a contagem consideramos para o dado amarelo duas possibilidades : (i) ele
vence x, isto €, sua face € maior ou igual a x, ou (ii) ele ndo vence x, ou seja, sua face
€ menor do que x. Em (i), no outro dado, interessam 0s casos em que ele vence y.

Este caso corresponde a primeira parcela no lado direito de (64). Em (ii), ja sabemos
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gue o outro dado devera vencer x. Vamos combinar estes como casos em que o dado

cuja face ja sabemos menor do que x seja capaz de vencer y.

CF[P:([X],+0)] =[=x] X [Zy]l+[=ye <x] X [= x] (64)

Em que:

CF[PZ([X], +0)] => Férmula geral para calcular os (CF) da defesa, no ataque tipo 2X2,
tal que o desfecho seja GANHAR(+0);

x => Maior valor obtido no langcamento dos dois dados vermelhos;

y => Outra face obtida nos dados vermelhos, pode ser menor ou igual a x.

A validade desta (64) pode ser observada com auxilio de uma matriz 6x6, cuja
entrada na i-ésima linha e j-ésima coluna seja igual a (i, j). Faremos uso de exemplos
para facilitar a apresentacao, as células coloridas de amarelo representam a primeira
parcela do lado direito da equacdo, enquanto que a segunda, foram coloridas em
verde. Seguem as equacodes (65), (66) e (67), com suas respectivas ilustracdes nas

Figura 6, Erro! Fonte de referéncia ndo encontrada. e Figura 8

CFIP2([(3;3)],+0)] = [= 3] x [> 3] + [> 3 e < 3] x [> 3]

—4Xx4+0x4=16+0=16 (65)

Figura 6 — Matriz (CF) defesa GANHAR(+0) tipo 2X2 para o par (3;3)
LD @2 13[4 (1;5) ] A;6)
(2;1)1(2;2) [ (2;3) [ (2;4) | (2,5) | (2;6)
(3;1)1(32)[(@3:3)](3,4)|(3;5)[(3;6)
(41 (42) | (43)]| (4,4 | (45| 4;6)
(5:1)1(52)[(5:3)|(54) | (5;5) | (5,6)
(6;1) | (6;2) [ (6;3)](6;4) | (6;5) | (6;6)

Fonte: o autor, 2020

CF[P2([(4,2),+0)]=[=4] x[=2]+[=2e < 4] X [> 4]

—3x5+2x3=15+6=21 (66)
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Figura 7 — Matriz (CF) defesa GANHAR(+0) tipo 2X2 para o par (4;2)
LD @12 1;3) (1,455 ] ;6)
(2;1)1(2;2) [(2;3) | (2;4) | (2;5) [ (2;6)
(3;1) 1 (3;2)(3;3)1(3;4) | (3;5) | (3;6)
(4;1) 1 42)]|(4:3)]|(4,4) | (4,5)|4;6)
(5:1)1(5:2)[(5:3)| (5:4) | (5;5) | (5;6)
(6;1) | (6;2)|(6;3)|(6;4) | (6;5) ] (6;6)

Fonte: o autor, 2020

CFIP2([(5; 1], +0)] = [ 5] X [> 1] +[> 1e < 5] X [> 5]

—2X6+4X2=12+8=20 (67)

Figura 8 — Matriz (CF) defesa GANHAR(+0) tipo 2X2 para o par (5;1)
LD @©2)((1;3) (14 1 (@;5)(@;6)
(2;1) 1 (2;2) [(2;3) | (2,4) | (2;5) [ (2;6)
(3;1)1(32)[(3:3)](3:4)(@3;5(@3;6)
(41 (42) [ (43) |44 | (45| 4;6)
(5;1)1(5;2)|(5;3) | (5;4) | (5;5) | (5;6)
(6;1)|(6;2)|(6;3)](6;4) | (6;5)|(6;6)

Fonte: o autor, 2020

Para o desfecho GANHAR(+1), o (PM) também podera ser utilizado, entretanto,
uma das faces dos dados amarelos devera ter valor maior do que um dos valores
obtidos nos dados vermelhos e o outro dado amarelo devera ser menor que a outra
face vermelha ou vice-versa. A formula geral é dada na equacao (68).

Observamos que, necessariamente, se um dos dados amarelos for maior ou
igual a x, o outro devera ser menor que y. Este caso corresponde a primeira parcela
do segundo membro da equacdo (68), onde também podemos observar a inversao de
papeis dos dados na multiplicacdo por P,. Resta considerar os casos em que nao é
possivel vencer x em nenhum dos dados amarelos. Como devemos vencer apenas
um dos dados, observamos em (68), que faltam os casos em que em um dos dados
amarelos tem a face menor que x e a outra maior ou igual a y — garantindo a vitoria
sobre o dado vermelho de face y — combinadas com faces menores do que x no outro

dado. Estes casos sdo considerados pois a regra exige que os dados sejam
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ordenados em ordem néo crescente e comparados maior com maior € menor com

menor.
CF[P2([X],+D] =P, x [ x] X [<yl+[<xe =y]? (68)

Em que:

CF[PZ([X], +1)] => Férmula geral para calcular os (CF) da defesa, no ataque tipo 2X2,
tal que o desfecho seja GANHAR(+1);

x => Maior valor obtido no langcamento dos dois dados vermelhos;

y => Outra face obtida nos dados vermelhos, pode ser menor ou igual a x.

Os exemplos, nas equacgdes (69), (70) e (71), a seguir com suas respectivas
interpretacdes nas Erro! Fonte de referéncia ndo encontrada., Figura 10 e Figura
11. Mais uma vez, as células coloridas com amarelo representam a primeira parcela
do segundo membro da equacéo (68), enquanto que as células, coloridas de verde,

representam a segunda parcela.

CFIPZ([(3;3)],+D] =2%x[>3] x[<3] +[>3e<3]2=2x4 X2+ 02

=16+0=16 (69)

Figura 9 — Matriz (CF) defesa GANHAR(+1) tipo 2X2 para o par (3;3)
11D (1,2 1;3)](1;4) (1,5 (1;6)
(2;1) 1(2;2) [(2;3)](2;4) | (2;5)[(2;6)
3;1)1@3;2)[(3;3)[ (3,4 1(35) [ (3;6)
41| (4:2) | (43) |44 | (45) ] 4;6)
(5;1)1(5;2) | (5:3) | (5:4) | (5;5) | (5;6)
(6;1)(6;2) | (6;3) | (6;4) | (6;5) | (6;6)

Fonte: o autor, 2020

CFIP2([(42)],+D] =2 x[> 4] x [< 2] + [> 2 e < 4]?

=2X3%Xx1+22=6+4=10 (70)
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Figura 10 — Matriz (CF) defesa GANHAR(+1) tipo 2X2 para o par (4;2)

1;1) (1;2) 1 (1;,3) | (1,4) | (1;5) | (1;6)
(2;1) (2;2) [ (2;3) [ (2;4) | (2,5) | (2;6)
G 1) (3;2)(3;3) | (3;4) | (3;5) | (3;6)
4 1) (4;2) | (43) | (4,4 | (4;,5) | (4,6)
(5;1) (5:2) 1 (53) | (5:4) | (5;5) | (5;6)
(6,1) (6;2) | (6;3) | (6;4) | (6;5) | (6;6)

Fonte: o autor, 2020

CF[P2([(5; D], +D]=2x[=5]x[<1]+[=1e<5]?=2%x2x0+ 42

=0+16 =16

(71)

Figura 11 — Matriz (CF) defesa GANHAR(+1) tipo 2X2 para o par (5;1)

(1;1)

(1;2)

(1;3)

(1,4)

(1,5)

(1;6)

(2;1)

(2;2)

(2;3)

(2;4)

(2;5)

(2;6)

(3;1)

(3;2)

(3;3)

(3;4)

(3;5)

(3;6)

4;1)

(4;2)

(4;3)

(4;4)

(4;5)

(4;6)

(5;1)

(5;2)

(5;3)

(5;4)

(5;5)

(5;6)

(6;1)

(6;2)

(6;3)

(6;4)

(6;5)

(6;6)

Fonte: o autor, 2020

Para o caso GANHAR (+2), ambas as faces dos dados amarelos deverao ser

sempre menores que as obtidas nos dados vermelhos. A formula geral € dada na

equacao (72). Assim, analisaremos duas possibilidades para os dados amarelos: (i)

eles perdem para x e y, respectivamente, em outras palavras, uma de suas faces é

menor do que x e a outra menor do que y, ou (i) uma de suas faces € menor do que

y € a outra maior ou igual a y e menor do que x. Em (i), em ambos os dados,

interessam 0s casos em que eles perdem para x e y. Este caso corresponde a primeira

parcela no lado direito de (72). Em (i), j& sabemos que um dado devera perder para

y e 0 outro vencer de y e perder para x.

CFIPF([X],+2)] = [<x] x [< y] + [< y] x [Z y e < x]

Em que:

(72)
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CF[PZ([X], +2)] => Férmula geral para calcular os (CF) da defesa, no ataque tipo 2X2,
tal que o desfecho seja GANHAR(+2);
x => Maior valor obtido no lancamento dos dois dados vermelhos;

y => Outra face obtida nos dados vermelhos, pode ser menor ou igual a x.

E os exemplos nas equacdes (73), (74) e (75), seguem, respectivamente, com
suas interpretacdes matriciais nas Figura 12, Figura 13 e Figura 14. Em que as células

amarelas correspondem a primeira parcela e as verdes, a segunda.

CF[PZ([(3;3)],+2)] = [< 3] x [< 3] + [< 3] x [= 3e < 3]

=2%X242x0=4+0=4 (73)

Figura 12 — Matriz (CF) defesa GANHAR(+2) tipo 2X2 para o par (3;3)
1,1 (@;2)(1;3) (1,4 | (1;5) | (1;6)
(2,1)](2;2)](2;3) | (2,4) | (2;5) | (2;6)
3:;1)1@32)[(3B;3) ]34 [ (35)]@3;6)
41D (42) | (43) | &Y | (45) ] 4;06)
(5:1)152)[(53) [ (54 | (55) | (5;6)

(6;1) | (6;2) | (6;3) | (6;4) | (6;5) | (6;6)
Fonte: o autor, 2020

CF[P2([(42)],+2)] =< 4] x[<2]+[<2] X [=2e < 4]

=3Xx1+1x2=3+2=5 (74)

Figura 13 — Matriz (CF) defesa GANHAR(+2) tipo 2X2 para o par (4;2)
1,1 (@1;2) [ (1;3) | (1;4) [ (1;5) | (A;6)
(2;1)|(2;2) | (2;3) | (2;4) | (2;5) | (2;6)
(3;,1)]@32)](3B;3) (34 [ (35)]@3;6)
41 42) [ 43) |4 | (45) ] 4;6)
(5:1)152)[(53) [ (54 | (55) | (5:6)
(6;1) | (6;2) | (6;3) | (6;4) | (6;5) | (6;6)

Fonte: o autor, 2020

CFIP2([(5: D], +2)] = [< 5] x [< 1] + [< 1] x [ 1 e < 5]

=2%X0+0x4=0+0=0 (75)
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Figura 14 — Matriz (CF) defesa GANHAR(+2) tipo 2X2 para o par (5;1)
1,1 ](@1;2) 1 (1;3) (1,4 [ (1;5) | (3;6)
(2,1)1(2;2) [ (2;3) | (2,4) | (2;5) | (2;6)
(3;1)1(3;2)[(3;3)1(3:,4)1(35)](3;6)
411 42) | 43) |- | (45) ] 4;6)
(5:1)1652)[(53) [ (54 | (55) | (5:6)

(6;1) | (6;2) | (6;3) | (6;4) | (6;5) | (6;6)
Fonte: o autor, 2020

Podemos notar que a soma dos resultados relacionados a cada desfecho, nos
trés exemplos, € igual a 36, conforme esperado teoricamente. De fato, nas equacdes
(76), (77) e (78). As representagfes graficas, em formas de matrizes, auxiliam esse
raciocinio. E importante observarmos, que no casos, em que um dos valores dos

dados vermelhos for x = 1 ou y = 1 é impossivel o ataque GANHAR(+2).

CFIPF([(3;3)], +0)] + CF[PF([(3;3)], + D] + CF [P ([(3; 3)], +2)]

=16+ 16+4 = 36 (76)
CFIPF([(4; )], +0)] + CF[PF ([(4: 2)], + D] + CF[PF([(4; 2)], +2)] (77)
=21+10+5=36
CFIPZ([(5; )L, +D] + CF[PF([(5; D], +D] + CF[PZ([(5; 5)], +2)] (78)

=20+16+0=236

Os calculos sdo longos e macantes. Para facilitar o trabalho dos alunos na hora
de calcular a quantidade de (CF) da DEFESA, sera utilizada uma cartela auxiliar para
essa tarefa; veja a descricao da técnica e alguns exemplos a seguir na Tabela 6. A
cartela completa que sera apresentada para os alunos encontra-se no ANEXO F. A
mesma cartela sera utilizada para os tipos de ataque 3x2 e 2x3. Esta mesma técnica
e uma cartela semelhante serdo usadas para realizar os calculos dos (CF) dos trés
dados amarelos de DEFESA, no tipo de ataque 3x3.

A técnica consiste em comparar face a face os dados vermelhos ordenados
com os dados amarelos ordenados, assim o que podera acontecer é a defesa ganhar
ou perder em cada caso, dessa maneira conta-se um, no caso de dados vermelhos
com faces iguais ou dois, no caso de faces diferentes. Os valores serdo somados em
cada coluna. Alguns exemplos seréo apresentados. Notamos que para o par ordenado

(1; 1) obtido nos dados vermelhos, o numero de casos GANHA(+0) € igual a 36, pois



81

€ a Unica situacdo em que a defesa ganha sempre. J& com o par (2;1) vermelho, o
atague GANHAR(+1) somente se a defesa tirar o par de dados amarelos (1;1); nas
outras 35 configuracdes o desfecho € GANHAR(+0). Ou seja, na coluna dos pares
vermelhos (2;1) somente a coluna (+0) € contada, exceto na linha do par de dados

amarelos (1; 1), na qual aparece uma unidade na coluna (+1).

Tabela 6 — Exemplos da Cartela Auxiliar para calcular os (CF) da defesa nos ataques

2X2 e 3X2.
/] O
+ |+ |+ |+ |+ |+ |+ [+ |+ |+ |+ |+ |+ |+ |+ |+ |+
0 |[1]/2|0 |12|2]0 |1 |2 o |1 |[2]0 |1 |2 |0 |1 |2
(F) 36|0|0(35]1]0]16]16| 4211052016 | 0| 3] 9 |24
N6 6|1 1 1 1 1 1
<>(551 1 1 1 1 1
o4 4| 1 1 1 1 1 1
53 3|1 1 1 1 1 1
22 2|1 1 1 1 1 1
S1 1|1 1 1 1 1 1
6 5| 2 2 2 2 2 2
o6 4|2 2 2 2 2 2
> 6 3|2 2 2 2 2 2
6 2|2 2 2 2 2 2
©6 1|2 2 2 2 2 2
=5 4|2 2 2 2 2 2
S5 3|2 2 2 2 2 2
<5 2|2 2 2 2 2 2
S5 1|2 2 2 2 2 2
o 4 3|2 2 2 2 2 2
N4 2|2 2 2 2 2 2
>4 1|2 2 2 2 2 2
<3 2|2 2 2 2 2 2
o3 1|2 2 2 2 2 2
2 1] 2 2 2 2 2 2

Fonte: o autor, 2019.

Em que:

(F) => Frequéncia dos pares de dados ou numeros de anagramas distintos;
(+0) => Colunas nas quais os dados vermelhos ganham (+0) dos amarelos;
(+1) => Colunas nas quais os dados vermelhos ganham (+1) dos amarelos;

(+2) => Colunas nas quais os dados vermelhos ganham (+2) dos amarelos.
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Podemos conferir os valores na Tabela 7. N&do podemos nos esquecer de
multiplicar a coluna das probabilidades dos dados vermelhos com a coluna de
probabilidades dos dados amarelos, a fim de encontrar a probabilidade da intersecdo

dos eventos independentes.

Tabela 7 — Probabilidade de ataques de 2X2

VERMELHO DADOS AMARELOS (DEFESA)
(ATAQUE) GANHAR (+0) GANHAR (+1) GANHAR (+2)
[X] PX) | Py/X P(+0) | P;/X P(+1) | P,/X P(+2)

LY Yse | %36 %1206 | Y36 %1206 | %36 Y1296
&0 %36 | /36 %206 | Y36 %1206 | %36 %1296
22)  Ys6 | 2/36 |06 | %36 Yh1206 | Y36 1296
D) %36 | %36 %1206 | 36 %1206 | Y36 Y1296
(352) %6 | 36 *liaos | 36 1206 | 36 %1296
(333)  Yae | 36 /1206 | /36 %1206 | 36 *1206
D) %36 | /36 Y1206 | Y36 P20 | %36 %1296
*2) Y36 | P *hizos | a6 %1206 | 6 %1206
*3) %36 | ke %206 | a6 1206 | 36 /1296
44 s | %36 %1206 | e Phaoe | Y36 V1206
50 %36 | %36 1206 | 36 /1206 | %36 1296
(5:2) Y36 | %36 %1206 | P36 2Ol1206 | 36 1206
(5:3) %36 | /36 *i20s | Yae “Miz06 | /36 1206
54 %36 | %6 1206 | P36 %1206 | /36 %1296
(55 a6 | Y6 Y1206 | 36 /1206 | 36  ® 1296
61 %36 | 36 “*/1206 | /36 %1206 | %36 %1296
6:2) %36 | %36 ®/1206 | /36 %1206 | /36 ®/1206
6:3) %36 | e 2os | Bla6 261206 | 36 31206
64 %36 | %36 %206 | %36 1206 | “36 *%/1296
6:5) %36 | 336 %206 | %26 /1296 | “Y36  *®/1296
6:6) Y36 | Y36 Y1206 | a6 %1206 | */36  *S/1296

D 36/ 44,83% 32,41% 22,76%

Fonte: o autor, 2019.

Em que:
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[X] => Classe de equivaléncia, que representa o par (x,y) obtido nos dados do
ataque;

P(X) => Probabilidade de obter o par (x, y) nos dados vermelhos;

P,/X = PZ([X],+0) => Probabilidade condicional da defesa ndo perder exércitos;

P,/X = PZ([X],+1) => Probabilidade condicional da defesa perder sé6 um exército;

P,/X = P}([X],+2) => Probabilidade condicional da defesa perder dois exércitos;

P(+0) => Probabilidade da Interseccdo de eventos Independentes, para o ataque
GANHAR(+0);

P(+1) => Probabilidade da Interseccdo de eventos Independentes, para o ataque
GANHAR(+1);

P(+2) => Probabilidade da Interseccdo de eventos Independentes, para o ataque
GANHAR(+2).

Podemos reparar que para os pares de dados que possuem pelo menos uma
das faces igual a um é possivel afirmar que a quantidade de CF(+2) é igual a zero
pois, para qualquer que seja o valor dos dados amarelos, pelo menos, um exército do
ataque ja foi perdido. Para completar a cartela, devemos levar em consideracdo a
frequéncia, ou seja, 0 numero de anagramas distintos dos dados amarelos, pois para
um par de dados com faces iguais teremos um Unico anagrama e para pares de dados
com faces distintas serdo dois anagramas.

Por isso, a cartela foi separada, os seis primeiros valores estao relacionados
aos pares iguais e 0s quinze seguintes aos pares diferentes. Isso tem como objetivo
facilitar o preenchimento da cartela e o entendimento da légica do processo pelos
alunos, pois a frequéncia para os ataques do tipo 2X3 muda completamente, o que
pode resultar duvidas para o corpo discente, entretanto amenizadas pela experiéncia
anterior.

Naturalmente, € bom lembrarmos que o somatério dos (CF) dos dados
vermelhos € igual a 36, que o somatorio das probabilidades € igual a um. Na ultima
linha, temos os trés somatorios das probabilidades finais e concluimos que a
probabilidade de GANHAR(+0) € 44,83%, GANHAR(+1) é 32,41% e GANHAR(+2) é
22,76%; por ultimo, a soma desses trés valores é 100,00%.

Para calcularmos as probabilidades do tipo de ataque 3X2, basta acertar o
namero de (CF) dos dados vermelhos, como ja foi feito para as classes de
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equivaléncias dos tipos 2X1 e 3X1 em relagdo aos ataques 1X1, quando os pares
ordenados e trios ordenados, respectivamente, equivaliam a um unico dado vermelho.
Neste caso, teremos que calcular as classes de equivaléncia de trios de dados
vermelhos que equivalem pares ordenados. Entretanto, agora se trata de um trio
ordenado, ndo crescente, da forma (x,y,z), onde x >y >z, x€N,ye N,z € N,
1<x<6,1<y<6el<z<6.0spares equivalentes sdo obtidos eliminando o
menor valor no langamento de trés dados vermelhos, nesse caso z.

Podemos dividir em dois casos especificos: os pares ordenados com duas
faces iguais. Isto é, x = y, ou os dois pares ordenados com faces diferentes, dessa
forma, x # y. Observamos que, para eliminar o menor valor no langamento dos trés
dados vermelhos, z, para duas faces iguais, A primeira parcela de (79) se refere ao
trio com todas as faces iguais; a segunda parcela contabiliza os casos associados a
trios do tipo (x,x,z), onde a terceira coordenada é um valor menor do que x,
logo, existem (x — 1) escolhas. A multiplicacdo por P# contabiliza as possiveis
inversdes de papeis dos dados lancados. Em (80), a primeira parcela do lado direito
contabiliza o caso (x,y,y), em que x > y; a segunda parcela esta associada aos trios
ordenados do tipo (x, y, z), onde a terceira coordenada € um valor menor do que

y. A multiplicagdo por P; contabiliza as possiveis inversdes de papeis dos dados

langados.
CFx=y)=1+4+P{x(x—1)=3x—2 (79)
CF(x #y) =P;+P;x[y—1] =6y —3 (80)
Em que:

CF(x = y) => Férmula geral para calcular os (CF) do ataque para pares ordenados
de faces iguais nos dados vermelhos;
CF(x # y) => Formula geral para calcular os (CF) do ataque para pares ordenados
de faces diferentes nos dados vermelhos;
x => Maximo tomado entre as trés faces obtidas no lancamento de trés dados
vermelhos;
y => Valor obtido no lancamento de trés dados vermelhos, tipo (x, y, z), de forma que

xX>yeyz=z.
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Vejamos os exemplos nas equacdes (81) e (82), respectivamente relativos as

classes de equivaléncia [X = (3;3)] e [X = (6;4)] e todos os valores relacionados

com esse tipo de ataque estédo apresentados na Tabela 8, a sequir:

CF[(3;3)]=1+3%x(3-1)=33-2=7

CF[(6;4)]=3+6x(4—1)=64—-3=21

Tabela 8 — Probabilidade de ataques de 3X2

VERMELHO DADOS AMARELOS (DEFESA)

(ATAQUE) GANHAR (+0) GANHAR (+1) GANHAR (+2)
[X] P) | Po/X P(+0) | P,/X P(+1) | P,/X P(+2)
LY Yo | %6 %7d e Yrrre | e Y7776
&Y e | Phe %r Yae e | Yhe Y776
22)  Yae | Plae %7 Yae Y76 | Ve Y7776
G0 ae | 36 lirrd e 776 | Y6 Y7776
(3:2) %16 | P36 277 %k Ve | Y36 Zl7776
(333) e | Y6 7a Yhe Y¥ar76 | Y36 Pl7776
D) e | e Mamd Yle P76 | Y6 Y7776
®2) %6 | Pae 171 Y6 716 | 36 L7776
®3)  Yhue | Bhe 2B/7g B 76 | Y36 125776
&9 Y6 | e rd ¥he %76 | Y6 27776
G0 e | %6 Olrrrd e i | Y6 Y7776
552) %16 | 36 771 Bae Wizre | 36 37776
5:3) Y | e %77 26 %076 | Y6 1B%5776
G e | ke %9 Bhe r776 | e 37776
(55 Blae | e rrrd e %7776 | 36 27776
&1 e | Yae 3rd Plse iz | e %7776
6:2) %16 | %6 77 PBhae %1776 | 36 Y7776
6:3) Yhis | ke %77 e 76 | 6 22776
64 2Yore | %he 777 Y36 %976 | 26 V776
65 /a6 | 6 Vg “lse 7776 | “36 ©*/7776
(6:6) %16 | Yss 7774 %36 %3776 | 236 %1776
Yy 2190 29,26% 33,58% 37,17%

Fonte: o autor, 2019

(81)

(82)
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Em que:

[X] => Classe de equivaléncia, que representa o par (x,y) obtido nos dados do
ataque;

P(X) => Probabilidade de obter o par (x, y) nos dados vermelhos;

P,/X = P}([X],+0) => Probabilidade condicional da defesa ndo perder exércitos;

P,/X = PZ([X],+1) => Probabilidade condicional da defesa perder sé6 um exército;

P,/X = PZ([X],+2) => Probabilidade condicional da defesa perder dois exércitos;

P(+0) => Probabilidade da Interseccdo de eventos Independentes, para o ataque

GANHAR(+0);

P(+1) => Probabilidade da Interseccdo de eventos Independentes, para o ataque
GANHAR(+1);

P(+2) => Probabilidade da Interseccdo de eventos Independentes, para o ataque
GANHAR(+2).

Reparamos na Tabela 8 que os valores nos numeradores das fracbes da
segunda coluna é que representam os CF nos trios ordenados de dados vermelhos.
Diferentes de um ou dois, como no ataque do tipo 2X2.

Mais uma vez o somatorio dos (CF) dos dados vermelhos é igual a 216 e 0
somatorio das probabilidades é igual a um. Na ultima linha temos os trés somatérios
das probabilidades finais e concluimos que a probabilidade de GANHAR(+0) é
29,26%, GANHAR(+1) é 33,58% e GANHAR(+2) é 31,17%, por ultimo a soma desses
trés valores é 100,00%.

Por dltimo vamos calcular, com a utilizacdo de uma cartela auxiliar, os (CF) da
defesa para ataques do tipo 2X3. O que muda sao as frequéncias dos pares
ordenados de dados amarelos que nesse caso equivalem a um trio ordenado de
dados, onde o terceiro elemento é menor ou igual ao segundo elemento do trio. A
soma de todos os valores deve ser igual a 216. Apesar de a ordem estar trocada, 0s
valores sdo exatamente os mesmos dos trios ordenados de dados vermelhos
equivalentes aos pares ordenados do ataque tipo 3X2 exibidos na Tabela 8.

A técnica para preencher a Tabela 12 é a mesma utilizada na Tabela 6, onde
comparamos os dados ordenados do ataque com os da defesa, do maior para o
menor, face a face. (i) Se os valores obtidos nos dois dados do ataques forem maiores

gue os dois maiores valores obtidos nos trés dados amarelos, preencheremos a
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frequéncia dos dados da defesa na coluna [+2]; (i) Se um dos dados vermelhos
apenas for maior que um dos dados da defesa, a frequéncia fica na coluna [+1]; e, por
fim, (iii) se os dados vermelhos sdo menores que os amarelos, entdo preencheremos
a coluna [+0].

Reparem os exemplos a seguir na Tabela 9, note que os valores das trés
colunas [+0], [+1] e [+2] somados sdo iguais a 216, que coincide com o ndmero de

elementos do espaco amostral para o lancamento de trés dados simultaneamente.

Tabela 9 — Exemplos da Cartela Auxiliar para calcular os (CF) da defesa no ataque

2X3

+ + |+ + + |+ + + |+ | + + +

0 1 12 0 1 ]2 0 1 2 1 0 1 2
(F) 160 | 48 | 8 | 180 | 29 | 7 | 152 | 64 | O | 43 | 61 | 112
16 6 6 16 16 16 16
13 5 5 13 13 13 13
10 4 4 10 10 10 10
7 3 3 7 7 7 7
4 2 2 4 4 4 4
1 11 1 1 1 1
27 6 5 | 27 27 27 27
21 6 4 | 21 21 21 21
15 6 3 | 15 15 15 15
9 6 2 9 9 9 9
3 6 1 3 3 3 3
21 5 4 | 21 21 21 21
15 5 3 | 15 15 15 15
9 5 2 9 9 9 9
3 51 3 3 3 3
15 4 3 | 15 15 15 15
9 4 2 9 9 9 9
3 4 1 3 3 3 3
9 3 2 9 9 9 9
3 31 3 3 3 3
3 2 1 3 3 3 3

Fonte: o autor, 2019.

Em que:

(F) => Frequéncia dos pares de dados, ou numero de anagramas distintos;
(+0) => Colunas nas quais os dados vermelhos ganham (+0) dos amarelos;
(+1) => Colunas nas quais os dados vermelhos ganham (+1) dos amarelos;

(+2) => Colunas nas quais os dados vermelhos ganham (+2) dos amarelos.
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Assim a Tabela 10 apresenta as probabilidades dos ataques do tipo 2X3.
Notamos que os (CF) do ataque sdo os mesmos da Tabela 7 onde foram expostas as
probabilidades dos ataques do tipo 2X2, o que muda neste caso € a quantidade de
(CF) da defesa de acordo com a cartela auxiliar para os célculos dos (CF) da defesa
nos tipos de ataque 2X3 apresentados no ANEXO F que foi preenchido de acordo
com os exemplos da Tabela 9.

Tabela 10 — Probabilidade de ataques de 2X3

VERMELHO DADOS AMARELOS (DEFESA)
(ATAQUE) GANHAR (+0) GANHAR (+1) GANHAR (+2)
[X] P(X) Py/X P(+0)| P,/X P(+1) P,/X P(+2)
(LD Y36 [ %163 27776 | %216 %7776 | Y216 %/7776
&Y e | 16 P16 | Y216 7776 | Y216 Y7776
22) Y36 [ %166 %7776 | 216 /7776 | Y216 Y7776
B0 %36 | %16 7776 | P16 %7776 | Y216 %7776
(352) Y36 | %16 %1776 | 16 %7776 | Y216 Blr776
3:3)  Yse | %16 %776 | 216 7776 | %216 /7776
&) e | B6 7776 | T Y776 | Y216 Y7776
42) %36 | %16 %7776 | /216 %7776 | 216 7776
43) 236 | 3016 %7776 | Blae %7776 | %216 /7776
4 a6 | %216 %7776 | 216 %7776 | P16 F7776
50 %36 | %16 %7776 | 216 Y7776 | Y216 %7776
(5:2) %36 | %216 /7776 | 216 %7776 | %216 /7776
(5:3) %36 | Y816 %7776 | %216 /7776 | P16 7776
4 %36 | Plae %776 | 216 7776 | Y216 %7776
(55 Y36 | *%216 %7776 | /216 *®l7776 | 216 ®*7776
6:1) 26| P16 %7776 | 116 %7776 | %216 Y7776
6:2) /36 | 316 V%776 | 216 %7776 | Blate /7776
6:3) %36 | a6 %7776 | 216 %7776 | Y216 P7776
64 %36 | Yae 7776 | "M216 /7776 | 216 17776
(6:5) %36 | Blaae %7776 | Yare 7776 | Mol216 F2M 7776
6:6)  Ys6 | 16 /7776 | lare  lrrze | 216 Y7776
Y 36/s 61,93% 25,48% 12,59%

Fonte: o autor, 2019.
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Em que:

[X] => Classe de equivaléncia, que representa o par (x,y) obtido nos dados do
ataque;

P(X) => Probabilidade de obter o par (x, y) nos dados vermelhos;

P,/X = P#([X],+0) => Probabilidade condicional da defesa ndo perder exércitos;

P,/X = PZ([X],+1) => Probabilidade condicional da defesa perder s6 um exército;

P,/X = PZ([X],+2) => Probabilidade condicional da defesa perder dois exércitos;

P(+0) => Probabilidade da Interseccdo de eventos Independentes, para o ataque

GANHAR(+0);

P(+1) => Probabilidade da Interseccdo de eventos Independentes, para o ataque
GANHAR(+1);

P(+2) => Probabilidade da Interseccdo de eventos Independentes, para o ataque
GANHAR(+2).

Da mesma forma que nas tabelas anteriores, o0 somatério dos (CF) dos dados
vermelhos é igual a 36 e 0 somatorio das probabilidades é igual a um. Na ultima linha,
temos os trés somatorios das probabilidades finais e concluimos que a probabilidade
de GANHAR(+0) é 61,93%, GANHAR(+1) é 25,48% e GANHAR(+2) é 12,59%, e a

soma desses trés valores é 100,00%.

4.1.3 Probabilidades dos ataques do tipo 3X3

Para calcular essas probabilidades, usaremos também, como feito
anteriormente, uma cartela auxiliar para contagem dos (CF) de todos os possiveis
trios ordenados nos dados amarelos — Tabela 11. Sendo assim, em primeiro lugar,
ressaltaremos que existem trés tipos distintos de trios ordenados com numeros
diferentes de anagramas para cada tipo. Sao elas: primeiro, as trés faces iguais — um
anagrama para cada um dos seis trios ordenados; segundo, duas faces iguais e uma
diferente — P? = 3 anagramas — nos 30 trios ordenados distintos desse tipo; por
altimo, todas as faces diferentes — P; = 6 anagramas — nos 20 possiveis trios

ordenados desse terceiro tipo. Somando ao todo 216 ANAGRAMAS, namero total de
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(CP), Espagco Amostral. Ha também a possibilidade de se GANHAR(+3), por isso a
necessidade de se acrescentar mais uma coluna do CF(+3). O nimero de anagramas
de cada tipo na cartela serd chamado de frequéncia (F).

A técnica é a mesma das cartelas auxiliares anteriores, que consiste em
comparar face a face os dados vermelhos ordenados com os dados amarelos
ordenados, contando a frequéncia de anagramas em cada caso, 0 somatorio de cada
coluna resulta no numero de CF dos dados amarelos. Alguns exemplos serdo
apresentados. Imaginemos que para o trio ordenado nao crescente (1; 1; 1), obtido
nos dados vermelhos, o nimero de (CF) para GANHAR(+0) é igual a 216, pois € a
Unica situacdo em que a defesa ganha sempre. J& com 0s trios que terminam com a
dltima face igual a um, do tipo (x,y, 1), anulam a coluna CF(+3); analogamente, 0s
que terminam com um duplo um, do tipo (x,1,1), anulam ndo s6 a coluna CF(+3)

como também a CF(+2).

Tabela 11 — Exemplos da Cartela Auxiliar para calcular os (CF) da defesa nos
ataques 3X3 (continua)

+ + + |+ + + + |+ | + + + +
0 1 2 | 3 0 1 2 3]0 1 2 3
(F) 64 | 96 | 48 | 8 | 117 | 71 | 21 | 7 |16 | 34 | 58 | 108
1 6 6 6|1 1 1
1 55 5|1 1 1
1 4 4 4,1 1 1
1 3 3 3|1 1 1
1 2 2 2 1 1 1
1 11 1 1 1 1
3 6 6 5| 3 3 3
3 6 6 4| 3 3 3
3 6 6 3| 3 3 3
3 6 6 2 3 3 3
3 6 6 1 3 3 3
3 6 5 5] 3 3 3
3 6 4 4, 3 3 3
3 6 3 3| 3 3 3
3 6 2 2 3 3 3
3 6 1 1 3 3 3
3 55 4,3 3
3 55 3] 3 3 3
3 5 5 2 3 3
3 55 1 3 3 3
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Fonte: o autor, 2019.

Em que:

(F) => Frequéncia dos trios ordenados de dados;

(+0) => Colunas nas quais os dados vermelhos ganham (+0) dos amarelos;
(+1) => Colunas nas quais os dados vermelhos ganham (+1) dos amarelos;
(+2) => Colunas nas quais os dados vermelhos ganham (+2) dos amarelos.

(+3) => Colunas nas quais os dados vermelhos ganham (+3) dos amarelos.

91
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A cartela auxiliar, para calcular os (CF) da defesa no tipo de ataque 3X3,

completa estd apresentada no ANEXO I.

Dessa forma, a Tabela 12 apresenta as probabilidades para os ataques do tipo

3X3. Observemos que os (CF) do ataque assumem 0sS mesmos valores que as

frequéncias apresentadas e explicadas na construcdo da Tabela 11, em outras

palavras, representam o numero de anagramas possiveis no lancamento de trés

dados.

Tabela 12 — Probabilidade de ataques de 3X3.

DADOS AMARELOS (DEFESA)

VERM. GANHAR (+0) GANHAR (+1) GANHAR (+2) GANHAR (+3)

[X] PO/X P(+0) P,/X P(+1) |P,/X P(+2) P3/X P(+3)
GLD)| 21916 2656 | %216 asese | V216 “aeese | %216 “asese
@51 25516 asess | Y16 acese | Y216 Yasess | %216 acese
221D 29516 ©%%4sese | /216 lasess | V216 acese | %216 acese
22:2) 185/316  1%/4s6s6 | /216 lasess | Pl216 aeese | Y216 Yasess
GiLD 2%/516  “%Yisese | %216 “Yasese | 216 Yacese | %216 *asese
G20 %516 7% 46656 | %216 "asess | 216 “Hasese | %216 *acese
(322 %516 3% usese | /216 “Vaeess| /36 lasese | 216 ases6
B30 19516 "8 4sese | /216 1 asess| /216 “Yasese | %216 aese
(3:3:2) M2%/516  33%us6s6 | °%216 °%a6656| 27 /216 11296 | /216 “ 6656
(3:3:3) /216 Yae656 | /216 % asese | /216 **faeese | 2216 Y asese
4151 189/ /16656 | *'/216 216656 | /216 26656 | 216 16656
@20 89516 1989 66s6| * 216 7 a66s6| /216 **/asese | %216 *asese
“4:22) M7y Yaeoss | 7216 “/as6s6| “/216 s6656 | /216 “ 6656
431 153/516 16656 | /216 “%/as656| /216 16656 | V216 *as6s6
(4;3;2) 198/,¢ /16656 | /216 /16656| >*/216 /16656| /216 °%/a6656
4:3:3) /016 % asese | 216 2 a6656| /216 2% as656| 22216 °%/a6656
441 198/, /16656 | 2 /216 /46656 ~'/216 s6656 | /216 as6s6
“4:42) 8/516 16656 | /216 %asese| >>/216 % a6656| 216 > /46656
“4:43) /516 /16656 | ©*/216 1% as656| /216 /16656| /216 "%/a6656
444 /56 16656 | 2 /216 *Vasese | 2216 ®asese | 2 /216 *M/assse
G LD 5256 16656 | Y36 %1206 | %216 “asese | Y216 assse
(5:21) 146/ /16656 | °%/216 ©/a6656 | ‘%216 Vasess | 216 asese
522 /016 **Yasese | /216 “*/asesel > 216 " asese | 216 >/s6es6

Continua
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DADOS AMARELOS (DEFESA)

VERM. GANHAR (+0) GANHAR (+1) GANHAR (+2) GANHAR (+3)
[X] PO/X P(+0) P,/X P(+1) |P,/X P(+2) P3/X P(+3)
63D 28/316 7% asese | */216 P>/ ae6s6| *2/216 7% ases6| Y216 “asese
532 9%/216  >/asess | Y216 " asese| > f216 %2 asese| /216 %465
5:3:3) %216 % asese | 2216 “*UVsees6| /216 Y asese| 2216 */asese
G4 %16 %/ asess | 216 Y asese| 216 2 aees6| %216 asese
G462 e *asese | “f 216 > Vaeese| 216 oS asese| - 1216 0 ae6s
G:4:3) %216 %6656 | °%/216 >**/ae6s6| °%/216 >*a6656| °%216 >°"/a66s
(5:4:4) “%/516 16656 | /216 “ '/ asese| /216 2% a6656| *H 216 T a66s
55 1) °6/316 16656 | /216 “°%asese| /216 % a6656| 216 */asese
(5:5:2) **/16 /16656 | /216 "% as656| /216 2*/a6656| > /216 'Y 4665
(5:5:3) 3%/216 16656 | /216 **asese| 2216 ***/s6656| °%/216 1°/a66s
(5:5:4) 2516 16656 | /216 2% ases6| ° /216 “/a6656| ©3/216 1% asss
555 %/216 16656 | /216 **/acese | °%/216 26656 | °*/216 /16656
611 2o 3as6s6 | “22/216 2/ as6s6| /216 16656 | /216 /16656
620 88/516  5%8/4ges6 | 11/216 % a6656| /216 "S/aees6 | %216 “asese
(6:22) /516 3 asese | * V216 2/ asess| *V216 3 aees6| 216 > asese
631 /216 Yasese | 216 2% asese| Y216 “°/a6656| /216 *asese
6:3:2) %516 **/asese | "%/216 °%/a6656| /216 “"/a6656| >*/216 Y1665
6:3:3) /216 W asese | ©%/216 **7/ases6| ©%216 1/ asese| Y216 %/ aces
64D 16 3 asese | 7216 %/ a6656| 2216 *®/asese| %216 *asese
6:42) 16 PYasese | >/216 M asess| >/216 > assse| 216 2 aces
(6:4:3) 3*/16 Yaees6 | >/216 > asese| >/216 2-aeese| 216 **/aees
(6:44) 19516 TVassse | °3216 2%/ a6656| /216 % ases6| 2216 2+ a665
65D Blos 2% usess | a1 3/ as6s6| 14216 % 16656| %216 “a6656
(6:5:2) 3*/14 Yaces6 | /216 2% as6s6| /216 *°%16656| °/216 >/ a66s
(6:5:3) /216 16656 | > /216 “**/asess| ©*/216 > ases6| 2216 % ases
(6:5:4) %216 s6656 | > /216 “"*acese| “/216 " a6656| °%/216 **%/ases
(6:55) /216 16656 | > /216 Y/ ases6| %216 2% a6656| 11216 2%/ 4665
6:6,1) 16/516 f16656 | /216 >/ asese| 2>/ 216 2 aees6| U216 “asess
(6:6:2) 13/514 16656 | °/216 >/ asese| 2216 27 a6656| © /216 T/ a66s
(6:6:3) 19516 26656 | >>/216 s6656 | /216 “%/asess| *216 2 a665
6:6:4) /216 16656 | 2216 16656 | /216 “/asese| 11 /216 2> 4665
(6:6:5) */216 /16656 | /216 **/asese | /36 /16656| 124/216 *"*/a665
6:6:6) /516 16656 | /216 /asese | /216 " asesel /216 >/ ases
SOMA 38,30% 26,47% 21,47% 13,76%

Fonte: o autor, 2019.

Em que

[X] => Classe de equivaléncia, que representa o par (x,y) obtido nos dados do

ataque;
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P(X) => Probabilidade de obter o par (x, y) nos dados vermelhos;

P,/X = P3([X], +0) => Probabilidade condicional da defesa ndo perder exércitos;

P,/X = P3([X],+1) => Probabilidade condicional da defesa perder s6 um exército;

P,/X = P3([X],+2) => Probabilidade condicional da defesa perder dois exércitos;

P;/X = P3([X],+3) => Probabilidade condicional da defesa perder trés exércitos;

P(+0) => Probabilidade da Interseccdo de eventos Independentes, para o ataque
GANHAR(+0);

P(+1) => Probabilidade da Interseccdo de eventos Independentes, para o ataque
GANHAR(+1);

P(+2) => Probabilidade da Interseccdo de eventos Independentes, para o ataque
GANHAR(+2);

P(+2) => Probabilidade da Interseccdo de eventos Independentes, para o ataque
GANHAR(+3).

O resumo de todos os desfechos € apresentado na Tabela 13, a seqguir:

Tabela 13 — Resumo de todas as probabilidades

ATAQUE X DEFESA GANHAR ZERO | GANHAR UM | GANHAR DOIS | GANHAR TRES
(VERMELHO) X (AMARELO) exércitos Exércitos exércitos exércitos
Tabela1l X1 58,33% 41,67% - X- -X-
Tabela2 X 1 42,13% 57,87% - X- - X -
Tabela3 X 1 34,03% 65,97% - X- - X -
Tabelal X 2 74,54% 25,46% - X- -X-
Tabela1l X 3 82,64% 17,36% - X- - X -
Tabela 2 X 2 44,83% 32,41% 22,76% - X -
Tabela 3 X 2 29,26% 33,58% 37,17% -X-
Tabela2 X 3 61,93% 25,48% 12,59% - X-
Tabela3 X 3 38,30% 26,47% 21,47% 13,76%

Fonte: o autor, 2019.

Analogamente, podemos observar na Tabela 12 que o somatdrio dos (CF) dos

dados vermelhos € igual a 216 e o somatdrio das probabilidades é igual a um. Na
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dltima linha, temos 0s quatro somatorios das probabilidades finais e concluimos que
a probabilidade de GANHAR(+0) é 38,30%, GANHAR(+1) é 26,47%, GANHAR(+2) é
21,47% e GANHAR(+3) é 13,76%; obviamente, que a soma desses quatro casos &
100,00%.

Os resultados dessa tabela serdo utilizados como referéncia para as 0s
calculos das atividades propostas, junto aos alunos voluntarios, no decorrer dos
encontros, durante a pesquisa de campo, do referido projeto, tais tarefas serdo
chamadas de missdes e representam o principal objetivo a ser alcancado pelo corpo

discente.



96

5 METODOLOGIA DO TRABALHO E PESQUISA DE CAMPO

A ideia inicial foi a de reunir alunos voluntarios, cursando o segundo ano do
Ensino Médio — 2° ano EM — do Colégio Militar do Rio de Janeiro — CMRJ — que se
interesse em participar do projeto do jogo de tabuleiro War Il e desenvolver seus
conhecimentos de Analise Combinatoria e Probabilidades, ja adquiridos anteriormente
em sala de aula. Como ja explicado anteriormente, as regras do jogo, em questao,
permitem a participacdo de 3 a 6 jogadores. Assim o niumeros de voluntarios deve ser
multiplo de 6, para que possam ser divididos em grupos, com a mesma quantidade de
participantes cada. O ideal seria uma quantidade minima de 18 alunos, para
formarmos 6 grupos de 3 individuos, a fim de garantir, a presenca de pelo menos dois
elementos em cada grupo, caso, por diversos motivos, um aluno eventualmente nao
possa comparecer.

Os encontros foram realizados a tarde, no contra turno dos alunos. , ja que no
CMRJ as aulas sdo ministradas somente no periodo da manh&, por um periodo de
duas horas. Nesses encontros, 0s alunos seriam divididos em trios e realizariam varias
atividades conforme descritas a seguir. Os trios foram organizados no primeiro
encontro e assim permaneceriam até o Ultimo dia do projeto. Todas as atividades
seriam realizadas em trios, pois caso um dos alunos falte o trabalho, sera feito em
dupla naquele encontro em que ocorrer a auséncia. Entretanto, varios percalcos
levaram o moderador a desistir da ideia inicial de grupos, os detalhes serdo
esclarecidos ao longo do texto.

Primeiramente iremos descrever algumas normas da instituicdo, a fim de
esclarecer as peculiaridades do CMRJ. As instalacdes do colégio, além de salas de
aulas, possuem locais que funcionam como laboratérios, sdo chamados de clubes,
tais como, Clube de Astronomia, Ciéncias, Cultura Nipbnica e, entre outros, a sala do
Clube de Matematica, na qual todos os encontros foram realizados.

O (EM) do CMRJ é dividido em cinco secbes que se responsabilizam pelo
gerenciamento dos alunos. S&o elas: Bateria de Artilharia, Esquadréo de Cavalaria e
as companhias de Infantaria, Engenharia e Comunicag¢des. Recentemente, em janeiro
de 2019, foi criada a Companhia de Logistica, na qual se representam os valores do
Quadro de Material Bélico, do Servigo de Intendéncia e do Servico de Saude. Tal

distribuicdo se baseia na atual estrutura de Armas, Quadros e Servigos do Exército.
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Essa estrutura organizada proporciona uma competicdo saudavel entre os
alunos do (EM) do CMRJ, que também influencia o corpo discente que compde o
ensino fundamental (EF), pois, o evento “Escolha das Armas”, conforme é conhecido
se da na passagem dos alunos do 9° ano do (EF) para 0 1° ano do (EM). A escolha
leva em consideracdo o desejo dos alunos de acordo com um modelo baseado na
meritocracia, pois € um sistema balizado pela média da pontuagédo académica obtida
pelos alunos ao longo da sua vida escolar no CMRJ.

De acordo com o planejamento inicial, os encontros seriam realizados uma vez
por semana, todas as quintas feiras, e iriam comecar no dia 14 de marco de 2019 e,
excluindo-se os feriados previstos em calendario, terminariam em 30 de maio de 2019.
Entretanto, o periodo foi mal escolhido, pois atravessaria dois trimestres,
comprometendo os estudos das provas trimestrais e os alunos que eram simples
voluntarios ndo receberiam nenhum ponto extra em nenhuma matéria pela
participagdo. Assim, as oficinas ndo foram realizadas nessas datas previstas.

Em outro momento, antes das férias do meio do ano letivo, foi oferecido novo
calendario que, pela falta de tempo, deveria ser executado em dois encontros
semanais, todas as tercas e quintas-feiras, a partir de 16 de julho até 15 de agosto de
2019. Os alunos que participaram do projeto também foram convencidos porque
ganharam um ponto extra na média dos testes efetuados no 2° trimestre em todas as
disciplinas, recurso previsto em regulamento do colégio, chamado de GIP — Grau de

Incentivo de Participacao.

5.1 Planejamento e atividades do 1° encontro, 16 de julho de 2019, terca-feira.

Naturalmente nesse dia a intencao seria dialogar com os alunos explicando as
propostas de todo o processo do trabalho, apresentar e estudar os principais conceitos
da Analise Combinatéria e Probabilidade que foram utilizados durante o projeto.
Nesse encontro também estavam previstas a discussao das regras do jogo, que foram
adaptadas para fins de aperfeicoar e padronizar as jogadas. Algumas adaptac¢des sao
sugeridas na proépria regra oficial do jogo, com a finalidade de agilizar o processo entre

os jogadores.
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Compareceram ao primeiro encontro quatro alunos do Esquadréo de Cavalaria
— Cruz, Correia, Rafael e Paulo Renan; aluno Gomes da Bateria de Artilharia, cinco
alunos da Companhia de Engenharia — Renato, Angelo, Etcheverria, Julia Castro e
Mario Mattheus; aluna Dodara de infantaria e Juan Henrique de Comunicacfes. Um
total de doze alunos, sendo quatro mocgas e oito rapazes. Quatro tabuleiros ja estavam
arrumados nas mesas para que os alunos se familiarizassem com o jogo.

O grupo era bastante heterogéneo, com desempenho académico matematico
variado, alguns ja haviam tido o privilégio de participar do jogo War Il, outros somente
jogaram War | e sua verséo eletronica, o restante s6 conhecia a existéncia do jogo. O
fato do jogo War Il conter avides e a possibilidade de ataque aéreo despertou muita
curiosidade entre os alunos; consequentemente, movido pelo interesse da maioria, 0
mediador ignorou o planejamento e descreveu os procedimentos de um ataque aéreo.

Na lousa, desenvolvemos improvisadamente uma tabela das probabilidades
para garantir que ocorra pelo menos um bombardeiro no territério em questao, veja a
seguir na Figura 15. Os valores estdo resumidos na Figura 15— Tabela improvisada

na lousa

|
B

Fonte: o autor, 2019.
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Tabela 14. Antes da confeccéao de tal tabela, relembramos alguns conceitos,
tais como, a definicdo de probabilidade, espagco amostral, eventos aleatérios, eventos
mutuamente exclusivos, eventos complementares, probabilidade condicional, eventos

independentes, entre outros conceitos necessarios para ministrar o tema.

Fonte: o autor, 2019.
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Tabela 14 — Probabilidade de Ataque de Aéreo

DEFESA AEREA ATAQUE AEREQ
#0) | 3/ | 1 | Y | ¢ | Y | +3) 1/
FACE CF PROB| P(DNA) P(DNA) P(DNA) P(DNA)
#O+ 3 3/6 9/36 3/36 3/36 3/36
#L 2 2/ 6/36 %/36 */36 */36
#24 1 1/6 3/36 1/36 1/36 1/36
SOMA 1 58,33% 16,67% 16,67% 16,67%

Fonte: o autor, 2019,

Em que:

D => Evento relacionado a face obtida no lancamento do DADO da Defesa, que
representa o nimero de avifes abatidos — #0%, #14 ou #24;

A => Evento relacionado a face obtida no lancamento do DADO do Ataque, que
representa o niumero de exércitos destruidos — (+0), (+1), (+2) ou (+1);

FACE => Coluna referente ao numeral da face voltada para cima no DADO da Defesa,
que representa o numero de avides abatidos;

C.F. => (CF) da defesa,;

PROB =>Probabilidade da defesa derrubar avides;

(+0) => Probabilidade do ataque para eliminar nenhum exército;

(+1) => Probabilidade do ataque para eliminar um exército;

(+2) => Probabilidade do ataque para eliminar dois exércitos;

(+3) => Probabilidade do ataque para eliminar trés exércitos;

P(DNA) => Probabilidade da Interseccéo de Eventos Independentes.

Em seguida, com os tabuleiros armados, os alunos pegaram as cartas em que
constam as regras simplificadas do jogo, foram discutidos 0s procedimentos que
irlamos adotar. Foram descritas todas as possibilidades de ataques terrestres, as
guantidades de exércitos envolvidos em cada tipo de ataque e seus inumeros
desfechos, conforme resumido na Tabela 1.

Finalmente, o mediador propds uma simulacdo de batalha!4 aérea; os alunos
se dividiram em grupos, de forma que 0s alunos se revezassem, em mais do que uma

simulagdo, entre os papéis de defesa, ataque e relator. A proposta inicial dessa

14 Essas simulagGes de batalhas serdo chamadas de missGes, que sera considerado o maior objetivo desse

trabalho. Através das missdes o mediador pretende concretizar o processo de autorregulagao entre os alunos.
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missao foi manter cinco exércitos em um territorio aleatério, sendo este atacado por
trés avides. O resumo das batalhas esta descrito na Tabela 15 a seguir. Lembramos
gue o dado da defesa abate avides enquanto que o dado do ataque elimina exércitos.
Entretanto, em qualquer situacdo, pelo menos um exeército deve permanecer no
territério atacado.

Em cada simulagao, colunas duplas iniciadas com as letras “D” de defesa e “A”
de ataque, a vitéria compete a defesa, caso a coluna da defesa some trés antes da
coluna do atague somar um numeral maior ou igual a quatro. Nesse caso, a vitéria é
do ataque; em outras palavras, qualquer que seja o somatoério dos bombardeiros
obrigatoriamente deverd permanecer no minimo um exercito no terreno que esta se

defendendo.

Tabela 15 — Desfecho da Simulacdo de Ataque de Aéreo

GRUPO A GRUPO B GRUPO C

(3 simulacées) (3 simulagbes) (2 simulag6es)
D A|D A|D A|D A|D A(D A|D A|A D
0 0 1 0|0 Of1 0|2 3|1 2 0O o002 3
2 2 1 3|1 2|1 2|1 X |1 2 1 10 O
1 X|]1 X|1 3|1 X 1 0|0 O
1 X |1 X

Def Def Atg Def Def Atg Def Def

Fonte: o autor

Em que:

D => Coluna referente ao numeral da face voltada para cima do DADO de Defesa,
representa o niumero de avides abatidos;

A => Coluna referente ao numeral da face voltada para cima do DADO de Ataque,
representa o numero de exércitos eliminados;

X => Resultado final que significa que todos os avides foram abatidos, logo, a defesa
se saiu vitoriosa,;

Def => Vitoria da defesa;

Atq => Vitoria do ataque;

Os grupos A e B fizeram trés simulac¢des cada, nas quais a vitoria favoreceu o

ataque somente em uma rodada. Ja no grupo C, a defesa se saiu vencedora em todas
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as rodadas. Por ultimo, os alunos confeccionaram os relatérios em grupo que foram

relatados anteriormente na Tabela 15.

5.2 Segundo encontro, 18 de julho de 2019, quinta-feira.

O planejamento inicial seria realizar em trés tabuleiros distintos, uma partida
completa de War Il, com o objetivo de conquistar 24 territérios; cada tabuleiro teria a
representacdo de um componente de cada trio. Um relatério devera ser confeccionado
pelos proprios alunos. Entretanto, pela mudanca inicial no planejamento do primeiro
dia e o surgimento de novos alunos, a programacao foi completamente alterada.
Entéo, ficou combinado que haveria um jogo completo no dia da proxima intervencao,
j& que os alunos se comprometeram em doar mais tempo para o proximo encontro.

Com a presenca de alunos novos: Fazolo, Monteiro, Medina, Maria Julia; e com
a auséncia dos alunos Cruz e Gomes, 0 encontro comecou com a recordacao dos
aprendizados tratados no encontro anterior para que todos os alunos tivessem a
oportunidade de confeccionar as trés primeiras cartelas'® — ataques dos tipos 1X1,
2X1 e 3X1. Com a ajuda constante professor moderador e auxilio mutuo entre os
alunos participantes. As cartelas se encontram disponiveis nos ANEXO A, ANEXO B
e ANEXO C, com suas respectivas respostas corretas ja apresentadas nesse
trabalhos nas Tabela 2 — Probabilidade de ataques do tipo 1X1, pag. 60; Tabela 3 —
Probabilidade de ataques do tipo 2X1, pag. 63; e Tabela 4 — Probabilidade de ataques
do tipo 3X1, pag. 68.

Para realizacdo de tal tarefa, foi necessario apresentar alguns conceitos de
analise combinatéria, tais como, permutacdo simples, permutacdo com elementos
nem todos repetidos, combinacéo simples, (PM), entre outros.

Apesar da dificuldade inicial apresentada pelos discentes conforme os

conceitos e exemplos foram se consolidando, todos os alunos conseguiram completar

15 Cartelas sdo tabelas em branco, que estdo disponiveis nos ANEXOS. A tarefa dos alunos é preencher as
mesmas com 0s seus respectivos valores, estes obtidos através dos calculos propostos no projeto. Os valores
corretos se encontram nas diversas tabelas apresentadas no capitulo 4 desta dissertacao, serdo chamados de
gabaritos e apresentados aos alunos, no devido tempo, para simples conferencia. O nimero de cada tabela sera,

caso a caso, apontado ao longo do texto.
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as duas primeiras tabelas e levaram a do tipo 3X1 para casa, na promessa de
devolverem tudo completo no proximo encontro. Veja Figura 16.

Figura 16— Alunos completando as tabelas

Fonte: o autor, 2019.

Por ultimo, os grupos simularam batalhas terrestres aleatérias que nao foram
relatadas, pois todos estavam ali para se divertirem também além de estudar e

aprender Matematica. Veja Figura 17,

Figura 17— Alunos simulando batalhas

v E
E)
N
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5.3 Terceiro encontro, 23 de julho de 2019, terca-feira.

Neste dia estiveram presentes seis alunos; conforme prometido, eles tiveram a
possibilidade de realizar um jogo pleno, com direito a sorteio de objetivos e tudo o
mais que o War Il prevé em suas regras. No planejamento inicial essa tarefa deveria
ser realizada no dia do segundo encontro e 0 jogo teria regras especiais adotadas
sem sorteio de objetivos, o0 qual seria 0 de conquistar no minimo 24 territorios.
Todavia, devido a disponibilidade, pelos alunos, de mais tempo, o0 jogo duraria o tempo
que fosse necessario.

Um unico aluno declarou que ja havia participado de tal empreitada, quatro
alunos confessaram que s6 conheciam o War I, que ndo conta com a possibilidade de
ataques aéreos, e, por fim, somente uma aluna néo tinha ideia do que se tratava a
brincadeira. O primeiro jogador escolheu os exércitos pretos e teve a grande sorte de
obter, por meio de sorteio, dois centros estratégicos na América do Norte; o segundo,
foi o vermelho; em terceiro lugar, azul; na sequéncia, verde, branco e amarelo,

rodando no sentido horério, veja Figura 18.

Figura 18— Tabuleiro do dia do jogo

Fonte: o autor, 2019.

Como ja esperavamos, pois era a menos experiente, em aproximadamente 40
minutos, o jogador com exércitos amarelos foi eliminado do jogo. O jogador com 0s

exeércitos vermelhos foi o proximo a ser eliminado, em aproximadamente 2 horas e 30
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minutos. Por fim, em aproximadamente quatro horas, o jogador que iniciou o0 jogo —
exércitos pretos — finalmente completou seu objetivo e se tornou vencedor.

A estratégia do vencedor foi pegar a maioria dos territérios na Ameérica do Norte,
simultaneamente conquistar a totalidade da América e invadir a América do Sul,
enquanto os outros jogadores disputavam freneticamente a Asia e a Europa. O
vencedor invadiu a Africa e a Europa; por Gltimo, conquistou a Asia e ganhou o jogo.

5.4 Quarto encontro, 25 de julho de 2019, quinta-feira.

O planejamento para esse dia seria o de confeccionar as cartelas 3X1, 1X2 e
1X3. Entéo, sanados os desencontros. Os alunos receberam os respectivos gabaritos
das cartelas 1X1, 2X1 e 3X1, para que 0s mesmos realizassem as devidas correcoes
em suas cartelas e posteriormente pudessem esclarecer suas duvidas. Finalizado
essa parte, passamos para as proximas cartelas dos tipos 1X2 e 1X3, nas quais a
Unica diferenca das trés anteriores é uma simples adaptacéo dos calculos dos CF a
defesa. Essas cartelas se encontram nos ANEXO D e ANEXO E — e suas respectivas
respostas corretas na Tabela 5 — Probabilidade de ataques do tipo 1X2 e 1X3, pag.73.

Apos alguns exemplos e sem a apresentacao de formulas, deixei que os alunos
criassem estratégias para calcular todos os dados necessarios. Com a finalizacéo
dessas tarefas e a sobra de tempo, passamos para 0s preparativos a fim de
confeccionar a préxima cartela de ataques do tipo 2X2, que necessariamente impdem
o célculo dos CF da defesa, em primeiro lugar, nas condicbes: GANHAR (+0),
GANHAR (+1) e GANHAR (+2), ou seja nos tipos de ataques que envolvem dois
exercitos.

Entdo, inicialmente, na lousa, com o acompanhamento dos alunos, foram
expostos alguns exemplos de calculos usando os Principios Aditivo e Multiplicativo da
Andlise Combinatdria, esses calculos se mostrardo densos e demorados conforme
explicados na secédo 4.1.2. Para amenizar o magante trabalho, foi apresentada aos
discentes uma nova cartela, chamada de cartela auxiliar para calcular os (CF) da
defesa nas batalhas que envolvem dois exércitos. Com a nova cartela, que se
encontra no ANEXO F desse trabalho, um novo método para facilitar a contagem

também foi iniciado.
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A logica do novo método, consiste em confrontar os valores obtidos nos pares
de dados vermelhos — ataque “e amarelos — defesa. Dessa forma contando os (CF)
da defesa caso a caso conforme descritos anteriormente na secéo 4.1.2 da pag. 74,
através de alguns exemplos expostos na Tabela 6 — Exemplos da Cartela Auxiliar para
calcular os (CF) da defesa nos ataques 2X2 e 3X2. na pag. 81. A compreensao precisa
dessa nova técnica devera ser efetuada por cada aluno, pois a mesma sera utilizada
para completar as cartelas dos tipos de ataques 2X2, 3X2, 2X3 e também 3X3.

Para o trabalho com os alunos serdo confeccionadas trés cartelas auxiliares:
uma para os tipos de ataques 2X2 e 3X2; a segunda, com pequenas modificacbes
para as classes de equivaléncia de pares de dados, e a terceira e Ultima para os tipos
de ataque 3X3.

Como a compreensdo desse novo método é essencial para a finalizacdo de
todo o projeto e em particular esse novo assunto foi iniciado no final de um encontro

foi deixado para a proxima semana a conclusdo dessa tarefa.

5.5 Quinto encontro, 30 de julho de 2019, terga-feira.

O esperado para esse dia seria que os alunos terminassem de completar a
cartela auxiliar para os (CF) da defesa nos ataques do tipo 2X2 e 3X2, em seguida,
completar as cartelas para os ataques do tipo 2X2 e 3X2. O célculo de todas as
probabilidades dos atagues do tipo 2X2 encontra-se no ANEXO G e ANEXO H,
respectivamente, e as respostas corretas nas Tabela 7 — Probabilidade de ataques de
2X2, pag. 82 e Tabela 8 — Probabilidade de ataques de 3X2, pag. 85. Havendo tempo
hébil a finalizag&o do encontro seria com a realizagdo de missdes desafios envolvendo
0S conceitos trabalhados nos encontros anteriores elaborando relatorios que
descrevessem minuciosamente o resultado de cada jogada com suas respectivas
probabilidades calculadas.

Nesse encontro, os alunos terminaram de confeccionar a cartela auxiliar de CF
da defesa para ataques do tipo 2X2 e 3X2. Com os valores obtidos nessa cartela
auxiliar, passaram para a tarefa preencher as cartelas dos tipos de atagues 2X2, e,
com pequenas modificagdes nos valores dos (CF) do ataque, para os ataques do tipo

3X2. Tais valores foram calculados a partir dos principios da analise combinatoria.
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Antes de utilizar as cartelas auxiliares os alunos tiveram que calcular os (CF)
para os dados vermelhos — ataque. Na cartela 2X2 o célculos é simples, pois contam
com um anagrama para dois valores iguais obtidos no par de dados e exatamente
dois anagramas nos casos de valores diferentes. Totalizando 36 (CF). Ja para os
ataques do tipo 3X2, que totalizam 216 (CF), o moderador expds na lousa as formas
indispensaveis para obtencdo dos resultados, dessa forma os alunos nao foram mais
sobrecarregados e puderam se dedicar ao preenchimento das cartelas.

De posse de todos os dados necessarios os alunos, com auxilio de
calculadoras, conseguiram iniciar o preenchimento das cartelas 2X2 e 3X2.
Destacando que os numeros dos (CF) da defesa nos tipo de ataque 2X2 e 3X2 — sé@o
iguais e somam 36.

Alguns alunos conseguiram entender plenamente os conceitos envolvidos no
processo, de forma rapida, eficiente e sem muitas dificuldades. Outros, ja tiveram
davidas, porém, auxiliados pelo moderador e por outros alunos participantes,
conseguiram finalmente entender o que se esperava para realizacdo da tarefa,
entretanto, devido a dificuldade encontrada pelos alunos no preenchimento das
cartelas auxiliares ndo houve tempo hébil para execucdo das missGes que seriam

propostas nesse dia de encontro. Dessa forma tais missdes foram abortadas.

5.6 Sexto encontro, 01 de agosto de 2019, quinta-feira.

O planejado para esse encontro seria, preencher a cartela auxiliar para os
calculos dos (CF) do ataques do tipo 2X3, em seguida, completar as cartelas dos tipos
de ataques 2X3. E por ultimo, realizar a missdo desafio: conquistar, partindo do
territério Brasil ocupado por seis exércitos, a totalidade ou a maioria do continente
América do Sul. Descrevendo, por meio de relatérios, qual seria a melhor estratégia
para atingir esse objetivo.

Devido as inumeras dificuldades apresentadas pelos alunos no encontro
anterior, o moderador decide neste encontro relembrar a técnica utilizada para
completar as cartelas auxiliares, obtendo dessa forma o niumero de CF dos dados

amarelos — defesa — é importante ressaltar que a apreensao dessa técnica € essencial
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para que o aluno consiga completar a proxima tabela auxiliar que contempla os CF
dos dados amarelos nos ataques do tipo 3X3.

Os exemplos, para o preenchimento da cartela auxiliar, se encontram Tabela 9
— Exemplos da Cartela Auxiliar para calcular os (CF) da defesa no ataque 2X3, na
pag. 53. Lembrando que a Unica diferenca para a tabela anterior é a quantidade das
frequéncias dos trios ordenados dos dados da defesa que equivalem aos pares
ordenados de outrora.

Os alunos estavam trabalhando diacronicamente, enquanto alguns alunos ja
haviam completado a tarefa, outros nem estavam na metade. Portanto, o mediador
mostrou o gabarito com todos os resultados para quem ja tinha terminado e prop6s
gue 0s mesmos iniciassem o preenchimento da cartela de todas as probabilidades do
ataque do tipo 2X3. Para isso, basta consultar a cartela auxiliar do namero de CF da
defesa nos ataques do tipo 2X3, que somam 216, juntamente com os CF do ataque
do tipo 2X2. Com todos os dados em maos, 0s alunos puderam passar para a proxima
tarefa, a de completar as cartelas de ataques do tipo 2X3, no ANEXO | — gabarito:
Tabela 10 — Probabilidade de ataques de 2X3, pag. 88.

O processo de contagem é muito trabalhoso e exige muita atencé@o por parte
dos discentes, por isso mais uma vez, por falta de tempo, a misséo proposta para esta
data nao foi realizada e os alunos nao tiveram tempo para concluir, levaram mais uma

vez o trabalho para casa.

5.7 Sétimo encontro, 06 de agosto de 2019, terca-feira.

Nesse dia com 0 objetivo mais ousado de todos, seguindo o processo auxiliar
de contagem, os alunos deveriam completar as cartelas: auxiliar de CF da defesa nos
ataques do tipo 3X3 — ANEXO J — os exemplo se encontram na Tabela 11 — Exemplos
da Cartela Auxiliar para calcular os (CF) da defesa nos ataques 3X3, pag. 90 e a
penultima cartela das probabilidades dos ataques dos tipo 3X3 — ANEXO K - Tabela
12 — Probabilidade de ataques de 3X3, pag. 92.

Devido a dureza dos ultimos trés encontros, onde os alunos, somente
realizaram inUmeros calculos a cartela auxiliar para contagem de CF da defesa nos

tipos de casos de ataque 3X3 e a cartela de ataques do tipo 3X3 foram distribuidas
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aos alunos ja com os valores relacionados preenchidos, todos os célculos foram
obtidos com a utilizacao de planilhas eletronicas. As explicacdes necessarias para 0s
respectivos preenchimentos foram tratados em sala de aula. Sanadas todas as
duvidas, os gabaritos de todas as cartelas foram distribuidos aos alunos juntamente
com os valores das tabelas 3x3 e tabela auxiliar para contagem dos (CF) de trés dados
amarelos da defesa. Estas tabelas foram apresentadas aos alunos por se tratar de
algo muito macante para se executar manualmente.

Uma tabela resumo — Tabela 13 — Resumo de todas as probabilidades, da pag.
94 — também foi distribuida com o objetivo de calcular as probabilidades de sucesso
e fracasso das missbes desafios que infelizmente ndo puderam ser jogadas nos
encontros anteriores, por falta de tempo habil para tal empreitada. Assim os alunos
puderam conferir todos os valores envolvidos e, direcionados pelo moderador, com os
tabuleiros armados em suas mesas, comecaram a rascunhar e entender a l6gica das
atividades mais importante: realizar, contabilizar e experimentar as missdes desafios.
Uma a uma foram sendo realizadas, todos juntos, com explicacdes na lousa.

Outros exemplos foram criados para que os alunos compreendessem melhor e
um desafio foi lancado para o proximo encontro. Que se resumem a trés missoes,
para serem executadas em duplas, as batalhas foram travadas no modelo ida e volta,
de forma que na ida um aluno foi ataque, o outro defesa, na volta os papeis se
inverteram. Em cada misséo, o ataque conta com 5 exércitos e os territérios indicados
devem ser conquistados. Sao elas: a primeira — missao A — colocar cinco exércitos de
ataque em Mongdlia, terra do famoso Imperador Mongol Genghis Khan, para atacar
quatro territérios: China, Tchita, Omsky e Dudinka, cada um com um Unico exército de
defesa; a segunda — missdo B — contava com cinco exércitos na Mongolia e dois
exércitos de defesa em cada um dos territérios: China e Tchita; para finalizar, a
terceira — missdo C — contou com cinco exércitos em Mongdlia e trés exércitos de
defesa na China. Assim, os alunos, de forma individual, tiveram que decidir
intuitivamente qual das missfes seria considerada menos dificil — facil, mais dificil —
dificil e intermediaria — média.

Na sequéncia, em dupla, os alunos se dividiram entre defesa e ataque para
realizar cada uma das missfes. Todos participaram intercalando-se como defesa e
ataque em cada uma das missoes, relatando cada passo numa folha de papel,

descritas a seguir.
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Em primeiro lugar, dos quatro alunos presentes, intuitivamente, trés deles

elegeram a missdo A como dificil e um Unico aluno escolheu a missdo C como dificil.

Dois votaram na missdo B como média, os dois restantes dividiram suas preferéncias

entre A e C. Na posicéo facil, dois votos para B e dois para C. Os resultados numéricos

foram descritos na Tabela 16 a seguir.

Tabela 16 — Desfecho da Simulacao de Missbes

MISSAO A — DUPLA 1 MISSAO A — DUPLA 2
IDA VOLTA IDA VOLTA
T A D T A D T A D T A D
3X1 |(5,5,3) | (1) 3X1 [(5,4,3) | (6) 3X1 (3,31) | 2 | 3x1 | (6,51) (6)
S 4 3 S 4 4 S 4 3 S 4 4
3X1 |(1,1,1) | (2 3X1 [(5,4,4) | (4) 3X1 (6,2,2) | (6) | 3X1 | (55,3) (6)
S 3 3 S 3 3 S 3 3 S 3 4
2X1 | 4,3) | (3 2X1 | (4,1) | (6) 2X1 32 | 2 | 2x1 (5,5) (6)
S 2 2 S 2 3 S 2 2 S 2 4
X1 | (4) (4) 1X1 | (5) (5) 1X1 (6) 2 | 1x1 (4) (1)
S 1 2 S 1 3 S 1 1 S 1 3
FRACASSO FRACASSO FRACASSO FRACASSO
MISSAO B - DUPLA 1 MISSAO B — DUPLA 2
IDA VOLTA IDA VOLTA
T A D T A D T A D T A D
3X2 [(5,5,5) | (4,3) | 3x2 [6,4,2) | (5,4) 3X2 | (552) | (83) | 3X2 | (5,4,3) | (5,3)
S 4 2 S 4 3 S 4 2 S 4 3
3X2 [6,6,5) | (3,2) | 3X1 [(4,3.3) | (3) 3X2 | (5,21) | (2,2) | 3X1 | (6,6,5) (4)
S 3 0 S 3 2 S 3 1 S 3 2
2x2 | 43) | (6,3) | 2Xx1 (5,5) (1) 2x2 | (41) (5,4)
S 1 2 S 1 0 S 1 2
SUCESSO FRACASSO SUCESSO FRACASSO
MISSAO C - DUPLA 1 MISSAO C — DUPLA 2
IDA VOLTA IDA VOLTA
T A D T A D T | A D T A D
3X3 [3,3,2) | (4,3,2) [3X3 [(5,3,3) |(6,6,1) | 3X3 | (6,3,2) [6,4,1) | 3X3 | (6,4,2) | (6,3,3)
S 2 3 S 3 2 S 3 2 S 3 2
1X3 | (1) (5,4,3) [2X2 | (6,4) | (43) | 2x2 (6,5 |(6,4) | 2X2 | (52) (6,4)
S 1 3 S 2 0 S 2 1 S 1 2
1X1 (2) (3)
S 1 1
FRACASSO SUCESSO FRACASSO FRACASSO

Fonte: o autor, 2019.

Em que:

T => Coluna que indica o tipo de ataque x defesa, ou seja a quantidade de dados

vermelhos contra a de dados amarelos a serem lancados de acordo com o numero de

exercitos em cada territorio, procedimento descrito no capitulo 4;



111

A => Coluna referente aos numerais das faces voltadas para cima do DADO de
Ataque;

D => Coluna referente aos numerais das faces voltadas para cima do DADO de
Defesa;

S => Linha que representa a quantidade, saldo remanescente de exércitos apos cada
etapa da batalha.

5.8 Oitavo encontro, 08 de agosto de 2019, quinta-feira.

Em grupo, contabilizar o desafio lancado no dia anterior, para responder a
pergunta de qual das missdes seria mais provavel ser realizada com o desfecho de
sucesso.

As probabilidades das missdes dadas no encontro anterior foram calculadas e
os alunos puderam comparar intuicdo humana e razao matematica, verificando fora
da realidade do jogo todos os caminhos viaveis para os respectivos célculos, com
precisdo, sem a intervengcao da intuicdo ou opinides pessoais sobre os dados do
problema.

As tabelas a seguir irdo mostrar todos os calculos, entretanto, sé os calculos
efetuados pelos alunos que levavam a vitoria, ou seja, ao cumprimento da missao com
sucesso. Tendo como base a Tabela 13 da pagina 94, que contém o resumo de todas
as probabilidades para os diversos tipos de ataques.

A primeira missdo ndo poderia ter nenhuma baixa dos exércitos do ataque,
pois, se assim fosse, a missdo seria um fracasso, ou seja, a Unica opcdo para
completar com sucesso a missdo € ganhar quatro vezes seguidas. Assim, na Tabela
17 a sequir, temos os calculos das probabilidades dos dezesseis possiveis caminhos,
sendo um unico vitorioso.

Acreditamos que por esse motivo, de ndo poder perder nenhuma etapa da
batalha, a maioria dos alunos elegeram a misséao A, de forma intuitiva, como a mais
dificil para obter sucesso total. E notavel também o fato de que na tabela anterior a
referida missao foi a Unica que ndo obteve sucesso em nenhuma das batalhas, por

nenhum dos jogadores, em nenhuma das duplas.
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C  1*ETAPA 22 ETAPA 32 ETAPA 42 ETAPA TOTAL
op | GANHAR(+1) ~ GANHAR(+1) GANHAR(+1) GANHAR(+1) | SUCESSO
65,97% 65,97% 57,87% 41,67% 10,49%
02 | GANHAR(+1)  GANHAR(+1) GANHAR(+1) GANHAR(+0) | FRACASSO
65,97% 65,97% 57,87% 58,33% 14,69%
03| GANHAR(+1)  GANHAR(+1) GANHAR(+0) GANHAR(+1) | FRACASSO
65,97% 65,97% 42,13% 41,67% 7,64%
04| GANHAR(+1)  GANHAR(+1) GANHAR(+0) ~GANHAR(+0) | FRACASSO
65,97% 65,97% 42,13% 58,33% 10,69%
o5 | GANHAR(+1)  GANHAR(+0)  GANHAR(+1) GANHAR(+1) | FRACASSO
65,97% 34,03% 57,87% 41,67% 5,41%
0 | GANHAR(+1)  GANHAR(+0)  GANHAR(+1) ~GANHAR(+0) | FRACASSO
65,97% 34,03% 57,87% 58,33% 7,58%
o7 | GANHAR(+1)  GANHAR(+0)  GANHAR(+0)  GANHAR(+1) | FRACASSO
65,97% 34,03% 42,13% 41,67% 3,94%
0g | GANHAR(+0)  GANHAR(+0) GANHAR(+0) ~ GANHAR(+0) | FRACASSO
34,03% 34,03% 42,13% 58,33% 5,52%
09| GANHAR(+0)  GANHAR(+1) GANHAR(+1) GANHAR(+l) | FRACASSO
34,03% 65,97% 57,87% 41,67% 5,41%
10| GANHAR(+0)  GANHAR(+1) GANHAR(+1) GANHAR(+0) | FRACASSO
34,03% 65,97% 57,87% 58,33% 7,58%
11| GANHAR(+0)  GANHAR(+1) GANHAR(+0) GANHAR(+1) | FRACASSO
34,03% 65,97% 42,13% 41,67% 3,94%
1o | GANHAR(+0)  GANHAR(+1) GANHAR(+0) GANHAR(+0) | FRACASSO
34,03% 65,97% 42,13% 58,33% 5,52%
13| GANHAR(+0)  GANHAR(+0) GANHAR(+1) GANHAR(+1) | FRACASSO
34,03% 34,03% 57,87% 41,67% 2,79%
14| GANHAR(+0)  GANHAR(+0) GANHAR(+1) GANHAR(+0) | FRACASSO
34,03% 34,03% 57,87% 58,33% 3,91%
15 | GANHAR(+0)  GANHAR(+0)  GANHAR(+0) GANHAR(+1) | FRACASSO
34,03% 34,03% 42,13% 41,67% 2,03%
16 | GANHAR(+0)  GANHAR(+0)  GANHAR(+0) ~GANHAR(+0) | FRACASSO
34,03% 34,03% 42,13% 58,33% 2,85%

SUCESSO=10,49%FRACASSO = 89,51%TOTAL = 100,00%

Fonte: o autor, 2019.

EM que:

C => Coluna que indica um dos dezesseis caminhos possiveis;

GANHAR(+1) => Significa que 0 ataque saiu vitorioso e conquistou o territorio;

GANHAR(+0) => Significa que o ataque perdeu um exército.
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E importante lembrar que o ataque ganhando ou perdendo a etapa, fica sempre
com um exeército a menos, pois, quando perde, é regra do jogo e, quando ganha,
precisa ocupar o territorio.

Para a segunda missao, o ataque poderia perder dois exércitos e mesmo assim
haveria possibilidade de ela ser completada com sucesso. De fato, no pior cenario, no
ataque ao segundo territorio, ha dois exércitos na Mongolia e o ataque sera do tipo
1X2. Logo, no final do ataque ao primeiro territorio, a Mongadlia ficou com 3 exércitos
e um deles foi ocupar o primeiro territério que terminou conquistado. Na Tabela 18,
estdo apresentados todos os caminhos possiveis para sucesso e, na Tabela 19,

fracasso com seus respectivos percentuais e somatorios.

Tabela 18 — Desfecho da Simulac¢do da Missdo B — SUCESSO

, | s ;

(+2) 3x2 (+2) 3x2 SUCESSO
37,17%  37,17% 13,81%

) B 4 3 2
(+2) 3x2 (+1) 3x2 (+1) 2x1 SUCESSO
3717%  3358%  57,87% 7,22%

B 4 3 2 1
702 32 ¢1) 3 (0) 2a (+1) 1a SUCESSO
37,17%  3358%  42,13%  4167% 2,19%

" R 4 2 2 1
(+2) 3x2 (+0) 3x2 (+1) 1x2 (+1) 1xa SUCESSO
3717%  29,26%  2546%  41,67% 1,15%

) B 4 3 2
(+1) 3x2 (+1) 3x1 (+2) 2x2 SUCESSO
3358%  6597%  22,76% 5,04%

6) R 4 3 2 1
(+1) 3x2 (+1) 3x1 (+1) 2x2 (+1) 1xa SUCESSO
3358%  6597%  32,41%  41,67% 2,99%

- B 4 3 2 2 1
(+1) 3x2 (+0) 3x1 (+1) 2x1 (+1) 1x2 (+1) 1xa SUCESSO
3358%  34,03%  57,87%  2546%  4167% 0,70%

8) B 3 2 2 1
(+0) 3x2 (+2) 2x2 (+1) 1x2 (+1) 1xl SUCESSO
29,26%  22,76%  2546%  4167% 0,71%

TOTAL 33,82%

Fonte: o autor, 2019.

Em que:
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S => Linha que representa o saldo remanescente de exércitos do ataque apds cada
etapa da batalha.

(+2) => Significa que o ataque néo perdeu nada e a defesa perdeu dois exércitos;
(+1) => Significa que o ataque perdeu um exército e a defesa também,;

(+0) => Significa que o ataque perdeu dois exércitos e a defesa nada.

Interessante observar que toda vez que o ataque conquista um territorio ele
demanda um exército para ocupa-lo; consequentemente, fica com um exército a
menos. Outro fato, para o ataque conquistar os dois territérios a soma das perdas dos
exércitos da defesa em todos os ataques deve ser igual a quatro. Como pode ser visto
nos caminhos 1 e 8, onde, respectivamente, (+2) com (+2) somam guatro avarias para
a defesa e (+0), (+2), (+1) com (+1), idem.

Para explicar melhor, vamos detalhar os dois caminhos. No caminho 1, o
ataque conta com 5 exércitos contra 2 da defesa; por isso, o0 ataque com os dados é
do tipo 3X2, onde a defesa perde os dois exércitos e o territorio € ocupado pelo ataque,
sobrando 4 exércitos para o proximo ataque, que também sera do tipo 3X2. Da forma
como ocorreu no primeiro ataque, a defesa perde os dois exércitos e o territorio é
ocupado, custando mais um exército do ataque para ocupac¢ao, sobrando assim ainda
3 exércitos do ataque ocupando o territdrio inicial de onde partiram os ataques.

De forma similar ocorre no caminho 8, onde o primeiro combate é do tipo 3X2
e o0 ataque perde dois exércitos, sobrando somente 3 para a proxima batalha que
deverd ser do tipo 2X2; nesse caso, a defesa perde dois exércitos e o0 ataque fica com
um exército a menos, pois devera ocupar o territério conquistado. Assim, sobram
somente dois exeércitos para continuidade da batalha. Dessa forma, o tipo de ataque
sera o de 1X2, onde a defesa perde um exército e o ataque nada; por ultimo, o ataque
final serd de 1X1, onde a defesa felizmente perde mais um exército e o0 ataque ocupa
o territorio, sobrando apenas um exeército para ocupar o territério de onde os ataques
tiveram sua iniciativa.

As probabilidades retiradas da Tabela 13, onde se encontram todas as
probabilidades de todos os possiveis ataques. Consequentemente, os resultados de
cada etapa do caminho 1 sdo multiplicados obtendo o resultado 13,81%, ja no
caminho 8 o produto sera de 0,71%. E o somatorio total de todos os oitos caminhos
de ataque que levam ao sucesso € equivalente a 33,82%.Maior que a probabilidade

de sucesso calculado para a missao A. Tabela 19 trata os caminhos para o fracasso.



Tabela 19 — Desfecho da Simulacdo da Missdo B — FRACASSO

R 4 3 2 1

D T2 32 (1) 3@ (0) 2a (+0) 1x FRACASSO
37,17%  33,58%  42,13% 58,33% 3,07%

) e 4 2 2 1
(+2) 3x2 (+0) 3x2 (+1) 1x2 (+0) 1xl FRACASSO
37,17%  29,26% 25,46% 58,33% 1,62%

BE 4 2 1
T 32 (o) 32 (0) 1 FRACASSO
37,17%  29,26% 74,54% 8,11%

" e 4 3 2 1
(+1) 3x2 (+1) 3x1 (+1) 22 (+0) 1xl FRACASSO
33,58%  65,97% 32,41% 58,33% 4,19%

BE 4 3 1
2 TH) 32 (1) 3a (0 2 FRACASSO
3358%  6597%  44,83% 9,93%

e 4 3 2 2 1
5 TH1) 3@ (40) 3 (+1) 24 (1) 1x2 (#0) IxI  FRACASSO
33,58%  34,03% 57,87% 25,46%  5833% 0,98%

- BE 4 3 2 1
(+1) 3x2 (+0) 3x1 (+1) 2x1 (+0) 1x2 FRACASSO
3358%  34,03% 57,87% 74,54% 4,93%

8) e 4 3 2 1
(+1) 3x2 (+0) 3x1 (+0) 2x1 (+1) 1x1 FRACASSO
33,58%  34,03%  42,13% 41,67% 2,01%

o) B 4 3 2 1
(+1) 3x2 (+0) 3x1 (+0) 2x1 (+0) 1xl FRACASSO
3358%  34,03%  42,13% 58,33% 2,81%

10) B 3 2 2 1
(+0) 3x2 (+2) 22 (+1) D12 (+0) 1xl FRACASSO
29,26%  22,76% 25,46% 58,33% 0,99%

1) BE 3 2 1
(+0) 3x2 (+2) 22 (+0) 1x2 FRACASSO
29,26%  22,76% 74,54% 4,96%

12) BE 3 2 1
(+0) 3x2 (+1) 22 (+1) 1« FRACASSO
29,26%  32,41%  4167% 3,95%

13) BE 3 2 1
(+0) 3x2 (+1) 22 (+0) 1« FRACASSO
29,26%  32,41% 58,33% 5,53%

14) BE 3 1
(+0) 3x2 (+0) 2x2 FRACASSO
29,26%  44,83% 13,12%

TOTAL 66,18%

Fonte: o autor, 2019.
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Em que:

S => Linha que representa o saldo remanescente de exércitos do ataque apds cada
etapa da batalha;

(+2) => Significa que o ataque néo perdeu nada e a defesa perdeu dois exércitos;
(+1) => Significa que o ataque perdeu um exército e a defesa também;

(+0) => Significa que o ataque perdeu dois exércitos e a defesa nada.

E importante ressaltar que o somatdrio de baixas de exércitos pela defesa
sempre é menor que quatro. Como ocorre no caminho 1, onde a defesa s6 perde (+2),
(+1), (+0) e (+0), totalizando 3 baixas somente e o caminho 14, onde a defesa néo
perde nada.

Para o caminho 1, o ataque tem inicialmente sempre 5 exércitos contra dois da
defesa; na primeira etapa, com ataque do tipo 3X2, perde nada enquanto a defesa
perde dois exércitos; sendo assim, para a segunda etapa, 0 ataque possui 4 exércitos
contra dois da defesa, ja que foi obrigado a dispor de um exército para ocupar 0
territério conquistado. Assim, num ataque do tipo 3X2, ganha um exército da defesa e
perde um. Para o proximo ataque do tipo 2X1, o ataque perde novamente e, na ultima
tentativa, perde mais uma vez no ataque do tipo 1X1.

Dessa forma, concluimos que sado 8 caminhos para 0 sucesso e 14 para o
fracasso. Se somarmos o0s percentuais totais de sucesso — 33,82% — e de fracasso —
66,18% — certamente iremos obter 100,00%. Portanto, até o momento, a missao A,
com 10,49%, se apresenta menos favoravel que a missdo B. Com os célculos das
probabilidades da missao C, teremos a certeza de quais das missdes € a mais “facil’,
a “mediana” e a mais “dificil” de se completar com sucesso.

Para a ultima misséo, o ataque podera perder trés exércitos e ainda assim
haveria possibilidade de ela ser completada com sucesso. Na Tabela 20,
apresentamos todos os caminhos possiveis para sucesso ou fracasso com seus
respectivos percentuais e somatorios. Lembre-se que para ataque do tipo 3X3,
existem quatro possibilidades GANHAR(+3), GANHAR(+2), GANHAR(+1) ou
GANHAR(+0).



Tabela 20 — Desfecho da Simulacdo da Missédo C

Bl 4
D Th3) 3 SUCESSO
13,76% 13,76%
B 4 3

2)
(+2) 3X3 (+1) 3X1 SUCESSO
21,47%  6597% 14,16%
B 4 3 2
T 3 o) 3 (1) 21 SUCESSO
21,47%  34,03%  57,87% 4,23%
" B 4 3 2 1
(+2) 3X3 (+0) 3X1 (+0) 2X1 (+1) 1x1 SUCESSO
21,47%  34,03%  42,13% 41,67% 1,28%
5) B 3 2
(+1) 3X3 (+2) 2X2 SUCESSO
26,47%  22,76% 6,02%
B 3 2 1
8 Tk 36 (1) 22 (1) SUCESSO
26,47%  32,41%  4167% 3,57%
B 2 2 2 1
T T60) 33 (1) 13 (1) X2 (+1) X SUCESSO
3830%  17,36%  2546% 41,67% 0,71%
TOTAL (SUCESSO) 43,74%
‘) B 4 3 2 1
(+2) 3X3 (+0) 3x1 (+0) 2x1  (+0) 1x1 FRACASSO
21,47%  34,03%  42,13% 58,33% 1,80%
B 5 3 2 1
T 33 1) 22 (+0) 1 FRACASSO
26,47%  32,41%  5833% 5,00%
10) R 3 1
(+1) 3X3 (+0) 2x2 FRACASSO
26,47%  44,83% 11,87%
1) B 2 2 2 1
(+0) 3X3 (+1) 1X3 (+1) 1X2 (+0) 1X1 FRACASSO
3830%  17,36%  25,46% 58,33% 0,99%
1) BE 2 2 1
(+0) 3X3 (+1) 1X3 (+0) 1x2 FRACASSO
3830%  17,36%  74,54% 4,96%
13) R 2 1
(+0) 3X3 (+0) 1x3 FRACASSO
3830%  82,64% 31,65%
TOTAL (FRACASSO) 56,26%

Fonte: o autor, 2019.

Em que:
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S => Linha que representa o saldo remanescente de exércitos do ataque apds cada
etapa da batalha;

(+3) => Significa que o atague ndo perdeu nada e a defesa perdeu trés exércitos;
(+2) => Significa que o ataque perdeu um e a defesa dois exércitos;

(+1) => Significa que o ataque perdeu dois exército e a defesa somente um;

(+0) => Significa que o ataque perdeu trés exércitos e a defesa nada.

Sobre os somatoérios de baixas de exércitos, caso a soma seja igual a trés, o
territério € conquistado e o ataque obtém sucesso; caso contrario, fracasso. Por
exemplo, para o caminho 1, temos 5 exércitos para o ataque contra 3 exércitos da
defesa, assim, teremos um ataque do tipo 3X3, com 13,76% de probabilidade de
sucesso na primeira etapa; dessa forma, a defesa perde seus exércitos e o ataque
ocupa o territério em questdo. Ja no caminho 13, a primeira etapa tem 38,30% de
chance de fracassar, sobrando, dessa maneira, dois exércitos do ataque contra trés
da defesa, possibilitando, assim, um ataque do tipo 1X3. O fracasso dessa etapa tem
probabilidade igual a 82,64%; o produto das etapas é igual a 31,65%, o que significa
fracasso total da batalha.

Somando-se a probabilidade de sucesso e defesa, 6bvio que teremos 100,00%.
Assim, temos uma solucao para essa atividade proposta: a missdo C é a que tera
maior probabilidade de sucesso, com 43,74% de chance de sucesso, enquanto que a
missdo 2 possui 33,82% de sucesso e a missdo 1 é a mais improvavel, com apenas

10,49% de possibilidade de sucesso.

5.9 Nono encontro, 13 de agosto de 2019, terca-feira.

Em grupo, calcular a probabilidade dos ataques aéreos; em seguida, realizar o
desafio de realizar um Unico ataque aéreo a um territério ocupado por quatro exércitos.
Na sequéncia, continuar o ataque por terra de um territorio fronteirico com cinco
exeércitos. Confeccionar relatérios envolvendo todos os conhecimentos adquiridos,
incluindo o aditivo do ataque aéreo com o calculo das respectivas probabilidades.

Com a presenca reduzida de apenas quatro alunos, pois, com a iminéncia da

semana de provas trimestrais, os alunos estavam sobrecarregados de tarefas e
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responsabilidades, somado aos motivos de que o assunto ataque aéreo ja havia sido
abordado no dia do primeiro encontro, motivado pela curiosidade dos alunos
envolvidos e a investida do projeto atraves das simulacdes das missfes, confeccéo
de relatérios e contabilizacdo de todos os possiveis resultados. A proposta da
atividade desse dia, foi que disputassemos mais uma vez um jogo completo.

Assim, o0 exército verde iniciou a batalha, seguido do exército branco, depois
do amarelo e, por ultimo, o preto. O exército verde se concentrou no continente
europeu e na Ameérica do Norte, 0 exército branco se concentrou na Oceania e parte
da Asia. JA o exército amarelo ficou encurralado no continente africano enquanto o
exército preto se expandia pela América do Sul e lutava simultaneamente pela Asia.

Infelizmente, devido aos compromissos dos alunos com aulas particulares e
estudos escolares, o0s mesmos tiveram que interromper o jogo, pois as avaliacdes

trimestrais estavam para acontecer.

5.10 Ultimo encontro, 15 de agosto de 2019, quinta-feira.

Em grupo, com auxilio de calculadora e da tabela resumo das probabilidades,
jogar uma partida plena de War Il com o objetivo de conquistar 24 territérios. Esta
atividade tem como principal objetivo observar mudancas de atitudes, comportamento
e estratégia dos participantes.

Entretanto, os alunos surpreenderam o professor moderador, nesse encontro,
houve comemoracédo, bolo personalizado, refrigerante e presente, confeccionado
pelos proprios alunos, conforme representado na Figura 19. Assim sendo, 0s planos
mudaram e o moderador propds que 0s alunos relatassem, por meio de uma redacao
individual, a experiéncia vivenciada pelos mesmos nesses dez encontros.
Mencionando quais aspectos foram favoraveis, desfavoraveis, o que foi de facil
aprendizado e o que foi uma tarefa ardua; enfim, o que contribuiu para a experiéncia

académica e pessoal de cada um.
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Figura 19— Bolo personalizado

F‘

Fonte: o autor, 2019.

Nas redac0es, os alunos relataram que, em principio, a tarefa de completar as
tabelas pareceu muito &rdua e complicada, entretanto, o uso dos dados facilitou a
compreensao e consolidaram os conceitos de Probabilidade e Analise Combinatoria.
As simulacdes de batalhas propostas levaram os alunos a lembrarem das aulas com
seus respectivos professores de Matematica e dos exercicios cobrados em concursos.
A maioria concluiu que foi divertido jogar e estudar. Alguns estavam empolgados com
as diversas possibilidades do jogo de tabuleiro. Outros observaram que o assunto
tratado € amplamente abordado em diversas areas do conhecimento, como, Medicina,
Matematica Atuarial, entre outras.
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6 ANALISE DOS DADOS

O objetivo deste capitulo é analisar as atitudes, mudancas de comportamento,
conclusdes académicas diferentes das propostas no corpo do trabalho, entre outros
detalhes comportamentais do corpo discente.

Como foi visto no capitulo anterior, no dia do primeiro encontro, movido pela
curiosidade dos alunos relacionada as regras que envolvem um ataque aéreo, 0
professor mediador resolveu adaptar o planejamento, a fim de construir uma relacao
de afinidade com o corpo discente, fator fundamental para promover um ambiente
ideal ao desenvolvimento cognitivo dos alunos.

Explicando as regras o mediador aproveitou para relembrar os conceitos
matematicos necessarios e propds uma atividade — Missdo Aérea — 0 objetivo das
missdes é proporcionar um ambiente de desequilibracdo, onde serdo explorados as
atitudes de: curiosidade, empolgacao, afetividade, criatividade, colaboracéo, entre
outros. A fim de nortear o processo de autorregulacéo, sao executas pequenas tarefas
relacionadas ao conceito matematico envolvido, auxiliadas pelo ludico.

Apesar de o grupo ser bastante heterogéneo, a colaboragédo mutua, o respeito
e a curiosidade foram fundamental para vencer as divergéncias. Os alunos
conseguiram concluir as tarefas e se divertram durante o processo. O
desenvolvimento cognitivo esperado foi atingido de forma satisfatoria pela maioria dos
participantes.

Devido a presenca de novos alunos, certamente proporcionada pela
“propaganda boca a boca” entre os préprios participantes, e o atraso no planejamento
ocorrido no primeiro encontro, ndo foi possivel realizar o que havia sido previsto para
0 segundo encontro, entretanto, o tempo foi bem aproveitado. A curiosidade
propulsionou o0 primeiro encontro e a propaganda positiva propiciou Nnovos
participantes para o segundo dia de atividades.

Apesar das atividades macantes realizadas no segundo encontro, os alunos
tiveram tempo para se divertirem ao final do encontro da forma que lhes conviessem
jogando entre eles, com o tabuleiro e as pecas do jogo, assim o mediador aproveitou
para revisar 0s conceitos matematicos envolvidos e apresentar as cartelas, elementos
essenciais para realizacdo de todo o processo, que foram preenchidas

individualmente pelos proprios alunos com a ajuda mutua entre 0S mesmos.
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E papel fundamental, do moderador, garantir, segundo Macedo, Petty e Passos
(2000, p. 15-18) e Campos e Macedo (2011, p. 213-214), conforme descritos na pag.
45 dessa dissertacdo, os fatores essenciais para elaboracdo de um projeto. Nesse
caso reavaliando constantemente o planejamento de acordo com o conteudo didatico
e as necessidades apresentadas pelo corpo discente, retroalimentando o projeto,
dando um movimento continuo, propiciando um ambiente cognitivo apropriado.

As Fases ou Esquemas Intelectuais de Piaget sugerem que individuos que se
encontram na fase da adolescéncia sdo capazes de usar a logica para resolverem
problemas. Portanto, o desenvolvimento intelectual de um individuo requer um
posicionamento ativo diante de uma nova situacao. Essa adaptacdo é gradualmente
conquistada a medida que o sujeito adiciona conhecimentos novos aos antigos, em
outras palavras, diante de uma perturbacdo, o conhecimento nédo se desfaz, muito
pelo contrario, se enriquece e faz com que a compreensao fiqgue cada vez mais solida.

No terceiro encontro isso se torna claro na pratica do jogo: a aluna mais
inexperiente € a primeira a sair da mesa, pois encantada com a nova situacao —
desequilibracdo — confia em seu instinto, acredita na sorte e perde no jogo. De outro
lado o aluno mais experiente, que ja havia passado pelo processo de autoregulacéo,
age de forma mais cautelosa, traca uma estratégia e conquista seus objetivos com
paciéncia e artimanha. Apesar de ndo dominar o conhecimento matematico previsto
para esse projeto, que sem duavidas o tornara mais astuto no jogo e nos desafios
matematicos que surgiram em sua caminhada.

As tarefas de calcular o nimero de CF para ataque e defesa, em seguida
completar as cartelas e por ultimo contabilizar uma a uma o valor de cada
probabilidade, se mostrou enfadonha e desestimulante. Diante dos fatos, essas
tarefas foram como menciona (LIMA), respostas condicionadas, o que leva o
estudante a simplesmente reproduzir o que lhe fora ensinado. Apesar de alguns
alunos encontrarem formas diferentes de se chegar ou resultado, o que nos revela
uma postura ativa diante de novas situacdes. Esses alunos perceberam sequéncias
numeéricas — na verdade progressdes aritméticas (PA) de primeira e segunda ordem —
outros alunos também observaram, formulas polinomiais — relacionadas as PAs — e
até esquemas visuais geométricos, tal como os apresentados nas diversas figuras do
cap. 4. Certamente poderiam substituir os calculos dos (CF) através da analise

combinatéria.
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Diante das novas descobertas e invencées de novas técnicas de contagem
alguns alunos se tornam sujeitos conscientemente ativos do seu desenvolvimento
cognitivo. Esse processo de redescontextualizacdo, era sem duvida, a resposta
esperada diante do processo de adaptacédo do individuo perante a desequibracéo,
proposta através do ludico, para se trabalhar conceitos matematicos essenciais para
o desenvolvimento cognitivo e intelectual do estudante. O mais importante € que todos
gostaram e entenderam a légica por de tras das cartelas auxiliares, procedimento esse
importantissimo para se completar a cartela dos tipos de ataques 3X3. Sem essa nova
técnica seria praticamente impossivel calcular os CF no tipos de ataques 3X3, ja que
0 numero de variacbes é muito grande proporcionando varios casos diferentes, o que
dificulta muito a compreensao do célculo através do (PAd) da analise combinatoria. O
calculo de alguns exemplos foram apresentados no capitulo quatro dessa dissertacao.

Tais contas por diversas vezes trabalhosas, repetitivas e macantes podem ser
facilitadas com o uso de calculadoras e com a utilizacdo de outras técnicas, inclusive
substituidas pela utilizacédo de planilhas eletrdnicas. A aplicacdo dos dados adquiridos
em missbes que podem ser simuladas pelos alunos, relatadas e contabilizadas,
certamente facilitam a compreensdo do assuntos matematicos envolvidos.
Proporcionando aos alunos a consolidacdo dos conhecimentos adquiridos no
passado, enriguecendo sua compreenséo didatica.
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CONSIDERACOES FINAIS

A abordagem histérica sobre o tema, mostra que a Teoria das Probabilidades
inicia seu desenvolvimento axiomatico motivado por problemas que envolvem 0s
jogos de azar. Posteriormente, encontra um campo fértil nos calculos atuariais, assim
ganha adeptos e seguidores estudiosos em varios casos curiosos do desenvolvimento
da prépria Historia da Matematica juntamente com a Analise Combinatoria, atraves de
problemas e desafios propostos pelos proprios mateméticos. Inclusive em dilemas
paradoxais, tal como o Petersburgo, que leva a uma discussdo relacionada a
convergéncia da frequéncia da ocorréncia de experimentos aleatorios.

Ganha corpo e ramificacdes, criando novas teorias e novos conceitos, quando
encontra novas possibilidades e outras aplica¢cdes nos diversos campos cientificos de
uma forma geral, por exemplo, na genética, na geometria, na fisica. Enfim, chega, no
fim do século XIX, com o desenvolvimento do eletromagnetismo, criando uma nova
forma de linguagem logica, que se baseia na probabilidade e na interpretacdo, a
hermenéutica. Assim, mudando dialeticamente o paradigma da Fisica, que segue em
duas novas direcdes a Fisica Quantica e a Relatividade.

O desenvolvimento da moderna Teoria das Probabilidades n&o chegou ao fim,
ha ainda muitas aplicacdes e derivacdes do conhecimento a serem conquistados com
0 passar do tempo, assim surgiram novos estudos, principalmente nos ambientes que
envolvem a Informatica e analise de dados.

Devido a enorme dificuldade do corpo discente em compreender os principios
da Analise Combinatéria e da Teoria das Probabilidades, a principal justificativa desse
trabalho académico é estudar processos ludicos para incentivar os alunos a buscarem
entender com mais clareza e propriedade os conceitos matematicos, principalmente
as técnicas de contagem, que séo cobradas cada vez com mais frequéncia nas provas
e concursos, devido a enorme aplicabilidade num mundo cada vez mais informatizado.

Na primeira aula do projeto, o profissional mediador discutiu com os alunos
voluntarios a Importancia da Teoria das Probabilidades, a descricdo e as regras do
Jogo War Il, os assuntos e temas propostos na execucao das tarefas durante os
encontros. Envoltos por curiosidade, empolgacéo, limitacdes e outros sentimentos,

alguns alunos se mostraram animados e outros temerosos. Sendo assim, parte do
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grupo abandonou o projeto, entretanto, no segundo encontro, outros voluntérios se
somaram aos que nao haviam desistido de encarar o desafio.

Diante de inimeros calculos para confeccdo das diversas cartelas, os alunos,
no inicio, apresentaram muitas dificuldades em entender o que o projeto exigia dos
mesmos. Entretanto, com o decorrer das aulas, a tarefa de completar as cartelas,
ainda que muito trabalhosa, se tornou corriqueira, devido as vérias repeticbes e
coincidéncias de resultados. Auxiliado pelo ludico materializado através do jogo de
tabuleiro em questao, os discentes venceram as dificuldades e atingiram os objetivos
esperados de forma satisfatoria.

Os conceitos da teoria das probabilidades e de andalise combinatéria,
envolvidos no processo, foram consolidados pelos participantes. Isso mostra que a
desequilibracdo proposta pelo modelo Iudico do projeto atingiu seu principal objetivo:
enriquecer e desenvolver o conhecimento anteriormente adquirido pelos alunos
participantes. As tarefas de repeticbes — preenchimento das cartelas — aplicadas
concomitantemente com as simulacdes de batalhas, facilitaram a conquista da
autorregulacao. Alguns alunos, relataram nas redacdes, que se empolgaram com a
execucdo das missbGes e até se lembraram dos seus professores ministrando a
matéria em sala de aula.

A aplicacdo desse projeto de forma extraclasse se mostrou muito arduo, pois
os célculos séo interminaveis e a nao frequéncia entre diversdo trabalho tornou o
processo monotono, a nao regularidade dos alunos nas aulas também se mostrou um
empecilho. O jogo escolhido leva um longo tempo para ser realizado, o preenchimento
das cartelas também tomam bastante tempo. A confeccdo das cartelas que
envolveram os ataques do tipo 3X3 se mostrou inviavel e desumana.

Aplicar esse projeto durante as aulas tradicionais é praticamente impossivel,
entretanto, o preenchimento das cartelas iniciais dos tipos de ataques que envolvem
somente um exercito e a realizacdo das missdes, com o auxilio da tabelas resumo,
gue contém todos os resultados, se mostra viavel para os alunos do ensino médio.
Apesar de longo, trabalhoso e desafiador, os alunos se mostraram interessados em
aprender e participar de todas as etapas. Alguns perceberam outras formas de
solucdes fora do assunto — Analise Combinatdria — para se chegar aos resultados
esperados das probabilidades. Inclusive, de fato, alguns discentes perceberam

regularidades mateméticas nas inUmeras etapas das contagens envolvidas em cada
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situacdo, mostrando verdadeira maturidade intelectual mais do que esperada para
alunos em suas faixas etérias.

A diversidade dos assuntos tratados abre varios caminhos que possibilitam a
elaboracdo de trabalhos futuros. De fato, aproveitando o contexto histérico e
geografico da época da segunda guerra mundial, o projeto pode ser desenvolvido em
conjunto com outras disciplinas, tais como histéria e geografia. A metodologia pode
ser adaptada e aplicada em outros jogos que envolvam o lancamento de dados, por
exemplo, o jogo Banco Imobiliario ou o jogo War I. O paradoxo de Petersburgo
também poderé ser explorado, aproveitando-se um contexto, em que a convergéncia
dos resultados obtidos experimentalmente, se aproxime dos esperados teoricamente,
dessa forma a convergéncia das probabilidade podera ser testada para jogos
eletrbnicos randomizados, que envolvam lancamento de dados e até se criar, junto
com os alunos e profissionais de informatica, algoritmos randomizado que simulem
tais situacbes com dados. Por ultimo pode-se explorar o tema através da confeccéo
de outras tabelas, graficos, sequéncias numeéricas, ou somatorios que expressem em

funcao dos resultados obtidos a partir do lancamentos de dados relacionados ao jogo.
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APENDICE — REGRAS DO JOGO WAR I

War Il € um jogo de raciocinio e estratégias. Vence 0 jogo aquele que atingir primeiro o
seu objetivo.

Recomenda-se aos jogadores que tentem jogar & medida que forem lendo as regras, de
modo a facilitar a compreensao dos mecanismos de WAR Il. Para facilitar a memorizacéo das
fases, os jogadores podem consultar a tabela de “resumo do jogo”.

COMPONENTES DO JOGO
O jogo compbe-se de:
= 1 tabuleiro
= 6 conjuntos de pecas de cores diferentes, com:
= 70 fichas pequenas
= 5 fichas grandes
= 10 avides
= 1 pedo (centro de informacédo — CI)
= 20 cartas-objetivos
= 61 cartas de troca, sendo 28 cartas com numeros e 33 cartas representando continentes
ou territorios.
» 3 dados vermelhos
= 3 dados amarelos
» 1 dado azul para ataque aéreo
= 1 dado azul para defesa antiaérea

Importante: A divisdo politica de territérios adotada no tabuleiro tem por objetivo facilitar a
dindmica do jogo, e ndo necessariamente retratar a realidade.

VALOR DAS FICHAS

As fichas representam os exércitos de cada jogador:
= 1 ficha pequena = 1 exército
= 1 ficha grande = 10 exércitos

EXERCITOS

Cada jogador escolhe um conjunto de pegas da cor que preferir, dentre as seis possiveis
(branca, vermelha, preta, azul, amarela e verde). Esta escolha pode ser feita por sorteio ou
de comum acordo entre os participantes.

DISTRIBUICAO DE TERRITORIOS

Cada jogador pega um dado e o lanca. Aquele que obtiver mais pontos sera o distribuidor.

O distribuidor pega as 12 cartas dos Centros Estratégicos (indicadas com o sinal ®), as
embaralha e as distribui, uma a uma, a todos os jogadores, no sentido horario. Neste
momento, cada jogador deve colocar 2 exércitos da sua cor em cada um dos Centros
Estratégicos (CE) recebidos. Ao final desta operacao, todos os CE estardo ocupados por dois
exércitos de algum dos participantes.

Nota: Algumas cartas possuem mais de um territério, mas os exércitos devem ser
colocados apenas naquele que possui o simbolo do Centro Estratégico (®).

Em seguida, o distribuidor recolhe as cartas do Centros Estratégicos, junta-as com as
outras cartas de troca (cartas de numeros e de territérios) e embaralha-as. Finalmente, coloca
esse monte de cartas, com as faces viradas para baixo, proximo ao tabuleiro, onde ele devera
ficar durante o jogo.
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Feito isso, o distribuidor coloca um exército em um territorio vago a sua escolha. Depois
0 jogador que esta a sua esquerda escolhe outro territério e também coloca um exército seu,
e assim, sucessivamente, até que todos os territorios estejam ocupados.

Distribuicédo de cartas de CE para 5 jogadores
Neste caso, distribuem-se inicialmente apenas 10 cartas de CE (2 para cada jogador).
Em seguida, cada jogador, na sua vez, pode optar:

1) Por uma das duas cartas dos CE restantes, colocando 2 exércitos no territério
correspondente.

2) Por dois territorios quaisquer, desde que ja ndo estejam ocupados, ndo sejam CE e
ndo estejam ambos no mesmo continente, colocando apenas um exército em cada um
deles.

Algum jogador, na sua vez, podera nao ter estas duas opg¢odes. Isto pode ocorrer por ndo

existirem mais cartas de CE, restando somente a opgao “2”, ou quando outros trés jogadores
ja tiverem optado pela escolha de 2 territdrios, restando apenas a opgao “1”.

CARTAS-OBJETIVOS

Cada jogador recebe uma carta por sorteio. Ao tomar conhecimento de seu objetivo, 0
jogador ndo o revela aos seus adversarios (0s objetivos restantes ndo serdo utilizados no
jogo).

E importante que, antes do sorteio, 0s jogadores que estdo jogando pela primeira vez
fagam uma leitura de todos os objetivos possiveis.

Obs.: No caso de o numero de jogadores ser inferior a 6, 0s objetivos relacionados com
0S exércitos ndo participantes devem ser excluidos do sorteio. Por exemplo: se ninguém jogar
com os exércitos amarelos, a carta-objetivo que manda destruir os exércitos amarelos deve
ser retirada.

0 JOGO
O jogo tem inicio com o jogador seguinte ao que escolheu o ltimo territério.
Na primeira rodada, cada um dos jogadores, na sua vez, deve seguir as etapas:

1) colocar sobre o tabuleiro os exércitos a que tem direito (pelo numero de territérios, pelo
namero de CE e pela maioria dos territérios possuidos em um continentes, ou por
possuir todos os territorios de um continente).

2) colocar os avides na base aérea, recebidos pela quantidade de CE.

3) atacar os adversarios, se desejar.

4) deslocar seus exércitos, se houver conveniéncia.

5) receber trés cartas, se conquistar, no minimo, um territério.

A partir da segunda rodada, cada jogador, na sua vez, deve seguir as etapas:

1) receber novos exércitos, em funcdo dos territérios conquistados, pela maioria ou
totalidade dos continentes e em fungéo da troca de cartas, e os colocar no tabuleiro de
acordo com sua estratégia;

2) receber novos avides e 0s colocar na base aérea;

3) atacar os adversarios, se desejar;

4) deslocar seus exércitos, se houver conveniéncia;

5) receber trés cartas de territérios, se conquistar, no minimo, um territorio.

Obs.: Os ataques aéreos com cartas sdo explicados no item 9 e ndo obedecem
necessariamente a ordem das etapas acima descritas.

RECEBIMENTO DE EXERCITOS
No inicio de cada uma de suas jogadas, o jogador recebe novos exércitos de acordo com
0S seguintes critérios:
1) Pela quantidade de territérios possuidos
O jogador soma o numero de territorios que possui e divide por 2. O resultado dessa
conta sera o numero de exércitos que ele devera receber (s6 considerando a parte inteira do
resultado).
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Exemplo: Se um jogador possui:

= 8 territorios, recebe 4 exércitos

= 11 territérios, recebe 5 exércitos

O jogador deve colocar todos os exércitos recebidos em um ou mais de seus territorios,
conforme sua estratégia.

2) Pela “totalidade” do continente

Se, no inicio da sua vez de jogar, o jogador possuir todos os territérios de um continente,
além dos exércitos recebidos pela contagem dos territérios, recebera outros exércitos, de
acordo com os valores da tabela impressa no tabuleiro.

Nota: Os exércitos recebidos pela posse de um continente deverdo ser distribuidos
obrigatoriamente nos territorios do proprio continente.

3) Pela “maioria” do continente

Se, no inicio de sua vez de jogar, o jogador possuir a maioria dos territérios de um
continente, ele receberd o numero de exércitos indicado na tabela impressa no tabuleiro.
Nota: Os exércitos recebidos pela posse da maioria dos territdrios de um continente deverao
ser distribuidos obrigatoriamente nos territérios do préprio continente.

Considera-se que a maioria foi conquistada em um continente quando o jogador tem, sob
seu dominio, mais da metade dos territoérios deste continente, como indicado nas tabelas
impressas no tabuleiro.

Exemplo: Se o exército verde tiver trés territorios da Oceania, ele terd direito a receber 2
exércitos, como pode ser verificado na tabela no tabuleiro.

4) Pelos Centros Estratégicos

Para cada Centro Estratégico (CE) que lhe pertenca no inicio de sua jogada, o jogador
ter& direito a receber um exército, que deverda ser colocado no préprio CE.

Exemplo geral: Supondo-se que o jogador possua 19 territorios (dos quais 3 sdo CE), sendo
12 espalhados por varios continentes, 4 na América do Sul e 3 na Oceania, ele recebera no
inicio de sua jogada:

+9 exércitos referentes a metade dos territorios que possui

+3 exércitos referentes aos CEs que possui

+3 exércitos referentes a totalidade da América do Sul

+2 exércitos referentes & maioria da Oceania

17 exércitos no total

Obs.: O nimero minimo de exércitos a receber é sempre 3, mesmo que o jogador possua
menos de 6 territorios.

RECEBIMENTO DE AVIOES
No inicio de sua jogada, cada jogador tera direito a receber um avido para cada Centro
Estratégico que Ihe pertencer, o qual devera ser colocado na sua base aérea do tabuleiro.

ATAQUES TERRESTRES

Na sua vez de jogar os jogadores podem ou ndo atacar algum adversario, tentando
conquistar mais territorios. Para isso, é necessario que haja ao menos um exército em cada
territério ocupado. Este exército é chamado de exército de ocupagéo.

Para atacar a partir de um territério, s&o necessarios, no minimo, 2 exércitos neste

territorio.

Como atacar:

O atacante usa os dados vermelhos e o jogador de defesa usa os dados amarelos.

1) O ataque, a partir de um territério qualquer, s6 pode ser dirigido a um territério
adversario contiguo (que tenha fronteiras em comum ou que esteja ligado através de
uma linha pontilhada).

2) O atacante deve anunciar de que territério vai partir o ataque e qual o territério que
serd atacado, bem como deve anunciar com quantos exércitos estara usando para
atacar.
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3) O numero maximo de exércitos participantes em cada ataque € trés, mesmo que haja
mais exercitos no territorio atacante.

4) Um territ6rio pode ser atacado independentemente do seu nimero de exeércitos.

5) O territério atacado pode usar, inclusive, o exército de ocupacao para se defender.

6) Na sua vez de jogar, cada jogador pode atacar quantas vezes quiser.

7) Os ataques podem partir de um ou de varios territérios, mas sempre um de cada vez,
de acordo com a estratégia do atacante. O jogador também pode atacar varios territorios
na suavez de jogar. A cada atague deve haver uma confrontacdo de dados (explicacdes
na secao “BATALHA”).

8) O jogador atacante jogara com o numero de dados correspondente ao nimero de seus
exeércitos participantes da batalha, ocorrendo 0 mesmo com o jogador da defesa. Assim,
se o0 atacante usar 3 exeércitos contra 1 da defesa, ele jogard 3 dados contra 1 do
defensor.

EXEMPLOS:

1) Atacante com 4 exércitos e defensor com 3 exércitos.

No caso do atacante possuir 4 exércitos em seu territério e o defensor possuir 3, ambos
podem jogar com 3 dados, ou seja, tanto o atacante (Congo) quanto o defensor (Africa do Sul)
lutam com trés exércitos.

Ap0s a batalha (realizada através do langamento dos dados), é feita a comparacéo dos
pontos do atacante com os pontos do defensor, para se decidir quem perde exércitos.
Compara-se o dado com mais pontos do atacante com o de mais pontos do defensor. A vitéria
sera de quem tiver mais pontos. No caso de empate, a vitdria sera da defesa.

Em seguida, compara-se o segundo dado com mais pontos do atacante com o segundo
do defensor: a vitoria seréa decidida como no caso anterior.

Por fim, sdo comparados os dados com menos pontos, com base no mesmo
procedimento.

Supondo-se que o atacante tenha tirado 5, 4, e 1 e o defensor 6, 3 e 1, a comparagao
sera feita da seguinte forma:

COMPARACAO Maior dado Segundo Maior Menor dado
ATAQUE 5 4 1
DEFESA 6 3 1

VENCEDOR Defesa Ataque Defesa
RESULTADO Ataqug pgrde Defesa} pgrde Ataquq p_erde
1 exército 1 exército 1 exército

Neste caso, o0 atacante perde 2 exércitos e o defensor perde 1 exército.

Assim, tanto o territorio do atacante, que tinha 4 exércitos, como o do defensor, que tinha
3, ficam com 2 exércitos cada um.

Se houvesse interesse, o atacante poderia fazer um novo ataque usando 1 exército contra
2 da defesa.

Observe que, apesar do atacante ter ficado com dois exércitos em seu territorio, sé
poderia atacar novamente com um, jA que 0 outro é o exército de ocupacgdo, que nao pode
ser usado para ataques.

Nota: Os exércitos perdidos nas batalhas retornam as caixinhas dos jogadores, podendo ser
reutilizados posteriormente.

2) Atacante com 3 exércitos e defensor com 1 exército

Se o0 ataque tem somente 3 exércitos e a defesa 1, o ataque pode jogar com 2 dados
contra 1 da defesa. Supondo-se que os pontos sejam: ataque (3 e 2) e defesa (6), serdo
comparados o dado com mais pontos do ataque (3) com o de mais pontos da defesa (nocaso,
um unico 6), rejeitando-se o dado com menos pontos do atacante. A vitoria, neste caso, cabe
a defesa, e o0 atacante retira um de seus exércitos.
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Obs.: Cada vez que um atacante perde, ele retira de seu territdrio apenas o numero de
exercitos com que se defendeu de seu adversario. No exemplo acima, a defesa usou apenas
um dado. Portanto, o atacante perdeu apenas um exeército.

3) Atacante com 10 exércitos e defensor com 4 exércitos
Neste caso, como ja vimos, cada um podera usar, em cada batalha, 0 maximo de 3
exercitos. Imagine que os valores sejam:

COMPARACAO Maior dado Segundo Maior Menor dado
ATAQUE 6 3 2
DEFESA 5 4 2

O resultado serd uma vitoria do ataque e duas da defesa. Portanto, restam 8 exércitos ao
atacante e 3 ao defensor.

Se o0 atacante quiser, ele pode continuar o ataque, jogando novamente 3 dados contra 3
da defesa.

Supondo-se que os resultados sejam:

COMPARACAO Maior dado Segundo Maior Menor dado
ATAQUE 5 3 2
DEFESA 4 2 1

O atacante tera 3 vitorias, devendo a defesa retirar os seus 3 Ultimos exércitos do
territorio.

CONQUISTA DE TERRITORIO

Se, ap6s uma batalha (um ou mais confronto de dados), o atacante destruir todos os
exércitos do territério do defensor, terd entdo conquistado o territério e devera deslocar seus
exeércitos atacantes para o territorio conquistado, onde eles permanecerao.

Este deslocamento obedece a seguinte regra: o0 nimero de exércitos a ser deslocado
neste instante é igual, no maximo, ao nimero de exércitos que participaram do ultimo ataque.
No exemplo acima, ele poderia deslocar 1, 2 ou, no maximo, 3 exércitos.

Apbs conquistar um territorio e deslocar os exércitos permitidos, o atacante, se quiser,
podera realizar novo ataque a partir do territério conquistado, ainda na mesma jogada.
Somente entdo é que vai efetuar novo deslocamento dos exércitos atacantes para o territério
atacado.

Obs.: Durante os ataques, s6 é permitido deslocar os exércitos atacantes para os territdrios
atacados, e ndo para outro territério qualquer.

ATAQUES AEREOS

Os ataques aéreos servem para enfraquecer as forcas inimigas, tornando mais facil um
posterior ataque terrestre. A combinacdo adequada de ataques aéreos e terrestres é
fundamental para a conquista de novas territdrios.

Para se efetuar um ataque aéreo, o territério atacado deve possuir, no minimo, 2
exércitos. Os ataques podem ser efetuados de duas formas:

1) Ataques aéreos partindo da base aérea (sem cartas)

Para atacar um territério inimigo partindo da base aérea e, portanto, sem o auxilio das
cartas, é necessario que o atacante possua em sua base aérea, no tabuleiro, pelo menos um
avido. O jogador deve designar quantos avides irdo para o combate e qual sera o territério
atacado, contiguo ou ndo a um territorio seu, a sua escolha.

Obs.: Para melhor controlar o ataque, coloque os aviées ao redor do territério atacado.

2) Ataques aéreos partindo da caixa (com cartas)

Antes de proceder a um ataque aéreo com cartas, o jogador deve verificar como se
trocam cartas por avides, na se¢do “TROCA DE CARTAS” (item b) Recebimento de avides
para ataque aéreo.

Obs.: No caso de ataque com cartas, os avides nao sairdo da base aérea do jogador, mas
sim de sua caixa de pecas.
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Como atacar:

O jogador atacante avisa com quantos avides ira atacar e qual territério serd atacado.

Neste momento, o jogador defensor lanca o dado de defesa antiaérea e cumpre o
resultado:

Faces lisas — nada acontece
Faces contendo avifes abatidos — 0 atacante retira 0 numero de avifes indicados.

Se o resultado obtido no dado de defesa antiaérea nao for suficiente para abater todos
os avides envolvidos na batalha, o atacante deve entdo lancar o dado de ataque aéreo:
Faces lisas — nada acontece.

Faces contendo bombas — o defensor deve retirar do territorio atacado o niumero de exércitos
indicado.

Nota: Os avibes e 0s exércitos que forem abatidos devem ser colocados na caixa de pecas
de cada jogador.

Esse procedimento continua até que:

1) todos os avides em combate sejam abatidos, ou
2) sO reste um exeército no territorio atacado, ou
3) o jogador atacante desiste de continuar o ataque.

Observacgoes:
e N&o é possivel conquistar um territério somente por ataques aéreos. O ataque aéreo
termina quando restar apenas um exército no territério atacado.
e Se o resultado do dado de ataque aéreo indicar a destruicdo de um numero de
exeércitos maior do que o disponivel, todos os exércitos, menos um, devem ser retirados
do territério atacado.
e Se 0 resultado do dado de defesa antiaérea indicar o abatimento de um numero de
avibes maior que o disponivel, todos os avides serdo retirados da posi¢do de ataque e
recolocados na caixa do jogador.
e Caso sobrem avides em combate apds uma missédo bem-sucedida, que tenha partido
da base aérea ou da caixa, eles devem retornar para a base aérea.
¢ O mesmo territério pode ser atacado quantas vezes o atacante reunir condi¢cdes para
isso, ndo importando se o0 ataque partir da base ou da caixa.
¢ O atacante pode efetuar quantos ataques aéreos desejar, desde que esteja apto a
fazé-los.
¢ O nimero maximo de avides participantes em cada ataque é determinado pelo nimero
de avibes existentes na base aérea ou na caixa do jogador no momento do ataque.
e Para se efetuar um ataque por cartas, € necessario existir na caixa um ndmero
suficiente de avides para o ataque. Para se conseguir isso, as vezes, € preciso esperar
que os avides da base aérea voltem para a caixa ap0s serem abatidos em um combate.

DESLOCAMENTOS E AEROTRANSPORTE
Ao finalizar seus ataques, o jogador pode, de acordo com sua estratégia, efetuar
deslocamentos de exércitos entre 0s seus territérios contiguos.
Estes deslocamentos deverdo obedecer as seguintes regras:
1) em cada territorio deve permanecer sempre, no minimo, um exército (o de ocupagéo),
gue nunca podera ser deslocado.
2) um exército pode, nesta fase, ser deslocado uma Unica vez, ou seja, ndo é permitido
deslocar um exército para um segundo territério contiguo, numa mesma jogada.
EXEMPLO: um jogador que possua o Brasil, a Venezuela e o México pode deslocar seus
exeércitos do Brasil para a Venezuela, mas ndo pode deslocar, na mesma jogada, esses
mesmos exércitos da Venezuela para o México.

AEROTRANSPORTE DE EXERCITOS
Os exércitos podem ser deslocados por via aérea de um CE para outro, mesmo nao
sendo contiguos.
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N&o é permitido, no entanto, remaneja-los de um CE para o outro e, a partir dai, para um
territorio continuo, ou entdo remaneja-los de um territrio para um CE continuo e, a partir dai,
ir para outro CE, numa mesma jogada.

TROCA DE CARTAS

O jogador que consegue conquistar um ou mais territérios durante sua vez tem o direito
a trés cartas no final da jogada (ap@s ter realizado os deslocamentos).

E importante notar que o jogador s6 recebe trés cartas por jogada, independentemente
do ndamero de territérios conquistados. O conteldo destas cartas deve ser mantido em
segredo até o momento apropriado de sua troca.

Cada jogador, em qualquer momento de sua jogada e de acordo com sua estratégia,
podera utilizar as cartas para qualquer uma das trés finalidades descritas a seguir:

a) Recebimento de novos exércitos:

Para trocar uma carta de territério por um exército, € necessario que o jogador esteja
ocupando o territério indicado na carta. Observando isso, coloca-se nesse territério o exército
trocado.

As cartas numeradas podem ser usadas, em qualquer quantidade, em conjunto com as

cartas de territérios. Elas determinam o nimero suplementar de exércitos que o jogador tem
direito a receber.
Por exemplo: com a carta que contém os territorios Califérnia e Vancouver, o jogador podera
colocar 1 exército em um desses territorios, se ja o estiver ocupando. Com esta carta em
conjunto com uma carta de numero 3, o jogador pode colocar 4 exércitos (1+3) em um desses
dois territérios.

b) Recebimento de avides para ataque aéreo

Quando o jogador possuir uma carta correspondente a um territério ocupado por um
adversario, podera troca-la por um avido para atacar esse territorio. Este avido devera ser
retirado de sua caixa. Como no caso anterior, a combinacdo das cartas nhumeradas com as
cartas de territérios determina o niumero de avides que o jogador tem direito a receber para
esse ataque.

Por exemplo: Com uma carta da China, o jogador podera atacar a China com 1 aviao.
Com esta carta em conjunto com uma carta de nimero 2, mais uma carta de nimero 3, o
jogador podera atacar a China com 6 avibes (1+2+3). Desde que ele possua esses 6 avides
em sua caixa de pecas.

c) Transporte de exércitos

d) O jogador pode trocar 2 cartas de territorios indicando quaisquer territérios ocupados

por ele, pelo direito de transportar um nimero qualquer de seus exércitos de um territério
para o outro.

NOTA:

Quando uma das cartas de troca possuir mais de um territorio, o jogador sera obrigado a
escolher apenas um deles para posicionar seus exércitos, ou para realizar um ataque aéreo,
ou para realizar seu transporte de exércitos.

Uma carta podera ser utilizada somente para uma das trés finalidades acima descritas.

Um jogador nunca podera ter mais de 5 cartas na méo. Se um jogador possuir 3 cartas e
adquirir o direito de receber mais cartas por ter conquistado um territorio, podera comprar
apenas duas, perfazendo o total de cinco ou, de acordo com seu plano estratégico, ele podera
desfazer-se de cartas sem precisar trocar.

ApoOs o recebimento das cartas, o jogador encerra sua jogada.

As cartas trocadas sao colocadas num monte a parte do jogo. Quando seu nimero atingir
10 ou mais cartas, elas sao reintegradas ao monte de compras e reembaralhadas.

ELIMINA(;/:\O DE UM CONCORRENTE
Se, durante o0 jogo, um jogador destréi por completo um outro, ndo sendo este seu objetivo
(caso em que ganharia o jogo), ele recebe as cartas do jogador eliminado.
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Se, ao somar as cartas recebidas do jogador eliminado as suas, o jogador for ficar com mais
de 5 cartas, realiza-se um sorteio: ele retira, sem olhar, o nUmero de cartas necessarias para
completar 5.

FINAL DO JOGO
O jogo termina quando um jogador consegue atingir seu objetivo. Neste momento, ele
deve mostrar sua carta - objetivo, comprovando sua vitéria.

CENTRO DE INFORMACOES E ESPIONAGEM - UMA OPCAO DE JOGO

Para que o jogo figue mais agil e emocionante, pode-se jogar com uma varia¢ao: cada
jogador recebe um centro de informacéo (peado da cor do seu exército) e o usa para espionar
seus adversarios. O Cl deve ser colocado em um territério sob o dominio de seu dono, na
primeira ou no maximo na segunda rodada. Assim como o0s exércitos, o Cl sO pode ser
movimentado na fase de remanejamento.

Enquanto o ClI de um jogador néo for colocado no tabuleiro, este jogador ndo podera
espionar. O CI ndo é considerado exército de ocupacdo, ndo pode atacar nem ser atacado,
portanto, ndo pode ser destruido.

1) Espionagem: O jogador que tiver o seu CI no tabuleiro e sob seu dominio, podera
espionar. Para tanto, basta que o jogador, na sua vez, peca todas as cartas (menos a
carta-objetivo) a algum dos adversarios, tomando o cuidado de ndo exp6-las aos outros
jogadores.

O jogador gue teve o seu CI capturado ndo podera espionar enquanto ndo reconquista-

lo, pois j& ndo conta com a infra-estrutura necessaria.

S0 é permitido que o jogador espione um Unico adversario a cada jogada.

OBS.: Se algum jogador esquecer de espionar e comprar sua carta ou declarar sua jogada
terminada, ndo podera mais espionar nesta rodada.

2) Conquista de um CI adversario: para conquistar um CI, o jogador deve conquistar o

territério em que ele esta. Ao fazé-lo, o jogador adquire os seguintes direitos:

e espionar as cartas do dono do ClI, inclusive o objetivo, tomando o cuidado de ndo exp6-
las aos outros jogadores;

e Ter o Cl sob sua guarda, enquanto néo for reconquistado pelo seu dono ou por um
adversario, que neste caso podera também espionar as cartas e o objetivo do dono do
Cl;

e Movimentar o CI, enquanto ele estiver em seu poder, respeitando sempre as regras
de movimentagéo.

3) Transporte do Cl: para o direito de transportar 0 seu centro de espionagem de um
territorio para o outro, o jogador deve descartar duas cartas de troca que representem
guaisquer territérios ocupados por ele.

As cartas descartadas sdo colocadas em um monte a parte, junto com as outras cartas

trocadas.

4) Deslocamento e aerotransporte do Cl: Ao finalizar seus ataques, o jogador tem o direito
de deslocar seu CI do territério em que esta para um territorio contiguo.

O CI pode ser deslocado uma Unica vez: ndo se pode descolar o Cl para um territério

contiguo, ou por via aérea, seguindo as mesmas regras do deslocamento de exércitos.

BOM DIVERTIMENTO!



ANEXO A — CARTELA (01) DAS PROBABILIDADES ATAQUE 1X1
Figura 20 — Cartela (01) das Probabilidades dos ataques do tipo 1X1.
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CARTELA 01 - JOGO WAR Il - ATAQUE 1 X1 - ALUNO

ESPACO AMOSTRAL (CASOS POSSiVEIS) DADO VERMELHO n(EV) = 6
(CP) =36 DADO AMARELO n(EA) = 6
DADO VERMELHO DADO AMARELO GANHAR DADO AMARELO GANHAR
(ATAQUE) (DEFESA) ZERO (+0) (DEFESA) UM (+1)
FACE | C.FAV | PROB | FACE | C.FAV | PROB P.COND FACE | CFAV | PROB | P.COND
#1 #>=1 # <1
#2 #>=2 #<2
#3 #>=3 #<3
#4 #>=4 #<4
#5 # >=5 # <5
#6 # >=6 # <6 g
Q
SOMAS Prob. (ATAQUE) +0 Prob. (ATAQUE) +1 g
:
58,33% 41,67% %
L




ANEXO B — CARTELA (02) DAS PROBABILIDADES ATAQUE 2X1

Figura 21 — Cartela (02) das Probabilidades dos ataques do tipo 2X1.

2CARTELA 02 - JOGO WAR Il = ATAQUE 2 X1 - ALUNO
DADOS VERMELHOS n(EV) = 36

ESPACO AMOSTRAL (CASOS POSSIVEIS)

(CP) =216 DADO AMARELO n(EA) =6
DADO VERMELHO (ATAQUE) DADO AMARELO GANHAR DADO AMARELO GANHAR
(DEFESA) ZERO (DEFESA) UM
F.1 | FACE2 | C.FAV | PROB | FACE | C.FAV | PROB P.COND FACE | C.FAV | PROB P.COND
=1
#1 #>=1 #<1
<1
=2
#2 #>=2 #<2
<2
=3
#3 #>=3 #<3
<3
=4
#a #>=4 #<4
<4
=5
#5 # >=5 # <5
<5
=6
#6 # >=6 # <6
<6
SOMAS Prob. (ATAQUE) +0 Prob. (ATAQUE) +1
42,13% 57,87%

Fonte: o autor, 2019.
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ANEXO C — CARTELA (03) DAS PROBABILIDADES ATAQUE 2X1

Figura 22 — Cartela (03) das Probabilidades dos ataques do tipo 3X1.

CARTELA 03 -JOGO WAR Il = ATAQUE 3 X1 -ALUNO
ESPAGCO AMOSTRAL (CASOS POSSIVEIS)

DADOS VERMELHOS n(EV) = ___

(CP) =1296 DADO AMARELO n(EA) = 6
DADO VERMELHO (ATAQUE) DADO AMARELO GANHAR | DADO AMARELO | GANHAR
(DEFESA) ZERO (DEFESA) UM
F.1 F.2e3 C.FAV | PROB | FACE C.FAV PROB P.COND FACE | C.FAV | PROB P.COND
=1
1 <1 >=1 6 9 <1 0 9
6 6
#C0,2
=2
2 <2 >=2 5 E <2 1 1
6 6
#C1,2
=3
3 <3 >=3 4 i <3 2 E
6 6
#C2,2
=4
4 <4 >=4 3 E <4 3 E
6 6
#C3,2
=5
5 <5 >=5 2 E <5 4 f
6 6
#C4,2
=6
6 <6 >=6 1 1 <6 5 E
6 6
#C5,2
SOMAS Prob. (ATAQUE) +0 Prob. (ATAQUE) +1
34,03% 65,97%

139

Fonte: o autor, 2019.
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ANEXO D — CARTELA (04) DAS PROBABILIDADES ATAQUE 1X2
Figura 23 — Cartela (04) das Probabilidades dos ataques do tipo 1X2.

CARTELA 04 - JOGO WAR Il - ATAQUE 1 X 2 - ALUNO
ESPACO AMOSTRAL (CASOS POSsSiVEIS) ~ DADO VERMELHO n(EV) = 6
(CP) =216 DADOS AMARELOS n(EA) = 36
DADO VER . DADO AMARELO GANHAR DADO AMARELO GANHAR
ATAG (DEFESA) ZERO (+0) (DEFESA) UM (+1)
FACE | CFAV | PROB | FACE | CFAV | PROB P.COND FACE | C.FAV | PROB | P.COND
#1 #>=1 # <1
#2 #>=2 #<2
#3 #>=3 #<3
#4 #>=4 #<4
#5 # >=5 #<5
#6 # >=6 # <6 g
N
SOMAS Prob. (ATAQUE) +0 Prob. (ATAQUE) +1 %
;
74,54% 2546% | 5
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ANEXO E - CARTELA (05) DAS PROBABILIDADES ATAQUE 1X3
Figura 24 — Cartela (05) das Probabilidades dos ataques do tipo 1X3.

CARTELA 05 -JOGO WAR Il - ATAQUE 1 X 3 -ALUNO
ESPACO AMOSTRAL (CASOS POSsSiVEIS) ~ DADO VERMELHO n(EV) = 6
(CP) = 1296 DADOS AMARELOS n(EA) = 216
DADO VER . DADO AMARELO GANHAR DADO AMARELO GANHAR
ATAG (DEFESA) ZERO (+0) (DEFESA) UM (+1)
FACE | CFAV | PROB | FACE | CFAV | PROB P.COND FACE | C.FAV | PROB | P.COND
#1 #>=1 # <1
#2 #>=2 #<2
#3 #>=3 #<3
#4 #>=4 #<4
#5 # >=5 #<5
#6 # >=6 # <6 g
N
SOMAS Prob. (ATAQUE) +0 Prob. (ATAQUE) +1 %
;
74,54% 2546% | 5
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ANEXO G — CARTELA (06) DAS PROBABILIDADES DE ATAQUE 2X2

Figura 26 — Cartela (06) das Probabilidades dos ataques do tipo 2X2

CARTELA 06 —=JOGO WAR Il =2 X 2-ALUNO P.01
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ESPAGCO AMOSTRAL (CASOS POSSIVEIS)

DADOS VERMELHO n(EV) = 36

(CP) = 1296 DADOS AMARELOS n(EA) = 36
DADO VERMELHO DADO AMARELO | GANHAR | DADO AMARELO | GANHAR | DADO AMARELO | GANHAR
(ATAQUE) (DEFESA) (+0) (DEFESA) (+1) (DEFESA) (+2)

F.1 | F.2 | C.F. | prOB C.F. PROB P.COND C.F. PROB P.COND C.F. PROB P.COND
#1 | #1
#2 | #1
#2 | #2
#3 | #1
#3 | #2
#3 | #3
#4 | #1
#4 | #2
#4 | #3
#4 | #4

Continua



CARTELA 06 —= JOGO WAR Il =2 X 2-ALUNO P.02

DADO VERMELHO DADO AMARELO GANHAR DADO AMARELO GANHAR DADO AMARELO GANHAR
(ATAQUE) (DEFESA) (+0) (DEFESA) (+1) (DEFESA) (+2)
C.F. pROB | P.COND C.F. PROB P.COND C.F. PROB P.COND
#5 | #1
#5 | #2
#5 | #3
#5 | #4
#5 | #5
#6 | #1
#6 | #2
#6 | #3
#6 | #4
#6 | #5
#6 | #6
SOMAS 36 1 Prob. (ATAQ) +0 152L:)16 Prob. (ATAQ) +1 % Prob. (ATAQ) +2 %956
44,83% 32,41% 22,76%

Fonte: o autor, 2019.
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ANEXO H — CARTELA (07) DAS PROBABILIDADES DE ATAQUE 3X2

Figura 27 — Cartela (07) das Probabilidades dos ataques do tipo 3X2

CARTELA 07 = JOGO WAR Il =3 X 2-ALUNO P.01
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ESPAGCO AMOSTRAL (CASOS POSSIVEIS)

DADOS VERMELHO n(EV) = 216

(CP)=7776 DADOS AMARELOS n(EA) = 36
DADO VERMELHO DADO AMARELO | GANHAR | DADO AMARELO | GANHAR | DADO AMARELO | GANHAR
(ATAQUE) (DEFESA) (+0) (DEFESA) (+1) (DEFESA) (+2)

F.1 | F.2 | C.F. | prOB C.F. PROB P.COND C.F. PROB P.COND C.F. PROB P.COND
#1 | #1
#2 | #1
#2 | #2
#3 | #1
#3 | #2
#3 | #3
#4 | #1
#4 | #2
#4 | #3
#4 | #4

Continua



CARTELA 07 —JOGO WAR Il =3 X 2-ALUNO P.02

DADO VERMELHO DADO AMARELO GANHAR DADO AMARELO GANHAR DADO AMARELO GANHAR
(ATAQUE) (DEFESA) (+0) (DEFESA) (+1) (DEFESA) (+2)
C.F. pROB | P.COND C.F. PROB P.COND C.F. PROB P.COND
#5 | #1
#5 | #2
#5 | #3
#5 | #4
#5 | #5
#6 | #1
#6 | #2
#6 | #3
#6 | #4
#6 | #5
#6 | #6
SOMAS 216 1 Prob. (ATAQ) +0 % Prob. (ATAQ) +1 % Prob. (ATAQ) +2 %
29,26% 37,17% 33,58%

Fonte: o autor, 2019.
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ANEXO H — CARTELA (07) DAS PROBABILIDADES DE ATAQUE 3X2

Figura 28 — Cartela (08) das Probabilidades dos ataques do tipo 2X3

CARTELA 08 —=JOGO WAR Il =2 X 3-ALUNO P.01
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ESPAGCO AMOSTRAL (CASOS POSSIVEIS)

DADOS VERMELHO n(EV) = 36

(CP)=7776 DADOS AMARELOS n(EA) = 216
DADO VERMELHO DADO AMARELO | GANHAR | DADO AMARELO | GANHAR | DADO AMARELO | GANHAR
(ATAQUE) (DEFESA) (+0) (DEFESA) (+1) (DEFESA) (+2)

F.1 | F.2 | C.F. | prOB C.F. PROB P.COND C.F. PROB P.COND C.F. PROB P.COND
#1 | #1
#2 | #1
#2 | #2
#3 | #1
#3 | #2
#3 | #3
#4 | #1
#4 | #2
#4 | #3
#4 | #4

Continua



CARTELA 08 - JOGO WAR Il =2 X 3-ALUNO P.02

DADO VERMELHO (ATAQUE) DADO AMARELO GANHAR DADO AMARELO GANHAR DADO AMARELO GANHAR
(DEFESA) (+0) (DEFESA) (+1) (DEFESA) (+2)
F.1 F.2 C.F. PROB C.F. PROB P.COND C.F. PROB P.COND C.F. PROB P.COND
#5 #1
#5 #2
#5 #3
#5 #4
#5 #5
#6 #1
#6 #2
#6 #3
#6 #4
#6 #5
#6 #6
SOMAS 36 1 Prob. (ATAQ) +0 % Prob. (ATAQ) +1 % Prob. (ATAQ) +2 %
61,93% 25,48% 12,59%

Fonte: o autor, 2019.

149



150

enunuo)

M JTIOOOO0OOHOOOOOODOODODODODODODLDDLDLODLODOLODOLODOO O
22B0000000000000003000000030000
21_o_/o0000100000300000000300000030
30%ll11003333033330333033303303

i
vEelleoNoNolNoNoNeollololNolololNoNolNoNoloNoNoloNoNoNoNolNoNololNoeNe
—1 [s\IASdloNeoNoNoNeol_o lloloNoNoNolNoNoloNoNoNoNolNolNololoNoNolNoelNolNolNo]
21m0000100000000003000000030000
30%1111003333333330333333303333
i

[vEelloNeoNoNoNoNeollololNolololNoNoNoNoloNoNoloNoNoNoNolNoNololNoeNe
—1 \NelloNoNolNoNololloloNoNoloNoloNoNoloNoNolNoNoNoNoNolNolNolNoNoeNe
— EglicclioNoNoNoR_RolloloNoNoloNoloNoNoloNoNolNoNoNoNoNolNolNolNoNoelNe
30%1111003333333333333333333333

AN

[vEClloNeoNoNoNeoRo llololNololoNoNoNoNoloNoNoloNoNoNoNolNoNololNoeNe
22w0000000000000003000000030000
21_B0000000000300000000300000030
20%1111103333033330333033303303

i
vEelloNeoNoNoNoNeolloloNoNoloNoNoNoNoNoNoNoloNoNoNoNolNoNololNoeNe!
—1 N EslloNoNolNoNeoR_lloloNolololololoholoNoholNolNoloNololNololoNoelNo
2150000000000000003000000030000
20%1111103333333330333333303333

AN
vEelloNeoNoNoNoNolloloNoNoloNoNoNoNolNoNoNolNoNoNoNoNolNoNololNoeNe
—1 \\NelloNoNolNoNeololloloNoNoloNoloNoNoloNoNolNoNoNoNoNolNoNolNoNoNe
— EgiislioNoNolNoNeoR_lloloNoNoloNoloNoNoloNoNolNoNoNoNoNolNoNolNoNoNe
2051111103333333333333333333333

AN

[vEelloNeoNoNoNoNolloloNoNoloNoNoNoNoNoNoNoloNoNoNoNolNoNololNoeNe
—1 Y\ NelloNoNolNoNeololloloNoNoloNoloNoNoloNoNolNoNoNoNoNolNoNoNoNoeNe
— fplelloNeooleoolollololeoololololohololNoholoNohoNoolololoNelNo
10%1111113333333333333333333333

AN
ﬂ._llllllll3333333333333333333333

M(\6543215432154321432143213213

D:. OO TTON A O OO OOLULTOANALOOLOOLLSSONASTTT O™

OO T OO AN A O O O O OOV O OVOVWOUOLLLWOWLWLWOWLLOOSS I
odi op sanbeje sou esajap ep (49) ojnojea (20) Jelixny egued — g2 einbi4

EXE vS343d (42) (20) avITIXNY V13LHVYD — | OX3INY



151

enunuo)

N FTOOOODODOOMOODOODOODODOODODODOOO0OO0OO0OOOOO
)] (| ROMOOOMMOOOO0OO0O00000O00O000O0O000 O
)l _ VOO0 MOO0O0O00000VO000VOVOOO0OOOOOVOW®
30M3030300066606606006606006000

—
vRelleeNeNeNoNecNoNellcNoNcNoNoNecNoNcloNecNoNoNoNoNeNoNecNoNeoNe)

CIl SO0 00000 MOO0O00D00000000000O0OO0OO00OO
)] | QOMOO0OMMOO0OO00O00000O00O000O0O000O0W®
30%3033300066666666666666666660
—
vRelleeReNeNoNecNoNellcNoNoNoNoNecNoNcloNecNoNoNoNoNeNoNecNoNeoNo)
CIl OO0 0000000000000 000000O0O0OO0OO0OO0OO0OO
—i [l oNoNoNeoNoRaNoNullcNoloNoNoNeNoNoNoNoNoloNoloNeNoNeoNoNoNa!
30%3333330066666666666666666666

IV

G RsllecXeReNeNeNoNoNollcNoNeNoNoNoNoNoloNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNe)
)l NOMOOOMOMOOOO0OO000000000000000D0
)] | NOO0OO0OMOOMOO000VO00OVOOOOOOOO OOV
20%3030300066606606006606006000

—i

G RelleeReNeoNeoNoNoNollcNoNeNoNoNoNoNoloNoNoNoloNoNoNoNoNoNeoNe)
— INEzil=NeEeNeNoNoNoNollcNeloNcNoNcNoNoNoNoNecNoNecloNoNoNoNoNoNa!
N NOMOOOMOMOOOO0OO000000000000000D0

OMNMOMMMOM O[O WO O WO W WO W WO WO W WO WO WO WO W WO WO WO O ©

20%

G RelleeReNeoNeoNoNoNollcNoNeNoNoNoNoNoloNoNoNoloNoNoNoNoNoNeoNe)
— INEell=NeEeoNeoNoNeNoNollcNoloNoloNeNoNoNoNoNoloNoloNoNoNoNoNoNa!
— EREellecNeNoNecNoNoNoNollcNeloNoNoNoNoNoNoNoNeloNeloNoNoNoNoNoNa!

DOMOMMOMMO MO OO WO WO WO WWOWOWOWOWOWOWOWOWOO

20ﬂ1/__

RelleeR=NeNoNoNoNellcNoNoNoNoNoNoNcloNecNoNeoNoNoNoNoNeoNoNeNo)
— INEelleNeNeNeNoNcNoNollcNeloNecNoNcNoNoNoNoNcNoNcNoNoNoNoNeoNoNa!
— [ENellcNecNoNcNoNcNoNollcNeoloNecNoNcNoNoNoNoNcNoNcNoNoNoNoNeoNoNa!

MMM MMM MO WL WO WO WOWWOWWOWOOWOWOWOWOOOO

10ﬂ__

TIO MMM M®MMM MO OO O OWOWOOOWOWOWOOWOWOWOWOOOO
%(2121211143213212113212112111
o NAONANANAIO OO OSSITOOANTTIITOONN M NN

TTONOMONMANNOO©OO©OO©OO©OOOLWOWOLLLSSS®M




152

enunuo)

1

3

N OCIOO0O0O0O00 0000000000000 O0OO00O0O0DO0O00O0O0O0O
n/_w000111000OOOOOOOOOOOOOOOOOOO
1010_OOOOOO0000000333000003330003
0%1110003333333000333330003330
—
3%000011OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
2@OOOOOO0000000033000000330000
1%0001000003300000003300000330
0%1110003330033300330033003003
Sm0000010000000000000000000000
2nA<_.u0000100000000003000000030000
1%0001000000300030000300300030
0%1110003333033300333033003303
i
[NelleololoololollololololololololololololololololeNololNolNe N
2%0000110000000000000000000000
1%0001000000000033000000330000
Omod1110003333333300333333003333
i
M~NOO0O 00O 0000000000000 0O0O0O0OO0ODO0OO0OO0O0O0OOoO
ZNM__0000000000000003000000030000
1_”_0001100000300000000300000030
OW_1110003333033330333033303303
i
[Nelleooloololelleoloololololoololololololololelelololole i)
NN~NOOOOOd 0000000000000 O0OO0O0OO0OD O OO0 OO
1%0001100000000003000000030000
0%1110003333333330333333303333
—
[vNelleoNoloolololloloololololololololololololololelNoelolNolNe N
Nellojoloololelleooololololojololololololololelelolololo i)
1%0001110000000000000000000000
0%1110003333333333333333333333
—
[icclleoololel_RollololeoeololooolololololeolololeolololeNoelolNe)
2%0000000000000033000000330000
1%0000000003300000003300000330
OM1111003330033300330033003003
ﬂ._ulllllll3333333333333333333333
N |
OCLUOTOANAILT O ANA DT ONATONATONAONO N A
% OCUOTOANA O O O O O UOHTMHMANALOLOOLOLSTONASTITIT ™M
o OO TONA O O O O O VOV OVOVOOLLLLOLWLLULOLWOLLWOL IIT I I




153

enunuo)

1

3

N OCIOO0O0O0O0O0O00 0000000000000 0O0O0DO0O000 WV
n/_ﬂ0033333300000000000000000060
1_010_3300000000000006660006666600
O%0000000066666660006660000000
i
3%0000333300000000000000000006
2@3333000000000000060000060060
1%OOOOOOOO00660666600666606600
0%OOOOOOOO66006000006000000000
3,Rlu_0000033300000000000000000006
2%0303300000000000060000060060
1%3030000000060060600060600600
0%OOOOOOOO66606606006606006000
i
[Nelleololoololelololloleololololololololololololeleloelolole i)
2%0000333300000000000000000006
1%3333000000000000060000060060
Omod0000000066666666606666606600
i
M~NOO0OO0OO0OO0OMOMOODODODODO0OO0ODO0ODO0ODO0OO0ODOO0OO0OO0ODOOOOOoO
Zm0303003000000000000000000006
1n0030300000060060660060660660
0_“_3000000066606606006606006000
i
[Nelleooloololelolollojeololololololololololololelelololole i)
N~NOOOOOMOMOOOODODOODODODODOOLOOOO0OOOOOOOO
1%0333303000000000000000000006
0%3000000066666666666666666660
i
[EelleoNololololololollololololololololololololololelNoelolNolNe N
[ NelleooloolololoolloolololololololololololololeNoelolNolNe N
1%0033333300000000000000000006
O%3300000066666666666666666660
i
M VOO OO0 OMMOOOODOO0OO0ODOLODO0ODO0OO0OOO0OO0OO0OOOOOOO
2%3300330000000000060000060066
l%0033000000660666600666606600
OM0000000066006000006000000000
93333333366666666666666666666
N |
NcAdANANAA AT O N A O NANAANONANA AN A A A
M NTT OO ANANAOLOOOIITITOOANTITOONMOM NN
o T OOONOANNOOOOVOVOWOOVUOVOWLULLLOLOULSSTI®M




154

enunuo)

3

1 2 3]0 1 2

1

4
0 1 2 3/(0 1 2 3|0 1 2 3

(F)[81 63 53 19|54 63 73 26|27 81 81 27|152 64 0 0|146 60 10 0|98 75 33 10|128 56 32 0|92 62 37 25
6661 1 0 0 60,1 0 O 0,1 O O O
55511 0 0 60,1 0 O 0,1 0 O O

44411 0 0 0,1 0 O O,1 0 O O

™

0

1 0 001 0 O O

1 0 001 0 O O

01 00,0 1 O O
01 00,0 1 O O
0O 0 10,0 O 1 O
0O 0 10/0 O O 1

3 0 003 O O O

3 0 003 O O O

3 0 003 O O O

3 0 003 O O O

3 0 000 3 0 O

3 0 003 O O O

3 0 00/ 3 0 O O

3 0 00/ 3 0 O O

0 3 000 3 0 O

0 3 000 O 3 O

3 0 00/ 3 0 O O

3 0 00/ 3 0 O O

3 0 00/ 3 0 O O

3 0 00/ 0 3 0 O

3 0 00/ 3 0 O O

3 0 00/ 3 0 O O

0 3 000 3 0 O

0 3 000 O 3 O

0O 3 000 3 O O

0O 3 000 3 O O

0O 3 000 O 3 O

0 3 00/0 3 0O O

1 2 3]0 1 2 3

1 0 001 0 O O
1 0 001 0 O O

0O 1 00,0 1 O O

0O 1 00,0 1 O O

0O 1 00,0 1 O O

O 0 10,0 0 O 1

3 0 003 0O O O
3 0 003 O O O
3 0 003 0O O O
3 0 003 0O O O
3 0 000 3 0 O

3 0 00,3 0 0 O
3 0 00,3 0 0 O
3 0 00,3 0 0 O
3 0 00,3 0 0 O

0O 3 00,0 O 3 O

3 0 00,3 0 0 O
3 0 00,3 0 0 O
3 0 00,3 0 0 O
3 0 00,0 3 0O

3 0 00,3 0 0O
3 0 00,3 0 0 O
3 0 00,3 0 0 O

0O 3 00,0 O 3 O

O 3 000 3 O O

O 3 000 3 O O

O 3 000 O 3 O

0O 3 000 3 0 O

1 23| 0

0

00O
00O
100
100
100
100
00O
00O
00O
00O
00O
00O
00O
00O
00O
00O
00O
00O
00O
00O
00O
00O
00O
00O
300
300
300
300

1
1
0
0
0
0
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
0
0
0
0

P.05

33310 0 1 0/0 O 1 0[O0 0 0 1

2221 0 01 0/]O O O 1/0 O O 1
11110 0 0 110 0 0 110 0 0 1
6653 3 0 0 0/]3 0 O O0/3 0 0 O
6643 3 0 0 0/]3 0 O 0/3 0 O O
6633 3 0 0 0/]3 0 O O0/0 3 0 O
6623 3 0 0 0/f]0O 3 0 O0f0 3 0 O
6613 0 3 0 0J]O 3 O OO0 3 0O O
6553/ 3 0 0 0/]3 0 0 03 0 0 O
6443 3 0 0 0/]3 0 O O0]3 0 O O
6333 0 3 0 0J]O 3 O OO0 O 3 O
6223 0 3 0 0f0 0 3 00 0 3 O
6113, 0 0 3 0j]0O O 3 00 O 3 O
5543 3 0 0 0/]3 0 0 O0/3 0 0 O
5533/ 3 0 0 0/[3 0 0 00 3 0 O
5523 3 0 0 00 3 0 00 3 0 O
5513/ 0 3 0 0/J/]0O 3 O OO0 3 0O O
5443/ 3 0 0 0/]3 0 0 O0/3 0 O O
5333/ 0 3 0 0f]O0O 3 0 00 O 3 O
52230 3 0 0J]O O 3 0O/0 O 3 O
51130 0 3 0/J]O O 3 00 O 3 O

4433 3 0 0 0,3 0 O OO0 3 0O

4423 3 00 0,0 3 0 0,0 3 0 O

4413 0 3 0 00O 3 0 0,0 3 0 O

4333 0 3 0 00 3 0O0O0O03O0




enunuo)

3

0
3
0
0
0
3
3
3
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
6
6

1 2 3]0 1 2

0

0O 0 30,0 0 3

0O 0 30,0 0 O

0O 3 000 3 O

0O 3 000 O 3

0O 0 30,0 0 3

0O 0 30,0 0 O

0O 0 30,0 0 O

0O 0 30,0 0 O

6 0 00,6 0 O

6 0 00,6 0 O

6 0 00,6 0 O

6 0 00,0 6 O

6 0 00/ 6 0 O

6 0 00/ 6 0 O

6 0 00/ 0 6 O

6 0 00/ 6 0 O

6 0 00/ 0 6 O

0O 6 00/ 0 O 6

6 0 00/ 6 0 O

6 0 00/ 6 0 O

6 0 00/ 0 6 O

6 0 00/ 6 0 O

6 0 00/ 0 6 O

0 6 00/ 0 O 6

0O 6 00/ 0 6 O

O 6 00/ 0 O 6

0O 0 60/ 0 0 O

0 0 60/0 0 O

1 2 3]0 1 2 3

O 3 000 3 O O

O 0 30,0 O O 3

O 3 000 3 O O

O 3 000 O 3 O

O 3 000 3 O O

O 0 30,0 O O 3

O 3 000 O 3 O

O 0 30,0 0 O 3

6 0 006 0 O O

6 0 006 0 O O

6 0 00,6 0 O O

6 0 00,0 6 0 O

6 0 00,6 0 O O

6 0 00,6 0 O O

6 0 00,0 6 0 O

6 0 00,6 0 O O

6 0 00,0 6 0 O

6 0 00,0 6 0 O

6 0 00,6 0 O O

6 0 00,6 0 O O

6 0 00,0 6 0 O

6 0 00,6 0 O O

6 0 00,0 6 0 O

6 0 00,0 6 0 O

O 6 00,0 6 0 O

O 6 00,0 0 6 O

O 6 00,0 0 6 O

O 6 00,0 0 6 O

1 23| 0

0

0 300
0 300
0 300
0 300
0 300
0 300
0 300
0 300
6 000
6 000
6 000
6 000
6 000
6 000
6 000
6 000
6 000
6 000
6 000
6 000
6 000
6 000
6 000
6 000
0 600
0 600
0 600
0 600

n

n

=
N
(9]
Lo
—
™
Lo
N
N
Lo
—
N
Lo
—
-l
Lo
4
<
<
(9]
<
<
N
4
<

01 2 3,01 2 3|01 2 3

(F)[81 63 53 19|54 63 73 26|27 81 81 27152 64 0 0]146 60 10 0|98 75 33 10|128 56 32 0|92 62 37 25

4223 0 3 0 00 O 3 O[O0 0O 3 O
41130 0 3 00 O 3 0,0 O 3 O
33230 0 3 00O O O 3/0 O O 3
3313/0 0 0 30 0 0 3]0 O O 3
3223/0 0 3 00 O O 3/0 O O 3
3113,0 0 0 30 0 0 30 0 0 3
2213 0 0 0 30 00 30 0 O 3
2113 0 0 0 30 00 3]0 0 0 3
6546 6 0 0 0,6 0 O 0,6 0 0 O
6536 6 0 0 0,6 0 O 0,0 6 0 O
6526 6 0 0 00 6 0 000 6 0 O
6516 0 6 0 000 6 0 0,0 6 0 O
6436, 6 0 0 0j]6 0 0 00 6 0 O
6426/ 6 0 0 0J]0 6 0 00 6 0 O
6416/ 0 6 0 0J]0 6 0 00 6 0 O
6326/ 0 6 0 0J]0O 0 6 00 0 6 O
6316/ 0 0 6 0J]0 0 6 00 O 6 O
6216, 0 0 6 0J]0 0 6 00 0 6 O
5436/ 6 0 0 0f]6 0 0 0,0 6 0 O
5426/ 6 0 0 0J]0 6 0 00 6 0 O
5416/ 0 6 0 0J]0 6 0 00 6 0 O
5326/ 0 6 0 0J]0 0 6 00 0 6 O
5316/ 0 0 6 0J]0 0 6 00 O 6 O
5216/, 0 0 6 0J]0 0 6 00 0 6 O

43260 6 0 0,0 O 6 0,0 0 6 O

P.06

4316, 0 0 6 00 0 6 0,0 0 6 O
4216, 0 0 6 00 0 6 0,0 0 6 O
3216/ 0 0 0 60 0 O 6/0 O O 6




enunuod

™

©

0

=
(9]
Lo
Lo
N
Lo
Lo
—
Lo
Lo
<
4
Lo
(42)
4
Lo
N
<
Lo
—
4
Lo
(9]
(9]
Lo

1 2 3,01 2301 2 3|01 2 3,012 3|01 23012 3|01 2

0

56 80 48 32|98 64 54 0|74 55 53 34|50 58 58 50|26 73 63 54|56 96 64 0|44 66 69 37|32 48 80 56

10 0 0/1 0 00O/1 O O Of1 0O O10WO0O011O0MWO0O0]1 00011000

1 0 0 0/1 0 00O[1 O O Of1 0O O10WO0O0O11O0MO0OO0]1 000119000

010 001 00/]O 1 O O,O 1 OO, 01 O 0O0O,]OO0 10,00 100010

010 00O 10,0 01 0,0 01 00O0O011 0010, 0O01 00010

oo 601,00 0 10,0 01 0O/O O O 1,0 O O 20 O 10,0 0 1 00 0 0 1

oo0oo601001000O01200O01100O0110010 000100012

3 0 0o 03 0 OO0/ 3 0 O0OTO0O3O0O0O03O0O0TUO03O0O00300U03000O0
3 0 0o 03 0 OO 3 0 O0OO0O3O0O0TO0O3O0O0TUO03O0O0030 0030000
3 0 0o 03 0 OO0 3 0 O0OTO0O3O0O0O0OO0O3O0UO03O0O0O0300U03000O0
0 3 0 0, 3 0 00/]3 00O 0O 0 3 0 00 3 0 03 0 00 3 0000300
0o 3 0 0, 3 0 00[O0O 3 0003 00030030000 3 000300
3 0 0o 03 0 OO0/ 3 0 O0OTO0O3O0O0TUO03O0O0TUO0]3U0O0O030 003000
3 0 0o 03 0 00/ 3 0O0O0TO030O0TO03O0O0TUO00 3 00,03 0003000
3 0 0o 00 3 000 3 0 OO 3 0O0O0O0OC3 003 00,03 000300
o 0 3 0,0 3 00O 3 0 0O,O O 3 0,00 3 0,0 3 000 3 000030
o 0 3 0,0 3 00O O0 3 0,00 3 0003003 00,00 3 00030
3 0 0o 03 0 00/ 3 0O0OTO0O3O0O0TO0S3O0O0TUO03O0MO0O03O0O0OTUO03000O0
3 0 0o 03 0 00/ 3 0O0OTO0O3O0O0O0OO0U3O0UO03O0MO0OO03O0O0OTUO03000O0
0o 3 0 0, 3 0 003 0O 0O 03 0003003 00030000300
0o 3 0 0,3 0 00[]O 3 0 0O,0 3 0 0]0 3 0 03 00003000300
3 0 0o 03 0 00/ 3 0O0OO0O3O0O0TO0S3O0OO0TUO003 00,03 000300
3 0 0o 00 3 000 3 0O OO 3 0 00O O 3 0[]0 3 000 3 0 0]0O0 3 0O
o 0 3 00 3 00[]O 3 0 00O O 3 0/]0 O 3 0j]0O 3 000 3 0 00 03O0
0o 0 3 00 3 00O O 3 0,0 O 3 0/]0 0 3 0j]0 3 000 0 3 00 0 30
0 3 0 000 3 OO[]O 3 0 0,0 3 0 00 O 3 0j/0O O 300 0 3 0[]0 0 30
0o 0 3 00 3 00[]O 3 0 0,0 O 3 0/]O0 0 3 0j/0O O 30,0 0 3 0/j0O0 0 0 3
0o 0 3 0,0 3 O0O[]O O 3 0,0 O 3 0/]0 0 3 0j]0O O 30,0 0 0 3,0 0 0 3
0o 3 0 0,0 0 3000 3 0,0 O3 0/ 0O0O0U330O0U30/0O0 3 00030

P.07

(F)

6 661

5551

4 441

3331

2221

1111
6 6 53
6 6 43
6 6 33
6 6 23
6 613

6 553
6443
6 333
6223
6113
5543
5533
5523
5513

5443
5333
5223
5113
4 433

4 4 23

4 413

4 333




enunuod

~

Lo

—
(9]
Lo
Lo
N
Lo
Lo
—i
Lo
Lo
<
4
Lo
(42)
4
Lo
N
<
Lo
—i
<
Lo
(9]
(9]
Lo

3%3333333300000000000000006666
2%OOOOOOOO00000666660666660000
l%0000000000666000006000000000
OM</_.V0000000066000000000000000000
3n_ﬁv0303033300000000000000000666
2%3030300000000060660060666000
1%OOOOOOOO00066606006606000000
OM0000000066600000000000000000
[Nelleooloololelololloleololololololololololololeleloelolole i)
?_M3333333300000000000000006666
1%0000000000006666666666660000
0%OOOOOOOO66660000000000000000
3M3333333300000000000000006666
2%OOOOOOOO00000006660006660000
1m0000000006666660006660000000
0%OOOOOOOO60000000000000000000
3%3333333300000000000000006666
2%OOOOOOOO00000006660006660000
1%0000000000660660000660000000
O_k0u0000000066006000006000000000
3nA<_.u0303033300000000000000000666
2%3030300000000000660000666000
1%OOOOOOOO00060066000066000000
O_A/_.0000000066606600006600000000
[NelleoNolololololololloolololololololololololololelNoelolNolNo N
2_k4u3333333300000000000000006666
1M0000000000000006660006660000
O%0000000066666660006660000000
3%3300333300000000000000000066
2%0033000000000000060000066600
1%0000000000660666600666600000
O%0000000066006000006000000000

93333333366666666666666666666

TN AH N AN AAA T O N AO N AN AAO N AN AN A A A
% NTT OO ANANAOLOOOIITITOOANTITOONOMO NN
ol ST OOOOANNOOOOVOVOOOOOVOLLLLLLSYSSYIT®M




158

0o

3

2301 2 3/01 2 3/01 2 3|01 2 3

1
1 230

((e]

5

01 2 3|01 2 3|0
(F)|20 42 91 63|8 48 96 64|91 125 0 0|88 115 13 0[61 91 51 13| 79 93 44 0|58 78 46 34|37 69 66 44|

6661 1 0 0 O0/11 0 0 O|1

0/1 0 O O

00 1 0 O

00 1 0 O

00 1 0 O

00 0 O 1

1/0 0 0 1

03 0 0 O

03 0 0 O

03 0 0 O

00 3 0 O

0|0 3 0 O

03 0 0 O

0/]3 0 0 O

0/]3 0 0 O

00 0 3 O

00 0 3 O

00 3 0 O

00 3 0 O

00 0 3 O

00 0 3 O

00 3 0 O

00 3 0 O

00 0 0 3

3]0 0 0 3

0|0 3 0 O

0|0 0 3 O

0|0 0 3 O

0j0 3 0 O

1

0O 0o0/1 0 0 0j]1 O O0O]|1 O O

1 000 1 0 00O 1 O0O0/O0 1 O
1 000 1 0 00O 1 O0O0/O0 1 O
1 000 1 0 0/O0O 1 O0O0/O0 1 O
1 000 1 0 0/O0 O 1 0/0 0 1

O 1000 0 O 1/]0 0 1 0]O0O 0 O

O 00/ 3 0 0 0/]3 0 O0O0]3 0 O

O 00/ 3 0 0 0]3 0 O0O03 0 O

O 00/ 3 0 0 0]3 0 O0O0]3 0 O

O 00/ 3 0 0 0]3 0 O0O0]3 0 O

O 00j]0 3 0 0] 3 0 O0O0]0 3 O
O 00/ 3 0 0 0] 3 0 O0O0[3 0 O

O 00/ 3 0 0 0] 3 0 003 0O

O 00/ 3 0 0 0] 3 0 003 0 O

O 00/ 3 0 0 00 3 000 3 O
3 00,0 O 3 00O 3 0 O0O|0 O 3
3 00,0 3 0 0J]0 3 000 3 O
3 00,0 3 0 0j]0 3 000 3 O
3 00,0 3 0 0j]0 3 000 3 O
3 00,0 O 3 00 3 0 O0|0 O 3
3 00,0 3 0 0j]0 3 000 3 O
3 00,0 3 0 0j]0 3 000 3 O
3 00,0 3 0 0j]0O O 3 0|0 O 3
O 30,0 0 0 3]0 0 3 0/0 0 O
3 00,0 3 0 0j]0 3 000 3 O
3 00,0 3 0 0j]0 3 000 3 O
3 00,0 O 3 0[]0 3 0 O0O|0 O 3
3 000 3 0 0J]0 3 000 3 O

000|121

100 0
100 0
100 0
100 0
100] 0
00O0| 3

00O0| 3

00O0| 3

00O0| 3

00O0| 3

00O0| 3

000 3

000 3

000 3

000 O

3000
3000
3000
3000
3000
3000
3000
3000
3000
3000
3000
3000

P.09

55511 0 0 0/11 0 0 0|0

444110 0 1 00 O O 10

33310 0 0 10 0 O 1|0

2221 0 0 0 110 0 0 1|0

11110 0 O 1|0 0 0 1|0

6653 3 0 0 0/3 0 0 O3

6643 3 0 0 00 3 0 O3

6633 0 3 0 00 3 0 O3

6623 0 3 0 00 3 0 O3

6613 0 3 0 00 3 0 O3

6553 3 0 0 0/3 0 O O3

6443 0 3 0 O0/0 0 3 0] 3

6333 0 0 3 0|0 0 3 03

6223 0 0 3 0|0 0 3 03

6113 0 0 3 0|0 0 3 0] 3

5543 3 0 0 0|0 3 0 00

5533/ 0 3 0 0/0 3 0 OO0

5523/ 0 3 0 0/0 3 0 0O

5513/ 0 3 0 0|0 3 0 00

5443 0 3 0 0|0 0 3 00

5333/ 0 0 3 0|0 0 3 0O

5223/ 0 0 3 0|0 0 3 00

5113 0 0 3 0|0 0 3 00

4433 0 0 O 30 0 O 3|0

4423 0 0 0 30 0 0 3|0

4413 0 0 O 3/0 0 O 3|0

4333 0 0 0 3|0 0 0 3]0




enunuod

59

3

™

3
0
0
3
3
3
3
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
6
0
0
6
6

2 30 1 2 3/01 2301 2 3|01 2

1

3 000 3 0 00 O 300 O 3 00 O O

O 300 0 0 30 0 300 O O 3]0 0 O

3 000 3 0 00 3 00O 3 O Oj0O0 O 3
3 000 0 3 00 3 00O O 3 0[O0 O 3
3 000 3 0 00O O 300 O 3 0j0O0 O O

O 300 0 0 30 0 300 0 O 3,0 0 O

3 000 O 3 00O O 300 0 O 3,0 0 O
O 300 0 0 3]0 0 300 0 0 38,0 0 0

0O 00/l6 0 0 06 0 00/ 6 0O O O[6 0O
O 00/l6 0 0 06 0 00/ 6 0O O O[6 0O
0O 00/l6 0 0 06 0 00l 6 0O O 0[O0 6 O
O 00/0 6 0 06 0 00/ 0O 6 0 0[0 6 O
O 00,6 0 0 06 0 00O/ 6 0O O Of[6 0O
O 00,6 0 O 06 0 00O/ 6 0O O 0[]0 6 O
O 00/0 6 0 06 0 00/ 0O 6 0 0[]0 6 O
O 006 0 O 06 0 00O/ 6 0 O 0[O0 6 O
O 00/0 6 0 06 0 00/ 0O 6 0 0[]0 6 O
0O 00/0 6 0 00 6 00/ 0O O 6 0[O0 O 6
6 000 6 0 00 6 00/ 0O 6 0 0[O0 6 O
6 000 6 0 00 6 00/ 0O 6 0O 0|0 O 6
6 000 0 6 00 6 00/ 0O O 6 0|0 O 6
6 000 6 0 00 6 00/ 0O 6 0O 0[O0 O 6
6 00,0 0 6 00 6 00/ 0O O 6 0[O0 O 6
6 000 0 6 00 0 60/ 0 O O 6/0 O O

6 00/ 0 6 0 0] 0O 6 00| 0O 6 0 0[]0 O0 6
6 00/ 0 0 6 0] 0O 6 00| 0O O 6 0[]0 O 6
6 00/ 0 0 6 00O 0 60/ 0 O O 6/{0 0 O

6 00/0 0 6 00 0 60/ 0 O O 6/0 O O

1 230

3000
3000
3000
3000
3000
3000
3000
300] 0
00O0| 6

00O0| 6

00O0| 6

00O0| 6

00O0| 6

00O0| 6

00O0| 6

00O0| 6

00O0| 6

00O0| 6

600 O
600 O
600 O
600 O
600 O
600 O
600 O
600 0
600 O
6 00 0

=
(9]
™
(<o)
N
(9]
(o]
—l
o™
(<o)
N
N
(<o)
—
N
(<o)
—
-l
(<o)
Lo
Lo
Lo
4
Lo
Lo

01 2 3|01 2 3|0

P.10

(F)[20 42 91 63|8 48 96 64|91 125 0 0|88 115 13 0|61 91 51 13|79 93 44 0|58 78 46 34|37 69 66 44

4223 0 0 0 3]0 0 0 3|0

4113/ 0 0 0 3/0 0 O 3|0

3323/ 0 0 0 3/0 0 0 3|0

3313/0 0 O 30 0 O 3|0

3223/ 0 0 0 3/0 0 0 3|0

3113/ 0 0 O 3/0 0 O 3|0

2213 0 0 0 310 0 0 3|0

2113 0 0 0 310 00 3]0

6546 6 0 0 0|0 6 0 O] 6

6536 0 6 0 0|0 6 0 O] 6

6526 0 6 0 0/0 6 0 0| 6

6516 0 6 0 0|0 6 0 0| 6

6436/ 0 0 6 00 0 6 0|6

6426/ 0 0 6 00 0 6 0|6

6416/ 0 0 6 0[O0 0 6 0] 6

6326/ 0 0 6 0|0 0 6 0|6

6316/ 0 0 6 00 0 6 0|6

6216/ 0 0 6 00 0 6 0|6

5436/ 0 0 6 00 0 6 00

5426/ 0 0 6 0|0 0 6 00

5416/ 0 0 6 00 0 6 00

5326/ 0 0 6 0|0 0 6 00

5316/ 0 0 6 0|0 0 6 00

5216/ 0 0 6 0|0 0 6 00

43260 0 0 6/0 0 0 60

4316/ 0 0 O 6/0 0 0 60

4216/ 0 0 0 6/0 0 0 60

32160 0 0 6/0 0 0 6]0




160

enunuod

5

5
30 1. 2 3|0 1 2 3|0 1 2 3

01 0 0o 0j1 0002 0 0O

0o 1. 0 06/0O1 0 0|0 1 0O

0o 01 00 0O1 0|0 01O

0o 01 0|0 0O1 0|0 O 01

0/ 0 1. 0|0 OO 1|0 0 01

0|0 0O O1 |0 00 1|0 0 01

0j]3s 0 0 0|3 00 0|3 0 0O

0|3 0 0 0|3 00 0|3 0 0O

0j]s 0 0 0|3 00 0|0 3 0O

0)s 0 0o 0|0 3 0 OO0 3 0O

0o 3 0 06/0 3 0 0|0 3 O O

0j]3 0 0 0|3 00 0|3 0 0O

00 30 0|0 3 0 00 3 0O

00 30 0|0 3 0 00 0 3 O

00 30 0|0 0 3 0|0 0 3 O

00 0 3 0|0 03 0|0 0 3 O

00 30 0|0 3 0 00 3 0O

00 30 0|0 3 0 00 0 3 O

00 30 0|0 0 3 0|0 0 3 O

00 0 3 0/0 03 0|0 0 3 0

00 0 3 0|0 03 0|0 0 3 0

00 0 3 0/0 03 0|0 0 0 3

00 0 3 0/0 00 3|0 0 0 3

00 0 0O 3/0 00 3|00 0 3

0o 0o 3 0/0 0 3 0|0 O O 3

oo 0o 3 0/0 0 0 3|0 0 0 3

oo 0o 0o 3/0 00 3|0 0 0 3

00 0 3 0|0 0O 3 0|0 0 O 3

4 4
012 301 2 3|01 2 3|01 2 3|01 2

(F) |64 71 81 0[49 59 59 49|34 53 55 74|19 53 63 81|43 61 112 0|34 46 78 58|25 37 62 92|16 34 58 108
66611 0 0 0)1 0 0O O21 00 OJ2 00 O|2 0O

P.11

55510 1 0 00 1 0 OO 1 0 O|01 O O|0 1 O

44410 2 0 0020 0O/01 0 0O/0 1 0 0|0 01

33310 01 00 O1T O/0 O 1T OO0 O O 1|0 01

22210 0 1 00 061 00 060 1|0 0 0 10 01

11110 0 1 0/OO O 1|00 O 1|00 0 1|0 012

66533 0 0 0|3 00 0|3 0 O0OO0O|3 0O0O0OI|3 00O

66433 0 0 0|3 00 O3 0 O0OO|3 O0O0O0OI|3 0O

66333 0 0 0|3 00 0|3 0 O0OO|0 3 0 0|3 0O

66233 0 0 0|3 00 OO 3 0 0|0 3 0 0|3 0O

66133 0 0 0/0 3 0 OO0 3 0 0|0 3 0 0|3 0 O

65533 0 0 0/3 00 O3 0 O0OO0O|3 0O0O0O|3 00O

64433 0 0 0|3 0 003 0O0O0OC(3 O0O0OO0O|0 3 O

63330 3 0 0|0 3 0 OO0 3 0 O|0 O 3 OO0 3 O

62230 3 0 00 3 0 0O/0O O 3 0|0 O 3 0|0 3 O

61130 3 0 0/0 O 3 00 O 3 0|0 O 3 0|0 3 O

55430 3 0 0/0 3 0 00 3 0 O|0 3 0 OO0 3 O

55330 3 0 0|0 3 0 00 3 0 O|0 O 3 OO0 3 O

55230 3 0 0|0 3 0 0O/0 O 3 0|0 O 3 0|0 3 O

55130 3 0 0|0 O 3 00 O 3 0|0 O 3 0|0 3 O

54430 3 0 0|0 3 0 OO0 3 0 O|0 3 0 O|0 0 3

53330 0 3 0j/O O 3 00 O 3 0|0 O O 3|0 0 3

52230 0 3 0j/0 O 3 00 OO 3|0 00 3|0 0 3

51130 0 3 0j/0 OO 3|00 O 3|00 0 3|0 0 3

44330 3 0 00 3.0 0/0 30 0/0 0 3 0|0 0 3

44230 3 0 00 3000 O3 0/0 0 3 0|0 0 3

44130 3 0 00 O3 0/0 0 3 0|0 0 3 0|0 0 3

43330 0 3 00 O3 0|00 3 0|0 OO 3|0 0 3




161

enunuod

5

01 2 3|01 2 3

0O 0 0 3/0 0 O 3
0O 0 0 3/0 0 O 3
0O 0 0 3/0 0 O 3
0O 0 0 3|0 0 O 3
0O 0 0 3|0 0 O 3
0O 0 0 3|0 0 O 3
0O 0 0 3|0 0 O 3
O 0 0 3|0 0 0 3
6 0 0 06 0 O O
6 0 0 0|0 6 0 O
0O 6 0 0|0 6 0O
0O 6 0 0|0 6 0O
0O 6 0 00 0 6 O
0O 0 6 00 0 6 O
0O 0 6 00 0 6 O
0O 0 6 00 0 6 0
0O 0 6 00 0 6 0
0O 0 6 00 0 6 O0
0O 0 6 00 0 O 6
0O 0 0O 6/0 0 0 6

0O 0 0 6|0 O O b6

0O 0 0 6|0 O O b6

0 0 0O 6|0 O O b6

0 0 0 6|0 O O b

0O 0 0 6|0 0 O 6

0O 0 0 6|0 0 O 6

0O 0 0 6|0 0 O 6

0O 0 0 6|0 O O b

5
310 1 2 3

0|0 0 3 O

0|0 0 0 3

0|0 0 3 O

0|0 0 0 3

0|0 0 3 O

0|0 0 0 3

0|0 0 0 3

0/[0 0 0 3

0|6 0 0 O

0|6 0 0 O

0|6 0 0 O

0|0 6 0 O

00 6 0 O

00 6 0 O

00 0 6 O

00 6 0 O

00 0 6 O

00 0 6 O

00 0 6 O

00 0 6 O

00 0 0 6

00 0 6 O

00 0 0 6

00 0 0 6

0|0 0 6 O

0|0 0 O 6

0|0 0 O 6

00 0 0 6

4 4
012 301 2 3|01 2 3|01 2 3|01 2

(F)|64 71 81 0|49 59 59 49|34 53 55 74|19 53 63 81|43 61 112 0|34 46 78 58|25 37 62 92|16 34 58 108
42230 0 3 00O O 3 OO O O 3|0 0 0O 3|0 0 3

P.12

41130 0 3 0)/0 OO 3/0 OO 30 0O0 3|0 0 3

33230 0 3 00 O 3 OO O O 3|0 OO 3|0 0 3

33130 0o 3 0) 0 OO 3/0 OO 30 0 O0 3|0 0 3

32230 0 3 00 0O 3 00 OO 30 00 3|0 0 3

31130 0 3 0)0 OO 3/0 OO 3,0 0O 3|0 0 3

22130 0 3 00 00 3/0 00 3|0 060 3|0 0 3

21130 0 3 0)0 OO0 30 OO0 3|0 060 3|0 0 3

65466 0 0 0/6 0 0 O6 0O 0O O|6 0 0 O|6 0 O

65366 0 0 06 O 0O O|6 OO O|0 6 0 0|6 0O

65266 0 0 06 O 0O OO 6 0O O|0 6 0 0|6 0O

65166 0 0 00 6 0 0O/0 6 0 0|0 6 0 0|6 0 O

64366 0 0 06 0O 0O O6 OO O|0 6 0 0|0 6 O

64266 0 0 06 0O 0O 0O0 6 0 0|0 6 0 0|0 6 O

64166 0 0 00 6 0 00 6 0 0|0 6 0 0|0 6 O

63260 6 0 00 6 0 00 0O 6 0|0 0 6 0|0 6 O

63160 6 0 00 0 6 00 0 6 0|0 0 6 0|0 6 O

62160 6 0 00 0 6 00 0 6 0|0 0 6 0|0 6 O

54360 6 0 00 6 0 00 6 0 0|0 0 6 0|0 0 6

54260 6 0 00 6 0 00 0O 6 0|0 0O 6 0|0 0 6

54160 6 0 00 0 6 00 0 6 0|0 0 6 0|0 0 6

5$326/0 0 6 00 O 6 000 O 6|0 00 6|0 0 6

53160 0 6 00 0 0 6/0 0O O 6|0 0 0 6|0 0 6

52160 0 6 00 O 0 6/0 0 0O 6|0 0 0 6|0 06

43260 0 6 00 0O6 0O/0 00 6|0 0 0 6|0 0 6

43160 0 6 00 0O 0O 6/0 0O 0 6/0 0 0 6|0 0 6

42160 0 6 00 O 0O 6/0 00 6|0 0 0 6|0 0 6

3216/0 0 6 0/0 0 0 6|0 0O 0 6|0 0 0 6|0 0 6




162

enunuod

3

o

1
1
1
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3
3

3/01 2

0/j1 0 O
0/j0 0 O

0j1 0 O

0|0 0 1

110 0 O
110 0 O
110 0 O
10 0 O
0/j0 3 O

0j0 0 O

110 0 O
10 0 O
10 0 O
0|3 0 O

0/j0 3 O

0|0 3 O

0/j0 3 O

0|0 3 O

0/j0 3 O

0|0 3 O

0j0 3 O

0|0 3 O

0/j0 0 3

0|0 3 O

00 0 3

0j0 0 3

0|0 0 3

0j0 0 3

0|0 0 3

00 0 3

0|0 0 3

00 0 3

310 0 O

00 0 O

310 0 O

310 0 O

310 0 O

310 0 O

310 0 O

310 0 O

310 0 O

00 0 O

310 0 O

310 0 O

310 0 O

310 0 O

3|10 0 O

310 0 O

3/10 0 O

3]0 0 O

3/10 0 O

3]0 0 O

3/10 0 O

3]0 0 O

310 0 O

310 0 O

3 /01 2

2 310 1. 2 3]0 1 2 3|01 2

1

0

00,1 0 0 01 O O O|2 O O
1000 01 00 0 1 00 0 1
1000 01 00 0 1 00 0 1
1000 01 00O 0 1 00 O0 O
1000 01 00O O O 10 0 O
1000 0 0 10 0 O 10 0 O
00,3 0 0 0] 3 0 O 0|3 0 O
00,3 0 0 0] 3 0 O 0|3 0 O
00,3 0 0O 03 0 O 0|0 3 O
00,3 0 0 00 3 O 0|0 3 O
00,0 3 0 00 3 O 0|0 3 O
00,0 3 0 00 3 O 0|0 3 O
00,0 3 0 0/f/0 3 0 0|0 3 O
00,0 3 0 0/f/0 3 0 0|0 O 3
00,0 3 0 0/f/0 O 3 0|0 O 3
00,0 0 3 0f0O O 3 0|0 O 3
30,0 0 3 00 O 3 0|0 O 3
30,0 0 3 00 O 3 0|0 0 O
30,0 0 3 00 O O 3|0 0 O
30,0 0 0 3]0 0 0O 3|0 0 O
30,0 0 3 00O O 3 0|0 O 3
30,0 0 3 00O O 3 0j0 0 O
30,0 0 3 00 O O 3|0 0 O
30,0 0 0 3]0 0 0 3|0 0 O
30,0 0 3 00O O 3 0|0 O O
30,0 0 3 00O O O 3|0 0 O
30,0 0 0 3]0 O O 3|0 0 O
30,0 0 3 00 0 3 0j0 O O

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
3
3
3
3
3
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

1
0
0
0
0
0
3
3
3
3
3
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

Lo
(o]
(<o)
4
(<o)
(o]
(42)
(<o)
(<o)
N
(<o)
(<o)
-
O
O
Lo
Lo
O

0
0
1
1
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
3
3
3
3
3
3
3
3

P.13

(F)|7 37 60 112|216 75 125 0|13 51 91 61|10 33 75 98|7 21 71 117|4 15 73 124|1 15 75 125

66611 0 O

55510 1 O

44410 0 O

33310 0 O

22210 0 O

11110 0 O

66533 0 O

66430 3 O

66330 3 O

66230 3 O

66130 3 O

65533 0 O

64430 0 3

63330 0 3

62230 0 3

61130 0 3

55430 0 3

55330 0 3

55230 0 3

55130 0 3

54430 0 O

53330 0 O

52230 0 O

51130 0 O

44330 0O

44230 0O

44130 0O

4333000




163

'6T0C

Jolne O ”’luo4H

3

3
3
3
3
3
3
3
3
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
6
6

© O© © O O

6

3/01 2

3|10 0 O

3]0 0 O

3|10 0 O

3]0 0 O

3|10 0 O

3]0 0 O

3|10 0 O

3]0 0 O

3/10 0 O

3]0 0 O

3/10 0 O

3]0 0 O

3|10 0 O

3]0 0 O

310 0 O

3]0 0 O

0/0 O 6

0|0 0 6

0/0 O 6

0|0 0 6

0/0 O 6

0|0 0 6

0/0 O 6

0|0 0 6

0|0 0 6

00 0 6

0|0 0 6

00 0 6

0|0 0 6

00 0 6

0|0 0 6

00 0 6

0|0 0 6

00 0 6

0|0 0 6

00 0 6

6/0 0 O
6/0 0 O
6/0 0 O
6/0 0 O
6/0 0 O
6/0 0 O
6/0 0 O
6/0 0 O
6/0 0 O
6/0 0 O

6/0 0 O
6/0 0 O
6/0 0 O
6/0 0 O
6/0 0 O
6/0 0 O
6/0 0 O
6/0 0 O
6/0 0 O
6/0 0 O

3 /01 2

2 310 1. 2 3]0 1 2 3|01 2

1

0

30,0 0 3 00 O O 3|0 O0 O
30,0 0 0 3]0 0 O 3|0 0 O
30,0 0 3 00 O O 3|0 0 O
30,0 0 0 3]0 0 O 3|0 0 O
30,0 0 3 00O O O 3|0 0 O
30,0 0 0 3]0 0 O 3|0 0 O
30,0 0 0 3]0 0 O 3|0 0 O
30,0 0 0 3]0 0 O 3|0 0 O
00,0 6 0 0|0 6 0 0|0 6 O
00,0 6 0 0|0 6 0 0|0 0 6
00,0 6 0 0|0 O 6 0|0 O 6
00,0 0O 6 0] 0 O 6 0|0 0 6
00/ O 6 0 00O 6 0 0|0 O 6
00, O 6 0 00O O 6 0|0 O 6
00, O 0 6 00O O 6 0|0 O 6
00/ O 6 0 00O O 6 0|0 O 6
00, O 0 6 00O O 6 0|0 O 6
00, O 0 6 00O O 6 0|0 O 6
60,0 0 6 00O 0 6 0|0 0 O
60,0 0 6 00O 0 0 6|0 0 O
60,0 0 0O 60 0 0 6|0 0 O
60,0 0 6 00O 0 0 6|0 0 O
60,0 0 0O 6§00 0 0 6|0 0 O
60,0 0 0O 6§00 0 0 6|0 0 O
60, 0 0 6 00O 0 O 6|0 0 O
60, 0 0 0 60 0 O 6|0 0 O
60,0 0 0 60 O O 6|0 0 O
60,0 0 0 60 0O O 6|0 0 O

0
0
0
0
0
0
0
0
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0

0
0
0
0
0

0

0

5

3
3
3
3
3
3
3
3
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
6
6
6
6

6
6
6
6
6

6

P.14

(F)|7 37 60 112|216 75 125 0|13 51 91 61|10 33 75 98|7 21 71 117|4 15 73 124|1 15 75 125

42230 0 O

41130 0O

33230 0 O

33130 0 O

32230 0O

31130 0 O

22130 0O

21130 00

65460 6 O

65360 6 O

65260 6 O

65160 6 O

64360 0 6

64260 0 6

64160 0 6

63260 0 6

63160 0 6

62160 0 6

54360 0 O

54260 0 O

54160 0 O

53260 0 O

53160 0 O
52160 0 O
43260 0 O
43160 0 O
42160 0 O

32160 0 O




