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Resumo

Dado um número primo p, uma sequência A(p) está formada pelos menores divi-
sores dos p−múltiplos dos números triangulares. A Conjetura de Navarrete-Orellana

estabelece que quando p é grande, gera-se uma sequência A(p), de tal maneira que
todos os números primos ímpares p ′, exceto o primo p, são pontos �xos dessa sequên-
cia. Neste trabalho elaboramos um teorema que demostra parcialmente essa conjetura
mas, especi�camente, em uma faixa de primos 2p.

Palavras-chave: Padrões em números primos, Números triangulares, Pontos �xos,
Família de sequências, Solução de conjetura.





Abstract

Given a prime number p, a sequence A(p) is formed by the smallest divisors of the
p−multiples of the triangular numbers. The Navarrete-Orellana Conjecture establishes
that when p is large, a sequence A(p) is generated, in such a way that all the odd prime
numbers p′, except the prime p, are �xed points of that sequence. In this work, we
elaborate a theorem that partially demonstrates this conjecture but, speci�cally, in a
strip of primes 2p.

Keywords: Prime number patterns, Triangular numbers, Fixed points, Sequence fa-
mily, Conjecture solution.
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1 Introdução

Ao nos depararmos com um dos problemas mais intrigantes e antigos da matemá-
tica, qual seja, descobrir uma fórmula capaz de gerar todos os números primos, de
maneira exata e sem exceção, encontramos algumas soluções, que no entanto, não são
e�cientemente computáveis [1].

Apesar de notáveis esforços, tais como uma fórmula baseada no teorema de Wilson
[2], as fórmulas de Mills [3] e Wright [4], o trabalho de Jones, Sato, Wada e Wiens
[5], assim como outras abordagens, como a de Rowland [6], há outras possibilidades a
serem exploradas.

Navarrete e Orellana [7] trabalharam nessa direção, e elaboraram, então, uma forma
de encontrar os primos ímpares como pontos �xos de uma determinada sequência.

Os autores veri�caram que quanto maior for o primo utilizado para gerar a sequên-
cia, maior a quantidade de primos que são pontos �xos da mesma, chegando a 100%
dos primos analisados, em determinados casos.

Tais resultados levaram os autores a conjeturar que para um valor muito grande do
primo acima referido, teríamos que qualquer número primo ímpar, diferente daquele
usado para gerar a sequência, é ponto �xo dessa sequência.

Neste trabalho, apresentamos uma prova parcial para a conjetura de Navarrete-
Orellana. A demonstração de nosso teorema a�rma a veracidade da conjetura para
uma certa região in�nita de números primos, grosso modo, todos os números primos
que estão dentro de uma faixa são pontos �xos.

A prova parcial pode ser um passo para uma prova de�nitiva, sendo um possível
caminho para uma fórmula e�cientemente computável para os números primos, que é
o objetivo �nal de nossas aspirações ao escrevermos este texto.

19





2 Resultados Preliminares

Neste capítulo de�niremos alguns conjuntos, sequências, ponto �xo e o teorema de
Bertrand-Chebyshev, para a compreensão de um tipo especial de família de sequências,
que será estudada no próximo capítulo.

De�nição 2.1 (Conjunto dos Números Naturais).

N = {0, 1, 2, 3 . . .}

Notação 2.1. N? = N− {0}

De�nição 2.2 (Conjunto dos Números Inteiros).

Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3 . . .}

De�nição 2.3 (Conjunto dos Divisores de n). Dado n ∈ N. De�nimos, o conjunto
de divisores de n, por

D [n] = {d : d|n} (2.1)

2.1 Números Primos

Os números primos possuem uma de�nição tão simples, porém sua distribuição, no
conjunto dos números inteiros, é complicadíssima. Fato que motivou, motiva e motivará
matemáticos a buscar cada vez uma compreensão melhor sobre estes números. A seguir
apresentamos o conjunto dos números primos.

De�nição 2.4 (Conjunto de Números Primos). Dado n ∈ N, n é primo se, e
somente se, possui como únicos divisores 1 e o próprio n. O conjunto dos números
primos, denotado por P , é dado por

P = {2, 3, 5, 7, 11, . . .}

Notação 2.2. P? = P − {2}

Observação 2.1.

(i) A De�nição 2.4 é equivalente a:

P = {pk : k ∈ N?}

onde, p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, . . ..

(ii) Do mesmo modo, P? = {pk : k ∈ N?, k > 1}.
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22 Resultados Preliminares

2.2 Números Triangulares

Ao olharmos a sequência {0, 1, 3, 6, 10, 15, 21, . . .} podemos dizer que esta descreve a
recorrência de primeira ordem linear não homogênea: an = an−1+(n−1), e cuja solução
é dada por an = n(n−1)

2
, n > 0. Agora, o nome deve-se ao fato que, originalmente, foi

obtida através de pontos no triangulo equilátero. A seguir, de�nimos essa sequência.

De�nição 2.5 (Sequência dos Números Triangulares).

T = {t(n)}n∈N? =

{
n(n− 1)

2
: n ∈ N?

}
= {0, 1, 3, 6, 10, 15, 21, . . .} (2.2)

De�nição 2.6 (Sequência de p−múltiplos dos Números Triangulares). Dado
p ∈ P . De�nimos,

Tp = {tp(n)}n∈N? =

{
n(n− 1)p

2
: n ∈ N?

}
= {0, p, 3p, 6p, 10p, 15p, 21p, . . .} (2.3)

Exemplo 2.1. Para p = 3, temos T3 = {t3(n)}n∈N? = {0, 3, 9, 18, 30, 45, 63, . . .}.

De�nição 2.7 (Conjunto dos Divisores de tp(n)).

D [tp(n)] = {dp : dp ∈ N?; dp | tp(n)} (2.4)

Exemplo 2.2. Para p = 3 temos, na última coluna da Tabela 2.2.1, os sete primeiros
conjuntos dos divisores de t3(n).

Tabela 2.1: Os sete primeiros conjuntos D [t3(n)].

n t(n) t3(n) D [t3(n)]

1 0 0 N∗
2 1 3 {1, 3}
3 3 9 {1, 3, 9}
4 6 18 {1, 2, 3, 6, 9, 18}
5 10 30 {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}
6 15 45 {1, 3, 5, 9, 15, 45}
7 21 63 {1, 3, 7, 9, 21, 63}

Fonte: Autores (2020).

2.3 Ponto Fixo

Os pontos �xos de uma função tem muitas aplicações na ciência e nas engenharias.
Uma aplicação muita conhecida consiste na obtenção de raízes de equações algébricas
não-lineares. A seguir apresentamos a de�nição de ponto �xo.

De�nição 2.8 (Ponto Fixo). Seja f : Z −→ Z uma função. Dizemos que x ∈ Z é
um ponto �xo de f , se f(x) = x.
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A seguir, enunciaremos o Teorema de Bertrand-Chebyshev; inicialmente esse te-
orema era conhecido como o Postulado de Bertrand, mas em 1852 foi provado por
Chebyshev, e em 1919 pelo matemático Ramanujan.

O teorema será utilizado na demonstração de um corolário, no �nal do Capítulo 4.

Teorema 2.1 (Bertrand-Chebyshev). Seja pk ∈ P, k > 1 . Então, pk+1 < 2pk.

Prova. Informações da demostração desse teorema encontra-se em [8].

Exemplo 2.3. Considere o número primo pk = 101. Então, pelo Teorema de Bertrand-
Chebyshev, o seguinte número primo é menor que 2pk = 202. Nesse caso, o número
primo é pk+1 = 103.

Com estas de�nições, temos os conceitos necessários para o estudo de uma particular
família de sequências, que veremos no capítulo seguinte.





3 Uma Família de Sequências

Neste capítulo de�niremos uma família especial de sequências, que denotaremos por
A = {A(p)}p∈P , e estudaremos suas características e padrões.

3.1 A Sequência A(p)

Essa sequência é composta pelos menores divisores p−múltiplos dos números trian-
gulares.

De�nição 3.1 (Sequência A(p)). Seja p ∈ P . A sequência A(p) é formada pelos me-
nores divisores dos p−múltiplos dos números triangulares; estes divisores são números
positivos que ainda não apareceram na sequência.

Observação 3.1.

(i) A sequência A(p) pode, equivalentemente, de�nir-se por A(p) = {a(n)}n∈N? , onde
a : N? −→ N? é uma função, de�nida por

a(n) =


1 se n = 1
p se n = 2

minD [tp(n)] se n > 3, a(n) 6= a(n′), ∀n′ < n
(3.1)

(ii) Note que o n−ésimo termo da sequência A(p), a(n), possui a propriedade de
a(1) = 1 e a(2) = p. Consequência de 1 ser o menor divisor de 0 e p ser o menor
divisor de p, diferente de 1.

Exemplo 3.1. Para p = 3 mostramos, na Tabela 3.1, os sete primeiros elementos da
sequência A(3). Assim, A(3) = {1, p, 9, 2, 5, 15, 7, ...}.

Com a �nalidade de simpli�car o processo de contas, ao calcular os elementos de
A(p), de�nimos a seguinte sequência.

De�nição 3.2 (Sequência Ã(p)). Seja p ∈ P?. De�nimos a sequência Ã(p) =
{ã(n)}n∈N? , onde ã : N? −→ N? é uma função, de�nida por

ã(n) =


1 se n = 1
p se n = 2

minD [t(n)] se n > 3, ã(n) 6= ã(n′), ∀n′ < n
(3.2)

A seguir enunciaremos duas proposições que resultam das sequências A(p) e Ã(p).
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Tabela 3.1: Elementos de A(3).

n t(n) t3(n) D[t3(n)] a(n)

1 0 0 N∗ 1
2 1 3 {1, 3} p
3 3 9 {1, 3, 9} 9
4 6 18 {1, 2, 3, 6, 9, 18} 2
5 10 30 {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30} 5
6 15 45 {1, 3, 5, 9, 15, 45} 15
7 21 63 {1, 3, 7, 9, 21, 63} 7

Fonte: Autores (2020).

Proposição 3.1. Os elementos de A(p) satisfazem uma relação biunívoca, ou seja, se

a(m) = n e a(m′) = n′, com m 6= m′ então n 6= n′.

Prova. Provaremos por absurdo. Suponhamos que existam m e m′, m 6= m′, tais
que a(m) = a(m′) = n. Sem perda de generalidade, consideremos m < m′. Então
como a(m) = n, segue que pela De�nição 3.1, os números posteriores a ele tem como
resultado na sequência um número diferente de n, logo, a(m′) 6= n, o que é um absurdo.
�

Proposição 3.2. Para todo p ∈ P, p > 5, sejam as sequências A(p) e Ã(p). Se

p′ ∈ P?, p′ < 2p e p′ 6= p, então a(p′) = ã(p′).

Prova. Seja a(p′) = m e ã(p′) = m′. Primeiro, vamos provar que m′ não é múltiplo
de p. Suponhamos que m′ seja um múltiplo de p. Como a(2) = p, segue que m′ > 2p.

Temos que p′ |
[
p′(p′−1)

2

]
e ã(n) 6= p′, n < p′, visto que p′ -

[
n(n−1)

2

]
, e como p′ < 2p 6 m′

então ã(p′) = p′, o que é um absurdo. Logom′ não é múltiplo de p. De maneira análoga,
temos que m não é múltiplo de p′.

Seja m′ < m. Como m′ |
[
p′(p′−1)

2

]
, e daí segue que m′ |

[
p′(p′−1)p

2

]
, então ∃q; a(q) =

m′, q < p′. Então m′ |
[
q(q−1)p

2

]
, e como m′ não é múltiplo de p, segue que m′ |

[
q(q−1)

2

]
,

e como q < p′, segue que ã(q) = m′, o que é um absurdo.

Seja m < m′. Como m |
[
p′(p′−1)p

2

]
, e daí segue que m |

[
p′(p′−1)

2

]
, em virtude de

m não ser múltiplo de p, então ∃q; ã(q) = m, q < p′. Então m |
[
q(q−1)

2

]
, e como

m |
[
q(q−1)p

2

]
e q < p′, segue que a(q) = m, o que é um absurdo.

Portanto m = m′, ou seja, a(p′) = ã(p′). �

Exemplo 3.2. Para p = 5 mostramos, na Tabela 3.2, alguns valores de ã(n) e a(n);
note-se que �nsa� signi�ca: não se aplica. Quando p′ < 2p = 10, con�rma-se a Propo-
sição 3.2.

Exemplo 3.3. Para p = 7 mostramos, na Tabela 3.3, alguns valores de ã(n) e a(n).
Quando p′ < 2p = 14, con�rma-se a Proposição 3.2.
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Tabela 3.2: Elementos de Ã(5) e A(5).

n p′ t(n) t5(n) D[t(n)] D[t5(n)] ã(n) a(n) ã(n) = a(n)

1 0 0 N∗ N∗ 1 1 X
2 1 5 {1} {1, p} p p X
3 3 3 15 {1, 3} {1, 3, 5, 15} 3 3 X
4 6 30 {1, 2, 3, 6} {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30} 2 2 nsa
5 5 10 50 {1, 2, 5, 10} {1, 2, 5, 10, 25, 50} 10 10 nsa
6 15 75 {1, 3, 5, 15} {1, 3, 5, 15, 25, 75} 15 15 nsa
7 7 21 105 {1, 3, 7, 21} {1, 3, 5, 7, 15, 21, 35, 105} 7 7 X
8 28 140 {1, 2, 4, 7, 14, 28} {1, 2, 4, 5, 7, 10, 14, 20, 28, 35,

70, 140}
4 4 nsa

9 36 180 {1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18,
36}

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 12, 15,
18, 20, 30, 36, 45, 60, 90, 180}

6 6 nsa

Fonte: Autores (2020).

Tabela 3.3: Elementos de Ã(7) e A(7).

n p′ t(n) t7(n) D[t(n)] D[t7(n)] ã(n) a(n) ã(n) = a(n)

1 0 0 N∗ N∗ 1 1 X
2 1 7 {1} {1, p} p p X
3 3 3 21 {1, 3} {1, 3, 7, 21} 3 3 X
4 6 42 {1, 2, 3, 6} {1, 2, 3, 6, 7, 14, 21, 42} 2 2 nsa
5 5 10 70 {1, 2, 5, 10} {1, 2, 5, 7, 10, 14, 35, 70} 5 5 X
6 15 105 {1, 3, 5, 15} {1, 3, 5, 7, 15, 21, 35, 105} 15 15 nsa
7 7 21 147 {1, 3, 7, 21} {1, 3, 7, 21, 49, 147} 21 21 nsa
8 28 196 {1, 2, 4, 7, 14, 28} {1, 2, 4, 7, 14, 28, 49, 98, 196} 4 4 nsa
9 36 252 {1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18,

36}
{1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 12, 14, 18,
21, 28, 36, 42, 63, 84, 126, 252}

6 6 nsa

10 45 315 {1, 3, 5, 9, 15, 45} {1, 3, 5, 7, 9, 15, 21, 35, 45, 63,
105, 315}

9 9 nsa

11 11 55 385 {1, 5, 11, 55} {1, 5, 7, 11, 35, 55, 77, 385} 11 11 X
12 66 462 {1, 2, 3, 6, 11, 22, 33,

66}
{1, 2, 3, 6, 7, 11, 14, 21, 22, 33,
42, 66, 77, 154, 231, 462}

22 14 nsa

13 13 78 546 {1, 2, 3, 6, 13, 26, 39,
78}

{1, 2, 3, 6, 7, 13, 14, 21, 26, 39,
42, 78, 91, 182, 273, 546}

13 13 X

Fonte: Autores (2020).

3.2 Padrões na Sequência A(p)

Considere o número primo p = 7. Da oitava coluna da Tabela 3.3 observamos que:

A(7) = {1, p, 3, 2, 5, 15, 21, 4, 6, 9, 11, 14, 13} (3.3)

Se continuarmos a calcular mais elementos de A(7), teríamos

A(7) = {1, p, 3, 2, 5, 15, 21, 4, 6, 9, 11, 14, 13, 49, 35, 8, 17, 51, 19, 10, 30, 33, 23, 12} (3.4)

De (3.4) podemos obter o grá�co de a(n), isto é,

G(a) = {(1, 1), (2, p), (3, 3), (4, 2), (5, 5), (6, 15), (7, 21), (8, 4), (9, 6), (10, 9),

(11, 11), (12, 14), (13, 13), (14, 49), (15, 35), (16, 8), (17, 17), (18, 51),

(19, 19), (20, 10), (21, 30), (22, 33), (23, 23), (24, 12)} (3.5)

Por outro lado, considere o grá�co da função identidade i(n), dado por

G(i) = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6), (7, 7), (8, 8), (9, 9), (10, 10),

(11, 11), (12, 12), (13, 13), (14, 14), (15, 15), (16, 16), (17, 17), (18, 18),

(19, 19), (20, 20), (21, 21), (22, 22), (23, 23), (24, 24)} (3.6)
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Tabela 3.4: Elementos de A(7).

n p′ a(n)

1 1
2 p
3 3 3
4 2
5 5 5
6 15
7 7 21
8 4
9 6
10 9
11 11 11
12 14
13 13 13
14 49
15 35
16 8

n p′ a(n)

17 17 17
18 51
19 19 19
20 10
21 30
22 33
23 23 23
24 12
25 20
26 25
27 27
28 18
29 29 29
30 87
31 31 31
32 16

n p′ a(n)

33 22
34 77
35 85
36 42
37 37 37
38 133
39 39
40 26
41 41 28
42 41
43 43 43
44 86
45 45
46 63
47 47 47
48 24

Fonte: Autores (2020).

A interseção desses grá�cos é mostrada na Figura 3.2. Note que, à exceção de p = 7,
a interseção ocorre em todos os números primos ímpares: {3, 5, 11, 13, 17, 19, 23}, ou
seja, a(3) = 3, a(5) = 5, a(11) = 11, a(13) = 13, a(17) = 17, a(19) = 19 e a(23) = 23.
Isto também foi observado nas colunas 2 e 8 da Tabela 3.3. Então, de modo natural,
surgem as seguintes perguntas:

1a Será que todos os números primos ímpares da sequência A(7), com exceção do 7,
são pontos �xos dessa sequência?

ou, inversamente,

2a Será que todos os pontos �xos de A(7), excetuando o próprio 7, são números

primos ímpares?

Gostaríamos de responder a�rmativamente, mas veja a Tabela 3.4, ela apresenta os 48
primeiros elementos da sequência A(7). Note que a(27) = 27 é um ponto �xo, sendo
que 27 não é primo, assim responde negativamente a segunda pergunta, já a(41) = 28,
não é ponto �xo, porém 41 é primo, respondendo negativamente a primeira pegunta.

Na verdade, a primeira pergunta tem uma resposta a�rmativa, dada pela Conje-
tura de Navarrete-Orellana, [7], que con�rma sua veracidade para p grandes. Neste
trabalho é demostrado parcialmente essa conjetura (ou seja, em uma faixa de primos),
fato que veremos no próximo capítulo.

Por outro lado, a segunda pergunta, constitui um problema da matemática em
aberto. Não existe nenhuma formulação ou conjetura a respeito disso.

Para entender melhor a explicação dada acima, precisaremos de�nir o que é uma
faixa de primos.

De�nição 3.3 (Faixa de primos 2p). Dado p ∈ P?. Uma faixa de primos 2p,
denotada por F2p, é de�nida por

F2p = {(p, p′) ∈ Z× Z : p, p′ ∈ P?, p′ < 2p} (3.7)
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Notação 3.1. Quando não houver perigo de confusão, a faixa de primos 2p pode
considerar-se como

F2p = {p′ ∈ P? : p′ < 2p} (3.8)

De�nição 3.4 (Faixa de primos 2p−estrela).

F ?
2p = F2p − {(p, p) : p ∈ P?} (3.9)

Exemplo 3.4. Na Figura 3.1 mostramos seis faixas de primos 2p, quando p = 3, 5, 7, 11, 13
e 17. Em particular, a faixa de primos F2p, p = 17, é dada por

(i) F2(17) = {3, 5, 7, 11, 13,17, 19, 23, 29, 31}

(ii) F ?
2(17) = {3, 5, 7, 11, 13, 19, 23, 29, 31}

Figura 3.1: Faixas de primos 2p, p = 3, 5, 7, 11, 13 e 17.

3 5 7 11 13 17

3
5
7

11
13

17
19

23

29
31

Fonte: Autores (2020).

No próximo capítulo apresentaremos a Conjetura de Navarrete e Orellana, e de-
monstraremos o Teorema Principal desse trabalho.
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Figura 3.2: Interseção dos grá�cos das funções a(n) e i(n).

Fonte: Autores (2020).



4 O Teorema Principal

Neste capítulo será enunciada a Conjetura de Navarrete-Orellana (CN-O), cujo
estudo nos motivou a reformular e demonstrar, parcialmente, a mesma. Também será
enunciado e demonstrado o Teorema Principal desse trabalho. Finalmente, estuda-se
um importante corolário.

A CN-O nos fornece uma condição necessária, mas não su�ciente, para que um
número seja primo, grosso modo: o fato de um número ser ponto �xo, de uma deter-

minada sequência, é apenas condição necessária para que esse número seja primo. A
seguir, enunciaremos a CN-O (�Conjecture 6.1� em [7]), sofrendo uma leve modi�cação,
com relação à notação.

Conjetura 4.1 (A Conjetura de Navarrete-Orellana). Sejam p ∈ P e A(p) =
{a(n) : n ∈ N?}. Então, p sendo um número grande, e para qualquer p′ 6= p, se
p′ ∈ P?, então a(p′) = p′.

Informações adicionais sobre essa conjetura são encontradas em [7].

O seguinte lema é útil para a demonstração do Teorema Principal.

Lema 4.1. Sejam p ∈ P, m ∈ N? e A(p) = {a(n) : n ∈ N?}. Se a(n) = m então

n 6 2m.

Prova.
Demonstraremos pelo absurdo. Suponha que exista n ∈ N?, tal que n > 2m. Seja

n′ o menor dentre esses elementos, e seja a(n′) = m′. Seja a(2m′) = q. Como 2m′ < n′,
segue que 2m′ 6 2q, ou seja, m′ 6 q, visto que n′ é o menor elemento tal que para
a(n) = m, então n > 2m, e pela proposição 3.1, temos que m′ 6= q, de maneira que

m′ < q. Como m′ |
[
2m′(2m′−1)p

2

]
e m′ < q, então a(2m′) = m′, visto que n′ > 2m′, o

que é um absurdo, de maneira que não existe n ∈ N?, tal que n > 2m.

Exemplo 4.1. Aplicaremos o Lema 4.1 para o caso particular : p = 3, n < 6 e m < 6.
Estes resultados são mostrados na Tabela 4.1.

O seguinte teorema é o Teorema Principal desse trabalho; ele a�rma que se cumpre
a CN-O, ou seja, garante que todos os números primos da faixa de primos 2p−estrela,
F ?

2p, são pontos �xos de a(n). Portanto, o termo �parcialmente� signi�ca que somente
é válido para uma faixa de primos, e não para todos os números primos.

Teorema 4.1 (Teorema Principal). Sejam p ∈ P? e A(p) = {a(n)}n∈N?. Se p′ ∈ P?,

p′ 6= p e p′ < 2p, então a(p′) = p′.
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Tabela 4.1: Aplicação do Lema 4.1, quando p = 3.

n m = a(n) n 6 2m

1 1 X
2 3 X
3 9 X
4 2 X
5 5 X
6 15 X
7 7 X

Fonte: Autores (2020).

Prova.
Seja p′ = 2q + 1, para algum q ∈ N*. Considere a(n) = q. Pelo Lema 4.1, temos que
n 6 2q. Assim, n < 2q + 1 = p′, ou seja, a(p′) 6= q. Note que 2q < 2q + 1 < 3q < ...,
porém, 2q - p′qp, pois p′ e p são ímpares. Além disso, 2q + 1 < 2p < 3p < ... e
(2q + 1) | p′qp. Logo, a(p′) = 2q + 1 = p′. Portanto, p′ é ponto �xo da sequência A(p).
�

Exemplo 4.2. Aplicaremos o Teorema Principal para o caso particular: p = 3. Esses
resultados são mostrados na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Aplicação do Teorema Principal, quando p = 3.

n p′ a(n) p′ < 2p = 6 a(p′) = p′, p′ 6= p
1 1 nsa nsa
2 p nsa nsa
3 3 9 X nsa
4 2 nsa nsa
5 5 5 X X

Fonte: Autores (2020).

Exemplo 4.3. Aplicaremos o Teorema Principal para o caso particular: p = 5. Esses
resultados são mostrados na Tabela 4.3.

Exemplo 4.4. Aplicaremos o Teorema Principal para o caso particular: p = 7. Esses
resultados são mostrados na Tabela 4.4.

Exemplo 4.5. Aplicaremos o Teorema Principal para o caso particular: p = 11. Esses
resultados são mostrados na Tabela 4.5, onde �nsa� signi�ca: não se aplica.

Corolário 4.1. Seja pk ∈ P , k > 3. Então, a(pk) = pk, onde a(n) ∈ A(pk−1).

Prova. Seja a sequência A(pk−1) = {a(n)}n∈N? . Pelo Teorema 2.1, temos que pk <
2pk−1. Como pk 6= pk−1, temos, pelo Teorema Principal, que a(pk) = pk. �

Exemplo 4.6. Considere o número primo p3 = 5 e a sequência A(p2) = A(3) =
{1, 3, 9, 2, 5, 15, 7, . . .}. Logo, pelo Corolário 4.1, a(p3) = a(5) = 5 = p3.
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Tabela 4.3: Aplicação do Teorema Principal, quando p = 5.

n p′ ã(n) a(n) p′ < 2p = 10 a(p′) = p′, p′ 6= p
1 1 1 nsa nsa
2 p p nsa nsa
3 3 3 3 X X
4 2 2 nsa nsa
5 5 10 10 X nsa
6 15 15 nsa nsa
7 7 7 7 X X
8 4 4 nsa nsa
9 6 6 nsa nsa

Fonte: Autores (2020).

Tabela 4.4: Aplicação do Teorema Principal, quando p = 7.

n p′ ã(n) a(n) p′ < 2p = 14 a(p′) = p′, p′ 6= p
1 1 1 nsa nsa
2 p p nsa nsa
3 3 3 3 X X
4 2 2 nsa nsa
5 5 5 5 X X
6 15 15 nsa nsa
7 7 21 21 X nsa
8 4 4 nsa nsa
9 6 6 nsa nsa
10 9 9 nsa nsa
11 11 11 11 X X
12 22 14 nsa nsa
13 13 13 13 X X

Fonte: Autores (2020).

Exemplo 4.7. Considere o número primo p4 = 7 e a sequência A(p3) = A(5) =
{1, 5, 3, 2, 10, 15, 7, 4, 6, 9, 11, 22, 13, . . .}. Logo, pelo Corolário 4.1, a(p4) = a(7) = 7 =
p4.

Observação 4.1.

O Corolário 4.1 pode, equivalentemente, ser enunciado da seguinte forma:

Todo número primo maior que 3 é ponto �xo em pelo menos uma sequência
da família A.

No próximo capítulo apresentaremos alguns testes numéricos no Teorema Principal.
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Tabela 4.5: Aplicação do Teorema Principal, quando p = 11.

n p′ ã(n) a(n) p′ < 2p = 22 a(p′) = p′, p′ 6= p
1 1 1 nsa nsa
2 p p nsa nsa
3 3 3 3 X X
4 2 2 nsa nsa
5 5 5 5 X X
6 15 15 nsa nsa
7 7 7 7 X X
8 4 4 nsa nsa
9 6 6 nsa nsa
10 9 9 nsa nsa
11 11 55 55 X nsa
12 22 22 nsa nsa
13 13 13 13 X X
14 91 77 nsa nsa
15 21 21 nsa nsa
16 8 8 nsa nsa
17 17 17 17 X X
18 51 33 nsa nsa
19 19 19 19 X X
20 10 10 nsa nsa
21 14 14 nsa nsa

Fonte: Autores (2020).



5 Testes Numéricos do Teorema

Principal

Neste capítulo serão realizados alguns testes numéricos do Teorema Principal (Te-
orema 4.1), para números primos grandes. Dessa forma, rea�rmamos sua veracidade.
Com um código computacional e o uso do computador obteremos a quantidade de
pontos �xos na família especial de sequências A.

Para entender a explicação dos testes, precisamos de�nir alguns conceitos de quan-
tidade de números primos.

No que segue, o símbolo # denota a quantidade de elementos de um conjunto.

De�nição 5.1 (Quantidade de Números Primos). Seja x ∈ R, x > 0. De�nimos
π(x) como sendo a quantidade de números primos menores ou iguais a x. Isto é,

π(x) = # {p ∈ P : p 6 x} (5.1)

Notação 5.1.

(i) Seja p ∈ P . Denotamos a quantidade de primos que são pontos �xos de
A(p), na Faixa de primos 2p, por

PF (p) = #
{
p′ ∈ P? : ã(p′) = p′, p′ < 2p, p′ 6= p, ã(n) ∈ Ã(p)

}
(ii) Seja p ∈ P . Denotamos a quantidade de números primos na Faixa de

primos 2p, por

Π(2p) = # {p′ ∈ P? : p′ < 2p, p′ 6= p} = π(2p)− 2

5.1 Aplicação dos Testes

Com a �nalidade de rea�rmar a veracidade do Teorema Principal, para números
primos p grandes, se realizaram alguns testes numéricos. Devido ao valor grande que
consideramos para p, o qual, implica complexidade de cálculo, foi necessário implemen-
tar um código computacional. Se optou pela linguagem Python 3.8.

Para constatar a quantidade de números primos que são pontos �xos da sequência
a(n) ∈ A(p), na Faixa de primos 2p, conforme o Teorema Principal aponta, se elabo-
raram 6 testes como descritos na Tabela 5.1. Não foram escolhidos mais testes por
causa do tempo computacional que demandou para rodar o 6o teste. O 5o e o 6o teste
demoraram, aproximadamente, 3 e 5 horas, respectivamente; mas sobretudo porque se

35



36 Testes Numéricos do Teorema Principal

usou um computador simples: notebook com processador Intel i5, sexta geração e 2.3
GHz de CPU.

Vamos, agora, descrever a tabela. Na segunda coluna, para cada teste, foram
escolhidos alguns números primos; na verdade, os 4 primeiros testes são os números
primos mais próximos a 10, 100, 1.000 e 10.000, respectivamente. Já o 5o e o 6o teste são
números primos mais próximos a 20.000 e 30.000, respectivamente. Na terceira coluna
encontra-se o dobro dos números primos. Na quarta coluna especi�camos a quantidade
de números primos que são pontos �xos da sequência ã(n) ∈ Ã(p), ou seja, o valor de
PF (p), obtido pela execução do código computacional. A quinta coluna corresponde
à quantidade de números primos que há até 2p, ou seja, Π(2p). Esse valor foi obtido
usando o software: �Wolfram Mathematica 12� pelo comando: �PrimePi[2p ] - 2 �. E,
�nalmente, a última coluna é a constatação da veracidade do Teorema Principal desse
trabalho.

Tabela 5.1: Testes numéricos no Teorema Principal para diferentes números primos p,
sendo a sequência A(p) = {a(n)}16n<2p.

Teste p 2p PF (p) Π(2p) PF (p) = Π(2p)
1o 7 14 4 4 X
2o 97 194 42 42 X
3o 997 1.994 299 299 X
4o 9.973 19.946 2.252 2.252 X
5o 19.997 39.994 4.201 4.201 X
6o 29.989 59.978 6.503 6.053 X

Fonte: Autores (2020).



6 Considerações Finais

A prova parcial da conjetura de Navarrete e Orellana, nada obstante sua limitação,
é um passo muito sólido na direção de uma prova de�nitiva, visto que todo primo que
atende às condições é ponto �xo, conforme resultado dos testes numéricos.

Isto permite uma outra abordagem para a referida conjetura: ao invés de se buscar a
sequência que a atende, é possível procurar uma forma de limitar a classe de sequências
mencionada no corolário, que sabemos que contempla todos os primos ímpares.

Restam então duas circunstâncias a serem observadas: (a) a prova de�nitiva da
conjetura, onde um caminho seria aumentar o grossor da faixa de primos, e (b) a
recíproca da conjetura (problema da matemática em aberto).

Ainda, sobre este último tópico (b), os testes da Tabela 5.1 parecem mostrar que a
recíproca da conjetura é verdadeira dentro da faixa estipulada, qual seja, a de números
menores que 2p, o que nos leva a crer que o presente trabalho pode igualmente ser um
ponto de partida para a solução deste óbice.

Reiteramos, por �m, que o presente trabalho re�ete nossa expectativa de contri-
buirmos para uma possível fórmula e�cientemente computável para os números primos,
pois com uma prova de�nitiva da conjetura de Navarrete e Orellana, e excluindo os
falsos primos (pontos �xos que não são primos), poderemos solucionar um dos
problemas mais antigos e intrigantes da matemática.
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