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Claudemir por tornarem posśıvel a minha ida a Campo Grande para a realização do mestrado.

Obrigado por seu aux́ılio e por sempre acreditarem no meu sucesso.

Aos meu colegas de turma e amigos Anderson, João e Lucas por sempre me auxiliarem

quando eu precisava, pelas nossas conversas e tornarem o mestrado mais prazeroso.

Aos professores do PROFMAT por compartilhar seu conhecimento e me fazer evoluir in-

telectualmente e como pessoa, principalmente à minha orientadora Profa. Dra Rúbia Mara

de Oliveira Santos, por ser essa pessoa fantástica, companheira, paciente e por sempre ter

acreditado em mim, as vezes, até mais do que eu mesma.
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Resumo

A Forma Canônica de Jordan (FCJ) é uma das formas de se representar uma matriz, ou

um operador linear através de um tipo especial de matriz triângular superior. Esta, por sua

vez, semelhante a matriz original deste operador. Este trabalho apresenta conceitos, resultados

importantes e um método prático para encontrar as FCJ. Com o intuito de motivar estudantes

da área de ciências exatas, serão apresentadas algumas aplicações desta teoria na resolução de

problemas, alinhando a teoria com a prática.

Palavras-chave: Forma Canônica de Jordan, Diagonalização, Aplicações.
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Abstract

The Canonical Form of Jordan (FCJ) is one of the ways to represent a matrix, or a linear

operator through a special type of upper triangular matrix. This, in turn, is similar to the

original matrix of this operator. This work presents concepts, important results, and a prac-

tical method to find JCF. In order to motivate students in the field of exact sciences, some

applications of this theory will be presented in solving problems, meeting theory and practice.

Keywords: Jordan Canonical Form, Diagonalization, Applications
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3.1 Motivação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2 Conceitos básicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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Caṕıtulo 1

Introdução

Historicamente, o estudo da álgebra linear teve ińıcio por volta de 300 a.C com os babilônicos

e a resolução de sistemas lineares de ordem 2. Posteriormene, por volta de 200 a.C, com os

chineses que mostravam capacidade em resolver sistemas com 3 incógnitas. Apesar disso, esses

estudos somente foram impulsionados a partir do século XVII com Leibniz(1646 - 1716) e o

estudo de determinantes. Durante o século XVIII, diversos matemáticos desenvolveram estudos

relacionados aos métodos matriciais e determinantes e no século XIX Cauchy(1789 - 1857)

introduziu a ideia de matrizes semelhantes e mostrou que elas possuem o mesmo polinômio

carateŕıstico. A partir dáı, outros matemáticos como Jacobi(1804 - 1851), Arthur Cayley(1821

- 1895) e Sylvester(1814 - 1897) desenvolveram e sistematizaram definições e propriedades que

são utilizadas atualmente. Neste mesmo peŕıodo, no ano de 1870 Marie Ennemond Camille

Jordan(1838 - 1922) publicou o livro “Traité des substitutions et des équations algébriques”,

onde, dentre outros assuntos, apresenta a Forma Canônica de Jordan, objeto de estudo desta

dissertação.

Existem operadores lineares que podem ser representados por matrizes diagonais, são os

operadores diagonalizáveis. Esse tipo de matriz tem muita aplicabilidade, uma vez que facilita

alguns cálculos, como na potência de matrizes. No entanto, nem todo operador é diagona-

lizável. Nesse caso, há uma alternativa para se representar esse tipo de operador da forma

mais simples posśıvel, é a chamada forma canônica de Jordan, que poder ser escrita como

a soma de uma matriz diagonal e uma matriz nilpotente. A forma canônica de Jordan tem

aplicações em diversas áreas tais como f́ısica, matemática, engenharias e ciência da computação.
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Este trabalho tem por objetivo apresentar conceitos e resultados importantes referentes à

forma canônica de Jordan, bem como um método prático para encontrá-la. Com o propósito de

unir a teoria à prática serão exibidas algumas aplicações desta teoria na resolução de problemas.

Diversos exemplos foram resolvidos ao longo da dissertação a fim de facilitar a compreensão da

forma canônica de Jordan. Sendo assim, o trabalho está dividido da seguinte maneira:

O caṕıtulo 2 aborda uma breve revisão de conceitos e resultados clássicos oriundos da

álgebra linear como transformações lineares, matriz de uma transformação linear e operadores

diagonalizáveis.

O caṕıtulo 3 inicia com uma motivação para o estudo das formas canônicas de Jordan,

mostrando que, mesmo considerando o espaço vetorial sobre o conjunto dos números complexos,

ainda assim, alguns opradores não podem ser diagonalizados. Resultados importantes serão

enunciados e, na sequencia, é apresentado um algoritmo para se encontrar a forma canônica de

Jordan de um operador linear e uma base de autovetores genúınos e generalizados.

No caṕıtulo 4 serão apresentadas algumas aplicações das formas canônicas de Jordan na

resolução de problemas matemáticos.

Por fim, no caṕıtulo 5 serão apresentadas conclusões e ideias de tabalhos futuros.
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Caṕıtulo 2

Conceitos Preliminares

Neste caṕıtulo serão apresentadas definições, propriedades e resultados oriundos da álgebra

linear, mais especificamente, transformações lineares, matriz de uma transformação linear e

operadores diagonalizáveis. Esses conceitos são essenciais para compreender a forma canônica

de Jordan. No decorrer do trabalho será considerado o corpo K = R ou C sendo espećıficados,

quando necessário, os casos particulares. Os conteúdos aqui abordados foram obtidos em

[3, 5, 8, 9, 10, 12, 16].

2.1 Transformações lineares

Definição 1 Sejam U e V espaços vetoriais sobre K. Uma aplicação T : U → V é uma

transformação linear de U em V se, e somente se,

(i) T (u1 + u2) = T (u1) + T (u2), ∀u1, u2 ∈ U .

(ii) T (α · u) = α · T (u), ∀u ∈ U e α ∈ R.

No caso em que U = V , uma transformação linear T : V → V é chamada operador linear.

Ainda, o conjunto das transformações lineares T : U → V é denotado por L(U, V ).

Exemplo 1 Seja T : U → V , dada por T (u) = 0, ∀u ∈ U (Transformação Linear Nula).

Solução: Sejam u1, u2 ∈ U e α um número real, tem-se

(i) T (u1 + u2) = 0 = 0 + 0 = T (u1) + T (u2).

(ii) T (α · u1) = 0 = α · 0 = α · T (u1).

Logo T é uma transformação linear.
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Exemplo 2 Seja I : V → V , dado por I(v) = v, ∀v ∈ V (Operador Idêntico).

Solução Sejam u1, u2 ∈ U e α um número real, tem-se

(i) I(u1 + u2) = u1 + u2 = I(u1) + I(u2).

(ii) I(α · u1) = α · u1 = α · I(u1).

Logo I é uma transformação linear.

Propriedades 1 Sejam U e V espaços vetoriais sobre K e uma transformação linear

T : U → V .

(i) T (0) = 0 (T transforma o vetor nulo de U no vetor nulo de V ).

(ii) T (−u) = −T (u), ∀u ∈ U .

(iii) T (u1 − u2) = T (u1)− T (u2), ∀u1, u2 ∈ U .

(iv) Sendo T : U → V uma transformação linear então T

(
n∑
i=1

αiui

)
=

n∑
i=1

αiT (ui), ui ∈ U

e αi ∈ R.

Definição 2 Sejam U e V espaços vetoriais sobre um corpo K e T : U → V uma transformação

linear. Indica-se por Nuc(T ) e denomina-se núcleo de T o seguinte subconjunto de U :

Nuc(T )= {u ∈ U | T (u) = 0}.

Lema 1 Seja T : U → V uma transformação linear, então Nuc(T ) é um subespaço vetorial de

U .

Demonstração: Sejam u1 e u2 ∈ Nuc(T ) e α ∈ R então, T (u1) = 0 e T (u2) = 0. Segue dáı,

(a) T (u1 + u2) = T (u1) + T (u2) = 0 + 0 = 0 e v1 + v2 ∈ Nuc(T ).

(b) T (α · u1) = α · T (u1) = α · 0 = 0 e α · v1 ∈ Nuc(T ).

�

Definição 3 Seja T : U → V uma transformação linear, o conjunto {T (u) ∈ V | u ∈ U} é

chamado de imagem da transformação T , denotado por Im(T ).
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Lema 2 Seja T : U → V uma transfomação linear, então Im(T ) é um subespaço vetorial de

V .

Demonstração: Sejam v1 e v2 vetores pertencentes a Im(T ) e α ∈ R. Deve-se mostrar que

v1 + v2 ∈ Im(T ) e α · v1 ∈ Im(T ), isto é, existem vetores u, u∗ ∈ U tal que T (u) = v1 + v2

e T (u∗) = α · v1. Como v1, v2 ∈ Im(T ), existem vetores u1, u2 ∈ U tal que T (u1) = v1 e

T (u2) = v2. Fazendo u = u1 + u2 e u∗ = αu1 tem-se

T (u) = T (u1 + u2) = T (u1) + T (u2) = v1 + v2

e

T (u∗) = T (α · u1) = α · T (u1) = α · v1.

Portanto, Im(T ) é um subespaço vetorial de V .

�

Lema 3 Uma transformação linear T : U → V é injetora se, e somente se, Nuc(T ) = {0}.

Demonstração:

⇒) Suponha T injetora. Seja u ∈ Nuc(T ), então T (u) = 0, mas T (0) = 0 para qualquer

transformação linear, logo T (u) = T (0). Como, por hipótese, T é injetora, então u = 0 e

conclui-se que o núcleo de T possui apenas o vetor nulo.

⇐) Suponha Nuc(T ) = {0}. Sejam u1, u2 ∈ U então,

T (u1) = T (u2)⇒ T (u1)− T (u2) = 0⇒ T (u1 − u2) = 0⇒ u1 − u2 ∈ Nuc(T )⇒

⇒ u1 − u2 = 0⇒ u1 = u2.

Portanto T é injetora.

�

Lema 4 Uma transformação linear T : U → V é sobrejetora se, e somente se, V = [T (u1), . . . , T (un)]

sempre que U = [u1, . . . , un].1

1Seja S = {u1, . . . , un} ⊂ U . O subespaço [S] = {α1 · u1 + . . . + αn · un | α1, . . . , αn ∈ R} é chamado

subespaço gerado por S. Denota-se, também esse subespaço como [u1, . . . , un] (que representa a notação

utilizada neste trabalho).
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Demonstração:

⇒) Suponha T sobrejetora e seja U = [u1, . . . , un]. Tomando v ∈ V arbitrário então, pela

sobrejetividade, existe u ∈ U tal que T (u) = v, dáı

v = T (u) = T

(
n∑
i=1

αi · ui

)
=

n∑
i=1

αi · T (ui) ∈ [T (u1), . . . , T (un)], onde α1, . . . , αn ∈ K.

⇐) Agora, suponha que T leva conjunto de geradores em conjunto de geradores e, tomando

v ∈ V arbitrário, onde U = [u1, . . . , un], V = [T (u1), . . . , T (un)], segue dáı

v =
n∑
i=1

βi · T (ui) = T

(
n∑
i=1

βi · ui

)
∈ U, onde β1, . . . , βn ∈ K.

�

Teorema 1 (Teorema do Núcleo e da Imagem) Sejam U e V espaços vetoriais sobre K

de dimensão finita n. Dada uma transformação linear T : U → V , então

dimU = dimNuc(T ) + dimIm(T ).

Demonstração: Seja B′ = {u1, u2, . . . , ur} uma base de Nuc(T ), ou seja, dimNuc(T ) = r.

Pelo lema 1, o núcleo de T é um subespaço de U . Pelo Teorema do completamento, a base B′

pode ser completada até obter-se uma base B′′ para U . Seja ela B′′ = {u1, u2, . . . , ur, v1, v2, . . . , vs}.

Deve-se mostrar que B = {T (v1), T (v2), . . . , T (vs)} é uma base para a imagem de T.

Dado v ∈ Im(T ), então existe u ∈ U tal que T (u) = v, mas o vetor u pode ser escrito como

combinação linear dos elementos da base B′′ de U , ou seja

u = α1 · u1 + · · ·+ αr · ur + β1 · v1 + · · ·+ βs · vs.

Como T é uma transformação linear e v = T (u), tem-se

T (u) = T (α1 · u1 + · · ·+ αr · ur + β1 · v1 + · · ·+ βs · vs).

= α1 · T (u1) + · · ·+ αr · T (ur) + β1 · T (v1) + · · ·+ βs · T (vs).

= β1 · T (v1) + · · ·+ βs · T (vs).

Assim, dado um v ∈ Im(T ), mostrou-se que ele pode ser escrito como combinação linear dos

elementos do conjunto B, logo, Im(T ) = [T (v1), . . . , T (vs)]. Portanto a imagem de T é gerada

pelo conjunto B. Também, B é linearmente independente, pois

β1 · T (v1) + · · ·+ βs · T (vs) = 0⇒ T (β1 · v1 + · · ·+ βs · vs) = 0.

6



Dessa forma, β1·v1+· · ·+βs·vs ∈ Nuc(T ). Logo esse elemento pode ser escrito como combinação

linear dos elementos da base B′ do núcleo:

β1 ·v1 + · · ·+βs ·vs = α1 ·u1 + · · ·+αr ·ur ⇒ α1 ·u1 + · · ·+αr ·ur+(−β1) ·v1 + · · ·+(−βs) ·vs = 0

Como B′′ = {u1, u2, . . . , ur, v1, v2, . . . , vs} é base de U , então é linearmente independente e

todos os escalares da última igualdade são nulos. Em particular, β1 = · · · = βs = 0. Portanto

B é linearmente independente e gera a imagem de T , logo é uma base para Im(T ). Desta forma

dimIm(T ) = s. Como dimU = r + s, então:

dimU = r + s = dimNuc(T ) + dimIm(T ).

�

Corolário 1 Sejam U e V espaços vetoriais sobre K com mesma dimensão finita n e

T : U → V uma transformação linear. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) T é sobrejetora

(ii) T é bijetora

(iii) T é injetora

(iv) T transforma uma base de U em uma base de V , isto é, se B é uma base de U , então

T (B) é uma base de V .

Demonstração:

(i) ⇒ (ii) Por hipótese T é sobrejetora e Im(T ) = V . Sendo dimU = dimV , pelo teorema do

núcleo e imagem dimU = dimNuc(T ) + dimIm(T ), dáı dimNuc(T ) = 0. Logo, Nuc(T ) = {0}

e, pelo pelo lema 3, T é injetora. Sendo assim, T é bijetora.

(ii)⇒ (iii) Se T é bijetora, então T é injetora.

(iii)⇒ (iv) SejaB1 = {u1, . . . , un} uma base de U , deve-se mostrar queB2 = {T (u1), . . . , T (un)}

é uma base de V . Como U e V têm mesma dimensão e B1 e B2 têm o mesmo número

de elementos, basta mostrar que B2 é linearmente independente. Suponha α1, . . . , α1 ∈ R e

α1 · T (u1) + . . .+ αn · T (un) = 0. Pela linearidade de T

T (α1 · u1 + . . .+ αn · un) = 0.
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Sendo T injetora segue que

α1 · u1 + . . .+ αn · un = 0.

Como B1 é linearmente independente, conclui-se que α1 = . . . = αn = 0, portanto B2 é linear-

mente independente.

(iv)⇒ (i) Seja v ∈ V eB1 = {u1, . . . , un} uma base de U . Por hipótese, B2 = {T (u1), . . . , T (un)}

é uma base de V , logo v é escrito como

α1 · T (u1) + . . .+ αn · T (un) com α1, . . . , αn ∈ R.

Pela linearidade de T

T (α1 · u1 + . . .+ αn · un).

Estando em U a combinação linear α1u1 + . . .+αnun, então todo elemento de V é imagem, por

T , de um elemento de U , isto é, T é sobrejetora.

�

Definição 4 Sejam U e V espaços vetoriais sobre um corpo K. Entende-se por isomorfismo

de U em V uma transformação linear T : U → V que seja bijetora. Um isomorfismo em um

operador T : U → U é um automorfismo de U .

Definição 5 Seja V um espaço vetorial sobre K. Um operador T : V → V associa a cada

vetor v ∈ V um vetor T (v) ∈ V . Se por meio de outro operador S for posśıvel inverter essa

correspondência, de tal modo que, a cada vetor transformado T (v) se associe o vetor de partida

v, diz-se que S é o operador inverso de T , e se indica T−1. Nesse caso, quando T admite a

inversa T−1, diz-se que T é invert́ıvel.

Proposição 1 Se T é um isomorfismo de U em V , então T−1 : V → U também é um isomor-

fismo, de V em U (isomorfismo inverso).

Lema 5 Sejam U e V espaços vetoriais sobre um corpo K. Se dimU = n e B = {u1, u2, ..., un}

é uma base de U , então, para toda sequência v1, v2, ..., vn de vetores de V , a aplicação

T : U → V definida por T

(
n∑
i=1

αi · ui

)
=

n∑
i=1

αi · vi é linear e T (ui) = vi (i = 1, ..., n).

Ademais, se T1 : U → V é linear e T1(ui) = vi (i = 1, ..., n), então T1 = T .

Teorema 2 Dois espaços vetoriais U e V de dimensão finita são isomorfos se, e somente se,

dimU = dimV .
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Demonstração:

⇒) Seja T : U → V um isomorfismo, então Nuc(T ) = {0} e Im(T ) = V . Pelo teorema do

Núcleo e da Imagem, dimU = dimNuc(T ) + dimIm(T ), logo dimU = dimV .

⇐) Sejam B1 = {u1, . . . , un} base de U e B2 = {v1, . . . , vn} base de V . Considerando a

transformação linear T : U → V dada por T

(
n∑
i=1

αi · ui

)
=

n∑
i=1

αi · vi. Supondo
n∑
i=1

αi · vi = 0,

como B2 é linearmente independente, então α1, . . . , αn = 0, assim
n∑
i=1

αi · ui = 0. Logo T é

injetora e, pelo corolário 1, T é sobrejetora. Portanto T é isomorfismo.

2.2 Matriz de uma transformação linear

Sejam U e V espaços vetoriais sobre K de dimensões finitas n e m, respectivamente. Seja,

T : U → V uma transformação linear, B = {u1, u2, . . . , un} uma base de U e C = {v1, v2, . . . , vm}

uma base de V .

Então cada um dos vetores T (u1), T (u2), . . . , T (un), está em V e, consequentemente, é

combinação linear da base C:

T (u1) = a11 · v1 + a21 · v2 + · · ·+ am1 · vm
T (u2) = a12 · v1 + a22 · v2 + · · ·+ am2 · vm

...

T (un) = a1n · v1 + a2n · v2 + · · ·+ amn · vm
equivalentemente,

T (uj) =
m∑
i=1

aij · vi, onde j = 1, 2, . . . , n,

onde os escalares aij estão univocamente determinados.

Definição 6 A matriz m× n

(T )BC =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...

am1 am2 . . . amn


m×n

que se obtém das considerações anteriores é chamada matriz de T em relação às bases B e

C. Denota-se essa matriz por (T )BC.
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Notações:

(T )BC: matriz de T em relação às bases B e C.

(T )B: a matriz de T em relação a base B (quando B = C).

Lema 6 Sejam U um espaço vetorial sobre K e I o operador idêntico de U . Dadas as bases B

e C de U , então (I)BC é a matriz mudança da base C para a base B.

Demonstração: Sejam B = {u1, . . . , un} e C = {v1, . . . , vn} bases de U , então

I(u1) = u1 = a11 · v1 + . . .+ an1 · vn
I(u2) = u2 = a12 · v2 + . . .+ an2 · vn

...
...

I(un) = un = a1n · v1 + . . .+ ann · vn

onde os coeficientes aij, com i = 1, . . . , n e j = 1, . . . n são os elementos da matriz (I)B,C.

Portanto essa é a matriz mudança de base de C para a base B. �

Proposição 2 Sejam U e V espaços vetoriais sobre K de dimensões n e m, respectivamente.

Então, fixadas as bases B e C de U e V , respectivamente, a aplicação T :L(U, V )→ Mm×n(K)

que cada T ∈ L(U, V ) associa a matriz (T )BC em relação às bases B e C é bijetora.

Definição 7 Um operador linear T : V → V é nilpotente quando se tem T n = 0 para algum

n ∈ N.

O ı́ndice de um operador nilpotente é o menor número n ∈ N tal que T n = 0. Isto significa

que T n−1 6= 0 e T n = 0. Analogamente, uma matriz quadrada A chama-se nilpotente quando

se tem An = 0 para algum n natural. Se An−1 6= 0 e An = 0 diz-se que a matriz nilpotente A

tem ı́ndice de nilpotência n.

Lema 7 Sejam U e V espaços vetoriais sobre K de dimensões n e m, respectivamente. Con-

sidere B base de U , C base de V e λ ∈ K. Dadas T1 e T2 ∈ L(U, V ), tem-se as seguintes

igualdades:

(i) A matriz da soma de duas transformações lineares é a soma das matrizes de cada uma,

em relação ao mesmo par de bases, ou seja:

(T1 + T2)BC = (T1)BC + (T2)BC.
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(ii) A matriz do produto de uma transformação linear por um número real λ é igual a esse

número multiplicado pela matriz da transformação linear dada, ou seja:

(λ · T1)BC = λ · (T1)BC.

Logo, dados os espaços vetoriais U e V sobre K, ambos de dimensão finita, e fixando uma

base em U e uma base em V , a aplicação T :L(U, V )→Mm×n(K) é um isomorfismo do espaço

vetorial L(U, V ) no espaço vetorial Mm×n(K), desde que dimU = n e dimV = m. Desse modo,

conclui-se que dimL(U, V ) = dimMm×n(K) = m · n.

2.3 Operadores Diagonalizáveis

Definição 8 Dadas as matrizes A e B ∈ Mn(K), diz-se que A é semelhante a B se, e

somente se, existir uma matriz invert́ıvel M ∈Mn(K), tal que A = M−1 ·B ·M .

Proposição 3 Seja V um espaço vetorial sobre R de dimensão finita n. Dadas as bases B e

C de V e dado T (V, V ). Se M é a matriz de mudança da base B para a base C, então

(T )C = M−1 · (T )B ·M.

Definição 9 Chama-se determinante de um operador linear T : V → V o determinante da

matriz de T em relação a uma base qualquer de V . Denota-se por det (T ).

Lema 8 Um operador linear T : V → V é um isomorfismo se, e somente se det(T ) 6= 0.

A semelhança de matrizes está intimamente ligada à mudança de base e representação ma-

tricial de operadores lineares. Sendo assim, duas matrizes do mesmo operador são semelhantes.

A rećıproca desse fato também é válida, isto é, se A = M−1 · B ·M , então A e B representam

um mesmo operador linear em bases diferentes.

Definição 10 Seja V um espaço vetorial sobre K e seja T : V → V um operador linear. Um

vetor v ∈ V , v 6= 0, é um autovetor de T se existir um escalar λ tal que T (u) = λ · v. Neste

caso λ é um autovalor de T associado a v.

Lema 9 O escalar λ é univocamente determinado por T .
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Demonstração: Seja v 6= 0, suponha que existam λ, λ′ ∈ K, tisl que T (v) = λ · v = λ′ · v,

dáı segue que

(λ− λ′) · v = 0⇒ λ = λ′.

�

Definição 11 Dada uma matriz A ∈ Mn(K) e um autovalor λ, uma matriz coluna não nula

x ∈Mn×1(K) é um autovetor generalizado de ordem k associado a λ quando (A−λ·I)kx = 0

e (A− λ · I)k−1x 6= 0. Um autovetor genúıno é um autovetor generalizado de ordem 1.

Definição 12 Seja v um autovetor generalizado de ordem k para o autovalor λ do operador

T , então a sequência de vetores

{v, (T − λ · I)(v), . . . , (T − λ · I)k−1(v)}

é uma cadeia de autovetores generalizados ou (cadeia de Jordan), pertencente ao

autovalor λ.

Lema 10 Fixado λ, o conjunto V (λ) = {v ∈ V | T (v) = λ · v} é um subespaço vetorial de V .

Definição 13 Sejam V um espaço vetorial sobre K, T : V → V um operador linear, e λ um

autovalor de T . O subespaço vetorial V (λ) = {v ∈ V | T (v) = λ · v} = Nuc(T − λ · I) é

chamado de autoespaço (ou subespaço próprio) do autovalor λ.

Definição 14 Seja A ∈ Mn(K) uma matriz, chama-se polinômio caracteŕıstico de A o

seguinte polinômio de grau n.

pA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n
...

...
. . .

...

an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det(A− λ · In).

Lema 11 Matrizes semelhantes têm o mesmo polinômio caracteŕıstico.

Definição 15 Seja V um espaço vetorial sobre K de dimensão finita n e T : V → V um

operador linear. Chama-se polinômio caracteŕıstico de T o polinômio caracteŕıstico da matriz

(T ) em relação a qualquer base de V . Denota-se este polinômio por pT (λ).
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Lema 12 Seja T : V → V um operador linear e V um espaço vetorial sobre K de dimensão

finita n. Então os autovalores de T são as ráızes de pT (λ) em K.

Demonstração: Sendo T (v) = λ · v ⇔ (T − λ · I)(v) = 0⇔ v ∈ Nuc(T − λ · I).

Segue que λ é um autovalor de T se, e somente se, Nuc(T − λ · I) 6= {0}. Isto equivale a

(T −λ ·I) não ser invert́ıvel e, ainda, que det(T −λ ·I) = 0. Mas, por definição, det(T −λ ·I) =

pT (λ).

�

Definição 16 Seja A ∈ Mn(K), chama-se autovetor (vetor próprio) de A toda matriz

X 6= 0, do tipo n× 1 tal que A ·X = λ ·X. O escalar λ é a raiz do polinômio caracteŕıstico de

A.

Definição 17 Entende-se por multiplicidade algébrica do autovalor λ o número de vezes

que λ aparece como raiz do polinômio caracteŕıstico p(λ). E a multiplicidade geométrica

de λ como sendo a dimensão do autoespaço V (λ). Denota-se a multiplicidade algébrica como

ma e a multiplicidade geométrica como mg.

Lema 13 Sejam V um espaço vetorial sobre K de dimensão finita n e T : V → V um operador

linear. Se λ0 é um autovalor de T então ma ≥ mg.

Demonstração:

Verificar a demonstração em [20].

Definição 18 Seja V um espaço vetorial sobre K de dimensão finita n. Um operador linear

T : V → V se diz diagonalizável se existe uma base de V formada por autovetores de T .

Se B={v1, . . . , vn} for uma base formada de autovetores de T associados, respectivamente, aos

autovalores λ1, . . . , λnemR, então a matriz de T com relação a esta base é uma matriz diagonal.

(T )B =


λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . λn

 .

Dáı, segue que
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pT (λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ1 − λ 0 . . . 0

0 λ2 − λ . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . λn − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (λ1 − λ) · (λ2 − λ) · . . . · (λn − λ).

Assim pT (λ) se decompõe em fatores lineares. Os escalares λ1, . . . , λn não são necessaria-

mente distintos dois a dois.

Sejam V um espaço vetorial sobre R, T : V → V um operador linear e (T ) a matriz que

representa esse operador. Considerando auovalores reais e complexos, o polinômio caracteŕıstico

pT (λ) se fatora como

pT (λ) = (λ1 − λ)m1 . . . (λn − λ)mn((λ− α1)
2 + β2

1)p1 . . . ((λ− αk)2 + β2
k)
pk

onde λr 6= λs ∈ R e (αr, βr) 6= (αs, βs), se r 6= s e αr + iβr é uma raiz complexa de pT (λ).

Teorema 3 Seja A ∈ Mn(K), se v1, . . . , vn são autovetores da matriz A associados a autova-

lores distintos λ1, . . . , λn então {v1, . . . , vn} são vetores linearmente independentes.

Demonstração: Suponha {v1, . . . , vn} linearmente dependente, então, sem perda de genera-

lidade, existe um menor ı́ndice p tal que vp+1 é uma combinação linear dos vetores linearmente

independentes que o precedem, e assim existem escalares a1, . . . , ap, tais que

a1 · v1 + . . .+ ap · vp = vp+1. (2.1)

Multiplicando os dois lados da equação (2.1) por A e usando o fato de que A · vi = λi · vi, para

cada i, obtém-se

a1 · A · v1 + . . .+ ap · A · vp = A · vp+1

a1 · λ1 · v1 + . . .+ ap · λp · vp = λp+1 · vp+1. (2.2)

Multiplicando os dois lados da equação (2.1) por λp+1 e subtraindo o resultado da equação

(2.2), tem-se

a1(λ1 − λp+1) · v1 + . . .+ ap · (λp − λp+1) · vp = 0
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Como {v1, . . . , vp} é linearmente independente, a1 ·(λ1−λp+1) = . . . = ap ·(λp−λp+1) = 0. Mas,

(λi − λp+1) 6= 0, com i = 1, . . . , p, pois os autovalores são distintos. Logo, a1 = . . . = ap = 0.

Porém, pela equação 2.1, vp+1 = 0, o que é imposśıvel. Assim, {v1, . . . , vn} não pode ser

linearmente dependente, portanto, é linearmente independente.

�

Corolário 2 Se V é um espaço vetorial sobre K de dimensão n e T : V → V um operador

linear que possui n autovalores distintos, então V possui uma base cujos vetores são todos

autovetores de T .

Lema 14 Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita n e T : V → V um operador linear.

Se

pT (λ) = (λ1 − λ) · (λ2 − λ) · . . . · (λn − λ)

onde λ1, . . . , λn ∈ K são dois a dois distintos, então T é diagonalizável.

Definição 19 Uma matriz A ∈ Mn(K) é diagonalizável se existir uma matriz M de ordem n

invert́ıvel tal que M−1 · A ·M seja uma matriz diagonal.

Teorema 4 Seja V um espaço vetorial sobre K de dimensão finita n. Um operador linear

T : V → V é diagonalizável se, e somente, as condições forem verificadas

(i) Para cada autovalor de T as suas multiplicidades algébrica e geométrica são iguais.

(ii) a soma das multiplicidades geométricas de todos os autovalores de T coincide com a

dimensão de V .

Lema 15 Seja T : V → V um operador linear e pT = (λ1− λ)m1 . . . (λn− λ)mn, onde λi 6= λj,

se i 6= j. Se mj também é multiplicidade geométrica de λj então T é diagonalizável.

Definição 20 Seja p(λ) = anλ
n + an−1λ

n−1 + . . .+ a1λ+ a0 um polinômio e A uma matriz de

ordem n. Então p(A) é a matriz

p(A) = anA
n + an−1A

n−1 + . . .+ a1A+ a0I.

Quando p(A) = 0, diz-se que o polinômio anula a matriz A.
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Definição 21 Seja A uma matriz de ordem n. O polinômio minimal de A é um polinômio

mA(λ) = λk + ak−1λ
k−1 + . . .+ a0

tal que

(i) mA(A) = 0, isto é, mA(λ) anula a matriz A.

(ii) mA(λ) é o polinômio de menor grau entre aqueles que anulam A.

Teorema 5 (Cayley-Hamilton) Seja M uma matriz de ordem n e seja pA(λ) o polinômio

caracteŕıstico de A. Então, pA(A) = 0.

Demonstração: Como pA(λ) é um polinômio mônico de grau n em λ, pode-se escrever

pA(λ) = λn + bn−1 · λn−1 + . . .+ b1 · λ+ b0, (2.3)

onde b0, . . . , bn−1 reais. Seja C(λ) a matriz adjunta da matriz (A − λIn). Como C(λ) é, por

definição, a transposta da matriz cujas entradas são os cofatores de λ·In−A, logo são polinômios

em λ de grau menor ou igual que n− 1. Assim, pode-se escrever

C(λ) = Cn−1 · λn−1 + . . .+ C1 · λ+ C0, (2.4)

onde C0, C1, . . . , Cn−1 são matrizes quadradas de ordem n que não dependem de λ. Como C(λ)

é a matriz adjunta de (A− λ · In), tem-se

(A− λ · In) · C(λ) = pA(λ) · In.

Por (2.3) e (2.4)

(λ · In − A)(Cn−1 · λn−1 + . . .+ C1 · λ+ C0) = (λn + bn−1 · λn−1 + . . .+ b1 · λ+ b0) · In. (2.5)

Da igualdade (2.5), obtém-se 

Cn−1 = In

Cn−2 − A · Cn−1 = bn−1 · In
...

C0 − A · C1 = b1 · In
−A · C0 = b0 · In
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Multiplicando cada uma das equações acima por An, An−1, . . . , A, In, respectivamente, tem-se

An · Cn−1 = An

An−1 · Cn−2 − An · Cn−1 = bn−1 · An−1
...

A · C0 − A2 · C1 = b1 · A

−A · C0 = b0 · In

Somando membro a membro das equações acima, resulta

pA(A) = An + bn−1 · An−1 + . . .+ b1 · A+ b0 · In = 0.

�

Uma aplicação imediata do Teorema de Cayley-Hamilton é para encontrar a potência de

uma matriz.

Exemplo 3 Seja a matriz

A =

−1 2

0 0

 .

Calcule o valor de A100.

Solução. Calculando o polinômio caracteŕıstico p(λ) = det(A− λ · I2), tem-se

∣∣∣∣∣∣−1− λ 2

0 −λ

∣∣∣∣∣∣ = λ(1 + λ) = λ2 + λ.

Pelo teorema de Caley-Hamilton,

pA(A) = A2 + A = 0⇔ A2 = −A

Então,

A4 = A2 · A2 = (−A) · (−A) = A2 = −A

A6 = A4 · A2 = (−A) · (−A) = A2 = −A
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Continuando esse processo pode-se concluir que A100 = −A e assim,

A100 = −A =

1 −2

0 0


Exemplo 4 Seja T : R4 → R4 o operador linear representado pela matriz

A =


−1 −4 −2 −2

−4 −1 −2 −2

2 2 1 4

2 2 4 1

 .

Encontre

(I) Os autovalores e autovetores de A.

(II) Encontre a multiplicidade algébrica e multiplicidade geométrica de cada autovalor de A.

(III) Verifique se A é diagonalizável. Em caso afirmativo, descreva a matriz diagonal seme-

lhante a A.

Solução:

(I) O polinômio caracteŕıstico de A é

pA(λ) = det (A− λ · I) = det


−1− λ −4 −2 −2

−4 −1− λ −2 −2

2 2 1− λ 4

2 2 4 1− λ

 = λ4 − 18λ2 + 81.

pA(λ) = (−3− λ)2 · (3− λ)2.

Dáı, segue que os autovalores de A são λ1 = 3 e λ2 = −3.

Para encontrar seus autovetores

• autovetor associado a λ1 = −3
−1 −4 −2 −2

−4 −1 −2 −2

2 2 1 4

2 2 4 1




x

y

z

w

 =


−3x

−3y

−3z

−3w

⇔


−x− 4y − 2z − 2w = −3x

−4x− y − 2z − 2w = −3y

2x+ 2y + z + 4w = −3z

2x+ 2y + 4z + w = −3w
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Resolvendo o sistema linear tem-se x = −y − w e z = w, dáı

V (−3) = {(−y − w, y, w, w) | y, w ∈ R}

= {y(−1, 1, 0, 0) + w(−1, 0, 1, 1) | y, w ∈ R}

= [(−1, 1, 0, 0), (−1, 0, 1, 1)]

Como o conjunto {(-1, 1, 0, 0), (-1, 0, 1, 1)} é linearmente independente, logo, é

uma base de V (−3).

• autovetor associado a λ2 = 3


−1 −4 −2 −2

−4 −1 −2 −2

2 2 1 4

2 2 4 1




x

y

z

w

 =


3x

3y

3z

3w

⇔


−x− 4y − 2z − 2w = 3x

−4x− y − 2z − 2w = 3y

2x+ 2y + z + 4w = 3z

2x+ 2y + 4z + w = 3w

Resolvendo o sistema linear tem-se x = −z − w, y = −z − w

V (3) = {(−z − w,−z − w, z, w) | z, w ∈ R}

= {z(−1,−1, 1, 0) + w(−1,−1, 0, 1) | z, w ∈ R}

= [(−1,−1, 1, 0), (−1,−1, 0, 1)]

Como o conjunto {(-1, -1, 1, 0), (-1, -1, 0, 1)} é linearmente independente, logo é

uma base de V (3).

(II) As multiplicidades algébrica e geométrica de λ1 = −3 são, respectivamente 2 e 2. As

multiplicidades algébrica e geométrica de λ2 são, respectivamente, 2 e 2. Então,

Resumo ma mg Base V (λi)

λ1 = −3 2 2 {(-1, 1, 0, 0), (-1, 0, 1, 1)}

λ2 = 3 2 2 {(-1, -1, 1, 0), (-1, -1, 0, 1)}
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(III) Pelo teorema 4, T é diagonalizável, pois em ambos autovalores ma = mg = 2. Logo, a

matriz diagonal D terá a seguinte forma

D =


−3 0 0 0

0 −3 0 0

0 0 3 0

0 0 0 3


A matriz M que realiza a diagonalização tem as colunas formadas pelas coordenadas dos au-

tovetores de T então,

M =


−1 −1 −1 −1

1 0 −1 −1

0 1 1 0

0 1 0 1


Portanto, D = M−1 · A ·M .
−3 0 0 0

0 −3 0 0

0 0 3 0

0 0 0 3

 =
1

3


−2 1 −1 −1

1 1 2 2

−1 −1 1 −2

−1 −1 −2 1

 ·

−1 −4 −2 −2

−4 −1 −2 −2

2 2 1 4

2 2 4 1

 ·

−1 −1 −1 −1

1 0 −1 −1

0 1 1 0

0 1 0 1



Exemplo 5 Seja T : P2(R)→ P2(R) o operador linear definido por

T (a+ bx+ cx2) = a+ (a+ b)x+ (b+ 2c)x2.

Encontre:

(I) Os autovalores e autovetores de T .

(II) Encontre a multiplicidade algébrica e multiplicidade geométrica de cada autovalor de T .

(III) Verifique se T é diagonalizável.
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Solução:

(I) Os autovalores de T são as ráızes do polinômio caracteŕıstico de T . Considerando a base

canônica C={1, x, x2} de p2(R), a matriz de T nessa base é

(T ) =


1 0 0

1 1 0

0 1 2


E assim, calcula-se o polinômio caracteŕıstico

pT (λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− λ 0 0

1 1− λ 0

0 1 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)2(2− λ).

Logo, λ1 = 1 e λ2 = 2 são os autovalores de T . Segue dáı,

• autovetor associado a λ1 = 1


1 0 0

1 1 0

0 1 2



a

b

c

 =


a

b

c

⇔


a = a

a+ b = b

b+ 2c = c

Resolvendo o sistema tem-se c = −b e a = 0

V (1) = {bx − bx2 | b ∈ R} é gerado por {x − x2}. Logo, uma base para V (1) é

B={x− x2}.

• autovetor associado a λ2 = 2


1 0 0

1 1 0

0 1 2



a

b

c

 =


2a

2b

2c

⇔


a = 2a

a+ b = 2b

b+ 2c = 2c

Resolvendo o sistema tem-se a = 0, b = 0 e c ∈ R. Segue que

V (2) = {cx2 | c ∈ R} é gerado por {x2}. Logo, uma base para V (2) é B={x2}.
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(II) As multiplicidades algébrica e geométrica de λ1 = 1 são respectivamente 2 e 1. E de

λ2 = 2 são, respectivamente, 1 e 1. Dáı,

Resumo ma mg Base V (λi)

λ1 = 1 2 1 {x− x2}

λ2 = 2 1 1 {x2}

(III) Pelo item (i) do teorema 4, o operador linear T não é diagonalizável, pois em (I) a

multiplicidade algébrica é maior que a multiplicidade geométrica.

Existem alguns operadores que não podem são diagonalizáveis, dessa forma se faz necessário

uma técnica para tentar “diagonalizar em blocos”esses operadores.
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Caṕıtulo 3

Introdução às Formas Canônicas de

Jordan

Neste caṕıtulo serão apresentados importantes resultados acerca das formas canônicas de

Jordan, um algoritmo para encontrá-la e uma coleção de exemplos. Os conteúdos presentes

neste caṕıtulo foram baseados em [1, 2, 4, 5, 6, 7, 11, 13, 14, 15, 23].

3.1 Motivação

Considere o operador linear T : V → V , onde V é um espaço vetorial sobre R de dimensão

2, cuja matriz em relação a base canônica C é

(T )C =

 0 1

−1 0


a qual não é diagonalizável, pois p(λ) = λ2+1, que não possui ráızes reais. Assim este operador

não possui autovalores e, consequentemente, não possui autovetores. Entretanto se o espaço

vetorial V for complexo e considerar-se a mesma matriz, o polinômio caracteŕıstico passará a

ter duas ráızes distintas, i e −i, logo a matriz diagonal D semelhante a (T )C é

D =

i 0

0 −i

 .

Mesmo considerando o espaço vetorial V sobre C, nem todo operador é diagonalizável.

Sejam V um espaço vetorial de dimensão 4 e T : V → V
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(T )C =


0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 1 1

0 0 0 1

 ,

sendo C a base canônica de V . Então pT (λ) = (i − λ)(−i − λ)(1 − λ)2 e seus autovalores são

λ1 = i, λ2 = −i e λ3 = 1 (com ma = 2). Não é posśıvel, encontrar dois autovetores linearmente

independentes para λ3 = 1, e assim T não é diagonalizável. No entanto, sendo V um espaço

vetorial sobre C e T : V → V um operador linear não diagonalizável, sempre existe uma base

B de V , tal que (T )B esteja na forma canônica de Jordan.

3.2 Conceitos básicos

Uma matriz de ordem n que esteja na forma canônica de Jordan é formada por blocos de

matrizes de ordem ≤ n. Se faz necessário, então, definir esses blocos.

Definição 22 Uma matriz quadrada de ordem r da forma

J(λ; r) =



λ 1 0 . . . 0

0 λ 1 . . . 0

0 0 λ . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . λ


é denominada bloco de Jordan de ordem r associado a λ, onde λ ∈ R.

Note que cada bloco de Jordan é escrito como a soma de uma matriz diagonal e uma matriz

nilpotente:

J(λ; r) =



λ 1 0 . . . 0

0 λ 1 . . . 0

0 0 λ . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . λ


= λ



1 0 0 . . . 0

0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1


+



0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

0 0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0


= λI +N.
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A matriz diagonal se escreve como λI, onde I é a matriz identidade de ordem r e

N =



0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

0 0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 0


r×r

.

Se α + βi é uma raiz complexa de pT (λ) e r é um número par, define-se

R(α, β; r) =



α β 1 0 . . . 0 0

−β α 0 1 . . . 0 0

0 0 α β . . . 0 0

0 0 −β α . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . α β

0 0 0 0 . . . −β α


.

Definição 23 Sejam B1, . . . , Bk matrizes quadradas, não necessariamente de ordens iguais.

Define-se diag(B1, . . . , Bk) como sendo a matriz quadrada de ordem igual à soma das ordens

de B1, . . . , Bk dada por

diag(B1, . . . , Bk) =


B1 0 . . . 0

0 B2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . Bk

 .

Para construir uma matriz que esteja na forma canônica de Jordan, escolhe-se, convenien-

temente, B1, . . . , Bk que sejam blocos de Jordan.

Exemplo 6 Sejam B1, B2, B3 tais que

B1 =


2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 1

0 0 0 2

 , B2 =


−1 1 0

0 −1 1

0 0 −1

 e B3 =

0 1

0 0

 .

25



Então, a matriz que tem B1, B2 e B3 em sua diagonal será da forma

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 1

0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 1 0

0 −1 1

0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 0

0 0

∣∣∣∣∣∣ 0 1

0 0

∣∣∣∣∣∣


E assim a matriz diag(B1, B2, B3) está na forma canônica de Jordan.

Teorema 6 (Forma Canônica de Jordan) Sejam T : X → X um operador linear e X

um espaço vetorial sobre K de dimensão finita n, então existe uma base de V na qual T é

representada por uma matriz na forma canônica de Jordan. Essa representação é única, a

menos de ordenamento dos blocos de Jordan.

Demonstração: Encontra-se no apêndice deste trabalho.

Teorema 7 Seja V um espaço vetorial sobre K de dimensão finita n. Para todo operador

linear T : V → V , existe uma única decomposição T = N + D, onde N : V → V nilpotente,

D : V → V diagonalizável e N ·D = D ·N .

Demonstração:

Verificar demonstração em [14].

Lema 16 Toda matriz quadrada A é semelhante a alguma matriz J na forma canônica de

Jordan.

Lema 17 Duas matrizes quadradas de mesma ordem A e B são semelhantes se, e somente se,

possuem a mesma forma canônica de Jordan.

Demonstração:

⇒) Por hipótese, A e B são semelhantes, logo

B = P−1 · A · P. (3.1)
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Se J a forma canônica de Jordan associada a B, então

B = M · J ·M−1. (3.2)

Igualando as equações (3.1) e (3.2) tem-se

P−1 · A · P = M · J ·M−1.

Multiplicando M−1 a esquerda em ambos os lados

(M−1 · P−1) · A · P = J ·M−1.

Multiplicando, agora, M a direita obtém-se

(M−1 · P−1) · A · (P ·M) = J.

Como M−1 · P−1 = (P ·M)−1, logo

J = (P ·M)−1 · A · (P ·M) e,

portanto, J também é a forma canônica de Jordan associada a A.

⇐) Se A e B têm a mesma forma canônica de Jordan então

A = M · J ·M−1 (3.3)

e

J = P−1 ·B · P. (3.4)

Substituindo (3.4) em (3.3)

A = (M · P−1) ·B · (P ·M−1). (3.5)

Sendo M = (M−1)−1 e substituindo em (3.5)

A = ((M−1)−1 · P−1) ·B · (P ·M−1)

= ((P ·M−1)−1) ·B · (P ·M−1),

portanto A e B são semelhantes.

�

Lema 18 Seja T : V → V um operador linear. Se λ é um autovalor de T então a soma das

ordens dos blocos J(λ; s) é igual à multiplicidade algébrica de λ.

Lema 19 Se α+βi é uma raiz complexa de pT (λ), então a soma das ordens dos blocos Rs(α, β)

é igual ao dobro da multiplicidade da raiz α + βi.
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3.3 Método para encontrar a forma canônica de Jordan

Entende-se por algoritmo, do ponto de vista matemático, uma sequência finita de regras,

racioćınios ou operações que, aplicada a um número finito de dados, permite solucionar classes

semelhantes de problemas. Esta seção tem por objetivo apresentar um algoritmo para encontrar

a forma canônica de Jordan, desde que se tenha os polinômios caracteŕıstico e minimal da matriz

do operador. É importante lembrar que os coeficientes desses polinômios são reais.

Para auxiliar os cálculos necessários nos exemplos foram utilizados os softwares MatrixCalc

e Symbolab. Primeiramente será considerado o espaço vetorial V sobre R, posteriormente serão

mostradas as adaptações para o espaço vetorial V sobre C.

Caso 1 Seja V um espaço vetorial sobre R, T : V → V um operador linear e A a matriz de

T .

1o passo: Calcula-se a forma fatorada do polinômio caracteŕıstico de A

pA(λ) = (λ1 − λ)m1 . . . (λn − λ)mn ,

onde os λi são os autovalores distintos de A e os mi são suas respectivas multiplicidades,

e seu polinômio minimal

mA(λ) = (λ1 − λ)p1 . . . (λn − λ)pn .

Para todo i = 1, . . . , n, deve-se ter 1 ≤ pi ≤ mi.

2o passo: Para cada i = 1, . . . , n e para cada k = 1, . . . , pi, calcula-se a nulidade da matriz

(A − λ · I)k. Denota-se cada uma dessas nulidades por ti,k. A nulidade de uma matriz é a

quantidade total de linhas nulas que aparecem após o escalonamento da matriz.

3o passo: Denotando por n(Ji,k) a quantidade de blocos de Jordan de ordem k associados

ao autovalor λi, isto é, a quantidade de blocos da forma



λi 1 0 . . . 0

0 λi 1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . 1

0 0 0 . . . λi


k×k
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tem-se que

n(Ji,pi) = ti,pi − ti,pi−1

e que

n(Ji,k) = 2ti,k − ti,k+1 − ti,k−1,∀k ∈ {1, . . . , pi−1} e ti,0 = 0,∀i.

4o passo: A forma canônica de Jordan de A é dada pela matriz diagonal de blocos formada

por n(Ji,k) blocos de Jordan de ordem k associados ao autovalor λi, para todo k = 1, . . . , pi e

para todo i = 1, . . . , n.

5o passo: Já encontrada a matriz de Jordan, o próximo passo é encontrar a base associada

à forma canônica de Jordan. Para isso,

(a) Uma vez calculado o polinômio minimal de A

mA(λ) = (λ1 − λ)p1 . . . (λn − λ)pn ,

para cada i = 1, . . . , n e cada k = 1, . . . , pi, calcula-se os vetores v que são soluções do

sistema linear (A−λi · I)k(v) = 0 e que satisfaçam à condição (A−λi · I)k−1(v) 6= 0, onde

I é a matriz identidade de mesma ordem que A.

(b) Para cada v obtido no item (a), os k vetores,

v, (A− λ · I)(v), . . . , (A− λ · I)k−2(v), (A− λ · I)k−1(v)

são parte da base procurada, desde que eles, juntamente com os outros vetores já encon-

trados formem um conjunto de vetores linearmente independentes.

(c) Para cada k e cada i com n(Ji,k) > 0, procuram-se k vetores como no item (b). Os

conjuntos linearmente independentes assim encontrados são bases associadas à forma

canônica de Jordan de A.

(d) Sendo M a matriz cujas colunas são os vetores formados pela base encontrada no item

(c), tem-se que

J = M−1 · A ·M.
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Exemplo 7 Seja a matriz

A =


4 1 1 1

−1 2 −1 −1

6 1 −1 1

−6 −1 4 2


Seguindo os passos do algoritmo, encontre a forma de Jordan associada a A e a matriz M de

autovetores. Mostre que M · J ·M−1 = A.

Solução:

1o passo: Encontrar os polinômios caracteŕıstico e minimal de A. Esses polinômios são dados,

respectivamente por

pA(λ) = det(A− λ · I) = λ4 − 7λ3 + 9λ2 + 27λ− 54 = (3− λ)3 · (−2− λ)

e

mA(λ) = (3− λ)2 · (−2− λ).

2o passo: Dáı, tem-se que λ1 = 3 e λ2 = −2. Ainda, p1 = 2 e p2 = 1. Para cada λ e cada p,

calcula-se as nulidades. Assim, para λ1 = 3

t1,0 = 0

t1,1 = Nulidade(A− 3 · I) = 2

t1,2 = Nulidade(A− 3 · I)2 = 3.

Para λ2 = −2

t2,0 = 0

t2,1 = Nulidade(A+ 2I) = 1.

3o passo: Calcula-se os n(Ji,k) para cada λ.

Para λ1 = 3

n(J1,2) = t1,2 − t1,1 = 3− 2 = 1

n(J1,1) = 2 · t1,1 − t1,2 − t1,0 = 2 · 2− 3− 0 = 1.

Portanto, será 1 bloco de ordem 2 e 1 bloco de ordem 1.

Para λ2 = −2

n(J2,1) = m2,1 −m2,0 = 1− 0 = 1.

Portanto será 1 bloco de ordem 1.
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4o passo: Logo, a matriz de Jordan J associada a A é formada por 1 bloco de ordem 2 e

1 bloco de ordem 1 referentes ao autovalor λ1 = 3, 1 bloco de ordem 1 referente ao autovalor

λ2 = −2.

J =


3 1 0 0

0 3 0 0

0 0 3 0

0 0 0 −2

 .

5o passo:

(a) Para cada autovalor calcula-se os vetores v tal que (A− λi · I)k(v) = 0, mas

(A− λi · I)k−1(v) 6= 0.

Para λ1 = 3, deve-se ter vetores v tal que (A − 3 · I)2(v) = 0, mas (A − 3 · I)(v) 6= 0.

Resolvendo o sistema linear, e obedecendo a condição, obtém-se os seguintes vetores

posśıveis

v1 = (0, 1, 0, 0)

v2 = (0, 0, 0, 1)

v3 = (1, 0, 1, 0)

Procura-se agora um vetor u tal que (A− 3 · I)(u) = 0, mas u 6= 0. Resolvendo o sistema

linear e obdecendo a restrição, obtém-se os seguintes vetores posśıveis

u1 = (1,−2, 1, 0)

u2 = (0,−1, 0,−1)

Para λ2 = −2, deve-se ter vetores w tal que (A + 2 · I)(w) = 0, mas w 6= 0. Resolvendo

o sistema linear e obdecendo à condição tem-se w = (0, 0,−1, 1).

(b) Escolhendo v1, então (A−3 · I)(v1) = (1,−1, 1,−1) também faz parte da base procurada.

Além deles, os vetores u1 = (1,−2, 1, 0) (ouu2 = (0,−1, 0,−1) e w = (0, 0,−1, 1).

(c) Um conjunto linearmente independente de vetores dados em (b) é

{(1,−1, 1,−1), (0, 1, 0, 0), (1,−2, 1, 0), (0, 0,−1, 1)} que formam uma base associada à forma

canônica de Jordan de A.
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(d) Sendo M a matriz cujas colunas são os vetores dessa base, então

M =


1 0 1 0

−1 1 −2 0

1 0 1 −1

−1 0 0 1

 .

Seja

M−1 =


1 0 −1 −1

1 1 1 1

0 0 1 1

1 0 −1 0

 .

Portanto, A se escreve como

A =


1 0 1 0

−1 1 −2 0

1 0 1 −1

−1 0 0 1

 ·


3 1 0 0

0 3 0 0

0 0 3 0

0 0 0 −2

 ·


1 0 −1 −1

1 1 1 1

0 0 1 1

1 0 −1 0

 .

Exemplo 8 Seja a matriz

A =



1 0 −1 1 0

−4 1 −3 2 1

−2 −1 0 1 1

−3 −1 −3 4 1

−8 −2 −7 5 4


Encontre a forma canônica de Jordan de A e os vetores da base associada.

Solução:

1o passo: O polinômio caracteŕıstico de A é

pA(λ) = (2− λ)5.

O polinômio minimal de A é

mA(λ) = (2− λ)3.
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2o passo: Tem-se que λ1 = 2 e p1 = 3. Para cada k = 1, 2, 3, calcula-se as nulidades de

(A− 2 · I)k descritas a seguir:

t1,0 = 0

t1,1 = Nulidade(A− 2I) = 2

t1,2 = Nulidade(A− 2I)2 = 4

t1,3 = Nulidade(A− 2I)3 = 5

3o passo: Dáı, pode-se calcular os n(Ji,k):

n(J1,1) = 2t1,1 − t1,2 − t1,0 = 4− 4− 0 = 0

n(J1,2) = 2t1,2 − t1,3 − t1,1 = 8− 5− 2 = 1

n(J1,3) = t1,3 − t1,2 = 5− 4 = 1

Portanto existem 0 blocos de ordem 1, 1 bloco de ordem 2 e 1 bloco de ordem 3.

4o passo: Logo, a forma canônica de Jordan de A é formada por 1 bloco de ordem 3 e 1 bloco

de ordem 2 associados ao autovalor λ1 = 2, ou seja,

J =



2 1 0 0 0

0 2 1 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 2 1

0 0 0 0 2


.

5o passo:

(a) Precisa-se determinar os vetores que satisfaçam a equação

(A− 2 · I)3(u) = 0, mas que (A− 2 · I)2(u) 6= 0. Resolvendo o sistema linear assim obtido

e obdecendo a restrição, tem-se as seguintes possibilidades

u1 = (1, 0, 0, 0, 0)

u2 = (0, 0, 1, 0, 0)

u3 = (0, 0, 0, 1, 0).

Pode-se tomar, também, uma combinação linear destes vetores. Assim, seja u = u1 + u2,

então pode-se utilizar o vetor u.
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Procurando, agora, vetores v tais que (A − 2 · I)2(v) = 0, mas que (A − 2 · I)2(v) 6= 0,

tem-se

v1 = (0, 1, 0, 0, 0)

v2 = (0, 0, 0, 0, 1)

v3 = (−1, 0, 1, 0, 0)

v4 = (1, 0, 0, 1, 0).

Por fim, procura-se vetores w tais que (A − 2 · I)(w) = 0, mas w 6= 0. Resolvendo o

sistema linear, respeitando-se a restrição, obtém-se

w1 = (0,−1, 1, 1, 0)

w2 = (0, 1, 0, 0, 1).

(b) Escolhendo o vetores u, v4 e w1, tem-se as respectivas cadeias de autovetores generalizados

{(A− 2 · I)2(u), (A− 2 · I)(u), u} = {(0, 0,−2,−2,−2), (−2,−7,−4,−6,−15), (1, 0, 1, 0, 0)}

{(A− 2 · I)(v4), v4} = {(0,−2,−1,−1,−3), (1, 0, 0, 1, 0)}

{w1} = {(0,−1, 1, 1, 0)}.

(c) Escolhendo-se os vetores das cadeias de u e v4, forma-se o conjunto linearmente indepen-

dente {(0, 0,−2,−2,−2), (−2,−7,−4,−6,−15), (1, 0, 1, 0, 0), (0,−2,−1,−1,−3), (1, 0, 0, 1, 0)}

que formam uma base de V .

(d) Seja M a matriz cujas colunas são os vetores da base encontrada:

M =



0 −2 1 0 1

0 −7 0 −2 0

−2 −4 1 −1 0

−2 −6 0 −1 1

−2 −15 0 −3 0


.

Portanto J = M−1 · A ·M , ou equivalentemente, A = M · J ·M−1.
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Exemplo 9 Encontre a forma de Jordan J de

A =



5 4 0 0 4 3

2 3 1 0 5 1

0 −1 2 0 2 0

−8 −8 −1 2 −12 −7

0 0 0 0 −1 0

−8 −8 −1 0 −9 −5


Verifique se a matriz M é uma matriz de autovetores de J , onde

M =



1 0 0 0 −1
2

0

0 1 0 0 0 −1

−1 0 1 0 0 −1

−1 −1 0 1 1 1

0 0 0 0 0 1

−1 −1 0 0 1 0


.

Solução: Para encontrar a forma de Jordan de A precisa-se, primeiramente, encontrar seus

polinômios caracteŕıstico e mı́nimo que são dados, respectivamente por

pA(λ) = (2− λ)4 · (−1− λ)2

e

mA(λ) = (2− λ)3 · (−1− λ).

Calcula-se, agora as nulidades para cada autovetor. Assim

Para λ1 = 2

t1,0 = 0

t1,1 = Nulidade(A− 2 · I) = 2

t1,2 = Nulidade(A− 2 · I)2 = 3

t1,3 = Nulidade(A− 2 · I)3 = 4.

Para λ2 = −1

t2,0 = 0

t2,1 = Nulidade(A+ I) = 2.
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Com isso, pode-se calcular os n(Ji,k) para cada autovalor.

Para λ1 = 2

n(J1,3) = t1,3 − t1,2 = 4− 3 = 1

n(J1,2) = 2 · t1,2 − t1,3 − t1,1 = 2 · 3− 4− 2 = 0

n(J1,1) = 2 · t1,1 − t1,2 − t1,0 = 2 · 2− 3− 0 = 1.

Portanto, há 1 bloco de ordem 1 e 1 bloco de ordem 3.

Para λ2 = −1

n(J2,1) = t2,1 − t2,0 = 2− 0 = 2.

Portanto há 2 blocos de ordem 1.

Logo,

J =



2 1 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0

0 0 2 0 0 0

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 −1


.

A matriz M possui inversa que é dada por

M−1 =



2 1 0 0 1 1

0 1 0 0 1 0

2 1 1 0 2 1

0 0 0 1 −1 −1

2 2 0 0 2 2

0 0 0 0 1 0


.

Fazendo M · J ·M−1, tem-se

1 0 0 0 −1
2

0

0 1 0 0 0 −1

−1 0 1 0 0 −1

−1 −1 0 1 1 1

0 0 0 0 0 1

−1 −1 0 0 1 0


·



2 1 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0

0 0 2 0 0 0

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 −1


·



2 1 0 0 1 1

0 1 0 0 1 0

2 1 1 0 2 1

0 0 0 1 −1 −1

2 2 0 0 2 2

0 0 0 0 1 0


= A

Logo, M é uma matriz que representa os autovetores de J .
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Exemplo 10 Encontre a forma de Jordan J da matriz A, e uma matriz M tal que

A = M · J ·M−1.

A =



−4 −5 −3 1 −2 0 1 −2

4 7 3 −1 3 0 −1 2

0 −1 0 0 0 0 0 0

−1 1 2 −4 2 0 −3 1

−8 −14 −5 1 −6 0 1 −4

4 7 4 −3 3 −1 −3 4

2 −2 −2 5 −3 0 4 −1

6 7 3 0 2 0 0 3



.

Solução: Seguindo o algoritmo, para encontrar a matriz J precisa-se, primeiramente, encontrar

o polinômio caracteŕıstico e o polinômio mı́nimo de A, logo

pA(λ) = (−1− λ)3 · (λ)3 · (1− λ)2

e

mA(λ) = (−1− λ)2 · (λ)3 · (1− λ).

Como há 3 autovalores distintos, serão calculadas as nulidades (A−λ · I)k para cada um deles,

logo

Para λ1 = −1, tem-se

t1,0 = 0

t1,1 = Nulidade(A+ I) = 2

t1,2 = Nulidade(A+ I)2 = 3.

Para λ2 = 0, tem-se

t2,0 = 0

t2,1 = Nulidade(A) = 1

t2,2 = Nulidade(A)2 = 2

t2,3 = Nulidade(A)3 = 3.

Para λ3 = 1, tem-se

t3,0 = 0

t3,1 = Nulidade(A− I) = 2.
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O próximo passo é calcular os n(Ji,k) para cada um dos autovalores. Assim:

Para λ1 = −1

n(J1,2) = t1,2 − t1,1 = 3− 2 = 1

n(J1,1) = 2 · t1,1 − t1,2 − t1,0 = 2 · 2− 3− 0 = 1.

Portanto, serão 1 bloco de ordem 2 e 1 bloco de ordem 1.

Para λ2 = 0

n(J2,3) = t2,3 − t2,2 = 3− 2 = 1

n(J2,2) = 2 · t2,2 − t2,3 − t2,1 = 2 · 2− 3− 1 = 0

n(J2,1) = 2 · t2,1 − t2,2 − t2,0 = 2 · 1− 2− 0 = 0.

Portanto, será 1 bloco de ordem 3.

Para λ3 = 1

n(J3,1) = t3,1 − t3,0 = 2− 0 = 2.

Portanto serão 2 blocos de ordem 1.

Desse modo, a matriz J será

J =



−1 1 0 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1



.

Agora, para encontrar a matriz M procurada, é necessário encontrar uma base de autovetores

(genúınos e generalizados) de A. Para isso, precisa-se encontrar uma cadeia de autovetores para

cada autovalor. Assim
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Para λ1 = −1, determina-se os vetores v que satisfaçam a equação (A + I)2(v) = 0 mas

(A+I)(v) 6= 0. Resolvendo o sistema linear (A+I)2(v) = 0 chega-se as seguintes possibilidades

v1 = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0)

v2 = (0, 0, 0,−1, 0, 0, 1, 0)

v3 = (−1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1)

mas,

(A+ I)(v1) = 0

(A+ I)(v2) = 0

(A+ I)(v3) 6= 0

Logo, um dos vetores procurados é v3 = (−1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1), também

(A+ I)(v3) = (0, 0, 0, 1, 0, 0,−1, 0).

Agora, procura-se os vetores u que satisfaçam a equação (A + I)(u) = 0, mas u 6= 0. Dáı,

segue as seguintes possibilidades

u1 = (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0)

u2 = (0, 0, 0,−1, 0, 0, 1, 0)

como u2 e (A + I)(v3) = (0, 0, 0, 1, 0, 0,−1, 0) são linearmente dependentes então, uma cadeia

de vetores linearmente independentes para λ1 = −1 é

{v3, (A+ I)(v3), u1} = {(−1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1), (0, 0, 0, 1, 0, 0,−1, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0)}

Para λ2 = 0, determina-se os vetores v que satisfaçam a equação A3(v) = 0, mas A2(v) 6= 0.

Resolvendo o sistema linear A3(v) = 0 chega-se as seguintes possibilidades

v1 = (−1, 0, 2, 1, 0, 0, 0, 0)

v2 = (0,−1, 2, 0, 1,−1, 1, 0)

v3 = (0, 0,−1, 0, 0, 1, 0, 0)

também

(A+ I)(v1) 6= 0

(A+ I)(v2) 6= 0

(A+ I)(v3) 6= 0
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Escolhendo v1, uma cadeia de autovetores para λ2 = 0 é dada por

{A2(v1), A(v1), v1)} = {(1, 0,−1,−1, 0,−1, 0,−1), (−1, 1, 0, 1,−1, 1,−1, 0), (−1, 0, 2, 1, 0, 0, 0, 0)}

Para λ3 = 1, define-se os vetores v tal que (A − I)(v) = 0 e v 6= 0. Uma vez que a

multiplicade algébrica de λ3 é igual a sua multiplicidade geométrica, tem-se um conjunto de

autovetores genúınos. Resolvendo o sistema (A− I)(v) = 0, tem-se

{v1, v2} =

{(
1

11
,− 4

11
,

4

11
,− 4

11
,

5

11
,− 7

11
, 1, 0

)
,

(
− 3

11
,

1

11
,− 1

11
,

1

11
,− 4

11
,
10

11
, 0, 1

)}
.

Portanto, M é dada por

M =



0 −1 0 1 −1 −1 1
11

− 3
11

0 0 0 0 1 0 − 4
11

1
11

0 0 0 −1 0 2 4
11

− 1
11

1 1 0 −1 1 1 − 4
11

1
11

0 1 0 0 −1 0 5
11

− 4
11

0 0 1 −1 1 0 − 7
11

10
11

−1 0 0 0 −1 0 1 0

0 1 0 −1 0 0 0 1



.

Caso 2 Sejam V um espaço vetorial sobre C, T : V → V um operador linear e A a matriz

de T .

Se A for uma matriz formada por elementos reais e se α+ βi for um autovalor de A, então

α − βi também será um autovalor. Uma consequência disto é que pode-se associar aos blocos

de Jordan

J1 0

0 J2



onde

J1 =



α + βi 1 0 . . . 0 0

0 α + βi 1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 . . . α + βi 1

0 0 0 . . . 0 α + βi


k×k

40



J2 =



α− βi 1 0 . . . 0 0

0 α− βi 1 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 . . . α− βi 1

0 0 0 . . . 0 α− βi


k×k

.

E, a matriz dos blocos reais

R =



J I O . . . O

O J I . . . O
...

...
...

. . .
...

O O O . . . I

O O O . . . J


k×k

onde

J =

 α β

−β α

 , I =

1 0

0 1

 e O =

0 0

0 0


Como cada bloco que forma a matriz R é de ordem 2, tem-se que R é uma matriz de elementos

reais de ordem 2k.

A base associada à forma canônica de Jordan real da matriz A pode ser constrúıda a partir

da base da forma de Jordan complexa. Para isso, escolhe-se, convenientemente, vetores v

associados a α + βi e u associados a α− βi e substitúı-los por
v + u

2
e
v − u

2i
.

Exemplo 11 Considere uma matriz real A cujo polinômio caracteŕıstico é

pA(λ) = λ4 + 2λ2 + 1 = (i− λ)2 · (−i− λ)2

e o polinômio minimal é dado por

mA(λ) = (i− λ)2 · (−i− λ)2.
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A forma canônica de Jordan representada pela matriz complexa é

C =


i 1 0 0

0 i 0 0

0 0 −i 1

0 0 0 −i


4×4

e a forma canônica de Jordan representada pela matriz real é

R =


0 1 1 0

−1 0 0 1

0 0 0 1

0 0 −1 0


Se {v1, v2, v3, v4} for a base associada a C, então a base associada a R será

{
(v1 + v3)

2
,
(v1 − v3)

2i
,
(v2 + v4)

2
,
(v2 − v4)

2i

}
.

Observa-se que é posśıvel encontrar a forma canônica de Jordan tanto para matrizes reais

quanto para matrizes complexas. Além disso, quando V está sobre o corpo dos complexos,

pode-se associar a uma matriz real ou complexa e encontrar autovetores tanto em R como em

C, dependendo sempre da representação escolhida.
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Caṕıtulo 4

Aplicações

Neste caṕıtulo serão apresentadas algumas aplicações da forma canônica de Jordan na re-

solução de problemas matemáticos. Para cada aplicação será resolvido um exemplo contem-

plando os seguintes casos: primeiro em matrizes diagonalizáveis, em seguida em matrizes na

forma canônica de Jordan e por fim, matrizes semelhantes a forma canônica de Jordan. Foram

consultados os trabalhos [10, 18, 21].

4.1 Potências de uma matriz

O cálculo de potências de matrizes é bastante trabalhoso pois é necessário calcular n − 1

produtos de matrizes para se encontrar o resultado de An, para n ∈ N. Entretanto sendo A é

semelhante a uma matriz na forma canônica de Jordan, diagonalizável ou não, o cálculo de An

torna-se bastante simplificado.

Caso 1 Se A é uma matriz diagonalizável, então existe M matriz invert́ıvel M tal que

D = M−1 · A ·M , onde

D =


λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . λn

 .
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Portanto, An = M ·Dn ·M−1, onde M é a matriz dos autovetores de A

Dn =


λn1 0 . . . 0

0 λn2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . λnk

 .

Exemplo 12 Seja a matriz

A =


0 1 5 9

2 1 6 8

0 0 0 3

0 0 1 −2

 .

Calcule An, com n ∈ N.

Solução: Calculando o polinômio caracteŕıstico de A, tem-se

pA(λ) = det


−λ 1 5 9

2 1− λ 6 8

0 0 −λ 3

0 0 1 −2− λ

 = λ4+λ3−7λ2−λ+6 = (2−λ)(1−λ)(−1−λ)(−3−λ).

Segue que os autovalores de A são λ1 = 2, λ2 = 1, λ3 = −1 e λ4 = −3, Logo

D =


2 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −3


Para λ1 = 2, tem-se


0 1 5 9

2 1 6 8

0 0 0 3

0 0 1 −2




x

y

z

w

 =


2x

2y

2z

2w

⇔


y + 5z + 9w = 2x

2x+ y + 6z + 8w = 2y

3w = 2z

z − 2w = 2w

Uma base de V (2) é {(1, 2, 0, 0)}.
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Para λ2 = 1, tem-se


0 1 5 9

2 1 6 8

0 0 0 3

0 0 1 −2




x

y

z

w

 =


x

y

z

w

⇔


y + 5z + 9w = x

2x+ y + 6z + 8w = y

3w = z

z − 2w = w

Uma base de V (1) é {(−13,−37, 3, 1)}.

Para λ3 = −1, tem-se


0 1 5 9

2 1 6 8

0 0 0 3

0 0 1 −2




x

y

z

w

 =


−x

−y

−z

−w

⇔


y + 5z + 9w = −x

2x+ y + 6z + 8w = −y

3w = −z

z − 2w = −w

Uma base de V (−1) é {(1,−1, 0, 0)}.

Para λ4 = −3, tem-se


0 1 5 9

2 1 6 8

0 0 0 3

0 0 1 −2




x

y

z

w

 =


−3x

−3y

−3z

−3w

⇔


y + 5z + 9w = −3x

2x+ y + 6z + 8w = −3y

3w = −3z

z − 2w = −3w

Uma base de V (−3) é {(−7, 1,−5, 5)}.

Sendo assim as matrizes M e M−1 são da seguinte forma

M =


1 −13 1 −7

2 −37 −1 1

0 3 0 −5

0 1 0 5

 e M−1 =
1

60
·


20 20 244 268

0 0 15 15

40 −20 −70 −10

0 0 −3 9


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Portanto

An =
1

60
·


1 −13 1 −7

2 −37 −1 1

0 3 0 −5

0 1 0 5

 ·


2n 0 0 0

0 1n 0 0

0 0 (−1)n 0

0 0 0 (−3n)

 ·


20 20 244 268

0 0 15 15

40 −20 −70 −10

0 0 −3 9



Caso 2 Seja A uma matriz não diagonalizável, então existe uma matriz de Jordan e uma

matriz invert́ıvel M tal que J = M−1 ·A ·M ou, equivalentemente, A = M ·J ·M1. Além disso,

a matriz J pode ser escrita como soma de uma matriz diagonal e uma matriz nilpotente, isto

é, J = D +N . Seja N uma matriz nilpotente de ı́ndice m, como D ·N = N ·D, tem-se

Jn = (D +N)n = Dn +

n
1

Dn−1N + . . .+

 n

m− 1

Dn−(m−1)Nm−1.

Assim, pode-se encontrar a potência de uma matriz que esteja na forma canônica de Jordan.

Exemplo 13 Seja

J =


3 0 0 0

0 3 0 0

0 0 3 1

0 0 0 3

 .

Calcule Jn.

Solução: A matriz J pode ser escrito como J = D +N , onde

D =


3 0 0 0

0 3 0 0

0 0 3 0

0 0 0 3

 e N =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0


Como D ·N = N ·D e N é nilpotente de ı́ndice 2, isto é N2 = 0, tem-se

Jn = (D +N)n = Dn + n ·Dn−1 ·N.
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Dáı, segue que

Jn =


3n 0 0 0

0 3n 0 0

0 0 3n 0

0 0 0 3n

+n·


3n−1 0 0 0

0 3n−1 0 0

0 0 3n−1 0

0 0 0 3n−1

·


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 =


3n 0 0 0

0 3n 0 0

0 0 3n n · 3n−1

0 0 0 3n



Caso 3 Toda matriz quadrada é semelhante a uma matriz na forma canônica de Jordan.

Seja A uma matriz quadrada não diagonalizável, que pode ser escrita como A = M · J ·M−1.

Logo An = M · Jn ·M−1.

Exemplo 14 Seja a matriz A quadrada não diagonalizável,

A =


0 −9 0 0

1 6 0 0

0 0 3 0

0 0 0 3

 .

Calcule An.

Solução: Utilizando o algoritmo para encontrar a forma de Jordan J de A, tem-se

J =


3 0 0 0

0 3 0 0

0 0 3 1

0 0 0 3

 .

Além disso,

M =


0 0 −3 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

 , M−1 =


0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 3 0 0

 .

E, pelo exemplo 13,

Jn =


3n 0 0 0

0 3n 0 0

0 0 3n n · 3n−1

0 0 0 3n


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Portanto,

An =


0 0 −3 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

 ·


3n 0 0 0

0 3n 0 0

0 0 3n n · 3n−1

0 0 0 3n

 ·


0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 3 0 0



An =


3n · (1− n) −n · 3n+1 0 0

n · 3n−1 3n · (1 + n) 0 0

0 0 3n 0

0 0 0 3n

 .

4.2 Exponencial de uma matriz

A exponencial ex, para x ∈ R, é definida como

ex =
∞∑
i=0

xp

p!
.

Igualmente, define-se a exponencial de uma matriz A ∈Mn(K) como

eA = I + A+
A2

2!
+ . . .+

Ap

p!
+ . . . =

∞∑
i=0

Ap

p!
.

Agora, seja t ∈ R e J a forma canônica de Jordan da matriz A (diagonal ou não). Quando A

possui autovalores repetidos, então

eAt = M · eJt ·M−1.

Caso 1 Se a matriz A for diagonalizável, então A = M ·D ·M−1, onde

D =


λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 0 λn

 .
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Desse modo, o cálculo de eA é feito da seguinte maneira

eA =
∞∑
i=0

Ap

p!
=
∞∑
i=0

M ·Dp ·M−1

p!
= M ·

(
∞∑
i=0

Dp

p!

)
·M−1 = M · eD ·M−1,

onde

eD =


eλ1 0 . . . 0

0 eλ2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . eλn

 .

Exemplo 15 Sendo A uma matriz diagonalizável

A =


1 −2 8

0 −1 0

0 0 −1

 .

calcule eA.

Solução:

A matriz D diagonal semelhante a A é dada por

D =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 1

 ,

então

eD =


e−1 0 0

0 e−1 0

0 0 e

 .

A matriz dos autovetores M e sua inversa M−1 são

M =


1 −4 1

1 0 0

0 1 0

 ,M−1 =


0 1 0

0 0 1

1 −1 4

 .

Logo,
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eA =


1 −4 1

1 0 0

0 1 0

 ·

e−1 0 0

0 e−1 0

0 0 e

 ·


0 1 0

0 0 1

1 −1 4

 =


e e−1 − e −4e−1 + 4e

0 e−1 0

0 0 e−1

 .

Caso 2 Seja A ∈Mn(K) uma matriz não diagonalizável, então existe uma matriz de Jordan

J e uma matriz inverśıvel M tal que J = M ·A ·M−1, sendo J = D+N , onde D é uma matriz

diagonal e N uma matriz nilpotente.

A exponencial de uma matriz nilpotente N de ı́ndice m é dada por

eN =

(
I +N +

N2

2!
+ . . .+

Nm−1

(m− 1)!

)
.

Caso for a exponencial de Nt, tem-se

eNt =

(
I + t ·N + t2 · N

2

2!
+ . . .+ tm−1 · Nm−1

(m− 1)!

)
.

Como D ·N = N ·D e N nilpotente de ordem k, isto é Nk = 0, tem-se

eJ = eD+N = eD · eN = eD ·
(
I +N +

N2

2!
+ . . .+

Nm−1

(m− 1)!

)
.

Exemplo 16 Calcule eJt, sendo

J =


1 1 0

0 1 1

0 0 1

 .

Solução: A matriz J pode ser escrita como J = D +N , ou seja

J =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

+


0 1 0

0 0 1

0 0 0

 .

Como D ·N = N ·D e N3 = 0, tem-se

eNt = I + t ·N +
1

2
t2 ·N2.

Dáı, segue que

eNt =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

+ t ·


0 1 0

0 0 1

0 0 0

+
1

2
t2 ·


0 0 1

0 0 0

0 0 0

 =


1 t

1

2
t2

0 1 t

0 0 1

 .
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Portanto,

eJt = eDt · eNt = et ·


1 t

1

2
t2

0 1 t

0 0 1

 .

Caso 3 Seja A uma matriz quadrada não diagonalizável, então

eA = M · eJ ·M−1.

Exemplo 17 Calcule eAt, sendo

A =


0 0 1

1 0 −3

0 1 3

 .

Solução: Utilizando o algoritmo da seção 3.3, a matriz de Jordan J semelhante a A é dada

por

J =


1 1 0

0 1 1

0 0 1

 .

Além disso, a matriz M e sua respectiva inversa M−1 são

M =


1 0 1

−2 −1 −1

1 1 1

 e M−1 =


0 −1 −1

−1 0 1

1 1 1

 .

Pelo exemplo 16, tem-se

eJt =


1 t

1

2
t2

0 1 t

0 0 1

 e, assim,

eAt = et ·


1 0 1

−2 −1 −1

1 1 1




1 t
1

2
t2

0 1 t

0 0 1




0 −1 −1

−1 0 1

1 1 1


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eAt = et ·


t2 − 4t+ 4

2

t2 − 2t+ 2

2

t2 − 2t+ 4

2

−t2 + 3t− 1 −t2 + t −t2 + t− 2

t2 − 2t

2

t2

2

t2 + 2

2

 .

4.3 Sistemas de equações lineares com coeficientes cons-

tantes

Seja A uma matriz de orden n. Considere o sistema de equações diferenciais lineares:

X ′(t) = A ·X(t), (4.1)

onde

X(t) =


x1(t)

x2(t)
...

xn(t)

 e X ′(t) =


x′1(t)

x′2(t)
...

x′n(t)

 .

A matriz A pode ser escrita como A = M · J ·M−1, sendo J a forma canônica de Jordan

(diagonal ou não). Fazendo X = M · Y e substituindo em (4.1), o sistema ficará equivalente a

Y ′(t) = J · Y (t).

Caso 1 Quando A é uma matriz diagonalizável.

Exemplo 18 Resolva o problema de valor inicial
x′1(t) = x2(t) + x3(t)

x′2(t) = x1(t) + x3(t)

x′3(t) = x1(t) + x2(t)

dado que, t = 0, X(0) = (x1, x2, x3)
t = (2, 3, 1)t.

Solução: Dado o sistema, sua forma matricial é
x′1

x′2

x′3

 =


0 1 1

1 0 1

1 1 0



x1

x2

x3

 .
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Seja

A =


0 1 1

1 0 1

1 1 0

 ,

então pA(λ) = (−1−λ)2(2−λ), sendo λ1 = −1 e λ2 = 2. Logo, a matriz D diagonal semelhante

a A é

D =


−1 0 0

0 −1 0

0 0 2

 .

E os autovetores são (−1, 1, 0), (−1, 0, 1) associados a λ1 e (1, 1, 1) referente a λ2. Assim,

M =


−1 −1 1

1 0 1

0 1 1

 .

Logo, o sistema é equivalente a 
y′1(t) = −y1(t)

y′2(t) = −y2(t)

y′3(t) = 2y3(t)

cuja solução é dada por

Y =


y1(t)

y2(t)

y3(t)

 =


c1 · e−t

c2 · e−t

c3 · e2t

 .

Agora, a solução geral em X é

X = M · Y =


−1 −1 1

1 0 1

0 1 1



c1 · e−t

c2 · e−t

c3 · e2t

 =


−c1 · e−t − c2 · e−t + c3 · e2t

c1 · e−t + c3 · e2t

c2 · e−t + c3 · e2t

 .

Resolvendo o problema de valor inicial, tem-se que c1 = 1, c2 = −1 e c3 = 2. Logo,

X =


2 · e2t

e−t + 2 · e2t

−e−t + 2 · e2t

 .
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Caso 2 Quando a matriz está na forma canônica de Jordan, fica simples resolver o sis-

tema. Não há necessidade de fazer a substituição X = M · Y .

Exemplo 19 Encontre a solução do seguinte sistema

x′1(t) = 2x1(t) + x2(t)

x′2(t) = 2x2(t)

x′3(t) = 4x3(t) + x4(t)

x′4(t) = 4x4(t)

Solução: A matriz que representa esse sistema é dada por

A =


2 1 0 0

0 2 1 0

0 0 4 1

0 0 0 4


E sua solução é

x1(t)

x2(t)

x3(t)

0x4(t)

 =


c1 · e2t + t · c2 · e2t

c2 · e2t

c3 · e4t + t · c4 · e4t

c4 · e4t

 =


(c1 + t · c2)e2t

c2 · e2t

(c3 + t · c4)e4t

c4 · e4t

 .

Caso 3 Seja A uma matriz quadrada não diagonalizável.

Exemplo 20 Utilizando a substituição, resolva o problema de valor inicial


x′1(t) = 2x1(t) + x2(t)

x′2(t) = x1(t)− x2(t)− x3(t)

x′3(t) = x2(t) + 2x3(t)

dado o problema de valor inicial, t = 0, X(0) = (x1, x2, x3)
t = (7, 0,−9)t.

Solução: Colocando o sistema na forma matricial, tem-se
x′1

x′2

x′3

 =


2 1 0

1 −1 −1

0 1 2



x1

x2

x3

 .
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Seja

A =


2 1 0

1 −1 −1

0 1 2

 ,

então pA(λ) = (−2− λ)2(1− λ), sendo λ1 = 2 e λ2 = −1. A matriz de Jordan que representa

A é

J =


−1 0 0

0 2 1

0 0 2

 .

Uma base de autovetores de J é dada por {(1,−3, 1), (1, 0, 1), (4, 1, 1)}. Assim,

M =


1 1 4

−3 0 1

1 1 1

 .

Logo, o sistema é equivalente a


y′1(t) = −y1(t)

y′2(t) = 2y2(t) + y3(t)

y′3(t) = 2y3(t)

cuja solução é dada por

Y =


y1(t)

y2(t)

y3(t)

 =


c1 · e−t

(c2 + t · c3) · e2t

c3 · e2t

 .

A solução geral em X é

X = M · Y =


1 1 4

−3 0 1

1 1 1




c1 · e−t

(c2 + t · c3) · e2t

c3 · e2t

 =


c1 · e−t + (c2 + t · c3) · e2t + 4 · c3 · e2t

−3 · c1 · e−t + c3 · e2t

c2 · e−t + (c2 + t · c3) · e2t + c3 · e2t


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Resolvendo o problema de valor inicial, tem-se que c1 = 1, c2 = −6 e c3 = 3. Logo,

X =


e−t + (3t+ 6) · e2t

−3 · e−t + 3 · e2t

−6e−t + (3t− 3) · e2t

 =


e−t + 3 · (t+ 2) · e2t

3 · (e2t − e−t)

−6e−t + 3 · (t− 1) · e2t

 .
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Caṕıtulo 5

Conclusão

Neste trabalho apresentou-se de forma objetiva importantes resultados acerca da Forma

Canônica de Jordan, um algoritmo para encontrá-la, aplicações na resolução de problemas

matemáticos e uma coleção de exemplos.

No caṕıtulo 2 foi apresentada uma breve revisão dos principais tópicos da álgebra linear

com a finalidade de dar suporte teórico para iniciar a pesquisa.

No intuito de despertar o interesse pelo assunto, no caṕıtulo 3 mostrou-se um contexto

motivacional para os estudos das formas canônicas de Jordan e desenvolveu a teoria de forma

simples. Foi detalhado um algoritmo para encontrar a forma canônica de Jordan juntamente

com uma base de autovetores genúınos e generalizados. Para compreender melhor o funciona-

mento do algoritmo foram resolvidos diversos exemplos numéricos. Com o propósito de motivar

estudantes da área de ciências exatas foram apresentadas algumas aplicações.

Como trabalhos futuros, pretende-se fazer um estudo aprofundado sobre as formas canônicas

de Jordan em matrizes de operadores no espaço dos números complexos. Também mostrar como

se comporta a exponencial de uma matriz quando existem autovalores distintos. Aprender

aplicações da forma canônica de Jordan em outras áreas como na f́ısica, engenharias e ciências

da computação.
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nografia. Foz do Iguaçu: Universidade Federal de Santa Catarina. Universidade Aberta do

Brasil, 2011. 40p.

[9] estuda na net estudananet.com Video aula Matemática/Algebra Linear - Teo-
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Apêndice A

Teorema: Forma Canônica de Jordan

Teorema 8 Seja T : X → X um operador linear e X um espaço vetorial sobre K de dimensão

finita n então existe uma base de V na qual T é representada por uma matriz na forma canônica

de Jordan. Essa representação é única, a menos de ordenamento dos blocos de Jordan.

Demonstração: Primeiramente será mostrada a existência de uma base na qual o ope-

rador T é representado por uma matriz na forma canônica de Jordan J . Essa demonstração

será feita por indução finita em n = dimX. Se dimX = 1 então J está na forma canônica de

Jordan para qualquer base B de X e essa representação é única. Suponha, agora, o resultado

válido para qualquer operador definido no espaço Z, onde dimZ ≤ n− 1, incluindo também a

unicidade (a menos de ordenamento dos blocos) dessa representação.

Fixando um autovalor λ de T e considerando o operador não invert́ıvel S = T −λ · I. Como

Nuc(S) 6= {0}, tem-se que dimNuc(S) ≥ 1. Se dimNuc(S) = n, então, pelo teorema 1, a

dimIm(S) = 0 e a imagem de S terá apenas o vetor nulo, assim T = λ · I está na forma

de Jordan. Caso contrário, definindo U = Im(S), tem-se que 1 ≤ dimU < n − 1. Como

S(U) ⊂ U , pois U é subespaço T − invariante, pode-se aplicar a hipótese de indução ao

operador S|U : U → U . Portanto existe uma base B∗ de U tal que, nessa base, S|U está na

forma canônica de Jordan.

Agora, completando a base B∗ até uma base de X e mantendo S na forma canônica de

Jordan, considera-se, inicialmente, U ∩Nuc(S). Se k = dim(Nuc(S) ∩ U) então k ≥ 1. Cada

vetor em (Nuc(S) ∩ U) ⊂ B∗ é um autovetor correspondente ao autovalor 0, de modo que

existem exatamente k cadeias de Jordan em U associadas ao autovalor 0. Considerando uma

dessas cadeias e sua base {ui, ui+1, . . . , uimax}, em que ui é um autovetor associado ao autovalor

0 e uImax o último vetor dessa cadeia.
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Como uimax ∈ U , existe vi ∈ X tal que S(vi) = uimax = 0vi + uimax de modo que as cadeias

relativas ao autovalor 0 em Nuc(S)∩U estão aumentando seu comprimento quando acrescenta-

se o vetor vi à base B∗.

O conjunto B∗∗ = {v1, . . . , vk} assim obtido é linearmente independente, pois suas imagens

por S é o conjunto linearmente independente {u1max , . . . , ukmax}. Como S(vi) = 0vi + uimax ,

as cadeias relativas ao autovalor 0 em Nuc(S) ∩ U aumentaram seu comprimento, isto é, a

inclusão dos vetores vi na base B∗ após cada elemento uimax mantém a representação de S na

forma de Jordan. Denotando V = [v1, . . . , vk], afirma-se que W ∩ V = {0}. De fato, se

∑
ui∈B∗

αiui =
k∑
i=1

βivi = 0, (A.1)

aplicando S a igualdade A.1, obtém-se apenas vetores que estão na base B∗, pois S(vi) = uimax .

Isso implica, em particular, que βi = 0, com i = 1, . . . , k, provando a afirmação.

Se X = U ⊕ V , tem-se uma base na qual S assume sua forma de Jordan, mas, pode ser

que existam vetores em Nuc(S) que não estão em U . Se esse for o caso e {u1, . . . , uk} forem

os vetores de B∗ que estão no Nuc(S), pode-se completar esse conjunto com vetores w1, . . . , wj

até obter uma base de Nuc(S). Sejam W = [w1, . . . wj] o subespaço gerado por tais vetores e

B∗∗∗ = {w1, . . . wj} uma base de W , se W 6= {0}. Ainda, (U ⊕ V ) ∩W = {0}. Uma vez que,

pelo teorema (i), tem-se dimU + dimV + dimW = n, pode-se concluir que X = U ⊕ V ⊕W .

A inclusão dos vetores vi na base B∗ após cada elemento uimax e a inclusão dos vetores de B∗∗∗

após a inclusão dos vetores de B∗ e B∗∗ mantém a representação de S na forma de Jordan, pois

os vetores de B∗∗∗ são representados por blocos de ordem 1 associados ao autovalor 0.

Como S = T − λ · I, onde S e T estão na base B, também tem-se que T = S + λ · I é uma

matriz na forma de Jordan.

Considerando, agora, a unicidade (a menos de ordenamento dos blocos) da forma de Jordan

de S. O espaço X já foi decomposto como X = U ⊕ V ⊕W , em que dimV ≥ 1. Por indução,

admite-se a unicidade da forma de Jordan em espaços de dimensão até n − 1. Em particular,

tem-se a unicidade da forma de Jordan em U ⊕W e pode-se assumir que W = {0}. Como

cadeias distintas de Jordan decompõe U ⊕ V em subespaços distintos, aos quais a hipótese

de indução aplica-se, pode-se assumir que U ∩ V seja gerado por uma única cadeia de Jordan

associada ao autovalor 0 de S. Mas então existe v ∈ V tal que S(v) = umax, o elemento máximo

da única cadeia de Jordan em U = Im(S) e, nesse caso, a forma de Jordan de S, e de T , é

única. Dáı decorre a unicidade da forma canônica de Jordan de T . �
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