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Resumo

A Forma Canonica de Jordan (FCJ) é uma das formas de se representar uma matriz, ou
um operador linear através de um tipo especial de matriz triangular superior. Esta, por sua
vez, semelhante a matriz original deste operador. Este trabalho apresenta conceitos, resultados
importantes e um método pratico para encontrar as FCJ. Com o intuito de motivar estudantes
da area de ciéncias exatas, serao apresentadas algumas aplicacoes desta teoria na resolucao de

problemas, alinhando a teoria com a pratica.

Palavras-chave: Forma Canonica de Jordan, Diagonalizacao, Aplicagoes.
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Abstract

The Canonical Form of Jordan (FCJ) is one of the ways to represent a matrix, or a linear
operator through a special type of upper triangular matrix. This, in turn, is similar to the
original matrix of this operator. This work presents concepts, important results, and a prac-
tical method to find JCF. In order to motivate students in the field of exact sciences, some

applications of this theory will be presented in solving problems, meeting theory and practice.

Keywords: Jordan Canonical Form, Diagonalization, Applications
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Capitulo 1

Introducao

Historicamente, o estudo da algebra linear teve inicio por volta de 300 a.C com os babilonicos
e a resolucao de sistemas lineares de ordem 2. Posteriormene, por volta de 200 a.C, com os
chineses que mostravam capacidade em resolver sistemas com 3 incognitas. Apesar disso, esses
estudos somente foram impulsionados a partir do século XVII com Leibniz(1646 - 1716) e o
estudo de determinantes. Durante o século XVIII, diversos matematicos desenvolveram estudos
relacionados aos métodos matriciais e determinantes e no século XIX Cauchy(1789 - 1857)
introduziu a ideia de matrizes semelhantes e mostrou que elas possuem o mesmo polinémio
carateristico. A partir dai, outros matematicos como Jacobi(1804 - 1851), Arthur Cayley(1821
- 1895) e Sylvester(1814 - 1897) desenvolveram e sistematizaram definigoes e propriedades que
sao utilizadas atualmente. Neste mesmo periodo, no ano de 1870 Marie Ennemond Camille
Jordan(1838 - 1922) publicou o livro “Traité des substitutions et des équations algébriques”,
onde, dentre outros assuntos, apresenta a Forma Canodnica de Jordan, objeto de estudo desta
dissertacao.

Existem operadores lineares que podem ser representados por matrizes diagonais, sao os
operadores diagonalizaveis. Esse tipo de matriz tem muita aplicabilidade, uma vez que facilita
alguns calculos, como na poténcia de matrizes. No entanto, nem todo operador é diagona-
lizavel. Nesse caso, hd uma alternativa para se representar esse tipo de operador da forma
mais simples possivel, é a chamada forma canonica de Jordan, que poder ser escrita como
a soma de uma matriz diagonal e uma matriz nilpotente. A forma canoénica de Jordan tem

aplicacoes em diversas areas tais como fisica, matematica, engenharias e ciéncia da computacao.



Este trabalho tem por objetivo apresentar conceitos e resultados importantes referentes a
forma canonica de Jordan, bem como um método pratico para encontra-la. Com o propédsito de
unir a teoria a pratica serao exibidas algumas aplicacoes desta teoria na resolucao de problemas.
Diversos exemplos foram resolvidos ao longo da dissertacao a fim de facilitar a compreensao da

forma canonica de Jordan. Sendo assim, o trabalho esta dividido da seguinte maneira:

O capitulo 2 aborda uma breve revisao de conceitos e resultados cldssicos oriundos da
algebra linear como transformacoes lineares, matriz de uma transformagao linear e operadores

diagonalizaveis.

O capitulo 3 inicia com uma motivacao para o estudo das formas canonicas de Jordan,
mostrando que, mesmo considerando o espago vetorial sobre o conjunto dos niimeros complexos,
ainda assim, alguns opradores nao podem ser diagonalizados. Resultados importantes serao
enunciados e, na sequencia, ¢ apresentado um algoritmo para se encontrar a forma canonica de

Jordan de um operador linear e uma base de autovetores genuinos e generalizados.

No capitulo 4 serao apresentadas algumas aplicacoes das formas canonicas de Jordan na

resolucao de problemas matematicos.

Por fim, no capitulo 5 serao apresentadas conclusoes e ideias de tabalhos futuros.



Capitulo 2

Conceiltos Preliminares

Neste capitulo serao apresentadas definicoes, propriedades e resultados oriundos da algebra
linear, mais especificamente, transformacoes lineares, matriz de uma transformacao linear e
operadores diagonalizaveis. Esses conceitos sao essenciais para compreender a forma canonica
de Jordan. No decorrer do trabalho sera considerado o corpo K = R ou C sendo especificados,
quando necessario, os casos particulares. Os contetdos aqui abordados foram obtidos em

3,5,8,9,10, 12, 16].

2.1 Transformacoes lineares

Definicao 1 Sejam U e V' espacos vetoriais sobre K. Uma aplicagao T : U — V' € uma

transformacao linear de U em V se, e somente se,
(Z) T(u1 + UQ) = T(ul) + T<u2>, ‘v’ul, U € U.
(ii) T(aw-u)=a -T(u), Vue U ea € R.

No caso em que U = V, uma transformagao linear 7" : V' — V é chamada operador linear.

Ainda, o conjunto das transformacoes lineares 7' : U — V é denotado por L(U, V).
Exemplo 1 Seja T : U — V, dada por T(u) =0, Yu € U (Transformagdo Linear Nula).
Solugao: Sejam uq, us € U e a um numero real, tem-se

(i) T(ur +u2) =0=04+0=T(w) + T(uz).

(i) T(a-u) =0=a-0=ca- - T(u).

Logo T é uma transformagao linear.



Exemplo 2 Seja I :V — V', dado por I(v) = v, Yv € V' (Operador Idéntico).

Solucgao Sejam uq, us € U e o um nimero real, tem-se
(i) T(ug +uz) = ug +us = I(uy) + I(ug).
(i) I(a-u) =a-u =a-I(u).

Logo I é uma transformacao linear.

Propriedades 1 Sejam U e V espagos vetoriais sobre K e uma transformacao linear

T:U—=V.
(i) T(0) =0 (T transforma o vetor nulo de U no vetor nulo de V).
(i) T(—u) = =T (u), Yu € U.

(11i) T(up —ug) = T(u1) — T(uz), Yui, ug € U.

(iv) Sendo T : U — V wuma transformagdo linear entao T (Z oziuz) = Z%T(Ui); u; € U
i=1 i=1

e a; € R.

Definicao 2 Sejam U eV espacos vetoriais sobre um corpo K eT' : U — V uma transformacao

linear. Indica-se por Nuc(T') e denomina-se nicleo de T o sequinte subconjunto de U :
Nuc(T )= {u e U| T(u) = 0}.

Lema 1 Seja T : U — V wma transformagao linear, entao Nuc(T') é um subespago vetorial de

U.
Demonstracao: Sejam u; e ug € Nuc(T') e a € R entdo, T'(uy) = 0 e T'(uz) = 0. Segue dai,
(@) T(ug +ug) =T(u1) +T(uz) =04+0=0e vy + vy € Nuce(T).
(b) T(a-w)=a-T(u1) =a-0=0e a-v; € Nuc(T).
|

Definicao 3 Seja T : U — V uma transformagdo linear, o conjunto {T'(u) € V |u € U} €

chamado de tmagem da transformagao T, denotado por Im(T).



Lema 2 Seja T : U — V uma transfomagao linear, entao Im(T) é um subespago vetorial de

V.

Demonstracao:  Sejam v; e vy vetores pertencentes a Im(7T') e a € R. Deve-se mostrar que
v +ve € Im(T) e a-vy € Im(T), isto é, existem vetores u, u* € U tal que T'(u) = vy + vy
e T(u*) = a-vy. Como vy,ve € Im(T), existem vetores uy, us € U tal que T(uy) = vy e

T'(ug) = vy. Fazendo u = uy + uy e u* = au; tem-se

T(u) =T (uy +uz) =T (uy) +T(ug) = vy + v

Tw)=T(a -w)=a -T(u) =a-v.

Portanto, Im(T") é um subespago vetorial de V.

Lema 3 Uma transformacao linear T : U — V€ injetora se, e somente se, Nuc(T) = {0}.

Demonstragao:
=) Suponha T injetora. Seja u € Nuc(T), entdao T(u) = 0, mas T(0) = 0 para qualquer
transformagao linear, logo T(u) = T'(0). Como, por hipétese, T é injetora, entdao u = 0 e
conclui-se que o nicleo de T possui apenas o vetor nulo.
<) Suponha Nuc(T') = {0}. Sejam u;, uy € U entéo,

T(uy) =T(ug) = T(uy) —T(ug) =0=T(ug —uz) =0=u; —us € Nuce(T) =

= UL —uy = 0= u; = us.

Portanto T é injetora.

Lema 4 Uma transformacado linear T : U — V € sobrejetora se, e somente se, V = [T (uq), ..., T (uy,)]

sempre que U = [uy, ..., up).!

1Seja S = {u1,...,u,} C U. O subespaco [S] = {a1 -u1 + ...+ ap - up | a1,...,0, € R} é chamado
subespago gerado por S. Denota-se, também esse subespago como [ug,...,u,] (que representa a notagao

utilizada neste trabalho).



Demonstragao:
=) Suponha T sobrejetora e seja U = [uq,...,u,]. Tomando v € V arbitririo entdo, pela

sobrejetividade, existe u € U tal que T'(u) = v, dai

v=T(u)=T (Zai : ul) = Zai -T(u;) € [T(w),...,T(uy)],onde aq, ..., a, € K.

<) Agora, suponha que T leva conjunto de geradores em conjunto de geradores e, tomando

v € V arbitrério, onde U = [uy, ..., u,], V = [T(u1),...,T(u,)], segue dai

UZZ@.T(UZ-):T(Z@--W) € U,onde By, ..., 3, € K.
i=1 i=1
m

Teorema 1 (Teorema do Niicleo e da Imagem) Sejam U e V' espacgos vetoriais sobre K

de dimensao finita n. Dada uma transformacao linear T : U — V', entao
dimU = dimNuc(T) + dimIm(T).

Demonstracao:  Seja B’ = {uy, us, ..., u,} uma base de Nuc(T), ou seja, dimNuc(T) = r.
Pelo lema 1, o nicleo de T é um subespaco de U. Pelo Teorema do completamento, a base B
pode ser completada até obter-se uma base B” para U. Sejaela B” = {uy,ug, ..., uy, v1,v2,...,0s}.
Deve-se mostrar que B = {T'(vy), T(vs),...,T(vs)} é uma base para a imagem de T.
Dado v € Im(T'), entdo existe u € U tal que T(u) = v, mas o vetor u pode ser escrito como
combinacao linear dos elementos da base B” de U, ou seja
=01 U+t U+ v+ B s

Como T' é uma transformagao linear e v = T'(u), tem-se

Tu) = T(ar-ur+-+ap-u+Pfi-vi+- o+ B vy).
= ap - T(w)+-+ap - T(u)+ B T(vi) + -+ Bs - T(vy).
= fi-T(v) 4+ 8- T(vs).
Assim, dado um v € Im(T'), mostrou-se que ele pode ser escrito como combinagao linear dos

elementos do conjunto B, logo, Im(T) = [T'(vy),...,T(vs)]. Portanto a imagem de T é gerada

pelo conjunto B. Também, B é linearmente independente, pois
B1-T(n)+-+0s T(vs) =0=T(B1 v+ -+ Bs-vs) =0.

6



Dessa forma, 31 v1+- - -+ Ss-vs € Nuc(T'). Logo esse elemento pode ser escrito como combinagao

linear dos elementos da base B’ do ntcleo:
/BI'U1+"'+/BS'US — al.u1+...+ar.ur = al'ul+'"+ar'ur+(_61>'vl+'"+<_/BS)'US — 0

Como B"” = {uq,uz, ..., U, v1,02,...,0s} é base de U, entdo é linearmente independente e
todos os escalares da ultima igualdade sao nulos. Em particular, §; = --- = 3, = 0. Portanto
B é linearmente independente e gera a imagem de 7', logo é uma base para Im(T'). Desta forma

dimIm(T) = s. Como dimU = r + s, entao:

dimU =r + s = dimNuc(T) + dimIm(T).

Corolario 1 Sejam U e V espagos vetoriais sobre K com mesma dimensao finita n e

T :U — V uma transformacao linear. Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) T € sobrejetora

(ii) T € bijetora

(i1i) T € injetora

(iv) T transforma uma base de U em uma base de V', isto €, se B é uma base de U, entdo

T(B) € uma base de V.

Demonstragao:
(1) = (i7) Por hipdtese T' é sobrejetora e Im(T) = V. Sendo dimU = dimV, pelo teorema do
nicleo e imagem dimU = dimNuc(T) + dimIm(T), dai dimNuc(T) = 0. Logo, Nuc(T) = {0}

e, pelo pelo lema 3, T ¢é injetora. Sendo assim, 1" é bijetora.
(i1) = (iii) Se T ¢ bijetora, entdao T' é injetora.

(i7i) = (iv) Seja By = {uy, ..., u,} uma base de U, deve-se mostrar que By = {T'(uy),...,T(u,)}
¢ uma base de V. Como U e V tém mesma dimensao e By e By tém o mesmo numero
de elementos, basta mostrar que B, ¢é linearmente independente. Suponha aq,...,a; € R e

a - T(uy) + ...+ a, - T(u,) = 0. Pela linearidade de T

T(og-up+ ...+ a,-u,) =0.



Sendo T injetora segue que

a1 U+ ...+ o, u, =0.

Como B ¢ linearmente independente, conclui-se que a; = ... = «,, = 0, portanto By é linear-

mente independente.

(iv) = (i) Sejav € Ve By = {uy,...,u,} umabase de U. Por hipétese, By = {T(u1),...,T (u,)}

¢ uma base de V', logo v é escrito como
ap - T(u) + ...+ ay - T(u,) com ay, ..., a, €R.

Pela linearidade de T’
T(ag-uy+ ...+ - uy).

Estando em U a combinagao linear ayuy + . . . + apu,, entao todo elemento de V' é imagem, por

T, de um elemento de U, isto é, T' é sobrejetora.

Definicao 4 Sejam U eV espacos vetoriais sobre um corpo K. Entende-se por isomorfismo
de U em V' uma transformacao linear T : U — V' que seja bijetora. Um isomorfismo em um

operador T : U — U é um automorfismo de U.

Definicao 5 Seja V' um espago vetorial sobre K. Um operador T : V. — V associa a cada
vetor v € V. um vetor T'(v) € V. Se por meio de outro operador S for possivel inverter essa
correspondéncia, de tal modo que, a cada vetor transformado T (v) se associe o vetor de partida
v, diz-se que S é o operador inverso de T, e se indica T™'. Nesse caso, quando T admite a

inversa T—!, diz-se que T' é invertivel.

Proposicao 1 Se T é um isomorfismo de U em V', entio T : V — U também € um isomor-

fismo, de V- em U (isomorfismo inverso).

Lema 5 Sejam U eV espagos vetoriais sobre um corpo K. Se dimU =n e B = {uy, ug, ..., up}

¢ uma base de U, entao, para toda sequéncia vi,vs,...,v, de vetores de V', a aplicagcao

i=1 i=1
Ademais, se Ty : U — V € linear e T (u;) = v; (i =1,...,n), entao Ty =T.

T : U — V definida por T Z%"M) :Z%"Uz‘ ¢ linear e T(u;)) = v; (i = 1,...,n).

Teorema 2 Dois espacos vetoriais U e V' de dimensao finita sao isomorfos se, e somente se,

dimU = dimV .



Demonstragao:

=) Seja T' : U — V um isomorfismo, entdo Nuc(T) = {0} e Im(T) = V. Pelo teorema do

Nicleo e da Imagem, dimU = dimNuc(T) + dimIm(T), logo dimU = dimV .

<) Sejam By = {uy,...,u,} base de U e By = {vy,...,v,} base de V. Considerando a

transformacao linear T' : U — V dada por T (i o U | = i «; - v;. Supondo i a; -v; =0,
i=1 i=1

i=1
como Bs é linearmente independente, entao ag,...,q, = 0, assim g a; -u; = 0. Logo T é

i=1
injetora e, pelo corolario 1, T' é sobrejetora. Portanto T' é isomorfismo.

2.2 Matriz de uma transformacao linear

Sejam U e V espacos vetoriais sobre K de dimensoes finitas n e m, respectivamente. Seja,
T : U — V uma transformacao linear, B = {uy, us, ..., u,} umabasede U e C = {vy,vq,..., 0}
uma base de V.

Entao cada um dos vetores T'(uy), T (u2),...,T(u,), estd em V e, consequentemente, é

combinacao linear da base C:

T(uy) = a1 -vr+a9 - -ve+- -+ ap - Un
T(Ug) = a12-1)1+a22-vg+---~|—am2-vm
T(un) = Gin- U1+ a2 Va4 + Q- Uy

equivalentemente,

m
T(u]): g Gij'vi,OHde:LQ,...,n,
i=1
onde os escalares a;; estao univocamente determinados.

Definicao 6 A matrizm xn

a1 a12 Ce A1p

a921 99 Ce Qony,
(T)sc =

Am1 Am2 ... Qmp

mxn

que se obtém das consideracoes anteriores € chamada matriz de T em relacdo as bases B e

C. Denota-se essa matriz por (T')pc.



Notacoes:
(T')gc: matriz de T em relagao as bases B e C.

(T)p: a matriz de T' em relagao a base B (quando B = C).

Lema 6 Sejam U um espaco vetorial sobre K e I o operador idéntico de U. Dadas as bases B

e C de U, entao (I)pe € a matriz mudanga da base C para a base B.

Demonstracao: Sejam B = {uj,...,u,} e C = {vy,...,v,} bases de U, entao

](U1) = Uy = a11'U1+...—|—an1'Un

[(Ug) = Uy = QA2 Vg + ...+ Qp2*VUp

I(u,) = up, = ap-v1+...4+au vy
onde os coeficientes a;;, com ¢ = 1,...,n e j = 1,...n sao os elementos da matriz (/)gc.
Portanto essa é a matriz mudanca de base de C para a base B. |

Proposicao 2 Sejam U e V' espacos vetoriais sobre K de dimensoes n e m, respectivamente.
Entao, fixradas as bases B e C de U e V', respectivamente, a aplica¢iao T :L(U, V') = My, xn(K)

que cada T € L(U, V') associa a matriz (T')ge em relacao as bases B e C € bijetora.

Definicao 7 Um operador linear T : V — V ¢ nilpotente quando se tem T™ = 0 para algum

n € N.

O indice de um operador nilpotente ¢ o menor nimero n € N tal que 7™ = 0. Isto significa
que 7" ! £ 0 e T™ = 0. Analogamente, uma matriz quadrada A chama-se nilpotente quando
se tem A" = 0 para algum n natural. Se A"™! # 0 e A" = 0 diz-se que a matriz nilpotente A

tem indice de nilpoténcia n.

Lema 7 Sejam U e V espacos vetoriais sobre K de dimensdes n e m, respectivamente. Con-
sidere B base de U, C base de V e A\ € K. Dadas T} e Ty € L(U,V), tem-se as sequintes
1qualdades:

(i) A matriz da soma de duas transformagoes lineares € a soma das matrizes de cada uma,

em relagao ao mesmo par de bases, ou seja:

(Th + T32)ge = (T1)se + (T2) e

10



(i1) A matriz do produto de uma transformagdo linear por um nimero real A é igual a esse

numero multiplicado pela matriz da transformacao linear dada, ou seja:
(A-Th)se = A (Th)sc-

Logo, dados os espagos vetoriais U e V sobre K, ambos de dimensao finita, e fixando uma
base em U e uma base em V', a aplicagao T:L(U,V) = M,,x,(K) é um isomorfismo do espago
vetorial L(U, V') no espago vetorial M,,x,(K), desde que dimU = n e dimV = m. Desse modo,
conclui-se que dimL(U, V') = dimM,,x,(K) =m - n.

2.3 Operadores Diagonalizaveis

Definicao 8 Dadas as matrizes A e B € M,(K), diz-se que A é semelhante a B se, e

somente se, existir uma matriz invertivel M € M, (K), tal que A= M- B-M.

Proposicao 3 Seja V' um espago vetorial sobre R de dimensdo finita n. Dadas as bases B e

C deV edado T(V,V). Se M é a matriz de mudanga da base B para a base C, entao
(T)e =M~ (T)s- M.

Definicao 9 Chama-se determinante de um operador linear T : 'V — V o determinante da

matriz de T em relagao a uma base qualquer de V. Denota-se por det (T).
Lema 8 Um operador linear T : V' — V' é um isomorfismo se, e somente se det(T") # 0.

A semelhanca de matrizes estd intimamente ligada a mudanca de base e representacao ma-
tricial de operadores lineares. Sendo assim, duas matrizes do mesmo operador sao semelhantes.
A reciproca desse fato também é valida, isto é, se A= M~'- B - M, entdao A e B representam

um mesmo operador linear em bases diferentes.

Definicao 10 Seja V' um espaco vetorial sobre K e seja T : V. — V' um operador linear. Um
vetorv € V, v # 0, é um autovetor de T se existir um escalar X\ tal que T'(u) = X -v. Neste

caso A € um autovalor de T associado a v.

Lema 9 O escalar A é univocamente determinado por T'.
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Demonstragao: Seja v # 0, suponha que existam A\, A" € K, tisl que T'(v) = A-v =X v,
dai segue que

A=XN)-v=0=A=\.
m

Definicao 11 Dada uma matriz A € M,(K) e um autovalor \, uma matriz coluna nao nula
z € M,»1(K) é um autovetor generalizado de ordem k associado a X quando (A—X\-I)kz =0

e (A= X-Df e #£0. Un autovetor genuino é um autovetor generalizado de ordem 1.

Definicao 12 Seja v um autovetor generalizado de ordem k para o autovalor \ do operador

T, entao a sequéncia de vetores

{Ua (T —A- I)(U)7 ) (T — A I)k_l(v>}
¢ uma cadeia de autovetores generalizados ou (cadeia de Jordan), pertencente ao
autovalor \.

Lema 10 Fizado A\, o conjunto V() ={v eV |T(v) = X v} € um subespaco vetorial de V.

Definicao 13 Sejam V' um espaco vetorial sobre K, T : V. — V' um operador linear, e X\ um
autovalor de T. O subespago vetorial V(N) = {v € V | T(v) = A v} = Nue(T = X-1) €

chamado de autoespaco (ou subespaco préprio) do autovalor \.

Definigao 14 Seja A € M, (K) wma matriz, chama-se polinémio caracteristico de A o

sequinte polinomio de grau n.

ail — A a2 . A1p
a Ao — A\ ... Qop,
paN=| T | Zdet(A—X-1,).
A1 A2 cee Qpp — A

Lema 11 Matrizes semelhantes tém o mesmo polinomio caracteristico.

Definicao 15 Seja V' um espaco vetorial sobre K de dimensdo finitan e T :' V — V um
operador linear. Chama-se polinomio caracteristico de T o polinomio caracteristico da matriz

(T') em relagdo a qualquer base de V. Denota-se este polinémio por pr(X).
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Lema 12 Seja T : V. — V' um operador linear e V. um espaco vetorial sobre K de dimensao

finita n. Entdo os autovalores de T' sao as raizes de pr(\) em K.

Demonstracao: Sendo T'(v) =A-ve (T—A-1)(v) =0 v e Nuce(T —\-1I).

Segue que A é um autovalor de T se, e somente se, Nuc(T — X - I) # {0}. Isto equivale a
(T'— X- 1) nao ser invertivel e, ainda, que det(7'— \-I) = 0. Mas, por defini¢ao, det(T'—\-I) =
pr(A).

Definicao 16 Seja A € M, (K), chama-se autovetor (vetor prdprio) de A toda matriz

X #0, do tipon x 1 tal que A- X = X-X. O escalar \ € a raiz do polinomio caracteristico de
A.

Definicao 17 Entende-se por multiplicidade algébrica do autovalor X o nimero de vezes
que X aparece como raiz do polindmio caracteristico p(\). E a multiplicidade geométrica
de A como sendo a dimensao do autoespago V(X). Denota-se a multiplicidade algébrica como

me € a multiplicidade geométrica como my,.

Lema 13 Sejam V' um espacgo vetorial sobre K de dimensao finitan eT : V — V um operador

linear. Se Ao € um autovalor de T' entao mg, > my,.

Demonstragao:

Verificar a demonstragao em [20].

Definicao 18 Seja V' um espago vetorial sobre K de dimensao finita n. Um operador linear

T:V —V se diz diagonalizdvel se existe uma base de V' formada por autovetores de T

Se B={vy,...,v,} for uma base formada de autovetores de 7" associados, respectivamente, aos
autovalores \q, ..., \,emR, entao a matriz de T' com relagao a esta base é uma matriz diagonal.
A 0 ... 0
0 X ... 0
(T)s =
0 0 An

Dai, segue que
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A=A 0 0
0 Ao — A ... 0
pr(A) = ‘ ‘ ‘ ' =AM =N A=A .- (A —A).
0 0 A=A
Assim pr(\) se decompde em fatores lineares. Os escalares A, ..., \, ndo sdo necessaria-

mente distintos dois a dois.

Sejam V' um espago vetorial sobre R, T': V' — V um operador linear e (T) a matriz que
representa esse operador. Considerando auovalores reais e complexos, o polindmio caracteristico

pr(\) se fatora como

pr(N) = A = X)™ (A = V)™ (A= a)? + B2 (N — ag)® + BEPE

onde \. # \; € Re (ay, ) # (as, Bs), se r # s e a,. + i, é uma raiz complexa de pr(\).

Teorema 3 Seja A € M,(K), se vy,...,v, sio autovetores da matriz A associados a autova-
lores distintos Ay, ..., A\, entdo {vy,...,v,} sdo vetores linearmente independentes.
Demonstragao:  Suponha {vy,...,v,} linearmente dependente, entao, sem perda de genera-

lidade, existe um menor indice p tal que v, é uma combinagao linear dos vetores linearmente

independentes que o precedem, e assim existem escalares a, ..., a,, tais que
ap - v+ .. F Ay Uy = Vpy. (2.1)

Multiplicando os dois lados da equagao (2.1) por A e usando o fato de que A -v; = \; - v;, para

cada i, obtém-se

ap- A+ 4a- A, = A

al-)\1~v1—i—...+ap~/\p-vp = )‘p+1'vp+1' (22)

Multiplicando os dois lados da equagdo (2.1) por A,; e subtraindo o resultado da equacao
(2.2), tem-se
(ll()\l—)\p+1)'Ul+...+ap'()\p—)\erl)'Up:O
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Como {vy,...,v,} ¢ linearmente independente, a;-(A\; —Ap1) = ... = ap- (A\p—Aps1) = 0. Mas,
(Ai — Apg1) # 0, com ¢ = 1,...,p, pois os autovalores sao distintos. Logo, a; = ... = a, = 0.
Porém, pela equacao 2.1, v,41 = 0, o que é impossivel. Assim, {vq,...,v,} nao pode ser

linearmente dependente, portanto, é linearmente independente.

Corolario 2 Se V' é um espaco vetorial sobre K de dimensaon e T : V — V um operador
linear que possut n autovalores distintos, entao V possut uma base cujos vetores sao todos

autovetores de T'.

Lema 14 Sejam V um espacgo vetorial de dimensao finitan e T :V — V um operador linear.

Se
prA) =M =A) - (A= A) ... (A= A)

onde Ay, ..., \, € K sao dois a dois distintos, entao T é diagonalizdvel.

Definigao 19 Uma matriz A € M,(K) € diagonalizdvel se existir uma matriz M de ordem n

invertivel tal que M~ - A - M seja uma matriz diagonal.

Teorema 4 Seja V' um espaco vetorial sobre K de dimensdo finita n. Um operador linear

T:V —V € diagonalizdvel se, e somente, as condi¢oes forem verificadas

(i) Para cada autovalor de T as suas multiplicidades algébrica e geométrica sao iguais.

(ii) a soma das multiplicidades geométricas de todos os autovalores de T coincide com a

dimensao de V.

Lema 15 Seja T : V — V um operador linear e pr = (A — A)™ ... (A, — A\)™", onde \; # N},

se i # j. Se m; também é multiplicidade geométrica de \; entao T € diagonalizdvel.

Definigao 20 Seja p(\) = ap\" + @, A"+ ...+ a A + ag um polindmio e A uma matriz de

ordem n. Entdo p(A) é a matriz
p(A) = ap A" + an A al A+ agl.

Quando p(A) = 0, diz-se que o polinomio anula a matriz A.
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Definicao 21 Seja A uma matriz de ordem n. O polinémio minimal de A é um polinomio
ma(A) = N+ ap N4 4
tal que
(i) ma(A) =0, isto €, ma(\) anula a matriz A.
(i) ma(X) € o polinomio de menor grau entre aqueles que anulam A.

Teorema 5 (Cayley-Hamilton) Seja M uma matriz de ordem n e seja pa(\) o polinémio

caracteristico de A. Entdo, pa(A) = 0.
Demonstracao: Como p4(A) é um polindmio monico de grau n em A, pode-se escrever

pa(N) = N by - AN by A by, (2.3)

onde by, ..., b, reais. Seja C'(\) a matriz adjunta da matriz (A — A\I,,). Como C(A) é, por
definicao, a transposta da matriz cujas entradas sao os cofatores de \-I,,— A, logo sao polinémios

em A de grau menor ou igual que n — 1. Assim, pode-se escrever

CA)=Cpy - A" 4. +C1- A+ Co, (2.4)

onde Cy, C1, ..., C,_1 sdo matrizes quadradas de ordem n que nao dependem de A. Como C()\)

¢ a matriz adjunta de (A — X\ - [,,), tem-se
(A=X-1,) - C(A\) = pa(A) - L.
Por (2.3) e (2.4)

AL —A)(Crpg - NP+ A+Co) = (N + by - N b A+ Do) - L (2.5)

Da igualdade (2.5), obtém-se

Cnfl = In
Cn—Q —A- Cn—l = bn—l : In

Co—-A-C, = b I,
—ACO = bOIn
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Multiplicando cada uma das equacoes acima por A" A"~' . . A, I,, respectivamente, tem-se

(

A" Chy = A"
Ant. Choo—A"-Chqy = by_1- Ant

A-Cy—A%-C = by - A
—-A-C = by - I,

Somando membro a membro das equagoes acima, resulta
pa(A) = A"+ b, - A" b A+ by- I, =0.
[ |

Uma aplicagao imediata do Teorema de Cayley-Hamilton é para encontrar a poténcia de

uma matriz.

Exemplo 3 Seja a matriz

-1 2
0 0

Calcule o valor de A,

Solucgao. Calculando o polinémio caracteristico p(\) = det(A — X - I5), tem-se

—1-X 2
0 -

=A1+A) =X+
Pelo teorema de Caley-Hamilton,

pa(A)=A*+A=0 A=A

Entao,

A= A2 A2 = (—A) - (—A) = A2 = —A

AS =AY A2 = (—A) - (—A) = A2 = —A
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Continuando esse processo pode-se concluir que A%’ = — A e assim,

1 -2
0 O

AlDOZ—A:

Exemplo 4 Seja T : R* = R* 0 operador linear representado pela matriz

-1 -4 -2 =2

-4 -1 -2 =2
A=

2 2 1 4

2 2 4 1

Encontre

(I) Os autovalores e autovetores de A.
(IT) Encontre a multiplicidade algébrica e multiplicidade geométrica de cada autovalor de A.

(ITI) Verifique se A é diagonalizavel. Em caso afirmativo, descreva a matriz diagonal seme-

lhante a A.

Solucao:

(I) O polinémio caracteristico de A é

-1-Xx -4 -2 -2
pa(N) = det (A — A1) = det I S VERSTSCI o
2 2 1—-X 4
2 2 41—
pa(N) = (=3 =X (3= N2~
Dai, segue que os autovalores de A sao A\; =3 e \y = —3.
Para encontrar seus autovetores
e autovetor associado a A\; = —3
-1 -4 -2 -2 x —3x ( —xr—4y—22-2w = 3w
-4 -1 -2 =2 yl | —3v —dr—y—22—-2w = -3y
2 2 1 4 z B —3z - 20+ 2y+z+4w = =3z
2 2 4 1 w —3w \ 20+ 2y+4z2+w = 3w



Resolvendo o sistema linear tem-se x = —y — w e z = w, dai

V(-3) = {(~y—w,y,w,w)|y,w e R}
= {y(-1,1,0,0) + w(—1,0,1,1) | y,w € R}
= [(-1,1,0,0),(—1,0,1,1)]
Como o conjunto {(-1, 1, 0, 0), (-1, 0, 1, 1)} é linearmente independente, logo, é
uma base de V' (—3).

e autovetor associado a Ay = 3

(

-1 —4 -2 =2 T 3x —x—4y —2z—-2w = 3z

-4 -1 -2 =2 yl 3y —dr—y—22-2w = 3y

o o 1 a3 T wiweciaw = 3

2 2 4 1 w 3w \ 2+ 2y +4z4+w = 3w
Resolvendo o sistema linear tem-se © = —2z —w, y = —2z —w

VE3) = {(—z—w,—z—w,z,w) | z,w e R}
= {2(-1,-1,1,0) + w(—1,-1,0,1) | z,w € R}

= [(-1,-1,1,0),(~1,-1,0,1)]

Como o conjunto {(-1, -1, 1, 0), (-1, -1, 0, 1)} é linearmente independente, logo é

uma base de V (3).

(IT) As multiplicidades algébrica e geométrica de A\; = —3 sdo, respectivamente 2 e 2. As

multiplicidades algébrica e geométrica de Ay sao, respectivamente, 2 e 2. Entao,

Resumo | m, | my Base V()
M=-3] 2| 2| {(1,1,0,0), (-1,0,1, 1)}
Ao =3 2 2 | {(-1,-1,1,0), (-1,-1,0, 1)}
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(III) Pelo teorema 4, T' é diagonalizavel, pois em ambos autovalores m, = m, = 2. Logo, a

matriz diagonal D terad a seguinte forma

o

o
o w o O
w o o O

A matriz M que realiza a diagonalizagao tem as colunas formadas pelas coordenadas dos au-
tovetores de 1" entao,

-1 -1 -1 -1

1 0 -1 -1

M =
0 1 1 0
0 1 0 1
Portanto, D = M~1. A M.

3.0 00 2 1 -1 -1\ (=1 -4 —2 =2\ [=1 -1 -1 -1
0 300| 1|1 1 2 2 4 -1 -2 -2 10 -1 —1
0 0 30| 3|-1 -1 1 -2 2 2 1 4 0 1 1 0
0 0 0 3 1 -1 -2 1 2 2 4 1 0 1 0 1

Exemplo 5 Seja T : Py(R) — P»(R) o operador linear definido por
T(a+ bz +cax®) =a+ (a+b)x + (b+ 2c)z”.
Encontre:
(I) Os autovalores e autovetores de T

(II) Encontre a multiplicidade algébrica e multiplicidade geométrica de cada autovalor de T .

(III) Verifique se T € diagonalizdvel.
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Solucgao:

(I) Os autovalores de T" sao as raizes do polinomio caracteristico de 7'. Considerando a base

canonica C={1,z,z?} de pa(R), a matriz de T nessa base é

100
(Th=1110
01 2

E assim, calcula-se o polindmio caracteristico

Logo, A\ =1 e Ay = 2 sao os autovalores de T. Segue dai,

e autovetor associado a A\; = 1

100 a a a = a

110 bl=1|b]| <« a+b = b

01 2 c c b+2c = ¢
Resolvendo o sistema tem-se c = —bea =0

V(1) = {bx — bx® | b € R} é gerado por {x — x?}. Logo, uma base para V(1) é
B={z — 2*}.

e autovetor associado a Ay = 2

1 00 a 2a a = 2a
1 10 bl =120 <= a+b = 2b
01 2 c 2¢ b+2c = 2¢

Resolvendo o sistema tem-se a = 0, b = 0 e ¢ € R. Segue que

V(2) = {cz? | ¢ € R} é gerado por {z*}. Logo, uma base para V(2) é B={xz?}.
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(IT) As multiplicidades algébrica e geométrica de \; = 1 sdo respectivamente 2 e 1. E de

Ay = 2 sao, respectivamente, 1 e 1. Dali,

Resumo | m, | m, | Base V(\;)
M=1 2|1 {z—2°}
=211 (2%}

(III) Pelo item (i) do teorema 4, o operador linear 7" nao ¢ diagonalizavel, pois em (I) a

multiplicidade algébrica é maior que a multiplicidade geométrica.

Existem alguns operadores que nao podem sao diagonalizaveis, dessa forma se faz necessario

uma técnica para tentar “diagonalizar em blocos” esses operadores.
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Capitulo 3

Introducao as Formas Canodnicas de

Jordan

Neste capitulo serao apresentados importantes resultados acerca das formas canonicas de
Jordan, um algoritmo para encontra-la e uma colecao de exemplos. Os conteudos presentes

neste capitulo foram baseados em [1,2,4,5,6,7,11, 13,14, 15, 23].

3.1 Motivacao

Considere o operador linear 7' : V' — V', onde V' ¢é um espaco vetorial sobre R de dimensao

2, cuja matriz em relagao a base canonica C é

0 1
-1 0

(T)c =

a qual nao ¢ diagonalizavel, pois p(\) = A2+ 1, que nao possui raizes reais. Assim este operador
nao possui autovalores e, consequentemente, nao possui autovetores. Entretanto se o espago
vetorial V' for complexo e considerar-se a mesma matriz, o polinomio caracteristico passara a

ter duas raizes distintas, i e —i, logo a matriz diagonal D semelhante a (T)¢ é

D —
0 —2

Mesmo considerando o espago vetorial V' sobre C, nem todo operador é diagonalizavel.

Sejam V' um espaco vetorial de dimensao 4 e T :V — V

23



o o O
o = O O
_ = O O

sendo C a base canonica de V. Entao pr(A) = (i — A)(—i — A)(1 — A\)? e seus autovalores sao
A1 =1, Ay = —i e A3 =1 (com m, = 2). Nao é possivel, encontrar dois autovetores linearmente
independentes para A3 = 1, e assim 7" nao é diagonalizdvel. No entanto, sendo V um espago
vetorial sobre C e T': V' — V um operador linear nao diagonalizavel, sempre existe uma base

B de V, tal que (T)p esteja na forma canénica de Jordan.

3.2 Conceitos basicos

Uma matriz de ordem n que esteja na forma candnica de Jordan é formada por blocos de

matrizes de ordem < n. Se faz necessario, entao, definir esses blocos.

Definicao 22 Uma matriz quadrada de ordem r da forma

A1 0 ... 0
0OX1 ...0
JXr)=10 0 XA ... 0
00 0 ... \

¢ denominada bloco de Jordan de ordem r associado a A\, onde \ € R.

Note que cada bloco de Jordan é escrito como a soma de uma matriz diagonal e uma matriz

nilpotente:
A1 0 0 1 00 0 010 0
0 X 1 0 010 ...0 00 1 0
JNr)=10 0o X ... 0fl=X]lo0 1 ...0]l+]0 0O ... 0l =MX+N.
00 0 A 000 1 000 0
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A matriz diagonal se escreve como A, onde I é a matriz identidade de ordem r e

010 ...0
0 01 0
N=100 0 0
000 ...0

rXr

a [ 1 0 0 0
-3 a 0 1 0 0
0 0 a pf 0 0
R(a,B;7) =10 0 -8 « 0 0
o 0 0 0 ... a p
0O 0 0 0 ... =8 «
Definigao 23 Sejam By, ..., Bx matrizes quadradas, nao necessariamente de ordens iguais.
Define-se diag(By, ..., By) como sendo a matriz quadrada de ordem igual a soma das ordens
de By,...,By dada por
By 0 ... 0
. 0 By 0
diag(By, ..., By) =
0 0 By,

Para construir uma matriz que esteja na forma candnica de Jordan, escolhe-se, convenien-

temente, By, ..., Br que sejam blocos de Jordan.

Exemplo 6 Sejam By, Bs, B3 tais que

21 00
-1 1 0
0210 01
B, = ,Bo=10 —-1 1 |e Bs=
00 21 00
0 0 -1
0 0 0 2
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Entao, a matriz que tem B;, By e B3 em sua diagonal sera da forma

2100
0210
0 0
00 21
000 2
-1 1 0
0 0 -1 1 0
0 0 -1
01
0 0
0 0

E assim a matriz diag(B;, B2, Bs) estd na forma canonica de Jordan.

Teorema 6 (Forma Canédnica de Jordan) Sejam T : X — X um operador linear e X
um espaco vetorial sobre K de dimensao finita n, entao existe uma base de V na qual T €
representada por uma matriz na forma canonica de Jordan. FEssa representacdo € unica, a

menos de ordenamento dos blocos de Jordan.
Demonstragao: Encontra-se no apéndice deste trabalho.

Teorema 7 Seja V' um espaco vetorial sobre K de dimensao finita n. Para todo operador
linear T :'V — V', existe uma unica decomposicao T' = N + D, onde N : V — V nilpotente,
D :V —V diagonalizdvel e N - D =D - N.

Demonstracgao:

Verificar demonstragao em [14].

Lema 16 Toda matriz quadrada A € semelhante a alguma matriz J na forma canénica de

Jordan.

Lema 17 Duas matrizes quadradas de mesma ordem A e B sao semelhantes se, e somente se,

possuem a mesma forma canonica de Jordan.

Demonstragao:

=) Por hipétese, A e B sao semelhantes, logo
B=P' AP (3.1)
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Se J a forma canonica de Jordan associada a B, entao
B=M-J-M"
Igualando as equagoes (3.1) e (3.2) tem-se
Pt A-P=M-J-M"

Multiplicando M ~! a esquerda em ambos os lados

(Mt P Y- A P=J -M"
Multiplicando, agora, M a direita obtém-se

(M- P H-A-(P-M)=.
Como M~ - P~' = (P- M), logo

J=P -M)"-A-(P-M)e,

portanto, J também é a forma canonica de Jordan associada a A.

<) Se A e B tém a mesma forma canonica de Jordan entao

A=M-J-M™*

J=P'.B.P
Substituindo (3.4) em (3.3)
A=(M-PY)-B-(P- M)
Sendo M = (M~')~! e substituindo em (3.5)

A= (MY P B(PMY
= (P-M7)) B (P MY,

portanto A e B sao semelhantes.

(3.2)

Lema 18 Seja T : V — V um operador linear. Se A\ é um autovalor de T entdio a soma das

ordens dos blocos J(A;s) € igual a multiplicidade algébrica de X.

Lema 19 Se a+fi € uma raiz complexa de pr(X), entdao a soma das ordens dos blocos Rs(«v, )

¢ igual ao dobro da multiplicidade da raiz o + Pi.
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3.3 Método para encontrar a forma canonica de Jordan

Entende-se por algoritmo, do ponto de vista matemaético, uma sequéncia finita de regras,
raciocinios ou operagoes que, aplicada a um numero finito de dados, permite solucionar classes
semelhantes de problemas. Esta secao tem por objetivo apresentar um algoritmo para encontrar
a forma canonica de Jordan, desde que se tenha os polindmios caracteristico e minimal da matriz
do operador. E importante lembrar que os coeficientes desses polinomios sao reais.

Para auxiliar os cédlculos necessarios nos exemplos foram utilizados os softwares MatrizCalc
e Symbolab. Primeiramente serd considerado o espaco vetorial V' sobre R, posteriormente serao

mostradas as adaptacoes para o espaco vetorial V' sobre C.

Caso 1 |Seja V um espaco vetorial sobre R, T': V' — V um operador linear e A a matriz de

T.

1° passo: Calcula-se a forma fatorada do polinémio caracteristico de A
pa(A) = (A =A™ (A — )™

onde 0s \; sao os autovalores distintos de A e os m; sao suas respectivas multiplicidades,
e seu polinomio minimal

ma(A) = (A — AP (A — A)Pe

Para todoi=1,...,n, deve-se ter 1 < p; < m;.

2° passo: Paracadai=1,...,neparacada k =1,...,p;, calcula-se a nulidade da matriz
(A — X- 1)k Denota-se cada uma dessas nulidades por #;;. A nulidade de uma matriz é a
quantidade total de linhas nulas que aparecem apds o escalonamento da matriz.

3° passo: Denotando por n(.J; ;) a quantidade de blocos de Jordan de ordem k associados

ao autovalor \;, isto é, a quantidade de blocos da forma

Ao 10 0
0 N 1 0
0O 0 O 1
0O 0 0 . A
kxk
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tem-se que

e que

n(‘]i,pi) = ti,pi - ti:pi—l

TL(JZJC) = QtiJg — ti,k—f—l — tin_l,Vk’ € {1, .. 710@‘—1} e tz‘,O = O,Vl

4° passo: A forma canonica de Jordan de A é dada pela matriz diagonal de blocos formada

por n(J; ) blocos de Jordan de ordem k associados ao autovalor \;, para todo k =1,...,p; e

para todoi=1,...,n.

5° passo: Ja encontrada a matriz de Jordan, o proximo passo é encontrar a base associada

a forma canonica de Jordan. Para isso,

(a)

(d)

Uma vez calculado o polinémio minimal de A
ma(A) = (A = AP (A — AP

para cada i = 1,...,n ecada k = 1,...,p;, calcula-se os vetores v que sao solugoes do
sistema linear (A — \;- 1)*(v) = 0 e que satisfacam & condicdo (A — ;- I)¥71(v) # 0, onde

I é a matriz identidade de mesma ordem que A.

Para cada v obtido no item (a), os k vetores,
v, (A= X-1)(v),....,(A=X-D)*2(v), (A= X-T)F(v)

sao parte da base procurada, desde que eles, juntamente com os outros vetores ja encon-

trados formem um conjunto de vetores linearmente independentes.

Para cada k e cada i com n(J;x) > 0, procuram-se k vetores como no item (b). Os
conjuntos linearmente independentes assim encontrados sao bases associadas a forma

canodnica de Jordan de A.

Sendo M a matriz cujas colunas sao os vetores formados pela base encontrada no item
(c), tem-se que

J=M"1-A-M.
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Exemplo 7 Seja a matriz

4 1 1 1

-1 2 -1 -1
A=

6 1 -1 1

-6 -1 4 2

Sequindo os passos do algoritmo, encontre a forma de Jordan associada a A e a matriz M de
autovetores. Mostre que M - J - M~' = A.

Solugao:

1° passo: Encontrar os polinémios caracteristico e minimal de A. Esses polinémios sao dados,

respectivamente por

paA) =det(A—X-1)= X' —=7A° + 9N +27TA =54 = (3 = N\)* - (=2 — \)

ma(A) = (3= N)?- (=2 —\).

2° passo: Dai, tem-se que A\; = 3 e Ay = —2. Ainda, p; = 2 e p, = 1. Para cada \ e cada p,
calcula-se as nulidades. Assim, para \; = 3
tl,O — O
ti1 = Nulidade(A—3-1)=2
tio = Nulidade(A—3-1)*=3.
Para Ay = —2
t270 - O
ta1 = Nulidade(A+21) = 1.
3° passo: Calcula-se os n(J; ) para cada A.
Para Ay = 3
n(Ji2) = t12 — 111 = 3—2 = 1
n(Jip) = 2.ty —tig—ty = 2:2-3-0 = 1L
Portanto, sera 1 bloco de ordem 2 e 1 bloco de ordem 1.
Para A\, = —2
n(JgJ) =M21 — My = 1-0=1.

Portanto sera 1 bloco de ordem 1.
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4° passo: Logo, a matriz de Jordan J associada a A é formada por 1 bloco de ordem 2 e
1 bloco de ordem 1 referentes ao autovalor \; = 3, 1 bloco de ordem 1 referente ao autovalor

Ao = —2.

3 110] 0

0 3/0] 0
J:

0 0{3] 0

0 0[O0 -2

5° passo:

(a) Para cada autovalor calcula-se os vetores v tal que (A — \; - I)*(v) = 0, mas
Para \; = 3, deve-se ter vetores v tal que (A —3-1)*(v) = 0, mas (A —3-1)(v) # 0.
Resolvendo o sistema linear, e obedecendo a condicao, obtém-se os seguintes vetores

possiveis
v; = (0,1,0,0)
Uy = (07 07 07 1)
Vs = (1, 0, 1, O)
Procura-se agora um vetor u tal que (A —3-1)(u) = 0, mas u # 0. Resolvendo o sistema
linear e obdecendo a restricao, obtém-se os seguintes vetores possiveis
uy = (1, —2, 1, O)
Ua = (0,—1,0,—1)

Para Ay = —2, deve-se ter vetores w tal que (A +2-I)(w) = 0, mas w # 0. Resolvendo

o sistema linear e obdecendo & condi¢ao tem-se w = (0,0, —1,1).

(b) Escolhendo vy, entdao (A—3-1)(vy) = (1,—1,1,—1) também faz parte da base procurada.
Além deles, os vetores u; = (1,—2,1,0) (ouuy = (0,—1,0,—1) e w = (0,0, —1, 1).

(¢) Um conjunto linearmente independente de vetores dados em (b) é
{(1,-1,1,-1),(0,1,0,0),(1,-2,1,0), (0,0, —1, 1)} que formam uma base associada a forma

canonica de Jordan de A.
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(d) Sendo M a matriz cujas colunas sao os vetores dessa base, entao

1 0 1 O
M- -1 1 -2 0
1 0 1 -1
-1 0 0 1
Seja
10 -1 —1
Y= 11 1 1
00 1 1
1 0 -1 0
Portanto, A se escreve como
1 0 1 0 310 0 10 -1 —1
_ -1 1 -2 0 030 0 11 1 1
101 -1 Joos o] oo 1 1
-1 0 0 1 000 =2 10 -1 0

Exemplo 8 Seja a matriz

1 0 -1 10
-4 1 -3 21
A=1-2 -1 0 1 1
-3 -1 -3 41
-8 =2 -7 5 4

Encontre a forma canénica de Jordan de A e os vetores da base associada.
Solucgao:
1° passo: O polinémio caracteristico de A é

pald) = (2= M.

O polinomio minimal de A é



2° passo: Tem-se que \; = 2 e p; = 3. Para cada k = 1,2, 3, calcula-se as nulidades de

(A —2-1)* descritas a seguir:

tl,O - 0
ti1 = Nulidade(A—2I) =2

4

tip = Nulidade(A — 2I)?

t13 = Nulidade(A—2I)* =5

3° passo: Dali, pode-se calcular os n(J;):

n(Jig) = 2tin—tia—to = 4-4-0 = 0

n(Ji2) = 2tio—tig—tip = 8—5—-2 = 1

n(Jiz) = t13 —t12 = 5—-4 =1
Portanto existem 0 blocos de ordem 1, 1 bloco de ordem 2 e 1 bloco de ordem 3.

4° passo: Logo, a forma candnica de Jordan de A é formada por 1 bloco de ordem 3 e 1 bloco

de ordem 2 associados ao autovalor A\ = 2, ou seja,

<

Il
o olo o W
— o o o

S OO N =
S O NN = O
S N | O O O

[\]

5° passo:

(a) Precisa~se determinar os vetores que satisfacam a equagao
(A—2-1)3(u) =0, mas que (A —2-I)*(u) # 0. Resolvendo o sistema linear assim obtido

e obdecendo a restrigao, tem-se as seguintes possibilidades

w = (1,0,0,0,0)
us = (0,0,1,0,0)

us = (0,0,0,1,0).

Pode-se tomar, também, uma combinacao linear destes vetores. Assim, seja u = uy + us,

entao pode-se utilizar o vetor w.
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Procurando, agora, vetores v tais que (A — 2 - I)*(v) = 0, mas que (A —2-I)*(v) # 0,

tem-se

vy = (0,1,0,0,0)
vy = (0,0,0,0,1)
v = (=1,0,1,0,0)
vy = (1,0,0,1,0).

Por fim, procura-se vetores w tais que (A — 2 - I)(w) = 0, mas w # 0. Resolvendo o

sistema linear, respeitando-se a restricao, obtém-se

wy = (0,—-1,1,1,0)

ws = (0,1,0,0,1).

(b) Escolhendo o vetores u, vy € wy, tem-se as respectivas cadeias de autovetores generalizados

{(A=2-D)2u),(A—=2-I)(u),u} = {(0,0,-2,—2,—2),(—2,~7,—4,—6,—15),(1,0,1,0,0)}
{(A=2-1)(vy),v4} = {(0,—-2,—1,-1,-3),(1,0,0,1,0)}
{w} = {(0,-1,1,1,0)}.
(c) Escolhendo-se os vetores das cadeias de u e vy, forma-se o conjunto linearmente indepen-
dente {(0,0, -2, -2, -2), (-2, -7,—4, -6, —15),(1,0,1,0,0), (0, —-2,—-1,—-1,-3),(1,0,0,1,0) }

que formam uma base de V.

(d) Seja M a matriz cujas colunas sdo os vetores da base encontrada:

0 -2 1 0 1
0O -7 0 -2 0
M=|-2 -4 1 -1 0
-2 -6 0 -1 1
-2 =15 0 =3 0

Portanto J = M~!- A- M, ou equivalentemente, A = M - J - M~
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Exemplo 9 FEncontre a forma de Jordan J de

5 4 0 0 4 3

2 3 1 0 5 1

0o -1 2 0 2 0
A=

-8 -8 -1 2 —-12 -7

o o0 0 0 -1 0

-8 -8 -1 0 -9 -5

Verifique se a matriz M € uma matriz de autovetores de J, onde

1 0 00 —1 o0

0 1 00 0 -1

-1 0 10 0 -1
M —

-1 -1 01 1 1

0 0 00 0 1

-1 -1 00 1 0

Solucgao: Para encontrar a forma de Jordan de A precisa-se, primeiramente, encontrar seus

polindmios caracteristico e minimo que sao dados, respectivamente por

paN) = (2 =N (=1 = A)?

ma(d) = (2= X7 (=1 -).

Calcula-se, agora as nulidades para cada autovetor. Assim

Para A\ =2
tl,O = O
ti1 = Nulidade(A—2-1)=2
tios = Nulidade(A—2-1)* =3
t13 = Nulidade(A—2-1)* = 4.
Para Ay = —1

tgjo - O

to1 = Nulidade(A+1)=2.
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Com isso, pode-se calcular os n(J; ) para cada autovalor.

Para A\ =2
Tl(JLg) =

n(JLQ) =
n(J171) =

t13—t12

2-t1o—tiz3—1t11 =

2-ti1—tia—typy =

2-3—-4-2
2-2-3-0

Portanto, hé 1 bloco de ordem 1 e 1 bloco de ordem 3.

Para Ay = —1

4 —

3

n(Jo1) =teg —tap=2—-0=2.

Portanto hé 2 blocos de ordem 1.

Logo,

A matriz M possui inversa que é dada por

M=

Fazendo M - J - M~ tem-se

1 0 00 —L o0
0 1 00 0 -1
-1 0 10 0 -1
-1 -101 1 1
0 0 00 0 1
-1 -1 00 1 0

o O o o O N

21 0/0,0 0
0 2 1|0[01]0
0 0 2/0[01]0
0002010
00 0j0[-1]0
00 0|00 ]-1
2100 1 1
0100 1 0
2110 2 1
0001 -1 -1
2200 2 2
000O0 1 O
100 0 0
210 0 0
020 0 0
002 0 0
000 -1 0
000 0 -1

Logo, M é uma matriz que representa os autovetores de J.
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Exemplo 10 Encontre a forma de Jordan J da matriz A, e uma matriz M tal que

A=M-J- ML

-4 -5 =3 1 =2 0 1 =2
4 7 3 -1 3 0 -1 2
0O -1 0 0 0 0 0 0
—1 1 2 -4 2 0o -3 1
A—
-8 —14 -5 1 -6 0 1 -4
4 7 4 -3 3 -1 -3 4
2 -2 -2 5 -3 0 4 -1

Solucao: Seguindo o algoritmo, para encontrar a matriz J precisa-se, primeiramente, encontrar

o polinomio caracteristico e o polinomio minimo de A, logo

paA) = (=1 =X (N)7- (1 =)

ma(\) = (=1 = )2 (V- (1 - A).
Como hé 3 autovalores distintos, serdo calculadas as nulidades (A — X - I)* para cada um deles,
logo
Para A\; = —1, tem-se
tl’g - 0
ti1 = Nulidade(A+1)=2
tio = Nulidade(A+1)* = 3.
Para Ay = 0, tem-se
t270 = O
ta1 = Nulidade(A) =1
tyo = Nulidade(A)* =2
tys = Nulidade(A)®

3.
Para A3 = 1, tem-se

ts0 = 0

ts1 = Nulidade(A—1)=2.
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O préximo passo é calcular os n(J; ;) para cada um dos autovalores. Assim:
Para Ay = —1
n(Jig) = t12 — 111 = 3—-2 = 1
n(Ji1) = 2-t11—tia—tiy = 2:2-3-0 = 1

Portanto, serao 1 bloco de ordem 2 e 1 bloco de ordem 1.

Para Ay =0
n(Joz) = log — oo = 3—2 = 1
n(Ja2) = 2-tygg—tog—ty = 2:2-3-1 = 0
n(Ja1) = 2-tgg —tea—tay = 2:-1—-2—-0 = 0.

Portanto, sera 1 bloco de ordem 3.

Para A\3 =1
n((]371) = t3’1 - t370 =2-0=2.

Portanto serao 2 blocos de ordem 1.

Desse modo, a matriz J sera

o | o O

o O o |o | o o
oo O o |o | o o

O | OO = OO o o

o | oo o oo | o
o | oo o OO

o | oo o O

o | oo o oo | o o
oSO | oo O =

Agora, para encontrar a matriz M procurada, é necessario encontrar uma base de autovetores
(genuinos e generalizados) de A. Para isso, precisa-se encontrar uma cadeia de autovetores para

cada autovalor. Assim
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Para A\; = —1, determina-se os vetores v que satisfacam a equacao (A + I)%(v) = 0 mas
(A+1)(v) # 0. Resolvendo o sistema linear (A+1)?*(v) = 0 chega-se as seguintes possibilidades
vy = (0,0,0,0,0,1,0,0)
v = (0,0,0,—1,0,0,1,0)
vs = (-1,0,0,1,1,0,0,1)
mas,
(A+1)(vy) = 0
(A+1)(vy) = 0
(A+I)(vs) # 0
Logo, um dos vetores procurados é vs = (—1,0,0,1,1,0,0,1), também
(A+I)(vs) = (0,0,0,1,0,0,—1,0).
Agora, procura-se os vetores u que satisfagam a equacao (A 4 I)(u) = 0, mas u # 0. Dali,
segue as seguintes possibilidades
u; = (0,0,0,0,0,1,0,0)

up, = (0,0,0,—1,0,0,1,0)

como uy e (A+ I)(vs) = (0,0,0,1,0,0,—1,0) sao linearmente dependentes entao, uma cadeia
de vetores linearmente independentes para A\; = —1 é
{vs, (A+I)(v3),us } = {(-1,0,0,1,1,0,0,1),(0,0,0,1,0,0,-1,0),(0,0,0,0,0,1,0,0) }
Para A\, = 0, determina-se os vetores v que satisfacam a equagiao A3(v) = 0, mas A%(v) # 0.
Resolvendo o sistema linear A3(v) = 0 chega-se as seguintes possibilidades
v = (=1,0,2,1,0,0,0,0)
vy = (0,—1,2,0,1,—1,1,0)
vs = (0,0,—-1,0,0,1,0,0)

também

(A+[)(U1) 7& 0
(A—f-])(vg) # 0
(A+1)(vs) # 0
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Escolhendo vy, uma cadeia de autovetores para Ay = 0 é dada por
{A2(v)), A(v),v1)} = {(1,0,—1,—1,0,—1,0,—1), (—=1,1,0,1,—1,1,-1,0), (—1,0,2,1,0,0,0,0)}
Para A3 = 1, define-se os vetores v tal que (A —I)(v) = 0 e v # 0. Uma vez que a
multiplicade algébrica de A3 é igual a sua multiplicidade geométrica, tem-se um conjunto de

autovetores genuinos. Resolvendo o sistema (A — I)(v) = 0, tem-se

1 4 4 45 71 31 11 410
S (A | A . R
{or, va} {(11’ 1 101 1r ’O>’( FRETRETERTRRETRR TR )}

Portanto, M é dada por

o -10 1 -1 -1 £ =2
o 0 0 0 1 0 —% &
o 0 0-10 2 X -1
yo|t ot 1l - &
o 1 0 0 -1 0 <& -4
o 0 1-11 0 —& ¥
-1 0 0 0 -1 0 1 0
0o 1 0-10 0 0 1

Caso 2 |Sejam V um espago vetorial sobre C, T': V' — V um operador linear e A a matriz

de T.

Se A for uma matriz formada por elementos reais e se « + i for um autovalor de A, entao

a — fi também serd um autovalor. Uma consequéncia disto é que pode-se associar aos blocos

de Jordan

J; 0
0 Jy
onde
o+ B 1 0 ... 0 0
0 a+pi 1 0 0
I = ) )
0 0 0 o+ pi 1
0 0 0 0 o+ B

kxk



o
Q
|

)

N

—_

o

[a)

JQZ

e}
)
e}
Qe
|
@™
~
—_

kxk

E, a matriz dos blocos reais

J o . O
J 1 O
R:
O O O
O O O J
kxk
onde
10
I I R o
-0 « 01 00

Como cada bloco que forma a matriz R é de ordem 2, tem-se que R é uma matriz de elementos
reais de ordem 2k.
A base associada a forma candnica de Jordan real da matriz A pode ser construida a partir

da base da forma de Jordan complexa. Para isso, escolhe-se, convenientemente, vetores v

v4+u v—u
e

associados a a + [t e u associados a a — (37 e substitui-los por 5 5
i

Exemplo 11 Considere uma matriz real A cujo polinomio caracteristico é
paA) = A 202+ 1= (i — A% (=i —\)?
e o polinomio minimal é dado por

ma\) = (i — \)? - (=i — \)2.
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A forma candnica de Jordan representada pela matriz complexa €

1 0 0

0« 0 O
O —

00 — 1

00 0 —2

4x4

0O 1 1 0

-1 0 0 1
R =

0O 0 0 1

0 0 -1 0

Se {v1,v9,v3,04} for a base associada a C, entao a base associada a R serd

(v1 +v3) (v1—v3) (v2+wy) (V2 —v4)
2 ’ 20 2 ’ 21 '

Observa-se que ¢é possivel encontrar a forma canonica de Jordan tanto para matrizes reais

quanto para matrizes complexas. Além disso, quando V estd sobre o corpo dos complexos,

pode-se associar a uma matriz real ou complexa e encontrar autovetores tanto em R como em

C, dependendo sempre da representacao escolhida.
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Capitulo 4

Aplicacoes

Neste capitulo serao apresentadas algumas aplicagoes da forma canonica de Jordan na re-

solugao de problemas matematicos. Para cada aplicacao sera resolvido um exemplo contem-

plando os seguintes casos: primeiro em matrizes diagonalizaveis, em seguida em matrizes na

forma canonica de Jordan e por fim, matrizes semelhantes a forma canonica de Jordan. Foram

consultados os trabalhos [10, 18, 21].

4.1 Poténcias de uma matriz

O calculo de poténcias de matrizes é bastante trabalhoso pois é necessario calcular n — 1

produtos de matrizes para se encontrar o resultado de A”, para n € N. Entretanto sendo A é

semelhante a uma matriz na forma canonica de Jordan, diagonalizavel ou nao, o calculo de A"

torna-se bastante simplificado.

Caso 1

D=M"

Se A é uma matriz diagonalizdvel, entdo existe M matriz invertivel M tal que

-A- M, onde
A0 .00
D— 0 X ... O
0 0 An
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Portanto, A" = M - D™ - M~!, onde M ¢é a matriz dos autovetores de A

AT0 .0
0O Ay ... 0
Dn = . .2 .
0 0 DV
Exemplo 12 Seja a matriz
015 9
216 8
A=
000 3
00 1 =2

Calcule A™, com n € N,

Solucgao: Calculando o polindmio caracteristico de A, tem-se

pa()\) = det i = MEN TN A6 = (2= M) (1=N)(=1=X)(=3=N).

20 0 0

D_ 01 0 O

00 —1 0

00 0 =3

Para A\ = 2, tem-se

015 9 T 2x ,y+5z+9w = 2
216 8 yl 2y 20 +y+6z+8w = 2y
000 3 ||=] (207 s - 2
001 =2 w 2w z— 2w = 2w

Uma base de V(2) é {(1,2,0,0)}.
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Para A\, = 1, tem-se

015 9 x x y+ 952+ 9w
216 8 vyl |y 2v +y + 62 + 8w
000 3| [2]7) s

001 =2 w w z — 2w

Uma base de V(1) é {(—13,—-37,3,1)}.

Para A3 = —1, tem-se
015 9 x —x y+ 5z 4+ Jw
216 8 Y -y 2v +y+ 6z + 3w
= =
000 3 z —z 3w
001 -2 w —w z — 2w

Uma base de V(—1) é {(1,—1,0,0)}.

Para Ay = —3, tem-se
015 9 x —3x Y+ 52+ 9w
21 6 8 Y —3y 20 +y+ 62+ 8w
= <~
000 3 z —3z 3w
00 1 =2 w —3Jw z— 2w

Uma base de V(—3) é {(—7,1,—5,5)}.

Sendo assim as matrizes M e M~! sao da seguinte forma

1 —13 1 -7
9 —37 -1 1 o1

M = e M t=—
0 3 0 -5 60
0 1 0 5
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20
0
40

20
0
—20

244
15
—70
-3

= —3x

= -3z

= 3w

268
15
—10



Portanto

1 -13 1 -7\ (20 0 o0 0 20 20 244 268
L2 oo 0o | {0 0 15 15
60 1o 3 0 -5 0 0 (=) 0 40 —20 —70 —10

0 1 0 5 0 0 0 (=3 0 0 -3 9

Caso 2 | Seja A uma matriz nao diagonalizdavel, entao existe uma matriz de Jordan e uma

matriz invertivel M tal que J = M~!- A- M ou, equivalentemente, A = M -.J- M?!. Além disso,
a matriz J pode ser escrita como soma de uma matriz diagonal e uma matriz nilpotente, isto

é, J =D + N. Seja N uma matriz nilpotente de indice m, como D - N = N - D, tem-se

n n 1 1
J"=(D+ N)"=D" + D'IN +... + pr=m=1) ym=1,
1 m—1

Assim, pode-se encontrar a poténcia de uma matriz que esteja na forma canonica de Jordan.

Exemplo 13 Seja

o O O W
o O w O
w
—

Calcule J".

Solugao: A matriz J pode ser escrito como J = D + N, onde

3000 0000
0300 0000
D = e N=
00 30 0 0 01
000 3 0000
Como D - N = N - D e N é nilpotente de indice 2, isto ¢ N? = 0, tem-se

J'=(D+N)"=D"+n-D" ' N.
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Dai, segue que

30 0 0 3=l 0 0 0 0000 30 0 0

0 3" 0 O 0 3! 0 0 0000 0 3" 0 0
Jn = +n' e

0 0 3" 0 0 0 3t 0 0 001 0 0 3" n-3°!

o o0 o0 3" 0 0 0 3nt 0000 0 0 O 3"

Caso 3 | Toda matriz quadrada é semelhante a uma matriz na forma canonica de Jordan.

Seja A uma matriz quadrada nao diagonalizavel, que pode ser escrita como A = M -.J - M1

Logo A" =M -J%- M~1,

Exemplo 14 Seja a matriz A quadrada nao diagonalizdvel,

0 -9 00

1 6 00
A=

0 0 30

0 0 0 3

Calcule A™.

Solugao: Utilizando o algoritmo para encontrar a forma de Jordan J de A, tem-se

3000
0300
J =
00 31
000 3
Além disso,
00 =31 0 001
00 1 O L 0010
M = , M~ =
01 0 O 0100
10 0 0 1 300
E, pelo exemplo 13,
30 0 0
0 3" 0 0
J" =

0 0 3" n-3n!
0 0 O 3"
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Portanto,

00 -3 1 3 00 0 0001
|00 1o 03" 0 0 0010
01 0 0 0 0 3" n-3n1 0100
10 0 0 0o 0 0 3 1300

3. (1—n) -n-3"1 0 0

n-3"1 3. (14n) 0 0

s (1+mn)
0 0 3n 0
0 0 0 3n

4.2 Exponencial de uma matriz

A exponencial e”, para x € R, é definida como

[e.9]
mp
ex = E _|
i—0 -

Igualmente, define-se a exponencial de uma matriz A € M, (K) como

A? AP AP
A _E:
e —]+A+—2!—|—...+—p!+...— p!'
i=0

Agora, seja t € R e J a forma candnica de Jordan da matriz A (diagonal ou nao). Quando A

possui autovalores repetidos, entao

e =M-e’t- M

Caso 1 | Se a matriz A for diagonalizavel, entao A = M - D - M~!, onde

A1 0O 0
0 A 0
0 0 0 M\,
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Desse modo, o calculo de e é feito da seguinte maneira

|
i=0 p:

> Z%{WI_M(iE).M-l:M.g.M-g

onde

e 0 0
0 e 0
el =
0 0 ern

Exemplo 15 Sendo A uma matriz diagonalizdvel

1 -2 8
A=10 -1 0
0 0 -1
calcule e,
Solucao:

A matriz D diagonal semelhante a A é dada por

-1 0 0
D=0 -1 0],
0 0 1
entao
et 0 0
=10 et o0
0 0 e

A matriz dos autovetores M e sua inversa M ! sao

1 -4 1 0 1 0
M=1|1 0 o|l.M'=]0 0 1
0 1 0 1 —1 4

Logo,
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1 —4 1 el 0 0 0 1 O e el—e —de '+ 4e
=11 0 0 0 el 0 00 1|l=1]0 et 0
0 1 0 0 0 e 1 —1 4 0 0 e 1

Caso 2 |Seja A € M, (K) uma matriz nao diagonalizavel, entao existe uma matriz de Jordan

J e uma matriz inversivel M tal que J = M -A-M~!, sendo J = D+ N, onde D é uma matriz

diagonal e N uma matriz nilpotente.

A exponencial de uma matriz nilpotente N de indice m é dada por

N2 Nm—l
NI+ N+—+.. . +—— .
e ( + +2!+ +(m—1)!

Caso for a exponencial de Nt, tem-se

N2 Nm—l
Nt 2 m—1
=T+t N+t —+ ...+t — .
e ( + MR T (m—l)!)

Como D - N = N - D e N nilpotente de ordem k, isto é N¥ = 0, tem-se
N2 N1
el = ePTN =l N =¢P. (]+N+7+...+m>.
Exemplo 16 Calcule e’t, sendo
110
J=10 11
0 0 1

Solugao: A matriz J pode ser escrita como J = D 4+ N, ou seja

1 00 010
J=1010]+]0 0 1
0 01 000

Como D-N =N -D e N3 =0, tem-se
1
eNt:I+t'N+§t2'N2.

Dai, segue que

1
100 010 00 1 1t§t2

1
Nt = 010+t-oo1+§t2-ooo =lo 1 ¢
00 1 00 0 00 0 00 1
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Portanto,

Caso 3 | Seja A uma matriz quadrada nao diagonalizavel, entao

eA=M-e M

Exemplo 17 Calcule et, sendo

00 1
A=11 0 -3
01 3

Solugao: Utilizando o algoritmo da segao 3.3, a matriz de Jordan J semelhante a A é dada
por
110
J=10 11
0 01

Além disso, a matriz M e sua respectiva inversa M ! sao

1 0 1 0 -1 -1
M=|-92 1 _1leM't*=]-1 o0 1
1 1 1 1 1 1
Pelo exemplo 16, tem-se
1t =t
=10 1 ¢+ e, assim,
00 1

[
I
@
—_
A}
—_ I
—_
—_ I
—_
[a] o
(@] —
— <+
—_
—_
— o
— —
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P2 —4t4+4 t2—2+2 t*—2t+4

2 2 2
eM=c | #2431 24t 24t —2
2 — 2t 12 2+ 2
2 2 2

4.3 Sistemas de equacoes lineares com coeficientes cons-
tantes

Seja A uma matriz de orden n. Considere o sistema de equagoes diferenciais lineares:

X'(t)=A-X(t), (4.1)
onde
1 (t) (1)
x| 20 [ g - [%0
T (t) 7, (¢)

A matriz A pode ser escrita como A = M - J - M~ sendo J a forma canoénica de Jordan

(diagonal ou ndo). Fazendo X = M - Y e substituindo em (4.1), o sistema ficard equivalente a

Y'(t)=J Y(t).

Caso 1 | Quando A é uma matriz diagonalizavel.

Exemplo 18 Resolva o problema de valor inicial

zy(t) = xa(t) + x5(t)

dado que, t =0, X(0) = (21,22, 23)" = (2,3,1)".

Solucao: Dado o sistema, sua forma matricial é

) 011 T
=11 01 To
xh 110 T3
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Seja

011
A=110 1],
1 10

entdo pa(\) = (—=1—=X)2(2—)), sendo \; = —1 e Xy = 2. Logo, a matriz D diagonal semelhante

a Aé
D = —1 O)

E os autovetores sao (—1,1,0),(—1,0,1) associados a A\; e (1,1, 1) referente a X\o. Assim,

-1 -1 1
M = 1
1
Logo, o sistema ¢é equivalente a
n(t) = —un()
ya(t) = —ua(t)

ys(t) = 2ys(t)

cuja solucao ¢é dada por

y1(¢) cp-et
Y=1[pt)|=]c "
y3(t) cs - et
Agora, a solucao geral em X é
-1 -1 1 cp-et —c1-et—cyget 4y
X=M'Y= 1 0 1 cp-et| = croe g
0 1 1 cy - et cy et 4y e
Resolvendo o problema de valor inicial, tem-se que ¢; = 1, co = —1 e ¢3 = 2. Logo,
2. e?t
X=1¢et+2 ¢
—e 4 2. %
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Caso 2 | Quando a matriz estd na forma canonica de Jordan, fica simples resolver o sis-

tema. Nao hé necessidade de fazer a substituicao X = M - Y.

Exemplo 19 Encontre a solugao do sequinte sistema

(

i (t) = 2x1(t) + z2(t)
xh(t) = 2x9(t)
zh(t) = das(t) + x4(t)
vt = Azt

\

Solucgao: A matriz que representa esse sistema é dada por

2100
A 02 10
0 0 41
000 4
E sua solugao é
x1(t) cr et 4 tocy-e? (c1 +t-cy)e*
wo(t) | cy - €2 B cy - €2
w3(t) ettt et | (c3+1t-cy)e*
0x4(t) cy - et cy - et

Caso 3 |Seja A uma matriz quadrada nao diagonalizavel.

Exemplo 20 Utilizando a substituicao, resolva o problema de valor inicial

~—~
~

S~—
I

() — xa(t) — 5(t)
(t) + 223(t)

8
IR Ch N
—~
~+
~—
I

xy
(t) = =z
dado o problema de valor inicial, t = 0, X(0) = (21, x9,23)" = (7,0, —9)".

Solucao: Colocando o sistema na forma matricial, tem-se

) 2 1 0 1
=11 -1 -1 To
z, 01 2/ \a



Seja

2 1 0
A: ]_ _]. _1 )
0 1 2

entdo pa(\) = (=2 — A)%(1 — \), sendo A\; = 2 e Ay = —1. A matriz de Jordan que representa
Aé

-1 0 0
J=10 21
0 0 2

Uma base de autovetores de J é dada por {(1,-3,1),(1,0,1),(4,1,1)}. Assim,

1 1 4
M=1-3 01
1 11

Logo, o sistema é equivalente a

yi(t) = —ul(?)
yo(t) = 2uya(t) + ys(t)
ys(t) = 2ys(t)

cuja solucao ¢é dada por

y1(t) cp-et
Y=|pt)|=]|(cat+t c3) e
y3(t) cy - et
A solucao geral em X é
1 1 4 cr-et crrett(cat+t-cz) e +4-c3-e?
X=M-Y=|-3 01 (co+t-c3) e | = —3-c1-et4cy-e?
1 11 cs - et Co et (co+t-cy) e+ c3- e
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Resolvendo o problema de valor inicial, tem-se que ¢; = 1, ¢co = —6 e ¢3 = 3. Logo,

et + (3t +6) e et +3-(t+2)-e*
X = —3.et4+3-e% = 3-(e® —e™)
—6e~t + (3t — 3) - e* —6et+3-(t—1)-e*
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho apresentou-se de forma objetiva importantes resultados acerca da Forma
Canonica de Jordan, um algoritmo para encontré-la, aplicagoes na resolucao de problemas
matematicos e uma colecao de exemplos.

No capitulo 2 foi apresentada uma breve revisao dos principais tépicos da algebra linear
com a finalidade de dar suporte tedrico para iniciar a pesquisa.

No intuito de despertar o interesse pelo assunto, no capitulo 3 mostrou-se um contexto
motivacional para os estudos das formas canonicas de Jordan e desenvolveu a teoria de forma
simples. Foi detalhado um algoritmo para encontrar a forma candnica de Jordan juntamente
com uma base de autovetores genuinos e generalizados. Para compreender melhor o funciona-
mento do algoritmo foram resolvidos diversos exemplos numéricos. Com o propédsito de motivar
estudantes da area de ciéncias exatas foram apresentadas algumas aplicagoes.

Como trabalhos futuros, pretende-se fazer um estudo aprofundado sobre as formas canonicas
de Jordan em matrizes de operadores no espaco dos niimeros complexos. Também mostrar como
se comporta a exponencial de uma matriz quando existem autovalores distintos. Aprender
aplicagoes da forma canonica de Jordan em outras areas como na fisica, engenharias e ciéncias

da computagao.
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Apeéendice A
Teorema: Forma Canonica de Jordan

Teorema 8 SejaT : X — X um operador linear e X um espago vetorial sobre K de dimensdo
finita n entao existe uma base de V' na qual T' é representada por uma matriz na forma canonica

de Jordan. Essa representacao € unica, a menos de ordenamento dos blocos de Jordan.

Demonstracao: Primeiramente serda mostrada a existéncia de uma base na qual o ope-
rador T é representado por uma matriz na forma canonica de Jordan J. Essa demonstracao
serd feita por indugao finita em n = dimX. Se dimX = 1 entao J esta na forma candnica de
Jordan para qualquer base B de X e essa representacao é unica. Suponha, agora, o resultado
valido para qualquer operador definido no espaco Z, onde dimZ < n — 1, incluindo também a
unicidade (a menos de ordenamento dos blocos) dessa representagao.

Fixando um autovalor A de T" e considerando o operador nao invertivel S =T — X-I. Como
Nuc(S) # {0}, tem-se que dimNuc(S) > 1. Se dimNuc(S) = n, entdo, pelo teorema 1, a
dimIm(S) = 0 e a imagem de S terd apenas o vetor nulo, assim 7" = X - [ estd na forma
de Jordan. Caso contrario, definindo U = Im(S), tem-se que 1 < dimU < n — 1. Como
S(U) C U, pois U é subespago T — invariante, pode-se aplicar a hipdtese de inducdo ao
operador S|y : U — U. Portanto existe uma base B* de U tal que, nessa base, S|y estd na
forma canonica de Jordan.

Agora, completando a base B* até uma base de X e mantendo S na forma candnica de
Jordan, considera-se, inicialmente, U N Nuc(S). Se k = dim(Nuc(S) NU) entao k > 1. Cada
vetor em (Nuc(S) NU) C B* é um autovetor correspondente ao autovalor 0, de modo que
existem exatamente k cadeias de Jordan em U associadas ao autovalor 0. Considerando uma
dessas cadeias e sua base {u;, w1, ...,u;,,. }, em que u; é um autovetor associado ao autovalor

0 e wuy,,, o ultimo vetor dessa cadeia.
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Como w;,, .. € U, existe v; € X tal que S(v;) = w;,,,., = 0v; + u;,,,. de modo que as cadeias
relativas ao autovalor 0 em Nuc(S)NU estao aumentando seu comprimento quando acrescenta-
se o vetor v; a base B*.

O conjunto B** = {vy,..., v} assim obtido é linearmente independente, pois suas imagens
por S é o conjunto linearmente independente {u,,,,,...,ux,. ..} Como S(v;) = 0v; + u;,,,.,
as cadeias relativas ao autovalor 0 em Nuc(S) N U aumentaram seu comprimento, isto é, a
inclusao dos vetores v; na base B* apos cada elemento u;, ,, mantém a representacao de S na

forma de Jordan. Denotando V' = [vy,. .., vg], afirma-se que W NV = {0}. De fato, se

k
Z o;U; = Zﬁivi =0, (A-l)
i=1

u;€B*
aplicando S a igualdade A.1, obtém-se apenas vetores que estao na base B*, pois S(v;) = u;,,,. -
Isso implica, em particular, que §; = 0, com 2 = 1, ..., k, provando a afirmacao.

Se X = U @V, tem-se uma base na qual S assume sua forma de Jordan, mas, pode ser
que existam vetores em Nuc(S) que nao estdo em U. Se esse for o caso e {uy,...,u;} forem
os vetores de B* que estao no Nuc(S), pode-se completar esse conjunto com vetores wy, ..., w;
até obter uma base de Nuc(S). Sejam W = [wy, ... w;] o subespago gerado por tais vetores e
B** = {wy, ... w;} uma base de W, se W # {0}. Ainda, (U ® V)N W = {0}. Uma vez que,
pelo teorema (i), tem-se dimU + dimV + dimW = n, pode-se concluir que X =U &V & W.
A inclusao dos vetores v; na base B* apds cada elemento u;, . e a inclusao dos vetores de B***
apoés a inclusao dos vetores de B* e B** mantém a representacao de S na forma de Jordan, pois
os vetores de B** sao representados por blocos de ordem 1 associados ao autovalor 0.

Como S =T — X-1I, onde S e T estao na base B, também tem-se que T'= S+ A -1 é uma
matriz na forma de Jordan.

Considerando, agora, a unicidade (a menos de ordenamento dos blocos) da forma de Jordan
de S. O espaco X ja foi decomposto como X =U @&V & W, em que dimV > 1. Por inducao,
admite-se a unicidade da forma de Jordan em espagos de dimensao até n — 1. Em particular,
tem-se a unicidade da forma de Jordan em U @ W e pode-se assumir que W = {0}. Como
cadeias distintas de Jordan decompoe U @ V' em subespacos distintos, aos quais a hipotese
de inducao aplica-se, pode-se assumir que U NV seja gerado por uma unica cadeia de Jordan
associada ao autovalor 0 de S. Mas entao existe v € V' tal que S(v) = Uqz, 0 elemento méximo
da tnica cadeia de Jordan em U = Im(S) e, nesse caso, a forma de Jordan de S, e de T, é

Unica. Dai decorre a unicidade da forma canonica de Jordan de T [ |
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