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RESUMO

A Matematica Financeira permeia as relacbes sociais na medida em que esta
inserida de forma significativa no cotidiano das pessoas. A Lei de Diretrizes e Bases
da Educacéo suscita a formacgéo cidadad do educando, e o Enem, como forma de
avaliacao, exige do aluno o aprendizado efetivo desse conhecimento. Apesar da sua
importancia, encontramos dificuldades no efetivo ensino de Matematica Financeira.
O presente trabalho tem como objetivo apresentar a construcéo e utilizacado de dois
aplicativos: o Juro Fécil, construido na planilha eletrdnica Excel, e o Régua
Financeira, no Software GeoGebra. Esses aplicativos auxiliam na resolucdo de
problemas de Mateméatica Financeira. O Juro Facil contribui principalmente no
calculo de juros, implementando o método numérico Pégaso para a determinacéo de
raizes de equagles transcendentes, que ndo permitem o célculo analitico das
mesmas. O Régua Financeira explicita a mecanica do deslocamento das parcelas
de um financiamento sob a influéncia de uma taxa de juros, ou seja, demonstra

como os valores deslocam-se ao longo do tempo.

Palavras-chave: Ensino da Matematica. Matematica Financeira. Métodos

numericos. Juros. Aplicativos.



ABSTRACT

The Financial Mathematics permeates social relations, to the extent that it operates
significantly in daily life. The Law of Guidelines and Bases of Education, called LDB,
in Brazil, raises the civic education of the student and the Enem (A Brazilian National
Exam for Students from highschool), as the assessment requires the student's
effective learning of that knowledge. Despite its importance, we find difficulties in the
effective teaching of Mathematical Finance. This paper aims to present the
construction and use of two applications: the Easy interest, “Juro Facil” in
Portuguese, built in Excel spreadsheet and the Ruler Financial or “Régua
Financeira”, Software in GeoGebra. These applications assist in troubleshooting
Financial Mathematics. The Easy Ruler contributes mainly in the interest calculation,
Pegasus implementing the numerical method for the determination of the roots of
transcendental equations, which do not allow the analytical calculation of the same.
The Financial Ruler explains the mechanical displacement of the instalments loan

under the influence of an interest rate, or the values as they move over time.

Keywords: Teaching Mathematics. Financial Mathematics. Numerical methods.
Interest. Applications.
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1. CONSIDERACOES INICIAIS

A Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo, LDB n° 9394, veio em 1996
oficializar uma nova dindmica ao ensino de matematica nas escolas brasileira. No
artigo 35, € dito em dois de seus paragrafos, que o ensino médio tem como
finalidade:

Il. a preparacédo basica para o trabalho e a cidadania do educando, para

continuar aprendendo, de modo a ser capaz de se adaptar com flexibilidade
a novas condicdes de ocupacdo ou aperfeicoamento posteriores;

IV — a compreensao dos fundamentos cientifico-tecnolégicos dos processos
produtivos, relacionando a teoria com a pratica, no ensino de cada
disciplina.

Observando do que consta a lei, € visto que a sua obediéncia tornaria o
estudo de Matematica no Ensino Médio uma ferramenta poderosa na formacédo do
educando, facilitando a sua integracdo numa sociedade permeada de operacdes
matematicas. Mas 0 que aconteceu nas salas de aula apds 1996 passou longe
dessa obediéncia. Um exemplo classico € a quase extincdo do ensino da
Matematica Financeira. Se quase tudo na nossa sociedade gira em torno do
dinheiro, infelizmente, parece que a Matematica ndo tem se preocupado muito com

ele. Sobre o assunto Morgado (2012) opina que

“Matematica Financeira € um assunto que inexplicavelmente ndao costuma
ser abordado no Ensino Médio, entdo a gente chega a ter no Brasil essa
situagcdo absurda, de um aluno com onze anos de Matematica, oito no
ensino fundamental e trés no médio, entra para a universidade e nédo é
capaz de decidir racionalmente entre uma compra a vista com desconto e
uma compra a prazo. Ao mesmo tempo ele aprendeu a fazer contas com
matrizes, aprendeu o que sdo numeros complexos e é incapaz de decidir
racionalmente entre uma compra a vista € uma compra a prazo. Isso é na
minha opinido uma maluquice total, Matematica Financeira, pode e deve ser
abordada no Ensino Médio e a hora adequada é exatamente ligada a
progressdo geométrica.”

O que se vé normalmente é uma revisao de problemas de porcentagem, a
explanagcdo de notagdes utilizadas no mundo financeiro, e fala-se de juro.
Primeiramente juro simples, comecando o desenrolar de um conjunto de

contradicdes. Perde-se um tempo consideravel na tentativa de ensinar uma
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operacéo financeira que simplesmente néo existe; faz-se isso talvez com a desculpa

de ser uma base para os problemas mais complexos que se seguirdo. Passa-se

entdo para o juro composto, que envolve a cobranca cumulativa de juros, e ai pode-

se até afirmar que esse método é realizado pelo sistema financeiro, ou seja, “é o que
acontece no dia a dia”; mas o mesmo vem acompanhado por duas limitagdes

importantes: primeira, se for utilizado numa operacao de investimento de capital, tipo

a poupanca, é sabido que a taxa de juros varia a cada periodo, em contradicdo com

a taxa constante desse método; segundo, € que se for utilizado numa operacéo de
empréstimo, por exemplo, aparece entdo a figura do parcelamento da divida, pois
ndo se costuma efetuar o pagamento de uma divida somente no final da mesma,
como é trabalhado nesse método. Portanto, o que € visto torna-se superficial, ndo
suficiente para alcancar as finalidades propostas pela LDB.

Essa situacdo poderia se perpetuar, ja que a quantidade de justificativas
para ndo aprofundar o ensino de Matemética Financeira torna-se tdo grande quanto
se queira. Entre elas, podemos citar: a dificuldade em se trabalhar um contetdo que
apresenta calculos numéricos bastante complicados para se efetuar apenas calculos
mentais ou pequenas operacdes; outra, seria a velha desculpa de ter que se cumprir
o conteudo, ndo havendo, entdo, tempo habil para esse aprofundamento. Por
comodidade entéo, ficaria tudo do jeito que esta. Entdo surge o Enem, apresentando
itens em suas edi¢cdes que exigem do aluno o conhecimento das citadas operacdes
financeiras, dessa forma exigindo dos professores uma mudanca metodoldgica de
modo a atender as finalidades propostas pela LDB.

Em todo caso, existe a possibilidade de que o aluno nao consiga efetuar
todos os célculos propostos nesse modelo de avaliacédo por falta de tempo, porém
com o contetdo bem assimilado, acredita-se que ele possa conjecturar de maneira
coerente para alcancar a solucdo correta. Como diz a Matriz de Referéncia do
Enem: “Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construcdo de
argumentos sobre afirmacgfes quantitativas”. Como fazer isso se 0 assunto néo foi
devidamente trabalhado?... Se o aluno n&o assimilou verdadeiramente a mecéanica
de tais operacbes?

Suprir essa caréncia requer acdes que venham a solucionar as
dificuldades citadas acima, pois um problema sobre o financiamento de um

automovel, por exemplo, em que se deseja descobrir se a taxa de juros propagada é



14

verdadeira, passa por determinar as raizes de uma funcdo transcendente, em que,
tais como as fungdes polinomiais de grau superior a quatro, ndo permitem uma

solucdo analitica. Devido a esse fato, apresentam-se 0os métodos numeéricos que

oportunizam encontrar as raizes de uma equac¢do, ou uma aproximagdo desta,

métodos esses que, por seu carater interativo e discreto, recorrem necessaria e

quase que obrigatoriamente, ao processo computacional. Mas ai pergunta-se: de
gue maneira podem-se trabalhar esses métodos, através desses processos, de tal
forma que possibilitem ao aluno assimilar o conteddo e conseguir alcancar as
finalidades propostas pela LDB? O uso de aplicativos computacionais facilitaria a
resolucdo dessas probleméaticas?

Este trabalho tem como objetivo mostrar a criacdo e o funcionamento de
duas ferramentas digitais, desenvolvidas pelo o autor, em midias distintas, e
descrever estratégias dinadmicas, através das ferramentas apresentadas, que visam
facilitar a resolucédo de problemas de Matematica Financeira. A primeira ferramenta é
desenvolvida na linguagem de programacdo VBA (Visual Basic for Applications),
interna da planilha de dados EXCEL, onde um problema de empréstimo, por
exemplo, envolvendo as variaveis: juros, parcelas, valor a vista, valor da entrada e
mensalidade é resolvido, determinando uma dessas cinco variaveis através da
introducdo das outras quatro. A determinacdo das duas primeiras variaveis, juros e
parcelas, recaem no problema matematico de determinar a raiz de uma funcéo
transcendente, onde ¢é utilizado o método numérico Pégaso. Através dessa
ferramenta e da dindmica do Excel, pode-se trabalhar uma série de situacdes
distintas, de forma que o aluno possa: experimentar, errar, conjecturar, de forma
consciente e gradual.

A segunda ferramenta, montada a partir do GeoGebra, um software que
reune geometria, algebra e célculo, em que se associam a dinadmica de uma planilha
de dados ao visual de uma prancheta de desenho; vem mostrar como se modificam
os valores parcelados quando atrasados ou adiantados no tempo, fazendo,
consequentemente, a associacdo do problema com uma progressdo geométrica.

No segundo capitulo discorre-se sobre a solucdo de equacbes nao
lineares, o isolamento de raizes de equacdes algébricas e transcendentes, a
determinacdo de limites superiores e inferiores nas equacdes algébricas. Em

seguida serdo descritos métodos para fazer o refinamento de uma raiz, tais como:
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bissecdo, métodos baseados em interpolacéo linear (secante, regula falsi e pégaso),
métodos baseados em interpolacdo quadratica (Muller e van Wijngaarden-Dekker-
Brent) e métodos baseados em tangentes (Newton e Schrdder).

No terceiro capitulo, disserta-se com mais profundidade o método
Pégaso, apresentando o seu conceito através de uma interpretacédo gréafica e do seu
algoritmo que, por sua vez, é transformado em linhas de codigo de programacéo
VBA, onde sera desenvolvido o aplicativo Juro Facil.

O GeoGebra e a ferramenta Régua Financeira serdo apresentados no
quarto capitulo. E feita uma explanacdo, em que é mostrado o GeoGebra como uma
ferramenta para ensinar e aprender Matematica e como ferramenta de
apresentacao, caracterizando suas janelas: algébrica, de visualizacdo, planilha e
CSA (Computer Algebra System). Sao descritos, entdo, os passos de construcdo da
ferramenta Régua Financeira, bem como seus elementos e seu modo de
funcionamento.

No quinto capitulo, através de uma série de problemas propostos e,
utilizando-se das duas ferramentas, sera feita uma andlise das varias abordagens de
resolucdes dessas atividades, assim como as vantagens da utilizacao das referidas

midias.
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2. RAIZES DE EQUACOES

A grande maioria dos problemas de Matematica que o aluno aborda na
sua vida escolar passa pela necessidade de encontrar um valor de x = § que
satisfaca a equacao f(x) = 0. Esses valores sdo denominados de raizes ou zeros da
funcao f(x).

Figura 1 — Raizes &, &, &z e &,, da equacao f(x) = 0.

Fonte: Elaborada pelo autor.

No ensino fundamental e depois, no ensino médio, o aluno aprende
técnicas para resolver uma variada gama de equacdes polinomiais, irracionais,
biguadradas, exponenciais, logaritmicas, trigonométricas. Apesar de ser um conjunto
bastante amplo de equacdes que podem ser resolvidas analiticamente, temos
também um conjunto de equacfes que ndo podem ser resolvidas dessa forma, tais
como as equacdes polinomiais de grau maior do que quatro e a grande maioria das
equacdes transcendentes. Devido a esse fato, serdo apresentados nesse capitulo
métodos numéricos que permitem encontrar as raizes de uma equagao, ou uma
aproximacéo desta, e as principais diferencas, vantagens e desvantagens entre os
mesmos.

A maioria dos métodos numeéricos utilizados para determinar raiz de
equacao necessita inicialmente que ela esteja isolada, ou seja, € preciso encontrar

um intervalo que contenha apenas uma raiz de f(x) = 0.
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2.1. Isolamento de raizes

Como o ferramental (teoremas) utilizado no isolamento dessa raiz nas
equacodes algébricas é vasto, ao contrario das equacdes transcendentes, o assunto

sera tratado separadamente.

2.1.1. Isolamento de raizes em equacdes algébricas

Define-se uma equacao algébrica na variavel x, de grau n, com n > 1,
cComo a equacgao
PX)=cX" +Cn X" 14 cy X" 2+ +eXt + X+ =0

com os coeficientes reais ¢, i € {1, 2,..., nfe c, # 0.

Agora, faz-se necessario elencar o conjunto de teoremas e propriedades

gue usaremos no processo de isolamento de uma raiz em um intervalo fechado.

Teorema 2.1 (Teorema do Valor Intermediario). Seja f: [a, b] > R uma
funcdo continua. Se f(a) <y < f(b), entdo existe x € ]a, b[ tal que f(x) =y.

Demonstracao:

Facamos a = a, € b = b,, e seja x; 0 ponto médio do intervalo [a,, by]. Se
f(x1) <y definimos a; = x; e b; = by, mas se f(x;) > y definiremos a; =apg e by =x; e
em ambos os casos teremos f (a;) <y < f(b;) e o comprimento do intervalo [a1, bs] €
metade do comprimento do intervalo [a, b].

Aplicando este método repetidas vezes teremos:

[a, b] o [ao, bo] @ [a1, b1] ... o [an, by] o ...

Fazendo a, = x, e b, =bn_1 0u a,=an.1 € b, = x,, dependendo se f(x,) <
y ou f(x,) > y, note que a sequéncia de termos a, e b, convergem para algum x € R
talque a, <x<bpVneN.

Além disso, pela continuidade de f temos que:

lim f(a,) =y, Iim f(b,) =yef(a)) <y<f(by) VheN,
N—+o0 N—+o

logo, podemos concluir que f(x) =y.
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A ferramenta utilizada para verificar a existéncia de pelo menos uma raiz
em um intervalo fechado, sob determinadas condi¢des, é o Teorema do anulamento

ou de Bolzano, que € um caso particular do Teorema do valor intermediario.

Teorema 2.2 (Teorema do Anulamento ou de Bolzano). Seja f(x) uma
funcd@o continua num intervalo [a, b]. Se f(a). f(b) < 0, entdo existe pelo menos um
ponto x entre a e b tal que f(x) = 0.

Demonstracao:

Pelo TVI temos que se f é continua e y € [f(a), f(b)], entdo existe x € [a, b]
tal que f(x) =y, e se f(a) < 0 < f(b), temos pelo TVI que existe x e [a, b] tal que f(x) =
0.

Para f(b) < 0 < f(a) a demonstracéo é analoga.
Quando se trata de uma equacdo algébrica, o conjunto de teoremas
seguintes possibilita garantir a existéncia de uma raiz real, obedecidas as condi¢des

iniciais.

Teorema 2.3 Uma equacdao algébrica de grau n tem exatamente n raizes,

reais ou complexas, contando cada raiz de acordo com a sua multiplicidade.

Definicdo 2.4 Uma raiz £ de P(x) = ax" + an1X" " + ... + ao tem

multiplicidade m se P(£) = P'(§) = P"(£) = ... = P™ ) = 0 e P™(£) # 0, sendo P'(€) =
dip—(_x) . (CAMPOS, 2012, p. 274)
dx’ X=£,i=1,2,...m

Exemplo 2.1 Seja
P(x) = x> — 4x* + x* + 10x* — 4x - 8, P(2) = 0,
P/(x) = 5x* — 16x° + 3x* + 20x — 4, P'(2) = 0,
P"(x) = 20x° — 48x? + 6x + 20, P"(2) = 0,
P'""(x) = 60x° — 96X + 6, P""(2) = 54 = 0,
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Dessa forma, £ = 2 € uma raiz de multiplicidade m = 3. Considerando que P(-1) =
P'(<1) = 0, o polinbmio de grau 5 acima pode ser escrito na forma fatorada
P(x) = (x— 2)%(x + 1)°.

Teorema 2.5 Se os coeficientes de uma equacgdo algébrica forem reais,
entdo suas raizes complexas serdo complexos conjugados em pares, ou seja, se &;
= a + bi for uma raiz de multiplicidade m, entdo &, = a — bi também sera uma raiz e

com a mesma multiplicidade.

Exemplo 2.2 Asraizes de P(x) = x* —2x+ 17 =0s80 & =1 +4ie & = 1 - 4i.

Coroléario 2.6 Uma equacédo algébrica de grau impar com coeficientes
reais tem, no minimo, uma raiz real.

Exemplo 2.3 As raizes de P(x) = x® + x* + 11x +51 = 0s80 &, = -3, &, =1 +die & =
1-4i.

Teorema 2.7 Uma equacdo algébrica de grau par, cujo termo
independente é negativo, tem pelo menos uma raiz real positiva e outra negativa.

Exemplo 2.4 As raizes de P(x) = x* +x* + 6x* — 14x —20=0s80 &, = -1, £, = 2, &3 =
1+3ieg=-1-3i

Teorema 2.8 Uma equacdo algébrica de grau impar, tem pelo menos

uma raiz real com o sinal contrario ao do termo independente. Veja exemplo 2.3.

Relagéo entre raizes e coeficientes. Se &, i = 1, 2, ..., n forem as raizes

de P(x) = 0, entdo ela pode ser escrita na forma fatorada P(x) = c,(X — &) (X — &2)... (X
- &) =0,
Multiplicando-se os fatores,

P(X) = CoX" — Cn(E1 + &2 + ... + EX™ !

+ Cnl8a8e + E18a+ . + Eabnt Golat . Boln + oo ¥ Enal)X

— Cal€1Eats + Ealala + ... + Ealoln+ Ealabat ... + Enabnaba)X"

+ oo ((1)"Cn(E1Eots...En) = O.
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Comparando a expressao acima com P(x) = 0 escrita na forma de poténcias P(x) =
cX” + chaX™t + ... + co e, aplicando a condicdo de igualdade das equactes

algébricas, tem-se que

C_
E1+ &+ ..+ = -,
Cn

E1&a+ &1+ ... + &t Goat .. + &b+ + Enaln = ng :

n

E18083 + E18als + ... + E1E0En+ E183Ea+ . + Enobn1n = _Ccns ,

n

Etots...En= (—1)”2—0 .

n
As expressfes acima sao denominadas Relacdes de Girard, onde relacionam o0s
coeficientes de uma equacéao algébrica com as suas raizes complexas.
Exemplo 2.4 As raizes da equacdo do Exemplo 2.3, P(x) = x*> + x* + 11x + 51 = 0 s&o

E1=-3,& =1+4ie & =1-4i assim as relacdes de Girard séo

34 (1+4)+ (1—4i)=-1= —%,
3(L + 4i) + (1 + 4i) (1 — 4i) + (1 —4i) (-3) = 11 = 1T1 e
_3(1 + 4i)(1 — 4i) = 51 = _STl'

Limites de raizes reais. O teorema seguinte determina os limites
superiores e inferiores das raizes de uma equacao algebrica.

Teorema 2.9 (Langrange). Dada a equacdo P(X) = cX" + ¢y _ 1X" ~ 1 +

2

CnooX" "2+ . +CoX>+CiX+Co=0, se ch>0ek (0<k<n-1)foro maior indice de

coeficiente escolhido dentre os coeficientes negativos, entdo o limite superior das

raizes positivas de P(x) = O pode ser dado por L:l+nk/E, onde B é o valor
Cn
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absoluto do maior coeficiente negativo em modulo. Desse modo, se &, for a maior

das raizes positivas de P(x) = 0, entéo &, < L.

Exemplo 2.5 Seja P(x) = x* + x> — 11x* — 9x + 18 = 0. O valor de k = 2, pois 0s
coeficientes negativos sdo c, =-11ec; =-9,pois2>1,eB=|-11|e L=1+ 4—,2/1—11

= 4,317, portanto, pelo Teorema de Lagrange, a equagao P(x) = 0 ndo tem nenhuma
raiz maior que 4,317.

Observacéao: Se o polinémio P(x) tiver todos os coeficientes positivos, ou seja, ¢; > 0

(i=0,1,..,n), entdo P(x) = 0 ndo tem raizes positivas, pois P(x) = Zn:cix‘ > 0, para
ci>0ex>0. h
Para determinar os limites superiores e inferiores das raizes positivas e
negativas, sdo necessarias trés equacdes auxiliares:
P.(x) = x"P(1/x) = 0,
P,(x) =P(-x)=0¢e
P3(x) = X"P(-1/x) = 0.
Sendo §,i=1, 2, ..., n, as raizes de P(x) = 0, entdo P(x) na forma fatorada é
P(X) = Ca(X = E)(X - &2)... (X - &n) = 0.
Desse modo,
P1(X) = cnX"(1/x — E1)(L/X — E)... (LIx — Ep),
P1(X) = cn(1 — X&1)(1 — X&2)... (1 — X&),
Cujas raizes sao 1/&;, 1/&,, ..., 1/&,. Similarmente,
P2(X) = Cn(=X = E1)(-X = &2)... (=X = &n),
com raizes -&;, —&o, ..., —&n, €
P3(X) = X" (=1/X — 1) (=1/x — Ep)... (=1/x — &),
P3(x) = cn(-1 - X€1)(-1 — x&2)... (-1 — x&n),
Sendo as raizes -1/&,;, —-1/&,, ..., —1/&,.

Exemplo 2.6 Seja P(x) = x* + x® — 11x* — 9x + 18 = 0, com raizes & = -3, £,= -2, £3=
1 e & =3, entdo as equacOes auxiliares e suas respectivas raizes sao
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P.(X) = X*P(1/x) = 18x* — 9x®> — 11x® + x + 1, com raizes & = —-1/3, &, =
0,5, 3= 1€ &= 1/3,

Po(X) = P(—x) = x* —x®— 11x* + 9x + 18, com raizes £, = 3, £, =2, 3= -1 e

P3(X) = X*P(-1/x) = 18x* + 9x® — 11x* — x + 1, com raizes & = 1/3, £,= 0,5,
Es=-1le & =-1/3,

Se 1/¢4 for a maior das raizes positivas de Pi(x) = 0, entdo &, sera a
menor das raizes positivas de P(x) = 0 (ver Exemplo 2.6). Sendo L; o limite superior
das raizes positivas de P3(x) = 0, calculado pelo Teorema 2.9, tem-se que
iqs L >8> L_ll consequentemente, o limite inferior das raizes positivas de P(x) =
0 é 1/L;. Desse modo, se P(x) = O possuir raizes positivas &', elas estardo no
intervalo L—lls £ <L.

Por outro lado, se &, for a maior das raizes positivas de P,(x) = 0, entdo
& sera a menor das raizes negativas de P(x) = 0 (ver Exemplo 2.6). Sendo L, o
limite superior das raizes positivas de P,(x) = 0, dado pelo Teorema 2.9, tem-se que
& <Ly—> &> -l

Se -1/&s for a maior das raizes positivas de P3(x) = 0, entdo & sera a
maior das raizes negativas de P(x) = 0 (ver Exemplo 2.6). Sendo L3 o limite superior

das raizes positivas de P3(x) = 0, calculado pelo Teorema 2.9, tem-se que

3

S

~ , ] . _ ~ : _ 1
Entdo, se P(x) = O tiver raizes negativas &, elas estardo no intervalo —-L, <§ <-——.
3

Exemplo 2.7 Calcular os limites das raizes reais de P(x) = x* + x> — 11x*> — 9x + 18 =
0 como no Exemplo 2.5.

As equacdes auxiliares sao

P.(X) = x*P(1/x) = 18x* — 9x® — 11x*® + x + 1, o valor de k = 3, pois 0s

coeficientes negativos sdo cz=-9ec, =-11,pois3>2,eB =|-11|e L, =1+ 43/;-;
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=1,611, portanto, pelo Teorema de Lagrange, a equagao P(x) = 0 ndo tem nenhuma
raiz positiva menor que 1/1,611 = 0,621.

Po(x) = P(—x) = x* — x> — 11x* + 9x + 18, o valor de k = 3, pois 0s
- : ~ : 11
coeficientes negativos sdo cz=-1ec, =-11,pois3>2,eB =|-11|e L, =1+ 4_‘3/T

= 12, portanto, pelo Teorema de Lagrange, a equacao P(x) = 0 ndo tem nenhuma

raiz negativa menor que —12.

P3(x) = x*P(-1/x) = 18x* + 9x*® — 11x* — x + 1, o valor de k = 2, pois os
- . ~ : 11
coeficientes negativos sédo ¢, =-1lec;=-1,pois2>1,eB =|-11| e Ly =1+4-2 18

= 1,782, portanto, pelo Teorema de Lagrange, a equacéo P(x) = 0 ndo tem nenhuma

raiz negativa maior que —1/1,782 = —0,561.

Figura 2 — Raizes e limites da equacdo x* + x® — 11x* - 9x + 18 = 0

Lin &1 &2 Lsngy| Lipjes &4 Lsp

43 12 -1 10 -9 -8 -7 6 -5 -4 - b 0 2 4 5

Fonte: Elaborada pelo autor.

A figura 2 mostra &, &, &; e &4, as raizes da equagédo P(x) = 0, bem como
os intervalos [Lin, Lsn] e [Lip, Lsp] onde as raizes negativas e positivas estédo

contidas, respectivamente. Onde Lin = —L,, Lsn =-1/Lg, Lip=1/L; e Lsp = L.
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NUumero de raizes reais. O teorema seguinte permite determinar o

namero de raizes reais de uma equacao algébrica.

Teorema 2.10. (Teorema de sinais de Descartes). O numero de raizes
reais positivas n* de P(x) = 0 € igual ao nimero de variacbes de sinais na sequéncia
dos coeficientes ou é menor que este numero por um inteiro par, sendo as raizes
contadas de acordo com a sua multiplicidade e ndo sendo considerados o0s
coeficientes nulos.

Corolario 2.11 Se P(x) = 0 ndo possuir coeficientes nulos, entdo o
namero de raizes reais negativas n” (contando multiplicidades) é igual ao numero de
permanéncias de sinais ha sequéncia dos coeficientes ou € menor que este nimero

por um inteiro par.

A Regra de sinais de Descartes consegue discernir entre as raizes
positivas e negativas; no entanto, ndo consegue separar as raizes reais das
complexas, as quais aparecem em pares conjugados, conforme o Teorema 2.5. Por

exemplo, se o nimero de variacées de sinais for 5, entdo n* =5 ou 3 ou 1.

Exemplo 2.8. Para P(x) = x* + x> — 11x* - 9x + 18, tem-se que n* =2 0u 0, e n = 2
ou 0.

Para essa equacao, se existirem duas raizes positivas, elas satisfardo a 0,62069 <
£' < 4,316625 e, se houver duas negativas, elas estardo no intervalo —-12 < & <
-0,56125.

Portanto, combinando a Regra de sinais de Descartes e o Teorema de
Lagrange, conseguem-se importantes informacdes para o pleno isolamento das

raizes, como sera visto mais adiante.
2.1.2. Isolamento de raizes em equacdes transcendentes.
Diferentemente das equacgles algébricas, as equagbes transcendentes

nao apresentam teoremas que permitam determinar os limites e 0 nUmero de raizes

reais. Outra dificuldade € que uma equacao transcendente pode ter um numero
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infinito de raizes, como, por exemplo, cos?(x) = 0 ou mesmo n&o ter raiz como
sen®(x) + 5= 0.

Devido as dificuldades apresentadas em determinar um intervalo que
contenha uma raiz, o que é feito na pratica € um esboco do grafico num intervalo
especifico inicial, e através da intuicdo, do conhecimento da func¢éo, da tentativa e

do erro, chegar-se a um intervalo que contenha essa raiz.
2.1.3. Convergéncia da raiz

Isolada a raiz no interior de um dado intervalo [a, b], entdo o proximo
passo consiste em criar uma sequéncia {Xo, X1, X2,..., Xk,---, &} € [a, b] que convirja
para &, raiz exata de f(x) = 0. Nessa etapa dois fatores devem ser analisados para a

escolha do método mais apropriado: o critério de parada e a ordem de convergéncia.

Critério de parada. O teorema seguinte apresenta um modo de se

calcular o erro absoluto ocasionado por uma raiz aproximada X.

Teorema 2.11 Seja & uma raiz exata e xx uma raiz aproximada de f(x) = 0,
sendo e x¢ € [a, bl e |P(x)) >m >0 paraa<x<b,com

m = min |f(x)].

a<x<b

Entéo, o erro absoluto satisfaz |xi - §| <

‘f(xk)‘ |

Exemplo 2.8. Avaliar o erro absoluto cometido ao considerar xx = 1,91 como
aproximacao da raiz positiva de f(x) = x> — 7 = 0 no intervalo de [1, 2].

m =min |3x| = 3.
1<x<2

Assim,

0,032129| _

11,91 - ¢| < 0,01071

1,91 - 0,01071 < £ < 1,91 + 0,01071
1,89929 < £ < 1,92071 (£ = 37 ~ 1,912931).
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Devido a avaliacdo do minimo da derivada primeira da fungéo f(x), o Teorema 2.11 é
de aplicagdo muito restrita. Na prética, a sequéncia é interrompida quando seus

valores satisfazem a pelo menos um dos critérios:

X, — X . o .
Xk - X1| < &, |ZX—KL <gou [f(x)| < &, onde ¢ € a tolerancia fornecida.

Xy

Ordem de convergéncia. Outro fator que deve ser analisado é a
velocidade que a sequéncia gerada por um determinado método converge para a

raiz exata &, da equacao f(x) = 0. Um critério para avaliar a convergéncia € i!im | ksl
—0

= K.| ek|’, onde K é a constante de erro assintotico e y é a ordem de convergéncia do
meétodo gerador da sequéncia. Por causa disso, quanto maior for o valor de y, mais

rapida a sequéncia convergira para a raiz da equacao.
2.2. Métodos numéricos de refinamento de raizes

Método da bissecdo, métodos baseados em aproximacéo linear (Secante,
Regula falsi, Pégaso), métodos baseados em aproximacdo quadratica (Muller,
Wijngaarden) e métodos baseados em tangente (Newton, Schréder), sdo alguns dos
varios métodos numéricos que permitem encontrar uma raiz de uma equacao, que ja
se encontra isolada no interior de um intervalo. A maneira como se faz o refinamento

da raiz é o que diferencia os métodos.
2.2.1. Método da bissecéao

Seja uma funcgéo f(x) continua no intervalo [a, b], sendo & a Unica raiz da
equacao f(x) = 0 neste intervalo, logo f(a).f(b) < 0. O método da bisse¢cédo consiste
em subdividir o intervalo [a, b] ao meio, obtendo o xo = (a + b)/2, 0 que resultara em
dois subintervalos, a saber, [a, Xo] € [Xo, b]. Caso f(a)f(xp) < 0 a raiz estard no
intervalo [a, Xo], logo [a1, bi] = [a, Xo], caso contrario a raiz estara em [Xxq, b], € entdo
[a1, bi] = [Xo, b]. Desta maneira, sera obtida uma sequéncia de intervalos encaixados

{[a1, b4], [a2, bs], [as, ba],..., [ak, bk]} nos quais

f(a). f(b) <0,i=1, 2,..., k.



Na k-ésima iteracao, tem-se by — ax = X
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b-a

Critério de parada. Para o método da bissecao temos |x - Xk-1| < € como
ol . A . b-a
critério de parada, em que e é a tolerancia desejada. Onde teremos |Xx - Xk-1| = e

b-a . . ~ . .
, logo Sl < g, portanto o numero de iteragdes para calcular uma raiz no intervalo

Figura 3 — Método da bissecao: Grafico das trés primeiras iteracdes da
equacéo x* — 5 =0, no intervalo [1, 2].

Fonte: Elaborada pelo autor.

b—aj_l_
€

[a, b] com tolerancia ¢ € k > Iogz(
Uma das vantagens do método da bissecao, € que se tem a garantia de
sua convergéncia, se f(x) for continua em [a, b] e se & e [a, b]. Por outro lado, como

desvantagem, pode-se listar sua lenta convergéncia.
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2.2.2. Métodos baseados em aproximacao linear

Para se aumentar a velocidade de convergéncia da sequéncia {xi, Xo,
X3,..., Xk,...} para a raiz § de uma equacao f(x) = 0, usa-se um método diferente de

bissecdo, baseado em aproximacédo linear. O método consiste em aproximar f(x)

pelo polindmio linear y=f(x1)+w(x—x1) que passa pelos pontos [Xo,
X1 =X

f(xo)] e [X1, f(x1)]; dessa forma, uma estimativa x, da raiz & é tomada como o valor

onde a reta cruza o0 eixo das abscissas, ou seja, y = 0. Logo
f(x , . ~
X, :xl—#(xl—xo). Na proxima iteragdo, um dos pontos extremos do
F(%1) = (%)

intervalo [xo, Xi] sera substituido por x,. Se o intervalo for pequeno, essa
aproximacéo € vélida para a maioria das fungdes. O processo se repete até que o
critério de parada seja satisfeito. Entre os métodos baseados em aproximacao

linear, pode-se citar o método da Secante, o da Regula falsi e o Pégaso.

Método da Secante. O que caracteriza 0 método da Secante dentro da

7

familia de métodos que utilizam aproximacédo linear é o fato de usar os pontos

Figura 4 — Método da secante: Gréfico das trés primeiras iteragbes da equacdo (x — 2).sen(x/8) —
4 =0, no intervalo [2, 11].

Fonte: Elaborada pelo autor.
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obtidos nas duas ultimas iteragdes.
Uma desvantagem do método da Secante é o fato de que, se a funcdo
nao for aproximadamente linear no intervalo que contém a raiz, uma aproximacao

sucessiva pode sair deste intervalo.

Método da Regula falsi. Caracterizado por evitar o problema acima, o
método da Regula falsi, vem garantir que a raiz esteja isolada no intervalo inicial e
continue dentro dos novos intervalos gerados, retendo o ponto no qual o valor da
fungdo tem sinal oposto ao valor da funcdo no ponto mais recente. Com essa
propriedade a mais, o0 método da Regula falsi terd& uma ordem de convergéncia
menor que o da secante, pois 0 ponto mantido fixo ndo é geralmente um dos mais

recentes.

Método Pégaso. O método Pégaso funciona como uma evolucdo do
método da Regula falsi, ou seja, € uma adaptacdo criada para acelerar a
convergéncia. O método consiste na mudanca do ponto retido (ponto fixo). Se
f(xk+1).-f(xx) < 0, ou seja, se a funcdo mudou de sinal, dessa forma o ponto retido [Xk.1,
f(xk-1)] sera trocado por um novo [Xxk, f(Xk)], j& que a raiz esta situada dentro de um
novo intervalo [xk+1, Xk]. Dessa maneira, a aproximacdo passa a ser contraria a
anterior, ou seja, se a aproximacao estava sendo feita pela direita, ela passara a ser
pela esquerda e assim sucessivamente enquanto for atendida essa primeira
condi¢do. Essa alteracdo de sinal s6 ocorre devido a implementagédo ocorrida no
método Pégaso em relacdo ao da Regula falsi, que é a seguinte: Se f(Xx+1).f(xk) > 0,
isto é, se a fungdo ndo mudou de sinal, alteramos o antigo ponto retido [Xk.1, f(Xk-1)]
F(%)

f(X)+F(Xep1)

pelo novo xk_l,f(xk_l). , OU seja, reduzimos o valor de f(xk.1) por um

f(%)
f(X¢)+F(Xep1)

aumentando a velocidade de convergéncia. Quando essa operagdo € realizada, a

fator . Dessa forma, estamos diminuindo o valor do ponto retido e

reducdo do valor de f(x«.1) pelo fator mencionado nos retornara um valor que nao é
da funcdo. Portanto, podem haver casos em que Xx+1 passe da raiz, por iSso a

necessidade da condigéao inicial (f(xk+1).f(xk) < 0) ser criada.
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Diante do exposto, € garantido que o método Pégaso € bem mais
acelerado do que os anteriores, visto que sempre ha uma alteracao no intervalo, ndo
apenas de um lado, mas dos dois lados, ou seja, hdo ha mais o ponto fixo. Além
disso, experiéncias comprovam que nao importa o tamanho do intervalo, pois

sempre a convergéncia sera rapida. De fato, calculos mostram que o método da

Regula falsi apresenta convergéncia de primeira ordem, ja 0 método da Secante tem
ordem de convergéncia igual a razao aurea, aproximadamente 1,61803, enquanto o
método Pégaso tem ordem de convergéncia 1,642, mostrando que ele é superior ao

outros dois.

2.2.3. Métodos baseados em aproximacao quadratica

Para melhorar ainda mais a estimativa da raiz da equacdo f(x) = O,
substitui-se o polinbmio linear por um polinbmio de grau dois; sdo 0os métodos

baseados em aproximacao quadratica.

Método de Muller. O método de Muller consiste em aproximar a fungéo
f(x), na vizinhanca da raiz & € [xo, X2], por um polinémio quadrético. Este polinbmio é
construido de modo a passar pelos trés pontos de coordenadas [Xo, f(Xo)], [X1, f(x1)] €
[X2, f(x2)]. Desse modo, o zero do polinémio € usado como uma estimativa da raiz §
de f(x) = 0. O processo é entdo repetido usando sempre o0s trés pontos mais
préximos da raiz. Calculos mostram que o método de Muller tem ordem de

convergéncia 1,8393.

Método de van Wijngaarden-Dekker-Brent. O método de Van
Wijngaarden-Dekker-Brent constitui um refinamento feito por Richard Brent (1973)
em um algoritmo originalmente concebido por Dekker (1969). Trata-se de um
método de trés pontos que se fundamenta na combinacdo dos métodos da
bissecdo, secante e interpolacdo quadratica inversa calculada sobre as ordenadas
dos trés ultimos pontos disponiveis. Usa-se o0 método Quadratico e, se o resultado
for um ponto fora do intervalo, usa-se o0 método da Secante. Se este também tiver

como resultado um ponto fora do intervalo, usa-se o método da Bissec¢éo, o qual
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também exerce um controle sobre a velocidade real de convergéncia, se os métodos
utilizados convergirem muito lentamente.

Assim, o0 método de Van Wijngaarden-Dekker-Brent caracteriza-se por ser
bastante eficiente e de convergéncia garantida, sendo entdo recomendado como
sendo o0 mais adequado para o calculo do zero de uma funcdo de uma variavel

quando sua derivada néo estiver disponivel.

2.2.4. Métodos baseados em tangente

Apresentaremos a seguir dois métodos baseados no calculo da tangente

a curva de f(x).

Método de Newton. Definindo & como a Unica raiz de f(x) = 0 no
intervalo [a, b] e xx uma aproximacéo desta raiz, sendo xo, € [a, b]. Garantida a
existéncia das derivadas f'(x) e f’(x), além de serem continuas e com sinal constante
neste intervalo. Geometricamente, o método de Newton € equivalente a aproximar
um arco da curva por uma reta tangente tracada a partir de um ponto da curva, o
gue faz com que ele seja conhecido também como o método das tangentes.

Considere a figura 5, na qual

tan (o) = m=f’(x0)—>x1:x0— f(x) e

Xo — X4 f'(%o)

tan (8) = % = F(X1) = Xo = X4 — :(();1)) .
1 2 1

A generalizacdo das expressdes acima fornece a férmula de recorréncia

_ f(x) . _
de Newton Xy+1 = X — ,k=0,1,2,...

(%)

Pela figura 5, a sequéncia produzida pela férmula acima convergira para a

raiz & se o valor inicial for xo = b. A questdo da escolha do valor inicial de modo a

garantir a convergéncia da raiz é resolvida pelo teorema a seguir:
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Figura 5 - Interpretacao grafica do método de Newton
Ay

Fonte: Elaborada pelo autor.
Teorema 2.12 Se f(a)f(b) < 0, e f(x) e f'(x) forem ndo nulas e

——

preservarem o sinal em [a, b], entdo partindo-se da aproximacao inicial xo € [a, b] tal
que f(xo).f’(Xo) > 0 é possivel construir, pelo método de Newton, uma sequéncia {x;}
que convirja para a raiz & de f(x) = 0.

Por este teorema, o valor inicial X, deve ser um ponto no qual a funcéo
tenha o0 mesmo sinal de sua derivada segunda, isto é, se f’(xo) > 0, entdo X, é tal

que f(xo) > 0, e por outro lado, se f’(xp) < 0, entéo f(xg) < O.

Método de Schrdoder. O método de Newton apresenta uma convergéncia
apenas linear quando uma raiz tem multiplicidade m > 1, isto porque a medida que
f(xx) = 0, o denominador f(x) - 0. Uma modificacdo simples proposta por Schroder
permite o célculo de uma raiz de multiplicidade m, mantendo-se a convergéncia

. . , . f(x
quadratica, utilizando a formula de recorréncia Xy+1 = Xk —m f.(( ")) ,k=0,1,2,..
X

Feita a analise de varios métodos de determinacdo de raizes de

equacdes, no préximo capitulo sera utilizado um desses métodos, o Pégaso, para
desenvolver o utilitario Juro Facil, que sera usado na resolucédo de problemas de

Matematica Financeira.
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3. O METODO PEGASO E O EXCEL

Neste capitulo serd mostrado como um dos métodos de calculo da raiz de
uma equacao pode ser aplicado para determinar a taxa de juros de um problema de
financiamento. Inicialmente modelaremos matematicamente o referido problema,
através de uma equacao que apresenta as variaveis: j a taxa de juros, p o prazo, v 0
preco & vista, e a entrada e m a mensalidade. Apés a modelagem, disserta-se com
mais profundidade o método Pégaso, apresentando o seu conceito através de uma
interpretagdo grafica, seu funcionamento, executando seu algoritmo em linha de
codigo de programacédo VBA e a montagem da ferramenta “Juro Facil”, ambos na
planilha de dados EXCEL.

3.1. Método Pégaso: Conceitos, estratégia e algoritmo

E sabido da Matematica Financeira que para se comparar valores é
preciso que eles estejam representados no mesmo periodo de tempo. A figura 6
mostra um esquema de equivaléncia entre duas opc¢des de compra: a vista ou
parcelada em p vezes de valor m, com uma entrada e, distribuidos em intervalos

unitarios de tempo. Todas as p parcelas de valor m, sdo transportadas para o tempo

Figura 6 — Equivaléncia entre um valor a vista v e uma série uniformes de p parcelas de
valor m, no tempo de um primeiro pagamento e, denominado de entrada.

v
[

it

L L L e L] L] L

p parcelas de valor m
Fonte: Elaborada pelo autor.
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presente através do fator de atualizacdo 1 + j, onde j é a taxa de juros no periodo,
sdo somadas, incluindo o valor da entrada e. Esse resultado equivale ao valor a
vista v, resultando na equac¢éo seguinte. Manipulando-a algebricamente, chega-se a
equacao base, onde sera a aplicado o método Pégaso.

m m ..m

-+ 2 =V
1+ (1+)) (1+))

e+

e+ L 1+i_+---+;_l =V, onde a série dentro dos colchetes &
1+] (1+))°

uma progressdo geométrica de razéo (1 +j) %, logo

1+jf (1+) " -1 +j| 1 1+]
1+ 1+
P P
m | (2+)) .1:v—e:> m | (1+)) 1=V—€‘:>
1+j| 1-1-) 1+] -l
1+ 1+]

~T—=-o.

Reorganizando a equacdo acima, obtém-se f(j):l_(l_ﬂ) S _v-e
Dessa forma, determinar a taxa de juros de um problema de financiamento recai em
calcular a raiz de uma equacéo transcendente.

Exemplificando o problema acima através da compra financiada de um
automovel, sera mostrada a dindmica do método Pégaso para determinar a taxa de
juros desse financiamento.

Definicdo do problema. Um automovel novo, cujo preco a vista € de R$
40.000,00, sera adquirido da seguinte forma: o cliente dara como entrada o valor de
R$ 22.000,00 e parcelara o restante em 48 parcelas de R$ 600,00. Qual a taxa de

juros desse parcelamento?
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Solugdo Numérica. Substituindo os valores apresentados, a equacéo

1-(1+))™* 4000022000

=0; simplificando os valores, obtemos
j 600

sera f(j)=

\-48
() =—1_(ljﬂ) -30=0.

\—48
. . i e 1-(14))
Figura 7 — Gréfico da funcédo f(j) = - -30.

T T T T T
-G0 -40 -20 o 20 40

Fonte: Elaborada pelo autor.

A figura 7 mostra o gréafico dessa funcdo, onde se observa duas
intersecdes com o eixo das abscissas, ou seja, duas raizes. Uma delas é negativa e
nao representa uma solucdo para um problema de juros, em que os valores serdao
positivos, portanto a raiz a ser determinada sera a positiva, a direita do eixo das
ordenadas.

A figura 8 € uma ampliacdo do grafico de f(j) em torno dessa raiz positiva,
0 que a ajuda a “chutar” um intervalo inicial [a, b] que contenha essa raiz. A escolha
sera a = 0,001 e b = 0,2, de tal forma que f(a) ~ 16,8 e f(b) ~ —25, onde f(a).f(b) < O,

confirmando a existéncia de uma raiz no intervalo.
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Figura 8 — Ampliacéo do grafico de f(j) em torno da raiz positiva &.

0.1
< 1)

-004 -002 0 002 0D4 006 008 01 012 014 016 018 02

-0.024

-0.04+

-0.06+1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na figura 9 apresentamos, graficamente, a determinacdo do termo Xx,, da

sequéncia {xo = a, X1 = b, X»,...} que converge para a raiz & em que aplicamos o

o f(b)
polindmio linear, para f(xz) = 0, tal quex, =b—————~—(b-a).

f(b)-f(a)

Figura 9 — Determinacao do termo X,, pertencente ao intervalo [a, b].

004 -002

=104

-204

=304

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Encontrando x, = 0,0811 e f(x,) ~ —17,96, como f(b). f(xz) > 0, fazemos b =

f
x2 e f(b) = f(x2), e diminuimos o valor de f(a) multiplicando pelo fator &
f(x)+f(x,)

obtendo f(a) ~ 9,80, em seguida determina-se o termo X3, da sequéncia {Xo = a, X; =

b, X2, X3,...} que converge para a raiz &, onde aplicamos o polindmio linear, para f(xs)

f(b
=0, tal quex; = b—L(b—a) , conforme se apresenta na figura 10.

f(b)-f(a)

Figura 10 - Determinag&o do termo X,, pertencente ao intervalo [a, b] e reducéo de f(a).

04 -002 B 0. | 08 0 ; 14 016 018 02

-20+

Fonte: Elaborada pelo autor.
Encontrando x3 = 0,0293 e f(x3) » —4,39, como f(x»). f(x3) > 0, fazemos b =

f(x
x3 e f(b) = f(x3), e diminuimos o valor de f(a) multiplicando pelo fator #

f(x,)+f(xg)
obtendo f(a) ~ 7,88; Em seguida determina-se o0 termo X4, da sequéncia {Xo = a, X1 =

b, X2, X3, Xs,...} quUe converge para a raiz &, onde aplicamos o polinémio linear, para

f(b
f(xs) = 0, tal quex, = b—(—) b—a), conforme se apresenta na figura 10.
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Encontrando x4 = 0,0192 e f(x4) ~ 1,21, como f(x3). f(x4) < 0, 0 que pode
acontecer, devido ao fato do ponto [a, f(a)] ndo pertencer ao grafico da funcao f.
Logo, se a fun¢cdo mudou de sinal, o ponto retido [a, f(a)] ser& trocado por um novo
[Xs, f(x3)], ja que a raiz esta situada dentro de um novo intervalo [Xs, X4]. Dessa
maneira, a aproximacao passa a ser contraria a anterior, ou seja, se a aproximacao
estava sendo feita pela direita, ela passarda a ser pela esquerda e assim
sucessivamente enquanto for atendida essa primeira condigdo, f(xx+1).f(xx) < 0. Esse
processo sera seguido até que as condi¢gdes de convergéncia sejam satisfeitas.

Entendida a mecéanica de funcionamento do método Pégaso, a figura 11,
apresenta o seu algoritmo, através de um fluxograma. Ele calcula pelo método
Pégaso, uma raiz da equacao f(x) = 0 pertencente ao intervalo [a, b], com tolerancia
Toler (&), usando 0s critérios |xk - Xk-1] < € e |f(xk)| < . O parametros de entrada sdo: o
limite inferior a e o superior b do intervalo que isola a raiz, a tolerancia Toler para o

calculo da raiz e o nUmero maximo de iteracdes IterMax.



Figura 11 — Algoritmo do Método Pégaso, para o calculo da raiz de uma equacéao f(x) =

0.

Entrada: Limite inferior (a), limite superior o
(b), tolerancia (Toler), lteragdo maxima >
(IterMax)

Avaliar a funcdo em a e b:
Fa « f(a) e Fb « f(b).

X < b; FXx < Fb; lter <~ 0
Deltax = —Fx*(b — a)/(Fb — Fa)
X < X + Deltax

v

Escreva lter, a, Fa, b, Fb, x, Fx,
Deltax.

SeFa.Fb>0

Sim

A 4

Se
(Abs(Deltax) < Toler
e Abs(Fx) < Toler)

ou lter > IterMax.

raiz < x

N&o
Sim
a<b Fa « Fa.Fb/(Fb + Fx)
Fa < Fb
\ 4 v

b < x; Fb < Fx; Iter < lter + 1
Deltax = —Fx*(b — a)/(Fb — Fa)
X < X + Deltax

Avaliar a fungéo em x: Fx = f(x)

'

Escreva lter, a, Fa, b, Fb, x, Fx,
Deltax.

R
Fonte: Elaborado pelo autor.

Imprima: Funcéo ndo muda de
sinal nos extremos do intervalo
dado, ndo garante existéncia
da raiz.

Se

Sim

Abs(Deltax) < Toler
e Abs(Fx) < Toler.

Raiz nao
determinada
CondErro « 1

Raiz
determinada
CondErro < 0

\ 4

Fim
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3.2. Aplicativo Juro Fécil: Implementacéo e execucgdo através do Excel.

Esse algoritmo foi implantado através da linguagem de programacao

VBA, residente no aplicativo EXCEL (Apéndice A), dando base para a criacdo do

l—(1+j)_p _v-e
j T m

com cinco

aplicativo “Juro Facil’”, que trabalha a equacéao

variaveis, de tal forma que o aplicativo foi elaborado para o céalculo de uma delas,

através da introducdo das outras quatro. Para a determinacdo do valor a vista,

Figura 12 — Tela inicial do aplicativo “Juro Facil”.
C-Q Matematica Financeiva - Trabalhando ww Financiamento-
Taxo de Juroy Parcelasy

J= p=

Matematica Financeira Limpar Planilha
Determinando a taxade
juros (j) Executar

Preco- v vista Entrada

V= o=
Matematica Financeira

Determinando o prazo (p)

Wy =

Matematica Financeira
Determinando o prego a
vista (v}

€9.€9.€9. €9,

Matematica Financeira
Determinando a entrada (e}

Matematica Financeira

Determinando a
mensalidade (m)

@@@@@L

©9. €9 €9. 696969

Fonte: Elaborada pelo autor.

entrada e mensalidade, ndo é necessario 0 uso do algoritmo Pégaso, pois o
problema recai numa equacgédo do 1° grau; Somente para o calculo dos juros e das
parcelas, em que se depara com equacdes transcendentes, € que o algoritmo é
usado.

A tela inicial do aplicativo é apresentada na figura 12, que mostra cinco
botdes operacionais e um de limpeza da tela; Se o usuéario deseja determinar os
juros de um financiamento, ele clica no primeiro botédo e o programa entéo pedira os

valores das outras variaveis. No caso dos dois primeiros botdes o programa ainda
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necessitard da introducdo dos valores requeridos pelo algoritmo Pégaso. No
apéndice B, encontram-se as linhas de cdédigo das entradas e das cinco funcdes
utilizadas no célculo das variaveis.

A figura 13 mostra a resolucdo do problema de financiamento de um
carro, citado no inicio do capitulo, onde o programa em seis iteracfes determina a
taxa de juros de 2,11 %, com tolerancia ¢ = 10™". A tela, além de mostrar os dados
de entrada e a solucdo do problema, apresenta as linhas de iteracdes do método
Pégaso, com os refinamentos do intervalo [a, b] e das sucessivas aproximagfes da

raiz.

Figura 13 — Calculo dos juros do financiamento de um automovel.
Matemalica financeira - Trabalhando wm Financiamentdo:

Taxew de- Juroy Porceloy
= | 2,1 I%I p= 48,0 Matemadtica Financeira Limpar Planilha
" Determinando ataxade
juros (]) Executar

Preco cv vista Entrada
V= RE 40.000,00 e = RE 22.000,00

Matemdtica Financeira
Determinando o prazo (p)

Mersalidade
W= RS 600,00

Algoritmo Pegese o e e
Limite inferior o = 0,001 T
Limite superior b= 0,2

Tolerancio = 1E-07

Tteracdo Max = 100

Iter a Fa b Fb % Fy Delta- v

Matematica Financeira

€. €9 G ©

©9. €9. €9. 696969

0 0,001 16,84 0,2 -2500079117 0,081 -17,96 -0,119 P aeiEEh
1 0,001 9,801 0,081 -17,96192728 0,029 -4,394 -0,052
2 0,001 7,875 0,029 -4393661314 0,019 1,209 -0,01
3 0,029279069 -%,39% 0,019 1,209299389 0,021 -0,145 0,002
4 0,019151851 1,209 0,021 -0,14528209 0,021 -0,004 -2E-0% Matemética Financeira
5 0,019151851 1,175 0,021 -0,004203245 0,021 ~3E-06 -TE-06 Determinando a
6 0,019151851 1,174 0,021 -3,41473E-06 0,021 3E-10 -6E-09 mensalidade (m}
Raiz = 0,021
Iteragdes = 6
Cond. Erro = 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

No capitulo quatro sera mostrado o funcionamento de outro aplicativo, a

Régua Financeira, desenvolvida na plataforma GeoGebra.
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4. GEOGEBRA E O APLICATIVO REGUA FINANCEIRA.

4.1. O que é 0 GeoGebra?

GeoGebra €& um aplicativo de matematica dindmica que associa
geometria, algebra, aritmética e calculo. Sua distribuicéo € livre, nos termos da GNU,
e € escrito em linguagem JAVA, o que lhe permite estar disponivel em varias
plataformas. Desenvolvido por Markus Hohenwarter e uma equipe internacional de
programadores, tem como objetivo ser um instrumento facilitador do ensino e
aprendizagem de matematica. (HOHENWARTER, 2009, p. 6).

O programa basicamente consiste numa prancheta de desenho, a janela
de visualizacdo, que possibilita a construcdo de figuras geométricas, com a
utilizacdo de pontos, retas, segmentos de reta, poligonos, circunferéncias, cénicas,
etc. A medida que essas figuras sdo construidas, em sincronia com a janela de
visualizacdo, vdo surgindo na janela de algebra as coordenadas, equacdes,
referentes a tais construcdes. De forma inversa, através do campo de entrada, o
usuario pode inserir coordenadas e equacdes, que serdo descritas na janela de
algebra e o desenho correspondente aparecera na janela de visualizacao.

Associado a tudo isso, ha uma terceira janeira, a planilha de calculos, que
permite 0 uso de tabela de dados, ndo s6 numeros, mas todo tipo de objeto
matematico, com a possibilidade de representacdo imediata na janela de
visualizacdo. Através de sua dinamica, que possibilita um sincronismo entre suas
varias janelas, o GeoGebra vem se tornando, ao longo dos anos, um poderoso
ferramental, pela facilidade de construir e desconstruir elementos geométricos, medir
distancias, angulos, areas, analisando as mudancas dessas medidas, através das
alteracdes dos desenhos ou equacdes, em que é possivel verificar e visualizar
problemas, propriedades e teoremas; Com isso, 0 programa se mostra uma eficiente
ferramenta para ensinar e aprender matematica.

Mais recentemente, em uma nova versao, foi acrescida uma nova janela,
a CAS (Computer Algebra System), que efetua todo tipo de calculo numérico ou
simbalico, resolucdo de equacdes, entre outros. A figura 14 mostra as quatro janelas

gue compdem a versao mais atual do GeoGebra.
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Figura 14 — Geogebra e suas quatro janelas: Algebra, Visualizagéo, CAS e
Planilha.

O flasc | szl

» Janela de Algebra % | Janela e Visualizagao

* Planilha

olawin =

Entrada:

Fonte: www.geogebra.org. Acesso em: 12/07/2013.

A barra de navegacdo também oferecida pelo GeoGebra permite ao
usuario utiliza-lo como uma ferramenta de apresentacdo, tipo o Power Point,
navegando através das etapas da construcdo de um arquivo ja existente, onde o
usuario pode fazer uma explanacédo de determinado contetdo, mostrando o0 passo a
passo de sua demonstracdo. Outra forma de utilizar o GeoGebra é como ferramenta
para a construcdo de aplicativos voltados para o uso especifico de um tema da
matematica, ou seja, apresentam-se na sua janela de visualizagdo construcdes que
abordem determinados contetidos e que permitem a interatividade com o usuario. E
nessa forma de utilizacdo do GeoGebra que o0 nosso trabalho situa-se: foi criado um
aplicativo chamado “Régua Financeira” com o objetivo de auxiliar o ensino e a
aprendizagem da Matematica Financeira. A seguir explanaremos os elementos
desse aplicativo e 0 seu modo de funcionamento, para depois, no proximo capitulo,

mostrar como pode ser sua utilizagao na sala de aula.
4.2. O aplicativo Régua Financeira.
Ao ler o livro Progressdes e Matematica Financeira, da SBM, do professor

Augusto Cesar Morgado, ed. 1, Rio de Janeiro: SBM, 1993, repara-se que em guase

todos os exercicios resolvidos pelo citado professor, foi utilizado um grafico, formado
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por uma linha horizontal e um conjunto de setas, que representa os valores dos
problemas, ao longo dos periodos de tempo. A ideia, entdo, é representar esse
grafico que, doravante, sera chamado régua financeira na janela de visualizacdo do
GeoGebra. O aplicativo mostra o comportamento de uma quantia, dividida em até 12
parcelas, ao longo de 13 periodos de tempo, que variam de acordo com uma taxa de
juros predeterminada.

As entradas do aplicativo séo: tipo de parcela, valores das parcelas, taxa
de juros, numero de parcelas, periodo base e zoom. A varidvel - tipo de parcela - é
acionada através de dois botdes, representada pelas palavras: fixa ou variavel, cujo
botdo escolhido pelo usuario estara sempre na cor verde. O valor da taxa de juros
pode ser digitado no formato decimal ou introduzido através de um controle
deslizante, conforme figura 15. As variaveis: nimero de parcelas, periodo base e

zoom sao todas introduzidas através de controle deslizante.

Figura 15 — Régua Financeira: Quantia dividida em quatro parcelas fixas
de R$ 1.000,00 sem entrada, a juros de 6%.

£ Regua Financeira 5.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

LA o] o] 4N ed -] «]
TLEE ——- o @
Régua Financeira Nimero de parcelas: Periodo base: ~ Valor base

Tipo de Parcela - n=4 m=0 R$ 3465.11

Valor da parcela =1000 200 027

Taxa de juros 0.06 6 % o Fator: f=1+i=1.06
i=0.06

U

R$1000  R$1000 R$1000  R$1000 R$0 R$0 R$0 R$0 R$0 R$0 R$0 R$0

R$943.4 R$890 R$839.62 R$792.09 R$0 R$0 R$0 R$0 R$0 R$0 R$O R$0
Base
-y
@

[

Fonte: Elaborada pelo o autor.

Se a escolha for pelo tipo de parcela fixa, deve-se digitar o valor no
quadro ao lado do texto “Valor da parcela”. Na figura 15 é apresentado um problema
em que um determinado valor é dividido em quatro parcelas fixas de R$ 1.000,00,
sem entrada, a taxa de juros de 6%, por periodo de tempo, que pode ser dia, més,

ano, nao importa. A variavel “zoom” € apenas para adequar o tamanho das setas a
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area da janela de visualizacdo. Essas setas representam as parcelas nos
determinados periodos de tempo, e abaixo de cada uma delas apresentam-se dois
valores: em azul, o valor da parcela que foi digitado acima, e em vermelho, o valor
atualizado pela taxa de juros em relacdo ao periodo base que foi escolhido. Por

exemplo, na ultima seta da direita temos os valores R$ 1.000,00 e R$ 792,09, onde

- : 1000
o Ultimo equivale a 2

. A 'soma de todos os valores em vermelho é apresentada

na parte de cima, a direita, sob o texto “Valor base”, que representa a quantia no
tempo presente, digamos a vista, equivalente a soma das quatro parcelas. A medida
gue se altera qualguer uma das entradas, o programa recalcula automaticamente
todos os valores, o que permite uma dindmica muito grande na hora da explanacao
do problema. Por exemplo, se considerarmos que a primeira parcela do problema
acima deve ser efetuada no ato da compra, basta modificar o periodo base para m =

1, logo todas as atualizacdes das parcelas serdo feitas em relacdo ao periodo da

Figura 16 — Régua Financeira: Quantia dividida em quatro parcelas
fixas de R$ 1.000,00 sendo uma entrada, a juros de 6%.

7 Regua Financeira 5.ggb - -

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

DEERE OGN
J—L\.' ——77777777
Régua Financeira Nimero de parcelas: Periodo base: ~ Valor base
Tipo de Parcela - n=4 m=1 R$ 3673.01

Valor da parcela =1000 2000 2]

Taxa de juros 0.06 6 % o Fator: f=1+i=1.06
i=0.06
. S

i

R$1000  R$1000 R$1000 R$1000 R$0 R$0 R$0 R$0 R$0 R$0 R$0
R$1000 R$943.4 R$890 R$839.62 R$0 R$0 R$0 R$0 R$0 R$0 R$0
Base

Fonte: Elaborada pelo o autor.

primeira, conforme mostra a figura 16.
Agora, se a escolha for pelo tipo de parcela variavel, devem-se digitar os

valores das respectivas parcelas na coluna B da janela planilha, onde a primeira
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linha corresponde a primeira parcela, a segunda linha, & segunda parcela e assim
respectivamente. Na figura 17 é apresentado um problema da compra de um objeto,
que sera pago em trés prestacdes: a primeira de R$ 1.800,00 um més apods a
compra, a segunda, de R$ 2.000,00, dois meses apds a compra e a terceira, de R$
2.400,00, trés meses apoOs a compra, e estdo sendo cobrados juros de 4%, ao més
sobre o saldo devedor. Deseja-se nesse problema determinar o valor a vista do
objeto. Para tal, basta colocar o periodo base em m = 0; os valores de cada parcela
serdo calculados no tempo e mostrados em vermelho pelo programa; mais uma vez

a soma de todos os valores em vermelho é apresentada na parte de cima, a direita,

sob o texto “Valor base”, que representa a quantia a vista, equivalente a soma das

Figura 17 — Régua Financeira: Quantia dividida em trés parcelas variaveis, a juros de 4%.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

trés parcelas. Também na planilha, na coluna A, sdo apresentados os valores das
parcelas atualizados para a data base e o valor total na dltima linha.

Apresentados os aplicativos Juro Facil e Régua Financeira, sera feita, no
capitulo cinco, uma andlise mais detalhada da utilizacdo dessas ferramentas na

facilitacao da resolucéo de problemas variados.
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5. O ENSINO DE MATEMATICA FINANCEIRA: INTERAGINDO COM OS
APLICATIVOS JURO FACIL E O REGUA FINANCEIRA.

Ao longo de oito anos ministrando o conteddo de Matematica Financeira a
alunos do 1° ano do ensino médio, na rede particular de ensino de Fortaleza, o autor
acumulou experiéncia que o habilita a prever situacdes e desenvolver estratégias no
sentido de facilitar a aprendizagem. Essa experiéncia passa pela analise das
resolucdes dos alunos, que com seus erros e acertos, fornecem rico material para

tentar entender os meandros de seus raciocinios. De acordo com Cury (2008, p. 13),

A anadlise das respostas, além de ser uma metodologia de pesquisa, pode
ser, também, enfocada como metodologia de ensino, se for empregada em
sala de aula, como “trampolim de aprendizagem” (Borasi, 1985), partindo
dos erros detectados e levando os alunos a questionar suas respostas, para
construir o préprio conhecimento.

Com a criacdo dos aplicativos Juro Facil e Régua Financeira, a
metodologia pode ser incrementada, definindo conceitos bésicos e sugerindo
problemas, sempre permitindo a resolucéo inicial por parte dos alunos e em seguida
a discussdo das solucbes, quase sempre usando os programas, possibilitando ao
longo de quatro semanas, resolver uma quantidade muito maior de problemas de
uma forma mais clara, dinamica e objetiva.

Sera apresentada ao longo desse capitulo uma sintese dos conceitos de
porcentagem e fator de atualizacdo, aspectos relevantes do ensino da Matematica
Financeira, bem como as discussdes das solu¢cdes de alguns problemas pontuais e
relevantes para a formalizagdo dos conceitos acima citados.

Facilitar o processo de aprendizagem da Mateméatica Financeira tem
como etapa inicial, familiarizar o aluno com o célculo de porcentagens. A ideia é
deixar o aluno habil nesse processo, liberando o uso da maquina de calcular e
introduzindo o conceito: fator de atualizacao.

Porcentagem é uma forma de representar as fracdes cujos

denominadores sdo iguais a cem, as chamadas fragbes centesimais, que utiliza o
. ~ : ~ 85 :

simbolo % para sua representacdo. Dessa maneira, a fracao 100 equivale a 85%,
|é-se oitenta e cinco por cento. Além da forma fracionaria e percentual, a forma

decimal é bastante utilizada no célculo de porcentagens, assim %: 18% = 0,18.
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Por exemplo, dizer que 75% da massa do corpo humano constituem-se de agua, na
verdade € afirmar que a agua equivale a 75 unidades de um universo (corpo
humano) de 100 unidades. Ha varias formas de se calcular uma porcentagem: pode-
se utilizar uma proporcédo, ou simplesmente, multiplicar a porcentagem, no formato

fracionério ou decimal, pela quantidade que representa o todo. Observe o problema:

Problema 01: Quantas folhas equivalem a 28% de uma resma de papel?

19 modo: X = 28— 100x = 14000 < x = 140 folhas.

500 100
2° modo: x = 0,28.500 < x = 140 folhas.

E fundamental, nessa etapa, que o aluno possa exercitar problemas em
gue necessite trabalhar com as véarias formas de apresentacdo e calculo das
porcentagens e adquirida essa habilidade. E possivel a resolu¢cdo do problema
seguinte.

Problema 02: Se o salario do professor Génesis, que é de R$ 4.500,00,
teve um aumento de 8%, qual o valor do novo salario?

O que é visto normalmente é o aluno efetuar dois célculos:

4500 4500
x0,08 +360
360 4860

Lanca-se o questionamento: Qual é o niumero que multiplicado por 4500,

obtém-se 48607 Efetuando a divisdo 68, encontramos o0 numero 1,08 como

resultado. Mas qual o significado desse numero? Sabemos que o numero 1,08
equivale a 108%, ou seja, 4500 (100% + 8%) = 4500 + 360 = 4860. Desse exemplo,
inicia-se a construgcdo do conceito fator de atualizacdo f, um numero que vai
modificar um valor presente e que sofreu um acréscimo ou decréscimo percentual,
para um valor futuro.

Com efeito, Dante (2011) define fator de atualizacéo f, comof=1 + i, em
que i é a taxa de aumento (positiva) ou desconto (negativa), por exemplo:

)] Taxa de aumento de 20%, logo i =0,20 e f = 1,20.

i) Taxa de desconto de 20%, logo i = -0,20 e f = 0,80.
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Pode-se ver que, se o fator de atualizacdo for maior que um, € porque a
taxa correspondente € de aumento, se for menor que um, é taxa de desconto.

O problema seguinte vem esclarecer o funcionamento do fator de
atualizacao, deslocando valores ao longo do tempo.

Problema 03: Um investidor aplicou R$ 8.000,00 a 2% ao més durante
trés meses. Qual o comportamento do seu capital durante esses quatro meses?

Devido a taxa de juros ser i = 0,02, conclui-se que o fator de atualizacao f

= 1,02; logo, para determinar os valores nos meses seguintes, basta multiplicar
sucessivamente pelo fator de atualizag&o:

Inicio: R$ 8.000,00

1° més: 8000.1,02 = R$ 8.160,00.
2° més: 8160.1,02 = R$ 8.323,20.
3° més: 8323,2.1,02 ~ R$ 8.489,66

Figura 18 — Régua Financeira: O comportamento da quantia de R$ 8.000,00 ao longo de
trés meses.
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A figura 18 apresenta o aplicativo Régua Financeira em quatro momentos
distintos, descrevendo a resolucdo do problema anterior: com uma parcela de R$
8.000,00 e juros de 2%, vai se alterando o valor de periodo base de m = 1 (inicio)
até m = 4 (3° més), e o valor base vai de R$ 8.000,00 até R$ 8.489,66. O aplicativo
vem mostrar de forma simples, porém dindmica, a evolugdo da quantia inicial a
medida que ponto Base navega sobre os periodos de tempo.

O desenvolvimento da habilidade em usar o fator de atualizacdo é
primordial nos estudos das resolu¢des de problemas de matematica financeira, pois
€ base para sanar um dos erros mais comuns nesse tipo de raciocinio: comparar
valores referentes a épocas distintas.

Achar que R$ 100,00 valem mais que R$ 90,00, por exemplo. S6 é
considerado verdade se as duas quantias referem-se a mesma época. Em épocas
distintas, as duas quantias podem representar o mesmo valor ou até a quantia de R$
100,00 um valor menor que a de R$ 90,00. E bem melhor receber R$ 90,00 hoje do
que R$ 100,00 daqui a trés anos, até porque se considerarmos apenas o rendimento
mensal da caderneta de poupanca, supostamente de i = 0,5% em média, resulta
num fator de atualizacdo f = 1 + 0,005 = 1,005, que multiplicado por R$ 90,00
durante 36 meses, obtém 90.1,005*® ~ 90.1,1967 ~ R$ 107,70. E necessario antes
de comparar valores, que eles estejam no mesmo periodo de tempo, portanto é
fundamental saber transportar valores no tempo, multiplicando ou dividindo pelo
fator de atualizacéo.

Outro erro comum é achar que se podem somar guantias referentes a
épocas distintas, veja o problema.

Problema 04: Um industrial necessita adquirir uma maquina de
automacdo. A empresa fornecedora lhe da duas opcdes de pagamento: seis
parcelas anuais de R$ 6.000,00, sem entrada, ou trés parcelas anuais de R$
10.000,00, também sem entrada. Se o dinheiro vale 15% ao ano para o industrial,
por qual das opcdes ele deve decidir?

Simplesmente, somando as parcelas, obtém-se:

Opcao um: 6x6000 = R$ 36.000,00;

Opcéo dois: 3x10000 = R$ 30.000,00.
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O que faria o industrial escolher erroneamente a segunda opg&o. E
necessario deslocar todas as parcelas para uma mesma época; o aplicativo Régua

Financeira, vem dar uma visdo mais esclarecedora desses deslocamentos.

Figura 19 — Problema 04, primeira opcao.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Na figura 19 é apresentada a resolu¢cdo da opcdo, em que todas as
parcelas de R$ 6.000,00 sdo deslocadas para o tempo presente, seus valores sdo
representados sob cada seta, em vermelho e o Valor base R$ 22.706,90 no canto
superior direito, representa o total no tempo presente. A resolucdo da segunda
opcao apresenta-se na figura 20, da mesma forma que a primeira, quando todas as
parcelas sdo deslocadas para o tempo presente; o Valor base é R$ 22.832,25, o que
mostra que, apesar da pequena diferencga, a primeira op¢do € mais vantajosa.

E evidente que o aluno necessita adquirir autonomia para resolver esse
tipo de problema. O aplicativo vem esclarecer a mecanica da resolugao; sem ele a
solucgao seria:

Opcao um: 6000 N 6000 N 6000 N 6000 N 6000 N 6000 _ R$ 22.706,90

115  115% 115° 115* 115° 115°




10000 N 10000 10000

Opcéao dois: >+ 5 = R$22.832,25.
115 115 115
Figura 20 — Problema 04, segunda opc¢éo.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

O outro

aplicativo Juro Facil
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€ interessante, nesse caso, como uma

maneira de certificar-se quanto aos calculos; Por exemplo, para resolver a primeira

opcdo do problema 04, tecla-se o terceiro botdo, preco a vista, e sera solicitada a

digitacdo das variaveis: taxa de juros: 0,15; parcelas: seis; entrada: zero; e

mensalidade: R$ 6.000,00. O programa entdo retornara com o valor R$ 22.706,90

no quadro Preco a vista, conforme a figura 21. Esse aplicativo sempre podera ser

usado em problemas que apresentem seéries uniformes, ou seja, parcelas igualmente

espacadas no tempo e de mesmo valor, podendo ou ndo apresentar um valor para a

entrada.

O problema seguinte, da prova de matematica do Enem 2012, é um bom

modelo para se fazer uma reflexdo a respeito das estratégias corretas ou néo,

utilizadas para a resolugéo desse tipo de problema. Apresenta-se assim:
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Figura 21 — Juro Facil: Problema 04, primeira opgéo.

Matemdtica Financeira - Trabalhando wm Financiamento-
Taxo de Juroy Parceloy
= 15,00% p= 6,0

Matematica Financeira Limpar Planilha
Determinando ataxade
juros (j) Executar
Preco-dvvistow ntrada
V= | R$ 22.706,90 I es= RS$ -
-
Matemética Financeira
Determinando o prazo (p)

[T T N - P (N (PP P

=
S

Mevsalidade
Wy = RS 6.000,00

=
=

Matemadtica Financeira
Determinando o pregoa

Matematica Financeira
Determinando a entrada (e}

26
27

28

Fonte: Elaborada pelo autor.

Problema 05: Arthur deseja comprar um terreno de Cléber, que lhe
oferece as seguintes possibilidades de pagamento:
Opcao 1: Pagar a vista, por R$ 55.000,00.
Opcéo 2: Pagar a prazo, dando uma entrada de R$ 30.000,00 e mais uma prestacéo
de R$ 26.000,00 para dali a 6 meses.
Opcéo 3: Pagar a prazo, dando uma entrada de R$ 20.000,00 mais uma prestacao
de R$ 20.000,00 para dali a 6 meses e outra de R$ 18.000,00 para dali a 12 meses
da data da compra.
Opcéao 4: Pagar a prazo dando uma entrada de R$ 15.000,00 e o restante em 1 ano
da data da compra, pagando R$ 39.000,00.
Opcéo 5: pagar a prazo, dali a um ano, o valor de R$ 60.000,00.

Arthur tem o dinheiro para pagar a vista, mas avalia se ndo seria melhor
aplicar o dinheiro do valor a vista (ou até um valor menor) em um investimento, com

rentabilidade de 10% ao semestre, resgatando os valores a medida que as

prestacdes da opcao escolhida fossem vencendo.
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ApoOs avaliar a situagdo do ponto vista financeiro e das condigcbes
apresentadas, qual opcdo Arthur concluiu que seria mais vantajoso escolher
financeiramente?

Muitas estratégias de resolucdo podem ser usadas para resolver esse
problema; se a escolhida for a que envolve o erro de raciocinio, citado nas paginas
anteriores, que € o de somar todos os valores de cada op¢édo, sem considerar que
eles ndo se encontram no mesmo periodo de tempo, tem-se:

Opcéo 1: R$ 55.000,00

Opcéo 2: 30000 + 26000 = R$ 56.000,00

Opcéo 3: 20000 + 20000 + 18000 = R$ R$ 58.000,00

Opcéo 4: 15000 + 39000 = R$ 54.000,00

Opcéo 5: R$ 60.000,00

A opcdo 4 sera a escolhida, o que fara com que o aluno acerte o
problema, apesar do raciocinio incorreto. Por ser uma prova de dominio publico,
essa questao estad disseminada em sites, apostilas e futuramente livros didaticos
pelo Pais. Como a prova do Enem € muita extensa, convém que 0s participantes
resolvam os itens o mais rapido possivel, normalmente conferindo apenas o
gabarito, passando a falsa impressdo de que a resolucdo acima € correta. Até o
fechamento da edicdo deste trabalho, o INEP, ndo respondeu a solicitacdo do autor
a respeito das estatisticas referentes a esse problema, mas acredita-se que a
guantidade de acertos tenha sido imensa.

O aluno, que usou esse raciocinio, tem a falsa impresséo de que resolveu
corretamente e acaba assimilando, como verdadeira, uma estratégia equivocada.
Com efeito, Cury (2008, p. 13) diz: "Mas quem garante gque 0s acertos mostram o
que o aluno sabe?”. E preciso que o professor de Matematica Financeira trabalhe
esse tipo de situacdo na sala de aula, onde uma questdo mal elaborada faz o aluno
acreditar que desenvolveu uma resolucéo correta.

Uma das estratégias corretas para resolver esse problema, seria deslocar
as parcelas para o tempo presente, mostrando o valor a vista de cada uma das

opcoes, que pode ser feito usando o aplicativo Régua Financeira, da seguinte forma:
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Na primeira op¢do o valor de R$ 55.000,00 seria a vista, portanto j& esta
no periodo de tempo desejado. A segunda opg¢éo, conforme figura 22, ter4 a parcela

26000

de R$ 26.000,00, reduzida para = R$ 23.636,36, totalizando R$ 53.636,36 a

vista.

Figura 22 — Régua Financeira: Opc¢éo 2 do problema 05.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A terceira opcdo apresenta trés parcelas: a segunda de R$ 20.000,00

20000: R$ 18.181,82 e a terceira de R$ 18.000,00, ficard em

sera reduzida para

18000
12

= R$ 14.876,03, totalizando R$ 53.057,85, conforme figura 23.
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A quarta opcdo apresenta duas parcelas, a segunda de R$ 39.000,00

39000
1,12

sera reduzida para = R$ 32.231,40, totalizando R$ 47.231,40. No aplicativo

Régua Financeira, considera-se trés parcelas, sendo que a segunda € nula, j4 que

cada periodo representa um semestre, conforme figura 24.

Figura 23 — Régua Financeira: Opc¢éo 3 do problema 05.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A Ultima opcdo € composta por uma unica parcela de R$ 60.000,00, que

60000

z = R$ 49.586,78.

devera ser paga apds um ano, portanto sera reduzida para

Dessa forma, fica esclarecido o porqué de ser mais vantajosa a quarta opgéo para o

comprador.
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Figura 24 — Régua Financeira: Opc¢éo 4 do problema 05.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

No entanto, pode ser feita uma reflexdo com relacdo as vantagens da
Gltima opcdo. Na resolucdo incorreta observa-se que R$ 60.000,00 era a maior
soma, portanto a opcao mais dispendiosa; mas feita a resolucdo correta, essa opgéo
ficou em segundo lugar.

Supondo que seja feita uma alteracdo no problema, de modo que a

parcela da quinta opcao seja efetuada depois de um ano e meio, ao invés de um

ano, e utilizando o aplicativo Régua Financeira para observar essa alteracdo, em

gue se consideram quatro parcelas, sendo as trés primeiras iguais a zero, como
mostra a figura 25, veriamos, assim, que 0 mais vantajoso seria a quinta opgéo, com
um valor de R$ 45.078,89 no tempo presente. A pequena alteracdo no texto néo

modificaria o resultado de quem utilizou o raciocinio incorreto. Logo, com a ajuda do



58

aplicativo, é apresentada facilmente a mecénica da resolugdo desse item, ou seja,

como os valores deslocam-se ao longo do tempo. Consegue-se mostrar o0 erro da

Figura 25 — Régua Financeira: Alteracdo da opgdo 5 do problema 05.

€ Regua Financeira 5.9gb
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
Y CEENEEE
Ll ——= - |
Régua Financeira Nimero de parcelas: Periodo base: Valor base
Tipo de Parcela . Variavel h=d m =1 R$ 45078.89
Digite as parcelas na planilha ao lado (Col B) «200m = 0.01
Taxa de juros 0.1 10 % o Fator: f=1+i=1.1 (o P'ani!ha-kegga Financeira... L] 0[P ,
= 0.1 s Cal-][=] %
IR TAINTBEEE|=- @ ®
A | B |
1 0 0|
2 0 0°
3 0 0
4 45078.89 60000
5 0 0
6 0 0
o . - 7 0 0
RS0 RS0 RS0 R$60000 RSO RS0 le 8 0 0
R$BOase R$0 R$0 R$45078.89 R$0 R$0 R$|! 9 0 0
> 10 0 0
11 0 0
12 0 0
13 45078.89 <

Fonte: Elaborada pelo autor.

resolucao do problema, apesar da escolha da opc¢éo correta.

Outro tipo de problema da Matematica Financeira, visto no capitulo 3,
onde se calcula a taxa de juros de um financiamento, apresenta um nivel de
dificuldade mais elevado para a sua resolucao. Diferentemente dos problemas
anteriores, que se resolvem apenas dividindo as parcelas pelo fator de atualizacao,
tantas vezes quantas forem necessarias, agora € preciso determinar a raiz de uma
equacdao transcendente, em que sua resolucdo ndo pode ser efetuada pelo processo
analitico. Nesse momento, 0 uso conjunto dos aplicativos: Régua Financeira e Juro

Facil podem facilitar a determinacg&o correta dos juros. Observe o problema seguinte:



59

Problema 06: Qual a taxa de juros que estd sendo empregada no
financiamento de uma motocicleta, cujo preco a vista é de R$ 5.780,00, ou em doze
parcelas, sem entrada, de R$ 638,687

Utilizando a equacgéo para o calculo de juros do capitulo trés, aplicando

1-(1+)) " 5780
j 638,68

os valores do problema acima, chegamos a equacéao f(j) =

onde se faz necessaria a aplicacdo de algum método numérico para a sua
resolucéo. E sabido que tal método é formado por duas etapas: A primeira resume-
se em determinar um intervalo que contenha a raiz procurada, ou seja, o aluno deve
estimar um valor aproximado dos juros, para propor esse intervalo. Como o
problema acima esta dentro da limitacdo de doze parcelas apresentada pelo
aplicativo Régua Financeira, 0 mesmo pode ser usado para determinar o intervalo
desejado. Escolhem-se as entradas: Tipo de parcela: Fixa, NUumero de parcelas:
doze, Periodo base: zero e Valor da parcela: R$ 638,68. Feito isso, através do
controle deslizante da entrada Taxa de juros, o0 aluno varia essa taxa até que o Valor
base aproxime-se do valor a vista da motocicleta, conforme a figura 26.

Figura 26 — Régua Financeira: Determinag¢do aproximada dos juros problema 06.

%7 Regua Financeira 5.9gb - -

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

0 VY S (o]

.
| e
&

»

YENTED

P/ N
),

Régua Financeira Nimero de parcelas: Periodo base: ~ Valor base
Tipo de parcela - n=12 m=0 R$ 5781.36
zoom = 0.39

Valor da parcela =638.38
Taxa de juros 0.05 4.62 % o Fator: f=1+i=1.046
i=0.05

R$638.38 R$638.38 R$638.38 R$638.38 R$638.38 R$638.38 R$638.38 R$638.38 R$638.38 R$638.38 R$638.38 R$638.38

R$610.19 R$583.24 R$557.49 R$532.87 R$509.34 R$486.85 R$465.35 R$444.8 R$425.15 R$406.38 R$388.43 R$371.28
Base

Fonte: Elaborada pelo autor.
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O professor pode ressaltar e o aluno visualizar que, através do controle
deslizante do aplicativo, quando se alteram os juros, os valores das parcelas no
tempo presente, também se alteram, mas de forma inversa, ou seja, quanto maior a
taxa de juros, maior a redugdo para o tempo presente e consequentemente um
menor valor total a vista. Feito isto e, de acordo com a figura 26, estima-se a taxa de
juros em torno de 4,62% e entra em acdo, na segunda etapa, o aplicativo Juro Facil.
Para determinar a taxa de juros, clica-se no primeiro botdo e vao-se introduzindo os
valores pedidos: Parcelas: doze; Preco a vista: R$ 5.780,00; Entrada: zero e
Mensalidade: R$ 638,68. Feito isto, o programa entrard no algoritmo Pégaso e
pedira os valores iniciais e finais do intervalo que contém a taxa de juros, podendo
ser digitado 0,01 e 0,1, respectivamente, a tolerancia de 0,000001 e 100 iteracdes, o
programa entdo respondera com 4,63% para a taxa de juros em quatro iteracoes,

conforme a figura 27.

Figura 27 — Juro F&cil: Determinag&o aproximada dos juros problema 06.

AN O S8 ) - Estudos VBA Problema de Financiament to - Microsoft Excel
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= | 4)557_{' p= 12,0 Matemética Financeira Limpar Planilha
o Determinando ataxa de
juros (j) Executar
Preco-d vistor Entrada
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Matemética Financeira
Determinando o prazo (p)

A
Mewnsalidade
Wy = RS 638,68
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13 Algoritmo-Pégoso- Matematica Financeira
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Limite superior b= 0,1
Tolerancio = 1¥-07
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Iter a fo 3 lis X Fr Delte Matemitica Financeira
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0
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3 0,046688359 -0,019 0,046 0,000648279 0,046 -1E-06 1E-05
4

0,046311265 6E-04 0,046 -1,00889E-06 0,046 -5E-11 -2E-08 Matematica Financeira
Determinando a
mensalidade (m})

€9 € G ©

Revig = 0,046
Iteragdes = 4
Cond. Erro = [}

29
W 4> M| Planl “Pan2 PRn3 %I [T

Fonte: Elaborada pelo autor.

A complexidade do problema 06 ressalta a necessidade da utilizacao

obrigatéria de recursos extras para sua resolucdo, o que vem reforcar a relevancia

dos aplicativos Régua Financeira e Juro Facil no estudo de problemas de

Matematica Financeira.
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6. CONSIDERACOES FINAIS.

Ao longo dos anos como professor de Matematica do Ensino Médio, varias
sdo as inquietacbes que suscitaram o0 desejo de construir novas estratégias
metodoldgicas que possibilitassem o ensino significativo da Matemética.

Observando a legislacdo educacional, mais especificamente a Lei de
Diretrizes e Bases da Educacéo Nacional que configura o ensino como propadsito de
construcdo de um jovem cidadao preparado para o trabalho, apto as mudancas
sociais, compreende-se que a Matematica Financeira, enquanto conteddo, possui
relevancia no cumprimento desses propositos, pois na sociedade atual permeiam as
relaces de capital.

Torna-se, portanto, primordial que o jovem tenha o conhecimento dos
processos que envolvem as relacbes de compra e venda dos bens de consumo,
como por exemplo os empréstimos, financiamentos, poupancas, dentre outros que
envolvem as ideias de juros e descontos.

Infelizmente, esse conhecimento essencial ndo tem sido trabalhado como
merece. Inimeras sdo as justificativas para esse fato; entre elas, a dificuldade em se
trabalhar um contetdo com calculos numéricos extensos, as vezes impossiveis de
se executar através de processos analiticos; o curto periodo de tempo dedicado ao
estudo desse conteudo.

Porém, com o advento do Enem que exige do aluno o conhecimento da
Matematica Financeira, ndo se concebe mais a superficialidade com a qual o tema é
tratado.

Portanto, torna-se necessario modificar as estratégias de ensino, inserindo
novas ferramentas que sanem as dificuldades apresentadas nesse conteudo e
facilitem o aprendizado significativo dos educandos.

Inimeras sao as ferramentas que existem para efetuar calculos financeiros. A
magquina de calcular é a representante principal desse conjunto de ferramentas,
porém somente as mais sofisticadas sdo capazes de resolver os calculos mais
complicados, como por exemplo, a determinagéo da taxa de juros.

Com o intuito de facilitar a resolucdo e o entendimento de problemas de
Matematica Financeira, foram criados os aplicativos Juro Facil e Régua Financeira.
Considera-se que o aplicativo Régua Financeira facilita a compreensdo dos

esquemas de comportamento das parcelas de um financiamento, por apresenta-las
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visualmente, ja que muitos alunos do ensino médio apresentam a dificuldade de
assimilar certos conceitos mais abstratos. A dinamica do aplicativo possibilita ao
aluno alterar facilmente as variaveis de um problema e constatar as mudancas
ocasionadas por essas alteracfes, possibilitando a ampliacdo dos processos de
investigacdo, experimentag&o e conjecturas, importantes na assimilagéo de qualquer
conteuddo.

O aplicativo Juro Fécil, por sua vez, contribui na resolucdo de problemas mais
complexos, do ponto de vista das solucdes de equacdes que o representam. O
calculo de juros, por exemplo, normalmente recai em equacgfes transcendentes, que
ndo permitem sua resolugdo por processos analiticos. Incorporando um método

numeéerico, Pégaso, para o calculo das raizes desse tipo de equacdes, o aplicativo

reduz a dificuldade desse calculo, na medida em que exige apenas que o aluno

tenha uma ideia aproximada do valor desse juro; Exigéncia essa que serve de
pretexto para reflexdes enriquecedoras a cerca do tema.

Considera-se, portanto, que os referidos aplicativos contribuem de forma
significativa para o ensino e aprendizado da Matematica Financeira, além de
estimular o desenvolvimento de novas midias e/ou o aprimoramento dessas, a
medida que outras dificuldades forem se apresentando.

Seguindo o pensamento grego, acreditamos que, para exercer efetivamente a
cidadania, tdo bem citada na nossa legislacdo educacional, € fundamental o
conhecimento da Matematica.
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APENDICE A - LINHAS DE CODIGO EM VBA DO ALGORITMO PEGASO.
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Sub AlgoritmoPegaso()
' Objetivo: Calcular a raiz de uma equagao pelo método pégaso.
' Parametros de entrada a, b, Toler, InterMax : Limite inferior, limite superior, tolerancia e nUmero maximo de iteracdes.
' Parametros de saida Raiz, Iter, CondErro: Raiz, nimero de iteragdes gastas e condigdo de erro,
' sendo CondErro = 0 se a raiz foi encontrada e CondErro = 1 em caso contrario.
Dim lter, IterMax, CondErro As Integer
Dim a, b, t, x, Toler, Fa, Fb, Fx, DeltaX, raiz As Variant
Cells(13, 2).Select
ActiveCell.Value = "Algoritmo Pégaso"”
ActiveCell.Offset(1, 0).Select
ActiveCell.Value = "Limite inferiora ="
ActiveCell.Offset(0, 2).Select
a = Application.InputBox("Valor a =", "Limite Inferior", 1, 500, 75, "™, , 1)
ActiveCell.Value = a
ActiveCell.Offset(1, -2).Select
ActiveCell.Value = "Limite superiorb ="
ActiveCell.Offset(0, 2).Select
b = Application.InputBox("Valor b =", "Limite Superior", 1, 500, 75, ", , 1)
ActiveCell.Value = b
ActiveCell.Offset(1, -2).Select
ActiveCell.Value = "Tolerancia ="
ActiveCell.Offset(0, 2).Select
Toler = Application.InputBox("Valor =", "Tolerancia", 1, 500, 75, ", , 1)
ActiveCell.Value = Toler
ActiveCell.Offset(1, -2).Select
ActiveCell.Value = "lteragdo Max ="
ActiveCell.Offset(0, 2).Select
IterMax = Application.InputBox("Valor =", "lteracdo Maxima", 1, 500, 75, ", , 1)
ActiveCell.Value = IterMax
ActiveCell.Offset(1, -2).Select
ActiveCell.Value = "Iter"
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = "a"
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = "Fa"
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = "b"
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = "Fb"
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = "x"
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = "Fx"
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = "Delta x"
" Avaliar a funcdo em a e b.
Select Case tp
Casels=1
Fa = Funcao(a)
Fb = Funcao(b)
Casels=2
Fa = Funcao2(a)
Fb = Funcao2(b)
End Select
If Fa* Fb >0 Then
ActiveCell.Offset(1, -7).Select
ActiveCell.Value = "Fun¢&o ndo muda de sinal nos extremos do intervalo dado.”
Exit Sub
End If
x=hb
Fx=Fb
Iter=0
DeltaX = (-Fx/ (Fb - Fa)) * (b - a)
X =X + DeltaX
'Avaliar a fungdo em x.
Select Case tp
Casels=1
Fx = Funcao(x)
Casels=2
Fx = Funcao2(x)
End Select
ActiveCell.Offset(1, -7).Select
ActiveCell.Value = Iter
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
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ActiveCell.Value = a
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = Fa
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = b
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = Fb
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = x
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = Fx
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = DeltaX
Do Until (Abs(DeltaX) <= Toler And Abs(Fx) <= Toler) Or (Iter >= IterMax)
If Fx* Fb <0 Then
a=b
Fa=Fb
Else
Fa=Fa*Fb/(Fb + Fx)
End If
b =x
Fb = Fx
Iter = Iter + 1
DeltaX = (-Fx/ (Fb - Fa)) * (b - @)
X = X + DeltaX
'Avaliar a fungé@o em x.
Select Case tp
Casels=1
Fx = Funcao(x)
Casels=2
Fx = Funcao2(x)
End Select
ActiveCell.Offset(1, -7).Select
ActiveCell.Value = Iter
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = a
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = Fa
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = b
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = Fb
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = x
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = Fx
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = DeltaX
Loop
raiz = x ' Teste de convergéncia
If Abs(DeltaX) <= Toler And Abs(Fx) <= Toler Then
CondErro =0
Else
CondErro =1
End If
ActiveCell.Offset(2, -7).Select
ActiveCell.Value = "Raiz ="
ActiveCell.Offset(0, 2).Select
ActiveCell.Value = raiz
ActiveCell.Offset(1, -2).Select
ActiveCell.Value = "Itera¢bes ="
ActiveCell.Offset(0, 2).Select
ActiveCell.Value = Iter
ActiveCell.Offset(1, -2).Select
ActiveCell.Value ="Cond. Erro ="
ActiveCell.Offset(0, 2).Select
ActiveCell.Value = CondErro
r =raiz
End Sub
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APENDICE B - LINHAS DE CODIGO EM VBA DA FERRAMENTA “JURO FACIL”

Option Explicit
Global tp As Integer
Global p, v, e, m, j, r As Variant

Sub TaxaDeJuros()
' Objetivo: Calcular a taxa de juros de um Financiamento.
' Parametros de entrada p, v, e, m : Parcelas, preco a vista, entrada, mensalidade.
' Parametros de saida j: Taxa de juros.
tp=1
Dadoslniciais
End Sub

Sub Parcelas()
' Objetivo: Calcular o total de parcelas de um Financiamento.
' Parametros de entrada j, v, e, m : Taxa de juros, preco a vista, entrada, mensalidade.
' Parametros de saida p: Total de parcelas.
tp=2
Dadoslniciais
End Sub

Sub PrecoAVista()
' Objetivo: Calcular o valor equivalente a vista, em um Financiamento.
' Parametros de entrada j, p, e, m : Taxa de juros, parcelas, entrada, mensalidade.
' Parametros de saida v: Preco a vista.
tp=3
Dadoslniciais
End Sub

Sub Entrada()
' Objetivo: Calcular o valor da entrada de um Financiamento.
' Parametros de entrada j, p, v, m : Taxa de juros, parcelas, prego a vista, mensalidade.
' Parametros de saida e: Valor da entrada.
tp=4
Dadoslniciais
End Sub

Sub Mensalidade()
' Objetivo: Calcular o valor da mensalidade de um Financiamento.
' Parametros de entrada j, p, v, e : Taxa de juros, parcelas, prego a vista, entrada.
' Parametros de saida m: Valor da mensalidade.
tp=5
Dadoslniciais
End Sub

Sub Dadoslniciais()
' Objetivo: Receber os dados de entrada das varias rotinas da planilha.

Iftp <>1 Then
Cells(2, 2).Select
ActiveCell.Value = "Taxa de Juros"
ActiveCell.Offset(1, 0).Select
ActiveCell.Value ="j ="
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
j = Application.InputBox("j = ", "Taxa de juros", 1, 500, 75, ", , 1)
ActiveCell.Value =

End If

If tp <>2 Then
Cells(2, 5).Select
ActiveCell.Value = "Parcelas"
ActiveCell.Offset(1, 0).Select
ActiveCell.Value ="p ="
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
p = Application.InputBox("p =", "Parcelas", 6, 500, 75, ", , 1)
ActiveCell.Value = p

End If

If tp <> 3 Then
Cells(6, 2).Select
ActiveCell.Value = "Preco a vista"
ActiveCell.Offset(1, 0).Select
ActiveCell.Value ="v ="
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
v = Application.InputBox("v = ", "Prec¢o a vista", 1100, 500, 75, ", , 1)
ActiveCell.Value = v

End If




If tp <> 4 Then
Cells(6, 5).Select
ActiveCell.Value = "Entrada"
ActiveCell.Offset(1, 0).Select
ActiveCell.Value ="e ="
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
e = Application.InputBox("e = ", "Valor da entrada", 100, 500, 75, ", , 1)
ActiveCell.Value = e
End If
If tp <>5 Then
Cells(10, 2).Select
ActiveCell.Value = "Mensalidade"
ActiveCell.Offset(1, 0).Select
ActiveCell.Value ="m ="
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
m = Application.InputBox("m =", "Mensalidade", 224, 500, 75, "™, , 1)
ActiveCell.Value =m
End If
Select Case tp
Casels=1
AlgoritmoPegaso
Cells(3, 2).Select
ActiveCell.Value ="j ="
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = r
Casels=2
AlgoritmoPegaso
Cells(3, 5).Select
ActiveCell.Value ="p ="
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = r
Casels=3
v=m*1-@+)r(Ep)/j+e
Cells(7, 2).Select
ActiveCell.Value ="v ="
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = v
Casels=4
e=v-Mm*@1-1+) (p)/j)
Cells(7, 5).Select
ActiveCell.Value ="e ="
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = e
Casels=5
m=j*(v-e)/(1-(1+))"(-p))
Cells(11, 2).Select
ActiveCell.Value ="m ="
ActiveCell.Offset(0, 1).Select
ActiveCell.Value = m
End Select
End Sub

Sub LimparPlanilha()
Worksheets(1).Cells.ClearContents
Cells(1, 2).Select
ActiveCell.Value = "Matemética Financeira - Trabalhando um Financiamento"
Cells(2, 2).Select
ActiveCell.Value = "Taxa de Juros"
ActiveCell.Offset(1, 0).Select
ActiveCell.Value ="j="

Cells(2, 5).Select
ActiveCell.Value = "Parcelas"
ActiveCell.Offset(1, 0).Select
ActiveCell.Value ="p ="

Cells(6, 2).Select
ActiveCell.Value = "Preco a vista"
ActiveCell.Offset(1, 0).Select
ActiveCell.Value ="v ="

Cells(6, 5).Select
ActiveCell.Value = "Entrada”
ActiveCell.Offset(1, 0).Select
ActiveCell.Value ="e ="
Cells(10, 2).Select
ActiveCell.Value = "Mensalidade"
ActiveCell.Offset(1, 0).Select
ActiveCell.Value ="m ="
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Cells(2, 1).Select
End Sub

Function Funcao(jj As Variant) As Variant
Funcao = ((1- (1 +jj) "~ (-p)) /i) - ((v-€) / m)
End Function

Function Funcao2(pp As Variant) As Variant
Funcao2 = ((1- (1 +)) " (-pp)) /]) - ((v - €) / m)
End Function




