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Resumo

Nesta dissertacao, apresentamos uma breve introducgao sobre o desenvolvimento do pensamento
matematico ao longo da histéria com um olhar particular na geometria euclidiana e os questio-
namentos a respeito da validade do Quinto Postulado, que possibilitou o desenvolvimento de
novas geometrias. Uma revisao bibliografica da base axiomética da Geometria Euclidiana e a
construcao da Geometria do Téxi, por meio de uma nova métrica para o célculo de distancia
entre dois pontos, verificando a validade dos axiomas euclidianos e a nao validade do axioma de
congruéncia de triangulo. Apresentamos ainda, uma proposta de atividades pedagdgicas para os
professores de matematica da Educacao Basica, com material concreto para o desenvolvimento
do pensamento geométrico, como possibilidade de orientacao no espago mediante o estudo da
geometria do taxi que se encaixa de forma mais precisa no cotidiano do aluno. E por fim as

consideragoes finais em relagao ao trabalho.

Palavras-chave: Geometria Euclidiana, Geometria do Taxi, Atividades Pedagogicas.
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Abstract

In this master’s dissertation we will be presenting a brief introduction of the mathematical
thinking throughout the history with a special glance at Euclidian Geometry and the questio-
nings about the Fifth Postulate validity which has enabled new geometrical developments. We
will be bringing a bibliographic review of the Euclidean Geometry axiomatic basis throughout
a new metric for the distance between two points calculation, also verifying the Euclidean
axioms validity and the invalidity of the Triangle Congruence axiom. We also present a proposal
for pedagogical activities destinated to Basic Education mathematic teachers, bringing here
a consolidated material for the development of geometric thinking as a possibility of space

orientation.

Keywords: Euclidian Geometry, Taxi-Geometry, Pedagogical Activities.
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Capitulo 1

Introducao

O primeiro contato que temos com a geometria no ambito escolar é por meio das formas
geométricas que sao apresentadas de maneira lidica mediante recursos como brincadeiras e jogos
ainda na primeira infancia. Porém, o estudo da geometria é um dos mais antigos ja registrados,
muito utilizado pelas antigas civilizagoes tanto na area de agrimensura quanto na construcao de
moradias e monumentos historicos, como as piramides no Egito.

A Grécia Antiga é considerada o berco de grandes matematicos como Tales de Mileto que
desenvolveu um estudo sobre a Geometria Demonstrativa, Pitagoras, seu sucessor e fundador da
Irmandade conhecida como Escola Pitagérica, e Euclides que formalizou por meio de sua obra
“Elementos” todo o conhecimento geométrico que seus antecessores haviam produzido e que hoje
conhecemos como Geometria Euclidiana.

Por muitos séculos, a Geometria Euclidiana foi considerada como a melhor forma de caracte-
rizar a realidade geométrica em que vivemos. Entretanto, apds as profundas transformacgoes
cientificas e académicas a partir do século XVII e com o episédio marcante da histéria do Quinto
Postulado de Euclides, temos o surgimento das novas geometrias e entao o questionamento sobre
a validade universal da geometria euclidiana.

Dentro dessas novas geometrias, temos a descoberta da Geometria do Taxi. Uma geometria
de facil entendimento e rica em aplicagoes relacionadas ao cotidiano, pois sua ideia principal é a
movimentacao de um taxi pelas ruas de uma cidade. Um evento rotineiro e que esta repleto de
conceitos geométricos abstratos, o que a torna um diferencial no ensino da Matematica.

Os diferentes aplicativos de mobilidade urbana, estao se tornando cada vez mais conhecidos
e utilizados pela populacao de modo geral, e isso inclui os alunos da Educacao Basica. A ideia

principal desses aplicativos é mostrar diferentes rotas para que o usudrio possa ir de um ponto a



outro, fornecendo informagoes como tempo e distancia de acordo com o tipo de transporte. O
visual desses aplicativos é muito parecido com uma malha quadriculada e utiliza a métrica do
taxi, principalmente quando estamos em cidades e bairros em que a ruas foram planejadas.

Uma das maiores dificuldades encontradas pelos professores de matematica em sala de aula
é o frequente questionamento dos alunos acerca da utilizacao dos conceitos estudados em suas
vidas cotidianas. Sendo assim, a Geometria do Téxi consegue responder de uma maneira simples
essa questao quando estudada em paralelo com o uso de aplicativos de mobilidade urbana, pois
fornece ao aluno uma oportunidade de fazer conexoes entre o contelido apresentado e o mundo
em que ele vive, e consequentemente, motivar o estudo da Matematica.

Dentro desse contexto, este trabalho tem por objetivo apresentar para os docentes da
Educacao Basica uma proposta coerente de atividades pedagogicas bem fundamentadas, jun-
tamente com materiais concretos de baixo custo voltados para o ensino e aprendizagem da
Geometria, os quais adequam-se aos entraves concomitantes a realidade da escola publica
brasileira. Além disso, serd exposto um estudo da parte axioméatica da Geometria Euclidiana e
da Geometria do Taxi.

De modo geral, o trabalho foi estruturado da seguinte forma: no segundo capitulo, retratamos
de forma objetiva o processo de desenvolvimento e organizacao da Geometria ao longo da histéria,
iniciando pelas antigas civilizacoes até Euclides, que foi quem desenvolveu toda base axiomatica
da geometria que é ensinada nas escolas. Apresentamos ainda o Quinto Postulado, também
conhecido como Axiomas das Paralelas, que foi o responsavel pelo desenvolvimento das novas
geometrias. E por fim, uma breve apresentacao histérica da Geometria do Taxi.

O terceiro capitulo, apresenta uma revisao bibliografica da base axioméatica da Geometria
Euclidiana, a definicao de plano cartesiano e funcao distancia euclidiana com sua representacao
algébrica e geométrica e as definicoes de ponto médio, mediatriz e circunferéncia. No quarto
capitulo, é desenvolvida a métrica da Geometria do Téxi; a comparacao entre a funcao distancia
taxi e a funcao distancia euclidiana, e a verificacao da relacao entre essas as distancias. Desse
modo, é feita a verificagao dos axiomas euclidianos para a funcao distancia taxi e a nao validacao
do axioma de congruéncia, assim como a definicao de ponto médio, mediatriz e circunferéncia
dentro da métrica do taxi.

O capitulo cinco mostra os objetivos especificos para o desenvolvimento das atividades
pedagogicas, trés tabelas que apresentam as habilidades exigidas para o ensino da Matematica

no Ensino Fundamental para Séries Inicias, para Séries Finais e para o Ensino Médio. Temos



ainda, a apresentacao das atividades categorizadas por nivel escolar, materiais utilizados,
objetivos especificos da aula, metodologia e observagao para o professor. Por fim, o capitulo seis

apresentada as conclusoes dos estudos realizados.



Capitulo 2

Um Pouco de Historia

A Histéria Geral pode ser divida em cinco fases: a Pré-histéria, a Idade Antiga ou Antiguidade,
a Idade Média, a Idade Moderna e a Idade Contemporanea. Apresentaremos de uma forma
sucinta o processo de evolucao da construcao do pensar a Matematica de acordo com a evolugao
cultural, social, politica e econdmica da sociedade. E certo que todo conhecimento que temos
nos dias atuais ja foi produzido e reorganizado intiimeras vezes. No entanto, compreender o
contexto historico em que esse conhecimento foi descoberto, pode despertar em nds um senso de
apreciacao.

Toda revisao histérica desse capitulo foi baseada em [3, 4, 7, 8, 11, 12, 13, 15, 17].

2.1 Da Pré-Historia a Idade Contemporanea

A primeira fase da Historia Geral é conhecida como Pré-Historia, e nesse periodo os habitantes
da terra viviam da cacga e tinham uma vida nomade, movimentando-se de acordo com as estagoes
do ano. Sendo assim, nao houve muitos avancos cientificos registrados nessa época, porém os
pesquisadores afirmam que esses povos foram capazes de desenvolver uma linguagem falada,
a religiao, a musica, a arte e de maneira bem rudimentar a matemética, uma vez que existia
comércio entre as familias. A necessidade de estar sempre se defendendo e fugindo das feras
do campo e a busca por alimento nao permitia que esses povos tivessem tempo para sentar e
discutir questoes filoséficas e cientificas, tudo tinha que ser muito pratico pra eles.

Por volta de 3000 a.C, temos o inicio da Idade Antiga ou Antiguidade, que foi um periodo
marcado pelo surgimento das comunidades, sendo a parte oriental composta pelas civilizagoes

chinesas a beira do rio Amarelo, indianas e a civilizagao egipcia a beira do rio Nilo, localizadas



um pouco mais ao oeste. Na parte ocidental, temos a civilizacao grego-romana, além das
civilizagoes astecas, maias, incas e olmecas localizadas no continente americano. Com a criagao
de um sistema de alimentagao, a partir da Revolug¢ao Agricola, e o fim da vida nomade com
a construcao de moradias, essas comunidades foram capazes de desenvolver o pensamento
cientifico e filoséfico. Podemos assim dizer que a Matematica teve sua origem nesse momento
da histéria, como uma ciéncia pratica capaz de resolver as necessidades daquelas sociedades
ligadas a agricultura e engenharia.
Assim, pode-se dizer que a matematica primitiva originou-se em certas dreas do
Oriente Antigo primordialmente como uma ciéncia préatica para assistir a atividades
ligadas a agricultura e a engenharia. Essas atividades requeriam o célculo de um
calendario utilizavel, o desenvolvimento de um sistema de pesos e medidas para ser
empregado na colheita, armazenamento e distribuicao de alimentos, a criagao de
métodos de agrimensura para a construgao de canais e reservatorios e para dividir
a terra e a instituigao de praticas financeiras e comerciais para o langamento e a
arrecadagdo de taxas e para propdsitos mercantis.(EVES, pg 57,2011)

Os povos babilonicos foram os primeiros a explorar a geometria dentro da Matematica. Entre
2000 a.C e 1600 a.C eles ja trabalhavam com problemas envolvendo area de retangulo, drea de
triangulo retangulo, triangulo isosceles e até volumes de prismas retos. O teorema de Pitagoras
era conhecido deles, e tinham um tratar bastante algébrico para a geometria. E atribuida a eles
a divisao da circunferéncia em 360 partes iguais e uma de suas construgoes mais elogiadas sao
os Jardins Suspensos da Babilonia.

Para os egipcios, a matematica era vista mais como uma fonte auxiliar para a agrimensura e
a engenharia. Apesar de ser muito reconhecida pela construcao das piramides, a matematica
egipcia nao chegou ao nivel da matematica dos babilonios, pois ao passo que os egipcios se
mantinham de certa forma isolados de outras sociedades, os babilonios estavam localizados em
uma rota de grande caravanas tendo assim melhor acesso a outras culturas.

Falando um pouco mais sobre a Grécia Antiga, podemos dividir sua histéria em quatro
periodos. O primeiro sendo o Periodo Homérico (sec. XII a.C ao sec. VIII a.C) que deu
inicio ao desenvolvimento das cidades. Segundo sendo o Periodo Arcaico (sec. VIII a.C ao
sec. VI a.C), estabelecendo-se como um momento em que o pensamento racional comegou
a se desenvolver e a filosofia passou a ser vista como uma atividade do pensamento humano
estruturado, também conhecida como Epoca dos Pré Socréticos, quando surgiu Tales de Mileto
(624 a.C - 546 a.C) conhecido como um dos sete sabios da Grécia antiga, que foi responsavel
pelo estudo da geometria demonstrativa, além do famoso poeta Homero (sec. VIII a.C). Ainda

nesse periodo, podemos destacar o inicio dos Jogos Olimpicos.



O terceiro sendo o Periodo Cléssico (sec. V a.C ao sec. IV a.C) d4 inicio a um renascimento
cultural, social e politico bem como a estabilizagao das cidades e o fortalecimento de atividades
como: ciéncia, teatro, arquitetura e filosofia. Nesse periodo, temos a presenca de Pitagoras
(570 a.C - 496 a.C) que deu continuidade a escola iniciada por Tales de Mileto ao fundar
a irmandade conhecida como Escola Pitagorica, sendo os pitagoricos, criadores do termo
“matematica” significando, entdao, “tema do esclarecimento”. Por fim, temos o quarto sendo
o Periodo Helenistico (sec. IV a.C ao sec. I a.C), com o surgimento de Platao, um grande
entusiasta do estudo da matematica e de Euclides.

Quase todos os trabalhos matematicos importantes do seculo IV a.C. foram feitos
por amigos ou discipulos de Platao, fazendo da Academia o elo da matematica dos
pitagéricos mais antigos com a da posterior e duradoura escola de Alexandria. A
importancia de Platao na matematica nao se deve a nenhuma das descobertas que fez
mas, isto sim, a sua convicgao entusiastica de que o estudo da matematica fornecia o
mais refinado treinamento do espirito e que, portanto, era essencial que fosse cultivado
pelos filésofos e pelos que deveriam governar seu Estado ideal. Isso explica o famoso
lema a entrada da Academia: “Que aqui nao adentrem aqueles nao versados em
geometria”’. A matemadtica parecia da mais alta importancia a Platao devido ao seu
componente logico e a atitude espiritual abstrata gerada por seu estudo; por essa
razao ela ocupava um lugar de destaque no curriculo da Academia. Alguns veem nos

didlogos de Platao o que poderia ser considerada a primeira tentativa séria de uma
filosofia da matemética.(EVES, pg 132-33, 2011)

A Idade Média, que marca a transicao da Idade Antiga para a Idade Moderna, foi uma
fase muito dificil na histéria da humanidade, sendo nomeada como a Idade das Trevas pelos
Renascentistas. Foi considerada um periodo em que a ciéncia e a filosofia nao obtiveram
progresso. O renascimento da ciéncia ocorreu por volta de mil anos apds o inicio da Era das
trevas. E por fim, temos a Idade Contemporanea iniciada no século X7X e ainda nos dias
atuais.

Podemos dizer que a linguagem formal como a Matematica é conhecida hoje teve sua origem
na Grécia Antiga, pois mesmo ela sendo usada por grandes civiliza¢oes, foram os gregos que
trataram dela com maior destaque tornando-a uma ciéncia propriamente dita e nao somente
uma ferramenta para resolver problemas praticos. O chamado método axiomatico-dedutivo, que
consistia em aceitar determinadas proposicoes como verdadeiras e a partir delas, juntamente
com um pensamento légico desenvolver proposicoes mais gerais, teve um papel muito importante
nesse processo.

Todo esse contexto social e cultural permitiu que a Matematica nao fosse vista e estudada
somente como um conhecimento pratico e cotidiano, mas que ela transcorresse para um nivel de

abstracao, por meio do estudo de problemas relativos a processos infinitos, desenvolvendo assim



a geometria, a partir da mensuracao.

A despeito de um consideravel abandono nos séculos XVII e XVIII, o método
postulacional inspirado em Euclides penetrou quase todos os campos da matematica a
ponto de alguns matematicos defenderem a tese de que nao sé o raciocinio matematico é
postulacional mas que também, no sentido inverso, raciocinio postulacional é raciocinio
matematico. Uma consequéncia relativamente moderna foia criagao de um campo de
estudo chamado axiomdtica, dedicado ao exame das propriedade gerais dos conjuntos
de postulados e do raciocinio postulacional. (EVES, pg 179, 2011)

2.2 Euclides de Alexandria

O Imperador Alexandre, o Grande, por volta de 333 a.C fundou a famosa cidade de Alexandria,
no Egito. Em um espago de tempo relativamente pequeno, o imperador transformou a cidade
no centro mais suntuoso e cosmopolita do mundo, com seus aproximados 500.000 habitantes e
uma rota comercial privilegiada. A civilizagao helénica garantiu a uniao do império mesmo apds
a morte de seu Imperador, no ano de 323 a.C. Nessa época, assumiu o reinado o grego Ptolomeu
I (366 a.C. - 283 a.C.), responsavel pela criagao da famosa Universidade de Alexandria, um
projeto muito bem elaborado com jardins, laboratorios, salas de aula e uma biblioteca que
chegou a ter em seus registros mais de 600.000 rolos de papiro. Por quase 1000 anos, a cidade de
Alexandria foi considerada uma metrépole intelectual. Ptolomeu convidou muitos estudiosos de
Atenas para comandar os variados departamentos; grandes nomes como Arquimedes e Hipatia
foram selecionados para desenvolver estudos e pesquisa.

Apesar de muitos afirmarem que Euclides nasceu em Alexandria, existem poucas evidéncias
disso, como relata [3] e [6]; sabe-se no entanto que ele foi educado em Atenas e frequentou a
Academia de Platao por volta do inicio do Periodo Helenistico. Euclides era professor e escritor
muito focado em seus estudos e foi convidado para ser professor de Matemaética na Universidade
de Alexandria. Euclides ficou conhecido com ”Pai da Geometria”e atribui-se a ele uma obra que
conseguiu reunir de forma coerente todo conhecimento matematico desenvolvido até a época
baseado nas obras de Tales, Pitagoras, Platao e outros tantos gregos quanto egipcios, conhecida
como “Elementos”. Sua principal contribuicao foi a ordenagao dos métodos ja conhecidos,
permitindo assim o descobrimento de novas ideias, ou seja, partindo de defini¢coes simples, que
eram chamadas de axiomas, fazia-se afirmacoes chamadas de teoremas que podiam ser provadas
através da légica dedutiva. Nao se tem registros da obra original, apenas de um fragmento

antigo encontrado entre os papiros gregos em Oxyrynque por volta do ano 100 d.C, as margens

do rio Nilo.



A obra ”Elementos” apresenta o Geometria de uma forma muito bem elaborada. Os axiomas
ou postulados, como alguns preferem chamar, sao cinco e podem ser assim interpretados na

nossa linguagem:

1. Por dois pontos passa uma reta e somente uma.

2. A partir de qualquer ponto de uma dada reta é possivel marcar um segmento de compri-

mento dado sobre a reta dada.
3. E possivel descrever um circulo de centro e raio dados.

4. Todos os angulos retos sao congruentes.
O Quinto Postulado e mais discutido ao longo dos anos, pode assim ser traduzido:

Se uma reta, interceptando duas outras, forma angulos internos do mesmo lado,
menores do que dois angulos retos, estas outras, prolongando-se ao infinito,

encontrar-se-ao no lado onde os angulos sejam menores do que dois angulos retos.

Figura 2.1: Retas cortadas por uma transversal

Podemos notar que a estrutura como o quinto postulado é escrito difere e muito da forma
como os quatro primeiros foram organizados. Ele possui uma estrutura condicional, e essa foi
uma das causas de grandes matematicos levantarem o questionamento sobre sua validade. De
acordo com [3] e [6] durante mais dois mil anos, mateméticos importantes como Gauss, Bolyai e
Lobachevsky, fizeram iniimeras tentativas para demonstrar o quinto postulado; o matematico

francés J. L. R. d’Alembert chegou até a chama-lo de "o escandalo da geometria”.



De contrapartida, foi gracas as insistentes tentativas de provar a validade ou a nao validade do
quinto postulado que levou grandes estudiosos a formularem o que hoje chamamos de geometrias
nao-euclidianas, uma vez que essas sao baseadas na negacao de um ou mais axiomas euclidianos.

A tentativa de provar o Quinto Postulado de Euclides levou muitos matematicos a exaustao.
O matematico Janos, jovem ainda, recebeu orientacoes de seu pai, o também matemaéatico o
hungaro Farkas Bolyai, para nao se arriscar na tentativa de provar o postulado, porém o jovem,
que era um prodigio na matematica, encontrou uma nova geometria negando o postulado das
paralelas. Seu trabalho nunca foi publicado.

Um outro grande prodigio da matematica, Carl Friedrich Gauss, trabalhou por mais de
30 anos com a hipdtese de uma geometria nao-euclidiana, por ser uma pessoa extremamente
perfeccionista, e pelo conceito ser de dificil aceitagao para meio académico, ainda nao tinha
publicado nada a respeito.

Nesse mesmo interim, o matemético russo Nikolai Ivanovich Lobachevsky (1792-1856), foi o
primeiro a publicar material sobre a geometria nao-euclidiana, no ano de 1829, mas no momento
ele a chamava de ”geometria imaginaria”’e em seguida passou a chamar de ”pangeometria”.
Gauss chegou a admitir que Lobachevsky havia realizado um feito verdadeiramente geométrico,
em uma carta a Schumacher no ano de 1846, e recomendou Lobachevsky para a Sociedade
Cientifica Gottingen.

Em 1855, apo6s a morte de Gauss, considerado o maior matematico do século XIX, suas
cartas foram publicadas e os matematicos comecaram a valorizar a ideia de uma geometria
nao-euclidiana, uma vez que ele ficou conhecido como "o principe dos mateméaticos” por sua
profundidade. Matemaéticos como Beltrami, Klein e Riemann, além de esclarecerem o conceito
ainda o aplicaram em outros ramos da matematica.

Foi em 1868 que finalmente a polémica do Quinto Postulado foi derrubada pelo matemaético
Eugénio Beltrami (1835-1900). Beltrami conseguiu demonstrar a impossibilidade de se validar o
quinto postulado, apresentando um modelo de geometria nao-euclidiana.

Agora a comunidade cientifica estava diante de uma nova forma de estudar a geometria. E
importante salientar que tanto Gauss quanto Lobachevski foram muito mais além dos aspectos
matematicos nessa descoberta totalmente inusitada. A ideia de uma nova geometria, logo trouxe
a necessidade de relaciona-la ao nosso mundo fisico e assim varios estudos se desenvolveram
ao longo dos anos na busca de uma geometria capaz de representar da melhor forma a nossa

realidade.



2.3 Histdoria da Geometria do Taxi

Mais de dois mil apds a mais celebrada obra de Euclides, “FElementos”, precisamente no final do
século XVIII, Lobachevsky e outros grandes matematicos apresentaram seus estudos sobre as
geometrias nao euclidianas. Em seguida, no século XIX o matematico russo Hermann Minkowski
(1864 - 1909), um dos professores de Einstein, desenvolveu o estudo de uma nova geometria
que ficaria conhecida como Geometria do Taxi, Geometria Pombalina ou ainda Geometria
de Manhathan. Apesar de nao usar a negacao do postulado das paralelas, foi ainda assim
considerada uma geometria nao-euclidiana, pois sua métrica para o calculo de distancia entre
dois pontos é diferente métrica proposta por Euclides.

A Geometria do Taxi teve seu inicio baseado no estudo da topologia, diferente de outras
geometrias é de facil compreensao, simples de ser aplicada e muito utilizada pela sociedade no
cotidiano. O termo Geometria do Téxi s6 foi utilizado no ano 1952, sendo associado a ideia de
"trafegar pelas ruas”.

Em seu livro ”Taxicab Geometry: An adventure in non-euclidean geometry”, do ano de
1975, o autor Eugene F. Krause faz uma bela apresentacao da geometria do taxi, fazendo uma
analise dessa geometria por dois pontos de vista. Primeiramente, ele a apresenta como um
conteudo dentro de uma perspectiva educacional capaz de despertar o interesse do aluno na area
de geometria, em segundo lugar como um ramo da geometria repleto de aplicacoes praticas.

A geometria do taxi possui muitos apoiadores que enxergam nela uma integracao da Ma-
tematica com a vida cotidiana dos alunos, principalmente se for feito um paralelo entre ela e
os aplicativos de mobilidade urbana que apresentam um visual muito parecido com a malha
quadriculada e tem seus trajetos muito proximos a métrica entre dois pontos definida pela
geometria do taxi. Sendo assim, temos a possibilidade de despertar nesses alunos o interesse

por esse e outros conteidos da Matematica.
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Capitulo 3

Geometria Euclidiana Plana

A Geometria Euclidiana Plana nos dara a base axiomatica necessaria para construirmos todas

as definigoes referentes ao quarto capitulo. Toda revisao estd baseada em [1, 2, 10].

3.1 Axiomas

Daremos inicio ao estudo da base axiomatica da Geometria Euclidiana apresentando trés
conceitos primitivos: o ponto, a reta e o plano.

Temos que o ponto é um lugar no espaco que nao possui dimensao, a reta ¢ um comprimento
sem largura e o plano é uma superficie que tem somente comprimento e largura. Representaremos
os pontos por letras latinas maiisculas (A, B,C...) e as retas por letras latinas minusculas
(a,b,c...).

E importante observarmos que a Geometria Euclidiana que apresentaremos estd contida em

um unico plano, que denotaremos de Plano Fuclidiano. Veja a Figura 3.1.

Ponto P Retar Plano

Figura 3.1: Conceitos Primitivos

3.1.1 Axiomas de Incidéncia

Axioma 1 Qualquer que seja a reta tomada existem pontos que pertencem e pontos que ndao

pertencem a essa reta. Veja Figura 3.2.
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Figura 3.2: Os pontos A e C' pertencem a reta r, os pontos B e D nao pertencem a reta r

Axioma 2 Dados dois pontos distintos existe uma unica reta que os contém. Veja Figura 3.3.

4 B

Figura 3.3: Os pontos A e B definem a reta r

3.1.2 Axiomas de Ordem
Axioma 3 Dados trés pontos distintos de uma reta, um e apenas um deles esta localizado entre
os outros dois. Veja Figura 3.4.

4 B ¢

Figura 3.4: O ponto B estd localizado entre os pontos A e C

Axioma 4 Dados dois pontos distintos A e B sempre existem: um ponto C' entre A e B e um
ponto D tal que B estd entre A e D. Veja Figura 3.5.

4 < B D

Figura 3.5: O ponto C' esta entre A e B, B estd entre A e D

Antes dos proximos axiomas, iremos apresentar duas definigoes:
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Definicao 1 O conjunto constituido por dois pontos A e B e por todos os pontos que se
encontram entre A e B é chamado de Segmento AB. Os pontos A e B sdo denominados

extremos ou extremidades do segmento. Veja Figura 3.6.

A

[ Jus!

Figura 3.6: Segmento AB

Axioma 5 Uma reta r determina exatamente dois semiplanos distintos, sendo a intersecao

desses dois semiplanos a propria reta r. Veja Figura 3.8.

a 2]

Figura 3.7: A reta r é a intersecao dos semiplanos « e (8

3.1.3 Axiomas sobre Medicao de Segmentos

Axioma 6 A todo par de pontos do plano corresponde um nimero maior ou igual a zero. Este

numero € zero se e $0 se 0s pontos sao coincidentes.

Axioma 7 (Azioma da Régua Infinita) Os pontos de uma reta sempre podem ser colocados em
correspondéncia biunivoca com 0s numeros reais, de modo que o modulo da diferenca entre dois

quaisquer destes numeros mec¢a a distancia entre esses dois pontos. Veja Figura 3.9.

A B C D E

|II|I|I||I|||I|||III|||II|||I|||Il|||||||l||||I||l||||I|||II|III|||||I||I|||||l|||||||IIII|IIII||III|
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3.8: Uma forma de posicionar os pontos sobre a régua
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O numero a que se refere esse axioma é chamado de distancia entre os pontos ou é referido

como comprimento do segmento determinado pelos dois pontos. Indicaremos o comprimento do

segmento AB pelo simbolo AB. Veja Figura 3.10.

A

[ Jus!

Figura 3.9: Segmento AB

Exemplo 1 Observe a régua da Figura 3.9. Calculando a distancia entre os pontos dados
abaixo, temos:

a. AB=13-0|=3
b. AD=|7-0|=7

d CE=]10-6|=4

Axioma 8 Se o ponto B encontra-se entre os pontos A e C, entao: AB + BC = AC.
Veja Figura 3.11.

o

B

L)

Figura 3.10: Segmento AB

Pelas nocgoes basicas de comprimento de segmento, podemos concluir que:
1. A= B se, e somente se, AB = 0.
2. AB é sempre maior ou igual a zero.

3. Para quaisquer dois pontos A e B, temos que AB = BA.

4. (Desigualdade Triangular) Para quaisquer trés pontos distintos A, B e C' do plano tem-se

AC < AB + BC.
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A igualdade ocorre se, e somente se, B pertence ao segmento AC. Veja Figura 3.12.

B
é{/\g

[ 2N
[ Ty}
LIQ)

Figura 3.11: Desigualdade Triangular

3.1.4 Axiomas sobre Medicao de Angulos

Definicao 2 Se A e B sao pontos distintos, o conjunto constituido pelos pontos do segmento
AB e por todos os pontos C' tais que B encontra-se entre A e C' € chamado de Semirreta de

origem A contendo o ponto B, e € representado por Sag. O ponto A € entdo denominado origem

da semirreta Sap. Veja Figura 3.13.

4 4

Figura 3.12: Semirreta AB

Definicao 3 Chamamos de Angulo a figura formada por duas semirretas com a mesma origem,

sendo a origem chamada de vértice do angulo. Veja Figura 3.14.

-

Figura 3.13: Angulo de Vértice O

Exemplo 2 Sejam Spa e Sop duas semirretas de origem no ponto O.

As semirretas Spa e Sop sao os lados do angulo, e a origem comum o ponto O é o vértice

do angulo. Representaremos o angulo formado por essas semirretas pelo simbolo AOB ou ainda

por O. Veja Figura 3.15.
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Figura 3.14: Angulo AOB

A maneira mais pratica de introduzirmos o conceito de medi¢ao de angulos na geometria é por
meio dos axiomas. E importante observarmos a semelhanca deles com os axiomas de medigcao

de segmento.

Definicao 4 Chamamos de Angulo Raso o angulo formado por duas semirretas distintas de

uma mesma reta. Veja Figura 3.16.

4 Q

[ Juu!

Figura 3.15: Angulo Raso AOB

Axioma 9 Todo angulo tem uma medida maior ou igual a zero. A medida de um angulo € zero

se, e somente se, ele € constituido por duas semirretas coincidentes. Veja Figura 3.17.

Q 4 B

Figura 3.16: Semirretas Coincidentes OA e OB

Definicao 5 Diremos que uma semirreta divide um semiplano se ela estiver contida no semi-

plano e sua origem for um ponto da reta que o determina.

Axioma 10 E possivel colocar, em correspondéncia biunivoca, os numeros reais entre zero e
180 e as semirretas de mesma origem que dividem um dado semiplano, de modo que o modulo da
diferenca entre estes numeros seja a medida do angulo formado pelas semirretas correspondentes.
Cada numero associado a uma semirreta é chamado de coordenada da semirreta. Veja Figura

3.18.
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180° 0°

D

:1

Figura 3.17: Correspondéncia entre Angulos e os Numeros Reais

Se um angulo AOB tem medida a, diremos que este angulo mede a graus e representaremos
por a®. E importante ressaltarmos que o angulo é a figura geométrica e a medida do angulo é
um numero real. Usaremos letras gregas minusculas («, 3, 7...) para representar tanto o angulo
quanto a sua medida.

Dessa forma, se a e b forem as coordenadas dos lados do angulo AOB, entéo la—0b| é a
medida deste angulo, que na Figura 3.18 representamos por «. Assim escreveremos de uma

maneira geral AOB = |a — b| = .

Definicao 6 Sejam Soa, Sop € Soc semirretas de mesma origem. Se o segmento AB inter-

ceptar Soc, diremos que Soc divide o angulo AOB. Veja Figura 3.19.

9) A

Figura 3.18: Semirreta Spo¢ divide o angulo AOB

Axioma 11 Se uma semirreta Soc divide um angulo AOB, entdo AOB=AOC+COB.

Exemplo 3 Sejam AOC = 41°, COB = 96°, dngulos de mesma origem O.

17



Temos que AOC + COB = AOB, ou seja, 41° 4+ 96° = 137°, como mostra a Figura 3.20.

AOC + COB = AOB
41° +96° = 137°

Figura 3.19: Soma de angulos

Definicao 7 Chamamos de /ingulo Reto o angulo cuja medida € i1gual a 90°.

Quando duas retas se interceptam e um dos quatro angulos formado por elas for reto, entao
todos os outros angulos também serao retos e nesse caso diremos que as retas sao perpendiculares.

Veja Figura 3.21.

Figura 3.20: Reta r perpendicular a reta m

3.1.5 Axiomas sobre Congruéncias

Definicdo 8 Diremos que dois segmentos AB e CD sao congruentes quando AB = CD;
diremos que dois angulos AOA' e BPB' sio congruentes se eles tém a mesma medida. Veja

Figura 3.22.
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A o

(a) AB=CD (b) AOA' = BPB'

Figura 3.21: Segmentos e Angulos Congruentes

Definicao 9 Triangulos sao figuras geométricas planas e fechadas formadas por trés segmentos

de reta que se encontram dois a dois em uma de suas extremidades.

B

As «C

Figura 3.22: Triangulo ABC

O encontro das extremidades dos segmentos serao chamados de vértice do triangulo e os
segmentos de lados do triangulo. Sendo assim, na Figura 3.23 temos que A, B e (' sao os

vértices, AB , BC e AC sao os lados do triangulo. Representaremos o triangulo pelo simbolo
AABC.

Podemos classificar um triangulo de acordo com a medida de seus lados, como segue:
Escaleno: Possui trés lados com medidas distintas.
Isosceles: Possui dois lados de mesma medida.

Equilatero: Possui trés lados de mesma medida.

Definicao 10 Dois triangulos sao congruentes se for possivel estabelecer uma correspondéncia

biunivoca entre seus vértices de modo que lados e angulos correspondentes sejam congruentes.

Sejam M NO e PQR dois triangulos congruentes, de acordo com a Figura 3.24. Se
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M+ P
N+ Q
O+ R

é a relacao que define a congruéncia, entao também sao validas as seguintes relagoes:

MN = PQ NO = QR MO = PR
M=P N=0Q O=R

Usaremos a notacao AMNO = APQR para indicar a congruéncia entre triangulos.
N R P
v o
g
o Y B
M O Q
Figura 3.23: Triangulo M NO congruente ao triangulo PQR

Axioma 12 (Primeiro Caso de Congruéncia de Triangulos - LAL) Sejam dados dois triangulos

ABC ¢ EFG, se AB=FF, AC=EG e A=E, entio AABC = AEFG. Veja Figura 3.25.

A G 3
0
(@]
B C E

Figura 3.24: Primeiro Caso de Congruéncia de Triangulos - LAL

Teorema 1 (Segundo Caso de Congruéncia de Triangulos - ALA) Sejam dados dois triangulos

ABC ¢ EFG, se A=E, AB=EF ¢ B=F, entio AABC = AEFG. Veja Figura 3.26.

20



A G F
3
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/\ \/
B C E

Figura 3.25: Segundo Caso de Congruéncia de Triangulos - ALA

Teorema 2 (Terceiro Caso de Congruéncia de Triangulos - LLL) Sejam dados dois triangulos

ABC e EFG, se AB=EF, AC=FEG e BC=FG, entao AABC = AEFG. Veja Figura 3.27.
/\ G\/F
B C E
Figura 3.26: Terceiro Caso de Congruéncia de Triangulos - LLL

Definicao 11 Um triangulo que possui um angulo reto é chamado de Triangulo Retangulo. O
lado que se opoe ao angulo reto € chamado de hipotenusa e os outros dois lados sao chamados

de catetos. Veja Figura 3.28.

cateto hipotenusa

cateto

Figura 3.27: Triangulo Retangulo

Teorema 3 (Congruéncia de Triangulos Retangulos) Sejam ABC e EFG dois triangulos
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retangulos cujos angulos retos sao Ceq. Veja Figura 3.29. Se alguma das condigoes abaixo

ocorrer, entao os dois triangulos sao congruentes:
1. BC=FGeAeF (cateto - angulo oposto)
2. AB=EF e BC=FG (hipotenusa - cateto)

3. AB=EF e Ae E (hipotenusa - angulo agudo)

C B F G

Figura 3.28: Congruéncia de Triangulos Retangulos

3.1.6 Axiomas das Paralelas

Definicao 12 Duas retas pertencentes ao plano e que nao se interceptam sao chamadas de

retas paralelas.
Notacao: r // s (Lé-se: A reta r é paralela a reta s)

Axioma 13 (Postulado de Playfair) Para toda reta r e para todo ponto P, P ndo pertencente

ar, existe uma unica reta s que passa por P e nao intercepta r. Veja Figura 3.30.

]_3 S

Figura 3.29: Retas Paralelas
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3.2 Plano Cartesiano

Consideremos duas retas x e y perpendiculares em O no plano.

Dado um ponto P qualquer, conduzamos por ele duas retas:

dffx e Y]y

Denominamos P; a intersecao de x com 3’ e P, a intersecao de y com x’

Nessas condigoes definimos:

(a) O plano cartesiano;

(b) O sistema de eixos cartesiano ortogonal é o sistema zOy;

(c) A origem do sistema é o ponto O;

(d) A reta x é chamada de Eixo das Abscissas ou ainda de eixo Ox;
(e) A reta y é chamada de Eixo das Ordenadas ou ainda de eixo Oy;
(f) A abscissa do ponto P é o niimero real xp = OP;;

(g) A ordenada do ponto P é o ntimero real yp = OPy;

(h) As coordenadas do ponto P sdo os nimeros reais xp e yp, geralmente indicados na forma de
um par ordenado (xp,yp) onde a abscissa representa a primeira coordenada e a ordenada

a segunda coordenada. Veja Figura 3.31.

Figura 3.30: Plano Cartesiano
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Seja R o conjunto dos ntimeros reais. Consideremos o conjunto RxR = R? de todos os pares

ordenados, isto é:
R*={(z,y);z,y € R}
Podemos associar a cada ponto do plano o par ordenado (x,y) sendo z,y € R e ainda, as

retas sao o conjunto solucao das equacoes da forma az + by + ¢ = 0, sendo a? + b* # 0.

3.2.1 Funcgao Distancia Euclidiana

Dados dois pontos A = (x4,y4) € B = (zp,yp) pertencentes ao plano, consideremos um terceiro
ponto C' = (xg,y4) de modo que seja possivel formar com esses trés pontos um triangulo ABC

que seja retangulo em C. Veja Figura 3.32.

e

(a‘) A= (.TA,yA) e B= (-TB,yB) (b) C= (xBayA)

Figura 3.31: Triangulo ABC no Plano Cartesiano

Temos que AC = |zp — x4| e BC = |yg — yal.
Como ABC é triangulo retangulo, podemos aplicar o Teorema de Pitdgoras.

Dessa forma:

(AB)? = (AC)* + (BC)?
(AB)? = |5 — zal* + |y — yal’
AB = \/(il?B —x4)* + (y5 — ya)’

Assim, definimos a Funcao Distancia FEuclidiana como:

dg(A, B) = \/(xB —z4)* + (yp — ya)’

24



E importante observarmos que:
e Se o segmento AB for paralelo ao eixo Oz, entdo  dg(A, B) = /(x5 — 24)* = |xg — 4.

Exemplo 4 Sejam A= (1,2) e B = (7,2), como na Figura 3.33. Temos que:

(4, B)
(4, B)

e d5(A, B) = /(6 + (0)°
| | (4,B)
(4,B)

Figura 3.32: Segmento AB paralelo ao eixo Ox

e Se o segmento AB for paralelo ao eixo Oy, entio  dg(A, B) = \/(ys — ya)’ = lys — yal.

Exemplo 5 Sejam A = (4,1) e B = (4,5), como na Figura 3.34. Temos que:

AB=|5—1=4 d

Figura 3.33: Segmento AB paralelo ao eixo Oy

Dessa forma, temos que dados dois pontos quaisquer A = (x4,y4) € B = (xp, yp) pertencentes

ao plano, podemos definir a Funcao Distancia Euclidiana como:

de(A, B) = \/(iEB —z4)* + (yp — ya)’
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3.2.2 Ponto Médio

Definicao 13 Chamamos de ponto médio do segmento AB um ponto M tal que, M pertence
ao segmento AB e AM = BM. Veja Figura 3.35.

A M B

Figura 3.34: O ponto M é o ponto médio do segmento AB

Dados os pontos A = (z4,y4), B = (xp,ys) € M = (xp,yn), onde M é o ponto médio do

segmento AB, temos que:

M= (ZUM,ZJM) = (xA—i_xB yA+yB)-

2 ’ 2
Exemplo 6 Sejam A = (2,1) e B = (8,5), como na Figura 3.36. Temos que as coordenadas

do ponto médio do segmento AB sao dadas por :

Y
- M:(xA-I—IB yA+yB)
2
: | M:( +38 1+5)
| 2
? 10 6
1 : - (43)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 M:(5’3

Figura 3.35: Ponto médio do segmento AB
3.2.3 Mediatriz

Definicao 14 Chamamos de Mediatriz de um segmento a reta perpendicular a esse segmento e

que passa por seu ponto médio. Veja Figura 3.37.

o
 Juy!

mediatriz

Figura 3.36: Mediatriz do segmento AB
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Exemplo 7 Sejam A = (2,1) e B = (8,5) pontos do plano, temos que:

A reta que passa pelo ponto M = (5,3) e que é perpendicular ao segmento AB é a mediatriz do

segmento AB. Veja Figura 3.38.

Y

5

mediatriz

Figura 3.37: Mediatriz do segmento AB

Todos os pontos que pertencem a mediatriz de um segmento AB sao equidistantes das extremi-

dades desse segmento, ou seja, todos os pontos da mediatriz estao a uma mesma distancia das

extremidades A e B do segmento. Veja Figura 3.39.

Y

5

mediatriz

Figura 3.38: Pontos P e () equidistantes dos pontos A e B

3.2.4 Circunferéncia

Definicao 15 Chamamos de Circunferéncia a uma figura geométrica pertencente ao plano

que € constituida pelo conjunto de pontos igualmente distantes de um ponto fixo desse plano.

Denominamos o ponto fixo de centro e a distancia, do centro ao conjunto de pontos, de raio.
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Figura 3.39: Circunferéncia euclidiana

Na Figura 3.40 representamos uma circunferéncia de centro no ponto O = (4,5) e raio AO = 5,

os pontos A e B pertencem a circunferéncia, e os pontos C' e D nao pertencem a circunferéncia.

A Geometria Euclidiana Plana nao se limita ao que foi exposto neste capitulo, mas toda revisao

bibliogréfica feita até aqui é suficiente para nos dar base para desenvolvermos uma introdugao a

geometria do taxi.
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Capitulo 4

Geometria do Taxi

A Geometria Euclidiana deu base para o desenvolvimento de outras formas de geometria,
algumas muito proximas da euclidiana, outras bem mais complexas. Entre os diversos modelos
de geometrias desenvolvidos, a Geometria do Taxi é a que se apresenta mais acessivel para
se trabalhar com alunos de nivel fundamental e médio, pois se considerarmos as ruas de uma
cidade sobre a malha quadriculada poderiamos defini-la, de uma forma simples, como sendo
a geometria de um pedestre caminhando por essas ruas, ou ainda, como a geometria de um
taxista dirigindo por essas ruas, respeitando os limites que as construgoes impoem sobre essa
movimentagao.

Toda construgao deste capitulo estda baseada em [3, 6, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18].

4.1 A Funcao Distancia Taxi

Para darmos inicio ao estudo da base axiomatica da Geometria do Téxi, vamos definir a Fungao

Distancia Taxi entre dois pontos no plano.

Definigao 16 Considere o conjunto R*={(z,y);x,y € R}. A distancia tiri dr : R* - R ¢
dado por:

dr(A,B) = |zg —xal + lyp —yal, onde A= (xa,ya) e B= (vB,ysn).

Assim como na Geometria Euclidiana, na Geometria do Téxi os pontos sao os pares ordenados
(x,y) sendo z,y € R e as retas sdo o conjunto solugao das equagoes da forma ax 4+ by + ¢ =0,
sendo a® + b? # 0. Para melhor entendimento trabalharemos com pares de niimeros inteiros

sobre a malha quadriculada.
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Exemplo 8 Sejam A = (1,2), B = (7,6). Veja Figura 4.1. Temos que dr(A, B) é dada por:
Veja Figura 4.1.

dr(A,B) = |xg — za| + |ys — Y4
dr(A, B) = [T — 1|+ (6 — 2|
dr(A, B) = 10

4o

1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1M1 T

Figura 4.1: Distancia Téxi entre os ponto A e B

Exemplo 9 Dados os pontos A, B, C, D, E, F, G e H, vamos calcular as distancias abaizo

utilizando a métrica do taxi. Veja Figura 4.2..

E=(12,8)

H = (20, 7)

D=(10,3)

i
1
! i
i i :
! F=(15,2) i
| RS | !
1
! |
I
] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
C=(7,0) G =(18,0)

-~ N oW PO o o~ ® ©

Figura 4.2: Distancia Téaxi entre os pontos
a. dr(A,B) = |zp —xal+|yg —yal =13—-1|+[5—1=4+4=38
b. dp(C,D) = |zp —zc|+ lyp —yc| =110-T7|+1[3 -0 =3+3=6

d. dp(G, H) = |rg — 2| + |lyg —ya| =20 — 18| + |7— 0] =2+7 =09
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Para irmos de um ponto A a um ponto B, em geral, ha mais de um caminho possivel com a
medida a dp(A, B). Se A e B est@o contidos numa reta vertical (ou horizontal), o caminho é
unico.

4.1.1 Funcao Distancia Taxi e Funcao Distancia Euclidiana

Nessa secao, iremos comparar a distancia taxi com a distancia euclidiana. Como a Geometria
do Téaxi tem sua base na Geometria Fuclidiana é importante fazermos essa comparacao. Para
melhor compreensao, iniciaremos com um exemplo simples que deixard claro as diferencas entre

essas duas métricas.
Exemplo 10 Sejam A = (—1,-2) e B=(3,3). Vamos calcular a dr(A, B) e dg(A, B).

Tomemos o ponto C' = (3, —2) tal que, o triangulo ABC' seja retangulo em C'. Veja Figura 4.3.

BC=5

Figura 4.3: Distancia entre os pontos A e B

Utilizando a Funcao Distancia Téaxi temos:

dr(A,B) = |vp — za| + |ys — ya
dr(A,B) =34+ 1|+ [3+2/=4+5=9
dr(A,B) =4+5

dr(A, B) =

Por outro lado,utilizando a Funcao Distancia Euclidiana temos:

dp(A, B) = \[ (x5 — 24)* + (yz — ya)?
dp(A,B) = /(3 - (1) + (3 - (-2))°
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Para os dois pontos escolhidos no Exemplo 10, observamos que a Distancia Téaxi é maior que
a Distancia Euclidiana entao, nos deparamos com a seguinte questao: Para todos os pontos
do plano, é verdade que a Distancia Fuclidiana sera sempre menor ou igual a Distancia Taxi?
Geometricamente comprovamos que sim, mas verificaremos de uma forma algébrica a veracidade

desse fato.
Lema 1 Se A e B sdo pontos distintos do plano, entao dr(A, B) > dg(A, B).

Demonstragao:

Sejam A = (z4,ya) e B = (zp,yp) pontos distintos do plano.
Temos que, [za— 75 >0 ¢ |ya—ys| > 0.

Logo, |ra — zpllya —ys| = 0.

Considere a seguinte desigualdade,

2|lza — xgl|lya —ys| > 0. (4.1)
Some (ra—2p)?+ (ya —yp)® aambos os lados da desigualdade (4.1).
Temos, 2lza — xp||lya —ypl + (®a —25)* + (Ya —yp)* > 0+ (x4 — 25)* + (ya — yn)*.
Donde,
(lza =25l +ya —ys))?* = (wa —25)” + (ya — ys)™. (4.2)

Note que os dois membros da desigualdade (4.2) sdo maiores ou iguais a zero.

Dessa forma, podemos extrais a raiz quadrada de ambos os membros.

Segue que, |za —xp|+ [ya —ys| > /(x4 —x5)* + (ya — yn)*.
Sendo,

dr(A,B) =|za —ap|+|ya—ys| e de(A B)= \/(xA —25)%+ (ya —yn)>
Portanto, dr(A,B) > dg(A,B) .
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Concluimos assim que, dados dois pontos quaisquer do plano a distancia taxi entre eles
serd sempre maior ou igual a distancia euclidiana. Mesmo a distancia taxi sendo maior que a
distancia euclidiana veremos ao longo do capitulo que a métrica do taxi se aproxima mais da
realidade em que vivemos quando estudamos deslocamento entre dois pontos dentro do contexto

de cidade.

4.1.2 Verificacao dos Axiomas

Definimos a Funcao Distancia Téaxi e fizemos a comparagao dela com a Funcao Distancia
Euclidiana. Agora verificaremos que a base axiomatica da Geometria do Taxi é a mesma da
Geometria Euclidiana, diferindo em sua métrica e sendo o axioma de congruéncia de triangulo

nao valido para essa nova geometria.

Axiomas de Incidéncia

Em relacao aos Axiomas de Incidéncia 1 e 2, vistos na secao 3.1.1, temos que como os pontos
e as retas da Geometria do Téaxi sao definidos da mesma forma que na Geometria Euclidiana
sempre existirao pontos que pertencem e pontos que nao pertencem a uma determinada reta e

ainda que dois pontos determinam uma unica reta.
Exemplo 11 Sejam A = (—1,-3) e B = (6,5) pontos do plano. Veja Figura 4.4.
A reta que contém os pontos A e B é definida por r : ax + by + ¢ = 0, onde:

a=yp—yYa=5—(-3)=5+3=38, b=x4—2p=-1—-6=-T1,
¢c=(rp—xa)ya+ (ya—yp)ra=(6—(=1))(=3)+(=3-5)(-1) = -13

Logo, r : 8v — 7y — 13 = 0 é a reta definida pelos pontos A e B.

Figura 4.4: Reta determinada pelos pontos A e B
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Axiomas de Ordem

Definicao 17 Na Geometria do Taxi, C' estd entre A e B se, e somente se:
_Z. dT(A, C) —I— dT(C, B) - dT(A, B)
2. A, B e C sao pontos distintos e colineares.

Definicao 18 Dizemos que um ponto C' é um ponto intermedidario dos pontos A e B se a

condi¢ao 1 da Defini¢ao 17 € vdlida, isto €, dr(A,C) + dr(C, B) = dr(A, B).

Exemplo 12 Sejam A = (2,2) e C' = (5,6) pontos do plano. Veja Figura 4.5.

Figura 4.5: Estar Entre na Geometria do Téaxi

De acordo com Figura 4.5 todos os pontos que satisfazem a condi¢cao ntmero 1, da definigao
17, estao contidos no retangulo azul porém, quando aplicamos a condi¢ao niimero 2, apenas
os pontos que estao sobre a linha pontilhada em vermelho é que a satisfazem, excluindo suas
extremidades os pontos A e C. Dessa forma, podemos afirmar que o conjunto de pontos que se
encontram entre A e C' na Geometria do Taxi é o mesmo conjunto da Geometria Euclidiana.

Com a definicao 18, vemos que o conjunto dos pontos intermediarios dos pontos A e C' é, em
geral, um retangulo (Veja Figura 4.5). Caso os pontos estejam em uma mesma reta horizontal
(ou vertical), o conjunto dos pontos intermediarios de A e B serd o segmento AB.

Em relacao aos Axiomas de Ordem 3 e 4 temos que, dizer que o ponto B localiza-se entre os
pontos A e C' é equivalente a dizer que, os pontos A e C' estao separados pelo ponto B visto
que estamos com pontos sobre uma mesma reta, uma vez que a relagao de “estar entre” na
geometria do taxi ¢ a mesma da geometria euclidiana. E por fim podemos afirmar que uma
reta m determina exatamente dois semi-planos distintos cuja intersecao é a prépria reta m, pois

trabalhamos com o plano euclidiano e as retas definidas sdo as mesmas da geometria euclidiana.
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Axiomas de Medigcao de Segmento

Na Geometria do Téxi, valem os mesmos axiomas de Medigao de Segmento da Geometria
Euclidiana.

Dados dois pontos A e B, temos a distancia téxi e a distancia euclidiana entre A e B. Na
Geometria do Téaxi existem varias possibilidades de trajetos do ponto A ao ponto B quando
calculada a distancia taxi entre esses pontos. Quando esses pontos estiverem sobre uma mesma
reta paralela ao eixo Oz ou ao eixo Oy, como na Figura 4.6, a distancia taxi sera igual a
distancia euclidiana, ou seja, serd o comprimento euclidiano do segmento determinado por esses

pontos.

Exemplo 13 Dado um segmento AB paralelo aos eixos coordenados, temos que a distancia

tazi € 1gual a distancia euclidiana. Veja a Figura 4.6.

6

5

dr(A,B) = lyp— ya| =5 -1 =4

(a) Segmento Horizontal (b) Segmento vertical

Figura 4.6: Distancia Euclidiana igual a Distancia Taxi

Caso esses pontos estejam em uma reta inclinada, em relagao aos eixos coordenados, usaremos

a distancia taxi para determinarmos a distancia entre eles.

Exemplo 14 Diferentes formas de irmos do ponto A ao ponto B, sendo todas elas a menor

distancia possivel. Veja Figura 4.7.

dr(A,B) =7

Figura 4.7: Diferentes formas de irmos do ponto A ao ponto B
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Para mostrarmos a validade do Axioma 7 (pagina 13), dada uma reta, apresentaremos uma
correspondéncia biunivoca entre os pontos da reta e os nimeros reais, de modo que o moédulo

da diferenca entre quaisquer dois deles meca a distancia entre os pontos correspondentes.

Teorema 4 Os pontos de uma reta sempre podem ser colocados em correspondéncia biunivoca
com o0s numeros reais, de modo que o modulo da diferenca entre dois quaisquer destes nimeros

meca a distancia entre os pontos correspondentes.
Demonstragao: Seja r uma reta do plano.

12 Caso. Seja a reta r vertical com equacao = . Veja Figura 4.8,
Definimos a funcao f : r — R, por f(zo,y) =y, V(zo,y) € r.

Esta fungao é bijetora e dados A = (xg,y4) € B = (%9, yp) em 7, temos que:
|f(A) = f(B)| = |f(w0,ya) — f(z0,yB)| = lya — yB| = dr(A, B).

flzy)=y

YB

Ya

Figura 4.8: Reta Vertical

22 Caso. Seja a reta r horizontal com equagao y = yo. Veja Figura 4.9.
Definimos a funcao f:r — R, por f(z,y0) =z, V(z,y0) € r.
Esta fungao é bijetora e dados A = (x4, y0) € B = (xp,y0) em 7, temos que:

[f(A) = F(B)| = [f(xa,90) — f(xB,y0)| = [va — x| = dr(A, B).

36



flzy) ==
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e
e

=
53
o]

Figura 4.9: Reta Horizontal

32 Caso. A reta r nao é vertical, nem horizontal e tem uma equacao da forma y = mx + b.

Veja Figura 4.10.

flz,y) =mz+bm >0

<

flz,y) =mz+bm<0

(2,9)

Figura 4.10: Retas inclinadas no plano

Nesse caso, definimos a fungao f : r — R da seguinte maneira:

fz,y) = f(z,mz+0) = (1+|m|)x, V(r,y) €r.

i. A funcao f é injetora. De fato,
se (x1, mx1 + b) e (xg, mwy + ) pertencem a r e f(xy, mzy +0) = f(xy, mazy +b),
entao (1 + |m|)z; = (1 + |m|)xs.
Como 1+ |m| # 0, segue que x; = xa.

Portanto (z1,mz1 + b) = (29, may +b).
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ii. A funcao f é sobrejetora. De fato,

y  my+b(l+ Iml))
1+|m]” 1+ |m| ‘

dado y € R, seja A = (

Temos que A € r, pois

( y ) my b(1+ |m|)  my+b(1l+|m|)
1+ |m]| 1+ |m)| 1+ |m)| 1+ |m]|

, . Yy

ém disso, f(A) = ( \m])l Ty Y

Segue de (i) e (ii) que f é bijetora.

Temos também que, sendo A = (x4,y4) € B = (xp,yp), tais que A, B € r
Como A e B pertencem a reta r,temos que:
Ya =m.x4 + b

= Ya —Yp = m(rs — )
yp =m.xg +0b

Como a reta r nao é vertical, temos que m = %, sendo T4 # Tp.
Segue que, ! ?
[f(A) = f(B)| = (f(xa,y4) — f(zB,yB))
[F(A) = F(B)| = (L + [m])za = (1 + [m|)zp|
[f(A) = F(B)| = |(L+ |m])(za — )|
[f(A) = F(B) = 1+ [ml|[xa — 5|
[f(A) = F(B)| = (1 +[m])]xa — z5]
[f(A) = F(B)| = |za — @[ + [m]|lza — 2]
F(A) = F(B)| = |ea — ] + | 22 s —
[f(A) = F(B)| = [ra — 28| + |lya — ys]
|f(A) = f(B)| = dr((za,y4), (x5, YB))
[f(A) = f(B)| = dr(A, B)

Logo, f : r — R representa uma correspondéncia biunivoca, sendo

|F(A) — f(B)| = dr(A,B), VA ,Ber.
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Teorema 5 Se o ponto C encontra-se entre A e B entao: dr(A,C) + dr(C, B) = dr(A, B)

Demonstracao: Sejam A = (x4,y4),B = (z5,yp) e C = (z¢,yc),pontos distintos do

plano, tais que o ponto C' se encontra entre os pontos A e B. Temos que,

dr(A,C) +dr(C, B) = (|lza — ol + [ya — yol) + (lze — =8| + |yo — ysl)
dr(A,C) 4+ dr(C, B) = (|za — zc| + [vc — 25|) + (lya —yel + lyc — ysl)
dr(A,C) +dr(C, B) = [(za — xc) + (e — 25)| + [(ya — yc) + (Yo — ys)|
dr(A,C) +dp(C,B) = |(xa — vc + 2c — )| + |(ya — Yo + Yo — ys)|
dr(A,C) +dr(C, B) = [(xa — zB)| + |(ya — yB)|

dr(A,C) +dr(C, B) = dr(A, B)

As conclusoes sobre nogoes basicas de distancia, sao as mesma da Geometria Euclidiana:

1. A = B se, e somente se, dp(A, B) = 0.
2. dr(A, B) é sempre maior ou igual a zero.

3. Para quaisquer dois pontos A e B, temos que dr(A, B) = dr(B, A).

Lema 2 (Desigualdade Triangular) Para quaisquer trés pontos distintos A, B e C' do plano

tem-se
dr(A,C) <dp(A,B) +dr(B,C)
A igualdade ocorre se e, somente se B pertence ao intervalo AC.

Demonstragao:
Para demonstrarmos a validade da Desigualdade Triangular na Geometria do Taxi, utilizare-

mos um resultado da desigualdade para valor absoluto, ou seja,

la| + |6 > |a + b|, Ya,b € R. (4.3)

Sejam A = (z4,ya), B= (zp,ys) e C = (z¢,yc), pontos distintos do plano.

Temos que,
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dr(A,B) +dr(B,C) =

dr(A, B) + dr(B,C) =

(lza — sl + lya —ysl) +

(|$A — IB| + |$B — .Tc|) +

(|lzp — 2c| + |lys — yel)

(lya —yBl + lys — ycl)

Pela desigualdade de valor absoluto (3.3), temos que:

dr(A, B) + dr(B,C) =
dr(A, B) + dr(B,C) =
dr(A, B) + dr(B,C) =
dr(A, B) +dr(B,C) = dr(A,

C)

(x4 —xp) + (x5 — xc)| + [(ya — yB) + (yB — yo)|
(x4 — 2+ 25 —20)| + |(Yya — yB + YB — YC)|

(x4 —z0) [+ [(ya — o)l

Na Geometria do Taxi, tanto os axiomas sobre medicao de angulos quanto o axioma das

paralelas sao verificados.

4.1.3 Congruéncia de Triangulos na Geometria do Taxi

O Axioma de Congruéncia da geometria euclidiana afirma que, dois segmentos sao ditos

congruentes quando possuem a mesma medida, ou seja, quando a distancia entre suas extremi-

dades forem iguais. Na geometria do taxi, diremos que dois segmentos sao congruentes quando

a distancia taxi entre suas extremidades possuirem a mesma medida.

Exemplo 15 Considere os segmentos AB e OP. Figura 4.11.

Calculando as distancias téxi temos:

dr(A, B) = |rp — 2a| + |y — Y4
dr(A,B) =13 — 1]+ [4 — 1]
dT<A,B) = 5

dr(O, P) = |xp — z0| + |yp — Yol
dr (O, P) = |9—5|+|2—1|
dT(Oap)

Portanto, o segmento AB é congruente ao segmento OP.

y

Figura 4.11: Segmentos Congruentes na Geometria do Taxi
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E importante observarmos que, a representacao geométrica de um segmento é a mesma tanto
na geometria do taxi quanto na geometria euclidiana, porém quando falamos em distancia entre
seus extremos estamos trabalhando com duas métricas distintas. O trajeto em vermelho da
Figura 4.11 representa uma possibilidade de se mover do ponto A ao ponto B, mas ele nao

representa o segmento AB, o mesmo ocorre com o segmento OP.

Triangulos na Geometria do Taxi

Na Geometria do Téxi tanto a figura do triangulo quanto a classificacao de acordo com a
medida de seus lados é a mesma da geometria euclidiana, porém quando falamos em “lados do
triangulo” nao estamos nos referindo ao segmento que une seus vértices e sim a distancia taxi

entre seus vértices. Temos entao:

Triangulo Escaleno: Possui trés “lados” com medidas distintas.
Triangulo Isésceles: Possui dois “lados” de mesma medida.

Triangulo Equilatero: Possui trés “lados” de mesma medida.

Exemplo 16 Os triangulos ABC, PQR e UVW podem ser classificados da sequinte maneira:
Veja Figura 4.12.

v
U =(5,6)
8 T~
. - \'>W=(8, 5)
P
\ B=(1,4) [+~
V= (4, 4)
. P=(7,3)
2
c=(,2)
1€
A=(0,1) R = (10,1)
X.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
Q=(5,0)

Figura 4.12: Triangulos ABC, PQR e UVW
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Triangulo ABC, sendo A = (0,1), B=(1,4) e C' = (3,2)

dr(A, B) = |rg — xza| + |y — Y4
dr(A,B) = |1 —0| + 4 —1]
dr(A,B) =4

Triangulo ABC, sendo A = (0,1), B=(1,4) e C = (3,2)

dr(A,C) = |xc — za|l + |yc — ya|
dr(A,C) =[3 - 0]+ [2 — 1]
dr(A,C) =4

dr(B,C) = |zc — 5| + lyc — ys|
dr(B,C) = [3 = 1] +[2 — 4|
dT<Bvc) = 4

AABC: Triangulo Equilatero

zo —14) 4 (yo — ya)”

14,0 = G0+ B 1P
dp(A,C) =10

(B.C) = \/ (x5 — 2)* + (45 — )’
d5(B,C) = /(3= 1)* + (2 - 4)°
dg(B,C) = /8

AABC': Triangulo Isosceles

O triangulo ABC' ¢ classificado como Equilatero na geometria do taxi, mesmo nao tendo

seus angulos internos congruentes, e como Isdsceles na geometria euclidiana. Assim, temos que

a classificacao quanto aos lados dos triangulos nao esta relacionada com os angulos no contexto

da geometria do taxi.

Triangulo PQR, sendo P = (7,3), Q@ = (5,0) e R = (10, 1)

dr(P,Q) = |vg — zp| + lyg — yp|
dp(P,Q) =[5 =740 — 3]
dT<P7 Q) = 5

dr(P,R) = |xg — xp| + |yr — yp|
dr(P,R) = 10 — 7| + |1 — 3|
dr(P.R) = 5

dr(Q, R) = |rr — 2q| + [yr — Yol
dr(Q, R) = [10— 5 + [1 - 0]
dT(QvR) = 6

APQR: Triangulo Isosceles

rQ — ZBP) + (Yo — yP)2

dp(P,Q) = 1/(
(5—7)°+(0—3)°

(P, Q)

I
&Q

(P,Q) =13
d5(P,R) = 1/ (xr — 2p)* + (yr — yp)?
dp(P.R) = /(10 = 7 + (1 - 3)?
dg(P,R) = V13
0p(Q. R) =/ (r — 20)* + (ur — uo)?
dp(Q, R) = \/(10 57+ (1-0)°
dp(Q, R) = v/26

APQR: Triangulo Isosceles
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O triangulo PQR é classificado como Isdsceles tanto na geometria do taxi quanto na geometria

euclidiana, ou seja, é possivel termos a mesma classificacao para o triangulo nas duas geometrias.

Triangulo UVW , sendo U = (5,6), V = (4,4) e W = (8,5)

dr(U,V) = |zy — zu| + |lyv — yul
dr(U,V) = 1[4 — 5]+ |4 — 6]
dr(U,V) = 3

dr(U,W) = |zw — zu| + lyw — yu
(U W) = |8 — 5|+ |5 — 6
dr(U, W) = 4

dr(V,W) = |lzw — av| + lyw — yv|
dr(V,W) = |8 — 4| + [5 — 4
dr(V,W) = 5

AUVW: Triangulo Escaleno

dg(U, V) =/ (zy — 20)* + (yv — yv)*

Vo
dp(U.V) = /(4 - 57 + (4 - 6)?
NG

AUVW: Triangulo Escaleno

O triangulo UVW é classificado como Escaleno tanto na geometria do taxi quanto na

geometria euclidiana, ou seja, é possivel termos a mesma classificacao para o triangulo nas duas

geometrias.

4.1.4 Nao Validade do Axioma de Congruéncia LAL

Na geometria Euclidiana dizemos que dois triangulos sao congruentes se for possivel es-

tabelecer uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo que lados e angulos

correspondentes sejam congruentes.

Pelo Primeiro Caso de Congruéncia de Triangulo (LAL), na geometria euclidiana temos que,

dados dois triangulos ABC e FFG, se AB=EF, AC=EG e A=F, entdio AABC = AEFG.

Esse axioma de congruéncia NAO E VALIDO na geometria do taxi, como mostraremos.

43



Exemplo 17 Sejam ABC e PQR triangulos do plano. Veja Figura 4.13.

y
6
s A=(1,5) B=(5,5)
. P = (6, 4) R=(10,4)

il
3

C=(3,3)
2
1
Q=(6,0) X

(1] 1 2 3 4 5 7 8 9 10 1"

Figura 4.13: Nao valida do axioma LAL

Temos que:

dr(C, A) = dp(P,Q) = 4
dr(C, B) = dp(P,R) = 4

A

C=P=90
Mas, dr(A,B)=4 e dr(Q,R)=28.

Portanto, os triangulos ABC e PQR nao sao congruentes.

Verificamos assim, a nao validade do axioma de congruéncia de triangulos na geometria do taxi

e como consequéncia a nao validade dos casos de congruéncia de triangulos.

4.2 Circunferéncia Taxi

Na Geometria do Téaxi definimos Circunferéncia Téaxi como sendo o conjunto dos pontos do

plano que estao a uma distancia taxi fixa de um ponto dado. Vejamos o exemplo a seguir.
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Exemplo 18 Dado o ponto A = (4,3), vamos determinar todos os pontos que estio distantes

3 unidades de A na métrica do tdaxi.

Figura 4.14: Coordenadas inteiras Figura 4.15: Coordenadas reais

Na Figura 4.14 podemos observar que os pontos A; até o ponto L; estao localizados a uma
distancia de 3 unidade do ponto A, é importante ressaltar que destacamos os pontos com
coordenadas inteiras, mas hd pontos que nao possuem coordenadas inteiras (veja Figura 4.15) e
que pertencem a esse conjunto de pontos que distam 3 unidades de A na métrica do taxi.

Ao unirmos todos esses pontos formamos o conjunto C) ou seja, o conjunto de todos os
pontos P que distam 3 unidades de A na métrica do taxi. A definicao de circunferéncia na
geometria do taxi é a mesma da geometria euclidiana diferindo apenas na representagao de seus

pontos no plano, uma vez que a métrica utilizada nao é a mesma.

4.3 Mediatriz Taxi

Na Geometria Euclidiana a mediatriz de um segmento AB é a reta perpendicular ao segmento
AB que passa pelo ponto médio de AB, também é o conjunto dos pontos equidistantes de A
e B. Na Geometria do Téaxi isso nao vale, isto é, o conjunto dos pontos equidistantes de dois
pontos A e B nao é, em geral, a reta perpendicular que passa pelo ponto médio de AB. Tal
conjunto pode nao ser uma reta.

Vejamos os exemplos a seguir.

45



Exemplo 19 Dados os pontos A e B no plano, vamos determinar o conjunto dos pontos M

que estao:

a. A uma distancia taxi 1, de A e B.

b. A uma distancia taxi 2, de A e B.

c. A uma distancia taxi 3, de A e B.
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O conjunto dos pontos P que estao a mesma
distancia taxi 1 de A e B é vazio, pois o ponto
médio euclidiano do segmento AB esta a uma

distancia téxi 2 de A e B.

O conjunto dos pontos P que estao a mesma
distancia taxi 2 de A e B esta representado
pela intersecao das circunferéncias taxi de

raio 2 e centros nos pontos A e B.

O conjunto dos pontos P que estao a mesma
distancia taxi 3 de A e B esta representado
pela intersecao das circunferéncias taxi de
raio 3 e centros nos pontos A e B juntamente

com a parte sombreada.



Exemplo 20 Dados os pontos A e B no plano, vamos determinar o conjunto dos pontos M

que estao:

a. A uma distancia taxi 1, de A e B.

b. A uma distancia taxi 2, de A e B.

c. A uma distancia taxi 3, de A e B.
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O conjunto dos pontos P que estao a mesma
distancia taxi 1 de A e B é vazio, pois o ponto
médio euclidiano do segmento AB esta a uma

distancia taxi 2 de A e B.

O conjunto dos pontos P que estao a mesma
distancia taxi 2 de A e B esta representado
pela intersecao das circunferéncias taxi de

raio 2 e centros nos pontos A e B.

O conjunto dos pontos P que estao a mesma
distancia taxi 3 de A e B esta representado
pela intersecao das circunferéncias taxi de

raio 3 e centros nos pontos A e B.



Capitulo 5

Atividades Pedagédgicas

A geometria do taxi é um conteido ausente no curriculo da educagao basica e até mesmo do
ensino superior, é sabido que a inclusao desse tipo de geometria no ensino tem muito a agregar
para a compreensao do aluno em relacao a matematica e seu cotidiano. A apresentacao de uma
geometria onde a métrica é diferente da usada por Euclides, mas muito utilizada no dia-a-dia,
pode levar o aluno a mergulhar nos conceitos da matematica pura, a partir do momento que
ele é atraido por algo que costuma fazer de forma rotineira. As atividades propostas foram
desenvolvidas com base em [5, 6, 9, 11, 13, 14, 16, 17, 18].

Neste capitulo apresentamos atividades pedagdgicas que irao auxiliar os professores da
Educagao Baésica no ensino da Geometria, tendo a Geometria do Téxi como exemplo de uma
Geometria diferente da Euclidiana, uma vez que a BNCC (Base Nacional Curricular Comum)
[5] considera a matemética um ”sistemas que contém ideias e objetos que sdo fundamentais para
a compreensao de fenomenos, a construgao de representacoes significativas e argumentacoes
consistentes nos mais variados contextos”. Sendo assim, a Geometria do Téaxi se mostra um
conteudo rico em aplicagoes do dia a dia, permitindo ao aluno relacionar o conhecimento
matematico tedrico com algo de sua vida pratica, ainda que com algumas ressalvas.

Ainda de acordo com a BNCC (Base Nacional Curricular Comum) [5], na Educacao Bésica é
esperado que o ensino da matematica garanta aos alunos a possibilidade de relacionar observacoes
empiricas do mundo real a representacoes variadas como tabelas, gréficos, figuras entre outros e
que possam associar essas representagoes a conceitos e propriedades, sendo assim possivel fazer
conjecturas e indugoes. Dessa forma, os alunos desenvolvem um mecanismo que os faz utilizar o
conhecimento matematico para resolver situagoes problemas dentro de varios contextos.

Para melhor compreensao, os objetivos e procedimentos metodolégicos serao descritos de
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acordo com cada atividade. Antes de iniciarmos as atividades iremos apresentar as habilidades
esperadas dos alunos do Ensino Fundamental nos Anos Iniciais (Tabela 5.1) e Finais (Tabela
5.2) e do Ensino Médio (Tabela 5.3), baseado na BNCC (Base Nacional Curricular Comum) [5],
essa base é fundamental para que o professor tenha clareza das habilidades esperadas do aluno
em cada ano escolar permitindo assim uma elaboracao mais clara das atividades bem como de

seus objetivos.

Tabela 5.1: Matemética no Ensino Fundamental Séries Iniciais- BNCC

Ano| Unidade | Objeto de | Habilidades
Temdtica | Conhecimento
1 Localizagao de objetos | (EF01MA12) Descrever a localizagao de pes-
e de pessoas no espaco | soas e de objetos no espaco segundo um dado
ponto de referéncia,utilizando termos que se
referem a posicao, como direita, esquerda, em
cima, em baixo, é necessario explicitar-se o
referencial
2 Esbogo de roteiros e de | (EF02MA13) Esbogar roteiros a ser seguidos
plantas simples ou plantas de ambientes familiares, assinalando
entradas, saidas e alguns pontos de referéncia.
3 Geometria | Localizaggo e mo-| (EF03MA12) Descrever e representar, por
vimentacao: repre- | meio de esbogos de trajetos a movimentagao
sentacao de objetos e | de pessoas ou de objetos no espago, incluindo
pontos de referéncia mudancas de dire¢ao e sentido, com base em
diferentes pontos de referéncia.
4 Paralelismo e perpen- | (EF04MA16) Descrever deslocamentos e lo-
dicularismo calizacao de pessoas e de objetos no espaco, por
meio de malhas quadriculadas e representagoes
como desenhos e mapas empregando termos
como interseccao, transversais, paralelas e per-
pendiculares.
5 Plano cartesiano: co- | (EF05MA15) Interpretar, descrever e repre-
ordenadas cartesianas | sentar a localizagao ou movimentagao de obje-
(1°Q), representacao | tos no plano cartesiano (1°Q), utilizando coor-
de deslocamentos no | denadas cartesianas, indicando mudancas de
plano cartesiano direcao e de sentido e giros.
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Tabela 5.2: Mateméatica no Ensino Fundamental Séries Finais- BNCC

triangulo  retangulo.
Teorema de Pitagoras:
verificagoes experimen-
tais e demonstracao

Ano| Unidade | Objeto de | Habilidades
Temdtica | Conhecimento

6 Plano cartesiano: asso- | (EF06MA16) Associar pares ordenados de
ciacao dos vértices de | niimeros a pontos do plano cartesiano do 1°
um poligono a pares or- | quadrante, em situacoes como a localizacao
denados dos vértices de um poligono.

7 A circunferéncia como | (EF07TMA22) Construir circunferéncias, uti-
lugar geométrico lizando compasso, reconhecé-las como lugar

geométrico e utiliza-las para fazer composicoes
artisticas e resolver problemas que envolvam
objetos equidistantes.

8 Geometria | Mediatriz e  bisse- | (EFO8MA17) Aplicar os conceitos de medi-
triz  como lugares | atriz e bissetriz como lugares geométricos na
geométricos: cons- | resolucao de problemas.
trucao e problemas

9 Distancia entre pontos | (EFO9MA16)  Determinar o  ponto
no plano cartesiano.| médio de um segmento de reta e a
Relagoes métricas no | distancia entre dois pontos quaisquer,

dadas as coordenadas desses pontos no
plano cartesiano, sem o uso de foérmulas.
(EF09MA13) Demonstrar relagoes métricas
do triangulo retangulo, entre elas o teorema de
Pitagoras, utilizando, inclusive, a semelhanca
de triangulos. (EF09MA14) Resolver e
elaborar problemas de aplicacao do teorema
de Pitagoras.
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Tabela 5.3: Matemética no Ensino Médio - BNCC [5]

Habilidades

(EM13MAT106) Identificar situagdes da vida cotidiana nas quais seja necessario fa-
zer escolhas levando-se em conta os riscos probabilisticos (usar este ou aquele método
contraceptivo, optar por um tratamento médico em detrimento de outro etc.).

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matemadtica e de outras
areas do conhecimento, que envolvem equacoes lineares simultaneas, usando técnicas
algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT308) Aplicar as relagoes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno ou
as nogoes de congruéncia e semelhanga, para resolver e elaborar problemas que envolvem
triangulos, em variados contextos.

(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo agrupamentos
ordenaveis ou nao de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo, recorrendo
a estratégias diversas, como o diagrama de arvore.

(EM13MAT505) Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano, com ou sem apoio de
aplicativos de geometria dinamica, para conjecturar a respeito dos tipos ou composicao de
poligonos que podem ser utilizados em ladrilhamento, generalizando padroes observados.

E importante ressaltarmos que nao foram expressas todas as habilidades contidas na BNCC,
apenas aquelas relacionadas as atividades que serao apresentadas no decorrer desse trabalho.
Essas diretrizes sao de fundamental importancia para a elaboracao de um plano de trabalho
conciso e dinamico. Todas as atividades precisam estar de acordo com as habilidades esperadas
dos alunos para que os mesmo possam experimentar e interiorizar o carater do raciocinio
hipotético-dedutivo da Matemaética, contraposto ao raciocinio hipotético-indutivo que é uma

das principais caracteristica das demais ciéncias .

Tais habilidades tém importante papel na formacao matematica dos estudantes,
para que construam uma compreensao viva do que é a Matematica, inclusive quanto a
sua relevancia. Isso significa percebé-la como um conjunto de conhecimentos inter-
relacionados, coletivamente construido, com seus objetos de estudo e métodos préprios

para investigar e comunicar seus resultados tedricos ou aplicados (BNCC, 2017).
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5.1 ATIVIDADE 1 - Conhecendo a Geometria do Taxi

Para iniciarmos o estudo da Geometria do Téxi é importante trabalharmos com atividades
que nao utilizem férmulas e conceitos muito abstratos, nesse primeiro momento, para que o

aluno nao se sinta desmotivo e perca o interesse pelo conteudo.

Nivel Escolar: Fundamental - Séries Iniciais e Finais

Tema da Aula: Que caminho seguir?
Material utilizado

e Séries Iniciais: 4 Cartelas de ovos para formar o plano cartesiano no 1° quadrante,
tampa de garrafa pet (preferéncia duas cores distintas ou marcadas com um sinal que

identifique o dono da tampa), brinde (algo que desperte o interesse do aluno).

e Séries Finais: 4 Cartelas de ovos para formar o plano cartesiano com os 4 quadrantes,
tampa de garrafa pet (preferéncia duas cores distintas ou marcadas com um sinal que

identifique o dono da tampa), brinde (algo que desperte o interesse do aluno).

Objetivos da Aula

e Identificar o conhecimento prévio dos alunos sobre movimentacao no plano cartesiano nos

sentidos horizontais e verticais.
e Levar o aluno a identificar percursos diferentes para se chegar ao mesmo objeto.

Metodologia

Os alunos irao se dividir em duplas. Cada dupla deverd ter uma cartela de ovos (veja
Figura 5.1) e 20 tampinhas de garrafa pet, sendo duas cores diferentes ou marcadas de forma a
identificar o dono da tampa.

Em cada cartela de ovo tera duas marcacoes de "PARTIDA” onde cada aluno ira colocar
uma tampinha que indicara o local de onde eles irao dar inicio ao jogo. O professor entregara a
cada dupla um brinde colado em cima da tampa e o colocara em um dos pontos da cartela de
ovo (é importante que o professor sempre coloque o brinde em uma posigao que esteja a mesma
distancia de ambos os pontos de partida).

Apés o professor colocar o brinde os alunos deverao pegar suas tampinhas e fazer o caminho
até ele, sempre andando na vertical ou horizontal. Ganha, o aluno que utilizar a menor

quantidade de tampinhas para chegar até o brinde, respeitando as regras.
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Observacgoes

Caso nao seja viavel confeccionar uma cartela para cada dupla, o professor poderd fazer uma
unica cartela e chamar as duplas para vir a frente para realizar o jogo. Uma forma de motivar
os alunos que forem perdendo é fazer uma nova rodada com eles.

Esse jogo também pode ser feito no Multiplano (veja Figura 5.2), material didético adquirido
por algumas escolas publicas para o Laboratorio de Matematica, no lugar das tampinhas de
garrafa pet utilizamos os pinos, mantendo assim a ideia do jogo onde o aluno vai completando o
caminho com os pinos até atingir o objeto desejado.

Tanto para as séries iniciais quanto para as séries finais é importante trabalhar com o

conceito de ponto de partida, ponto de chegada, direita e esquerda, para frente e para tréas

sempre explicitando o referencial.

Construcao do Material

Figura 5.1: Plano Cartesiano na cartela de ovo
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Figura 5.2: Multiplano

5.2 ATIVIDADE 2 - Geometria do Taxi no cotidiano

Apoés a primeira atividade os alunos ja possuirao nogoes de movimentagao no plano de acordo
com a geometria do taxi. Introduziremos uma atividade um pouco mais elaborada, porém nao

usaremos, neste momento, férmulas e conceitos muito abstratos.

Nivel Escolar: Fundamental - Séries Inicias e Finais

Tema da Aula: Passeando pelo bairro

Material utilizado

e Séries Iniciais: Mapa simplificado na malha quadriculada com poucos pontos de re-

feréncia, lapis de cor.

e Séries Finais: Mapa do Google Maps da regiao onde a escola fica localizada, lapis de

Ccor.

Objetivos da Aula
e Analisar o mapa e identificar pontos conhecidos nele;

e Levar o aluno a identificar o caminho percorrido por ele no mapa de um ponto especifico

a outro; .

e Levar o aluno a identificar percursos diferentes para se chegar ao mesmo lugar.
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Figura 5.3: Modelo de mapas para a atividade
Metodologia

Essa atividade pode ser realizada de forma individual ou em grupos.

O professor apresentard aos alunos o mapa da regiao selecionada, sendo de preferéncia a

regiao onde a escola esta localizada para as séries finais, mapa simplificado para as séries inicias,

essa apresentacao pode ser feita com o auxilio de um data show, identificando comércios, a

escola, e para os alunos que moram préximos a escola a rua onde sua casa esta localizada.

Em seguida, o professor entregara aos alunos uma folha contendo o mapa com as seguintes

questoes (as questoes abaixo sdo especificas para as séries finais):

Suponha que vocé more na casa A e precise ir até o Supermercado Pires. Quantas quadras

voceé tera que andar da sua casa até o supermercado? Pinte o caminho de vermelho.

Suponha que vocé more na casa C' e precise ir até a Padaria Paraiso localizada no ponto
D. Quantas quadras voce tera que andar da sua casa até a padaria? Pinte o caminho de

azul.

Suponha que vocé more na casa D e precise ir até a Escola do Futuro localizada no ponto
FE. Quantas quadras voceé terda que andar da sua casa até a Escola? Pinte o caminho de

verde.

Suponha que vocé more na casa B e precise ir até a Escola do Futuro localizada no ponto
E. Quantas quadras voceé tera que andar da sua casa até a Escola? Pinte o caminho de

verde.

Suponha que vocé more na casa D e seu amigo more na casa C' e vocés tenham marcado

de ir comer uma pizza no Mr. Kuka Pizzaria. Seu amigo pediu que vocé passe na casa
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dele para que voces possam ir juntos. Dessa forma, quantas quadras vocé andara da sua
casa no ponto D, passando pela casa do seu amigo no ponto C' até chegar a Pizzaria?

Pinte o caminho de amarelo.

Peca para os alunos compararem suas respostas, verificando se eles optaram pelo mesmo
caminho ou por caminhos diferentes. Comente com eles a importancia de se analisar véarios
caminhos antes de tomar uma decisao, para que se tenha certeza de que a escolha feita é a
melhor. Questione os alunos por que o melhor percurso é aquele cuja distancia é a menor e nao

aquela cuja distancia é a maior.

Observacoes

E importante o professor observar com os alunos, das séries finais, que as quadras na horizontal
apresentam um tamanho e na vertical apresentam outro, sendo assim deve-se padronizar as
quadras sempre pelo tamanho da quadra menor, ou seja, uma quadra maior representa duas
quadras menores.

Outro ponto importante, o professor deve sempre utilizar, nessa atividade, pontos que
estejam dentro de uma regiao mais padronizada, sem ruas na diagonal, para que os alunos nao
tenham muita dificuldade para realizar a atividade. Nesse momento é importante o professor
levantar o questionamento se em um local onde as quadras nao sao padronizadas é possivel
aplicar esse mesmo conceito. Assim abordar a importancia de se ter um lugar padronizado para

aplicar a Geometria do Téaxi.

5.3 ATIVIDADE 3 - Deduzindo a formula da Distancia
na Geometria do Taxi

Agora que os alunos ja estao familiarizados com o plano e com a forma de movimentacao da
Geometria do Taxi vamos introduzir uma atividade que ird leva-los a deduzir a féormula para se

calcular a Distancia Téaxi dados dois pontos quaisquer do Plano.

Nivel Escolar: Fundamental - Séries Finais e Ensino Médio

Tema da Aula: Uma nova forma de calcular distancias
Material utilizado

e Plano Cartesiano com mapa projetado na lousa e na folha para os alunos, lapis colorido.
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Objetivos da Aula
e Fazer com que o aluno represente pontos da Geometria do Téaxi no plano Cartesiano;

e Levar o aluno a associar uma féormula para o calculo da distancia entre dois pontos dentro

da métrica do taxi;

e Levar o aluno a comparar a Distancia do Téaxi entre dois por caminhos diferentes.

Metodologia

Essa atividade pode ser realizada de forma individual ou em grupos.

O professor apresentara aos alunos um mapa com o plano cartesiano tendo 3 pontos de
referéncia. Os alunos deverao calcular a distancias entre os pontos na horizontal, na vertical, e
entre os pontos A e B.

Em seguida o professor pode acrescentar atividades com segmentos na horizontal, na vertical
e na diagonal para fixar a ideia, como nas figuras abaixo.

Para os alunos do 82 e 9° do Ensino Fundamental e do Ensino Médio ¢ interessante apresentar
o Teorema de Pitagoras para o calculo da distancia Euclidiana, podendo também trabalhar
com os 4 quadrantes do plano cartesiano uma vez que nesse nivel eles ja estudaram os nimeros
Inteiros.

Nessa primeira parte da atividade os alunos irao marcar as coordenadas dos pontos A, B e

C representados pelas imagens, de acordo com o plano cartesiano.
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Figura 5.4: Modelo de imagem para 12 parte da atividade

Na sequéncia o professor ira orientar sobre os calculos a serem feitos.
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a. Considerando que cada quadra tenha 1 unidade de medida de comprimento determine a

distancia percorrida da casa A até a casa C.

e E possivel estabelecer alguma relagao entre a distancia da casa A e da casa C' e suas
coordenadas? (é importante o professor fazer com que os alunos percebam que o segmento

AC ¢ paralelo ao eixo Y e dessa forma a coordenada x tem o mesmo valor).

b. Considerando que cada quadra tenha 1 unidade de medida de comprimento determine a

distancia percorrida da casa B até a casa C.

e E possivel estabelecer alguma relagao entre a distancia da casa B e da casa C' e suas
coordenadas? (é importante o professor fazer com que os alunos percebam que o segmento

BC' é paralelo ao eixo X e dessa forma a coordenada y tem o mesmo valor).

¢. Considerando que cada quadra tenha 1 unidade de medida de comprimento determine a

distancia percorrida da casa A até a casa B. Lembre-se que sé podemos andar pelas ruas.

e E possivel estabelecer alguma relacao entre a distancia da casa A e da casa B e suas

coordenadas?
E esperado que o aluno chegue a seguinte conclusao:

e A distancia entre a casa A e a casa C' é 3 unidades de comprimento, as coordenadas dos
pontos sao A = (5,1) e C' = (5,4), sendo o segmento AC paralelo ao eixo Y.
Logo dr(A,C) = |zc —za| + lyc —ya| =[5 =5 +[4 -1 =0+3 =3

e A distancia entre a casa B e a casa C' é 4 unidades de comprimento, as coordenadas dos
pontos sao B = (1,4) e C = (5,4), sendo o segmento BC' paralelo ao eixo X.
Logo dr(B,C) = |z¢ —xp|+ lyc —yp| =15 — 1|+ |4 —4|=4+0=14

e A distancia entre a casa A e a casa B é 5 unidades de comprimento, as coordenadas dos
pontos saoA = (5,1) e B = (1,4), sendo o segmento AB a hipotenusa do triangulo ABC.
Logo dr(A,B) = [zp —xa| + |lyp —ya| =L =5[+[4 -1 =[ -4/ +3=4+3=7

Observacoes

Ao chegar ao item (c¢) o professor pode levar os alunos a observar que o triangulo ABC' é
retangulo em C' e dessa forma, como conhecemos as medidas dos segmentos AC e BC' é possivel
determinar a medida do segmento AB de acordo com a Geometria Euclidiana e compara-la com

a distancia encontrada na métrica do Téaxi.
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Abaixo segue outras atividades que podem ser aplicadas antes de fechar o conceito da

Distancia Téxi para a melhor compreensao dos alunos.

i

(a) Seg. Horizontais (b) Seg. Verticais (¢) Seg. Inclinados

Figura 5.5: Exemplo de imagem para a Atividade

A finalizacao dessa atividade dard base para a atividade seguinte onde iremos comparar a
distancia Euclidiana com a distancia Taxi. Por isso é muito importante que o aluno compreenda
com clareza a ideia da movimentacao do Taxi e do calculo da distancia entre dois pontos através

das coordenadas do plano cartesiano bem como a férmula utilizada para o calculo da mesma.

5.4 ATIVIDADE 4 - Comparando Distancia Euclidiana
e Distancia Taxi

A intencao é que as atividades fiquem mais complexas de uma forma gradual para que os

alunos possam abstrair os conceitos e compreender a importancia do estudo da Geometria.

Nivel Escolar: Fundamental - Séries Finais e Ensino Médio

Tema da Aula: E se eu pudesse voar?

Material utilizado

e Plano cartesiano feito em material de PVC (uma alternativa é projetar o plano cartesiano
na lousa com o auxilio do data show), canetao colorido de quadro brando ou fita adesiva

colorida.
Objetivos da Aula

e Apresentar aos alunos o Plano Cartesiano quadriculado;

e Levar o aluno a representar pontos no Plano Cartesiano através de suas coordenadas; .
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e Levar o aluno a comparar a Distancia Euclidiana com a Distancia do Taxi geometricamente

e através de calculos de distancia.

Metodologia

Essa atividade pode ser realizada de forma individual ou em grupos. O professor apresentara
aos alunos o Plano Cartesiano quadriculado. Entregara a cada aluno uma folha contendo o
Plano Cartesiano, anotara os 8 pontos na lousa e explicara o procedimento para localizar e

marcar esses pontos no plano.

Ponto

® aA=(39
B = (6, 3) .
® c=(1,7 ;

D = Ponto(EixoY)
- (02 ’

QO E=(28) ¢
F=(76)

G=(12.1)

o H = Ponto(EixoX)

- (9.0)

(a) Pontos (b) Plano Cartesiano

Figura 5.6: Exemplo de pontos para a Atividade

Figura 5.7: Plano Cartesiano com os pontos marcados

Apés todos os alunos marcarem os pontos no plano, o professor fard os seguintes questionamentos:
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a. Suponha que as linhas horizontais e verticais representem as ruas de uma cidade. Qual a

distancia percorrida para ir do ponto A ao ponto B se vocé estiver de carro?
e Se voceé fosse um péssaro e pudesse voar, seguiria pelo mesmo caminho? Porque?

e Qual a menor distancia percorrida, a distancia feito pelo carro ou a distancia feita

pelo passaro?

Observacgoes

Nesse momento o professor deverd questionar os alunos sobre os lugares em que sao permitidos
que os carros circulem. Questione se os passaros seguem a mesma limitacao de circulacao de um
carro.

Agora o professor apresenta o conceito de Distancia Euclidiana e Distancia Taxi (apresentados
nos capitulos 2 e 3), nessa atividade pode ser apresentada a férmula para o calculo de distancia

ou apenas a comparagao geométrica das distancias.
Segue a atividade com os outros pontos:

b. Suponha que as linhas horizontais e verticais representem as ruas de uma cidade. Qual a
distancia percorrida para ir do ponto E ao ponto F' se voce estiver de carro? Se vocé fosse

um passaro e pudesse voar, seguiria pelo mesmo caminho?

e Qual a menor distancia percorrida, a distancia feito pelo carro ou a distancia feita

pelo passaro?

c. Suponha que as linhas horizontais e verticais representem as ruas de uma cidade. Qual a
distancia percorrida para ir do ponto C' ao ponto G se voce estiver de carro? Se voceé fosse

um passaro e pudesse voar, seguiria pelo mesmo caminho?
e Qual a menor distancia percorrida, a distancia feito pelo carro ou a distancia feita

pelo passaro?

d. Suponha que as linhas horizontais e verticais representem as ruas de uma cidade. Qual
a distancia percorrida para ir do ponto D ao ponto H se voceé estiver de carro? Se voceé

fosse um passaro e pudesse voar, seguiria pelo mesmo caminho?

e Qual a menor distancia percorrida, a distancia feito pelo carro ou a distancia feita

pelo passaro?
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5.5 ATIVIDADE 5 - Geometria do Taxi e Combinatodria

Agora que os alunos ja estao familiarizados com o plano e com a forma de movimentacao da
Geometria do Téxi vamos introduzir uma atividade que ira leva-los a deduzir a férmula para se

calcular a Distancia Téaxi dados dois pontos quaisquer do Plano.

Nivel Escolar: Fundamental - Séries Finais e Ensino Médio

Tema da Aula: H4 mais de um caminho a trilhar
Material utilizado

e Mapa simplificado projetado na lousa e na folha para os alunos, lapis colorido ou canetinha.
Objetivos da Aula

e Levar o aluno a localizar pontos em um mapa simplificado;

e Levar o aluno a identificar caminhos variados de um ponto a outro, de forma a percorrer

a menor distancia taxi;

e Ensino Médio: Levar o aluno a associar uma férmula para o calculo da quantidade de

caminhos possiveis entre dois pontos, considerando a menor distancia taxi entre eles;

Metodologia

Essa atividade pode ser realizada de forma individual ou em grupos.

O professor apresentara aos alunos o mapa simplificado com os 2 pontos de referéncia A e B.
Os alunos deverao observar esses pontos e marcar todos os caminhos possiveis de um ponto ao

outro, de forma a percorrer a menor distancia taxi.

v

. fite

x.x/‘
£y
B

Figura 5.8: Mapa simplificado da cidade
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Na sequéncia o professor pode ir acrescentando outros pontos e pedir para os alunos marcar os
caminhos possiveis, sempre o caminho cuja distancia taxi de um ponto ao outro seja a menor.

Para os alunos do Ensino Fundamental nao ha a necessidade de apresentar uma férmula
e sim de fazer com que eles percebam que é possivel andar por varios caminhos diferentes e
ainda assim percorrer a mesma distancia, sendo que essa distancia sempre sera maior que a
distancia Euclidiana.

Para os alunos do Ensino Médio é interessante apresentar a féormula para o calculo da
quantidade de caminhos possiveis entre dois pontos, considerando a menor distancia taxi entre
eles. Como essa férmula nao é facil de ser deduzida o professor pode apresenta-la e pedir para
os alunos verificarem a sua validade. Como a férmula envolve o conceito de fatorial é uma boa

opcao para ser apresentado como uma aplicagao desse conceito.

Abaixo segue a explicagao do calculo do nimero de caminhos possiveis entre dois pontos,

considerando a distancia taxi.

e Dados os dois pontos A e B, célcule a distancia horizontal d(h) e a distancia vertical d(v)

entre eles.

No exemplo abaixo temos, d(h) = 3 e d(v) = 2.

A=(4,1)

Figura 5.9: Distancia entre os pontos A e B

e A férmula para o calculo da quantidade de caminhos QC' é dada por:

_ (d(h) +d(v))!
Q= = ),

Para o exemplo acima temos:

(d(h) +d(v))! (342! 5 543

Ay s 3 smr Y
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Existem 10 caminhos diferentes que podemos fazer para ir do ponto A até o ponto B, sendo
que todos eles apresentam 5 unidades de comprimento que é a menor distancia taxi entre esses

dois pontos.

Observacgoes
E importante ressaltar para os alunos que na Geometria Euclidiana existe apenas uma unica
possibilidade de caminho de um ponto A para um ponto B, sendo esse caminho o menor possivel,

que é o segmento que liga os pontos A e B.
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Capitulo 6

Conclusao

A partir de toda revisao bibliografica feita para a elaboracao desse trabalho, foi possivel
compreender que tudo o que conhecemos sobre a geometria ja foi produzido e é reorganizado
ano apos ano. As tentativas de tornar a matematica uma ciéncia atrativa muitas vezes leva

[44

os professores a formular atividades com materiais “concretos” para que os alunos possam,
de alguma forma, concretizar conceitos abstrato, porém nao podemos nos esquecer que a
Matematica possui uma natureza abstrata muito rica.

O grande desafio que os professores de matematica encontram é o de contextualizar o
contetudo que precisa ser ensinado de uma forma que o aluno se sinta parte desse saber, e essa
nao é uma tarefa facil. Alguns conteudos trazem muitas formas de aplicacao no cotidiano, outros
ja nao encontram tanto lugar assim por tratarem de conceitos muito abstratos e de aplicacoes
complexas demais até mesmo para alunos do ensino médio.

A Geometria do Téaxi é um conteiddo que consegue trazer em si uma simplicidade em sua
aplicacao e ao mesmo tempo a abstracao de conceitos fundamentais da geometria. Dessa forma,
se apresenta como uma 6tima ferramenta para despertar o interesse do aluno, pois os conceitos
podem ser interpretados de uma forma “concreta”, porém sem perder a riqueza de sua abstracao,
uma vez que nao podemos representar conceitos bidimensionais no mundo tridimensional em
que vivemos.

Como trabalhos futuros, pretende-se fazer um estudo mais aprofundado sobre a Geometria do
Téaxi dentro da Geometria Analitica, e assim a criacao de um material didatico que possa auxiliar

os professores do ensino médio e do ensino superior a trabalhar com essa nova a geometria

dentro de outros contextos.
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