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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo sobre aritmética intervalar, fazendo um contraponto
com a aritmética ordindria. Iniciamos com um relato sucinto sobre andlise intervalar.
Na sequéncia, definimos intervalo degenerado, identificando-o com um numero real, e
estendemos suas operagoes ordindrias as operacoes com intervalos nao degenerados. De-
pois, confrontamos algumas propriedades da aritmética intervalar com as propriedades de
nimeros reais. Ato continuo, definimos algumas fungoes bésicas, e descrevemos as suas
respectivas extensoes naturais. Neste interim, compreendemos melhor as propriedades
de subdistributividade e de inclusao isoténica, e demostramos o teorema fundamental da
andlise intervalar. Por fim, elencamos duas aplicagoes de conceitos da aritmética intervalar

na Educacao Baésica.

Palavras-chave: intervalo, aritmética intervalar, extensao intervalar.



Abstract

This work presents a study on interval arithmetic making a counterpoint with ordinary
arithmetic. We started with a succinct historical approach, as well as application in the
various areas of knowledge. Next, we define the degenerate interval as a real number, iden-
tifying it with a real number, and we extend its ordinary operations with non-degenerate
intervals. Then, we compare some properties of interval arithmetic with the properties
of real numbers. We continue to define some basic functions and apply their respective
natural extensions. Besides, we better understand the properties of sub-distributivity
and isotonic inclusion, and we demonstrate the fundamental theorem of interval analysis.

Finally, we list two applications of interval arithmetic in Basic Education.

Keywords: interval, interval arithmetic, interval extension.
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Introducao

O estudo da andlise intervalar surgiu para, dentre outras situagoes, resolver problemas
envolvendo nimeros irracionais. Pois, nenhum ndmero irracional pode ser representado
exatamente por um numero finito de digitos, na forma decimal. De fato, a nocao de
nuimero irracional envolve aproximagcoes por falta ou por excesso.

A Analise Intervalar é um ramo importante da Matemaética Aplicada, cuja finalidade é
desenvolver métodos e técnicas de controle rigoroso de erros em maquinas computacionais
usando intervalos da reta real, ora como um tipo de niimero ora como um conjunto de
nuameros reais. E também, a Andlise Intervalar tem sido usada para fornecer provas rigo-
rosas de teoremas com a assisténcia de um computador, por exemplo, ver [4]. Exposicoes
mais detalhadas sobre a Andlise Intervalar podem ser vistas em [1, 3, 5, 6, 7, 9].

Com o passar do tempo, torna-se visivel a necessidade de se utilizar andlise intervalar
nas Ciencias Fisicas, envolvendo medidas com precisao limitada, a partir de dados iniciais
inexatos.

Outro campo que se utilizou da andlise intervalar foi a Ciéncia da Computagido, na
implementacao de sistemas computacionais algébricos, que permitem calculos com apro-
ximagoes cada vez melhores.

Mediante a realizacao de calculos, onde os resultados sao valores aproximados, notou-se
que ha uma preferéncia por um intervalo que contenha aquele resultado procurado, por se
saber o limite do erro. Em que, oportunamente, utiliza-se um logaritmo que nos permite
conhecer uma solucao aproximada, bem como o limite do erro.

Um dos precursores no estudo da anadlise intervalar é R. E. Moore, com a publicacao
da sua tese Interval Arithmetic and Automatic Error Analysis in Digital Computing, 1962,
incorporada ao seu livro Interval Analysis, de 1966, além de diversas outras publicacoes.
Depois de R.E. Moore, vieram outros pesquisadores que contribuiram muito para o enri-

quecimento do tema.

11
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A seguir, descrevemos como organizamos este trabalho. No Capitulo I, apresentamos os
conceitos basicos da aritmética intervalar, incluindo as defini¢oes das operacoes intervalares
e suas implicagOes iniciais.

Em seguida, no Capitulo II, nos debrugamos na tarefa de conhecer as propriedades
que a aritmética intervalar goza, sempre observando as propriedades que sao herdadas
da aritmética ordindria. E também, as propriedades que, em geral, ndo sao herdadas
naturalmente, como por exemplo, a propriedade de subdistributividade. Uma propriedade
responsavel por da uma caracteristica muito peculiar a temadtica ora abordada.

Para o Capitulo III, verificamos o comportamento de uma fungao real de uma ou mais
variaveis reais, quando age sobre intervalos, observando suas imagens diretas. E entao,
definimos as funcoes intervalares de uma ou mais variaveis intervalares. E passamos a
utilizar as propriedades das fungoes reais, como a monotonicidade, e as férmulas que
as definem, para estender as funcoes reais as funcoes intervalares, do modo mais natural
possivel, levando em consideragao fenémenos da andlise intervalar, tais como a dependéncia
intervalar, e a definicao de inclusdo isotonica.

No pentltimo capitulo, elaboramos duas propostas de insercao desta tematica na sala
de aula, fazendo articulagdo com os objetos de conhecimento elencados para o 9° ano
do Ensino Fundamental - Séries Finais, sendo que uma estd pautada em Ntumeros, e
outra em Algebra. Ambas propostas, levam em consideracao os pressupostos tedricos e
metodolégicos da Base Nacional Comum Curricular - BNCC.

E finalmente, no ultimo capitulo, sao feitas as consideragoes finais, onde serd elucidada

a contribuicao dessa tematica para o Ensino Bésico de Matematica.



cAPiTULO 1

Os conceitos basicos e as operacdes intervalares

Neste capitulo, introduzimos os termos e os conceitos basicos da aritmética intervalar de

uma ou mais varidveis intervalares. Em seguida, definimos as operagoes intervalares.

1.1 Intersecao, uniao e fecho intervalar

Na Aritmética Intervalar, parte-se da concepcao de intervalo fechado, indicado por [a,b],
e definido por
[a,b] ={z € R: a <z < b}.

Neste trabalho, entendemos o termo intervalo como intervalo fechado.

Dado um intervalo X, podemos represent-lo por X = [X, X], onde X e X sdo de-
nominados de extremo inferior de X e de extremo superior de X, respectivamente. Além
disso, caso em que X = X, dizemos que o intervalo X é degenerado. E entdo, podemos
identificd-lo com o nimero real z, isto é, podemos escrever X = [z, z| = .

Dizemos que os intervalos X e Y, sao iguais, se, e somente se, 0s seus extremos corres-
pondentes sdo iguais, isto 6, X =Y e X =Y.

Dados os intervalos X e Y, dizemos que os mesmos sao disjuntos se, a intersecao de
X e Y é o conjunto vazio, e escrevemos X NY = (). Isto significa que ou Y < X ou
X < Y. No caso de termos elementos em comum em ambos conjuntos, entdo dizemos que

a intersecao de X e Y é nao-vazia, e representamos a mesma por

XNY = {z:z€XezeY} (1.1)
= [max{X, Y}, min{X, Y}].

13
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Da teoria de conjuntos, sabemos que a uniao de X e Y ¢é dada por
XUY = {z:z€XouzeY},
que, como mostra-nos o exemplo a seguir, nao € igual a
min{X, Y}, max{X, Y}].

Exemplo 1.1. Sejam X = [-2,0] e Y = [1, 3]. Observemos que X e Y sao disjuntos.
Entao,
XUY =[-2,0]U[L, 3],

que é diferente de
min{X, Y}, max{X, Y}] = [min{-2, 1}, max{0, 3}] = [-2, 3].
Segue-se que X UY C [-2, 3].
Aqui cabe a seguinte definicao, o fecho intervalar de X e Y é o intervalo
XUY = [min{X, Y}, max{X,Y}],

que, como vimos no Exemplo 1.1, pode ser diferente de X UY’, no caso em que X e Y sao
disjuntos. E imediato que se X NY # (), temos que X UY = XUY. O que é certo é que
XUY C Xuy.

Analisemos mais de perto o Exemplo 1.1. Vejamos,

1. A seguir, temos o seguinte diagrama de X UY.

-2 0 1 3 7
Percebemos que entre o X e o Y existe uma descontinuidade, o que mostra que
X UY nao é um intervalo.

2. No caso de X UY, temos efetivamente um intervalo, conforme a definicao de fecho

intervalar.

2 0 3z

Ao analisarmos os resultados aproximados, a interse¢cdo de intervalos possui uma grande
importancia numa medicao qualquer, onde se respeita um limite de erro. Para tanto,

vamos elucidar com uma aplicagao.
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Exemplo 1.2. Seja realizada duas medi¢oes da massa de um determinado objeto por

pessoas distintas. A pessoa A obteve o peso p = 12.5kg, com margem de erro menor que

0.3kg. A pessoa B, ao pesar, constatou 12.1 kg, com um erro de pesagem menor que 0.3 kg.
Podemos representar essas massas utilizando a intersecdo de intervalos.!

Sejam
X =[122,12.8] e Y =[11.8,12.4].
Sendo assim,

XNY = [max{X, Y}, min{X, Y}]
= [max{12.2, 11.8}, min{12.4, 12, 8}]
— [12.2,12.4]

Concluimos que se a intersecao nao é vazia, entao as duas medicoes estao dentro do
limite de erro toleravel, onde os resultados obtidos na intersecao sao os mais aceitdveis.
Ao contrario, se a intersegao é vazia, isto denunciaria que alguma medigao estava fora do

limite de erro.

1.2 Comprimento, valor absoluto e ponto médio

Dado um intervalo X, consideremos as seguintes definicoes:

1. O Comprimento do intervalo X é dado por

w(X)=X - X.

2. O walor absoluto de X, representado por |X|, é o maximo dos valores absolutos de
seus extremos, isto é,

| X| = max{]X], [X]}.

Observemos que |z| < | X]|, para cada z € X.

INa representacdo desses intervalos, doravante, a virgula serd usada para separar os extremos dos

intervalos e o ponto, por sua vez, para separar as casas decimais da unidade.
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3. O ponto médio de X é dado por

m(X) = %(K%—Y)

Exemplo 1.3. Seja X = [—3, 5]. Sendo assim, o comprimento de X é

wX) = X-X

= 5-(-3)
= 8.
O valor absoluto de X é
X = max{]X], | X[}
= max{| — 3], [5]}
= max{3, b}
= 5.
E, por fim, o ponto médio de X é
1 _
m(xX) = S(X+X)
1
= —(-3+5
S(~3+5)
1
= — -2
3
= 1.

1.3 Relacoes de ordem para intervalos

Torna-se oportuno discorrer sobre as relagoes de ordem existentes para intervalos, visto
que para numeros reais usamos a notagdo < para indicar que um nimero é menor que
outro e, dessa forma, poder ordena-los. Tomando a,be c € R, se a < b e b < c entao
a < ¢, valendo a propriedade da transitividade.

Na Aritmética Intervalar, nao é diferente, também vamos usar essa mesma notagao,

bem como, a propriedade da transitividade. Por definicao, dizemos que X < Y se, X < Y.

Exemplo 1.4. Sejam X = [-2,1],Y = [2,3] e Z = [6,10]. Como [-2,1] < [2,3] e
[2,3] < [6,10], temos que [—2,1] < [6,10].

Se X > 0, dizemos que X é positivo, e denotamos por X > 0. Se X < 0, dizemos que
X é negativo, e denotamos por X < 0. Um intervalo positivo é caracterizado pelo fato de
que todos os seus valores reais sao positivos, ja que os seus extremos sao positivos.

Outra relacao de ordem transitiva para intervalos é a inclusao de conjuntos. Observe-

mos que
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X CVYequivaleaY < XeX<Y.

Exemplo 1.5. Sejam X = [-2,1] e Y = [-3,2]. Sendo assim, X C Y, pois -3 < —2 e
1 < 2. Porém, a relacao de inclusao, a exemplo do que acontece com conjuntos quaisquer,
nao é de ordem total, ji que, por exemplo, considerando os intervalos X = [—4,0] e

Y = [-1, 3], vemos que nenhum estd contido no outro. Aqui, registramos o resultado de
que X NY =[-1,0].

1.4 Operagoes da aritmética intervalar

A nocao de intervalo degenerado permite considerar o sistema de intervalos fechados como

uma extensao do sistema de ntimeros reais, através da identificagao

[z, 2] <> z. (1.2)

Esta identificacdo exprime uma relacao entre aritmética intervalar e o conjunto dos
numeros reais, que denominamos de aritmética ordindria.

Vamos mostrar aqui como se processa a aritmética intervalar, e sua estreita relacao
com a aritmética ordinaria. N6s observaremos que nem todas as propriedades usuais serao
herdadas pela aritmética intervalar.

Em geral, da teoria dos conjuntos, nds ja sabemos operar com conjuntos. De fato,

dados os conjuntos X e Y, temos que:
. X4Y={zs+y:zeX,yeY}
2. X-Y={zr—y:zeX yeY}
3. X-Y={zy:2zeX,yeY}
4. ;(:{;j:a: GX,yGY},nocasoemque()géY.

Mediante o exposto, podemos reunir todas essas operacoes na seguinte notagao:

XoY={z0y:zeXeyecY}, (1.3)

onde ® representa qualquer uma das operagoes basicas apresentadas acima.

1.4.1 Operacgoes intervalares

Como ficam as operacdes vistas na secdo anterior em termos intervalares? Vejamos,
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Adicao

Sejam X e Y intervalos, digamos, X = [X, X]| e Y = [Y, Y], isto é,

r € X significaque X <zx<X

y €Y significaque Y <y<Y.

Usando a compatibilidade da adi¢do com a relacao de ordem da aritmética ordinéria,
temos que
X+Y<z+y<X+Y.

Isto mostra-nos que

X+Y=[X+Y,X+Y]. (1.4)
Vamos exemplificar a soma e a uniao de intervalos, e compararmos os seus resultados.

Exemplo 1.6. Sejam os intervalos X = [5,7] e Y = [-2,6]. Determinemos X + Y e
X UY. Observemos que

X+Y = [5+(-2),7+6]
= [3,13]
e que
XUY = [min{X,Y}, max{X,Y}]
= [-2,7].

O exemplo nos mostra que, na aritmética intervalar, a uniao de dois intervalos nao é igual

a soma dos mesmos, para quaisquer intervalos reais.

Multiplicagao

Considerando os intervalos X e Y, o produto X - Y ¢é dado por
X Y = [min S, max 5],

onde S ={XY, XY, XY, XY}

Exemplo 1.7. Sejam X = [-2,—1] e Y = [-1,1]. Sendo assim, X - Y = [min S, max 5],
onde S = {-2, —1, 1, 2}. Logo, [-2,—1]-[-1,1] = [-2,2].
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Em particular, se o intervalo X é degenerado, digamos, X = [c, ¢], temos que

Por exemplo, —Y =[-1,—-1] - Y = [-Y,-Y].

Proposigao 1.8. Para todo intervalo X, tem-se que X - [-1,1] = | X| - [-1,1].

Demonstragdo. Sejam X = [X,X] e Y = [-1,1]. Sendo assim, X - Y = [min S, max 5],
onde S = {—X,X,—X,X}. Como minS = min(—S) e min(—S) = —max S, temos que
X-[—1,1] = [- max S, max S]. Desta forma, para concluirmos a demonstragao, precisamos

mostrar que max S = max{|X]|,|X|}. Analisemos dois casos.
1. Para X = X = s, temos que max S = max{—s, s} = |s| = max{|X], | X|}.
2. Para X < X,
(a) 0< X < X.

Sendo assim, multiplicando a desigualdade por (—1), temos que —X < —X < 0.
E assim, max S = X = max{|X|, |X|}.

(b) X < X <0.

Sendo assim, multiplicando a desigualdade por (—1), temos que 0 < —X < —X.
E assim, max S = —X = max{|X]|, |X|}, pois |[X|=—-X e |X| = - X.

(c) X <0< X.

Sendo assim, multiplicando a desigualdade por (—1), temos que —X < 0 < —X.
max S = max{—X, X} = max{|X|, | X|}.

Portanto, X - [-1,1] = max(|X|, | X]) - [-1,1], VX. O

Subtracao

Sejam X e Y intervalos. Usando as operacoes de adicao e multiplicacao, a subtracao de

X por Y é definida por
XY =X+ (V)= [X, K]+ [-V,-Y] = [X -V, V]
Exemplo 1.9. Sejam X = [5,6] e Y = [-2,4]. Como —Y = [—4, 2], temos que

X-Y=X+(=Y)=[56+[-4,2 =[5—4,6+2 = [1,8].
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Divisao

Sejam X e Y intervalos, com 0 ¢ Y. Como Y é um intervalo, o fato de que 0 ¢ Y significa

queou Y >0ouYY <0. A divisdao de X por Y é definida por

onde

1 1 11
- — - S Y = |=s55]|-
Y {y ! } [Y Y]
Vale salientar que na aritmética intervalar nao existe o inverso multiplicativo.

Exemplo 1.10. Sejam X =[1,2] e Y = [-5,—3]. Como 0 ¢ Y, temos que

I 1 1
Y 37 5
Sendo assim,
X 1 1 1 .
Y—X-Y—[1,2]~[—3,—5}—[mlnS,maXS],
1 1 2 2 1 2 1
= —=,—, ——=, ——¢. Eassim, X - — = | — =, ——|.
onde S { UL 5} assim, v [ 3 5]

Dentro do contexto de aritmética intervalar, e apds compreendermos o que é ponto

médio e comprimento de um intervalo, podemos expressar um intervalo X como

X X X
X = m(X) + [— 7“”(2)“’(2)] —m(x)+ ) gy,
Isto segue-se do fato de que, dados a e b, com, por exemplo, a < b,
1 1
- = b) — = (b—

a 5 (a+0b) 5 (b—a)
1 1

b = §(a+b)—|—§(b—a).

Um intervalo X tal que X = —X ¢é dito um intervalo simétrico. A expressio acima

mostra que todo intervalo pode ser escrito como a soma de um intervalo degenerado com

um intervalo simétrico.

Exemplo 1.11. Dado um intervalo X = [12,30], podemos expressé-lo por

X = 21+49-[-1,1]
= 21+4[-9,9]
= [12,30]

Uma consequéncia imediata da definicao de intervalo simétrico mostra-nos que
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para todo X intervalo simétrico.
Usando a Proposicao 1.8, nés vemos que as regras da aritmética intervalar tornam-se
mais simples. Ilustremos isto através de alguns exemplos. Para tanto, sejam X, Y e Z

intervalos simétricos. Sendo assim,

X+Y = [ X[[-L+[Y|[-1,1] = (X[ £ [Y])[-1,1]

XY = (X|[-L1)- (Y|[-1,1) = [X][Y][-1,1]

X-(Y£2)

(X =1,10) - [ X T £ [Y]) [=1,1]]
= [XI(IY=£12)) [-1,1]
= XY+X.-Z

Um pouco mais geralmente, para todo intervalo X e para Y e Z intervalos simétricos,

XY = (X|[-L1)-Y = |X[([-1,1]-Y) = |X]¥

X (Y+2) = | X|Y+2) = X|Y+|X|Z=X-Y+X-Z

1.5 Vetores

Por um vetor intervalar X de n dimensoes concebemos uma n-ipla ordenada de n interva-
los X1, Xo, ..., e X, denotamos por X = (X1, Xs,...,X,,). Cada um dos intervalos que
compoOem o vetor intervalar é dito uma componente do mesmo. Por exemplo, um vetor

intervalar tridimensional é da forma
X = (X17 X27 X3) - ([&771]7 [&7 Y2]7 [&773])

O mesmo pode ser representado por um paralelepipedo no (x1,x2,x3)-espago. De fato,
podemos escrever

X = [X1, X3] x [Xa, X5 x [X3, X,

onde x indica o produto cartesiano, que é o conjunto de todas as triplas (zy,x2,x3)

de nimeros reais tais que z; € [X;, X;], para i = 1, 2, 3. Mais geralmente, todo vetor

intervalar n-dimensional X = (X1, Xs,...,X,,), com X; = [X;, X;], pode ser representado

por um n-retangulo no (x1,xa, ..., x,)-espago pela expressao

X = [X1, Xi] x [Xg, Xo] x ... x [Xp, Xp].

Assim como ja vimos, podemos estender a compreensao de intervalos ordindrios a

vetores intervalares. Temos, entao as seguintes propriedades:
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1. Se x = (z1,...,2,) é um vetor real e X = (Xy,...,X,) é um vetor intervalar

n-dimensional, entao

x € X se, e somente se, x; € X;, paracadat=1,--- ,n.

2. A intersegdo de dois vetores intervalares n-dimensionais é vazia se pelo menos uma

das intersegoes das componentes correspondentes é vazia, isto €,
se X; NY; =0, para algum i, entdao X NY = 0.
Caso contrario, considerando X = (Xy,...,X,) e Y = (Y1,...,Y,), temos que
XNY=(X1NnYy,...,X,NY,),
que é novamente um intervalo.
3. Se X = (Xy,...,Xpn) e Y =(Y1,...,Y,) s@o vetores intervalares, entao

XCY, seX;CY,, paracadai=1,...,n.

4. O comprimento do vetor intervalar X = (X1,...,X,) é o maior dos comprimentos
dos seus intervalos componentes, isto é,
w(X) = max w(X;).

1<i<n

Exemplo 1.12. Seja o vetor intervalar X = (X, X») = ([—10,2],[0,11]). Sendo
assim,

w(X) = max{2 — (—10),11 — 0)} = max{12,11} = 12.
5. O ponto médio do vetor intervalar X = (X1,...,X,,) é
m(X) = (m(X1), ..., m(X,)).
Exemplo 1.13. Seja o vetor intervalar X = (X, X») = ([—10,2],[0,11]). Sendo
—-104+2 0+ 11 11
min) = (FE2 00 - (L0 )

6. A norma do vetor intervalar X = (Xy,...,X,) é dada por

assim,

|| X ||= max |X;|.

1<i<n
Exemplo 1.14. Seja o vetor intervalar X = (X;, X2) = ([-10,2],[0,11]). Sendo

assim,

| X ||= max{max{| — 10|, |2|}, max{|0],|11|}} = max{10,11} = 11.



CAPITULO 1. OS CONCEITOS BASICOS E AS OPERACOES INTERVALARES 23

Ixll

Usando a definicado de norma intervalar em espaco n-dimensional, e apelando para a
traducao geométrica de um vetor intervalar como um n-retangulo no (z1,z2,...,Ty)-
espago, definimos um conjunto S como limitado se, existe um vetor intervalar X n-
dimensional tal que S C X. Estas ideias permitem-nos computar com conjuntos de forma
analoga ao que fazemos com niimeros e vetores ordinarios.

E possivel, dentro da arena da aritmética intervalar, definir um produto interno dos

vetores intervalares U = (U1, Us,...,Uy) e V = (V1,Va,...,V,) como
PUV)=U -V14+Us-Vo+ ...+ Uy, V,.

Neste caso, o intervalo P(U,V') contém todos os produtos internos de vetores ordindrios

cujas componentes correspondentes pertencem aos vetores intervalares U e V.

Exemplo 1.15. Uma familia de vetores ordinérios é dada por (f,6,—7), onde 1 < f < 3.
Calculemos a faixa de produtos internos entre essa familia de vetores e E(L 2,0). Nas

notacoes acima, podemos escrever

U = ([1,3),[6,6], =7, ~7]) e V = ([ L ] [2 2},[0,0}).

Sendo assim,

S

1 1 2 2
pPUYV) = [1,3] - |—,—| +16,6]- | —=,—| +[-7,=-T7]-[0,0
wv) = 13 || 0 [ e 2] v T o
(1 3] 2
= |—,—&=|+6-—=+(-7)-0
WANA = (=7)
(13, w2
— VE'VB] VB
_ [ 15
VBB
. . . , 113 15
E assim, a faixa de produtos internos é [—, —] = [5.8137767...,6.7082...].
VIRV



CAPITULO 2

Outras propriedades da aritmética intervalar

Como visto no capitulo anterior, a aritmética ordinaria e a aritmética intervalar gozam de
propriedades semelhantes. Mas, esta iltima apresenta algumas peculiaridades, que iremos
observar e comentar neste capitulo.

Relembramos a notacao
XoY={z0y:zeX,y€Y}, onde® representa+, —, - ou = .

No caso da divisao, tem-se que 0 ¢ Y, ou seja, ou Y <0 ouY > 0.

2.1 Propriedades algébricas

A aritmética intervalar goza das propriedades comutativa e associativa para adicao e mul-
tiplicacao.

2.1.1 Comutatividade

Adicao

Proposicao 2.1. Se X eY sdo intervalos reais, ao mudarmos a ordem das parcelas nao
serd alterada a soma, ou seja,

X+Y=Y+X

Demonstracdo. Vamos mostrar que ao mudarmos a ordem das parcelas nao sera alterada

24
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a soma. Vejamos,

X+Y = [Xv ]+[X? ]

E assim, fica demonstrado a validade da propriedade comutativa para a adicao intervalar.
O

Multiplicagao

Proposicao 2.2. Se X e Y sao intervalos reais, ao mudarmos a ordem dos fatores ndo
serd alterado o produto, ou seja,
X'Y=Y-X

Demonstragao. Vamos mostrar que ao mudarmos a ordem dos fatores nao serd alterado o

produto. Vejamos, por um lado,

X Y = [min S, max 5],
onde S = {XY, XY, XY, XY}. Por outro lado,

Y - X = [min T, max T,

onde T = {YX,YX,YX,YX}. Como S =T, temos que X -Y =Y - X. Logo, a

propriedade comutativa da multiplicagao é véalida na aritmética intervalar. ]
2.1.2 Associatividade
Adicao

Proposicao 2.3. Se X, Y e Z sao intervalos reais, ao associarmos as parcelas de dife-

rentes maneiras nao serd alterada a soma, ou seja,
X+YV)+Z=X+ (Y +2)

Demonstracdo. Vamos mostrar que ao associarmos as parcelas de diferentes maneiras nao
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serd alterada a soma. Vejamos,

X+Y)+72 = (X, X

Logo, fica demonstrado a validade da propriedade associativa da adigao intervalar. ]

Multiplicagao

Proposicao 2.4. Se X, Y e Z sdo intervalos reais, ao associarmos os fatores de diferentes

maneiras nao serd alterado o produto, ou seja,

(XY) Z=X-(Y-Z)

Demonstragao. Vamos mostrar que ao associarmos os fatores de diferentes maneiras, o

valor do produto nao serd alterado. Como

X Y = [min S, max 5],

onde S ={XY, XY, XY, XY}, temos que
(X Y) Z=

onde

T = {min S Z, min S Z, max S Z, max S Z}.

E também, como

Y - Z = [min U, max U],

onde U={Y Z,YZ Y Z,Y Z}, temos que

X (Y- -Z)=[minV, max V],

onde

V ={X minU, X maxU, X minU, X maxU}.

[min 7", max T,

Agora, pela associatividade da multiplicacdo da aritmética ordindria, temos que

min7T = min{(XY)Z,(XY)Z,(XY)Z,(XY)Z,(XY)Z,(XY)Z,

(

XY)Z,

= min{X(Y2),X(Y2),X(Y2),XYZ),X(YZ2),XYZ),X(YZ2),

= minV

(XY)Z}

X (¥7)

}
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maxT = max{(XY)Z,(XY)Z,(XY)Z,(XY)Z,(XY)Z,(XY)Z,(XY)Z,(XY)Z

=
2
E
<
~
N
I
<
=
N
0

2.1.3 Elemento identidade na aritmética intervalar

Os intervalos degenerados 0 e 1 sao os elementos identidades, respectivamente, da adicao

e da multiplicacao intervalar. De fato, dado X um intervalo qualquer,

0+ X=X+0=X.

1- X=X 1=X.

O intervalo degenerado 0 é o elemento absorvente da multiplicagao intervalar, ja que

0-X=X-0=0.

2.1.4 Os elementos inversos aditivos e multiplicativos

Primeiramente, vejamos os elementos inversos aditivos. Dado X intervalo, devemos pro-
curar Y intervalo tal que X +Y = 0.

Vamos assumir X nao degenerado, ou seja,
X <X

Assim, X +Y =0e X +Y = 0. Por hipétese, temos que Y é o inverso de X.
Entao,

Y =X

Podemos afirmar que

Y=X<X=-Y=-Y<-Y
Ao multiplicarmos esse resultado por (—1), temos
Y>Y

Absurdo, pois Y <Y.
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Consequentemente, os wunicos intervalos que tém inversos aditivos sdo os intervalos
degenerados, ja que o conjunto dos intervalos degenerados ¢é identificado com o conjunto

dos numeros reais.

Observacgao 2.5. No caso de X ter comprimento diferente de 0, temos que
X=X =w(X) - [-1,1],
que é um intervalo simétrico.

Vejamos o caso dos inversos multiplicativos. Para este caso, dado X intervalo, com
0 ¢ X, devemos mostrar que existe um intervalo Y tal que X - Y = 1. Donde, segue-se
que X = X.

Portanto, os unicos intervalos que tém inversos multiplicativos sao os degenerados
nao-nulos.

Finalizando a subsegao, observemos que
X
X-X le—.
0 e e € e
Exemplo 2.6. Seja X = [—5,3]. Sendo assim,
X —-X=[-534+[-3,5] =[-8,8].
Logo, 0 € [-8,8§].

Exemplo 2.7. Seja X = [3,5]. Sendo assim,

X 1 11 i
X _X’f =[3,5] - [5,3] = [min S, max S],
3.5 X 35 35
=<-,1,-¢. Eassim, — = |=,=|. P 1 - —.
onde S {5, ,3} assim, e {5, 3] ortanto, 1 € [5,3]

2.1.5 Subdistributividade

Da aritmética ordinaria, temos que
x(y+z)=zy+zxz.

Porém, na aritmética intervalar a distributiva falha. Vejamos, sejam X = [-4,-3], Y =

[—2,2] e Z = [-2,—1]. Entao, por um lado,
X-(Y+2) = [-4,-3]-[-2-2,2—1]
= [-4,-3]-[-4,1]
= [-4,16].
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Por outro lado,

X-Y4+X-Z = [-4,-3]-[-2.2] +[-4,-3] - [-2, -1]
= [-8,8]+ 3,8
= [-5,16]

Notadamente, existe a inclusao [—4, 16] C [—5, 16].
Observando o contra-exemplo dado, percebemos que, embora nao exista uma relacao

de distributividade, pois a igualdade nao se mantém, o resultado nos sugere o seguinte

Proposicao 2.8. Sejam X, Y e Z intervalos. Entdo, vale a sequinte inclusdo
X Y+2Z)CX-Y+X-Z,
que € a propriedade de subdistributividade.

Demonstragdo. Observemos que X - Y = [min S, max S|, onde

|
s
.

5={

S
[

Y Y, XY},

) )

e X -Z = [minT, maxT], onde

T ={X X2},

N
[><
Nl
>
N

? )

E também, Y + Z =Y + Z,Y + Z] e X(Y + Z) = [min U, max U], onde
U={XY+2),XY¥Y+2),XY+2),X(Y+2Z)}.
Como U ={XY +XZ XY +XZ, XY +XZ XY + XZ}, temos que
UCS+T.

Agora, sabendo que minU > min(S + 7)) > minS + min7 e maxU < max(S +7T) <
max S + max T, temos que XY + XZ = [min S + min 7', max S + max 7T]. Logo,

[min U, max U] C [min S + min 7', max S + max T'].
O

Todavia, na relagao entre um nimero real e um intervalo a distributividade é vélida,

como mostra-nos a préxima proposicao.

Proposicao 2.9. Sejam x um nimero real e Y e Z intervalos. Entdo,

2 Y+ 2Z)=x-Y+z Z
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Demonstragdo. (I) Sejax >0. ComoY +Z =[Y + Z,Y + Z], temos que z - (Y + Z) =
[#(Y +Z),2(Y +Z)]. Observando que z-Y = [2Y,2Y]| e z-Z = [xZ,xZ], chegamos

a

eY+xZ = [xY+aZ,aY+aZ|=[a(Y+2),s(Y+2Z)| =z[Y+Z,Y+Z] =z(Y +2).

(IT) Para z = 0, a demonstragao ¢ trivial, pois 0 - X = 0, para todo intervalo X.

(IIT) Agora, parax <0, z- (Y + 2Z) = [2(Y + Z),2 (Y + Z)] = [2Y +2Z,2Y + 2Z] =
zY +xZ.
0

Salientamos que uma condigdo necessaria e suficiente para que a multiplicagdo de
intervalos seja distributiva é que os intervalos envolvidos na soma tenham o mesmo sinal,

conforme veremos abaixo. Vejamos um exemplo que ilustra a condicao.

Exemplo 2.10. Sejam X = [-3,4], Y = [-4, —3] e Z = [—2, —1] intervalos. Sendo assim,

X-(Y+2Z) = [-3,4-[-4—-2,-3-1]
= [-3,4]-[-6,—4]
= [-24,18]
X-Y+X-Z = [-3,4-[-4,-3]+[-3,4] - [-2, 1]
= =[-16,12] + [-8, 6]
= [-24,18]

Logo, X - (Y+Z2)=X Y+ X -ZparaYZ > 0.
Mostremos que o observado no exemplo acima acontece em geral.
Proposicao 2.11. Sejam X, Y e Z intervalos. Entdo, tem-se que
X - Y+2)=X-Y+X-Z se, e somente se, Y - Z > 0.

Demonstragao. A hipétese de que YZ > 0 significa que os extremos de Y e Z tém os

mesmos sinais. Sendo assim, precisamos verificar dois casos:
i) Y <Y <0eZ<Z<0)ou
ii) 0<Y<YeO<Z<Z).

Consideremos o primeiro caso, que 6 Y <Y < 0e Z < Z < 0. Disto, segue-se que
Y+Z<Y+Z<O.



CAPITULO 2. OUTRAS PROPRIEDADES DA ARITMETICA INTERVALAR 31

a) Para X > 0, temos que XY < XY < XY e XY < XY < XVY. E assim, concluimos
que X - Y = [XY,XY]. Analogamente, X - Z = [XZ,XZ] e X - (Y + Z) =
(XY +2),X(Y + Z)]. E entao,

X (Y4+2)=[XXY+2), XV +2)=[XY+XZXY+XZ]|=X-Y+X-Z

b) Para X =0, temos que 0- (Y +2) =0=0-Y +0-Z. Para X < 0, temos que
XY < XY < XY e XY < XY < XY. E assim, conclufmos que X -Y = [XY, XY].

Analogamente, X - Z = [XZ, XZ|e X - (Y + Z) = [X(Y +Z), X(Y + Z)]. E entdo,

X Y+2)= XY +2),XY+2)|=XY+XZXY+XZ=X Y+ X Z

c) Agora, consideremos o caso em que X < 0 < X. Sendo assim, XY < XY < XY <
XY. Donde, X -Y = [XY, XY]. Analogamente, X - Z = [XZ,XZ]e X - (Y +2) =

[X(Y + 2),X(Y + Z)]. Logo,

X-Y+2)=[XY+2),XY+2)|=XY +XZ,XY +XZ]|=X-Y+X-Z

O segundo caso, que ¢ (0 <Y <Y e 0 < Z < Z), é totalmente analogo. O

2.1.6 Cancelamento

Na aritmética intervalar, é possivel aplicarmos a lei do cancelamento.

Proposicao 2.12. Sejam X, Y e Z intervalos. Entdo, vale a lei do cancelamento, que €
X+7Z=Y+Z=X=Y.

Demonstragao. O fato de que Z + X = Z + Y significa que Z+ X = Z+ Y
Z+X =7Z+Y. Como vale a lei do cancelamento em R, temos que X =Y e X =Y.
Logo, X =Y. O

Porém, nao existe a lei do cancelamento para a multiplicacdo intervalar, como mostra-

nos o exemplo a seguir.

Exemplo 2.13. Sejam Z = [-1,1], X = [-1,0] e Y = [0,1]. Observemos que X # Y,
mas
Z-X =[minS maxS|=[-1,1]=2"Y,

onde S ={-1, 0, 1}.

Notadamente, ressaltamos, pela identificacdo de intervalos degenerados e niimeros re-

ais, que a aritmética intervalar é uma extensao da ordinaria.
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2.2 Inclusao isotonica da aritmética intervalar

Usando a notagado @ para representar cada uma das operagoes intervalares, e dados os

intervalos A, B, C e D, vemos que
ACCeBCD=A0BCCe®D.

Isto significa que cada operagao intervalar satisfaz a propriedade de inclusdo isoténica, ou,
equivalentemente, é dita uma inclusdo isotonica.

Consequentemente, temos que uma sequéncia finita de operacdes intervalares € uma
inclusdo isotonica. Mostremos isto por inducao sobre o nimero de operagoes intervalares.
Para tanto, sejam X = (X1, Xo,...,X;) e Y = (¥1,Y5,...,Y}) vetores intervalares k-
dimensionais tais que X C Y. Isto significa que, para cada i = 1,2,...,k, tem-se que
X; CY;. Para k = 2, a afirmacao é verdadeira, como observamos acima. Mostremos, para

k = 3, como o processo indutivo funciona. Como, por hipdtese,
Xo ©2 X3 C Yy ©2 Y3,

temos que
X101 (X202 X3) CY; 01 (Y2 ®2Y3).

Agora, suponhamos, por hipdtese de inducdo, que a afirmacao é verdadeira para k — 1.

Entao,
X101 (Xo©203...Op—2 Xg—1 Op—1 X)) CY101 (Y202 03... Op—2 Y1 Op—1 Yi).

Exemplo 2.14. Sejam os intervalos [2, 5], [1, 6], [-20,12] e [-30, 15]. Sendo assim, [2,5] C
[1,6] e [—20,12] C [-30, 15]. E assim,

[2,5] 4 [-20,12] = [~18,17] C [29,21] = [1,6] + [—30, 15]

Percebemos, portanto, com o exemplo acima, a sequéncia de operagoes intervalares,

denotando uma inclusao isotonica.



CAPITULO 3

As funcoes intervalares

3.1 Introducao

Neste capitulo, daremos uma introducgao as fungoes intervalares. Munido da aritmética
intervalar, estenderemos as funcoes reais de uma variavel real a funcoes cujos argumentos

sao intervalos, que sado denominadas de funcdes intervalares.

3.2 O conjunto imagem e a extensao unida

Seja f uma funcao real de uma variavel real. Dado X um subconjunto do dominio de f,

a imagem direta de X por f, indicada por f(X), é o conjunto

F(X) = {f(a) : « € X}. (3.1)

Mais geralmente, considerando f uma funcao real de n varidveis reais, definimos a

imagem direta de X = (X1, Xa,...,X,) por f como o conjunto
FX) ={f(z1,22,...,2n) + 7 € Xi}.

A préxima definigao fornece-nos a terminologia adequada para estendermos as fungoes

reais de uma varidvel real para funcoes intervalares.

Definigao 3.1. Sejam g : M} — M uma funcao entre os conjuntos My e Ms, e S(My)
e S(My) as familias dos subconjuntos de M; e de My, ou de outra forma, os conjuntos das
partes de M; e de My, respectivamente. A extensdo unida de g é a fungao g : S(M;) —
S(Ms) tal que

G(X) = {g(x) : w € X, X € S(Mp)}.

33
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Para cada z € M, temos que g({z}) = {g(z)}. Isso justifica o termo extensdo na

defini¢do de g. Além disso, leva-nos a observar que

9(X) = |J (@)} = 9(X),

zeX

isto é, o walor da extensdo unida de g em um subconjunto X de My € precisamente a
imagem direta de X por g, que é g(X).

Para o que se segue, estaremos interessados em imagens diretas de intervalos ou n-tplas
de intervalos. E importante observarmos que o dominio das funcées intervalares, para
cada uma das varidveis, caso exista mais de uma, é o subconjunto de S(R) constituido
pelos intervalos fechados, e que seu contradominio é S(R). Além disso, para funcoes reais
continuas, o contradominio é o subconjunto de S(R) constituido pelos intervalos fechados.
De agora em diante, nés entenderemos desta forma, sem maiores detalhes.

Em geral, a determinacao da extensao unida de uma funcao nao é uma tarefa facil.
Mas, existem fungoes cujas extensOes unidas sao faceis de determinar, como podemos ver

nos exemplos abaixo.

Exemplo 3.2. Seja f : {1, 2,3} — {1, 3,5} dada por f(1) = 3, f(2) = 1e f(3) =
1. Observemos que S({1, 2, 3}) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}} e que
S({1, 3, 5}) = {0, {1}, {3}, {5}, {1,3}, {1,5}, {3,5}, {1,3,5}}. Sendo assim, a extensao
unida de f, que é f: S({1, 2, 3}) — S({1, 3, 5}), é dada por

1.

|

(@) = 0;

2. f({1h) ={f()} = {3%

3. f({2h) ={f2)} = {1}

4 F({3h) ={f@3)} = {1}

5. f({1,2}) = {f (1), f(2)} = {1,3};

6. f({1,3}) = {f(1), f3)} = {1,3};

7. f({2,3}) = {f(2),f(3)} = {1}

8. f({1,2,3}) = {f(1), /(2), f(3)} = {1,3}.

Exemplo 3.3. Seja f : R — R definida por f(xz) = k, onde k é uma constante real.
Sendo assim, dado X € S(R), isto é, X C R, temos que

J(X)={f(z): 2 € X} = {k}.

Logo, a extensao unida de f, que é f: S(R) — S(R), é dada por f(X) = {k}.
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Exemplo 3.4. Seja f : R — R definida por f(x) = z. Sendo assim, para cada X € S(R),
temos que f(X)={r: 2z € X} = X. Logo, f: S(R) — S(R) é dada por f(X) = X.

Exemplo 3.5. Seja f : R — R dada por f(z) = cx, onde ¢ é constante real nao-nula.
Sendo assim, f: S(R) — S(R) é dada por f(X)={cz: rv€ X} =cX.

Exemplo 3.6. Seja f : R — R dada por f(x) = cz + k, onde c e k sdo constantes reais
nio-nulas. Sendo assim, f: S(R) — S(R) édadapor f(X) = {cz+k:2 € X} =c X +k.

3.3 Outras fungoes intervalares simples

Nesta secao, calculemos as imagens diretas de intervalos para outras funcoes elementares.

Verbi gratia, consideremos
f(z) =2% z € R.

Sendo assim, a imagem direta do intervalo X = [X, X] por f é dada por

(X2, X7, se 0<X<X
F(X) =14 [X% X7, se X<X<0
[0, max {X2,X°}], se X<0<X

onde f(X) = {z?: x € X}, que passamos a denotar por X?2. Verifiquemos que, em geral,

X? nao é o mesmo que X - X. Por exemplo, por um lado,
[_27 1]2 = [07 4]7

ja, por outro lado,
[_2’ 1] ' [_27 1] = [_274]'

O que podemos afirmar é que, em geral, X2 C X - X, como é facil ver. Também, é

compreensivel que X? = X - X, se 0 ¢ X. Por exemplo, como
XX<XX=XX<XX,
para X > 0, temos que
X% = [X2,Y2] = [min S,max S| =X - X,

onde S ={X X, XX, XX}

A superestimacdo quando calculamos X? como X - X é devido ao fenomeno da de-
pendéncia intervalar. Fato que devemos considerar para nao nos depararmos com resul-
tados insatisfatérios. Uma vez que X? consiste de todos os elementos da forma z? = = x,

enquanto que X - X = {zy: z,y € X} contém, em particular, tais elementos.
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3.3.1 Comportamento intervalar para fungoes mondétonas

Para funcoes mondtonas, o calculo das imagens diretas de intervalos é bastante simples.
Lembramos que, dada f uma funcao real de variavel real, f é uma fung¢do mondtona
se, para todos x e y, com = > y, tem-se que: ou f(x) > f(y), caso em que f é dita
crescente, ou f(z) < f(y), caso em que f é dita decrescente. Por exemplo, a funcao
f: R — R definida por f(r) = 2? quando restrita aos intervalos (—oo, 0] e [0, +00) sdo,
respectivamente, decrescente e crescente. E assim, dado X C [0, 4+00) um intervalo, temos
que

2]

FIX,X]) = [F(X), f(X)] = X2, X7,

Analogamente, dado X C (—o0,0] um intervalo,

FUX, X)) = [F(X), F(X)] = [X°, X2).

Veja a figura

2{ X X

Figura 3.1: A imagem de um intervalo X sob a fungao crescente f(z).

Vejamos alguns exemplos.

1. Fungao Exponencial. J4 sabemos que a fungao exponencial, definida por f(z) =

exp(z), é uma fungao crescente. Sendo assim,

exp(X) = [exp(X), exp(X)].

2. Fungao Logaritmica. A situacao para a fungao logaritmica, definida por f(x) =

log z, é similar ao caso da funcao exponencial, j4 que uma é inversa da outra. E

entao,
log X = [logg, logﬂ.
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X
X X "

Figura 3.2: A imagem de um intervalo X sob a Funcao Exponencial f(z).

Figura 3.3: A imagem de um intervalo X sob a Funcao Logaritmica f(z).

3. Funcgao Raiz Quadrada. Dando continuidade, sabemos que a fungéo raiz qua-

drada é crescente. E entao,

ﬁ:[ﬁ&]
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para todo intervalo X > 0.

flx)

flx)

>

B T

Figura 3.4: A imagem de um intervalo X sob a Funcao Raiz Quadrada f(z).

Incipientemente, mostremos como utilizar as ideias que expomos até o momento para

estender as fungoes reais as fungoes intervalares.

Exemplo 3.7. Seja o retangulo que tem comprimento medindo 2m, com variagao
de 0.005m, e largura, 1 m, com variagdo de 0.005m. Calculemos a variacao da sua

diagonal.

Seja um retangulo com dimensoes 2 X 1. Queremos calcular a variacdo da diago-
nal. Para isso, utilizaremos a aritmética intervalar. Como existe uma variacdo de

0.005m nas medigoes, temos que

o Comprimento: 1.995 < ¢ < 2.005

o Largura: 0.995 <[ < 1.005
Pela aritmética ordindria, a diagonal do retangulo é calculada pela férmula
d* =+ 17

Para estimarmos a variacao da diagonal, utilizaremos um procedimento que serd for-
malizado mais adiante, que €, na formula acima, substituir as operacdes ordindrias

pelas operagoes intervalares correspondentes. E assim, obtemos
D*=C?+ 2

Consequentemente, chegamos a
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[D,D)> = C-C+L-L
= [3.99800025,4.00200025] + [0.99900025, 1.00100025]
= [4.9970005, 5.0030005]

[D,D] = [V4.9970005,v/5.0030005]
= [2.2353,2.2367].

Desta forma, dadas as variacdes das dimensdes iniciais, concluimos que 2.2353 <
d < 2.2367.

Exemplo 3.8. Para uma antena localizada h metros acima do solo, a distancia em
km para o horizonte de rddio da linha de visada !, é dada por d = v/2 h. Portanto,
se uma antena de transmissao estiver no topo de uma torre de altura h; metros, e
uma antena receptora fica no topo de um edificio de altura he metros, sua separacao
méxima permitida para a comunicacao da linha de visada é s ~ v/2h1 + v/2 ha, em
quilometros. Avaliemos a faixa possivel de valores de s para torres que variam em

altura de 300 a 460 metros, e edificios que variam em altura de 6 a 16 metros.

S = VoH, ++2H,
= V/I2,2] - [300,460] + \/[2,2] - [6, 16]
= /[600,920] + /[12, 32]
= [V600,v920] + [V12,V/32]
= [24.49,30.33] + [3.46,5.65]

— [27.95,35.98]

Portanto, a faiza de varia¢iao dos valores de s € [27.95,35.98]km

4. Fungao Exponencial Geral Para cada y > 0, a funcdo exponencial geral é dada

por f(z) = zY¥, para todo z > 0. Usando a expressio z¥ = exp? 18 ¥ concluimos

que a fungdo exponencial geral é crescente. E entao,
XY =[X¥X"],

para todos X >0 ey > 0.

Linha de visada é uma linha imagindria que une dois objetos sem interceptar obstdculos de modo

que uma pessoa na posi¢do de um dos objetos possa ver o outro.
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5. Seno. Analisando o Grafico 3.5, vemos que a funcao seno nao é mondtona. Mas, por
T

32k
, temos que

exemplo, se restringirmos a fungdo seno em [ — a mesma torna-se crescente.

E assim, para todo intervalo X C [ — 3 g]

sin X = [sinz, sinY].

flx) = sin(x)

Figura 3.5: A imagem da Funcao Seno f(z) sob um intervalo A = [ - g —] C X.

No6s podemos usar as conhecidas propriedades da fungéo seno para determinar ex-
tensoes intervalares para qualquer argumento intervalar. Por exemplo, dado k € Z, temos
que sin(k 7 +z) = (—1)* sin z € [~1, 1], para todo = € R.

Todas as fungoes vistas até aqui, exceto a ultima, sdo funcoes crescentes. A andlise para
as funcoes decrescentes é totalmente analoga, tomando o cuidado de ordenar corretamente
os extremos. Por exemplo, se z aumenta de X para X, os valores de exp(—x) diminuem

de exp(—X) para exp(—X). Desta forma,
exp(—X) = [exp(—X),exp(—X)],

como mostra-nos o Grafico 3.6.

3.4 Extensoes intervalares de funcoes reais

Na ultima secao, nés definimos algumas fungoes a valores intervalares, que denominamos
de func¢des intervalares. Nossa estratégia foi determinar a imagem direta de um intervalo
por uma funcao real.

Nesta secao, formalizaremos o procedimento que utilizamos no item 3.1, que foi substi-
tuir diretamente as operacoes ordindrias constantes na definicao da fungédo a valores reais,

que adotamos como férmula, pelas operagoes intervalares correspondentes.
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flx)

fix) = exp(-x)

X X x

Figura 3.6: A imagem de um intervalo X sob a Funcao Exponencial decrescente f(z).

3.4.1 Formulas e extensoes intervalares

Inicialmente, consideramos um exemplo, que servird de ilustragao, que é um caso particular
do exemplo 3.6, para ¢ = —1 e k = 1. Seja f a funcao real de varidvel real definida por
flz)=1—=x.

Observemos que uma funcao real é definida por dois ingredientes, que sao
1. Um dominio sobre o qual a funcao age;
2. Uma regra que mostra como os elementos do dominio sdo modificados pela fungao.

Ambos os ingredientes estao presentes na funcao acima. No caso, o dominio de f é o
conjunto dos nimeros reais e a regra é dada por x — 1 — .

Isoladamente, a expressao
fl@)=1-= (3.2)

¢ uma formula, nao uma funcao. Em geral, esta distingao tem sido ignorada. Por exemplo,
na maioria dos livros de Matemética Elementar quando diz que f(z) = x—1 é uma funcao,
entende-se que o dominio dela é o maior dominio possivel, de acordo com as operagoes
envolvidas na sua regra. Logo, para nossos interesses o dominio da funcao é tao essencial
quanto a férmula f(x).

Para a funcdo f(z) = 1 — x, usando o procedimento delineado no inicio desta secao,
obtemos a fungao F' a valores intervalares dada por F(X) = 1 — X, para todo intervalo
X = [X,X]. A fungdo F é dita uma extensio da func¢do f. O termo extensdo de f faz

sentido uma vez que, usando a identificagdo = = [z, z|, tem-se que, para cada = € R,

F(z,z])) =[1,1] = [z,z] =1 —x,1 —z]| =1 — 2z = f(x).
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Isso motiva a seguinte

Definigao 3.9. Dada f uma funcao real, dizemos que F' é uma extensao intervalar de f,

se, para todo x no dominio de f, tem-se que F([z,z]) = f(x).

Comparando F(X) com a imagem direta de X por f, observamos que
FOX) = [1,1] - [X,X] = [1 - X,1- X] = —X + 1= f(X).

E entao, como ja sabemos do Exemplo 3.6, temos que F' é a extensao unida de f. Infeliz-
mente, em geral, a situacao nao ¢é tao simples, como veremos abaixo.

Sejam f e g duas fungdes reais tais que f = g num intervalo X C R, isto é, f(x) = g(x),
para todo x € X. Sendo assim, dadas F' e GG extensoOes intervalares, respectivamente, de
f e g no intervalo X, pergunta-se: F'(X) = G(X)? Vamos responder esta questao. Para
tanto, consideremos as funcdes reais f e g definidas por f(z) =z (1 — z) e g(x) = x — 22,
para todo x € R. Claramente, na aritmética ordinaria, f = g em R. E também, para cada
intervalo X C R, temos que f(X) = g(X).

Consideremos as fungoes a valores intervalares definidas por F(X) = X - (1 — X) e
G(X) = X —X?2. Estas funcdes sio extensoes intervalares 6bvias de f e g, respectivamente.
Simplesmente, substituimos diretamente as operagoes ordindrias pelas operacoes interva-
lares correspondentes. Vejamos como estas extensoes funcionam. Para cada intervalo X,

por um lado,

F(X) = X-(1-X)

onde S ={X(1-X),X(1-X),X(1-X),X(1-X)}. Por outro lado,

G(X) = X-X?

(X% X7, se X >0
= X, X]-< [X,X?, se X <0
[O,max{&Q,YQ}], se X<0<X
X -X°, X - X7, se X >0
- { x-x2X-X7, se X <0
X, X — max{X2, X}, se X<0<X.

Disto, segue-se que, para X = [0, 1], temos

F([07 1]) = [0, 1] # [_17 1] = G([07 1])7
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ja que S ={0,1}. Além disso, F'([0,1]) e G(]0,1]) s@o distintos de f([0,1]), que é igual a
1
0,-1.
o)
As extensoes intervalares acima para f e g, mostra-nos que, em geral, a resposta a
pergunta que fizemos é negativa.

Verifica-se que a extensao unida da fungao original f decorre de uma terceira férmula

1 1
equivalente, que é dada por h(z) = - — (x - ) . E entao, denotando sua extensao

4 2
- 1]

11 117y’
4’ 4 2’9

11 I 1 1712
- |- XxX—-X-=
1) |x-3%-3)

intervalar 6bvia por H, obtemos

—

~

I 1\? /— 1\2 1
X - = X - = X >
(x-3) (x-3) ] o Xz
11 [/ 1\2 1\2 1
= R -5 [ U4 S ) Si
il [(g) (x3) ] o Xs;
0 X 12 X 12 X<1<Y
_,max X=5) 5 , se 5
r 2 2
4 2) 74 2 2
(1 N?1 /— 1\? 1
= - — - P <7
(s () e wey
(1 N /—— 1\ 1 1 —
_4—maX{<X—2>,<X—2> },4:|, se X<§<X
_ 1
X(1-X),X(1-X)], se XZ%
-] X(1-X),X(1-X), se X<
_ _ 1 1
[min{X(l—X),X(l—X)},4], se X<§<X

E isso é precisamente f(X). Em particular,

1 1\? 1\%) 1
H(0,1]) = |-- —2)(1-2) %=
0.0 = [f-wa{(0-3) (1) J
1

= 10,-].

o)
Exemplo 3.10. Sejam A; = [0,1], Ay = [1,2] e A3 = [—2,1]. Calculemos os valores das
A A
expressoes F' = (A; — Ag) - A—g e G = (Al — 1) - A3. Do ponto de vista da aritmética

2 2

ordindria, as duas expressoes sao iguais, desde que a divisao faca sentido. Pela Proposicao

2.11, nés antecipamos que a distributividade nao é vélida, desde que dentro dos parénteses

os termos tém sinais opostos. Passemos aos cdlculos das expressoes intervalares.
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_ [_27 1]
Fo= ([0,1] - [1,2])- 1.2
= (0,1] + [-2,~1]) - <[—2,1]- [;1})
= [_270] : [_27 1]
= [_274]
[0,1]
¢ = (ffg-1) 21
= <[0, 1] [;,1] — [1,1]) [-2,1]
= ([0,1] —[1,1]) - [-2,1]
= [_170] ’ [_27 1]
= [-1,2]

Os calculos mostra-nos que F' # G. Com maior razao, G C F'.

3.4.2 Extensoes intervalares de fungoes multivariaveis

Até o momento, limitamo-nos as fungoes intervalares de uma varidvel intervalar. Mas, ndo

h& razao para evitarmos fungoes de varias varidveis intervalares, que sao fungoes da forma
F:F(X17"'aXn)a

que, no caso, dependem de n varidveis intervalares X1, Xo, ..., X,. Analogamente, como

fizemos no caso de uma variavel intervalar, podemos definir

Definigcao 3.11. Seja f uma fungao real de n variaveis reais. Uma extensdo intervalar de

f é uma funcao F' a valores intervalares de n varidveis intervalares X1, Xo, ..., X, tal que

F([x1, x1], [x2, 22, - -, [Tny n]) = f(x1, 22, ..., 20).

Um exemplo importante é o das operagoes intervalares. Neste caso, cada operacao in-
tervalar é um exemplo de uma funcao a valores intervalares de duas variaveis intervalares.
De fato, cada uma das operacoes intervalares é uma extensao intervalar da operagao or-
dindria correspondente. Usando a notacao ®, que representa qualquer uma das operagoes

intervalares, definimos a fungao intervalar correspondente por
OX,)Y)=XoY={z0y:zeX, yeY},

para todos os intervalos X e Y.
Com maior razao, as operagoes intervalares sao extensoes unidas das operagoes or-

dinarias correspondentes.
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3.4.3 A propriedade de subconjunto da extensao unida

Seja g : M; — Mos. E imediato da definicao de extensao unida, que a extensao unida de
g satisfaz a propriedade de subconjunto, isto é, para todos X, Y € S(M;) tais que X C Y
tem-se que

g(Xx) Cg(y).

Adiante, retornaremos a esta propriedade.

3.4.4 Inclusao isotonica

Definigao 3.12. Diz-se que uma funcao F' a valores intervalares de n variaveis intervalares
é uma inclusdo isotonica se para todos X = (X1, Xo,..., X,) e Y = (Y1,Ys,...,Y,) tais

que X CY, tem-se que
F(X1,X5,...,X,) CF(Y1,Y2,...,Y,).

A Subsecao 3.4.3 mostra-nos que toda extensdo unida que satisfaz a propriedade de
subconjunto é uma inclusao isotonica. Em particular, como ja mencionamos na segao 2.2,
temos que as operagoes intervalares sao inclusoes isotonicas, isto é, para todos (X1, X2) C
(Y1,Y2), tem-se que

X10X2CY10Ys.

3.5 Funcoes intervalares racionais

Definicao 3.13. Uma fungdo intervalar racional é uma funcao a valores intervalares cujos

valores estao definidos por uma sequéncia finita de operagoes intervalares.

Exemplo 3.14. Considere a funcao a valores intervalares de duas varidveis intervalares
dada por
F(X1,X5)=([1,2]- X1 +[0,1]) - Xo.

Observemos que F' pode ser escrita como F(X1, Xo) = To(X1, X2)- X2, onde Th = T1+[0, 1]

e T1(X1,X2) =[1,2] - X;. E assim, F' é uma extensao intervalar racional.

Pela natureza da definicao, uma extensao intervalar racional surge como uma extensao
intervalar de alguma funcao a valores reais. No Exemplo 3.14, a funcao F' é uma extensao

intervalar da funcao a valores reais de duas variaveis reais da forma

f(z1,22) = (c1 21 + ¢2) 22,

onde ¢ e ¢g sao constantes reais, como é facil ver, substituindo diretamente as operagoes

ordindrias pelas operacoes intervalares correspondentes.
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Do comentario acima, concluimos que a funcao intervalar dada por

1

F(X) =m(X) + 5 (X —m(X))

nao é uma funcao intervalar racional, ja que a funcao

_X+X
2

m(X)
nao é uma operacao intervalar.
Lema 3.15. Todas as fungoes intervalares racionais sdo inclusdes isotéonicas.

Demonstragao. Seja F' uma fungao intervalar racional. Sendo assim, os valores de F' sao
obtidos por uma sequéncia finita de operagoes intervalares. Como uma sequéncia finita
de operagoes intervalares é uma inclusao isotdnica, ver Segao 2.2, temos que as funcoes

intervalares racionais sao inclusoes isotonicas. OJ
Exemplo 3.16. Mostraremos, por um contraexemplo, que a funcao intervalar
1
P(X) = m(X) + 5(X = m(X))

nao é inclusao isotonica. Sendo assim, pelo lema acima, ela nao é uma fungao intervalar
racional, como haviamos observado antes. Inicialmente, é facil ver que, dado um intervalo
X,

C[B3X+X 3X+X
B 4 7 4]
Sendo assim, dados X e Y intervalos tais que X C Y, para que F'(X) C F(Y) é necessério

F(X)

que
3Y +Y <3X+X<3X+X<3Y+Y.

Desta forma, se alguma destas desigualdades nao é verificada, entdo a inclusao F(X) C

F(Y) nao ocorre. Por exemplo, para X = [-1,0] e Y = [—1, 1], temos que X C Y, mas

P10 = | -3 -4] e rn = |- 5],

1 . .
ja que ~1 < —5 Disto, segue-se que F' nao é uma inclusao isotonica.

3.6 O Teorema Fundamental da Analise Intervalar

Agora, estamos prontos para enunciar e demonstrar um teorema central.

Teorema 3.17 (Teorema Fundamental da Andlise Intervalar). Se F' é uma extensdo

intervalar de f, entdo F é uma inclusdo isotonica. Assim,
f( X1, Xo,..., X)) C F(Xq, Xo, ..., Xp),

para todo vetor intervalar n-dimensional (X1, X, ..., X,).
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Demonstracao. Por definicao de extensao intervalar, temos que
flx, e, .. xp) = Fx1,29,...,20),
para todo x; € X;, para ¢ =1,2,...,n. Isto significa que
flz1,z0,. .. 2n) € F(X1, Xo,..., X,),
para cada n-tpla intervalar (z1,z2,...,2,). Como F é uma inclusao isotonica, temos que

f(X17X27-~'7X’/L) - U {f(xbe?"'uxn)} g F(X17X27"'7XTZ)7
zeX

onde = (x1,x9,...,2,) ¢ X = (X1, Xo,..., Xp), O

Até aqui, vimos que, para cada funcdo real f, obtemos uma extensdo intervalar subs-
tituindo diretamente as operagdes ordindrias constantes na férmula f(z) pelas operagoes
intervalares correspondentes. Uma extensao intervalar F', resultante deste procedimento,
¢é dita uma extensdo intervalar natural de f. O mesmo procedimento pode ser utilizado
para fungOes intervalares de vérias varidveis intervalares. Como observamos acima, deve-

mos manter em mente que

duas expressoes racionais que sdo equivalentes na aritmética ordindria podem

ndo ser equivalentes na aritmética intervalar.

Todavia, para fungoes intervalares racionais, que ja mostramos que sao inclusoes isotonicas,

temos o seguinte corolario do Teorema 3.17.

Corolario 3.18. Se F' € uma extensdo intervalar racional de f, entdo
f( X1, Xo,..., X)) C F(Xq, Xo, ..., Xp),
para todo vetor intervalar n-dimensional (X1, Xa, ..., X,).

O corolario mostra-nos que o valor intervalar de uma extensao natural de uma dada

fungao real contém a sua imagem correspondente.
Exemplo 3.19. Considere o polinémio
1 3
p(x) = 1—51’+§I’ .

Suponha que desejamos conhecer a faixa de valores para p(x), quando 2 < z < 3. Sendo

assim, uma extensao natural de p é

1
P(X)=1-5X+3X X X
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Desta forma, pelo coroldrio acima, os valores de p no intervalo [2,3] estdao contidos no

intervalo

3

Uma outra extensao natural de p pode ser obtida reescrevendo p como

q(x):l—x<5—;x2).

Segue-se que uma extensao natural de p é dada por

P(2.3) =1-5[2,3]+ é 8,27] = [_?’40}

Q(X)—l—X—<5—;X-X>.

;- (2l

= 1-[2,3]-|5— [

(-8
- v e 5-4)

Sendo assim, p([2, 3]) esta contida em

Q(2.3) = 1-[2.3-

[SVRIEN
w
"
v

11
= 1-[2,3-(2,—
23]
= 1—[4,11]
= 1+4[-11,-4]
= [-10,-3].

Este intervalo mais estreito nos d4 uma melhor estimativa para a faixa desejada de valores
de p(x).
Usando o célculo ordinario, podemos calcular a imagem direta de [2, 3] através de p,

que é dada por
L 3
p(z) = 1—5l‘+§£ﬂ .

Inicialmente, estudemos o sinal da primeira derivada. Vejamos, como p'(z) = 22 — 5,

segue-se que
1. Os pontos criticos de p sao +v/5;
2. p cresce em (—oo, —/5] e em [v/5, +00);

3. p decresce em [—/5, +/5].
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Figura 3.7: O gréfico mostra os pontos de inflexao da p(x)

‘ p =(v5,-10/3V5 +1)
Figura 3.8: A imagem da Funcao polinomial p(x) sob um intervalo A = [2, 3]

Como a f é continua e o ponto critico —v/5 ¢ [2,3], temos trés resultados possiveis

para minimo e méximo, ou sdo os extremos ou o ponto critico v/5. E o que veremos agora:

1
p(2) = 1—5-2+§-23
- 1-1041 .8

B 3

8

= 1-10+ -

t3

19
3
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p(V5) = 1-5v5+ (V5
= 1—5\/S+§\/5

= 1—5f+5\[

3—15v5 + 5f
3
105

- VB
>+

Sendo assim, v/5 é o ponto de minimo de p em [2, 3].
Apbés calcularmos o minimo de p em [2,3], vamos calcular o maximo. Levando em
consideracio que p cresce a partir da /5, temos que o intervalo atinge o maximo em 3,

COmMo veremaos:

p3) = 1-5- 3+§ 27
= 1-15+09
= 5.

Assim sendo, usando a aritmética ordindria, constatamos que

—10v5
3

p([2,3]) = [ + 1,—5] .

Prestemos atengao como foi laborioso chegarmos a imagem precisa de p em [2,3]. Isso
mostra-nos a utilidade da andlise intervalar para determinarmos intervalos que contenham

a imagem direta de uma funcao real, apenas calculando uma expressao intervalar.

Mediante as discussoes tecidas até aqui, ficou notério que as formas aninhadas dos
polinémios

A0+X-(A1+X-(A2+...+X'(An)...)

normalmente produz resultados melhores, e nunca piores, do que aqueles relativos a forma
A+ A1 X+ A X - X+...+4,X-...- X.

Esta afirmacao é vélida pela Proposicao 2.8.

Acontece que qualquer extensao natural de uma funcao racional na qual cada varidvel
ocorra apenas uma vez, caso exista, e apenas a primeira poténcia ¢ suficiente para calcular
o intervalo exato dos valores, desde que nao haja divisao por um intervalo contendo zero,

conforme o exemplo da func¢do dada por f(z) =1 — x.

Exemplo 3.20. Vamos encontrar f([0,3]), para f(z) = $2°—2z. Inicialmente, estudemos

o sinal de f’. Como f'(x) = 2% — 2, temos que



CAPITULO 3. AS FUNCOES INTERVALARES o1

1. Os pontos criticos de f sdo +v/2;
2. f cresce em (—00, —v/2] e em [v/2, +00);
3. f decresce em [—/2,v/2].

Estas informacoes leva-nos a concluir que os pontos de minimo e de maximo de f em

[0, 3] sao V2 e 3, respectivamente. Pois em 0, o ponto minimo seria o préprio 0, dessa
42 3]

forma, temos f([0,3]) = [ 3

1
Pela aritmética ordindria, considerando g(x) = x (3 z? — 2>, temos que f(z) = g(z),

para todo = € R.

1
Agora, considerando a extensao natural de f dada por F(X) = 3 X - X-X-2X,
calculemos F'([0, 3]). Efetuando os célculos, chegamos a
1
1
= g [Oa 27] - [076]
= [0,9] 4 [-6,0]
= [_67 9}

O que mostra que f(X) estd contido em F(X), mas f(X) # F(X). Usando a férmula

equivalente g(z), obtemos uma nova extensao natural de f dada por
1
GX)=X- (3X-X—2>.

Calculemos G(]0, 3]).

¢(0.3) = [0.3]- (; 0.3 0.3 - 2)
~ 10,3 (; 0, 9] —2)
= [073] : ([073] - 2)
= [033] : [_27 1]
— [-6,3

Pela propriedade da subdistributividade temos que G([0,3]) C F([0, 3]), uma vez que
a forma aninhada produz resultados melhores do que na forma de soma de poténcias.
Sob o holofote do corolario do Teorema Fundamental da Anélise Intervalar, concluimos
que
f(10,3]) € G([0,3]) < F([0,3]).

Observacgao 3.21. Suponhamos que F’ seja uma extensao natural de uma funcao racional

real f, digamos, f = %, onde g e h s@o polindmios. Sabemos que na definicdo de fungao
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racional real, exige-se que o denominador nao se anule no dominio da fungdo. Os pontos
do dominio de f em que h se anula sdo denominados de polos de f. Consideremos G e H
extensoes naturais de g e h, respectivamente. Seja Xy um intervalo tal que 0 ¢ H(Xy).

Como F' é uma extensao racional de f, para cada x € X, temos que

F(Xo) < f(z) < F(Xo).

E assim, f(z) ndo tem polos em Xy, ja que 0 ¢ H(Xy). E entdo, nenhuma divisao por um
intervalo contendo 0 ocorrerd para F(X), para todo X C Xjy. Do fato de que F' é uma

inclusdo isotonica, segue-se que F'(X) estd bem definido, para todo X C Xj.

Na Subsegao 3.3.1, usamos a monotonicidade para calcular as imagens dos intervalos
X para certas fungoes simples. Vimos exemplos de que, para cada intervalo X, se f é

crescente, entao

E também, se f é decrescente, entao

F(X) = [f(X), F(X)] .

Na pratica, muitos desses célculos sao inacessiveis, porque os extremos requeridos nao
podem ser calculados exatamente. No entanto, com o uso de maquina de calculo, podemos
determinar uma aproximagao dos extremos tao boa que inclua o erro de aproximagao. E
entao, obtemos intervalos que contém os valores exatos das imagens de uma dada funcao.
Isso é feito, por exemplo, usando um pacote de software como o INTLAB. Sendo assim,
podemos realizar estes calculos através de dispositivos eletronicos tais como: computador,

laptop e tablet.



cAPITULO 4

A Aritmética intervalar na sala de aula

Neste capitulo, vamos apresentar algumas possibilidades de aplicagao e/ou exploragao da
aritmética intervalar na sala de aula fazendo uma articulacao entre as Unidades Tematicas,

que sao numeros, algebra, grandezas e medidas e geometria.

4.1 A BNCC e o estudo do intervalo

O que a BNCC (Base Nacional Comum Curricular) aborda sobre aritmética intervalar?
Essa pergunta serd respondida ao longo dessa secao.

A Base Nacional Comum Curricular é

um documento de carater normativo que define o conjunto organico e pro-
gressivo de aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao
longo das etapas e modalidades da Educacao Bésica, de modo a que tenham
assegurados seus direitos de aprendizagem e desenvolvimento em conformidade
com o que preceitua o Plano Nacional de Educacao (PNE). BRASIL, BNCC:
2017. p. 7.

Como estamos aqui tratando da Educagao Basica, e dentro desta, analisando o 9° ano do
Ensino Fundamental - Anos finais, vamos nos deter a perscrutar a BNCC apenas nesse
ano. Assim sendo, ao iniciarmos a andlise dos objetos de conhecimentos propostos para
esse ano, os quais abrem varias possibilidades de explorarmos os conceitos de aritmética
intervalar, visto que os alunos jé estao intelectualmente mais preparados para compreender
conceitos com niveis de abstracao mais elevada.

Outro fato que concorre para a implementacao dessa abordagem no ano em tela é

a disposicao dos objetos de conhecimento, onde tomando a unidade tematica Numeros

93
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para andlise encontramos o objeto de conhecimento “Necessidade dos niimeros reais para
medir qualquer segmento da reta” (BNCC: 2017. p. 314). Temos ainda, dentro da uni-
dade tematica Algebra, cujo objeto de conhecimento: “Funcoes: representacoes numérica,
algébrica e grafica” (BNCC: 2017. p. 314). Esses objetos citados servirao de importantes
ganchos para implementarmos a nossa proposta.

Considerando que a BNCC delineia os contetdidos minimos necessédrios para a imple-
mentagao de uma educacao de qualidade, sabemos que é o curriculo que tratarda das
condicoes ambientais, fisicas, estruturais e pedagdgicas, bem como, os caminhos que serao
trilhados pela Escola para o sujeito se apropriar desses conhecimentos que a BNCC traz no
seu bojo. Mediante isso ¢é salutar falarmos um pouco sobre curriculo, a fim de alinharmos

algumas concepgoes. Assim sendo,

“O curriculo escolar abrange as experiéncias de aprendizagens implementadas
pelas instituigoes escolares e que deverao ser vivenciadas pelos estudantes. Nele
estao contidos os conteidos que deverao ser abordados no processo de ensino-

aprendizagem e a metodologia utilizada para os diferentes niveis de ensino”.

(OLIVEIRA, pég. 1).

Em cada escola, o curriculo ganha uma identidade prépria. Visto que, para cada uni-
dade de ensino onde essas atividades propostas forem aplicadas, levard em consideracao
a realidade da mesma. A BNCC estabelece a igualdade no tocante as aprendizagens es-
senciais para todos os estudantes, bem como para o ingresso e permanéncia desses alunos
na Educagao Bésica, e foca a equidade ao reconhecer as diferentes necessidades dos estu-
dantes. Sabemos ainda que é o curriculo escolar quem vai dar conta de prover os meios
necessarios para que todos os alunos tenham o mesmo direito de aprender. Assim sendo
a equidade sera promovida no curriculo.

E nesse contexto que vamos inserir os conceitos de aritmética intervalar no sentido de
oferecer aos alunos uma aprendizagem mais significativa. Por fim, vimos que a BNCC
nao traz o tema aritmética intervalar - como era de se esperar - porém, traz importantes
brechas para a sua insercéao e discussdo. O que propomos neste trabalho é, a partir
do que ja temos delineado na BNCC, suscitar formas de insercao desses conceitos nos
objetos de conhecimento a serem explorados. Com isso, esperamos que os alunos possam
operacionalizar com segmentos de reta se utilizando das operacoes intervalares e para isso,
facam as ligagbes necessarias entre os segmentos de reta e os intervalos correspondentes.
Esperamos também que esses mesmos alunos adquiram habilidades para, a partir de uma
f real, encontrar uma das suas respectivas extensoes naturais F', e calcular a F'(X).

Toda discussao deixa claro que existe a viabilidade pedagdgica seja no campo concei-
tual, procedimental ou atitudinal. E, por assim ser verdade, vamos apresentar algumas

aplicagoes no 9° ano, do Ensino Fundamental - Anos finais.
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4.2 Da teoria a pratica

Nesta secao serao delineadas algumas propostas para possiveis aplicagoes de alguns con-
ceitos da aritmética intervalar no iltimo ano do Ensino Fundamental - Anos finais.

Considerando a reta real como o ingrediente principal e, assim sendo, nosso ponto de
partida, analisaremos segmentos da mesma, momento em que, oportunamente, lancaremos
mao de algumas abordagens elencadas aqui neste trabalho, a saber, conceitos da aritmética
intervalar.

Analisando a BNCC [2], vimos a Unidade Temética Numeros, a qual traz no seu bojo
o objeto de conhecimento: necessidade dos numeros reais para medir qualquer segmento
da reta, campo fértil para discorrermos sobre nossas abordagens intervalares. E oportuno
aqui descrevermos o procedimento utilizado para medir um segmento qualquer na reta
real.

Seja r uma reta, na qual denotamos a coordenada 0, onde serd a origem, e lhe
atribuimos o ponto O. Considerando a unidade como a distancia entre 0 e 1, temos
que, cada numero real x, é representado pelo ponto que estda a x unidades a direita da
origem. E cada numero real —x é representado pelo ponto que estd x unidades a esquerda
da origem. Como os reais é um corpo ordenado, temos que, ao tomarmos a e b € R, tendo
a a esquerda de b, entao podemos afirmar que a < b.

De agora em diante, levamos em consideragao que o segmento que estamos tratando é
orientado, e terd a mesma orientacao que o intervalo fechado.

Como existe uma relagao biunivoca entre o conjunto R e a reta, entao traduziremos os
pontos que determinam um segmento como os reais dos extremos de um dado intervalo.

Como veremos adiante no diagrama:

\ 2] J
Y 0 1 T
P | } L R
S 0] A P

d(S, P)

Figura 4.1: Medindo um segmento de reta
Usando a férmula de comprimento de um intervalo, temos
(S, P) =w(ly,z]) =z —y

Exemplo 4.1. Seja X = [—1,1] C R, entado temos que o comprimento desse intervalo é
w[—1,1] =2
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Com isso, tornou-se perceptivel que podemos associar pontos da reta como niimeros re-
ais e vice-versa. Dessa forma, tomando um segmento qualquer, podemos utilizar aritmética
intervalar para procedermos aos calculos de forma rapida e segura, com as suas operagoes
bésicas, observando as suas peculiaridades, é claro.

Analisando a Figura 4.1, vimos que os segmentos de reta conservam as mesmas carac-
teristicas que os intervalos reais, uma vez que, para efeito de calculos, poderemos realiza-los
na arena da aritmética intervalar e depois retornarmos com os resultados na forma de seg-
mento que nao alterard a estrutura deste, antes, porém, contribuird para dinamizar o
processo na realizagdo das contas. Portanto, para cada intervalo real, faremos a leitura
como um segmento e para cada segmento calculamos como intervalo real, visto que eles

sao correspondentes.

4.2.1 Numeros

Iniciaremos a abordagem do conteido analisando intervalos reais como segmentos de reta.

Como antes, adotamos a seguinte notacao para o intervalo X

X =[X,X],onde X <z < X.

A partir de agora, vamos fazer importantes conexoes entre aritmética e geometria. Nesse
momento, faremos uma representacao de um mesmo intervalo nas formas numérica e em

diagrama - utilizando a reta real como suporte.

X =[-1,3]

[
Il 'L
|
>
I <
w g

Como podemos perceber, o intervalo X é correspondente ao segmento AB. Conser-
vando a mesma estrutura quanto a sua dimensao, e orientagao, ou seja, deslocando-se da
esquerda para a direita, 4 unidades de comprimento.

Seguiremos durante todo o percurso do nosso trabalho obedecendo essa mesma dinamica,
apresentando sempre resultados em numeros e diagramas, e estes, por sua vez, nos reme-
tendo aos segmentos de reta. Neste interim, teremos a oportunidade de vislumbrar as
operagoes intervalares sendo mostradas através de intervalos na reta real.

Dando continuidade, vamos tomar intervalos X, Y e Z quaisquer na reta real e vere-
mos o que acontece ao introduzirmos calculos de conjuntos: intersecdo, uniao e fecho de

intervalo.

Exemplo 4.2. Seja X = [2,5], Y = [4,6] e Z = [-3,0], temos: Pela Defini¢ao 1.1, a
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Figura 4.2: Intersecao de Intervalos na reta real

intersecao de intervalos acontece quando temos elementos, neste caso, nimeros reais, que
pertencem a todos intervalos envolvidos ao mesmo tempo.

Observando a Figura 4.2, vimos claramente que,
XNY = [max{X,Y}, min{X,Y}] = [4,5],
ou seja, esse novo intervalo compreende todos os niimeros reais que vai do 4 ao 5. Enquanto,
Xnz=10,

ou seja, nao existem numeros reais que pertencam a X e a Z simultaneamente. Por isso
que a intersecao entre esses dois conjuntos é vazia. O mesmo vale para a intersecao entre
os conjuntos Y e Z, que também ¢é vazia.

Agora, vamos tomar dois conjuntos X e Y e, ao analisar a Figura 4.2, calcularmos a

uniao entre esses conjuntos. constatamos que
X UY = [min{X, Y}, max{X,V}] = [2,6].

Através da Figura 4.2 é facil ver que, de fato, a unido de X e Y formam um intervalo.

Agora veremos o que acontece com X U Z, o que resultard em dois intervalos, a saber,
XUZ=[-3,0]U[25],

o que dificultaria sobremaneira para a efetivacao de cdlculos com intervalos. Agora, pois,
o fecho intervalar
XUZ = [min{X, Z}, max{X, Z}] = [-3,5]

sempre forma um tnico intervalo, viabilizando assim a realizacao de diversos cédlculos com

a aritmética intervalar.

Nesse momento, é oportuno explicarmos para os alunos a sutil diferenca entre uniao e

fecho intervalar.
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Como vimos, a unido entre dois intervalos nem sempre forma um intervalo, o fecho
intervalar, no entanto, sempre forma um intervalo. Frise-se ainda que as informagcoes
perdidas nao representa muito na aritmética intervalar.

Apds discutirmos as operagoes de interse¢ao, uniao e fecho intervalar, vamos mostrar o
que acontece, na reta real, quando incluimos as operagoes intervalares: adigao, subtracao,
multiplicacao e divisao.

Para adicionarmos intervalos, basta somar os seus extremos correspondentes e teremos

a soma, veja:

Exemplo 4.3. Seja X = [—4,1] e Y = [—1, 4], vamos mostrar que o resultado dessa adigao
intervalar resulta um novo intervalo e, portanto, o subconjunto do Intervalo Fechado é

fechado na soma.

X+Y = [X+Y,X+Y] (4.1)
= [-4+4(-1),1+4]
= [-5,5]

Agora veremos Commo se Comporta essa soma na reta real.

—4 X 1
: ! w(X) = 5 unidades.
Y
1 : w(Y) = 5 unidades.
-1 4
X+Y
1 + : w(X +Y) = 10 unidades.
-5 0 )

Figura 4.3: Soma de Intervalos na reta real

E importante mostrarmos aos alunos a praticidade na soma de intervalos, pois, com
muita facilidade, evidenciamos que os resultados das operacoes intervalares sao fechados
no conjunto dos intervalos fechados.

A diferenca de intervalos segue os mesmos parametros da soma, porém somamos o
primeiro intervalo com o oposto do segundo.

E sempre oportuno darmos exemplos para melhor fixacao e compreensao do tema ora
abordado.

Exemplo 4.4. Seja X = [-4,1] e Y = [—1,4], vamos mostrar que o resultado dessa
subtracao, gera um novo intervalo, e este é retratado na sua representacao grafica. Como

—X nao é um inverso aditivo de X no sistema de intervalos, por nao ser um intervalo
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degenerado, entao o nosso resultado NAO serd 0 como poderiamos deduzir. Temos que
-Y =[-4,1]

X-V,X-Y] (4.2)

Agora veremos na Figura 4.4 como se comporta a subtracao na reta real.

—4 X 1
1 : w(X) =5 unid.
Y
1 w(Y') = 5 unid.
-1 4
X-Y .
1 1 — w(X —Y) =10 unid.
-8 0 2

Figura 4.4: Subtragao de Intervalos na reta real

A multiplicacdo de intervalos numa reta se dard da seguinte forma: Sejam X e Y

intervalos reais, temos
X .Y = [min S, max S], onde S = {XY, XY, XY XY}
Assim sendo, veremos um exemplo abaixo:

Exemplo 4.5. Seja X = [-2,1] e Y = [3, 4], multiplicaremos, conforme teoria acima, os

intervalos dados.

XY = [minS, maxS], ondeS = {-8,—6,3,4} (4.3)
= [-8,4]

Agora veremos na Figura 4.5 como se comporta a multiplicagdo na reta real.

X Y
-9 1 3 4
Xy
-8 0 4

Figura 4.5: Multiplicagcdo de Intervalos na reta real
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Na aritmética ordindria, a divisao é a operagao inversa da multiplicacao para nimeros
diferentes de zero, porém a divisdo intervalar, como ja vimos, ndo é a operagado inversa
da multiplicacao intervalar. Mas, continuamos a nao admitir divisdo por zero. Por isso,
o intervalo no denominador néao pode conter o zero. Por definicao, temos que, dados os

intervalos reais X e Y, com 0 ¢ Y,

X 1 1 11
2 _x.= — == =
v v onde v [Y’ Y}
Exemplo 4.6. Seja X = [-2,1] e Y = [3,4], dividiremos, conforme teoria acima, os
intervalos dados.
X 1 1 11
i — =3,z 44
Y y ondey [4’3] (44)
11
= [=2.1]-|=. =
=2,1] [4’3]

= [min S, max S], onde S = {—

- b

Agora veremos na Figura 4.6 como se comporta a divisdo na reta real.

Wl N
|

N | =
W~ =
W =

H,_/

Figura 4.6: Divisao de Intervalos na reta real

Toda essa abordagem vista até aqui, envolve apenas vetores unidimensionais na reta
real, determinando assim segmentos de reta.

Apos estudo realizado no Capitulo 2, vimos que a maioria das propriedades na aritmética
intervalar concorda com as propriedades da aritmética comum. Ja sabemos que o resul-
tado obtido em intervalo, simplesmente é lido como segmento de reta. Assim sendo, para
a aplicagao dessas propriedades na aritmética intervalar, basta mudarmos a representacao,

ao invés de intervalo, segmento, conforme a Figura 4.7.

Exemplo 4.7. Seja X =[2,4] e Y = [1,5], se nds comutarmos os intervalos, o resultado
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nao se alterara.

X+Y = [2,4+]1,5]
= [37 9],
Por outro lado,
Y+X = [1,5]+[2,4]
= [14+2,5+4]
= [3,9].

Geometricamente, temos

P X -
2 4
& Y -
1 5
- X+YouY+X ~
3 9

Figura 4.7: Segmento como resultado na comutatividade da soma intervalar

E como proceder com algumas propriedades peculiares, como é o caso da distributivi-
dade?

Neste caso, a aritmética intervalar, em geral, nao herda a distributividade da aritmética
comum, como vimos no Capitulo 2. Mas, existe uma propriedade denominada de subdis-

tributividade que se assemelha a distributividade da aritmética comum.

4.2.2 Algebra

Vamos nos deter na Unidade Tematica Algebra, cujo objeto de conhecimento é “Funcoes:
representacao numérica, algébrica e grafica”’. Dada a introdugao ao contetido de funcoes,
e apOs analisar suas formas de representacao: numérica, algébrica e grafica, onde vamos,
oportunamente, explorar essas relagoes a partir do estudo de funcoes intervalares, e vol-
tamos a salientar, comparando com os resultados obtidos através do estudo das funcoes
reais.

No estudo do grafico de uma funcao, o professor pode explorar o comportamento desse

grafico num determinado intervalo. Podemos plotar o grafico de uma funcao qualquer,



CAPITULO 4. A ARITMETICA INTERVALAR NA SALA DE AULA 62

seja do 1° grau ou do 2° grau, e inquirir o seu comportamento num intervalo dado, se é
crescente ou decrescente; em qual intervalo o grafico toca o eixo x ou o eixo y, por exemplo.

Considerando ainda as fungbes quadraticas, podemos determinar a imagem de uma
fungdo num intervalo dado, e assim os alunos nao vao se limitar em encontrar valores que
zeram a funcao sem fazer as devidas andlises criticas, antes, eles terao oportunidade de
estudar o grafico sob outros olhares, inclusive de intervalos.

Faremos uma proposta de encontrar a imagem de uma fungéo quadratica da forma
convencional, usando a aritmética ordindria e de outra forma, usaremos a aritmética in-

tervalar, para encontrarmos valores bem préximos.

Exemplo 4.8. Dada a funcdo f(z) = 2? + 3z — 18, vamos calcular a sua imagem no
intervalo [—2,3]. Para isso nés vamos encontrar o vértice de f. Como a > 0, entdo a
concavidade da parabola é voltada para cima, logo o ponto minimo da funcao coincidira

com o vértice, vejamos:

= 81
-3
X’U == 7 =-1 5
—81

Agora, calculando f(3), temos:
f(3) = 3*+3-3-18
= 0

Funcao quadratica

—10| i

151 i

—20 1| i

O grafico nos mostra que o intervalo f([—2,3]) = [-20.25,0].

Vamos calcular a F'(X), que é a extensao intervalar natural da f.

F(X) = X-X+3-X—-18
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Calculando F' em X = [—2, 3], obtemos

F([-2,3]) = [-2,3]-[-2,3] +[3,3] - [-2,3] — [18, 18]
= [=6,9] + [—6,9] — [18,18]
= [-12,18] — [18,18]
= [-30,0]

Logo, como era se esperar, f([—2,3]) = [-20.25,0] C [-30,0] = F([-2,3]).
Vejamos outros exemplos de extensao intervalar natural.

Exemplo 4.9. Observando a fungao

flz) =2?,

cuja extensao intervalar é

F(X)=X X

Calculando a imagem direta de [—3, —1] por f, conforme a Figura 4.8, obtemos o intervalo
[1,9]. Agora, calculando o valor da extensao F' no intervalo [—3, —1] obtemos o mesmo
valor da imagem direta do intervalo [—3,—1] por f, que é [1,9]. Isso acontece, uma vez

que [-3,—1] < 0.

X X
-3 -2 -1 90 1 9

X? X‘ 2
i f

Figura 4.8: Imagem da f na reta

Observamos que a func@o f leva o intervalo [—3, —1] em z a outro intervalo [1,9] em

Vimos também que o intervalo X desse exemplo é negativo. Agora veremos o Exemplo
4.10, onde 0 0 € X.

Exemplo 4.10. Veremos a projecao do eixo das abcissas no eixo das ordenadas pela

funcdo f(z) = 2% + 3, no intervalo [—1,2].
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-7 = max{a® + 3,b% + 3}

-+3 R—R
r x— 2 +3
a b
\ , l ] , .
-1 0 é x

Figura 4.9: Imagem da f na ordenada y

Os exemplos 4.9 e 4.10, que acabamos de ver, mostra-nos que, nao importando a
expressao equivalente que temos de uma dada funcdo, e se estamos interessados numa
solucao aproximada do problema relacionado a funcao dada, podemos utilizar os resultados
bésicos da analise intervalar vistos até aqui, para determinarmos boas aproximagcoes dos
resultados exatos. E claro que as funcoes f nos exemplos sao bastante simples, o calculo
diferencial simplificou o procedimento. Mas, se vislumbramos funcées mais complicadas,
e que possam exigir calculos extensos, os resultados vistos fornece-nos um procedimento
mais simples, sem que envolvamos cédlculo diferencial, mas tao somente computacao exata
e simbdlica.

Finalizamos este capitulo na esperanca de que essas discussoes venham contribuir para
aplicagao desses e de outros recursos da aritmética intervalar no 9° Ano do Ensino Fun-

damental - Anos finais.



CAPITULO b

Consideracoes finais

Hodiernamente convivemos com o descrédito da educacdo como um todo, desde a familia
até as entidades governamentais. A matematica, por ser parte importante do componente
curricular, nao fica alheia a este cendrio e com mais um agravante: muitos alunos nao se
afinam com boa parte das metodologias usadas neste campo de conhecimento.

Apés termos abordado diversos objetos de conhecimento voltados para esse compo-
nente curricular que muito contribuiu, e ainda contribui, para o avango de todos os ramos
da ciéncia desde a antiguidade até os dias atuais, é que esperamos ter despertado um
interesse maior no estudo de segmentos reais, seja na reta ou no esboco de graficos. Para
tanto foi mostrado sua eficdcia através de argumentos, proposigoes, exemplos, dentre ou-
tras estratégias para melhor elucidar a tematica em epigrafe.

Mediante o exposto, podemos considerar finalmente que o estudo da aritmética in-
tervalar tem se constituido uma importante abordagem prética para se fazer medicoes
diversas, inclusive explorar segmentos quaisquer e com isso favorecer a melhoria da quali-
dade do ensino-aprendizagem, e dessa forma lapidar a relacao aluno wversus conhecimento

matematico.
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