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Resumo

O presente trabalho trata da aplicagao do Teorema de Sturm para construcao de
uma sequéncia didatica a ser aplicada no terceiro ano do Ensino Médio, visto que
os estudantes sempre questionam o fato dos métodos diretos nao serem aplicados
as equagoes de grau maior ou igual a cinco. Para tal, fizemos um estudo sobre
separacao de raizes de polinomios reais utilizando resultados importantes, como o
Teorema de Rolle, o Teorema de de Gua, o Teorema de Vincent e a regra de sinais
de Descartes. E, como objetivo principal, sera feito um estudo aprofundado sobre o
Teorema de Sturm. Esta abordagem ¢ feita para mostrar que as equacoes de grau
elevado, embora nao tenham férmulas de resolucao, possuem um meio indireto de

contar e separar as raizes reais de uma equacgao algébrica.

Palavras-chave: Separagao de raizes, Teorema de Sturm, Ensino Médio.



Abstract

The present work deals with the application of Sturm‘s theorem to construction
of a didactic sequence to be applied in the third year of High School ,since students
always questions the fact the direct methods are not applied to equations with a
degree greater than or equal to five. For this purpose, we made a study on separa-
tion of real polynomial roots using results from important theorems, such as those
of Rolle, Gua, Vincent and Descartes‘s rule of signs. Moreover, as a main object, a
deeper study of Sturm “s theorem. This approach is to show that high-grade equati-
ons, although they have no solving formulas, they have a different way of counting

and separating the real roots of an algebraic equation.

Key words: Root separation, Sturm'‘s theorem, High School.
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Introducao

Este trabalho pretende ser mais um instrumento de motivagao para os professores
do Ensino Médio, pois tem como finalidade propor uma sequéncia didatica para
aplicacao do Teorema de Sturm, com o objetivo de encontrar a quantidade de raizes
reais de equagoes algébricas (que no nosso contexto significa equagoes polinomiais),
uma vez que os estudantes questionam o fato das equagoes com grau maior ou igual
a cinco nao possuirem métodos diretos de resolucao, isto é, atraves de férmulas.

Baseados no livro de Uspensky [3], datado de 1948, buscamos fundamentar este
trabalho com métodos indiretos para encontrar raizes reais de equagoes polinomiais
sem raizes multiplas. Assim, foi feito no primeiro capitulo desse trabalho um estudo
detalhado sobre separacao de raizes, que nada mais é do que encontrar intervalos que
contenham exatamente uma tnica raiz. E, entao, traremos resultados importantes,
como o Teorema de Rolle, Teorema de de Gua, regra de sinais de Descartes, assim
como o Teorema de Vincent que é uma das formas de separacao.

No segundo capitulo é enunciado, demonstrado e aplicado o Teorema de Sturm,
pois ele consiste em mais um método de separacao de raizes e é o objetivo principal
do trabalho.

Finalmente, no terceiro capitulo, construimos a sequéncia didatica a ser apli-
cada no Ensino Médio, onde primeiro introduzimos a definicao bésica de derivagao,

construimos uma série de Sturm aplicarmos o Teorema. O site
htpp://www.calculadoraonline.com.br/

¢ citado como sugestao para auxiliar os calculos envolvidos. Nessa construcao é
levado em consideracao que os alunos ja possuam o conhecimento de niimeros com-

plexos e polinomios.
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Capitulo 1

Separacao de Raizes

A finalidade deste capitulo é exibir métodos indiretos para calcular aproximagoes
de raizes de equacoes algébricas. Estes métodos consistem em isolar ou separar as
raizes de uma equagao algébrica, isto significa obter intervalos dois a dois disjuntos
que contenham exatamente cada uma das raizes da equacao. No final do capitulo,
descrevemos o método obtido do Teorema de Vincent e da regra de sinais de Des-

cartes.

1.1 O Sinal de um Polinéomio

Seja o polinomio f(z) = cpx™ +c1 2" 1 +...+ch1 T+ ¢, com coeficientes reais,

o que denominamos de polinomio real, em que x assume valores reais.

Proposicao 1.1.1 Dado € > 0, para = suficientemente pequeno, o valor numérico

do polinémio cyx™ +cia™ L + ... 4+ cho_1 @ € menor do que <.

Demonstracao. Considerando |z| = r, temos que

[f@)] < el ™+ el ™+ el r

If(z)] < c(r+ri+.. . +1r"),

onde ¢ é o maior dos numeros |col, |c1], ..., [cn_1]-

Tomando 0 < r < 1, e levando em consideragao a soma de uma progressao

13



CAPITULO 1. SEPARACAO DE RAIZES 14

geométrica, chegamos a
r—pntl

2 n
= < .
r4+r° 4 +r T—r -

cr
E assim, |f(z)]| < .
im, |(2)] < £
Dado ¢ > 0, vemos que a desigualdade < ¢ é satisfeita para r < n < 1.
—r c+e
€
Sendo assim, |f(z)| < ¢, se |z| < . O
c+¢

Proposigao 1.1.2 Se ¢, # 0, o polinomio f(x) = cox"+c1 ™ 4. .. +cp1 T+Cp,

para x suficientemente pequeno, terd o sinal de c,,.

Demonstragao. Como ¢, # 0, podemos escrever
f@)=cp(koa" + k" + . 4 kpax+1),

C; . .

onde k; = —, para i = 0,1,...,n — 1. Agora, para x suficientemente pequeno, a
CTZ

expressao

kox" + k" '+ . 4k,

1
tem valor absoluto menor do que um determinado ntimero, digamos 3 Sendo assim,

1 3
5<I€0[En+kll’n_1+...+kn_1l’+1<5.

Segue-se que, para x suficientemente pequeno, f(x) terd o mesmo sinal de ¢,,. [

Exemplo 1.1.1 Para x suficientemente pequeno, o polinomio —124 2% 4 24 2% — 6

tem sinal negativo e o polinomio 2 2% + 14 x? — 252 + 8 tem sinal positivo.

Proposigao 1.1.3 Se ¢y # 0, o polinomio f(x) = coa™ + cpa™ ™ + ...+ ¢, a™ P,

para x suficientemente pequeno, terd o mesmo sinal de cox™.

Demonstragao. Escrevemos

f@)=coa" (L +kia+kea® + ...+ kyaP),



CAPITULO 1. SEPARACAO DE RAIZES 15

onde k; = 2, para ¢ = 1,2,...,p. Pela proposicao 1.1.2, o polinomio 1 + k; x +
Co
kox? + ...+ k,aP é positivo. Logo, f(z) terd o mesmo sinal de ¢y z". 0

Exemplo 1.1.2 Para x suficientemente pequeno, o polinomio —12 3 + 24 2% — 6w

tem sinal negativo e o polinémio 12 x* — 51 25 4+ 8225 — 4427 tem sinal positivo.

Proposigao 1.1.4 Se ¢y # 0, o polinomio f(z) = cox™ +cia™ ' +.. .+ o1 x+Cp,

para x suficientemente grande, terd o sinal de cox™, que € o termo de maior grau.

Demonstragao. Escrevemos

f@)=ca"(L+ka + ke ?+. . +ka™"),

Ci , .
onde k; = —, parai = 1,2,...,n. Como, para z suficientemente grande,
Co

l+kat+. . . +k,z "

é positivo, temos que f(z) terd o mesmo sinal de cyz™. [l

Exemplo 1.1.3 Para x suficientemente grande, o polinomio —2x* —4 2% — 62 tem

o sinal negativo e o polindmio 8 x% — 4x7 — 3x* tem sinal positivo.

Oportunamente, facamos duas observacoes importantes, que faremos uso mais

adiante, e que decorrem facilmente das proposicoes que acabamos de demonstrar.

Observagao 1.1.1 Seja f(x) = agz™ + ay 2" 1 + ay 2" 2 + ... + a,, um polinémio
real de grau n. Sendo assim, como antes, podemos escrever
a2 Qp,

a
fl@)=apa™ |1+ — + 5+ ~|.
ag T ag T ag T

Desta forma, denotamos o valor de f para x infinitamente grande por f(+00), cujo
sinal € o mesmo de ag. Analogamente, denotemos por f(—oo) o valor de f para x
finitamente pequeno, cujo sinal € o mesmo de ag, sen € par, e contrdrio ao de ag,

sen € impar.
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Observacao 1.1.2 Para x infinitamente grande ou infinitamente pequeno, temos

1 . . .
que — € zero. Mais geralmente, dado um niumero real a, para x infinitamente grande
x
1
a+x

ou infinitamente pequeno, temos que € zero.

1.2 O Teorema do Anulamento e o Teorema do
Valor Intermediario para Polinémios

Para o que se segue, expressamos indistintamente zeros de um polinomio f e

raizes da equagao algébrica correspondente ao polindémio f, ou seja, f(x) = 0.

Teorema 1.2.1 (Anulamento) Seja f um polinomio real. Se para v =a ex =b
0s valores de f(a) e de f(b) tém sinais opostos, entao existe pelo menos uma raiz da

equagao algébrica f(x) =0 no intervalo (a,b).

Demonstragao. Sem restricao de generalidade, podemos supor que a e b sao
nameros inteiros pois, caso contrario, basta considerarmos a mudanca de variavel
r = a+ (b—a)t. De fato, considerando o polinomio real ¢(t) = f(z(t)) tal que
»(0) = f(a) e (1) = f(b), com ¢(0) - ¢(1) = f(a) - f(b) < 0. Desta forma, se ¢
tem uma raiz entre 0 e 1, segue-se que a equagao original, f(z) = 0, tem solugao no
intervalo (a,b). Dessa forma, podemos supor que a e b sdo nimeros inteiros.
Considerando os valores f(a), f(a +1),..., f(b), com, por exemplo, f(a) < 0
e f(b) > 0, existe um maior valor nao-positivo, digamos f(cy), isto é, f(co) < 0
e f(co+1) > 0. No caso em que f(cy) = 0, temos que a equagao f(z) = 0 tem
uma raiz ¢y entre a e b, como queriamos. Caso contrario, dividindo o intervalo de

extremos ¢y e ¢g + 1 em 10 partes iguais, e considerando os valores

f(co), f(co—i—%), f(co—i—%),..., fleco+1)

com f(cg) - feo + 1) < 0, temos que existe um ultimo, digamos f(co + %), com

1
0§C1§9,talquef<co+ﬁ> §Oef<00+cl+ )>0. Sef<c0+c—l> =0,
10 19 10

~ . 1 ,
temos que a equagao f(xr) = 0 tem uma raiz ¢y + 0 entre a e b, como queriamos.

. o . c c+1
Caso contrario, dividindo o intervalo de extremos ¢y + e co+ ! em 10 partes

10 10
iguais, e considerando os valores
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C1 C1 1 Cl+1
f<co+1_o>’f<C°+E+1_o2)"“’f<C°+ 10 )

c ca+1 . 1pe .
com f(co + —1> - f (co + = ) < 0, temos que existe um ultimo, digamos f(co +

10 10
C1 Co C1 Co C1 Cco + 1
E+1_()2)’Ccom2 < ¢ <9, tal que f<CO+E+1_()2> < Oef(cg—i—ﬁ—l— 1026 ) >CO.
Se f 00—1—1—(1)—4—1—(_?2) = 0, temos que a equacao f(x) = 0 tem uma raiz 00—1—1—(1)—1—1—022

entre a e b, como queriamos. Novamente, supondo o contrario, dividindo o intervalo
de extremos

C1 1 Co I C1 n Cco + 1
10 102 """ 10 102

Co+

em 10 partes iguais, procedemos como antes. E, assim, fazendo um processo iterativo

chegamos ou a uma raiz racional da equacao f(z) = 0, digamos

+A 2y
C — — Ce -—_—
710 " 102 10m

representada por uma fracao decimal finita, entre a e b, ou, continuando indefinida-
’ . . . C1 Co
mente, chegamos a um nimero decimal infinito £ = cp+—+ — +.... Observemos

10 102
que, pela maneira como esse decimal é obtido e considerando

|
mmcot A r 2y e et Ay
10 " 102 10m 10 10m

temos que f(&,) <0e f(nn,) >0, param = 1,2,3,.... Pela férmula de Taylor, ver
[5], pdgina 350, temos que

F(6w) = £+ F(O) (60 - O + 102 (6, 7+ <0
e
) = 6+ 1) 0~ + T g2+ >0
E entao,
76 < F© € - L - g+ ..
e
7€) > £1©) € ) ~ o (€ —m)+ ..
J& sabemos que o polinoémio h f'(£) — h? fl”—(g) + ... é numericamente menor do

que qualquer niimero positivo €, desde que o valor absoluto de h seja menor do que
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algum numero 9, que pode ser obtido a partir do dado . Considerando que as

: . . 1
diferencas & — &, e £ — 1y, s@0 numericamente menores do que ——, onde tomamos

10m
1
m suficientemente grande tal que Tom < 0. E entao, os membros do lado direito
das desigualdades acima sao numericamente menores do que ¢, isto é, f(§) < € e
f(§) > —e, nado importando quao pequeno é . E assim, provamos que o nimero
C1 Co . . . ~
& =cy+ 0 + T2 + ..., que pertence ao intervalo (a,b), é uma raiz da equagao
f(z) =0. O
Usando o teorema acima, chegamos ao préximo, que é o Teorema do Valor In-

termediario para polinomios.

Teorema 1.2.2 (Valor Intermediario) Seja f um polinémio real definido no in-
tervalo [a,b] entdo, para cada d no intervalo de extremos f(a) e f(b), existe pelo

menos um ¢ € [a,b] tal que f(c) =d.

Demonstragao. Seja d no intervalo de extremos f(a) e f(b). Se f(a) = d ou
f(b) = d, temos o desejado. Caso contrério considerando f(a) < d < f(b) e definindo
o polinémio ¢(x) = f(z) — d, temos que p(a) < 0 e @(b) > 0. Pelo Teorema do
Anulamento, existe pelo menos um ¢ € (a, b) tal que ¢(c) = 0. Logo, existe ¢ € (a, b)

tal que f(c) = d. O

1.2.1 Outras Consequéncias do Teorema do Anulamento

Vejamos outras consequéncias importantes do teorema 1.2.1.

Proposigao 1.2.1 Uma equagdo algébrica real f(x) = agx®" ™ + ay 2 + ... +

aoni1 = 0 de grau impar tem pelo menos uma raiz real.

Demonstragao. No caso em que ag, 1 = 0, temos que x = 0 é uma raiz da equagao
f(x) = 0. Vejamos o caso em que ag,+1 # 0. Sem perda de generalidade, podemos
supor que ag > 0. Sendo assim, para ¢ suficientemente grande, f(c¢) > 0e f(—c) < 0.
Desta forma, para asg,1 < 0, temos f(0) = az,11 < 0 e f(c) > 0. E entao, existe
uma raiz positiva da equacao f(z) = 0. Para ag,+1 > 0, temos que f(—c) < 0 e

f(0) = ag,1 > 0. Neste caso, a equacao f(x) = 0 tem uma raiz negativa. O



CAPITULO 1. SEPARACAO DE RAIZES 19

Proposigao 1.2.2 A equagdo f(x) := apx®" + ayz* ' + ... + as, = 0 de grau par,
em que o coeficiente ag € o termo constante as, tém sinais opostos, tem pelo menos

duas raizes reais, uma positiva e outra negativa.

Demonstracao. Suponhamos que ay > 0. Agora, para c suficientemente grande,
temos que f(c) e f(—c) s@o positivos. E assim, ja que f(—c) > 0, f(0) < 0 e
f(e) > 0, cada um dos intervalos (—c,0) e (0,¢) tem pelo menos uma raiz da

equacao f(x) =0, como querfamos. O

Proposicao 1.2.3 Seja uma equacao algébrica real, digamos f(x) = 0, sem raizes
reais no intervalo [a,b]. Entdo, o polinomio real f mantém um sinal constante no

intervalo [a,b], isto €, ou f(x) >0 ou f(x) <0, para todo = € [a, b].

Demonstracao. Sejam 2’ e 2” em [a, b]. Se f(z’) e f(2") tém sinais contrérios, te-
mos que a equacao f(x) = 0 tem uma raiz no intervalo [a, b], que é uma contradigao.

O

Proposigao 1.2.4 O ndmero de raizes de f(x) = 0 entre a e b, contadas com as
suas multiplicidades, é impar ou par, conforme f(a) e f(b) tém sinais opostos ou

tém o mesmo sinal, respectivamente.

Demonstragao. Sejam cy, co, ..., ¢s as raizes distintas de f(z) = 0 em [a,b] e

Y1, Vo, - .-, Vs Suas respectivas multiplicidades. Sendo assim,

fl@)=(z —c)" (z =) ... (2 =)™ o(2),

onde ¢ nao tem zeros em [a, b]. Substituindo x = b e x = a e tomando o quociente,

obtemos
f(b) _<b—cl>71(b—02>72 (b—cs)% o(b)
flay Na—e/ Na—c/ " Na-c/ ¢a)
- . o, ..
Agora, pela Proposicao 1.2.3, o quociente 5(a) € positivo, enquanto
a
b—ci b—oco b—cg

a—cp a—cy T a—cs
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f(b)
f(a)

(—1)mt2t-H7% - Portanto, se f(a) e f(b) tém o mesmo sinal, o nimero de raizes da

coincide com o sinal de

sao numeros negativos. Desta forma, o sinal de

equacao f(x) =0, que é v + v + ...+ s, € par caso contrario, o nimero é impar.

O

1.3 Uma Identidade e um Lema Importantes

Inicialmente, obtemos uma identidade importante.

Proposicao 1.3.1 Sejam xq, xo, ..., x5 as raizes distintas da equagao f(x) =0, de
multiplicidades 7y, Yo, . .., 7s, respectivamente. Entao,
f'(x) M 72 Vs

= + 4+ ...+ .
flz) x—21 x—x9 T — T

Demonstragao. Sejam 1, xs9, x3, ..., T, as raizes da equacao algébrica
flx)=apa™ +arx" ' +...+a, =0.
Consideremos a sua fatoracao completa
flx)=ao(x —z1) (x —x2) ... (x — ),

substituindo = por x + h, chegamos a

flx+h) = az+h—z)(x+h—29)...(x+h—ux,)

= ao(x—:cl)(x—xz)---(x_xn><1+x_hx1><1+x—hx2>"'<1+x—hxn)

- f(m)<1+a:—hx1) <1+x—h3:2>'”<1+;1:—hxn>'

x—hxl) <1+x—hx2>”'(1+x—hxn> e

poténcias crescentes de h, notamos que a soma dos dois primeiros termos é

1+h( o )

rT—2x1 X — T T — T,

Observando a expansao do produto (1 +
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Consequentemente,

flx+h)=f(x)+h

fo) S | ),

rT—T, T —Ty T —2x,

Por outro lado, pela formula de Taylor, sabemos que
flx+h)=flx)+hf(z)+...

E comparando os coeficientes em h em ambas expressoes, obtemos a identidade

x x x
P (R R (0N
T — I T — o T — Ty
que pode ser expressa como
"z 1 1 1
G -+ o+ .
flz) x—21 x—x9 T — T,
Para obter essa identidade as raizes xq, xs, x3,..., x,, nao precisam ser todas dife-
rentes, podemos considerar xy, xs, ..., s as raizes distintas da equagao f(z) = 0,
de multiplicidades v1, s, ...,7s respectivamente, e obtemos a identidade
/
T s
Flo) om0
flx) z—21 x—m9 T — T
O

Disto, segue-se o seguinte lema:

Lema 1.3.1 Se x aumenta e passa por uma raiz real da equagio f(x) =0, entao o
f'(@)
f(z)

quociente , ao se tornar infinito, muda de sinal de — para +, ou passa de —oo

para +00.

Demonstragao. Sendo ¢; uma raiz de f(x) com multiplicidade ; consideremos
f(x) = (x — ¢1)" g(x), onde o polindémio g(z) tem raizes cs,cs, . .., cs de multipli-
cidades 9,73, . .. ,7s, respectivamente. Aplicando a identidade acima ao polinémio

g, temos que
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E assim,

logo

@) m g
f@) z-a @ g@)

Suponhamos agora que f é um polinémio real e que ¢; é uma de suas raizes reais.

Sendo assim, g é um polinémio real e g(c;) # 0,sendo assim consideramos = = ¢; —¢

e x = + g, temos que

fla—¢) 7 N g'(c1 —¢)

fler—¢) e gla—e)

fllcr+e) _ﬁ+9'(01+5)
flei+e) e glcr +¢e)

o Mom . .
Fazendo ¢ tendendo a zero pela direita, os termos —— e — tornam-se infinitamente

€ €
o : g'(c1 —¢)
pequeno e infinitamente grande, respectivamente, e superam os termos ﬁ e
g\cp — ¢
(e1 + ¢ . . . . gl
M, os quais se aproximam da quantidade finita l 1>.
g(er +¢) g(c1)
g : , (1 —e)
egue-se que, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, o quociente ﬁ é
ch — €&
. . flles+¢e) , .. o
negativo e o quoclente m é positivo, e ambas expressoes sao grandes em
C1
valor absoluto. O

1.4 O Teorema de Rolle

Para um primeiro método de separagao de raizes enunciaremos e demonstraremos

o Teorema de Rolle.

Teorema 1.4.1 (Rolle) Entre duas raizes reais consecutivas a e b da equagdo

algébrica f(x) =0, existe uma quantidade impar de raizes da equacdo f'(x) = 0.

Demonstracao. Sejam a e b duas raizes reais consecutivas de f(z) = 0. Sendo

assim, f ndo muda de sinal em [a 4+ €, b — €], para ¢ > 0 conveniente. Logo,
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fla+¢€)- f(b—¢€) > 0 desta forma, para € > 0 suficientemente pequeno temos, pelo

Lema 1.3.1 , que

Flate) .
flate) " S F0—9)

Consequentemente, f'(a +¢)- f'(b—¢) <0.
Segue-se que entre a e b temos pelo menos uma raiz de f'(x) = 0 além disso, pela

Proposicao 1.2.4 o nimero dessas raizes, contadas com multiplicidades, ¢ impar. [J

Corolario 1.4.1 Entre duas raizes consecutivas ¢ e d da equacdo f'(x) = 0, eziste

no mdzimo uma raiz de f(x) = 0.

Demonstragao. Em primeiro lugar, observamos que as raizes de f(x) = 0 em (¢, d)
sao simples, ja que f’ ndo muda de sinal em (¢, d). Além disso, se existissem duas
raizes o e § da equagao f(x) = 0 entre ¢ e d, digamos ¢ < a < < d, pelo Teorema
de Rolle, a equagao f'(z) = 0 tem pelo menos uma raiz entre « e §. Portanto, ¢ e d
nao sao raizes consecutivas de f’(z) = 0, o que contradiz a hipdtese. Analogamente,
supondo que a é a menor raiz e que b é a maior raiz da equagao f'(z) = 0, concluimos
que cada um dos intervalos (—o0, a) e (b, +00) tem no maximo uma raiz de f(z) = 0.

Ja sabemos, pela proposi¢ao 1.2.4, que f(x) = 0 tem um nimero par de raizes,
contadas com multiplicidades, se f(c¢)- f(d) > 0, e um ntimero impar, contadas com
multiplicidades, se f(c) - f(d) < 0. Como entre ¢ e d f(z) = 0 tem no maximo uma
raiz, temos que f(x) = 0 nao tem raiz em (c¢,d), se f(c)- f(d) > 0, e uma raiz em
(c,d), se f(c) - f(d) < 0. Analogamente, concluimos que nos intervalos (—oo,a) e
(b, +00) ndo tem nenhuma ou apenas uma raiz de f(z) = 0, se os valores de f nos

extremos dos intervalos tém o mesmo sinal ou sinais contrarios, respectivamente. [

1.4.1 Um Primeiro Método de Separacao de Raizes

Baseados nos resultados anteriores, obtemos um método para separar as raizes
de uma equacao algébrica f(x) = 0, no caso em que as raizes sdo simples, desde que
se conhecga as raizes da equagao f'(z) = 0.

Sejam ¢; < ¢3 < ... < ¢ as raizes distintas de f’(z) = 0. Lembrando da ob-

servagao 1.1.1, consideremos os sinais da sequéncia f(—o0), f(¢1), f(c2), ..., f(cs),
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f(+00). Para cada mudanga sucessiva de sinal na sequéncia dizemos que se tem
uma variacao de sinal. Caso contrario, dizemos que se tem uma permanéncia. Por
exemplo, a sequéncia de sinais + + — — 4+ — +— apresenta cinco variagoes de sinais
e duas permanéncias. Adotando esta terminologia, vemos que o nimero de raizes
reais da equacdo f(z) = 0 é igual ao nimero de variagoes de sinais na sequéncia
f(=00), f(c1), f(ca),-.., f(cs), f(4+00). De fato, como vimos no Coroldrio 1.4.1, a
cada variagdo de sinal na sequéncia corresponde uma raiz da equacao f(z) = 0, e
que cada permanéncia de sinal mostra-nos que f nao se anula no intervalo corres-

pondente. Além disso, vé-se que as raizes ficam separadas.

1.4.2 Outras Aplicagoes do Teorema de Rolle

Consideremos a equagao algébrica f(x) = 0 com suas raizes reais e distintas
by < by < ... < b,, com suas respectivas multiplicidades 1, fs,..., 8, de modo que
contamos r = 31 + [o + ... + [, raizes reais.

Pelo Teorema de Rolle, cada um dos intervalos (bq,bs), (b2,b3),. .., (bs_1,bs)
contém pelo menos uma raiz da equagdo f’(x) = 0. Como o numero de interva-
los é s — 1, temos pelo menos s — 1 raizes distintas de f’(x) = 0. E mais, para cada
1=1,2,...,s, exceto quando a raiz for simples, a raiz b; ¢ uma raiz de multiplicidade

Bi — 1 da equagao f'(x) = 0. Sendo assim, existem
ﬁ1—1+62—1+...+55—127'—8

raizes diferentes das enumeradas anteriormente. Ao todo, a equagao f'(x) = 0 tem

pelo menos r — s + s — 1 = r — 1 raizes reais. Com isso, temos o seguinte resultado

Proposicao 1.4.1 Se a equagio f(x) = 0 tem r raizes reais e o nimero de raizes
reais de f'(x) = 0 é pelo menos v — 1, entao o nimero de raizes imagindrias da

equacao f'(x) =0 nao é maior do que o nimero de raizes imagindrias de f(x) = 0.

Demonstracao. Sejam 2k o nimero de raizes imagindrias de f(x) =0 en o grau
de f. Sendo assim, n = r + 2k. Analogamente, se r’' € o niumero de raizes reais

de f'(x) =0 e 2k' € o de raizes imagindrias, temos que n —1 = r' +2k". Como
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" >r—1, temos que
l=n—(n—-1)=r4+2k—("+2K)=r—r"+2(k—-K)<1+2(k-F)

onde, 2K < 2k. O

Em particular, se todas as raizes da equacao f(x) = 0 sao reais, temos que
k = 0, e consequentemente, k' = 0. E assim, as raizes da equagao f'(z) = 0 sao
todas reais, além disso, concluimos que ' = r — 1. Isso significa, para s > 2, que
cada um dos intervalos (by,bs), (b2, b3),..., (bs_1,bs) contém exatamente uma raiz
de f'(x) = 0, necessariamente simples. E as outras raizes de f'(z) sao as raizes
miultiplas de f(x). Temos também que as raizes de f'(z) estdo contidas entre a
menor e a maior raizes de f(x). Aplicando o mesmo raciocinio a f’(z), depois a

f"(x), e assim sucessivamente, obtemos os seguintes resultados:

1. Se todas as raizes da equacao f(x) = 0 sdo reais, entdo o mesmo ¢é verdade

para as raizes das equagoes f'(x) =0, f"(x) =0, f"(z) =0,....

2. Se f(xz) = 0 tem pelo menos duas raizes reais distintas, entdo cada uma das

equagoes f'(x) =0, f"(x) =0, f"(x) =0,... terd raizes simples.

3. As raizes multiplas das equagdes f'(z) = 0, f"(z) = 0, f”(x) = 0,... s@o as

raizes multiplas de f(z) = 0.

4. As raizes de cada uma das equagoes f'(z) =0, f’(z) =0, f”(x) =0,... estéo

no intervalo cujos extremos sdo a menor e a maior raizes da equagao f(x) = 0.

1.5 O Teorema de de Gua

Seja f um polinomio real. Consideremos a equagao algébrica

F(z) =z f'(x) + o f(2),

onde o é uma constante real nao-nula. Sejam 0 < b < by < ... < b, as raizes

reais positivas de f(z) = 0 de multiplicidades f;, Ps,. .., Os, respectivamente, em
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que contamos r = 81 + B + ... + [, raizes positivas. Agora, diante dessa defini¢ao,

vamos enunciar o Teorema de de Gua:

Teorema 1.1 (de Gua) Se o polinomio f(x) tem r raizes positivas, entio a equagdo

F(x) =0 tem pelo menos r — 1 raizes postivas.

Demonstragao. Escrevendo f(z) = (z — b;)% fi(x), com fi(b;) # 0, temos que

) = Bi(w—b)""" filz) + (x —b)" fi(x)
= (z=b)" B (@) + (z = b) ()]
= (z—b)"" falw),

onde fo(x) = B fi(x) + (x — b) fi(x), com fo(b;) = B f1(bi) # 0. Dessa forma,

obtemos
F(z) = (z=b)" "z falz) + alz —b) fi(z)).

Como b; fa(b;) +a (b; —b;) f1(b;) = b; f2(b;) # 0, temos que b; é uma raiz de F(x) =0
de multiplicidade 8;—1. Assim, a equagao F'(xz) = 0 tem por certo f;—1+Fs—1+.. .+

fs — 1 =r—sraizes. Além disso, afirmamos que F(x) = 0 tem pelo menos uma raiz

em cada um dos intervalos (b1, by), (b2, b3),. .., (bs_1,bs). Pelo lema 1.3.1, para cada
/
bi
i=1,2,...,s, dado £ > 0 suficientemente pequeno, temos que (b; + ¢) Fbite) é
. " . fl(biy1—¢) ,
um nimero positivo muito grande, enquanto que (b; 11 —¢) W ¢ um nimero
i+1 — €
negativo de valor absoluto muito grande. Segue-se que
F(b;+¢) (b +¢)
———=bi+e)———+a>0
Foive) U S5 T
e
F(biy1—€) f'(biy1 —¢)
————— = (b — &)< +a<0,
f(biv1 —¢) (Bigs ) f(biy1 —¢)

para ¢ > 0 suficientemente pequeno, ja que f(b; + ¢) - f(biy1 — &) > 0, assim,
F(b; +¢)- F(biy1 —e) < 0, entdo, a equacao F(z) = 0 tem pelo menos uma raiz
no intervalo (b;, b;11). Sendo assim, vemos que a equagao F'(z) = 0 tem pelo menos

r—s+(s—1)=r—1 raizes. O
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Analogamente, demonstramos que o nimero de raizes negativas da equacao

F(xz) =0 é pelo menos " — 1, onde 7’ é o nimero de raizes negativas de f(z) = 0.

Observacao 1.5.1 O ndmero total de raizes reais da equagio f(x) =0 ém = r+1’,

se f(0)#0, em=r+71"+v, se f(0) =0, onde v é a multiplicidade de 0.

Para o caso em que 0 é raiz de multiplicidade v de f temos que
F(z) =2"[(v + @) fi(z) + 2 fi(2)],

onde f(x) = z¥ fi(z), com f1(0) # 0. Isto mostra que 0 é uma raiz de multiplicidade
pelo menos v da equagao F(x) = 0, j& que (v + a) f1(0) + 0 f1(0) = (v + «) f1(0).
Como o nimero de raizes positivas e negativas da equacao F(x) = 0 é pelo menos
r+ 1’ — 2, temos que o nimero de todas as raizes reais dessa equacao é pelo menos

m — 2. Em particular, se todas as raizes de f(z) = 0 sdo reais, a equagao
Flz) =z f'(x) +af(z) =0

nao pode ter mais do que duas raizes imagindrias, pois o grau de F' nao é maior do

que o grau de f. Vejamos um exemplo:

3

Exemplo 1.5.1 A equacao f(x) = x°—x = 0 mostra-nos que mesmo tendo somente

raizes reais, que sao —1, 0, 1, a equag¢ao
F(z) =z f'(z) + a f(z) =0,

que € (a+3)x® — (a+ 1)z = 0, pode ter raizes imagindrias. De fato, tomando

a = —2, temos que F(x) =2* +z = z(z* + 1).
Proposigao 1.5.1 Todas as raizes de x f'(x) + o f(x) = 0 sao reais, se a > 0.

Demonstracgao. Considerando o quociente

temos que, para € > 0 suficientemente pequeno, o quociente é positivo, se f(0) # 0.

Para f(0) = 0, j4 mostramos acima que entre duas raizes reais consecutivas de
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f(z) = 0, no caso entre 0 e by, existe pelo menos uma raiz de F'(x) = 0. Entao, se n
é o grau de f, a equagao F'(z) = 0 tem pelo menos n — 1 raizes reais, de modo que

todas as suas raizes sao reais. O

1.6 Regra de Sinais de Descartes

Em uma sequéncia de nimeros ag, aq, ..., a,, nenhum dos quais é zero, dois
termos consecutivos a;_; e a; podem ter o mesmo sinal ou sinais opostos. No pri-
meiro caso, dizemos que os termos a;_1 € a; apresentam uma permanéncia de sinais
e, no segundo, apresentam wuma variacao de sinais. Por exemplo, na sequéncia
-2, -3,4,4, —1,7,7,7, —5, —4, 1 existem cinco variagoes e cinco permanéncias.
Se alguns termos em uma sequéncia sao nulos, eles sao simplesmente desconsiderados
na contagem do numero de variagoes e permanéncias. Sendo assim, na sequéncia
1,0,0, -1, —-1,0,0,0, 2, 3, —1, 0, 0 existem trés variagoes e duas permaneéncias.

Dai, podemos enunciar a Regra de Sinais de Descartes.

Teorema 1.6.1 (Descartes) O numero de raizes reais positivas de uma equagao

com coeficientes reais,
-1
f(z) = apx" + ay2" " + ...+ a, =0,

nunca € maior do que o numero de variacoes de sinais na sequéncia de seus coefici-

entes ag, ay, ..., a,. F, se menor, sempre por wm nimero par.

Demonstragao. Sejam V' o niimero de variagoes de sinais da sequéncia ag, a1, ..., @,
e r o nimero de raizes positivas da equagdo f(z) = 0, cada raiz contada de acordo
com sua multiplicidade. Queremos provar que V' = r + 2 h, onde h é um nimero
inteiro nao negativo e, para isso, mostraremos por inducao matematica sobre V. O
teorema ¢é evidente no caso V = 0, pois se todos os coeficientes nao nulos tém o
mesmo sinal, a equagao nao tera raizes positivas, de modo que r = 0. Supondo,
por hipétese de indugao, que o teorema ¢é verdadeiro para V' — 1 variacoes. Prova-
remos que é verdadeiro para o caso de V' variacoes e isso basta para concluirmos a

generalidade do teorema por indugao.
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Consideremos a, e ag, com 3 > «, dois coeficientes de sinais opostos, onde os
coeficientes intermediarios, se houver algum, sao iguais a 0. O niimero de variacoes
V' é composto por trés partes: o nimero de variacoes vy na segao ag, i, - - ., Uq,
uma variacao na secao aq, - .., ag € o0 numero de variagoes v, na Se¢ao ag, ..., dn,
de modo que V = vy + vy + 1.

Agora, consideremos a equagao
F(z) =z f'(z) = A f(x) =0,
cujos coeficientes sao
(n—MNag, (n—1—=XNag, ..., (n—a—Naqg, ..., (n—F—Nag, ..., —Aap.

Escolhamos A tal quen—a—A >0, n—F—X < 0, ou seja, tal quen—3 < A < n—a,

o que é possivel desde que f > a. Observando quen—A\, n—1—X\, ..., n—a— A\ sao
positivos, enquanto quen—3—A, n—F—1—X, ..., n—n— X = —\ sao negativos,
nas segoes (n — Aag, ..., (n —a — Nay ¢ (n — 5 — Nag, ..., —Aa, contamos,
respectivamente, v; e vy variagoes, mas na segao (n — a — Adaq, ..., (n — 5 — Nag

nao ha variagao, pois os termos extremos tém o mesmo sinal e os intermediarios sao
nulos. Portanto, para a equagao F'(z) = x f'(z) — A f(2) = 0 o niimero de variagdes
¢ v1 + vy =V — 1. Pelo teorema de de Gua, o nimero de raizes positivas dessa
equacao nao é menor do que r — 1. Supondo que o teorema seja verdadeiro no caso
de V — 1 variacoes, temos que r — 1 <V — 1, ou seja, r < V.

Resta-nos mostrar que a diferenca V' — r é um ntumero par. Na sequéncia
ag, A1, .., Gy, Seja a, o ultimo termo que ¢é diferente de zero. Pela definicao de
variacao de sinal, é imediato que se V' é par, tem-se que ag e a, tém o mesmo sinal,
caso contrario, isto é, se V' é impar, ag e a, tém sinais opostos. Nés ja sabemos que
o polinémio f(x) = agz"+ ...+ a, 2", para z positivo e suficientemente pequeno,
tem o sinal de a, e para z positivo e suficientemente grande, tem o sinal de ag.
Portanto, se ag e a, tém o mesmo sinal, o nimero de raizes positivas é par, mesma
paridade de V, e se ag e a, tém sinais opostos, o nimero de todas as raizes é impar,

mesma paridade de V e assim, r e V' sao ambos pares ou ambos impares. Desta
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forma, a diferenca V' — r é um nimero par, como queriamos demonstrar. O

Substituindo x por —z na equagao f(x) = 0, obtemos a equagao

que obviamente possui tantas raizes positivas quantas sao as raizes negativas de
f(z) = 0, que é a equagao proposta. Se r’ é o niimero de raizes negativas da equacao
proposta e V’ o nimero de variagdes correspondentes de g(x), entdo V' =1+ 21/,
onde A’ é um nimero inteiro nao negativo.

A regra de sinais de Descartes indica o nimero exato de raizes reais positivas
para V = 0 e V = 1. No primeiro caso, segue-se que r = 0, e no segundo, a
relacdo r + 2h = 1, com h um numero inteiro e nao-negativo, requer que h = 0 e

r = 1. Este resultado especifico pode ser provado independentemente como segue. Se

houver apenas uma variacao na sequeéncia ag, ai, ..., a,, podemos dividi-la em duas
partes, a primeira ag, ai, ..., a,—1 consiste em termos nao-negativos, nem todos
nulos, digamos, a,—1 > 0, e a segunda a, = —bg, ayt1 = —b1, ..., ap = —by_,

comecando com a,, um termo negativo, e permanecendo com termos nao-positivos.
O polinomio f(x) pode ser escrito como

ne _ b by—
f(:t):x N+1|:a01,’“1+...+a“_1—<;+...+xn_—uﬁ_l>i|.

A expressao entre colchetes é uma funcao crescente, pois é a diferenca entre uma
funcao crescente e uma decrescente, que passa de um valor negativo muito grande,
para x suficientemente pequeno e positivo, para um valor positivo muito grande,
para z suficientemente grande e positivo. Sendo assim, f anula-se apenas uma vez
e assim concluimos que existe apenas uma raiz positiva da equacao f(x) = 0.

No caso V' > 1, a regra de sinais de Descartes indica apenas um limite superior

para numero de raizes positivas e raizes negativas.

1.6.1 Equacgoes com Raizes Reais

Aqui, veremos mais um caso em que a regra de sinais de Descartes conta exata-

mente o nimero de raizes positivas e raizes negativas que é o caso em que todas as
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raizes de uma equacao sao reais.

Consideremos V' o numero de variagoes na sequéncia de coeficientes
agp, a1, A9, ..., Ap, (11)
de f(x) e para V' o nimero de variagoes na sequéncia de coeficientes
ag, —a1, A2, ..., (—1)”61,” (12)

de (=1)" f(—=).
As proximas proposicoes sao cruciais para obtermos a conclusao de que a regra
de sinais de Descartes conta exatamente o nimero de raizes da equagao f(x) = 0,

no caso em que todas as suas raizes sao reais.

Proposicao 1.6.1 Se f(x) é um polindmio completo, isto €, todos os termos da

sequéncia (1.1) sao diferentes de zero, entao V + V' = n.

Demonstragao. A cada permanéncia em (1.1) corresponde uma variagao em (1.2),
e vice-versa. Desta forma, V + V' é o niimero de variacoes e permanéncias na

sequéncia (1.1), que é igual a n. O
Proposicao 1.6.2 Se f(x) ndo € um polinomio completo, entio V 4+ V' < n.

Demonstracgao. Considere os termos da sequéncia
Ao, oy - -y Gy, Gy (1.3)

que sao diferentes de zeros. Entdo, os termos diferentes de zero na sequéncia (1.2)

ag, (=1)%aa, (=1)%ag, ..., (=1)*au, (=1)" a,. (1.4)

Claramente, as sequéncias (1.3) e (1.4) apresentam V' e V' variagbes, respectiva-

mente. Agora, substituimos a sequéncia (1.3) por

Ao, Aoy - -y Qoy Goy -y QB - oy Qpyy Aoy Gy - ey Gy (1.5)
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para ter uma sequéncia completa de n + 1 termos, todos diferentes de 0. E evidente
que o numero de variagoes em (1.5) é novamente V. A partir de (1.3), derivamos

outra sequéncia de n+1 termos, alternando os sinais de termos consecutivos de (1.3)
ag, —ag, -, (=1)%an, (=) an, ..., (=1)ag, ..., (=1)"ay, ..., (=1)"a,.(1.6)

Seja V" o ntimero de variagoes na sequéncia (1.6). Entao, por um lado, V+V” = n,
ja que (1.5) é uma sequéncia completa de n + 1 termos, e, por outro lado, V' < V",
Isso pode ser visto separando as sequéncias (1.6) e (1.4) nas segoes correspondentes

da seguinte maneira:

ag, —ag, ..., (—1)*a, corresponde a ag, (—1)* a,,
(=1)%aq, ..., (1) ag corresponde a (—1)%, (=1)? as
(=1)*ay,, ..., (=1)"a, corresponde a (—1)"a,, (—1)" a,,
e a se¢ao (—1)”ay, ..., (—1)"a, ndo tem correspondéncia em (1.4). Claramente,

cada segao em (1.6) nao possui menos variagoes do que a se¢ao correspondente em

(1.4). Sendo assim, segue-se que V' < V" entao,

V+V <V +V"=n,

como queriamos provar. 0

Agora, se r e ' sao o niimero das raizes positivas e negativas, respectivamente,
da equagao f(z) = 0 de grau n, cujas raizes sao reais e diferentes de zero, temos que
r+1 =n.

Sejam V =r+2he V' =1"4+2h'. Sendo assim,
V+V =r4+r"+2h+20 =n+2(h+ 1) <n,
ou seja, tem-se que h+h’' < 0 o que é possivel apenas se h = h' = 0. E assim, r =V

er =V".

No caso em que alguma raiz da equagao f(x) = 0 seja nula, digamos, de multi-
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plicidade 7, nés podemos escrever

flz) =27 ¢(x),

onde ¢(0) # 0. Analogamente, mostramos que os numeros de variagoes de sinais
de ¢(z) e de ¢(—z) dao exatamente os nimeros de raizes positivas e negativas de

¢(z) = 0 e de ¢(—x) = 0, respectivamente, que sdo as mesmas raizes nao nulas de

f(x)=0.

1.7 O Teorema de Vincent

O Teorema de Rolle e a regra de sinais de Descartes, embora possam frequente-
mente ajudar a separar as raizes de uma equacao, nao fornecem por si mesmos uma
solugao completa e exaustiva desse importante problema. A aplicacao do Teorema
de Rolle para esse propésito requer um conhecimento das raizes reais da derivada,
que é, na maioria das vezes, dificil de saber. A regra de sinais de Descartes é uma
proposicao bastante fraca e, aplicada a uma equacao cuja natureza das raizes nao
é conhecida, nao fornece o nimero exato de raizes positivas ou negativas, exceto se
o numero de variacoes for zero ou um, ou no caso em que todas as raizes sao reais.
Mas, exatamente os dois primeiros casos em que a regra de sinais de Descartes conta
exatamente o nimero de raizes, combinados com um notéavel teorema publicado por
Vincent em 1836, ver [4], e sugerido anteriormente por Fourier, fornecem o método
mais eficiente, nao apenas para determinar o nimero exato de raizes positivas e
negativas, mas também para efetuar sua separagao, caso a equagao proposta nao
tenha raizes reais multiplas.

A seguir traremos o enunciado do teorema de Vincent. Nossa intencao nesse
trabalho nao é detalhar o método de Vincent, e sim, o de Sturm por isso, nao
daremos uma demonstracao do Teorema de Vincent mas, os interessados podem

encontrar uma demonstracao em [3].

Teorema 1.7.1 (Vincent) Sejam a, b, ¢, ... uma sequéncia arbitrdria de nimeros

inteiros positivos. Transformando uma equacao sem raizes multiplas por uma série
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de substituicoes sucessivas

1 1 1
r=a+-—-,y=b+—-,z=c+—,...,
Y z t

apos varias substituicoes independente da escolha dos miumeros inteiros a, b, c, .. .,

chegamos a uma equacao transformada com, no mdxrimo, uma varia¢ao de sinal.

Vejamos como se aplica o método de Vincent para o caso de raizes positivas, ja
que o caso para raizes negativas é totalmente andlogo, (basta substituirmos x por
—x) onde verificamos a existéncia das raizes positivas em > 1 ou z < 1. O caso
em que r = 1 é imediato, pois basta substituirmos no polinémio e verificarmos se a
soma dos coeficientes do mesmo € zero. As raizes positivas maiores do que 1 podem

ser escritas na forma x = 1 + y, com y > 0, enquanto as menores do que 1 podem

ser apresentadas na forma x = Ty com y > 0.

O propdsito é transformar a equacao proposta, por sucessivas transformacoes
da formaz =14+yex = ﬁ Essas transformacoes podem ser feitas de ma-
neira muito conveniente usando apenas adicoes, como serd visto nos exemplos. Se
as equagoes transformadas nao tiverem variagoes, ou apenas uma, a questao estd
resolvida. Por exemplo, se a equacao obtida pela transformacao x = 1 + y nao pos-
sui variagoes, significa que a equacgao original nao tem raizes maiores do que 1. Ja
a presenca de apenas uma variacao na equacao transformada indica que a equagao
proposta tem exatamente uma raiz maior do que 1. Conclusoes semelhantes sao

, . . 1
obtidas para a equacao resultante da transformacao x = Fy

Se uma ou ambas as equacoes transformadas tiverem mais de uma variagao, caso
saibamos de antemao que a equacao proposta nao tem raizes multiplas, aplicamos
iteradamente as substituicoes do mesmo tipo, y =14+ 2z ouy = Flz’ até obtermos

uma equagao que tenha no maximo uma variacao de sinal. Pelo Teorema de Vincent,

esse procedimento termina apdés um nimero finito de etapas. Para transformacoes da
1

1+w’

sao equivalentes a duas transformagoes: uma do tipo x = a4+ —, onde a é um nimero
Y

formaxr=1+y, y=1+2, ..., seguida de uma transformacao da forma v =

inteiro positivo, e outra do tipo y = 1 + z. Disto, segue-se que qualquer equacgao
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transformada resulta da equagao proposta ou por uma série de transformagoes

1 1 1 1
r=a+—-,y=b+—, ..., u=I01+—,v=—
Y z v w
ou pelas transformagoes
1 1 1 1 1
r=—z=b+—-y=a+—,...,u=0l+—-,v=—
Y t z v w
onde a, b, ..., [ sao inteiros positivos. Observemos que a segunda série nao difere

L - . R 1
da primeira, ja que o nimero de variagoes nao ¢ alterado pela substituicao r = —.

Novamente, pelo Teorema de Vincent as transformacoes

1 1 1
r=a+—,y=b+—, ..., u=101+—,
Y z v

em um numero suficiente, levam a uma equagao com no maximo uma variagao de
. . - . I . -
sinal, e uma transformagao adicional do tipo v = — nao altera o niimero de variagoes.
w
Sendo assim, o processo descrito leva a uma equagao com no maximo uma variacao

de sinal.

Exemplo 1.7.1 Vamos separar as raizes positivas da equagdo x° — 7z + 7 = 0.
Como 1 ndo € raiz da equacgao, temos que as raizes positivas podem ser divididas
em maiores do que 1, escritas na forma x = 1+ y, ou entre O e 1, escritas na
forma x = ﬁ Desta forma, montamos o dispositivo a sequir, fazendo adigoes,

que correspondem a substituicao x = 1 + vy, realizadas na parte inferior e, as que
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correspondem a x = , na parte Superior.

I+y
7
14 7
7T T
10 0 7
10 =77
11 -6 1
1 2 —4
1 3
1

Da substituicao x = 1 + vy, encontramos a equacio y°> +3y?> —4y +1 = 0. F da

substituicao x = 5y encontramos Ty> + 14y?> + 7y +1 =0 onde podemos notar
que a equacdo Ty° + 14y?> + 7y + 1 = 0 ndo tem variacdo. Logo, ndo temos rizes
positivas entre 0 e 1. Jd em y> +3y* —4y+1 =0, temos duas variacoes e devemos
continuar a substituicao.

Agora, substituimos y = ey=1+zemy +3y*—4y+1=0, sequindo

1+2
o mesmo padrao do dispositivo anterior, chegamos a

1
-1 7
-2 =21
1 0 =31
1 3 -4 1
1 4 0 1
1 5 5
1 6
1

temos

1
Dai, obtemos para y = 1+ 2 a equacio 2> +622+52+1=0, e paray = T
z
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a equacao 2> — 2> — 2241 =0. Como nao hd variacio em 2> +62> +52z+1=0,

3

paramos aqui. E continuamos a substituicao par z> — 22 — 2z 4+ 1 = 0 que possui

duas variacoes.

Substituindo z =1+t e z = %—l—t’ da mesma forma que fizemos anteriormente,
obtemos
1
1 1
-2 0 1
-1 -2 -1 1
1 -1 -2 1
1 0 -2 -1
11 -1
1 2
1
No que se seque, lembramos a observagao 1.1.2. Como para z = 1+t, a equagao
3 +2t—t—1 =0 tem uma Unica variagdo, e para z = %%—t; a equacdo t3 +

t2 -2t —1=0, também, tem uma tnica variacdo, podemos encontrar os intervalos

que separam as raizes positivas, tomandot =0 et =+oco emx =1+

e em
2+1

1
Vejamos, parat =0 et =400 emx =1+ CRE obtemos uma

=1+ -
1+1—+t

3
raiz da equagdo x> — 7x + 7 = 0 no intervalo (1, 5) E parat=0et =400 em

3
r = 1—-——, oblemos a outra raiz da equagao 2> —Tx+7 =0 no intervalo (5, 2) .

1+¢



Capitulo 2

O Teorema de Sturm

Neste capitulo, enunciamos e demonstramos o Teorema de Sturm, o qual origi-
nalmente foi publicado em [2], descrevendo um método bastante conhecido para a
separagao de raizes reais e que permite encontrar o niimero exato de raizes reais
entre dois nimeros dados para equagoes sem raizes multiplas. Um primeiro passo é

a obtencao de uma série de Sturm relativa a um dado intervalo.

2.1 Uma série de Sturm

Seja V um polinémio real tal que a equagao V' (z) = 0 nao tenha raizes miltiplas.
Como veremos, € possivel, a partir de V', obtermos uma série de polinémios
V., Vi, Va, ..., Vs, que num determinado intervalo (a,b), onde a < b, possuem as

seguintes propriedades:

1. Quando z aumenta de a para b e passa por uma raiz da equacao V(z) =0, o

Vv
quociente v muda de sinal de — para +;
1

2. Nao existem dois termos consecutivos da série que se anulam para o mesmo

valor de z no intervalo (a, b);

3. Para algum ¢ = 1,2, ..., s — 1 se algum x no intervalo (a,b), um termo da
série, V;, , onde V, = V, anula-se, os dois termos adjacentes V;_; e V;,; para

0 mesmo x tém sinais opostos;

38
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4. O ultimo termo V; nado se anula no intervalo (a, b) e, consequentemente, mantém

um sinal constante quando z varia no intervalo (a, b).

Definicao 2.1.1 Qualquer série de polinomios que possua as quatro propriedades

acima € dita uma série de Sturm para V(z) = 0 relativa ao intervalo (a,b).

A respeito de uma série de Sturm relativa a um intervalo, podemos estabelecer

os seguintes fatos:

e Multiplicando uma série de Sturm por fatores constantes positivos obtemos

outras séries de Sturm.

e Para evitarmos fragoes, multiplicamos os coeficientes de cada resto parcial por
fatores positivos apropriados. Pois, o efeito disto no resto final é simplesmente

a multiplicacao por um fator positivo.

e Se na construgao de uma série de Sturm relativa a um intervalo, obtemos um
termo V;,,, que nao tem raizes reais ou que nao tem raizes reais no intervalo, po-
demos parar o processo na atual etapa concluindo que a série V, Vi, Vo, ..., Vi,

é de Sturm.

2.2 Um Método para Construir uma Série de Sturm

Um método para construir uma série de Sturm em relagao ao intervalo (—oo, +00),
e consequentemente também em relagao a qualquer outro intervalo, é como segue. A
partir do polinémio V o segundo termo, V1, é a derivada V' de V' ou um muiltiplo po-
sitivo dela. Observemos que a primeira propriedade é satisfeita, como consequéncia
do lema 1.3.1. Os outros termos V5, V3, ..., V, da série sao determinados por um
processo completamente andlogo aquele do maximo divisor comum de Ve V; = V',
Primeiramente, dividimos V' por V; até obtermos um resto de grau menor do que o
de V. Consideramos V5 o polindmio que é o resto da divisao de V' por Vi multipli-
cando por —1 sendo assim, temos que V' = V; @)1 — V5, para um certo polindmio )1,
o qual é o quociente da divisao. Se V5 nao é constante, dividimos V; por V5 até ob-

termos um resto de grau menor do que o de V5. Consideramos V3 o polindmio que é
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o resto da divisao de Vi por V5 multiplicado por —1 onde temos que Vi = V5 Q)5 — V3,
para um certo polinomio (). Continuamos o procedimento até obtermos um resto
constante nao-nulo, digamos V,. O que é possivel j& que V e V' nao tém fatores

comuns, exceto fatores constantes. Podemos entao considera o Lema a seguir:
Lema 2.2.1 V, V4, V;, ..., V. € uma série de Sturm.

Demonstragao. Ja vimos que a série satisfaz a propriedade 1, ja que V; = V',

Para a propriedade 2, notamos que, em geral, para cadai=1, 2, ..., s — 1,
V;—l = ‘/ZQZ - V;'-‘rl?

onde V' = V4. Sendo assim, se existisse x = & tal que V;(§) = 0 e Vi;z1)(§) = 0,
para algum 7, entdo V(;_1)(§) = 0. Similarmente, terfamos V{;_2)(§) = 0 chegando
aVi(€) =V'(€) =0e V() = 0. Mas, isto é impossivel uma vez que implica que
¢ seria raiz multipla de V. Desta forma, dois termos consecutivos da série nao se
anulam para o mesmo valor de z satisfazendo a propriedade 2.

Vejamos a propriedade 3. Seja & tal que V;(§) = 0, para algum i. Entao,
Vie1(€) = =Viy1(§). Pela propriedade 2, temos que os ntimeros V;(€) e Viy1(§) sao
nao-nulos e com sinais opostos mostrando a propriedade 3.

Finalmente, a propriedade 4 segue do fato de que V; é uma constante nao-nula.

Teoricamente, é sempre possivel encontrar uma série de Sturm relativa a um dado
intervalo, mas em alguns casos, quando o grau do polinomio V ¢ alto, os calculos
envolvidos podem conter niimeros enormes.

E importante salientar a utilidade dos fatos relatados no final da secao 2.1 para

a simplificacao dos calculos, como veremos nos exemplos abaixo.

Exemplo 2.2.1 Dado o polinémio V(x) = 23 — Tx + 7, sequindo os passos abaizo,

encontramos uma série de Sturm para V(z) = 0.

1. Encontrar V, = V.

2. Encontrar Vs, que € igual ao resto da divisao de V por Vi, diwidido por 7 e
multiplicado por —1. Aqui, usamos o primeiro fato relatado no final da secao

2.1.
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3. Encontrar Vs, que € o resto final da divisao de 2V; por Vs, em que se multiplica
o primeiro resto por 2, e multiplicado por —1. Aqui, usamos o sequndo fato

relatado no final da se¢ao 2.1.

E assim, uma série de Sturm para V(z) =0 €

Vi) = 2 —T7a+7
Vi(z) = 32° -7
Vo(x) = 2x—3
Vs(z) = 1

Exemplo 2.2.2 Dado o polinémio V(z) = x* — 62> + 22 — 1, sequindo os passos

abaizo, encontramos uma série de Sturm para V(z) = 0.

1
1. Encontrar Vi = 5 V', Aqui, usamos o primeiro fato relatado no final da se¢ao

2.1.

2. Encontrar Va, que € igual ao resto da divisao de 2V por Vi, em que se multi-
plica o primeiro resto por 2, e multiplicado por —1. Aqui, usamos o sequndo

fato relatado no final final da se¢ao 2.1.

3. Parar o processo, jd que as raizes de Vo mao sdao reais, conforme o ultimo fato

relatado no final da se¢do 2.1.
A série de Sturm para V(x) =0 é
Viz) = 2*—62°+2>—1

Vilr) = 22° —92° +2

Vo(x) = 252° -3z +4

Exemplo 2.2.3 Dado o polinomio V(z) = 2°—102* + 1523 — 22+ 32— 7, sequindo

0s passos abairo, encontramos uma série de Sturm para V(z) = 0.

1. Encontrar V, = V.
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2. Encontrar V5, que € igual ao resto da divisao de 5V por Vi multiplicado por

—1.

3. Encontrar V3. Comecamos dividindo 10V; por Vo. Multiplicando o primeiro
resto parcial por 50, e continuando a divisao, obtemos V3 como o resto final
multiplicado por —1. Aqui, usamos os dois primeiros fatos relatados no final

da se¢ao 2.1.

4. Encontrar Vy, que € o resto da divisao de 200V, por Vi multiplicado por —1.

Aqui, usamos o primeiro fato relatado no final da secao 2.1.

5. Encontrar Vs, que é o resto aprorimado da divisao de Vs por Vy multiplicado
por —1. Como Vi € uma constante negativa, e usando o primeiro fato relatado

no final da secao 2.1, podemos tomar Vs = —1.

A série de Sturm para V(x) =0 é

= 22102+ 1523 — 2> +32 -7
= 52* — 402+ 4522 — 22+ 3
= 502 — 8722 —8x + 29

(z)
(x)
(x)
Va(z) = 43312° + 4954z — 10577
(r) = —5580,7x + 6462,7
(x)

= -1

A ocorréncia de nimeros muito grandes no processo de obtencao de uma série
de Sturm é uma desvantagem do método de Sturm para a separagao de raizes. Mas,
isso pode ser evitado usando aproximagoes, veja o ultimo exemplo. De fato, o que
nos interessa é o sinal dos termos da série de Sturm em certos valores de z, o que

nos permite usar os coeficientes aproximados.
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2.3 Teorema de Sturm

Seja V, Vi, V4, V3, ..., Vs uma série de Sturm para V (z) = 0 relativa ao intervalo
(a,b). Aqui, continuamos a supor que a equagao V (x) = 0 nao tem raizes multiplas.
Dado ¢ € (a,b), substituindo x = £ em cada um dos termos da série, obtemos os
valores V' (§), Va(&), V5(£), ..., V5(§), com Vi(§) # 0. Suponhamos que V' (§) # 0, e
desconsideremos os valores intermediarios nulos. Substituindo os valores nao-nulos
pelos seus sinais, obtemos uma sequéncia de sinais + ou — e contamos o numero de
variagoes que ocorrem. Este nimero de variagoes v(§) é dito o nimero de variagoes
na série de Sturm relativa ao intervalo (a,b) para o valor x = £, que pode ser visto
como uma fungao de &, definida para todos os valores de £ no intervalo (a, b), exceto
as raizes da equagao V(x) = 0 que estao no intervalo (a,b).

De posse dessas preliminares, estamos prontos para enunciar e demonstrar o

Teorema de Sturm.

Teorema 2.3.1 (Sturm) Sejam a e b nimeros reais distintos, digamos, com a < b,
tais que nenhum deles € raiz da equagao V(x) = 0. Entdo, o numero de raizes da
equagao V(x) =0 em (a,b) € igual a diferenca v(a) — v(b) determinando o nimero

de variacoes perdidas na série de Sturm quando x vai de a para b.

Demonstracgao. Inicialmente, suponhamos que nenhum dos niimeros nas sequéncias

V(a), Vi(a), Va(a), ..., Vi(a)
V(b), V1(b), Va(b), ..., Vi(b)

é zero. Sejam ¢; < ¢p < ... < ¢y, cOM a < €1 € ¢y, < b, todas as raizes das equagoes
V(z)=0,Vi(x) =0, Vo(z) =0, ..., Vi(z) =0

no intervalo (a,b). Para cada i =1,2,...,m — 1, escolhamos arbitrariamente ¢; em

(¢iy ciy1). Consideremos a soma telescopica

v(a) —v(b) = [v(a) —v(e)] + [(a) —v(e)] + ... + [V(em) — v(D)),
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ou seja,
m
v(a) = v(b) = ) [v(ei1) — v(e)]
i=1
onde ¢g = a e €, = b.
Para cada 1 = 1,2,...,m — 1, observemos que entre ¢;_; e ¢; ha apenas um dos
nimeros ¢y, Ca, ..., ¢y, denominemos ¢;. O numero ¢; é uma raiz de um ou mais

dos termos da série de Sturm. Suponhamos que ¢; nao é uma raiz do primeiro deles,
V, mas éraiz de V,,, Va,, ..., Va,. Pelas propriedades 2 e 4 de uma série de Sturm,

temos que

as>ar+1,a3>a+1,...,0>aq,_1+1 e a; <s.

Para compararmos v(¢;_1) e v(¢;), organizamos a série de Sturm da seguinte maneira

V7 ‘/17 DRI Va1—17 Vaia Va1+1

Va1+17 Va1+27 R VC!{Q—lJ va27 Va2+1
Vai,1+l7 Vai,1+2a ey VO@-I) Vaia V)\i-‘rl
Voq—l—la ey ‘/;

Como V, Vi, ..., V,,_1 ndo tem raizes em (¢;_1,€;), temos que V, V;, ..., V,, 1 tém
o mesmo sinal para r = ¢;_; e para x = ¢;. Por esse motivo, o nimero de variagoes

em ambas as sequéencias

V(Eifl)a Vl(Ezel), . 7Va171(6i71)
Vie), Vile), -y Vay—1(€)

¢ 0 mesmo, denominemos A.

Afirmamos que

Valfl(x)a Val (Jf), Va1+1(x)
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tém uma variacao de sinal para x = ¢;_; e para x = ¢;. Vejamos, os sinais de

Va1—1 (Ei—l)v Va1—l (Ci)a Voél—l (61)

sao 0s mesmos. Similarmente,

Va1+1(€i - 1)7 Va1+1(ci)7 Va1+1<€i)

tém o mesmo sinal, pois €;,_1, ¢; e ¢ nao sao raizes de V,, 1. Pela propriedade 3, ja
que Vo, (¢;) = 0, temos que V,_1(¢;) e Vor1(¢;) tém sinais opostos. Disto, segue-se

que as sequeéncias

Val—l(ei—1>7 Val(Gi—1); Va1+1(€i—1>
Va171(€z’)7 Val(Ez‘), Va1+1(€i>

tém, cada uma, uma variacao de sinal, j4 que o termo central tem o mesmo sinal
de um dos adjacentes. Consequentemente , Vi, _1(€;), Vi, (€), Va,+1(€;) tanto para
r = €_1 quanto para x = ¢;, apresenta o mesmo numero de variagoes de sinais,
denominamos A + 1. Analogamente, podemos demonstrar o mesmo para as outras

secoes onde tem-se que, para cada i =1,2,...,m,

viei—1) —v(e) =0,

no caso em que V(¢;) # 0.
Para o que se segue, suponhamos que V(¢;) = 0 e analogamente podemos provar

que para r = €;_1 € ¥ = €; a sequéncia

Vi(z), Va(x), ..., Vi(z)

apresenta o mesmo numero de variagoes, desde que Vi(¢;) # 0. Pela primeira pro-
priedade de uma série de Sturm, os termos V' e V] tem uma variacao de sinal para

r = €;_1 e nenhuma variacao para x = ¢;, ja que x crescendo de ¢;_; para ¢; passa
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pela raiz ¢; de V. E entao,
I/(ﬁi_l) — V(EZ') = 1,

no caso em que ¢; é uma raiz da equacgao V(z) = 0. A soma

m

> [v(ei1) = v(e)]

i=1
consiste de tantos termos iguais a 1 quantas sao as raizes da equacao V' (z) = 0 entre
a e b e os outros termos da equacao iguais a zero. Mas, como sabemos tal soma é

igual a

v(a) —v(b),

o que demonstra o teorema para o caso em que nenhum dos termos da série de
Sturm anula-se para = a ou x = b.

Consideremos a possibilidade de algum dos termos Vi, V5, ..., Vi anular-se em a
ou b. Por hipétese, temos que V' (a) # 0 e V(b) # 0. Para € positivo suficientemente
pequeno, o nimero de raizes da equagdo V' (z) = 0 em (a, b) é 0 mesmo que o niimero
de raizes em (a + €,b — €) e nenhum outro termo da série de Sturm anula-se para
r = a+ € ou para x = b — e. Acrescentamos que a escolha adequada de e, de tal
forma que nao exista no intervalo (a,a + €| nenhuma raiz dos termos da série de
Sturm, permite-nos afirmar que os termos da série mantém sinais constantes em
(a,a + €], que s@o os mesmos sinais dos termos para x = a + €. Como vimos acima,

para este caso, o numero de raizes é
v(ia+e€) —v(b—e).

Seja V,(a) = 0, para algum « € {1,2,...,s — 1}. Sendo assim, na segao
Va-1(a), Va(a), Vasi(a)

contamos apenas uma variacao de sinal, ja que pela terceira propriedade da série de

Sturm, os termos adjacentes tém sinais opostos. Analogamente, nao importando o
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sinal de V,_1(a + ¢€), a segao
Va—l(a + 6)7 Va(a + 6)7 Va—H ((I + 6)

tem apenas uma variacao de sinal, ja que V,_; e V,.1 tém sinais constantes em
(a,a+ €]. A partir desses fatos, concluimos que v(a) = v(a + €) e da mesma forma,
prova-se que v(b) = v(b — €). Portanto, o nimero de raizes de V' em (a,b), com
V(a) #0e V(b) # 0, é dado por v(a) — v(b). O

Vamos, através de um exemplo, mostrar como o Teorema de Sturm pode ser

usado para fins de separacao de raizes.

Exemplo 2.3.1 Separemos as raizes da equacao
V(z)=a2—Tx+7=0.

no intervalo (—4,2).

Como vimos acima, uma série de Sturm para V(x) =0 é dada por

() = 2*—Ta+7
() = 32>—7
Vo(z) = 22—3
(z) = L

Substituindo x pelos numeros inteiros —4,—3,—2,—1,0,1,2, formamos a tabela

abaixo, exibindo os sinais dos termos da série nos valores especificados. Notamos

z |V V| Vo | Vs
2 [+ [+ |+ ]+
L+ -1-1+
o+ -1-1+
1+ - -1+
2+ [+ -]+
S+ [+ -]+
Al -[+] -+

rapidamente que existe uma raiz entre —4 e —3, jd que se perde uma variacao de
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sinal, e duas raizes entre 1 e 2, jd que se perdem duas variacoes de sinais. Para
separar as raizes no intervalo (1,2), inserimos um nimero intermedidrio, por exem-

plo, % Os sinais para v = 1, % e 2, sao verificados na tabela correspondente. E

z (VWi | Vo | Vs
2 [+ [+ [+ ]+
32 - | -0+
L[+ -]-]+

assim observamos que no intervalo (1,2), existe uma raiz entre 1 e %, e uma Taz

entre % e 2. Portanto, as raizes estao separadas nos intervalos

(—4,-3), (13) ; @2)



Capitulo 3

Aplicacao do Teorema de Sturm

no Ensino Médio

A finalidade deste capitulo é construir uma sequéncia didatica de 8 h, mostrando
como podemos utilizar o Teorema de Sturm no 3° ano do Ensino Médio como um
método para saber quantas raizes reais tém uma equacao polinomial sem raizes
multiplas e como separé-las em intervalos reais.

No Ensino Médio, em geral, utilizamos métodos diretos para a solugao das
equagoes algébricas. Iniciamos pelas equacoes de 1° grau ou [lineares, que sao re-
solvidas de maneira direta isolando a incognita. Passamos pelas equacoes de 2°
grau ou quadrdticas, que resolvemos usando uma férmula de formula de Bhaskara.
Para as equacgoes de 3° ou cubicas, existem métodos, tais como o dispositivo Briot-
Ruffini e as relacoes de Girard, ambas de pratica recorrente no Ensino Médio, que
necessitam de condigoes prévias, tais como o conhecimento de uma de suas raizes
ou as relacoes entre elas. Ademais menos difundida, tem-se que existe uma férmula
para a obtencao das raizes de uma equacao cibica, conhecida como a formula de
Cardano-Tartaglia. Para equacoes de 4° grau ou biquadrdticas existe uma féormula,
pouco difundida para obtencao das raizes, conhecida como a formula de Ferrari. A
partir do 5° grau, mostra-se que nao existem férmulas para a obtencao de raizes de
equacoes algébricas.

Ao se deparar com equagoes algébricas de grau muito alto, os alunos questio-

nam se existe uma formula para resolve-la. Como observamos acima, nao existem
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formulas para resolver equacoes algébricas de grau maior do que ou igual a 5. Mas,
existem métodos, ditos indiretos, que auxiliam o estudante a perceber de forma
aproximada, onde se encontram as raizes reais da equacao. A separacdo de raizes é
um bom caminho de entendimento para a solugao de equacgoes de grau elevado. O
que propomos € utilizar um desses métodos indiretos em sala de aula e o escolhido é
o que se baseia no teorema de Sturm, cuja exposicao vimos nos capitulos anteriores.
Na implementacao do método de Sturm, existe a necessidade de utilizar a de-
rivacao de polinomios. O cdlculo diferencial ja fez parte do curriculo do Ensino
Médio, antes chamado de Ensino Secundério. Esse tema foi incluido através da
Reforma Capanema, em 1942. Mas, apds o movimento da Matematica Moderna,
o estudo do calculo diferencial deixou de ser tratado na Educagao Bésica. Uma
referéncia a inclusao do célculo diferencial no Ensino Médio pode ser vista em [1].
Como precisaremos da derivada de polinomios, a sequencia didatica serd iniciada
pela aplicacao da regra de derivagao para polindmios. Nas outras aulas, aplicaremos
progressivamente o método de Sturm. No desenvolvimento das atividades sera usado
o site http://www.calculadoraonline.com.br/ para fazer as divisdes de polinémios,
e as substituicoes necessarias. Dessa forma podemos otimizar o tempo e dinamizar

as aulas com o uso de uma ferramenta ja bem conhecida e de facil acesso.

3.1 Sequéncia Didatica

3.1.1 Aula 1: Derivada

1. Objetivo: Aplicar a regra de derivacao para polinémios.
2. Duragao: 2h.
3. Pré-requisitos: Funcoes polinomiais.

4. Desenvolvimento:

Considerando o polinémio real f(z) = agz™ + a1 " a2+ ... +a,, a
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derivada de f, denotada como f’ ,é por definicao o polinémio

flix)=naas" ' +(n—1) a2+ n—2axa" > +... +a,1.

Essa definicao é meramente formal, pois desse contetido é necessario apenas

encontrar as derivadas de fungoes polinomiais.
Apliquemos a regra dada pela definicao nos exemplos abaixo.
(a) Se f(z) = a, entdao f'(x) = 0. Por exemplo, para f(z) = —g, temos que
f'(x) =0.
(b) Se f(x) =ax+0b, entdo f'(x) = a. Por exemplo, para f(x) = 3z, temos
que f'(x) = 3.
(c) Se f(x) = apx®+ a1 & + ay, entao f'(xr) = 2agx + a;. Por exemplo, para
f(z) =423, temos que f'(x) = 12 2.
(d) Se f(z) = ap2® + a; 2* + ay x + as, entao f'(x) = 3agx® + 2a; x + ay.
Por exemplo, para f(z) = 1223 — x + 1, temos que f'(z) = 36 2> — 1.

(e) Se f(x) = apx*+ay 23+ ay 2* +az x +ay, entdo f'(x) = dagx®+3ay x*+
2asx + az. Por exemplo, para f(z) = 224 — 32° + 2% — 4, temos que

fl(z) =8z —9x2*+ 2.

Exercicio: Usando a regra de derivagao para polinomios, encontre a derivada

de

(a) f(z)=a2?+b5x—4.

(b) f(z) =2° —62*+42° — 22+ 10.

(c) flx)=2a’.
(d) f(z)=2%—2°+122% — 323 + 522
(@) f(r) = 16

3.1.2 Aula 2: Construgao da série de Sturm

1. Objetivo: Aprender a como construir uma série de Sturm.
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2. Duracgao: 2h.
3. Pré-requisitos: Regra de derivacao para polinémios e divisao de polinomios.

4. Desenvolvimento:

Seja V' um polinémio real tal que a equacdo V(z) = 0 nao tenha raizes
multiplas. E possivel, a partir de V, obtermos uma série de polinomios

V, Vi, Vo, ..., Vi, denominada uma série de Sturm para V.
Vejamos, dado o polinémio V(z) = 2® — 3z + 1, seguindo os passos abaixo,
encontramos uma série de Sturm para V.

(a) Encontrar V; = V.

(b) Encontrar V3, que é igual ao resto da divisao de V' por Vj, simplificando

e multiplicando por —1.

A partir daqui utilizamos a calculadora online.

(¢) Encontrar V3, que é o resto da divisao de V; por V5, simplificando e

multiplicando por —1.

(d) Continuar o processo até que se chegue em um numero real ou em uma

equacao de raizes complexas.

Temos entao, que a série de Sturm para V =0 é

V(z) = 2*-32+1
Vi(r) = 32 -3
Volz) = 22 —1
Vs(z) = 9

Exercicio: Agora, vamos criar uma Série de Sturm para
(a) o' — 423+ 22+ 62 +2=0.
(b) 2t +22° + 2% —42+10=0.

() 2 —102* + 1523 — 22+ 32 —-7=0
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3.1.3 Aula 3: Teorema de Sturm

1. Objetivo: Aplicar o Teorema de Sturm para encontrar os intervalos que se-

param as raizes reais de um polinomio.
2. Duragao: 2h.
3. Pré-requisitos: Construcao de uma série de Sturm.

4. Desenvolvimento:

Separar raizes de uma equacgao algébrica é coloca-las em intervalos dois a dois
disjuntos, que contenham exatamente cada uma das raizes da equacao. Para
isso, vamos utilizar o Teorema de Sturm. Seja V, Vi, Vo, V3, ..., V; uma série
de Sturm para V relativa ao intervalo (a,b), onde a e b sdo numeros reais
distintos com a < b, tais que nenhum deles é raiz da equagao V' (z) = 0. Dessa
forma temos o nimero de raizes da equacao V(z) = 0 em (a,b) é igual a
diferenca v(a) — v(b) sendo o nimero de variagoes perdidas na série de Sturm

quando x vai de a para b.

Vamos aplicar o Teorema de Sturm para o polinomio V(x) = 42? — 8z + 3.
Pelo método de resolugao de equacgoes do segundo grau, temos que suas raizes
.1 . , . . L.
s80 5 e 5. Para aplicarmos o método de Sturm precisamos criar uma série
de Sturm para V', como aprendemos na aula anterior, utilizando a calculadora

online. Sendo assim, uma série de Sturm para V' é dada por

V(z) = 42° -8z +3
Vi(x) = V'(z)=8xz—-38
V) = -2

Como chegamos a um niimero real o processo termina. Feito isso, substituimos
sucessivamente x por —2, —1, 0, 1, 2, 3 na série para analisarmos as variacoes

de sinais. Aqui podemos utilizar o comando calculadora cientifica.
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E obtemos a seguinte tabela

z |V Vi Vs
2|4+ - |+
1|+ |- |+
0|+ |-+
1|—|0|+
2 |+ |+ |+
3+ |+ |+

Estudando a variagao dos sinais para cada um dos termos da série, verificamos
que ocorre uma perda de variacao de sinal quando x passa de 0 para 1 e que
ocorre outra perda de variacao de sinal quando x passa de 1 para 2. Isso
mostra, pelo Teorema de Sturm, que em cada um dos intervalos (0, 1) e (1, 2)
ha uma raiz de V(z) = 0. O que de fato é verdade, pois em (0, 1) ha a raiz %,
e em (1,2) ha a raiz g Com isso, isolamos as raizes da equagao V(z) = 0 nos

intervalos (0,1) e (1,2).

3.1.4 Aula 4: Exercicios sobre o Teorema de Sturm

1. Objetivo: Fazer exercicios sobre o teorema de Sturm.
2. Duracgao: 2 h.
3. Pré-requisitos: Todo o conhecimento adquirido nas aulas anteriores.

4. Desenvolvimento:

No exemplo da aula anterior, utilizamos o Teorema de Sturm para isolar as
raizes de uma equagao algébrica. E claro que o exemplo que demos era bastante
simples. Noés poderiamos ter descoberto as raizes sem recorrer ao Teorema
de Sturm, simplesmente, aplicando uma férmula. Mas, para ilustrarmos o
método, fizemos questao de um exemplo simples. De fato, o Teorema de Sturm

descreve um método para isolar as raizes de uma equacao de grau qualquer.
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Exercicio: Isole as raizes de cada uma das equagoes abaixo.

(a) ' —42®+ 22 —1=0.

Construindo uma série de Sturm para V(z) = 2* — 423+ 2% — 1, obtemos

Viz) = o*—42°+2% -1
Vi(z) = 22° —62%+x

Vo(z) = 52° —2+2

ja que os zeros de V5 sao imaginarios. Agora, substituindo x sucessiva-

mente por —1, 0, 1, 2, 3, 4, obtemos a seguinte tabela

z |V IV V;
1+ |- |+
0 |—]0]+
1 [ =] — |+
2 | —| — |+
3| —|+ |+
4 |+ |+ |+

Concluimos que em (—1,4) temos duas raizes reais, uma no intervalo

(—1,0), e a outra no intervalo (3,4).

(b) ot —42® + 2> + 62 + 2 = 0. Construindo uma série de Sturm para

V(z) =2* — 423+ 2* + 6z + 2, obtemos

= 2t =422+ 224+62+2=0

= 423 -1222+6

= x—1

(z)
(x)
Vo(x) = 52 —10x -7
(z)
(z)

= 12
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ja que V; é um numero real. Agora, substituindo sucessivamente x por

—1, 0, 1, 2, 3, obtemos a seguinte tabela

z |V Vi |V V3| Vy
T+ [T+ -1+
ol+[+]-1-1+
1 +]0 ] —]0]+
2 [+ -] -]+]+
3+ ++]+]+

Observando a tabela acima notamos a presenca de duas raizes no in-

tervalo (—1,0) e duas no intervalo (2, 3), incluindo valores intermedirios,

1 5 . : . .
—— e —, aos intervalos encontrados, podemos deixar uma tunica raiz em

2 2

cada intervalo. Fazendo as substituigoes temos:

z (VI |V VsV,
1 F -+ F
|-+ | -]+
0O |+ |+ |—|—-|+
r (VI | Ve V5]V,
2 |+ - |-+ |+
|- -] - |+ ]|+
S|+ |+ |+ ]+ ]+

Podemos concluir que as raizes da equacao V(z) = 0 estao isoladas

nos intervalos



Consideracoes Finais

A busca por formas de aprimorar o conhecimento a ser mediado deve ser cons-
tante para, que assim consigamos facilitar o processo de ensino/aprendizagem, pois
temos um papel fundamental na construcao de saberes, criando situacoes educati-
vas que despertem o desejo de aprender. E é nesse intuito que propomos aplicar o
Teorema de Sturm no terceiro ano do Ensino Médio, como um recurso didético.

Nés utilizamos uma calculadora online, situada em
htpp://www.calculadoraonline.com.br/

para nos auxiliar durante o processo de explicacao do tema, pois, além de ser pratica,
é uma maneira de tornar o estudante protagonista de seu aprendizado, experimen-
tando novas formas de adquirir conhecimento. Além disso, a tecnologia favorece a
interacao entre os alunos, a sala de aula se torna um ambiente de exposicao e troca
de ideias e contetidos. A ideia é que ao utilizarem o computador ou o proprio celular
para essa finalidade os alunos possam aprender se distraindo e tornar o processo
ensino/aprendizagem uma oportunidade de enriquecimento.

Esse processo torna-se também desafiador, para aluno e professor, tratando-
se de um contato com definicoes novas e aplicacoes nunca estudadas na Educacao
Basica, tais como derivagao, variagao de sinais e o proprio Teorema de Sturm. Logo,
além de esclarecedora, essa pratica pode se tornar exploradora das potencialidades

matematicas, criando novas praticas pedagogicas para o ensino.

o7
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