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RESUMO

Ensinar Matemética em uma época em que as tecnologias digitais sdo tdo presentes
no cotidiano dos alunos exige que sejam utilizadas estratégias para inovar na
apresentacdo do contetdo. A Resolucdo de Problemas entra como uma forma de
dinamizar e contextualizar os conteldos expostos em sala de aula, ajudando a motivar
o aluno no aprendizado. Nesse contexto, esta pesquisa tem por objetivo apresentar
uma abordagem de alguns topicos da matematica do Ensino Médio a partir da
Programacao Linear (PL). A Programacdao Linear abrange, entre outros contetdos, as
equacodes e inequacdes lineares, sistemas de equacfes, matrizes e graficos de uma
funcdo linear. Além disso, possibilita que sejam empregadas as tecnologias digitais
na resolucdo dos problemas. Assim sendo, foi apresentado um problema de
otimizacdo do tipo mix de produtos e, a seguir, procedeu-se com a sua resolucao
algébrica, grafica, analitica, utilizando Simplex e fazendo o uso do aplicativo Linear
Program Solver. No decorrer da apresentacdo de cada tipo de solucdo foram
apontadas sugestdes para o professor utilizar em sala de aula. Percebeu-se que a
resolucao de problemas de programacéo linear pode ter um bom aproveitamento nas
trés séries do Ensino Médio, colaborando para dinamizar e contextualizar as aulas de
Matemética.

Palavras chave: Pesquisa Operacional, Programacdo linear; Resolucdo de
problemas; Matematica; Ensino Médio.



ABSTRACT

Teaching Mathematics at a time in which digital technologies are so present in the
students’ daily lives requires strategies to be used to innovate the lesson topic
presentation. Problem Solving comes as a way to dynamize and contextualize the
lesson topics, helping to motivate the student for learning. In this sense, this research
aims to present an approach to some topics of high school mathematics from Linear
Programming. Linear Programming includes, among other topics, linear equations and
inequalities, systems of equations, matrices and graphs of a linear function. In addition,
enables digital technologies to be applied in solving problems. Therefore, a product
mix optimization problem was presented and then proceeded with its algebraic,
graphical, analytical solution, using Simplex and making use of the Linear Program
Solver application. During the presentation of each type of solution, suggestions were
indicated out for the teacher to use in the classroom. It was realized that solving linear
programming problems can have a good use in the three grades of High School,
collaborating to make dynamic and contextualize Mathematics classes.

Keywords: Operational Research; Linear Programming; Problem Solving;
Mathematics; High School.
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1 INTRODUCAO

O conhecimento matematico é imprescindivel nos mais diversos ambitos,
sendo utilizado ndo apenas como uma disciplina em sala de aula, mas também nas
mais diversas situacdes, como por exemplo, para dar suporte a varias areas do
conhecimento, como uma ferramenta para encarar os desafios da vida cotidiana e
também como uma forma de aprimorar habilidades de pensamento (BRASIL, 2007,
p.111).

Ainda segundo as Orienta¢des Educacionais Complementares aos Parametros

Curriculares Nacionais (2007, p. 111):

No ensino médio, etapa final da escolaridade basica, a Matemética deve ser
compreendida como uma parcela do conhecimento humano essencial para a
formacéo de todos os jovens, que contribui para a construgdo de uma viséo
de mundo, para ler e interpretar a realidade e para desenvolver capacidades
que deles serdo exigidas ao longo da vida social e profissional.

Apesar de toda sua utilidade e relevancia, a disciplina de Matemética é
considerada “muito dificil” pelos alunos. Conforme Pacheco e Andreis (2017, p. 106)
essa dificuldade relatada pode ter suas raizes em impressdes negativas provenientes
do primeiro contato com a disciplina nas séries iniciais, na falta de incentivo dos pais
ou responsaveis, na forma como a disciplina é abordada pelo professor, em
disfunc¢des cognitivas, na falta de estudo, no fato de n&o entenderem o significado e a
utilidade, entre outros fatores.

Segundo Medeiros e Welter (2015, p. 12) uma maneira de ajudar a superar
essas dificuldades é tentar mudar a visdo que o aluno tem da disciplina, trazendo
exemplos de sua utilidade no cotidiano, demonstrando o quanto a matematica é
utilizada a todo instante mesmo que nao se perceba.

Outra maneira de atrair o interesse dos alunos e dinamizar as aulas € a
utilizacdo da resolucao de problemas como ferramenta de aprendizagem. Segundo
Lupinacci e Botin (2004, p.1)

A Resolugéo de Problemas é um método eficaz para desenvolver o raciocinio
e para motivar os alunos para o estudo da Matematica. O processo ensino e
aprendizagem pode ser desenvolvido através de desafios, problemas
interessantes que possam ser explorados e ndo apenas resolvidos.
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No entanto, muitas vezes os problemas que séo resolvidos em sala de aula ndo
tém desempenhado a sua funcdo no ensino, pois sdo empregados apenas para
aplicar os conhecimentos adquiridos previamente pelos alunos, muitas vezes de forma
mecanica (BRASIL, 1997, p. 32).

Portanto, para que sua utilizacdo seja efetiva, os problemas devem ser

desafiadores e ter varios conceitos envolvidos. De acordo com Dante (2007, p.12):

As rapidas mudancas sociais e 0 aprimoramento cada vez maior e mais
rapido da tecnologia impedem que se fagca uma previsdo exata de quais
habilidades, conceitos e algoritmos matematicos seriam Uteis hoje para
preparar um aluno para sua vida futura. Ensinar apenas conceitos e
algoritmos que atualmente sdo relevantes parece nao ser o caminho, pois
eles poderdo tornar-se obsoletos daqui a quinze ou vinte anos, quando a
crianca de hoje estard no auge de sua vida produtiva. Assim, um caminho
bastante razoavel é preparar o aluno para lidar com situagbes novas,
guaisquer que sejam elas. E, por isso, é fundamental desenvolver nele
iniciativa, espirito explorador, criatividade e independéncia através da
resolucao de problemas.

Aliado a resolucdo de problemas destaca-se a necessidade da insercdo das
tecnologias digitais no ambiente escolar, visto que os alunos estdo a cada dia mais
conectados e com mais acesso a informacao, tornando o ensino da matematica (e
também das demais disciplinas) cada vez mais desafiador, exigindo dos professores
estratégias diferentes para a apresentacdo dos conteudos da disciplina.

Segundo Bacich (2018, p. 18):

Aprender e ensinar, em tempos de tecnologias digitais, envolvem a reflexdo
sobre a utilizacdo de estratégias que inovam ao associar o interesse dos
estudantes pela descoberta com a possibilidade de coloca-los no centro do
processo. Considera-se que esses sdo desafios constantes na educacgéao.
Refletir sobre a implementacdo de propostas que envolvam os estudantes
como protagonistas e que possam, de alguma forma, vivenciar experiéncias
em que as ac¢des de ensino e aprendizagem sdo personalizadas torna-se um
caminho possivel para a utilizacdo, em sala de aula, de abordagens que
valorizam a autonomia dos estudantes.

Diante desse cenério, esse trabalho tem como objetivo apresentar uma
abordagem de ensino de alguns tépicos de conteudos de matematica do Ensino Médio
utilizando problemas de Programacé&o Linear como método de aprendizagem.

A Programagcdao Linear € um tema habitualmente estudado em disciplinas do
ensino superior, com mais énfase nos cursos de mateméatica, engenharias,

computacdo e administragdo. De maneira geral envolve conceitos, definicGes e
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demonstracdes que fogem dos conteudos do Ensino Médio, porém se for abordada
de maneira introdutéria com exemplos simples, pode ser facilmente utilizada como
ferramenta de aprendizagem para o Ensino Médio.

Através dos problemas de Programacéo Linear é possivel abordar os conceitos
de equacdes lineares, inequacodes lineares, sistemas de equacdes lineares, matrizes
e construcao de graficos de uma funcao linear. Todos esses contetdos estédo na grade
do Ensino Médio.

Nesse contexto, a pesquisa tem como objetivo propor uma abordagem
utilizando um problema de otimizacdo resolvido através de um modelo de
Programacao Linear para auxiliar no ensino desses conteudos.

A pesquisa esté dividida da seguinte maneira: no Capitulo 2 apresentamos uma
revisdo bibliografica sobre Pesquisa Operacional abordando entre outros assuntos
sua definicdo, historico e aplicacdo; no Capitulo 3 apresentamos uma revisao
bibliografica sobre Programacéo Linear, abordando algumas defini¢cdes e formulacdes
matematicas; no Capitulo 4 apresentamos uma sugestao de abordagem de topicos
de conteddos de matemética do Ensino Médio utilizando um problema de
Programacao Linear, bem como uma sugestdo de aplicativo para insercdo das

tecnologias digitais em sala de aula.
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2 PESQUISA OPERACIONAL

Este capitulo traz uma revisdo bibliografica sobre Pesquisa Operacional,
principais defini¢des, historico e aplicacdes.

2.1 DEFINICAO

Segundo Hillier e Lieberman (2006, p.1) a partir da Revolugéo Industrial pode-
se observar um impressionante crescimento das organizacgfes, tanto em relacédo ao
seu tamanho quanto em relacdo a complexidade das suas operacfes. O subito
aumento na divisdo de trabalho e a segmentacao das obriga¢gbes gerenciais, foram o
fator decisivo para a extraordinaria mudanca nas organizacdes. A partir dessa
mudanca, os resultados foram expressivos, porém, essa crescente especializacao
nao trouxe apenas resultados positivos. Surgiram com ela problemas novos, que até
hoje ocorrem em muitas organizagoes.

Um desses problemas é a inclinacdo que as diferentes unidades de uma
organizacdo tém de crescerem em grupos fechados com seus objetivos e sistemas
de valor individuais, perdendo assim a percepcédo de como suas atividades e objetivos
se relacionam com os objetivos da organizacdo de modo geral. Dentro do contexto da
organizacdo, algo que pode ser bom para uma das unidades, frequentemente é
danoso a outra, de forma que as unidades acabam trabalhando em direcbes e
objetivos opostos. Essa situacao pode gerar um problema em relacéo a alocacao de
recursos. Quanto maior é a complexidade e especializacdo de uma organizacao, mais
arduo se torna o trabalho de alocacdo de recursos disponiveis para 0s seus mais
diversos setores em atividade. Da necessidade de solucionar esse tipo de problema
encontrando a melhor solugéo, que se criou 0 ambiente para o surgimento da pesquisa
operacional, também chamada de PO (HILLIER; LIEBERMAN, 2006, p. 1).

Nesse contexto, Arenales et al. (2011 p. 3) traz a seguinte observacdo em

relacdo a pesquisa operacional

[...] Para alguns autores, pesquisa operacional significa abordagem cientifica
para tomada de decisdes, que procura determinar como melhor projetar e
operar um sistema, usualmente sob condi¢des que requerem a alocacéo de
recursos escassos. [...] De forma sucinta, podemos dizer que a pesquisa
operacional ¢ um enfoque cientifico sobre a tomada de decisdes. A
denominacdo pesquisa operacional é comumente motivo de criticas e
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reflexdes, pois ndo revela a abrangéncia da area e pode dar a falsa impresséo
de estar limitada a analise de operacgdes. Alguns autores sugerem outras
denominacdes preferiveis, por exemplo, andlise de decisdes, mas o termo
pesquisa operacional é bastante difundido no ambito das engenharias (em
particular, da engenharia de produc¢&o), ciéncias de administracéo, ciéncias
de computagdo, economia, estatistica e matematica, entre outros [...].

De maneira concisa, Silva et al. (2010, p. 1) conceitua pesquisa operacional

como

[...] um método cientifico de tomada de decisGes. Em linhas gerais, consiste
na descricdo de um sistema organizado com o auxilio de um modelo, e
através de experimentacdo com o modelo, na descoberta da melhor maneira
de operar o sistema.

Como ciéncia, a pesquisa operacional, a partir de um modelo proposto, faz a
estruturacdo dos processos, organiza e compara valores, custos ou eficiéncia em
busca do melhor valor possivel para 0 modelo em questio. E muito utilizada nas areas
de produgéo, administracéo e planejamento (LOESH; HEIN, 2009, p. 1).

A pesquisa operacional é fundamentada na matematica, analise de sistemas e
na estatistica. O principal instrumento de resolucdo € o computador, pois 0s
problemas onde a pesquisa operacional se aplica, normalmente formam modelos
matematicos de médio a grande porte onde uma solu¢cao manual seria muito dificil e
demorada (LOESH; HEIN, 2009, p. 1).

O trecho pesquisa do termo significa que a pesquisa operacional usa uma
abordagem que relembra a maneira pela qual sdo conduzidas as pesquisas
em campos cientificos usuais. Em um grau consideravel, o método cientifico
é utilizado para investigar o problema empresarial (de fato, a expressao
ciéncias da administracdo é algumas vezes usada como sindénimo de
pesquisa operacional). [...] Assim, até certo ponto, a pesquisa operacional
envolve a pesquisa cientifica criativa das propriedades fundamentais das
operagBes. Entretanto, ha outros fatores envolvidos além desse.
Especificamente, a PO também trata da gestdo pratica da organizacgéo.
Portanto, para ser bem-sucedida, a PO também precisa, quando necessario,
fornecer conclus@es positivas e inteligiveis para o(s) tomador(es) de decisao
(HILLIER; LIEBERMAN, 20086, p. 2).

Dado o exposto, podemos concluir que a pesquisa operacional € uma ciéncia
gue auxilia os gestores das organizacdes nas tomadas de decisédo. O estudo em PO
€ baseado em um modelo matematico construido a partir de dados disponibilizados

pelos mais diversos setores da organizagéo. Ou seja, a partir de um problema a ser
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resolvido, a PO faz a estruturacdo dos processos e chega ao melhor resultado

possivel.

2.2 HISTORICO

Os conceitos da pesquisa operacional comecaram a ser utilizados ha muitas
décadas, quando os gestores iniciaram a introdu¢do de uma abordagem cientifica na
maneira de gerir as organizacdes. Porém a atividade assim chamada de pesquisa
operacional, como conhecemos hoje, surgiu durante a Segunda Guerra Mundial
(HILLIER; LIEBERMAN, 2006, p. 1).

A Pesquisa Operacional surgiu durante a Segunda Guerra Mundial (1939-1945)
na Inglaterra. Na época, um grupo de cientistas foi convocado para solucionar
problemas relacionados a logistica e estratégia militar, eles precisavam decidir qual a
melhor forma de utilizar os recursos militares restritos, estabelecendo entdo a primeira
utilizacdo formal da PO. Alguns dos problemas estudados foram: projeto de
explosivos, tanques e motores; projeto, manutencdo e inspecdo de avides;
dimensionamento de frota; melhoria da utilizacdo de radares, canhfes antiaéreos e
taticas de bombardeios a submarino (BELFIORE; FAVERO, 2013, p. 1).

Quando a guerra acabou, houve uma evolucédo rapida da pesquisa operacional
na Inglaterra e nos Estados Unidos. Em 1947 foi criado no Pentdgono o projeto
SCOOP (Scientific Computation of Optimal Programs) que tinha como objetivo
participar de decisdes sobre as operacdes da forca aérea americana. Fazia parte do
projeto um grupo de pesquisa liderado pelo matematico George Dantzig e pelo
economista Marshall Wood. Dantzig, nessa época, desenvolveu, formalizou e testou
0 método Simplex utilizado para resolver problemas de programacéo linear. O
desenvolvimento do método foi baseado em estudos precursores do matematico
russo Leonid Kantorovich. O economista T. C. Koopmans sugeriu para Dantzig o
termo programacao linear (ARENALES et al., 2011 p. 1).

Pelo menos dois fatores foram o0s principais responsaveis pelo rapido
crescimento da Pesquisa Operacional nesse periodo. O primeiro foi a rapida evolugéo
das técnicas da PO. O segundo fator foi a revolu¢do computacional. Como os
problemas mais complexos de pesquisa operacional necessitam de uma grande

qguantidade de processamento de calculos, fazer tais calculos a mao seria
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praticamente impossivel. Por isso o desenvolvimento de computadores, com
capacidade de resolver problemas matematicos inimeras vezes mais rapido que o
ser humano, auxiliou na evolugéo da PO. A partir dos anos de 1980, com o advento
dos computadores pessoais equipados com softwares para o emprego da PO, um
namero cada vez maior de pessoas teve acesso a essa tecnologia (HILLIER;
LIEBERMAN, 2006, p. 2).

Segundo Arenales et al. (2011, p. 2) com o avango da pesquisa operacional,
em 1952 e 1953 foram criadas as sociedades de PO americana (ORSA — Operations
Research Society of America) e inglesa (ORS — Operational Research Society).
Depois, em 1957, foi realizada em Oxford na Inglaterra a primeira conferéncia
internacional de pesquisa operacional. Durante a conferéncia, pode-se observar que
americanos e ingleses trataram a pesquisa operacional de formas diferentes:
enquanto os primeiros eram voltados para modelos e métodos matematicos de
problemas diversos, os ingleses focavam mais problemas especificos e estudos de
caso.

A partir do ano de 1950 até meados do fim de 1960, a pesquisa operacional foi
utilizada para solucionar uma gama de problemas nos setores publico e privado. Em
1953 foi realizada uma pesquisa com 160 organiza¢des da Gra-Bretanha e quase 30%
delas responderam que tinham pessoas trabalhando com pesquisa operacional em
suas organizacdoes. A PO era utilizada nos mais diversos setores industriais e
financeiros, como: construcao civil, mineracao, transportes, metallrgico, bancario e
transportes. No setor publico era utilizada principalmente para a coleta de lixo, policia
e transportes. Em relacdo ao desenvolvimento académico da PO, na década de 1960
ela era estudada apenas em cursos de pos-graduacao, s6 apos 1970 foi inserida nos
cursos de graduacao (ARENALES et al., 2011, p. 2).

No Brasil, a pesquisa operacional teve inicio na década de 1960. Em 1968 foi
realizado, em Sao José dos Campos, 0 primeiro simpdsio brasileiro de pesquisa
operacional. Logo apods esse simpasio, em 1969, foi fundada a SOBRAPO (Sociedade
Brasileira de Pesquisa Operacional) que publica de forma quadrimestral o periddico
Pesquisa Operacional ha mais de 30 anos (ARENALES et al., 2011, p. 2).

Segundo Belfiore e Favero (2013, p. 2)

Existem atualmente diversas sociedades de PO no Brasil e no exterior, com
0 objetivo de promover, por meio de reunides, seminarios, congressos,
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conferéncias, cursos, prémios e publicacdes entre profissionais, estudantes
e instituicbes, o desenvolvimento dos diversos campos de estudo que fazem
uso de seus conceitos e aplicagcdes. Entre as principais sociedades,
destacam-se a SOBRAPO (Sociedade Brasileira de Pesquisa Operacional),
INFORMS (Institute for Operations Research and Management Science),
EURO (The Association of European Operational Research Societies),
APDIO (Associacdo Portuguesa de Investigacdo Operacional), IFORS
(International Federation of Operacional Research Societies) e ALIO
(Associacion Latino-Ibero-Americana de Investigacidn Operativa).

Desde seu surgimento até os dias atuais a Pesquisa Operacional passou por
uma grande evolucao, grande parte devido a grande inovagéo tecnoldgica do nosso
tempo. Dessa forma sua utilizagdo se tornou cada vez mais difundida, contribuindo

assim para o desenvolvimento econémico de inUmeras empresas e paises.

2.3 UTILIZACAO

A pesquisa operacional foi responsavel pela melhoria da eficiéncia de milhares
de organizacdes ao redor do mundo. Também contribuiu para o aumento da
produtividade das economias de muitos paises. Sua importancia € tao representativa
que diversos paises possuem uma sociedade de pesquisa operacional nacional.
Continentes como a Asia e a Europa possuem federacdes de pesquisa operacional
gue sdo responsaveis pela coordenacédo e realizacdo de conferéncias internacionais
e também pela publicacéo de jornais de circulagéo internacional. Dentre os jornais, 0
Interfaces publica regularmente artigos sobre estudos em pesquisa operacional
descrevendo a importancia e o impacto que teriam sobre as organizacdes (HILLIER;
LIEBERMAN, 2006, p. 3).

Segundo Arenales et al. (2011, p. 2), a partir da sua popularizacao,

[...] a pesquisa operacional tem sido aplicada as mais diversas areas de
producdo e logistica, incluindo industrias de alimentagdo, automoveis,
aviagcdo, computadores, eletrdnica, metalurgia, mineragdo, misseis, moveis,
papel, petréleo, telecomunicacdes, transportes; além de organizacbes de
servico (publicas e privadas), como: bancos e seguradoras, hospitais,
bibliotecas, sistemas judiciais, agéncias de viagens e turismo, energia,
esportes, transito, agéncias de governo (federais, estaduais e municipais) etc.

Pode-se observar melhor a grande aplicabilidade da PO na Tabela 1:



Tabela 1 - Algumas aplicacdes da pesquisa operacional

. : . Economia
Organizacéo Natureza da Aplicacao Anual (US$)
The Desenvolver a politica nacional de gestédo de recursos
Netherlands hidricos, inclusive combinagdo de novas instalacgdes, 15 milhdes
Rijkswaterstaat | procedimentos operacionais e tarifas.

Otimizar operacdes de producédo nas fabricas quimicas
Monsanto L ~ _—
Corp para atender a objetivos de producdo a um custo 2 milhdes
' minimo.
Programar turnos de trabalho nos balcdes de reserva
United Airlines | para atender as necessidades dos clientes a um custo 6 milhdes
minimo.
Citgo - ~ L .
Otimizar operacdes de refinarias e o abastecimento, a _—
Petroleum S . 70 milhdes
Corp. distribuicdo e o marketing de produtos.
San Francisco _

. Programar e empregar de forma otimizada os I
Police . ; . . 11 milhdes
patrulheiros por meio de um sistema computadorizado.

Department
Misturar, de forma otimizada, a produtos da gasolina,
Texaco, Inc. componentes disponiveis, visando atender as 30 milhdes
exigéncias de qualidade e de comercializacao.
20 milhdes +
. . L 250 milhdes em
Integrar uma rede nacional de inventarios de pecas de .
IBM reposicao para melhorar os servicos de suporte decorréncia de
posicao p & porte. inventarios
menores
Yellow Freight | Otimizar o desenho de uma rede nacional de transporte .
. 17,3 milhdes
System, Inc. rodoviario e suas rotas.
o =
Depargamento Desenvolvimento de um programa de troca de agulhas 33% de reducao
de Saude de eficiente para combater o alastramento da Aids/HIV de casos de
New Haven P ' HIV/Aids
AT&T Desenvolver um ;lstema b_aseado em PCs para orientar 750 milhdes
clientes comerciais no projeto de call centers.
Delta Airlines MaX|m|zaer lucro na glocaqao de aeronaves em mais 100 milhdes
de 2500 vdos domésticos.
- Reestruturar a cadeia global de abastecimento de
Digital o ! .

X fornecedores, fabricas industriais, centros de _—
Equipment SRR o L . 800 milhdes
Corp distribuicéo, localizagbes potenciais e areas de

' mercado.
Selecionar e programar, de forma otimizada, projetos
China em grande escala para atender as necessidades futuras 425 milhbes
de energia do pais.
Forca de Redesenhar, de forma otimizada, o tamanho e o formato _—
defesa da : 1,1 bilhao
g das forcas de defesa e seus sistemas de armamentos.
Africa do Sul
Redesenhar o sistema de distribuicéo e de produgéo
Proctor and . ; _—
dos Estados Unidos para reduzir custos e aumentar a 200 milhdes
Gamble .
velocidade de chegada ao mercado.
Programar, de forma otimizada, a escala de funcionérios
Taco Bell para fornecer um nivel de atendimento ao cliente 13 milhdes
adequado a um custo minimo.
Hewlett- Redesenhar os tamanhos e as localiza¢cbes de buffers 280 milhdes a
em uma linha de producédo de impressoras para atender mais em
Packard - ~ .
aos objetivos de producéo. receitas

20
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Sears Desenvolver um sistema de programacao e rotas de
’ veiculos para as frotas de entrega e de atendimento 42 milhdes
Roebuck o
domiciliar.
Fazer a reengenharia de sua cadeia global de
IBM abastecimento para responder mais rapidamente aos 750 milhdes no
clientes, mantendo, ao mesmo tempo, 0 menor estoque primeiro ano
possivel.
Desenvolver opcdes de cotacdes on-line diretos e 80 milhdes a
Merril Lynch baseadas em ativos para fornecimento de servigos na mais em
area financeira. receitas
i ~ 200 milhdes a
Sansung Desenvolver métodos de reducéo de tempos de mais em
Electronics fabricacéo e niveis de estoque. .
receitas
Continental Otimizar a realocacgéo de tripulagbes quando da S
s . : s N 40 milhdes
Airlines ocorréncia de desajustes nos horarios de voo.

Fonte: Adaptado de Hillier e Lieberman (2006, p. 4).

Observando a Tabela 1, pode-se perceber que os estudos em PO se aplicam
em organizacdes dos mais diversos setores. E, embora sejam apresentados apenas
os resultados financeiros da aplicacdo, outros beneficios gerados como o aumento da
qualidade no atendimento ao cliente e a melhor organizagdo do controle gerencial
foram considerados até mais significativos do que o beneficio financeiro (HILLIER;
LIEBERMAN, 2006, p. 5).

Dessa forma pode-se observar a grande contribuicdo que 0s estudos em
Pesquisa Operacional podem proporcionar para a gestao e economia de empresas e
paises otimizando o controle administrativo e financeiro e melhorando a gestdo de

pessoas € recursos.

2.4 FASES DE UM ESTUDO EM PO

Para se obter sucesso em um estudo de pesquisa operacional, é extremamente
necessario que o cliente e a equipe de analistas de PO trabalhem totalmente
alinhados. Para Taha (2008, p. 4) a pesquisa operacional € uma ciéncia e também

uma arte

E uma ciéncia em virtude das técnicas matematicas que incorpora e é uma
arte porque o sucesso das fases que resultam na solugdo do modelo
matematico depende em grande parte da criatividade e da experiéncia da
equipe de pesquisa operacional.
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Segundo Taha (2008, p. 4) é dificil fornecer um modelo predeterminado para a
implementacdo de estudos em pesquisa operacional, porém pode-se seguir as

seguintes diretrizes gerais:

As principais fases de implementacao da PO na pratica incluem:
Definig&o do problema.

Constru¢édo do modelo.

Solug&o do modelo.

Validac&do do modelo.

Implementacéo da solugéo.

ahrwpnE

2.4.1 Defini¢cédo do problema

Nesta fase inicial, a equipe de PO trabalha para definir o problema que esta
sendo investigado. Para o sucesso da investigacao, toda a equipe deve estar voltada
para essa funcdo. Os principais elementos de um problema de decisédo que devem
ser identificados sao: “(1) descricdo das alternativas de decisao, (2) determinagao do
objetivo do estudo e (3) especificacao das limitacées sob as quais o sistema modelado
funciona.” (TAHA, 2008, p. 4).

Segundo Marins (2011, p. 16) os problemas reais de pesquisa operacional
geralmente sdo apresentados aos analistas de maneira vaga e imprecisa. Tal
demanda exige do analista uma enorme capacidade de compreender e sistematizar
as situacoes reais. Para que o problema seja corretamente formulado, € fundamental
gue 0 mesmo seja bem caracterizado. Deste modo algumas informacdes essenciais
tornam-se necessarias, como: quem sera o responsavel pela tomada de decisao;
quais sdo os principais objetivos; que particularidades estdo sujeitas ao controle do
tomador de deciséo (variaveis de decisao) e quais as limitacdes a que essas variaveis
estdo sujeitas (restricbes); e quais 0s pontos relacionados ao processo que

extrapolam o poder de decisédo do gestor.

2.4.2 Construcéo do modelo

Segundo Taha (2008, p. 4)

Construcdo do modelo implica uma tentativa de traduzir a definicdo do
problema em relagBes matematicas. Se o modelo resultante se ajustar a um
dos métodos matematicos padrdo, tal como programacao linear, podemos,
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geralmente, chegar a uma solucdo utilizando algoritmos disponiveis.
Alternativamente, se as relagfes matematicas forem muito complexas para
permitir a determinacéo de uma solucao analitica, a equipe de PO pode optar
por simplificar o modelo e usar uma abordagem heuristica, ou pode
considerar a utilizacdo de simulacdo, se adequado. Em alguns casos,
modelos matematicos, de simulagdo e heuristicos podem ser combinados
para resolver o problema de deciséo.

ApGs os objetivos estarem bem definidos e os dados coletados, a proxima
etapa consiste em reformular o problema de forma que figue mais adequado para a
analise. A maneira convencional utilizada em PO é a construcdo de um modelo
matematico que represente o problema. Esse modelo mostrara que o problema é
encontrar os valores das variaveis de decisdo de forma a otimizar a funcdo objetivo
sujeita as restricdes apresentadas. Um modelo neste formato, e pequenas
modificacdes dele, caracteriza os modelos utilizados em PO (HILLIER; LIEBERMAN,
2006, p. 11).

As variaveis de decisdo e parametros, a fungdo objetivo e as restricdes sdo 0s
componentes principais de um modelo. As incégnitas que serdo determinadas pela
solucdo do modelo sdo as chamadas variaveis de decisdo. Os parametros do
problema sdo os valores fixos previamente estabelecidos. A funcdo matematica que
define o valor que se pretende alcancar em funcdo dos parametros e variaveis de
decisdo é chamada de funcao objetivo. A funcéo objetivo pode ser uma funcéo de
minimizacdo ou de maximizacdo. As restricdes sdo um conjunto de equacdes e
inequacdes as quais as variaveis de decisdo devem satisfazer (BELFIORE; FAVERO,
2013, p. 5).

2.4.3 Solucao do modelo

Segundo Taha (2008, p. 4) de todas as fases de um estudo em PO, a solugao
do modelo € a mais simples, visto que ela faz uso de algoritmos de otimizacdo bem
determinados. Nessa fase, € importante realizar uma andlise de sensibilidade do
modelo, que tem como objetivo colher informacées complementares sobre o
comportamento da solucdo 6tima quando sdo realizadas algumas alteracdes nos
parametros do modelo. Essa analise torna-se especialmente necessaria quando nao

se pode estimar os parametros com precisdo. Se tal situacdo ocorrer, deve-se



24

observar como se comporta a solucéo 6tima utilizando valores de parametros vizinhos
aos que foram estimados.

Com o modelo devidamente construido, pode-se prosseguir para a etapa da
sua solucao. Tal solugédo pode ser obtida utilizando métodos matematicos especificos.
Conforme Marins (2011, p. 18), “Diversos sdo os métodos matematicos utilizados em
PO, [...] entre estas se pode citar, a Programacao Linear, a Programacédo em Redes,
a Teoria dos Grafos e a Teoria das Filas.” Para que a solugao dos problemas
complexos de PO seja viavel e eficiente, diversos softwares foram desenvolvidos.
Pode-se citar por exemplo o Solver do Excel®, para trabalhar com planilhas
eletrbnicas e os softwares LINDO®, CPLEX® e AMPL® para problemas de
programacao linear, ndo linear e variagoes.

No presente trabalho serd abordado apenas o método mateméatico de
Programacao Linear. Visto que os problemas de PO que séo resolvidos utilizando a
Programacao Linear, tém como funcdo objetivo e restricbes funcbes lineares,
tornando possivel sua resolugdo utilizando conhecimentos adquiridos durante o
Ensino Médio como equacdes e inequacdes lineares, grafico de funcdes lineares,
sistemas lineares e matrizes.

A busca da solucéo 6tima ou melhor solucdo possivel geralmente é o objetivo
principal de um estudo em PO. No entanto, deve-se levar em consideracao que essas
solucdes sdo 6timas somente para o modelo que esta sendo utilizado. Uma vez que
o modelo matematico € um modelo ideal do problema, e ndo uma reproducao exata,
nao se pode garantir que a solucéo 6tima encontrada sera a melhor solucéo possivel
para o problema real. Isso se deve a existéncia de muitos fatores que exercem
influéncia na implantag&o da solucdo. Por outro lado, se a formulagédo do modelo for
bem feita e testada, as solu¢des obtidas com o modelo tém grandes chances de
estarem o mais proximas possivel do que sera adotado no caso real (HILLIER;
LIEBERMAN, 2006, p. 15).

2.4.4 Validagdo do modelo

Conforme Taha (2008, p. 4),

Validacdo do modelo verifica se 0 modelo proposto faz ou ndo o que diz
fazer — isto €, ele prevé adequadamente o comportamento do sistema em
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estudo? Inicialmente, a equipe de PO deve estar certa de que o resultado do
modelo ndo inclua “surpresas”. Em outras palavras, a solugao faz sentido?
Os resultados sédo intuitivamente aceitaveis? Do lado formal, um método
comum para verificar a validade de um modelo é comparar seus resultados
com dados historicos. O modelo é valido se, sob condi¢cdes similares de
entradas, reproduz razoavelmente o desempenho anterior. Todavia, de modo
geral, ndo h& nenhuma garantia de que o desempenho futuro continuara a
reproduzir o comportamento passado. Além disso, como 0 modelo costuma
ser baseado no exame cuidadoso de dados passados, a comparacao
proposta costuma ser favoravel. Se o modelo proposto representar um novo
sistema (ndo existente), ndo havera dados historicos disponiveis. Nesses
casos, podemos usar a simulacdo como uma ferramenta independente para
verificar os resultados do modelo matematico.

O desenvolvimento de um modelo matematico complexo pode ser comparado
com o desenvolvimento de um software de computador. Geralmente a primeira versao
vai conter pequenos erros que so serao identificados apés alguns testes. Da mesma
forma, um modelo matematico deve ser testado amplamente antes da sua efetiva
implementacédo. O processo de aperfeicoamento e teste do modelo € chamado de
validacdo do modelo. Para se realizar os testes, o ideal € que pelo menos uma pessoa
da equipe de PO que néo participou da formulacdo do modelo faca parte do grupo que
ird trabalhar no aperfeicoamento do modelo. Apds todos os testes e aperfeicoamentos
do modelo a equipe de PO pode concluir que ele esta apresentando resultados validos
e pode ser implementado (HILLIER; LIEBERMAN, 2006, p. 17).

2.4.5 Implementacao da solucao

A implementacédo € a ultima fase de um estudo de PO e também a mais critica
delas, visto que é apenas nessa fase que os resultados do estudo aparecem. Por isso,
€ de extrema importancia que a equipe de PO participe ativamente desta fase para
garantir a correta implementacao do sistema. O contato direto da equipe de PO com
a equipe que ira utilizar os resultados é imprescindivel para que sejam corrigidas
quaisquer possiveis falhas. Alias, esse entrosamento deve comecar muito antes da
fase de implementacédo, para que se obtenha sucesso na utilizacdo dos resultados
obtidos (MARINS, 2011, p. 19).

Para que a fase de implementacéo seja bem sucedida, primeiro a equipe de
PO deve explicar tudo sobre o novo sistema para a geréncia operacional. Entdo, tanto
a equipe de PO quanto a geréncia operacional, devem compartilhar a

responsabilidade pelo desenvolvimento de quaisquer procedimentos necessarios
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para que o sistema entre em operacgéo. Se tudo correr como esperado, 0 novo sistema
podera ser utilizado durante anos. Por isso, mesmo apos a entrega do sistema, a
equipe de PO deve manter contato para obter um feedback de como o sistema se
comporta ao longo do tempo. Se houverem desvios significativos, o modelo deve ser
revisto para averiguar se € necessario fazer uma atualizacéo no sistema. Terminado
o estudo, € imprescindivel que a equipe de PO deixe toda a sua metodologia
documentada de forma clara e precisa para que o seu trabalho possa ser reproduzido
(HILLIER; LIEBERMAN, 2006, p. 21).

Dessa forma é imprescindivel que todas as etapas sejam realizadas
corretamente para que se obtenha sucesso em um estudo de Pesquisa Operacional.
Qualguer falha em uma etapa pode comprometer completamente o resultado final do

estudo.

2.5 EXEMPLO DE ESTUDO

A seguir serd apresentado um exemplo de estudo de Pesquisa Operacional,
retirado do livro Introducdo a Pesquisa Operacional que tem como objetivo
exemplificar todas as etapas de um estudo em PO. Este € um problema de
programacao linear do tipo classico mix de produtos, com duas variaveis de deciséo,
gue pode ser resolvido facilmente utilizando ferramentas conhecidas dos estudantes
do Ensino Médio como funcdes lineares, graficos de funcdes lineares e sistemas de
equacoes lineares.

As sugestbes apresentadas na secdo seguinte sdo para um estudo mais
avancado sobre programacéo linear com os alunos, para ser aplicado depois que 0s
alunos ja tiverem familiaridade com o assunto e com as ferramentas de solugéo dos

problemas de PL.
2.5.1 Apresentacéo e definicdo do problema
A Wyndor Glass Co. é uma industria de esquadrias que fabrica entre outros

produtos, janelas e portas de vidro. Os produtos sédo fabricados em 3 fabricas

diferentes. Na Fabrica 1 sdo produzidas as esquadrias de aluminio e as ferragens, na
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Fabrica 2 sdo produzidas as esquadrias de madeira e a Fabrica 3 produz o vidro e
realiza a montagem dos produtos (HILLIER; LIEBERMAN, 2006, p. 26).

Devido a uma diminuicdo nos ganhos da industria, a direcdo optou por
modernizar o seu catdlogo. Alguns produtos serdo descontinuados para liberar
capacidade produtiva para o langamento de dois novos produtos:

e Produto 1: Porta de vidro com esquadria de aluminio de 2,5m.
e Produto 2: Janela duplamente adornada com esquadrias de madeira de 1,20m
x 1,80m (HILLIER; LIEBERMAN, 2006, p. 26).

Para produzir o produto 1 séo utilizados os recursos das Fébricas 1 e 3. Ja 0
produto 2 utiliza os recursos das Fabricas 2 e 3. O setor de marketing quer que a
empresa venda a maior quantidade possivel desses novos produtos. Porém, como 0s
dois produtos competem pelos recursos da Fabrica 3, ndo se sabe exatamente qual
mix de produtos que serd mais lucrativo. Por isso, foi contratada uma equipe de PO
para estudar essa questédo (HILLIER; LIEBERMAN, 2006, p. 26).

Incialmente a equipe de PO reuniu-se com a direcdo da empresa para discutir
e identificar quais os objetivos do estudo. Apds as discussdes chegaram a seguinte
definicdo do problema: Determinar qual deve ser a taxa de producéo de cada produto
de forma que maximize o lucro total, sujeito as restricdes de recursos disponiveis nas
3 fabricas. Os produtos seréo fabricados em lotes de 20, portanto a taxa de produc¢éo
sera o numero de lotes produzidos por semana. Respeitando as restricdes, qualquer
combinacao de taxas de producao desses produtos é permitida inclusive ndo produzir
nada de um produto e o maximo possivel de outro (HILLIER; LIEBERMAN, 2006, p.
26).

Como sugestao, o professor pode dividir a turma em grupos e propor que cada
grupo pesquise e apresente um exercicio resolvido de PO que utilize PL, para que
possam fazer o papel da equipe de PO promovendo uma discusséo sobre as fases
envolvidas naquele determinado problema. Dessa maneira poderédo exercitar o seu
senso critico, raciocinio légico e poder de tomada de decisdes.

A partir dos problemas trazidos pelos alunos o professor pode pedir para que
identifiquem nos problemas uns dos outros que caminho foi tracado para chegar até
aqueles dados apresentados. Que tipo de coleta de dados foi realizada? Como foi
realizada a coleta de dados? Os dados podem ser organizados em tabelas? Se ja

estiverem organizados em tabelas, estas podem ser substituidas por graficos? A
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sugestdo que fica é para que os alunos disponham os dados dos problemas em
tabelas ou em graficos para organizar as informacfes, exercitando assim a
capacidade de interpretar dados de um gréafico ou de uma tabela.

Para dar continuidade ao estudo, a equipe de PO identificou quais dados
deveriam ser coletados nas fabricas:

1. Qual o tempo que cada fabrica tem disponivel para a producdo dos
novos produtos. (Levando em consideracao que a maior parte do tempo
das fabricas ja esta sendo utilizado para produzir os produtos atuais);

2. Qual o tempo utilizado em cada fabrica para produzir um lote de cada
novo produto;

3. Qual o lucro por lote produzido de cada novo produto (HILLIER;
LIEBERMAN, 2008, p. 27).

A equipe de PO escolheu o lucro por lote produzido como uma medida
adequada, apés ter verificado que o acréscimo de lucro de cada lote adicional
produzido é praticamente constante independente da quantidade de lotes produzidos.
Como o inicio da produgdo e comercializacdo dos novos produtos ndo acarreta em
nenhum custo adicional, o lucro total serd o lucro por lote vezes o numero de lotes
produzidos (HILLIER; LIEBERMAN, 2006, p. 27, grifo do autor).

Para conseguir uma estimativa satisfatoria dessas quantidades foi necessario
0 apoio de colaboradores nos varios setores da empresa. O pessoal da manufatura
forneceu os dados de tempo disponivel para a producao de novos produtos (1). Para
conseguir os dados de quanto tempo é necessario para produzir cada lote dos novos
produtos (2) foi imprescindivel a anélise dos engenheiros de producao envolvidos nos
processos. A partir dos custos obtidos pelos engenheiros e pela deciséo de preco do
setor de marketing, o setor de contabilidade desenvolveu estimativas para o lucro por
lote produzido (3). A Tabela 2 sintetiza esses dados. (HILLIER; LIEBERMAN, 2006, p.
27).

Apoés a definicdo do problema e a coleta de dados terem sido corretamente
realizados, a equipe de PO identificou que se tratava de um problema de programacéao
linear do tipo mix de produtos. A partir dai a equipe seguiu com a formulacdo do
modelo matematico apropriado (HILLIER; LIEBERMAN, 2006, p. 27).

Como a essa altura os alunos ja terdo algum conhecimento sobre PO e sobre

PL, o professor pode propor que individualmente ou em grupos eles realizem uma
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pesquisa nha internet ou in loco, com o objetivo de fazer uma coleta de dados e
apresentar uma situacao problema que possa ser modelada com programacao linear.
Os dados podem ser coletados de situagbes do cotidiano dos alunos, sem a
necessidade de problemas complexos. Dessa forma eles poderdo estender os
assuntos abordados em sala de aula para a rotina diéria, evidenciando assim a grande

importancia da matematica em todos os ambitos.

2.5. 2 Formulag&o como Problema de Programacéao Linear

Inicia-se a formulacdo do modelo matematico definindo as variaveis de decisédo
e a funcao objetivo, facamos:

X1 = numero de lotes do produto 1 produzido semanalmente

X5 = numero de lotes do produto 2 produzido semanalmente

Z = lucro total por semana (em milhares de doélares) obtido pela producao
desses dois produtos

Desse modo, x4 e X, s8o as variaveis de decisdo para o modelo. Empregando
os dados da linha inferior da Tabela 2, obtemos a funcao objetivo

Z = 3x; + 5x,.

Ent&o, o objetivo é encontrar os valores de x; e X, que maximizem a fungéo

objetivo Z = 3x; + 5x,, sujeito as restricdes de capacidade de producdo das 3

fabricas. Dessa forma, podemos observar na Tabela 2 que a Fabrica 1 tem 4 horas
disponiveis para producdo e cada lote do produto 1 fabricado por semana na Fabrica
1, usa 1 hora de producdo por semana. Pode-se expressar essa restricao

matematicamente como x; < 4. Fazendo da mesma forma para as demais fabricas
teremos mais duas restricdes expressas como 2x, < 12 (Fabrica 2) e 3x; + 2x, <
18 (Fabrica 3). Por fim, como as taxas de produgéo ndo podem ser negativas, teremos

x; = 0ex, = 0 (HILLIER; LIEBERMAN, 2006, p. 27).
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Tabela 2 - Dados para o problema da Wyndor Glass Co

Tempo de Producéo ~
L por Lote (em horas) Tempo de}Produgao
Fabrica Disponivel por
Produto

1 > Semana (em horas)
1 1 0 4
2 0 2 12
3 3 2 18

Lucro por lote U$ 3000 U$ 5000

Fonte: Adaptado de Hillier e Lieberman (20086, p. 27).

Finalmente, na linguagem matematica da programacao linear, o problema é

escolher os valores de x; e x, de forma a

Maximizar Z = 3x; + 5x,
sujeito as restricdes
x1 <4
2x, < 12
3x; +2x, <18
X1, Xy =0

2.5.3 Solucao Gréfica

Como este € um problema simples com apenas duas variaveis de deciséo,

pode ser resolvido utilizando um procedimento grafico. Esse procedimento consiste
em construir um grafico de duas dimensdes considerando Xx; e X, cCOmo eixos.
Primeiro deve-se identificar no plano cartesiano quais valores de (x4, X,) que sao
permitidos pelas restricbes. Inicialmente, considerando as restricbes de nao-
negatividade x; = 0 e x, = 0, pode-se perceber que os valores permissiveis de
(x1,x,) estardo no lado positivo dos eixos. Apoés, a restricdo x; < 4 indica que os
valores de (x,X,) ndo estardo a direita da reta x; = 4. Podemos observar essas

restricbes na Figura 1 (HILLIER; LIEBERMAN, 2006, p. 28).
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Figura 1 - Valores permitidos para as variaveis x; € x,

33120
&3220
.’.[!154

X4

=1

=1

Fonte: Adaptado de Hillier e Lieberman (2006, p. 29)

Da mesma forma, a restricdo 2x, < 12 requer que os valores permissiveis de
(x1,x,) estejam abaixo da reta 2x, = 12. Por fim, a restricdo 3x; + 2x, < 18
adiciona a reta 3x; + 2x, = 18 para completar o contorno. A regido resultante com

os valores permitidos para (x4, X;) (regido de solugdes viaveis) pode ser observada

na Figura 2 (HILLIER; LIEBERMAN, 20086, p. 28).

A etapa final do procedimento grafico é escolher o ponto da regido de solugbes

vidveis que maximiza o valor da funcéo objetivo Z = 3x; + 5x,. Para isso pode-se

tracar as curvas de nivel da fungéo objetivo (f(x;,x,) = k ; k € R), levando em
consideragao que, como se trata de uma fungcdo de maximizagdo, deve-se escolher
os valores da constante k de forma crescente até encontrar o maior valor de k que

ainda pertenca a regidao de solucdes viaveis. O grafico com as curvas de nivel

desenhadas pode ser observado na Figura 3.



Figura 2 - Valores viaveis para as variaveis x; € x,
\2
3x1 4+ 219 = 18

Fonte: Adaptado de Hillier e Lieberman (2006, p.29).

Figura 3 - Valor 6timo das variaveis x; e x,

k=367,
T

i D ([—}70) 1 2 3 4"

Fonte: Elaborado pela autora utilizando o software Gebgebra '
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Pode-se observar na Figura 3 que o maior valor da constante k dentro da regiao
de solucdes viaveis é 36 (k = 36). Essa curva de nivel intersecta a regido das
solugdes viaveis no ponto (2,6). Portanto, x; = 2 e x,=6 é a solugdo 6tima do

problema e o lucro maximo é Z = 36.

Este procedimento é normalmente conhecido como método grafico para
programacéo linear. Pode ser usado para solucionar qualquer problema de
programacdo linear com duas varidveis de decisdo. Com consideravel
dificuldade, é possivel estender o método para trés variaveis de deciséo, mas
ndo mais que trés (HILLIER; LIEBERMAN, 2006, p. 30).

A solucéo 6tima encontrada significa que a Wyndor Glass Co. teria que fabricar
o produto 1 a uma taxa de dois lotes por semana e o produto 2 a uma taxa de 6 lotes
por semana, resultando em um lucro total de US$ 36 mil por semana. Qualquer outro
mix de produtos ndo sera téo lucrativo segundo este modelo. Entretanto, como foi
visto anteriormente, a equipe de PO nao deve se ater apenas a um resultado Unico, e
sim realizar testes completos do modelo para uma andlise posterior (HILLIER;
LIEBERMAN, 2006, p. 30).

Deve-se levar em consideracao que nem sempre um problema de programacéao
linear terd apenas uma solucdo 6tima. Ele pode, por exemplo, ndo ter solucdes
viaveis, ter infinitas solu¢cdes ou ainda néo ter solu¢des 6timas.

Neste exemplo de estudo em PO, se fosse adicionada a restricdo de que o lucro
para a producdo dos novos produtos tivesse que ser no minimo US$ 50.000 por
semana para que fosse descontinuada a producao de alguns produtos atuais, esta

nova restricdo (3x; + 5x, = 50) eliminaria toda a regido de solucbes viaveis,

conforme pode-se observar na Figura 4 (HILLIER; LIEBERMAN, 2006, p. 34).
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Figura 4 - Gréfico contendo a nova restricao
X
2

Mazimizar Z = 311 + b,
3x1 + bxe > 50 sujetto a <4

2x9 < 12
3x1+ 215 < 18
321 + bae > 50
x>0, 2220

10 12

Fonte: Adaptado de Hillier e Lieberman (2006, p.34)

Geralmente, os problemas tém apenas uma solucdo 6tima. Porém pode-se

encontrar casos em que terdo mais de uma. No nosso exemplo, se o lucro por lote do
produto 2 mudasse para US$ 2.000, teriamos uma nova fungédo objetivo Z = 3x; +
2x,. Podemos observar agora na Figura 5, que todos os pontos no segmento de reta

que une os pontos (2,6) e (4,3) séo 6timos. Assim como nesse caso, todo problema

que tiver multiplas solugdes oOtimas, tera um numero infinito de solu¢des (HILLIER,;
LIEBERMAN, 2006, p. 35).
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Figura 5 - Grafico com multiplas solugbes 6timas
A X
2

<10

Z =18 = 31y + 519

Mazimizar Z = 3z + bxa,
sujeito a xr <4

21y < 12
3z, + 212 < 18
I 2 0, T2 2 0

Todos os pontos nesse segmento de reta mais
escuro sdo 6timos, cada um deles com Z=18.

X4

-2 0 2 6. 8 10

Fonte: Adaptado de Hillier e Lieberman (2006, p.35). )
Conforme Hillier e Lieberman (2006, p. 35), e como pode ser observado Figura

Outra possibilidade é que um problema n&o tenha nenhuma solucao étima.
Isso acontece apenas se (I) ela ndo tiver nenhuma solucéo viavel ou (2) as
restricbes ndo impedirem que se aumente indefinidamente o valor da fungéo
objetivo (Z) na direcdo favoravel (positiva ou negativa). O (ltimo caso €
conhecido como tendo um Z ilimitado ou uma funcéo objetivo ilimitada. Para
fins ilustrativos, esse caso aconteceria se as duas Ultimas restricbes
funcionais fossem eliminadas por engano no exemplo(...).
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Figura 6 - Regido das solucdes viaveis aumenta indefinidamente

(4,00), Z = o0

(4.10), Z = 62

MaximizarZ = 3x; + 59,

(4,8), 2 =52 sujeito a x1 <4
€ | 2 UJ 3 2 0
(4,6), Z = 42
(4,4), 7 — 32
(4,2), 2 = 22
x1
6 8 10 12

Fonte: Adaptado de Hillier e Lieberman (2006, p.36).

7

Este exemplo simplificado € muito interessante para representar todas as
etapas de um estudo em PO bem como todas as possibilidades de solu¢des que
podem ser encontradas em um modelo de programacao linear. Além disso, ele
também pode ser utilizado pelo professor como um problema a ser resolvido e

discutido em sala de aula.
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3 PROGRAMAGCAO LINEAR

Este capitulo traz uma revisdo bibliografica sobre conjuntos Convexos e
Programacao Linear, abrangendo algumas definicdes e formulagbes matematicas.

3.1 INTRODUCAO

A programacdo linear € uma das técnicas mais utilizadas na Pesquisa
Operacional. Consiste na utilizacdo de um conjunto de equacdes lineares para
representar as caracteristicas de um problema. Essas equacdes costumam ser
simples e sdo elaboradas utilizando matematica basica. Essa etapa da elaboracdo
das equacdes € chamada de modelagem do problema (RODRIGUES et al., 2014, p.
8).

Segundo Boldrini et al. (1980, p. 350),

Os resultados de conjuntos convexos e programacao linear comegaram a ser
organizados no final do século passado e inicio deste século, a partir de
trabalhos de matematicos como H. Minkowski, A. Haar, H. Weyl. A partir dos
anos 40 tivemos um rapido desenvolvimento dessa area, principalmente no
que se refere ao desenvolvimento de algoritmos que permitiriam programar e
resolver inUmeros problemas aplicados envolvendo muitas variaveis.

A grande difusao da programacéo linear nos ultimos anos deve-se ao fato de
gue, embora ela trate de um problema especifico, ela € uma técnica simples
e muitos problemas do cotidiano podem ser formulados segundo esta
linguagem.

3.2 CONJUNTOS CONVEXOS

Como sera visto mais adiante, o conjunto de solu¢des viaveis de um problema
de programacéo linear € um conjunto convexo, portanto serdo apresentadas a seguir
algumas definicdes e teoremas sobre conjuntos convexos. Visto que a demonstracéo
dos teoremas ndo é o escopo deste trabalho, serdo apresentados apenas seus

enunciados.

Definigcdo I: Um subconjunto S do R™ é chamado convexo se para quaisquer

dois pontos A e B de S 0 segmento AB esta inteiramente contido em S (BOLDRINI et

al., 1980, p. 356).
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A representacao grafica com exemplos de conjuntos convexos e de conjuntos
nao convexos pode ser observada na Figura 7.

Figura 7 - Representagao gréafica de conjuntos convexos e ndo convexos
i A

€ convexo

nao é convexo

(a) (b)

€ convexo ndo & convexo

(c) (d)
Fonte: Adaptado de Boldrini (1980, p. 359).

Teorema |: Um semi-espaco fechado é convexo (BOLDRINI et al., 1980, p.
358).

Azevedo Filho (2015, p. 26) traz a seguinte definicdo de semi-espaco:

Todo plano «a reparte 0 espago em trés subconjuntos: o préprio plano, o
subconjunto dos pontos que ficam a um mesmo lado do plano e o subconjunto
dos pontos que ficam do outro lado. Cada um desses dois ultimos
subconjuntos chama-se semi-espaco aberto determinado por a e a unido do
plano com um semi-espaco aberto chama-se semi-espagco fechado
determinado por a ou, simplesmente semi-espaco.

Teorema Il: A interseccdo de conjuntos convexos € um conjunto convexo
(BOLDRINI et al., 1980, p. 358).
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Conforme os dois teoremas apresentados, uma regido poliedral convexa é um
conjunto convexo.

Definicdo Il: Uma regido poliedral convexa fechada em R™ € uma intersecc¢ao
de uma quantidade finita de semi-espacos fechados do R™ (BOLDRINI et al., 1980, p.
358).

O que nos leva a ultima defini¢cao:

Definicdao Ill: Dada uma regido poliedral convexa fechada no
R™ (determinada por um sistema de inequacdes lineares), os vértices dessa
regido sdo os pontos da regido que satisfazem um dos possiveis sistemas de
n equagbes lineares independentes, obtidas substituindo-se as
desigualdades por igualdades (BOLDRINI et al., 1980, p. 360).

3.3 INTRODUCAO A PROGRAMAGCAO LINEAR

A partir das definicdes e teoremas apresentados anteriormente podemos entao
enunciar, segundo Boldrini et al. (1980, p. 369), o Teorema Fundamental da
Programacéo Linear:

Seja f(xq1, ..., xy) = a;x, + -+ + a,x, + b definida numa regido poliedral
convexa A do R™. Suponha que f assuma um valor maximo (minimo) nesta regido.
Entdo, se A possui vértice(s), este valor maximo (minimo) sera assumido num veértice.

Também segundo Boldrini et al. (1980, p. 362), a programacao linear trata do
problema especifico de maximizar ou minimizar uma funcao do tipo

f(xq, 0, xp) = aqxy + -+ apx, + b,
restrita a um subconjunto A poliedral convexo de R™. Onde f:R™ = R é uma

transformagéo afim, ou seja, f(x) = L(x) + b onde L é uma transformac&o linear,

b e R.

Segundo Silva et al. (2010, p. 4), o modelo matematico é formado por uma
funcdo objetivo linear, e por restricdes técnicas que sao descritas por um grupo de
inequacoes ou equacdes lineares. Como exemplo podemos utilizar a funcao objetivo
a ser maximizada: Lucro = 2x; + 3x,
4x, + 3x, < 10
6x1 — Xy 2 20
x1 =0
x, =0

técnicas {
Restricoes:
de ndo negatividade {
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As variaveis de decisdo sdo x; e x,. A fungcdo objetivo faz a medida do
desempenho do sistema, no caso do exemplo a capacidade de gerar lucro. O objetivo
do problema é maximizar o lucro. As restricbes servem para certificar que as solugdes
estdo de acordo com as limitacfes impostas pelo sistema. As duas ultimas restricbes
garantem a ndo negatividade das variaveis de decisdo, o que sempre deve ocorrer
quando a técnica de abordagem for a programacéao linear. A parte mais complicada
do estudo é a construcdo do modelo matematico, por isso € sugerido um roteiro pra
auxiliar na organizacao do raciocinio (SILVA et al., 2010, p. 4)

Conforme Silva et al. (2010, p. 5), o roteiro para modelagem dos problemas de
programacao linear segue os seguintes passos:

a) Quais as variaveis de decisdo?

O trabalho nesse momento consiste em apresentar as decisdes que devem ser
tomadas representando as mesmas por variaveis chamadas de variaveis de decisao.
Se o problema for de programacéao de producéo, por exemplo, as variaveis de decisdo
representardo as quantidades a produzir no periodo. Segundo Marins (2011, p. 24)
algumas regras séo importantes para identificar as variaveis de decisédo. Primeiro é
necessario saber se o decisor tem autonomia para escolher a quantidade do item; se
tiver, entdo € uma variavel de decisdo. Depois, € necessario que as unidades das
variaveis de decisdo sejam precisas (quantidade e moeda, por exemplo). Também é
necessario ter muito cuidado para que nao se confunda as variaveis de decisdo com
0s parametros do problema.

b) Qual o objetivo?

Nessa etapa deve-se identificar o objetivo da tomada de decisdo. Geralmente
aparece como maximizacgao de lucros ou minimizacdo de gastos. A funcao objetivo é
a expressao que calcula o valor do objetivo em funcéo das variaveis de decisdo. Para
Marins (2011, p. 24) em se tratando da fung&o objetivo, a pesquisa operacional buscar
maximizar algo ou minimizar algo. Uma das fungbes objetivo mais comum nos
modelos matematicos é a funcdo objetivo que busca o lucro maximo total, ou seja, o
maior lucro possivel com o menor custo possivel. Embora alguns modelos de PO
podem ter varios objetivos, os modelos de programacéo linear possuem apenas um
objetivo.

c) Quais as restricdes?
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Cada restricdo necessaria para o desenvolvimento do sistema deve ser
expressa com uma relacédo linear de igualdade ou desigualdade formada com as
varidveis de decisdo. Conforme Marins (2011, p. 24) um exemplo de restricao tipica €
limitagdo que existe nos recursos disponiveis: matéria-prima, colaboradores,
maquinas, etc. Outra restricdo tipica é a de ndo negatividade, onde as variaveis de
decisédo ndo podem assumir valores negativos.

Para que se obtenha sucesso na solugéo de problemas de programacéo linear,
algumas hip6teses devem ser satisfeitas: proporcionalidade, aditividade, divisibilidade

e certeza. Lachtermacher (2007, p. 20) traz a seguinte definicdo para cada hipétese:

Proporcionalidade O valor da funcao-objetivo é diretamente proporcional ao
nivel de atividade de cada variavel de decisao.

Aditividade Considera as atividades (variaveis de decisdo) do modelo como
entidades totalmente independentes, nao permitindo que haja
interdependéncia entre as mesmas, isto é, ndo permitindo a existéncia de
termos cruzados, tanto na fung&o-objetivo como nas restri¢cdes.
Divisibilidade Assume que todas as unidades de atividade possam ser
divididas em qualquer nivel fracional, isto €, qualquer variavel de decisé&o
pode assumir qualquer valor fracionério.

Certeza Assume que todos os parametros do modelo sdo constantes
conhecidas. Em problemas reais, a certeza quase nunca é satisfeita,
provocando a necessidade de analise de sensibilidade dos resultados.

Um problema de Programacéo Linear €, entdo, um problema de otimizacao
onde tanto a funcao objetivo quando as restricdes sédo lineares. Além disso, o conjunto
de todas as restricdes forma um conjunto convexo. Devido a essas caracteristicas,
muitos problemas de Pesquisa Operacional podem ser resolvidos utilizando a

Programacao Linear.

3.4 FORMULACAO MATEMATICA DE UM MODELO GERAL DE PROGRAMACAO
LINEAR

O objetivo de um problema de programacéao linear € encontrar valores 6timos

para as variaveis de decisdo xq, X5, . .., X, (continuas), com a finalidade de minimizar

ou maximizar a funcao linear z, que esta sujeita & m restricdes lineares de igualdade
ou desigualdade (BELFIORE; FAVERO, 2013, p. 20).
Quando as solugdes encontradas satisfazem todas as restricbes das variaveis

de decisdo, sdo chamadas de solucdes viaveis (ou solucbes factiveis). Dentre as
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solucbes viaveis, a que melhor representa o valor da funcédo objetivo € a solucao
6tima (BELFIORE; FAVERO, 2013, p. 21).
Segundo Belfiore e Favero (2013, p. 21) “A formulagdo de um modelo geral de

programacao linear pode ser representada matematicamente como:”

maxouminz = f(xy,Xg,...,Xn) = C1X1 + CXx5 + ...+ Cpxy,

sujeito a:
11X + A%y + ...+ ajx, {S,=,21by
(1% + AxpXy + oo + Aypxy {S,=,23b,
Am1X1 + AaXo + .o+ QX (S, =, 230,
X1,%X2,...,X, = 0 (restricao de nao negatividade)
em que:

Z € a funcéao obijetivo;

Xj séo as variaveis de deciséo, principais ou controlaveis, j = 1,2,...,n;

a;; € a constante ou coeficiente da i-ésima restricdo da j-ésima variavel, { =
1,2,....m,j = 1,2,...,n;

b; é o termo independente ou quantidade de recursos disponiveis da i-ésima restrigao,
i =12,....,m;

Cj € a constante ou coeficiente da j-ésima variavel da funcéo objetivo, j = 1,2,...,n.

3.4.1 Modelo de Programacéo Linear na Forma Padréo

Para que um problema de programacao linear possa ser resolvido utilizando o
método analitico ou o Simplex, o modelo matematico deve estar no formato padréao,
Ou seja, as variaveis de decisdo devem ser maiores do que zero, as restricdes devem
ser apresentadas na forma de equacdes lineares e seus termos independentes devem
ser maiores do que zero. (BELFIORE; FAVERO, 2013, p. 21)

Segundo Belfiore e Favero (2013, p. 21) “A forma padrédo pode ser

representada matematicamente como:”

maxouminz = f(xXq,X9,...,Xp) = C1X1 + C3Xy + ...+ CpXy,
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sujeito a:
a11x1 + allzxz +...+ alnxn == bl

alel + a22x2 +...+ aann == b2

Am1X1 + Xy + ..+ QX = by,
Xj = 0,j=1,2,..,n

O problema padrdo de programacao linear também pode ser escrito de forma

matricial:
min f(x) = cx
sujeito a:
Ax = b
x =0
em que:
a1 Q12 - Qp X4 b,
4= a:21 Clz.z az.n x = x:2 b= b:2 ,C=[C1 cy Cn],
Am1 Am2 .. Qppn X

A
0

]
0

3.4.2 Modelo de Programacéo Linear na Forma Candnica

Na forma candnica, as restricdes do modelo de programacéo linear devem ser

expressas na forma de inequagbes. Caso a funcdo z seja de maximizagao, as

restricdes devem estar com sinal do tipo <; caso a fungdo z seja de minimizagéo, as
restricbes devem ser representadas com sinal do tipo > (BELFIORE; FAVERO, 2013,
p. 22).

Segundo Belfiore e Favero (2013, p. 22) “Para um problema de maximizacéao,

a forma candnica pode ser representada matematicamente como:”

maxz = f(xq,Xy,...,Xp) = C1X1 + CXxy +...+ Cpxy,
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sujeito a:

A
N

a11x1 + alzxz + cae + alnxn

Ay1X1 + AypXy + ...+ aypx, < b,

Am1X1 + Xy + .o F QpnXn < b,

x; =0, =12,....,n

j
Ja para um problema de minimizacao, a forma canénica passa a ser:
minz = f(xX1,X2,...,Xp) = C1X1 + CXy + ...+ CpXy,

sujeito a:

\Y%
=

Ay1X1 + AypXy + ...+ aypX, = by

Am1X1 + QpaXo + ..o+ QnXn = by

x; =0, =1,2,...,n

J
3.4.3 Transformag®Oes para a Forma Padrao ou Candnica

Segundo Belfiore e Favero (2013, p. 22) podem ser feitas algumas operacoes,
a partir de uma formulacdo geral, para que um problema de programacéo linear
apresente uma das formas descritas anteriormente. Conforme apresentado a seguir:
1. Pode-se transformar um problema padrdo de maximizagcdo em um de

minimizacao:
max z = f(xy,X5,...,Xp) © Mmin—z = —f(x1,X3,...,Xp)

De maneira analoga, pode-se transformar um problema de minimizagdo em um

de maximizagao:
minz = f(xq,X9,...,Xy) © max -z =-f(x1,X2,...,%,)

2. Pode-se transformar uma restricdo de desigualdade do tipo < em outra do

tipo =, multiplicando ambos os lados por (—1):
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a1 X, + apx, +...+apx, < b; é equivalente a

- Aj1X1 — AjpXy — ...— AipXy = - b;

De maneira analoga, pode-se transformar uma restricado de desigualdade do

tipo > em outra do tipo <:

[N

a1 X, + apx, +...+apx, = b; equivalente a

- A} X1 = QjpXo —.o.— AipXy < = b;

3. Pode-se transformar uma restricdo de igualdade em duas restricdes de
desigualdade:

aj1X; + appx, +...+ a;ux, = b; é equivalente a

{ailxl + apx, +...+appx, < bi

Aj1X1 + Qpxxy + ...+ ajpx, = bi

4. Pode-se reescrever uma restricdo de desigualdade do tipo < através de uma
equacao de igualdade realizando a adicdo de uma nova variavel ndo negativa do lado

esquerdo, x;, = 0, chamada de variavel de folga:

ai1X1 + Apxy + ...+ apx, < b; é equivalente a

a1 X1 + Qppxy +... .+ apx, + x, = b;

De maneira analoga, pode-se reescrever a restricdo de desigualdade do tipo >

através de uma equacédo de igualdade realizando a subtracdo de uma nova variavel

ndo negativa do lado esquerdo, x;, = 0, chamada de variavel de excesso:
aj1X1 + Qpxx, + ...+ ajpXx, = b; é equivalente a
aix, + apx, +...+ aipx, - X = b;

5. Pode-se expressar uma variavel x; (variavel livre) que ndo possui restricao

de sinal, como a diferenca de duas variaveis ndo negativas:

= xl — 42 1,2
Xj = X; X, Xj, Xj >0
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4 SUGESTAO DE ABORDAGEM DA PROGRAMACAO LINEAR

Neste capitulo sera feita uma sugestdo de aplicacdo de um problema de
otimizacao do tipo mix de produtos modelado com Programac&o Linear para o ensino

de alguns topicos de contetudos de Matematica para o Ensino Médio.

4.1 O PROBLEMA DA MARCENARIA

Visando aumentar o lucro, uma marcenaria precisa determinar uma
programacao diaria de producdo. Atualmente a marcenaria produz apenas dois
produtos: um modelo de mesa e um modelo de armario. Para simplificar, vamos
considerar que a marcenaria tem limitagbes em apenas dois recursos: madeira e mao
de obra. A disponibilidade diaria de cada recurso pode ser observada na Tabela 3
(ANDRADE, 2015, p. 32).

Tabela 3 - Disponibilidade diaria de recursos

RECURSO DISPONIBILIDADE
Madeira 12 m?
Ma&o de obra 8H/h

Fonte: Adaptado de Andrade (2015, p. 32)

Para produzir uma mesa a marcenaria gasta 2m?* de madeira e 2H/h
(Homem/hora) de méao de obra. J& para produzir um armario, a marcenaria gasta 3m?
de madeira e 1H/h de méo de obra. O dono da marcenaria sabe também que cada
mesa da uma margem de contribuicdo de $4 para o lucro e que cada armario da uma

margem de contribuicdo de $1 para o lucro. Portanto, o problema do dono da
marcenaria é determinar um programa de producdo que maximiza a margem de
contribuicdo total para o lucro (ANDRADE, 2015, p. 32).

Para iniciar o estudo de programacéo linear com os alunos do Ensino Médio,
sugerimos um problema extremamente simples, que pode ser resolvido facilmente
utilizando os conhecimentos basicos de matematica, sem dispor de ferramentas
computacionais.

A principio o problema pode ser apresentado aos alunos sem introduzir 0s

conceitos de pesquisa operacional e de modelagem em programacao linear. Pode-se
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separa-los em duplas ou trios e desafia-los a encontrar a melhor solucdo para o
problema. E natural que eles acabem fazendo a escolha de produzir apenas a peca
que da maior margem de contribui¢do para o lucro. Deve-se entéo incita-los a mostrar
através de equacdes e gréficos a justificativa da sua escolha.

A partir das solucdes encontradas por eles, pode-se fazer uma breve introducéo
sobre a histéria da pesquisa operacional e da programacao linear, estabelecendo a
importancia que a otimizagdo tem na gestdo de organizagdes dos mais diversos
setores e inclusive na vida cotidiana, por exemplo, ao se deslocar na cidade de um
lugar a outro, a pé, de carro, de moto ou de bicicleta pensa-se quase sempre, qual €
o menor caminho? Qual o percurso mais rapido? Apoés a devida apresentacédo, pode-
se dar continuidade na solucdo do problema, agora como um modelo de programacao
linear de 2 variaveis.

Como este € um problema simples, podera ser aplicado em sala de aula e
resolvido utilizando os materiais ja utilizados pelos alunos em aulas de matemética
como lapis, borracha, papel milimetrado ou caderno quadriculado (para facilitar o
desenho dos gréficos, mas pode-se utilizar o caderno tradicional), régua e esquadro.

4.1.1 Modelagem do problema

Na etapa de modelagem, devem ser apresentados aos alunos os conceitos de
variaveis de decisdo, funcéo objetivo e restricbes. A partir dai, os alunos terdo que
decidir quais serdo as variaveis de decisdo, quais parametros utilizar na funcéo
objetivo e quais serao as restricées do modelo. Observando o problema do fabricante,
que precisa de um programa de producdo que maximize o lucro, as variaveis de
decisado serao:

X1= quantidade a produzir de mesas;

X,= quantidade a produzir de armarios.

Definidas as variaveis de decisdo, pode-se formatar a funcdo objetivo. E
necessario que os alunos identifiguem que a funcdo objetivo € a funcdo que sera
otimizada no processo, nesse caso maximizada. Portanto deve ter seu resultado em

funcéo dos valores encontrados para as variaveis de decisdo. Neste caso, para obter

a margem de contribuicdo total para o lucro (L) serd necessario fazer a soma dos

produtos das quantidades a produzir (mesa x; e armario x,) pelas suas respectivas
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margens de contribuicdo para o lucro apresentadas no problema. Assim, para a

funcao objetivo teremos:
Margem de contribuicdo total: L = x;.4 + X,.1 organizando, L = 4x; + x,.

Para as restricdes pode-se apresentar para os alunos a relacéo logica existente
nesse problema e deixar para que eles encontrem as inequac¢fes. Um 6timo exemplo
de modelagem matemética, definir os modelos a serem usados na composigéo do PL.

Relagéo légica do modelo:
UTILIZACAO DE RECURSO < DISPONIBILIDADE DO RECURSO.

Assim, temos:

para MADEIRA: X1.2 +x,.3 < 12
Utilizacdo de madeira Dispon\i—lv)-{lidade
para os dois produtos de madeira

para MAO DE OBRA: X1.2 4+ x5.1 < 8

—_ . .
Utilizag¢do de mio de obra Disponibilidade
para os dois produtos de mao de obra

No momento da composicao das restricdes, deve-se perguntar aos alunos se
é possivel produzir uma quantidade menor que zero de mesas e armarios, a partir da
negativa deles, pode-se apresentar o conceito de ndo negatividade das variaveis de

decisao.

4.1.1.1 Modelo completo de programacao linear

Encontrar x; e x5, de modo a maximizar L = 4x; + x,, respeitando as

restricoes:
2x, + 3x, <12
2x1 +x, <8
X1, X5 =0

Com o modelo matematico pronto, parte-se para a apresentacao das formas
de solucédo de problemas de programacao linear, iniciando pela solucéo algébrica, que
€ 0 modo como os alunos ja chegaram a solucdo, porém traduzindo para linguagem
matematica. A seguir serdo apresentados os metodos de solucéo grafico, analitico,

utilizando Simplex e utilizando o aplicativo Linear Program Solver.
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4.1.2 Solucéo Algébrica

Primeiramente é preciso observar que o conjunto das restricdes forma um

sistema de desigualdades lineares e, portanto, existem infinitas combinacdes de
valores para x4 e X, que satisfazem as restricbes. Para encontrar qual combinagéo
produz o maior valor para a funcéo objetivo, pode-se partir de um par de valores para
X1 € X, e entdo utilizando raciocinio logico, achar um par de valores que fornece uma

maior margem de contribui¢cdo para o lucro (ANDRADE, 2015, p.32).

Como ponto de partida, tomemos a seguinte combinagéao:

X1=0
x2=0
L=0

Analisando essa solucao, podemos observar que € uma solucao possivel para
0 problema porqué satisfaz as inequacdes que representam as restricdes, porém
claramente ndo é a melhor solucéo ja que nesse caso o fabricante ndo produz nada.

Observemos, porém o seguinte:
e cada mesa que é produzida aumenta o lucro em $1;
e cada armario que é produzido aumenta o lucro em $4 (ANDRADE, 2015, p.32).

Como o objetivo desse problema é maximizar o lucro, iniciemos nossa analise
pela producdo da mesa, que € o item que contribui com um valor maior para o lucro.
Para tanto, manteremos a producdo de armarios em nivel zero. Convertendo para
termos mateméticos (ANDRADE, 2015, p. 32):

x1>0ex, =0
Agora, torna-se necessario saber qual valor escolher para x; para iniciar. Para
escolher o valor de x; é necessario mais uma vez lembrar que objetivo do problema
é maximizar o lucro, e como cada mesa produzida contribui em $4 para o lucro, é

coerente que escolhamos o maior valor possivel para x;. Para descobrir qual € esse
valor, temos que retomar as restricdes (ANDRADE, 2015, p.33):
2x1 +3x, <12

2x1 +x, <8
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Como ja foi estabelecido x, = 0, e queremos dar o maior valor possivel para

X1, podemos reescrever as restricdes apenas em termos de Xy :

12
2x1=12=>x1=7=>x1=6

2X1=8=>x1=5$x1=4

Considerando apenas o recurso madeira, poderdo ser feitas 6 mesas. Em

contrapartida, se considerarmos apenas o recurso mao de obra, poderéao ser feitas 4
mesas. Como é necessario utilizar os dois recursos ao mesmo tempo para produzir
uma mesa, fica claro que o maior valor possivel para x; é 4. Portanto, ja encontramos
uma segunda programacao da produgcdo que gera um lucro maior que a primeira:
(ANDRADE, 2015, p.33)
x, =4
x, =0
L=4x,+x,>L=44+4+0=>L =16
Substituindo os valores nas restri¢oes,
2x1+3x, <12=>24+3.0=8<12 - 0K
2x,+x,<8=224+0=8<8-0K
concluimos que a solucédo é viavel, pois as restricbes foram respeitadas. (ANDRADE,
2015, p. 33)

Resumindo: comegcamos com uma solucdo viavel (x; =0 e x, =0) e

chegamos em outra solugéo viavel (x; =4 e x, = 0), que gera um lucro maior,
adotando os seguintes critérios:

e |niciamos a producao pelo produto que da maior margem de contribuicéo para
o lucro — no caso em questéo, a variavel que tem o maior coeficiente em L € a
gue sera positiva.

e Determinado o produto, € definida sua producéo no maior valor possivel, ou
seja, estabeleceu-se para a variavel o maior valor positivo possivel.
(ANDRADE, 2015, p. 33)

A partir desse ponto, surge uma pergunta: a segunda solucdo encontrada é a

melhor solugdo ou sera necessario encontrar outra? Podemos usar 0S mesmos
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critérios anteriores, com uma pequena mudanca, para responder essa pergunta.
(ANDRADE, 2015, p. 33)

Na solucéo encontrada, consideramos o nivel de producdo de arméario como
zero, porém, observando as restricbes vemos que existe ainda uma sobra de madeira,
portanto € natural que tentdssemos inserir armario na producéo. Contudo, temos que
lembrar que ja foi utilizada toda a méo de obra disponivel para a producédo das mesas.
Entdo, como precisamos de mao de obra para produzir armarios, temos que reduzir o
ndamero de mesas a produzir, liberando assim recursos. Desse modo, para produzir
armarios, terdo que ser feitas duas alteracées no programa de producéao:

e Deve-se diminuir o numero encontrado para a producdo de mesas, 0 que
diminui o lucro total.
e Liberando-se recursos, a producdo de armarios que era nula pode tornar-se

positiva, o que aumenta o lucro total. (ANDRADE, 2015, p. 33)

Como temos uma reducédo e um aumento simultdneos no lucro total, o primeiro
critério precisa ser adaptado. A producgéo de armarios (variavel x,) sé deve se tornar
positiva se o resultado das mudangas no lucro total for positivo. (ANDRADE, 2015, p.
33)

Ou seja, se

AUMENTO EM L PROVOCADO PELO AUMENTO DE x,

REDUCAO EM L PROVOCADA PELA DIMINUICAO DE x;

CONTRIBUICAO LIQUIDA PARA O LUCRO DADA POR x,

Segundo Andrade (2015, p. 33) a mudanca no critério é a seguinte: ndo se deve
fazer a variavel positiva apenas por ela ter um coeficiente positivo na fungéo objetivo,
mas se a sua contribuicdo liquida for positiva. Podemos calcular essa contribui¢do
liquida. Dado que o recurso que foi totalmente utilizado foi a méo de obra, vamos
considerar a segunda equacao:

2x1 +x, = 8.

Conforme Andrade (2015, p. 33) como a madeira n&o foi totalmente utilizada,

nao é necessario levar em conta a primeira equacao. Para que possamos calcular a

reducéo no valor de x; objetivando o aumento de x,, sera feita a seguinte variagdo no
valor da variavel x,:

X, = 0 passaparax, =1
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Levando a equacédo acima:
2x;+ 11 =8=2x,=7=>x; =35
em que
X% = 35
logo, um aumento de 1 na variavel x, exige uma redugéo de 0,5 no valor da variavel
x; (4 — 3,5 = 0,5) (ANDRADE, 2015, p. 33).

A variacdo do lucro L pode ser calculada da seguinte maneira:

e variacdoem L = 4 X (Variagéo) +1 X (Variagao)

em x4 em X,
logo,
e variagdoemL = 4.(-0,5)+ 1.1 =-1.
O que significa que a contribuicéo liquida para o lucro por unidade produzida
de armario é —1. Ou seja, nesse exemplo ndo é lucrativo produzir armarios, e a

solucéo 6tima encontrada &

X1=4‘
X2=0
L =16.

No caso o professor pode sugerir aos alunos que a luz do Teorema
Fundamental da Programagéo Linear, analise os pontos, pares ordenados (X4, X5),

candidatos a solucdo e obtenha a solugdo 6tima. Ou simplesmente, que cada aluno

experimente estratégias criativas para obter a resposta.

4.1.3 Solucéo Gréfica

Como este problema €& bem simples, e possui apenas duas variaveis de
decisdo, ele pode ser facilmente representado graficamente. Isso facilita para os
alunos a visualizag&o do processo de decisdo de um problema de programacao linear,
além de exercitar a construcao de graficos de equacdes lineares e a compreender a
regido delimitada pelas inequacdes lineares. Sugere-se ao professor que estimule os
alunos a representarem graficamente as inequacdes do problema e que em seguida
analise os vértices da regido factivel encontrada.

O modelo completo do nosso exemplo é:
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Maximizar L = 4x; + x,
Sujeito a
2xq +3x, < 12
2x1 +x, <8
X1, Xy =0
Para encontrar a solugdo pelo método grafico, € necessario primeiro construir
no sistema cartesiano a visualizacdo da delimitacdo fornecida pelas restricoes
(inequacdes lineares). Antes de iniciar, pode-se perguntar aos alunos que variaveis
serdo representadas no eixo das abcissas? E das ordenadas? Existe gréafico de
inequacdo? Qual a diferenca entre o grafico de uma equacao e de uma inequagao?
Apés a discussao, inicia-se a construcao do gréfico das restricdes. Serdo utilizadas as
equagbes 2x; + 3x, =12, 2x; +x, =8, x; =0 e x, = 0, para desenhar as
retas que delimitam as regifes das restricdes. A representacao grafica das restricbes
pode ser vista na Figura 8.

Figura 8 - Representac¢do gréfica das restricfes
)

2x1 + 319 < 12

2331-|—£E2§8

0 1 2 3 5 6 7 8 9 10

Fonte: Adaptado de Andrade (2015, p. 34)

Apbs a concluséo da construgdo do grafico, sugere-se ressaltar para os alunos

gue as retas séo as equacgdes que delimitam as regides das inequacdes. Também se
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pode incita-los a encontrar o coeficiente angular das retas bem como encontrar o
ponto de interseccdo entre as mesmas. Outra possibilidade € perguntar a eles se é
possivel encontrar a solu¢cdo de um sistema de equacdes lineares através do gréafico

das equacoes e qual seria essa solugcao neste caso.
Como existem as restricdes de ndo-negatividade x; = 0 e x, = 0, podemos

utilizar apenas o primeiro quadrante do plano cartesiano para a construcao do gréfico.

Aregido | hachurada em azul na Figura 8 representa a a&rea comum entre as restricdes

x;1=20,x, =20,e2x; +3x, < 12 e aregido Il hachurada em vermelho é a regido

comum entre as restricoes x; = 0, x, = 0 e 2x; + x, < 8. A intersecgéo entre
essas duas regifes | e Il € a regido que contém todas as solucbes possiveis para o
problema e esta representada na Figura 9. Cada par de coordenadas (X, x,) contido

nessa regido é uma solucéao viavel para o problema. Portanto, esse problema admite
infinitas solucdes, porém, a solucdo que buscamos € aquela que maximiza o lucro
total (ANDRADE, 2015, p.34).

Figura 9 - Regido das solu¢des viaveis

X
10 |2

Solucgodes viaveis

0 1 2 3 4, 5 6 7 8 9 10

Fonte: Adaptado de Andrade (2015, p. 34)

Afim de encontrar a solu¢cdo que maximiza o lucro total, temos que observar

que a funcao objetivo
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L = 4x; + x,
“define uma familia de retas paralelas entre si, sendo que, quanto maior o valor de L,
mais afastada a reta se encontra da origem” (ANDRADE, 2015, p. 34).
Neste momento, uma proposta é perguntar aos alunos quais as condi¢cdes para
gue duas retas sejam paralelas. Diante das respostas pode-se relembrar o conceito
de coeficiente angular da reta e equacéo geral da reta, identificando na fungao objetivo

qual sera a inclinacéo da reta.
Para construir as retas paralelas basta estipular alguns valores para o lucro L

e desenhar as retas no grafico. A Figura 10 mostra algumas dessas retas.

Figura 10 - Familia de retas paralelas definidas pela funcao objetivo

| L=8\ L=12\ L=16\ L=20\ L=24

AT

Fonte: Adaptado de Andrade (2015, p. 34)

A partir desse dado, podemos encontrar 0 ponto que pertence a regido de
solucdes viaveis e que da a solucdo 6tima, isto é, maior valor para L, através de um

procedimento simples. Na Figura 9 desenhamos uma reta qualquer da familia de retas

da Figura 10 e deslocamos essa reta paralelamente a ela mesma até atingirmos o
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ponto mais afastado da origem, mas que ainda pertence a regido das solucdes viaveis.
A Figura 11 mostra esse procedimento (ANDRADE, 2015, p. 34).

Figura 11 - Solugéo gréafica do modelo
Vo |2 ‘\ ‘\
\ ) \
W\ \ \
\ R \ \
\ \ \
| \ \

Solugao 6tima
I = 4 To = 0
L =16

X4
5 6 7 8 9 10
\ \ ™~

Fonte: Adaptad6 de Aﬁdradé (2015, p. 34)

Dessa maneira, encontramos a mesma solucdo obtida pela solucdo algébrica.
E de suma importancia observar que a solucdo para um problema de programacéo
linear sempre estard em um dos vértices da figura formada pela regiéo viavel (ou em
mais de um vértice, em alguns casos) (ANDRADE, 2015, p. 34).

Por exemplo, o professor pode sugerir aos alunos que aumente o lucro no
armario de um para dois dolares, o que acontece nesse caso. O aluno € instigado a
usar umas das formas anteriores para resolver o problema. E nesse caso, passaremos
a ter infinitas solugdes Otimas. Sera que os alunos perceberam isso?

Como torna-se trabalhoso desenhar varias retas paralelas a méo no caderno,
podemos agora aprimorar esse método para ser utilizado em outros problemas. Ao
invés de desenhar varias retas paralelas, podemos desenhar uma Unica reta com o
auxilio de um esquadro ou uma régua para determinar a inclinacdo. Depois, basta
deslocar o esquadro (ou régua) com inclinacéo fixa ao longo da regido de solucdes
viaveis no sentido em que a funcéo objetivo cresce (sentido em que os valores da

funcdo objetivo aumentam), conforme Figura 12. Caso o objetivo seja minimizar a
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funcado objetivo, desloque o esquadro no sentido em que a funcéo decresce (sentido
em que os valores da funcao objetivo diminuem). Pare de deslocar o esquadro quando
ele passar pelo ultimo ponto dentro dessa regido, conforme Figura 13. Essa é a
solucéo o6tima (HILLIER E LIEBERMAN, 2006, p. 30).

Figura 12 - Esquadro posicionado na reta que da a inclinlfigéo da funca
e W Rl )

e TN i

Fonte: Elaborado pela autora.
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Figura 13 - Esquadro posicionado na solugéo 6tima

iii!‘

Fonte: Elaborado pela autora.

Essa informacédo reforca a ideia de que a solucdo 6tima sempre existira para
um problema de PL em que a regido de solucdes viaveis (regido poligonal) € convexa,
e necessariamente serd um dos vértices. Nessa altura do estudo podemos perguntar
aos alunos, por exemplo, 0 que acontece com a solugdo se a reta a interceptar a
regido de solucédo viavel no ponto mais distante da origem, coincidir com uma das
retas fronteira da regio, isto €, uma das retas que determina uma das restricbes? E
esse 0 caso quando se aumenta o lucro do armario de 1 para 2? E possivel ainda
indagar sobre a existéncia de solucdo 6tima: ela sempre existirh para um PL? Por

qué? A regido de solucdes factiveis influencia na existéncia ou ndo da solucéo 6tima?

4.1.4 Solucgéo Analitica

Na solucdo analitica vamos encontrar a solugdo 6tima do nosso modelo de
programacao linear utilizando a resolucdo de sistemas de equacOes lineares.
Utilizando esse método de solugéo, o professor pode exercitar com os alunos as varias
formas de resolver sistemas de equagdes lineares, como 0 método de substitui¢éo,
escalonamento e utilizando operagdes com matrizes. Além disso, € possivel perguntar

a eles se os sistemas analisados tém infinitas solugdes? Por qué?
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Nesse processo metodologico é possivel também explorar a ideia das
possibilidades através das solucdes basicas (que sédo as solu¢des encontradas apos
a resolucéo de cada sistema) e ndo basicas (que séo as variaveis anuladas antes da
resolucéo dos sistemas). Uma vez definida uma solugéo ndo basica, que possibilita o
sistema resultante ter uma Unica solucdo chamada de solucdo basica, percebe-se
agui um outro conceito a ser explorado. Quantas séo as formas de escolher solucdes
ndo basicas para o sistema em questdo? Esse numero de possibilidades é finito?
Existe uma férmula para prever esse niumero? Tudo isso conduz os alunos a um novo
conceito que é a de combinacdes simples. Percebe-se até aqui uma grande variedade
de conceitos e contetudos que podem ser abordados com os alunos no trabalho com
a PL. Ndo é demais registrar que o professor tera maior criatividade e melhor
desempenho no processo quanto mais dominio tiver sobre a teoria por traz da PL.

Portanto, é essencial que o professor tenha solido e variado conhecimento da PL.

4.1.4.1Introducao das Variaveis de Folga

Segundo Andrade (2015, p. 34) precisamos inicialmente transformar as
inequacoes lineares das restricbes em equacoes lineares, para que possamos aplicar
os métodos de solucdo dessas equacdes. Isso € necessario para encontrar 0s pontos
de interseccéo entre as retas que determinam a regido das solucdes viaveis. Sugere-
se gue o professor pergunte aos seus alunos, é possivel transformar uma inequacao
numa equacao? Se sim, o que se deve fazer, se ndo por qué? Eis ai os alunos tendo
que pensar. Outro questionamento: geometricamente qual a diferenca entre a
representacdo da equacédo e da inequacao?

Para isso, vamos relembrar a relacao légica existente no modelo:

UTILIZACAO DE RECURSO < DISPONIBILIDADE

Em relacéo aos questionamentos anteriores sobre transformar uma inequacéo
em uma equagdo, se 0s alunos responderem que aquilo que é menor deve ser
adicionada uma parcela maior que zero conveniente para construir a igualdade, o
professor deve informa-los que essa parcela sera denominada folga.

Apos a introducéo do conceito de FOLGA DE RECURSO, nossa relacéo logica
pode ser expressa como:

UTILIZACAO + FOLGA = DISPONIBILIDADE
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Neste momento entdo o professor pode perguntar aos alunos, pode existir uma
folga com valor negativo? No problema em questéo, se a utilizacdo for menor que a
disponibilidade, qual serd o impacto na folga? E se a utlizacdo for igual a
disponibilidade, o que acontece com a folga? Diante das respostas dos alunos, pode
continuar com a relacéo logica.
. UTILIZAC}AO < DISPONIBILIDADE implica FOLGA >0
e UTILIZACAO = DISPONIBILIDADE implica FOLGA = 0.
Segundo Andrade (2015, p. 34) “Assim, a folga de cada recurso pode ser
representada por uma variavel de modo exatamente igual a producdo de cada

produto. Sendo assim, vamos chamar”

X3 : folga de madeira

x4 : folga de méo de obra.

Definidas variaveis de folga do problema, o questionamento que pode ser feito
aos alunos é onde cada uma vai ser utilizada no modelo? Por qual valor serdo

multiplicadas as variaveis de folga na funcéo objetivo? E nas restricdes? Por qué?
Conforme Andrade (2015, p. 35) introduzindo a variavel x3 para a primeira
desigualdade e x, para a segunda, temos nosso sistema transformado:
Maximizar L = 4x; + 1x, + 0x3 + Ox,
Sujeito a:

le + 3x2 + 1x3 == 12
le + 1x2 + 1x4 == 8
X1,X2,X3 € X4 =0

Depois de transformar as inequacdes em equacgdes lineares, 0 nosso problema
passou a ser encontrar a solucdo desse sistema que maximiza o lucro L.

Agora, observando o sistema formado, pergunta-se entdo aos alunos qual € a
classificacdo desse sistema, considerando os tipos de sistema de equacodes lineares?
Por que ele se enquadra nessa classificacdo? Considerando que eles respondam que
€ um sistema possivel e indeterminado, qual serd o indice de indeterminacdo do

sistema? Relembramos assim os tipos de sistemas lineares.

Observando o sistema, percebemos que ele possui mais incognitas (n = 4)

do que equagbes (m = 2), sendo entdo um sistema possivel e indeterminado,

apresentando infinitas solugbes (ANDRADE, 2015, p. 35).
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Voltando aos alunos, o0 seguinte questionamento pode ser feito: € possivel
resolver esse sistema? De que maneira ele pode ser resolvido? Podemos utilizar a
Regra de Cramer? Por qué? Estas questdes tem como objetivo relembrar as diversas
formas de resolver sistemas de equacdes lineares e as regras de utilizagcado de cada
uma.

X1 =3 +%x3 —Zx4

1

A solucéo analitica desse sistema € dada por: 1
x2 = 2 _EX3 +5x4

. A partir
dessa solucao o professor pode entdo questionar aos alunos o que eles fariam para
resolver esse sistema? Se for sugerido arbitrar valores para as variaveis, por qual
valor iniciar? Posso arbitrar o valor de quantas variaveis por vez? Por qué?

Chegando entdo a conclusdo que é necessario atribuir valor zero a duas

variaveis por vez, para que se obtenha um sistema possivel e determinado. Zerando
X3 € X4, por exemplo, automaticamente encontrariamos uma solucédo possivel para o

sistema. Essa solucdo é a solugdo 6tima que procuramos? Por qué?

Dessa forma pode-se orientar os alunos que

[...] como todas as variaveis, incluindo as de folga, devem ser positivas ou
nulas e como, em termos de decisdo no problema, atribuir o valor zero a uma
variavel significa ndo produzir um dos produtos (se a variavel for natural do
problema) ou empregar toda a disponibilidade de recursos (se a variavel for
de folga), podemos encontrar solucdes para o sistema de equacghes
atribuindo arbitrariamente valor zero a duas variaveis (n-m=4-2=2) e
calculando o valor das outras duas pelo sistema restante (ANDRADE, 2015,
p.35).

Nesse momento, o professor pode perguntar aos alunos quantos sistemas

diferentes podem ser formados se temos que zerar sempre duas variaveis diferentes,
lembrando que as variaveis sao xq, X, X3 € x4. Os alunos podem sugerir utilizar

arranjo simples, o professor deve direciona-los para que entendam que no caso em
questao é necessario utilizar combinacéo simples.

Portanto, para encontrar o numero de sistemas temos que resolver a seguinte
combinagao:

4 A
Cy =
21x2!

Dessa forma, teremos que resolver 6 sistemas lineares diferentes.
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Apos a resolucdo de um sistema, substituimos os valores encontrados para as
variaveis na funcdo objetivo com a finalidade de encontrar o valor do lucro L

(ANDRADE, 2015, p. 35).

As variaveis as quais atribuimos valor 0 serdo chamadas variaveis nao
basicas; as variaveis cujos valores foram encontrados pela solucao dos
sistemas de equacbes (valores positivos) sdo as variaveis basicas e o
conjunto das variaveis basicas é a base (ANDRADE, 2015, p. 35, grifo nosso).

Nota-se que o professor pode organizar uma sequéncia didatica com questdes
relativas aos problemas de PL sempre direcionando os alunos a darem significado

aos conceitos estudados.
4.1.4.2 Solucéo dos sistemas de equacdes pelo método de substituicao

Sistema 1. Considerando: x; = 0 e x, = 0 (variaveis ndo basicas) obtém-se
0 seguinte sistema:
2x1 + 3xy + 1x3 =12 20+3.0+1x3 =12 x3 =12
{2x1+1x2+1x4=8 _){2.0+1.0+1x4=8 _){x4=8
Substituindo os valores encontrados na fungéo objetivo:
L =4x; + 1x, + Ox3 + Ox, = L =40 + 1.0 + 0.12 + 0.8
L=0
Logo, o lucro total obtido foi igual a O (zero).
Sistema 2. Considerando: x; = 0 e x3 = 0 (variaveis ndo basicas) obtém-se

0 seguinte sistema:
{le + 3x, + 1x; =12 {2.0 + 3x, +1.0 =12 { 3x, =12 (1)
- -
2x1+1x2+1X4=8 2.0+1.x2+1x4=8 x2 +x4:8 (2)

Resolvendo a equagao (1): x, = 13—2 = 4 = x, = 4. Substituindo o valor
encontradoem 2):4+x, =8> x, =8—4 > x4, = 4.

Substituindo os valores encontrados na fungéo objetivo L, obtém-se:

L :4x1+ 1x2 +OX3 +0x4:> L=40+ 14 + 0.0 + 0.4
L=4

Logo, o lucro total obtido foi igual a 4.
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Sistema 3. Considerando x; = 0 e x, = 0 (variaveis nédo basicas) obtém-se
0 seguinte sistema:
2x1 +3x, +1x3 =12 (20+3x, +1x3 =12 (3x, +x3 =12 (1)
{2x1+1x2+1x4=8 _){2.0+1x2+1.0=8 _’{ =8 (2)
Substituindo o valor de (2) em (1):
38+x3=12 =2x3=12—-24 > x3 = —12
Como x3 < 0, a solucéo obtida é inviavel.
Sistema 4. Considerando x, = 0 e x3 = 0 (variaveis nédo basicas) obtém-se
0 seguinte sistema:
2x1 +3x, + 1x3 =12  (2x; +3.0+1.0 =12 2x; =12 (1)
{le +1x, + 1x, = 8 _’{le +1.0+1x, = 8 _’{le +x,=8 (2)

12 .
Resolvendo a equacdo (1): x1=7:>x1=6. Substituindo o valor

encontradoem (2): 2.6 +x, =8=>x, =8—-12 > x4, = —4
Como x, < 0, a solucdo obtida é inviavel.
Sistema 5. Considerando x, = 0 e x, = 0 (variaveis ndo basicas) obtém-se
0 seguinte sistema:
2x1 +3x, +1x3 =12 (2%, +3.0+1x3 =12 (2x;+x3 =12 (1)
{2x1+1x2+1x4=8 _’{ 2%, +1.0+ 1.0 = 8 _’{ 2%, =8 (2)

Resolvendo a equagéo (2): x; = g = X1 = 4. Substituindo o valor encontrado
em1):24+x3=12=>x3=12—-8 = x3 = 4.

Substituindo os valores encontrados na funcéo objetivo

L =4x; + 1x, + Ox3 + Ox, > L=44 + 1.0 + 04 + 0.0
L=16
Logo, o lucro total obtido foi igual a 16.

Sistema 6. Considerando x3; = 0 e x, = 0 (variaveis néo basicas) obtém-se

0 seguinte sistema:
{le + 3x, + 1x3 = 12 {le + 3x, + 1.0 =12 {le +3x, =12 (1)
- -
2x1 + 1x2 + 1x4 - 8 2x1 + 1x2 + 10 - 8 2x1 + xz - 8 (2)
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Isolando x, na equagdo (2): x, = 8 — 2x;. Substituindo o valor na equagéo
(1): 2x;+3(8—-2x)=12=22x;+24—6x; =12=> —4x;, =—-12=>x, =
3. Substituindo o valorde x; em (2): 2.3 +x, =8 =>x, =8 —6 = xp, = 2

Substituindo os valores encontrados na fung&o objetivo

L =4x; + 1x, + Ox3 + Ox, > L =43 + 1.2 + 0.0 + 0.0

L=14

Observando todas as solucbes encontradas por esse processo, podemos
perceber que encontramos a mesma solucdo Otima obtida anteriormente, ou seja,
Xy =4, x, =0, x3 =4, x, = 0dando um lucro L = 16. Todas as solu¢des dos
sistemas podem ser visualizadas em um grafico, como mostra a Figura 14
(ANDRADE, 2015, p. 36).

E muito importante que o professor considere essas situagcdes problemas para
valorizar o aprendizado da matematica. Mostrar para os alunos a magia dos nimeros
e dos sistemas de equacdes lineares. Com isso o professor podera despertar no aluno
nao so o interesse por PL, mas também todos os problemas que envolvam otimizacéo,
algo que é recorrente no mundo que vivemos. Muitos sdo as formas de se estimular
os alunos através deste tema “Otimizacao” pois, estamos sempre buscando otimizar
algo: tempo, dinheiros, agua, espaco, matérias primas, mao de obra e etc. Uma vez
despertado o interesse nos alunos, a matematica podera florescer oferecendo recurso
importante para resolver situacdes problemas, explorar a PL por meios de problemas
simples podera ser o inicio de uma grande e empolgante jornada pelo mundo da
matematica, desde que as metodologias de ensino aprendizagem nao fiqguem presas

apenas as teorias e a abstracdo dos conceitos.
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Fonte: Adaptado de Andrade (2015, p. 35)

Como se pode observar na Figura 14, “as duas soluc¢des inviaveis encontradas

(sistemas 3 e 4) correspondem a pontos que se encontram fora da regido viavel.”

(ANDRADE, 2015, p. 36).

4.1.4.3 Solucao dos sistemas de equacg0Oes utilizando matrizes

A partir da introducdo dos conceitos de folga de recurso e variaveis béasicas e

ndo basicas, pode-se também encontrar a solucdo otima do problema utilizando

matrizes. O modelo compl
Maximizar

Sujeito a:

Na forma matricial:

eto € o seguinte:

L = 4x1 + 1x2 + 0x3 + OX4_

2x1 + 3XZ + 1X3 == 12
2x1 + 1x2 + 1x4 == 8
X1,X2,X3€X4 =0
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Maximizar f(x) =L =cx

Sujeito a:
Ax =0Db
x=>0
Onde:
A= [2 1 0 1] b* = [12 8] X = [x1 Xy 3 4-]

c=[4 1 0 0]

Segundo Arenales et al. (2011, p. 71) “o sistema Ax = b pode ser reescrito de
forma equivalente como Ax = b & Bxg + Nxy = b” onde:
B, «m € a matriz basica formada por m colunas da matriz A e é invertivel;
N é a matriz ndo basica formada pelas n — m colunas restantes de A;
Xp € 0 vetor das variaveis basicas;
Xy € o0 vetor das variaveis ndo basicas.

Logo, x3 = B~1b — B~1Nx,, é a solucéo geral do sistema. Como as variaveis
nao bésicas sdo iguais a zero, a solugéo serd xz = B~ 1b.

Observa-se aqui uma 6tima oportunidade para aplicar de forma relevante e util
0 conceito de matriz inversa. Além do mais a engenhosidade por traz dos calculos nos
faz pensar! O que significa isso do ponto de vista geométrico? Entdo o professor

poderd explorar essa ideia para trabalhar com os alunos o plano e varias

possibilidades para uma base.
Sistema 1: Considerando inicialmente x; e x, como varidveis ndo basicas

(x; = 0,x, = 0) e x3 e x, como as variaveis basicas, pode-se reescrever o sistema

do exemplo acima da seguinte forma:
B XB N XN b

1 07
0 1.

xp =B7'b = [(1) (1)] [182] - [182:

e[y Y -
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L=cgxg=[0 0] [182] =0

Logo, a solucdo do sistemaé x3 = 12, x, =8e L = 0.
Sistema 2: Considerando x; e X3 como variaveis ndo bésicas (x; = 0,x3 =

0) e x, e x, como as variaveis basicas, pode-se reescrever o sistema da seguinte

L]+ dlle] -]

forma:

Xp N XN b
ol R 3
w=5=[ 14 4| [51=

L =cpxg=[1 0][i]=4

Logo, a solucdo do sistemaé x, = 4,x, =4el = 4.
Sistema 3: Considerando Xx; e x, como variaveis ndo basicas (x; = 0,x, =

0) e x, e x3 como as variaveis basicas, pode-se reescrever o sistema da seguinte

forma:
1 oll] e bl =[]
B XB N XN b
=l ol Er=[]
xg =B7'b = [(1) —13] [182] B [—ﬁz]
Logo, a solugéo do sistema é x, = 8 e x3 = —12. Como x5 < 0, a solugéo obtida é

inviavel, nao factivel.

Sistema 4: Considerando X, e X3 como variaveis ndo basicas (x, = 0,x3 =

0) e x; e x, como as variaveis basicas, pode-se reescrever o sistema da seguinte

o llel+ i dlle] -]

XB N XN b

forma;
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12 0 1 _[1/2 0
b= [2 1 b= [—1 1]
-1 _[1/2 01121 _16
Xp =B b_[_1 1”8]_[—4]
Logo, a solugdo do sistema é x; = 6 e x4, = —4. Como x, < 0, a solucao obtida é

inviavel, nao factivel.

Sistema 5: Considerando x, e x, como variaveis ndo basicas (x, = 0,x, =

0) e x; e x3 como as variaveis basicas, pode-se reescrever o sistema da seguinte
I 6 - L5
XN
B:[g . Bl—[o 1/2

R

L=cpxy=[4 0] [ﬂ - 16

forma:

Logo, a solugdo do sistema é x; = 4,x3 =4 e L = 16.
Sistema 6: Considerando x5 e x, como variaveis ndo basicas (x3 = 0,x, =

0) e x; e x, como as variaveis basicas, pode-se reescrever o sistema da seguinte

[3 H] [é H] [12]

forma:

B=[2 i B-1=[T/f f{;‘z
w=pn=[ 00 )= 0

L=cpxs=[4 1] [3] = 14

Logo, a solucdo do sistema é x; = 3,x, =2el = 14.
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Observando as solugdes encontradas nos 6 sistemas possiveis nesse caso,
conclui-se que a solucédo otima € a que foi encontrada na resolugéo do Sistema 5, ou
seja, x; =4,x, =0,x3 =4ex, =0, gerando um lucro L = 16.

Nesse método de solugdo com matrizes o professor pode explorar os conceitos
de matriz inversa e produto de matrizes. Alguns questionamentos que podem ser
feitos aos alunos sédo: esses novos sistemas formados podem ser resolvidos utilizando
a Regra de Cramer? E escalonamento?

Para encontrar a solucdo pelo método analitico é necessério que muitos
sistemas sejam resolvidos, o que se torna inviavel para um problema real de
Programacao Linear com muitas variaveis de decisdo. Com o intuito de acelerar esse
processo de solucéo, foi que em 1947 o matematico Dantzig criou o algoritmo Simplex.
O método € um algoritmo largamente utilizado para solugcédo de inimeros problemas
de Programacédo Linear e sera apresentado de forma simplificada para a solucdo

desse problema proposto.

4.1.5 Solugéo pelo algoritmo Simplex

Segundo Lisboa (2002, p. 15) o algoritmo Simplex € uma sisteméatica que traz
as seguintes informacdes: qual o primeiro sistema de equagbes que deve ser
solucionado; qual é o préximo sistema que deve ser solucionado que dara um
resultado melhor que o antecedente; como identificar se a solucdo encontrada é a
solucéo otima.

Para entender melhor como funciona o método vamos resolver o problema
proposto utilizando o algoritmo Simplex. Voltando ao modelo jA& com a adicdo das
variaveis de folga:

Maximizar L = 4x1 + 1x2 + 0x3 + Ox4
Sujeito a:
2x1 + 3x2 + 1x3 - 12
2x1 + 1x2 + 1x4 - 8
X1,X2,X3€Xx4 =0
Segundo Lisboa (2002, p. 18), primeiro monta-se uma tabela (Tabela 4) com
os coeficientes das variaveis para ordenar as operacdes. Para a funcédo objetivo é

necessario fazer o seguinte ajuste
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L = 4x1 + 1x2 + 0x3 + OX4®L_4‘X1_1XZ_OX3_OX4=0

Temos:

Tabela 4 - Tabela Simplex A

Base Xq X, X3 X4 b
X3 2 3 1 0 12
X4 2 1 0 1 8

L —4 -1 0 0 0

Fonte: Adaptado de Lisboa (2002, p.19)

Podemos observar na Tabela 4 que a ultima coluna contém os termos
independentes das equacdes e a ultima linha contém os coeficientes das variaveis da
funcdo objetivo. Esta ultima linha é chamada de funcdo objetivo transformada e
apresenta a contribuicdo que cada variavel da para o lucro total apds cada iteracéao
(LISBOA, 2002, p. 18).

a) Solucdao Inicial
O primeiro sistema a ser escolhido € sempre o que considera as variaveis de

deciséo do problema como variaveis nao basicas (iguais a zero) e encontra os valores

das variaveis de folga. Portanto fazendo x; = x, = 0, obtemos da Tabela 4:

x3:12
x4:8
L=0

b) Segunda solucéo
Observando o resultado do lucro percebe-se que essa ndo é a melhor solucéo,
entdo, o problema agora é descobrir qual das variaveis ndo basicas deve se tornar
positiva e qual das variaveis basicas deve ser anulada.
Para escolher qual a variavel que vai tornar-se positiva, deve-se observar na
dltima linha da Tabela 4 qual das variaveis tem uma contribuicdo maior para o lucro,

ou seja, qual a variavel com o maior coeficiente em valor absoluto. Neste caso a
variavel x; que tem - 4 como coeficiente e valor absoluto 4. Note que esse
coeficiente é a que mais contribui para o aumento de L.

Ja para escolher qual variavel que sera anulada deve-se fazer a divisdo dos

coeficientes da coluna b pelos coeficientes da coluna x;. O que determinar menor
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guociente aponta a variavel a ser zerada, levando em conta a linha em que ocorreu,

indica a variavel basica que deve ser anulada e virar ndo béasica. Dessa forma, o

. . 8 , . .
menor quociente encontrado é 5= 4, assim a variavel que deve ser anulada é a x,.

Logo, a variavel ndo basica que deve ficar positiva é x; e a variavel basica que
deve ser anulada € x,. Desse modo as novas variaveis basicas seréo x; e x3 e as

variaveis ndo basicas serdo x, e x4 (x, = x4, = 0). A solugdo do sistema sera feita

empregando a Tabela 4 e utilizando as operacdes vélidas com as linhas da matriz
(LISBOA, 2002, p. 19).

12 operacdo: Dividir a segunda linha da Tabela 4 por 2, adicionando o resultado

na segunda linha conforme Tabela 5. (L, < L, /2)

Tabela 5 — Tabela Simplex B

Base Xq X, X3 X4 b
X3 2 3 1 0 12
X4 1 1/2 0 1/2 4

L —4 -1 0 0 0

Fonte: Adaptado de Lisboa (2002, p.19).

Note que esta operacao transformou o elemento 2 da segunda linha e segunda
coluna ou da coluna x; em 1. Agora vamos transformar o elemento 2 da mesma

coluna e linha 2 em 0.

22 operacdo: Multiplicar a segunda linha da Tabela 5 por —2 e somar com a
primeira linha da mesma tabela, inserindo o resultado na primeira linha conforme
Tabela 6 (L, « L; — 2L,)

Tabela 6 — Tabela Simplex C

Base Xq X, X3 X4 b
X3 0 2 1 -1 4
Xq 1 1/2 0 1/2 4

L —4 -1 0 0 0

Fonte: Adaptado de Lisboa (2002, p.19).

A proxima operagdo tem como objetivo zerar o elemento —4 da mesma coluna

e terceira linha da Tabela 4.
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32 operacédo: Multiplicar a segunda linha da Tabela 6 por 4 e somar com a
terceira linha da mesma tabela, inserindo o resultado na terceira linha conforme
Tabela 7 (L3 « Ly + 4L,).

Tabela 7 — Tabela Simplex D

Base Xq X, X3 X4 b
X3 0 2 1 -1 4
X4 1 1/2 0 1/2 4
L 0 1 0 2 16

Fonte: Adaptado de Lisboa (2002, p.19).

Como todos os valores da ultima linha (coeficientes das variaveis da funcéo
objetivo transformada) s&o nulos ou positivos, pode-se concluir que esta é a solucdo
Otima, pois o valor da funcdo ndo podera ser aumentado, ou seja:

x1=4 x,=0 x3=4 x, =0 L=16

O ideal desse algoritmo a ser trabalhado com os alunos do Ensino Médio é a
l6gica que h&. Pode-se pedir aos alunos para investigar a l6gica do quadro e formar
grupos para discuti-la. Além disso, a ideia de escalonamento que esta por traz das
contas realizadas nas Tabelas devem ser trabalhados como um recurso também para
resolucdo de sistemas lineares de forma direta e através do uso de matrizes. Essa
técnica de escalonamento de sistemas lineares e de matrizes podera ser introduzido
entdo a partir do uso de forma intuitiva nas tabelas do método Simplex. Desse modo,
se faz necesséario um planejamento de como trabalhar o método Simplex e o que
almeja conseguir com ele.

Segundo Lisboa (2002, p. 21), o procedimento resumido do Método Simplex,

para ser aplicado em problemas de maximizacdo é o seguinte:

Passo 1: Introduzir as variaveis de folga; uma para cada desigualdade.
Passo 2: Montar um quadro para os calculos, colocando os coeficientes de
todas as variaveis com o0s respectivos sinais e, na uUltima linha, incluir os
coeficientes da funcéo objetivo transformada.

Passo 3: Estabelecer uma solucéo basica inicial, usualmente atribuindo valor
zero as variaveis originais e achando valores positivos para as variaveis de
folga.

Passo 4: Como proxima variavel a entrar na base, escolher a variavel nao
basica que oferece, na Ultima linha, a maior contribuicdo para o0 aumento da
funcéo objetivo (ou seja, tem 0 maior valor negativo). Se todas as variaveis
gue estao fora da base tiverem coeficientes nulos ou positivos nesta linha, a
solugéo atual é 6tima. Se alguma dessas variaveis tiver coeficiente nulo, isto
significa que ela pode ser introduzida na base sem aumentar o valor da
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funcéo objetivo. Isso quer dizer que temos uma solucdo 6tima, com 0 mesmo
valor da funcéo objetivo.

Passo 5: Para escolher a variavel que deve deixar a base, deve-se realizar o
seguinte procedimento: a) Dividir os elementos da Ultima coluna pelos
correspondentes elementos positivos da coluna da variavel que vai entrar na
base. caso ndo haja elemento algum positivo nesta coluna, o processo deve
parar, ja que a solugdo seria ilimitada. b) O menor quociente indica a equagao
cuja respectiva variavel basica devera ser anulada, tornando-se variavel nao
bésica.

Passo 6: Usando operacdes validas com as linhas da matriz, transformar o
guadro de calculos de forma a encontrar a nova solucao basica. A coluna da
nova variavel basica devera se tornar um vetor identidade, onde o elemento
1 aparece na linha correspondente a variavel que esta sendo anulada.
Passo 7: Retornar ao passo 4 para iniciar outra iteracao.

4.1.6 Solucgéo utilizando aplicativo Linear Program Solver

Uma sugestdo para encerrar o assunto sobre programacdo linear com os

alunos é resolver o problema proposto agora utilizando um aplicativo para celular.

Segundo Santos e Pereira (2018, p. 14) a insercao de tecnologias digitais em sala de

aula pode auxiliar na motivacédo dos alunos ao aprendizado e aumentar a autonomia

dos mesmos na busca do seu préprio conhecimento. Neste trabalho vamos utilizar o

aplicativo Linear Program Solver para encontrar a solugdo do modelo. Veja Figura 15

da tela inicial de instalagdo no celular.

Figura 15 - Aplicativo Linear Program Solver na Playstore

Linear Program
Solver

aoujapps pro
Contém anuncios

2,8% L | M

24 avaliagbes 3,2 MB Classificagéo Livre ©®

Instalar

Toe sl ] e sl |
b S

Fonte: A autora 2020.
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O Linear Program Solver, € um aplicativo gratuito disponivel na loja de
aplicativos dos celulares com sistema operacional Android (Playstore) que pode ser
utilizado para resolver problemas de programacdo linear com até 4 variaveis de
decisao e restricdes. Ele resolve os problemas através de matrizes e tabelas Simplex
e pelo método grafico. O que € mais interessante no aplicativo € que ele plota
automaticamente no grafico as retas das restricdes, porém a reta da funcao objetivo
é dindmica, e podemos visualiza-la se movimentando pela regido de solugdes viaveis
até chegar na solugéo 6tima, o que € muito interessante para entender como funciona
o método gréfico. Embora sua interface seja toda em inglés, € bem facil e intuitivo
utiliza-lo.

O aplicativo tem as seguintes limitacdes: resolve apenas problemas de
maximizacdo, sO aceita a entrada de valores inteiros positivos e resolve apenas
problemas de até 4 variaveis de decisdo e 4 restricbes (onde o nimero de variaveis
de decisao deve ser menor ou igual ao niumero de restricdes). Porém, como estamos
trabalhando com um problema simples de maximizagéo, de 2 variaveis, o aplicativo
cumpre bem sua fungao.

Ao abrir o aplicativo, a tela inicial € esta que aparece na Figura 16, é necessario
inserir aqui 2 valores, o “Number of variables” que é o niumero de variaveis de decisao

do problema e o “Number of constraints” que € o numero de restricdes do problema.

Figura 16 - Interface do aplicativo
~ ..._,...7 - . M_. e~

Number of variables : .
Number of constraints: .

Table Simplex Matrix Simplex

Algebraic Simplex Graphical Simplex

L

™

Fonte: A autora (2020).

No nosso problema, sdo 2 variaveis de decisdo, x; e X,, e 2 restricbes 2x; +

3x, < 12e2x; + x, < 8.Nao é necessario incluir aqui as restricdes x; = 0 e x, =
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0 pois o proéprio aplicativo ja considera a restricdo de ndo-negatividade para todos os

problemas. Os valores inseridos aparecem na Figura 17.

Figura 17 - Insercao dos dados iniciais

Number of variables :
Number of constraints:

Table Simplex Matrix Simplex
Algebraic Simplex Graphical Simplex

T SE—————T e =¥,
A -

Fonte: A autora (2020).

L

Inseridos os valores, basta clicar em “Graphical Simplex” (Figura 17), que € a

opc¢ao que encontra a solucao pelo método gréfico.

A préxima tela (Figura 18) ja aparece com o formato do modelo do problema,
conforme a quantidade que inserimos na tela anterior, sendo necessario apenas

adicionar nos devidos espacos os coeficientes da funcao objetivo e das restricdes.

Figura 18 - Tela de entrada de coeficientes

max [, + ...

- . <
=20 L= L2

b
- p——— e

B -

Fonte: A autora (2020).



Retomando o nosso modelo que é maximizar L = 4x; + x,
sujeito a

2%, + 3%, < 12
le +x2 <8

X1,%X, =0
inserimos os valores no aplicativo conforme Figura 19

Figura 19 - Insercao dos coeficientes da funcao objetivo e das restricdes

max CHEN.:, + (.,
B, - B, < (2
1'1 + Il T, = 8

Ll

A0 =17

Fonte: A autora (2020).

Inseridos os valores basta clicar em “Optimize” para que o aplicativo gere o

grafico com as restricdes e a reta da funcéo objetivo se mova pela regido de solucdes
viaveis (Figura 20) até chegar na solucéo 6tima (Figura 21).

Figura 20 - Reta da funcdo objetivo se movendo ao longo da regido de solucfes viaveis

Please wait..
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Fonte: A autora (2020).

Ao deslizar a reta amarela representando a fungéo objetivo ela encontrara seu

maior valor no ponto do plano (0,4).

Figura 21 - Solucédo 6tima

- Optimal solution : (4 ; 0)
- The optimum: 16

A partir da tela apresentada na Figura 17, pode-se optar também pela solucéo
através de matrizes ou tabela Simplex. A partir da escolha o procedimento de entrada
dos dados € o mesmo apresentado anteriormente. O que vai mudar é a forma de
apresentacao da solugcdo do modelo proposto.

Ao clicar em “Matrix Simplex” e prosseguir com a entrada dos dados, apés clicar
em “Optimize” a solucéo € apresentada utilizando matrizes Simplex. Pode-se observar
na Figura 22 a tela de inicializacdo da solu¢cdo mostrando o modelo de PL na forma

matricial.
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Figura 22 - Apresentacdo do modelo na forma matricial

R =S ——— . Erei——

Initialization u

A tela seguinte, Figura 23, mostra a primeira iteracdo que € a solucdo do
sistema inicial, onde x; = 0 e x, = 0 (variaveis nao basicas), encontrando assim x; =

12 e x, = 8 (variaveis basicas).

Figura 23 - Primeira iteracdo — Matriz Simplex

a Iteration : 1 a

Senlin el

reduced costs : €= ¢, - C,A; A, = l'::4 1)

We choose the incoming variable :
_ T N
d:ABIAN:<2 i ),b:ABlb:( 8 )

A terceira tela, Figura 24, apresenta a segunda iteracdo, que € a solug¢édo do
sistema onde x, = 0 e x, = 0 (variaveis ndo basicas) encontrando assimx; =4 e x; =
4 (variaveis basicas). Como o aplicativo busca o valor 6timo das variaveis de deciséo,
ele apresenta nesta tela somente os valores 6timos de x;, x, € o valor 6timo da funcéo

objetivo que é 16.
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Figura 24 — Segunda iteracao — Matriz Simplex

° Iteration: 2

1 -1
={
o ( 0 1/2 )
reduced costs : 2= ¢, - A;A = ( -2 -1

Optimal solution : X = (g ) . Value of the optimum :16

Agora, a partir da tela mostrada na Figura 17, seleciona-se “Table Simplex”,
que é a solucdo utilizando o método da tabela Simplex. Apos inserir os dados do
modelo e clicar em “Optimize” a primeira tela com a primeira iteracdo é mostrada na

Figura 25.

Figura 25 — Primeira iteracao - Tabela Simplex
e AN y m—t
Iteration : 1 n

The most negative is : -4.0 so get in the base
min{6/1; 4/1}=4 so get out the base I,

pivot around of 2

A segunda tela com a segunda iteracdo e a solugdo 6tima encontrada €
mostrada na Figura 26. Como este € um problema simples, com poucas variaveis e

restricdes o resultado € encontrado com apenas 2 iteracoes.
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Figura 26 — Segunda iteracdo — Tabela Simplex

n Iteration: 2

Optimal solution : X=(4 ; 0)
Value of the optimum: 16

- J

T ————— 3
.,.i*_'_'-—-—- X

Fonte: A autora (2020)

Para que seja mais bem aproveitado o uso do aplicativo em sala, é importante
que o professor tenha uma lista prévia com varios problemas de PL com 2, 3 e 4
variaveis de decisdo. Essa lista pode ser feita pelos proprios alunos através de
pesquisas na internet e em livros de PO. Outra sugestao é dividir os alunos em grupos
e criar uma competicdo onde o objetivo €, a partir de um problema dado, criar o modelo
matematico e apresentar a solugdo no menor tempo possivel.

A partir da utilizacdo deste aplicativo o professor pode também pedir aos alunos
gue pesquisem outros aplicativos com a mesma funcdo. Também pode despertar
neles o interesse sobre a programacéo de aplicativos, criando assim um grupo de
pesquisa com o intuito de criar um aplicativo voltado para educacao matematica.

Programacao em computador € muito importante para a evolucdo da ciéncia e
das tecnologias digitais e de automacado e um passo importante é instigar os alunos a
perceberem a magia por traz dessa criacao, que é a modelagem matematica. Através
da Programacéo Linear e dos varios recursos que se pode utilizar para resolver os
problemas de otimizagdo, os alunos podem, juntamente com seu professor de
matematica, descobrir novas possibilidades de estudo e pesquisa que comega com 0
estudo de métodos de resolucédo de problemas modelados com PL e vai para além

dos horizontes observaveis no Ensino Médio.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho buscou-se apresentar a Programagéo Linear como sugestao
para abordagens de alguns temas da matematica e como ferramenta para a
diversificacdo e contextualizacdo dos conteudos de Matematica no Ensino Médio.
Como os problemas de programacao linear trabalham com a otimizagcéao de recursos
dos mais variados tipos, eles tornam-se interessantes para trabalhar a
interdisciplinaridade tdo cobrada atualmente em vestibulares e no ENEM (Exame
Nacional do Ensino Médio).

Dar sentido e utilidade aos conteidos matematicos pode ser uma O6tima
maneira, ndo so6 de incentivar os alunos a estudéa-la, mas também de introduzir o uso
das tecnologias digitais em sala de aula como também despertar nos alunos o que ha
por traz de aplicativos e softwares que fazem calculos, desmistificam rotas, otimizam
tempo e dinheiro e fazem previsdo do tempo, enfim a matematica por traz da ciéncia
e dos avancos cientificos em todas as areas de realizagcbes humanas.

A aplicacéo dos problemas de PL em sala de aula também funciona como uma
forma de inserir os conteudos estudados em Matematica na realidade cotidiana,
eliminando as objecdes dos alunos quanto a utilidade dos tépicos aprendidos em sala
de aula.

O melhor aproveitamento do problema seria no segundo ano do Ensino Médio,
pois todos os assuntos envolvidos na solugdo do problema séo abordados nesse ano
e o trabalho pode ser usado em sua totalidade. Porém, a solucéo algébrica e o método
grafico podem ser utilizados no primeiro ano depois que ja estiverem sido
apresentados aos conceitos de funcao, funcdo afim e linear. Também pode ser
utilizado no terceiro ano em sua totalidade como uma forma de relembrar os temas
estudados até ali e como preparacédo para o vestibular ou ENEM.

A utilizacdo do aplicativo Linear Program Solver para resolver o problema, apés
os alunos ja terem resolvido manualmente, mostra-se relevante ndo so para que eles
entendam melhor o procedimento de encontrar a solugdo 6tima utilizando o método
gréafico e o Simplex, e sim também para que eles possam ver um exemplo da utilidade
pratica que a Matematica pode ter. Podem perceber que por trds de um aplicativo
simples que resolve algo em poucos segundos existe, muitas vezes, um extenso

memorial de calculo para chegar até aquele resultado, um algoritmo simples ou
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complexo a depender do aplicativo. Além do celular € possivel também usar o
computador para resolver problemas de PL mais sofisticados e complexos com a
ajuda do software Excel de forma pratica e rapida. Nesse caso, 0 manuseio do Excel,
por si, ja representa um aprendizado e um despertar para a importancia do uso da
planilha eletrénica.

Esperamos que com a utilizacdo desse trabalho os professores possam
diversificar e contextualizar alguns contetdos estudados em Matematica. Acreditamos
também que a sua utilizacdo possa ser um estimulo para despertar um maior interesse
dos alunos pelas aulas de Matematica e pela pesquisa na matematica aplicada e na
modelagem matematica.

O Apéndice A traz outros problemas de programacao linear com 2 variaveis de
decisdo (com as respectivas formulacdes e solugcbes) que podem ser utilizados em
substituicdo ao problema proposto utilizando as sugestfes de abordagem em sala de
aula.

Na execucgao deste trabalho ndo foram realizados experimentos em sala de
aula, porém a partir do enfoque teérico percebe-se a aplicabilidade da modelagem
matematica em PL e resolucdo de problemas de programacao linear em diversos
conteudos de matemética do Ensino Médio. Uma sugestao para futuros trabalhos € a
experimentacdo desta abordagem em sala de aula e o registro de dificuldades,
sucessos e indiferencas pelo tema. Ou ainda a criacdo de uma sequéncia didatica
com roteiros de trabalhos para os professores interessados, com sugestbes de

recursos tecnoldgicos e dicas de atividades propostas.
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APENDICE A

EXERCICIO 1 - A Ozark Farms usa, para alimentar o seu rebanho, no minimo 8001b
de racdo especial por dia. Essa racdo é composta por uma mistura de milho e soja
cujas quantidades de proteina e fibra estdo elencadas na Tabela A.1 abaixo (TAHA,
2008, p. 11).

Tabela A.1 - Composicéo de racdo da Ozark Farms

Ib por Ib de racao

Racéao Proteina Fibra Custo ($/Ib)
Milho 0,09 0,02 0,30
Soja 0,60 0,06 0,90

Fonte: Adaptado de Taha (2008, p.11)

As exigéncias nutricionais da racéo especial sdo de no minimo 30% de proteina
e de no maximo 5% de fibra. A Ozark Farms precisa determinar qual a mistura de soja

e milho que gera a racdo com um custo minimo diario (TAHA, 2008, p. 11).

Modelagem do problema

Este problema tem o objetivo de minimizar os gastos com a producao de racao.
Como a racao consiste na mistura de milho e soja, as variaveis de decisdo serédo as
seguintes:

e x; = Ib de milho na mistura diaria;

e x, = Ib de soja na mistura diaria.

Como o problema € minimizar o custo diario, a funcdo objetivo sera a seguinte:

Minimizar z = 0,3x; + 0,9x,

As restricOes desse modelo sdo baseadas na quantidade minima de racao
produzida por dia e nos requisitos nutricionais dessa ragéo. Em relacdo a quantidade,
sao necessarias no minimo 800 [b de ragao por dia, portanto essa restricao fica como
segue:

x, + x5 = 800
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Em relacdo aos requisitos nutricionais, a quantidade de proteina presente em
x; Ib de milho e x, Ib de soja é (0,09x, + 0,6x,) Ib. Segundo o problema, a racdo deve
ter no minimo 30% de proteina, portanto:
0,09x; + 0,6x, = 0,3(x; + x3)
simplificando
0,21x; — 0,30x, <0
Podemos proceder da mesma forma com a restricdo de no maximo 5% de fibra
0,02x; + 0,06x, < 0,05(x; + x3)
simplificando
0,03x; — 0,01x, =0
Assim, o0 modelo completo da Ozark Farms é
Minimizar z = 0,3x; + 0,9x,
sujeito a

x1 + xZ Z 800
0,21x; —0,30x, <0

0,03x; —0,01x, = 0
xX1,% =0

Solucéo do modelo

A solucéo grafica do modelo apresentado pode ser visualizada na Figura A.1.
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Figura A.1 — Solucéo gréfica do Exercicio 1
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Fonte: Elaborado pela autora utilizando o software Geogebra.

EXERCICIO 2 — Uma determinada fabrica produz dois tipos de geradores, tipo A e
tipo B. Para ser produzido, cada gerador passa por duas maquinas (C e D). Para
produzir um gerador do tipo A, a maquina C trabalha 2 horas e a maquina D trabalha
4 horas. Para produzir um gerador do tipo B, a maquina C trabalha 4 horas e a
maquina D trabalha 2 horas. As maquinas C e D trabalham 24 horas por dia. O lucro
com a venda de um gerador do Tipo A é de 3000 u.c.p e o lucro com a venda de um
gerador do tipo B € de 5000 u.c.p. Além disso a fabrica vende toda a sua producao.
Desta forma o problema é o seguinte: quantos geradores de cada tipo devem ser

produzidos para que o lucro seja maximo? (BOLDRINI et al., 1980, p. 363).
Modelagem do problema

Este problema tem como objetivo maximizar o lucro na producédo dos geradores
tipo A e B, por isso fagamos:
e x,; = quantidade do gerador tipo A
e x, = quantidade do gerador tipo B

A funcéo objetivo sera a seguinte:
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z = 3000x; + 5000x,
As restricdes sdo relacionadas com o tempo de producdo na fabrica pelas
magquinas C e D, portanto:

e Maquina C = 2x; + 4x, < 24;
e Maquina D =4x; + 2x, < 24;

Como néo € possivel produzir um nimero menor que zero de geradores:
e x;,=20ex,=20

Dessa forma o modelo completo é:

Maximizar
z = 3000x; + 5000x,

Sujeito a
2x1 + 4x, < 24
4x; + 2x, < 24
X1,%X, =0

Solugéao do modelo

A solucéo grafica do modelo apresentado pode ser visualizada na Figura A.2.
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Figura A.2 - Solucéo grafica do Exercicio 2
Xy \
10 \

Solugao 6tima ponto C
Ir1 = 4 o = 4
z = 32000

~

Fonte: Elaborado pela autora utilizando o software Geogebra

EXERCICIO 3 — Uma pizzaria tem 3 pizzaiolos que trabalham 8 horas por dia. Cada
pizzaiolo consegue produzir 16 pizzas por hora, caso faca somente pizzas e 9
calzones por hora, caso faca apenas calzones. Séo utilizadas 40 gramas de queijo
para fazer uma pizza e 60 gramas de queijo para fazer um calzone. Tendo em vista
que a disponibilidade diaria de queijo é de 5 quilogramas e que cada pizza € vendida
por R$ 18,00 e cada calzone é vendido por R$ 22,00, pergunta-se: qual a quantidade
de pizzas e calzones que a pizzaria deve vender por dia para maximizar a sua receita?
(LACHTERMACHER, 2007, p. 25).

Modelagem do problema

Este problema tem como objetivo maximizar a receita na producdo de pizzas,
porém, através dos dados apresentados temos que encontrar primeiro o tempo de
producédo de cada produto para entéo calcular a quantidade a ser produzida, por isso

facamos:
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e x; = quantidade de horas que serao utilizadas no preparo de pizzas;
e x, = quantidade de horas que seréo utilizadas no preparo de calzones.
A funcéo objetivo sera a seguinte:
z=(18%x16)x; + (22 X 9)x, = z = 288x, + 198x,
As restricbes sdo relacionadas com o numero de pizzaiolos, a quantidade de
horas que eles trabalham por dia e a quantidade de queijo disponivel, portanto:
e Pizzaiolos=x; + x, < 3 X 8= x; +x, < 24;
e Queijo=(16 X 40)x; + (60 X 9)x, < 5000 = 640x,; + 540x, < 5000;
Como néo € possivel obter um valor de tempo menor que zero:
o x;=>20ex, =0

Dessa forma o modelo completo é:

Maximizar
z = 288x; + 198x,
Sujeito a
X1 + Xy < 24
640x; + 540x, < 5000
X1,%; =0

Solucéao do modelo

A solucéo grafica do modelo apresentado pode ser visualizada na Figura A.3.
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Figura A.3 - Solucao grafica do Exercicio 3

Solugdo Otima ponto B
I = 7, 81 Iy = 0
z = 2250

%4

Fonte: Elaborado pela autora utilizando o software Geogebra.

EXERCICIO 4 — A Pele de Mimosa Ltda. € uma empresa de artigos de couro que tem
em sua linha de producédo dois produtos: malas e mochilas. A venda de cada mala
representa um lucro de $50 e a venda de cada mochila representa um lucro de $40.
O tempo necessario para produzir cada produto bem como o total de tempo disponivel
em cada departamento estdo apresentados na Tabela A.2 (LACHTERMACHER,
2007, p. 33).

Tabela A.2 - Quantidade de horas necessérias para confeccéo

Capacidade por | Horas Necesséarias
Departamento Departamento .
P (Ho?as por dia) Mala Mochila
1 — Corte 300 2 0
2 — Tingimento 540 0 3
3 — Costura 440 2 2
4 — Embalagem 300 6/5 3/2

Fonte: Adaptado de Lachtermacher (2007, p.33)
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a) Levando em consideracdo que existe uma demanda excedente de malas e
mochilas, o problema é determinar quantas unidades de cada produto a
empresa deve fabricar por dia para maximizar o seu lucro (LACHTERMACHER,
2007, p. 33).

b) Sabendo que atualmente a empresa produz 120 unidades de malas e 30
unidades de mochilas por dia, de quanto o planejamento 6timo aumenta o lucro
em relacao ao atual? (LACHTERMACHER, 2007, p. 33).

Modelagem do problema

Este problema tem como objetivo maximizar o lucro na producdo de malas e
mochilas, por isso fagamos:
e x; = quantidade de malas a serem produzidas;
e x, = quantidade de mochilas a serem produzidas.
A funcéo objetivo sera a seguinte:
z = 50x; + 40x,
As restricdes sao relacionadas com o tempo de producdo e a quantidade de
horas disponiveis em cada setor da empresa, portanto:
e 1-Corte=2x; <300;
e 2-Tingimento =3x, < 540;

e 3-Costura=2x; + 2x, < 440;
6 3
e 4 —Embalagem = X1t X S 300.
Como nao é possivel produzir um nimero menor que zero de malas e mochilas:
[ ] xl 2 0 e xz 2 0

Dessa forma o modelo completo é:

Maximizar
z = 50x; + 40x,

Sujeito a
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( 2x1 < 300

3x, < 540
2x1 + 2x, < 440
6

=% +%x2 <300

\ X1, Xp >0

Solucéao do modelo
A solucéo grafica do modelo apresentado pode ser visualizada na Figura A.4.

Figura A.4 - Sc{tjjgéo grafica do Exercicio 4

~ Solugao Otima ponto C
I = 150 €Ty = 70
z = 10700

120

Fonte: Elaborado pela autora utilizando o software Geogebra.

EXERCICIO 5 — Edmundo gosta muito de comer bifes e batatas. Sendo assim, ele
decidiu fazer uma dieta baseada somente nesses alimentos (além de liquidos e
suplementos). Edmundo sabe que essa nao € a dieta mais adequada e por isso quer
assegurar-se de que esta se alimentando com as quantidades corretas dos dois
alimentos, a fim de que sejam atendidas determinadas exigéncias nutricionais e de
custo, conforme Tabela A.3 (HILLIER; LIEBERMAN, 2006, p. 93).
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Tabela A.3 - Requisitos nutricionais

N° de gramas do ingrediente por Exigéncia diaria
exigéncia diaria (gramas) % ramas)
Ingrediente Bife Batatas g
Carboidratos 5 15 =50
Proteina 20 5 240
Gordura 15 2 <60
Custo por refeicdo US$ 4 US$ 2

Fonte: Adaptado de Hillier e Lieberman (2006, p.93).

Portanto, Edmundo precisa determinar o nimero de refeicdes diarias (pode ser
fracionario) com bifes e batatas que ira atender a todas as exigéncias a um custo
minimo (HILLIER; LIEBERMAN, 2008, p. 93).

Modelagem do problema

Este problema tem como objetivo obter uma dieta que atenda determinadas
necessidades nutricionais a um custo minimo, por isso fagamos:
e x; = quantidade de bife por dia;
e x, = quantidade de batatas por dia.
A funcao objetivo sera a seguinte:
z = 4x, + 2x,
As restricbes sao relacionadas com o0s requisitos nutricionais do bife e da
batata, portanto:
e Carboidratos = 5x; + 15x, = 50;
e Proteina=20x; + 5x, = 40;
e Gordura=15x; + 2x, < 60;
Como néo é possivel produzir um nimero menor que zero de geradores:
e x;=20ex, =0
Dessa forma o modelo completo é:

Maximizar
Z = 4‘x1 + 2x2

Sujeito a
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5x; + 15x, = 50

20x4 + 5x, = 40

15x; + 2x, < 60
X1,%X; =0

Solucéo do modelo

A solucéo grafica do modelo apresentado pode ser visualizada na Figura A.5.

Figura A.5 - Solucéo gréfica do exercicio 5

Solugido Otima no ponto A
oy =1,27 9 =291
2 =10,90

ofy | \ 5 10— 15 20 25 30 35

Fonte: Elaborado pela autora utilizando o software "Geogebra.



