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RESUMO

O presente trabalho propoe uma forma de apresentacao aos alunos do ensino basico alguns
conceitos associados ao conjunto dos nimeros inteiros tais como, divisibilidade, MDC,
MMC, congruéncias e somas de quadrados de uma maneira mais pragmatica e menos
abstrata. Apresentando-os através de formas visuais ou de problemas contextualizados
com nossa realidade fisica mais imediata, favorecendo o melhor entendimento dos axiomas,
operacoes e propriedades por aqueles alunos como também novos métodos de conduta para
os professores a fim de que suas tarefas nos processos ensino-aprendizagem se tornem mais
faceis.

Palavras-chave: Numeros inteiros. Matematica - Ensino médio. Axiomas.



ABSTRACT

This paper proposes a way of presenting to primary pupils some concepts associated
with the set of integers such as divisibility, GCD, LCM, congruences and sums of squa-
res in a more pragmatic and less abstract way. Presenting them through visual forms
or contextualized problems with our physical reality more immediate, favoring a better
understanding of the axioms, operations and properties for those students as well as new
methods of conduct for teachers so that their work processes teaching become easier.

Keywords: Integer numbers. Mathematics - High school. Axioms.
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1 INTRODUCAO

E fato indiscutivel que perpassa os limites das analises gerais socioldgicas que a
educacao brasileira vem apresentando resultados inadequados de proficiéncia em quase
todas as avaliacoes sérias de verificacao dos niveis de aprendizagem em Matematica no
ensino bésico e que um menor rendimento acontece exatamente naquelas regides provin-
cianas mais afastadas dos centros culturais que nao recebem o investimento e atencao
adequados. Essa percepcao vem se tornando cada vez mais presente nos dias atuais em
virtude da rapidez com que as informacoes circulam hoje em nossa sociedade. Sobre essa
ma formacao, especificamente dos alunos que chegam ao ensino médio, somam-se proble-
mas que envolvem outras esferas do comportamento humano, passando nao raras vezes
pelas responsabilidades civis e criminais, por exemplo, o consumo de drogas ilicitas, o
aumento da violéncia no ambito escolar e as graves consequéncias subjacentes. O enfren-
tamento de tantas questoes de naturezas tdao variadas requer bem mais que adequacao
dos resultados estatisticos, e também passa por tomadas de decisdes fortes na conducao
e re-elaboracao das regras que regem os processos ensino-aprendizagem, com um maior
amparo e prote¢ao ao aluno, subsidiando meios de aperfeicoamento do corpo docente com
aprofundamento em seu conhecimento técnico e valorizagao salarial de sua carreira. O
nao enfrentamento dessas questoes contribui, em tultima andlise, para a eterna tipificacao
do conhecimento produzido em nossos ambientes escolares como indcuos, ineficientes e

desvinculados do bom senso e da realidade.

Entre tantas acoes a serem postas em pratica para a reversao da realidade descrita
acima, situam-se novos modos de apresentacao dos conhecimentos, como tentativa de
readaptacao dos nossos esfor¢cos em tornar mais atrativo para uma ampla classe de jovens,
dos assuntos que naturalmente devem fazer parte em suas formagoes basicas nos ensinos

fundamental e médio.

Com a escolha de trabalhar o tema dos niimeros inteiros este trabalho propoe algumas

sugestoes minimas de posturas a serem adotadas em nosso posicionamento frente a nossa
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plateia de interesse, desde uma forma mais concreta de apresentacao das propriedades
numéricas, passando por certa forma mais logica e rigorosa no encadeamento das ideias,
até o desenvolvimento, quando possivel, de trabalhos proprios para alunos mais talentosos
em Matematica. Especificamente, a introduc¢ao das congruéncias serve ao proposito de
tentar incentivar esses alunos que possuam gosto pelo aprendizado para uma gama maior
e mais adequada de assuntos do que somente aqueles normalmente tratados nos livro-
textos. Nesses, ainda temos que certas escolhas de alguns temas e o modo como se
faz isso nao parece ser algumas vezes o mais adequado. Como exemplo mais evidente,
temos o processo de determinag¢ao do maximo divisor comum entre dois inteiros positivos.
Costuma-se quase sempre incentivar os alunos a utilizar o processo de fatoragao conjunta
daqueles numeros, apesar da beleza e simplicidade do método das divisdes sucessivas
de Euclides que, de tao eficiente, ainda é utilizado séculos apds sua descoberta, como
bem indica [6]. Ao incentivo daquele gosto pela Matemdtica devem ser acrescentados
processos logicos, precisos e eficientes que, por si s, evidenciam a beleza do aprendizado

nessa matéria fascinante.

O modo especifico de construcao desse trabalho, que baseia-se por introduzir alguns
dos assuntos com problemas que agucam a curiosidade e nos desafiam a apresentar respos-
tas simples através da procura logica metddica ou até métodos heuristicos, tenta traduzir
parte de uma generalidade de atuacao que qualquer professor, pode adotar em suas mais
variadas gradagoes de exigéncias e niveis de dificuldades em sua pratica. Aqui se inserem
desde tentativas simples de conexao das regras axiomaticas com o dia a dia da maioria
dos alunos, valorizagao de suas iniciativas pessoais com estimulos em suas atividades de
aprendizagem até o incentivo daqueles outros, cuja jovialidade e curiosidade ja assumem
o papel principal na conduc¢ao de suas vidas escolares, com aprofundamentos substanciais

em varios topicos mais especificos de Matematica.
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2 CONJUNTO DOS NUMEROS
INTEIROS

2.1 Introducao aos Inteiros e Contagem

e Tales brinca de arrumar bolinhas em um arranjo retangular de maneira que fique
em cada fila a mesma quantidade e o mesmo aconteca com as colunas, sem sobrar
bolinha alguma. Mileto também faz o mesmo separadamente. Eles podem construir
livremente suas figuras e dispéem de 660 e 630 bolinhas respectivamente. Dentre os
retangulos que ambas as criangas podem obter com a mesma quantidade de colunas,

qual é a quantidade méaxima de colunas observada ?

O exemplo acima, embora trabalhe com grandezas discretas positivas, serve como
estimulo para a introducao da Matematica com nimeros inteiros especialmente nos pri-
meiros meses de trabalho no ensino médio pois fornece visualizagoes quase concretas das
operacoes basicas envolvendo esses nimeros como também mostra, de maneira muito

simples, os fundamentos que existem por tras das propriedades operacionais.

Contas, pedras, tragos num o0sso, parecem ser os primeiros elementos nas mani-
festagdes da Matematica como modelagem da realidade em nossa evolucao cultural. Até
podemos ousar dizer que a Matematica das contagens discretas é a base de nosso de-
senvolvimento tecnoldgico, pois é o primeiro passo na sistematizacao, armazenamento e

transferéncias de informacoes entre as geragoes que se sucedem em nossa sociedade.

Sem querer extrapolar nossa intengao bésica, nos concentraremos de volta aos nossos
dois personagens gregos e suas bolinhas em arranjos retangulares para mostrar que as
operacgoes basicas da adicao, multiplicacao e suas propriedades operacionais podem ser

intuitivamente melhor compreendidas com a utilizacao de simples artificios.

As propriedades da operacao de adi¢ao entre dois inteiros positivos tornam-se 6bvias

quando imaginamos a reuniao de duas colecoes distintas dessas bolinhas. Sendo que a
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soma ¢ maior do que suas partes exceto se alguma das partes nao contiver bola alguma.
As propriedades comutativa e associativa sao claras quando se percebe que a mudanca na
ordem de unido das partes nao altera o resultado final. Se adicionarmos a um conjunto
de bolas outro sem elementos, isso nao altera a quantidade daquele primeiro, e que para
torna-lo sem elemento algum basta quitar uma divida (associagdo razoavel para nimeros

negativos) com a mesma quantidade de elementos.

A multiplicacao de dois inteiros é definida como a repeticao da adigdo de uma mesma
quantidade, por exemplo, 5-4 =5+ 5+ 5+ 5 ou também 4 + 4 +4 +4 + 4. Usando a
disposi¢ao retangular descrita no exemplo inicial podemos imaginar o enfileiramento de
quatro colunas com cinco bolas cada ou o contrario. De imediato percebemos a validade
da propriedade comutativa da multiplicagdo olhando para esse arranjo retangular sob es-
sas duas perspectivas. Para a propriedade associativa é necessario requerer uma terceira
dire¢do de distribuicao das bolas, arranjando-as na forma de um bloco retangular com
varios niveis em que as trés perspectivas basicas de visualiza¢ao para a base do bloco nao
alteram a quantidade de bolas que formam o conjunto. Multiplicar por “um” significa
um retangulo de uma sé linha, que possui uma quantidade de bolas igual a quantidade de
colunas, enquanto que qualquer retangulo sem linhas nao pode conter bola alguma, suge-
rindo o resultado da multiplicacdo por zero. A propriedade distributiva é bem percebida
quando dividimos o arranjo retangular em duas regides através de uma linha divisoria
paralela a um de seus lados, mostrando que a quantidade total de bolas é igual as duas
quantidades em que o conjunto foi separado. Por fim, é 6bvio que se uma disposicao

retangular possui zero bolas, ela possuird zero linhas ou zero colunas.

Essa apresentacao meio divertida auxilia na assimilacao das propriedades bésicas
operacionais dos inteiros, vistas a seguir como axiomas. Tentacgoes a parte, é bom ter
prudéncia nas exemplificacGes para nao exagera-las ou correr o risco e aceitar a premissa
falsa de achar que qualquer assunto envolvendo Matematica pode ser contextualizado.
Mas é saudavel utilizar sempre que possivel um ponto de vista da aplicabilidade real ou
pelo menos sensata nas apresentacoes dos assuntos. Para uma visao mais detalhada sobre

tais problemas veja [7].

Ao avancar sobre os conceitos de divisores de um ntmero inteiro positivo N podemos

associar uma pergunta equivalente:

De quantos modos podemos dispor, sem sobras, /N bolas em arranjos retangulares?

As respostas distintas mostram as quantidades de linhas e colunas possiveis, que sao os
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divisores procurados. Na pratica de sala de aula, ao atingir esse ponto, algum aluno mais
curioso ousa propor uma reformulacao do problema inicial: “vamos tentar achar um in-
teiro que seja o maior divisor simultaneo de 660 e 630.”

Ao procurarmos meios de fazer isso seremos apresentados aos primérdios de desenvolvi-
mento e sistematizacao logico do nosso conhecimento matematico através de uma viagem
desde 2300 anos atras, cuja importancia nao é menor que seu legado visto que parte

daquela matematica grega ainda ¢ utilizada, com as devidas adaptacoes, até hoje em dia.

Essa pequena introducao de tentar adaptar as regras operacionais dos inteiros positi-
vos para um contexto mais visual e pratico de apresentag¢ao é usualmente uma chamada
aos alunos mais reticentes para melhor apreciar a beleza e os padroes na Matematica e tal-
vez comecarem a desenvolver aquele sentimento meio raro hoje em dia de contentamento

e prazer em suas descobertas individuais.
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2.2 Definicao Axiomatica

Nao sao poucos os alunos que ficam curiosos sobre como resolver problemas dos tipos

seguintes:

Exemplo 2.2.1. Podemos cobrir um tabuleiro tipo xadrez de 5 linhas e 5 colunas com

pecas de dominos que cobrem exatamente duas casas do tabuleiro cada uma?

Exemplo 2.2.2. Todas as pecas de um conjunto de dominds sdo postas em fila tal que
0s valores descritos nas extremidades de pecas adjacentes combinam. Em uma das extre-

midades da fila aparece o nimero 6, qual nimero aparecerd na outra?

Exemplo 2.2.3. Podemos cobrir um tabuleiro de wadrez de 8 linhas e 8 colunas com
pecas de dominos que cobrem exatamente 2 casas do tabuleiro cada uma de forma que as

casas inferior direita e superior esquerda do tabuleiro fiquem descobertas?

Exemplo 2.2.4. Joao comprou uma agenda com 96 folhas numeradas de 1 a 192. Pedro,
seu irmao, destacou 25 paginas escolhidas de maneira aleatoria dessa agenda e adicionou

0s 50 nimeros obtidos. E possivel que Pedro obtenha 2014 como resultado dessa adi¢do?

Esses e muitos outros exemplos interessantes podem ser encontrados em [3]. Apesar
de muito instigantes, para respondé-los nao necessitamos de aprofundamento significativo
em teorias matematicas. Bastam conceitos bem simples, presentes ja nos primoérdios dos

sistemas de contagem. Comegaremos agora pelo mais basico.

O conjunto dos nimeros inteiros, representado por
Z={.,-2-1,012 ..}

consta dos niimeros naturais, dos seus opostos mais o zero. Utilizaremos algumas propri-

edades desses elementos para construir a teoria necessaria ao nosso estudo.

Tentaremos minimizar nossa apresentacao no sentido de torna-la menos prolixa mas
nao tao concisa a ponto de haver lacunas de entendimento, por isso adotaremos o ponto de
vista axiomatico, em que elegemos algumas sentencas nao demonstradas como verdadeiras

e, a partir dai, construiremos o encadeamento das ideias subsequentes.

Axioma 2.2.1. Vamos supor conhecidas as operacoes bindrias em 7. chamadas de adig¢ao,

e multiplicagdo que associam a cada par de nimeros (a,b) € Z* respectivamente sua soma
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a+0b eproduto a-b.

Essas operacoes satisfazem as propriedades abaizo:

1. A adigao é comutativa.

Para todos a,be Z tem-se a+b=0b+a

2. A adicdo € associativa.

Para todos a,b,ceZ tem-se a+ (b+c)=(a+b)+c

3. FExisténcia do elemento neutro da adicao.
FExiste o elemento zero, designado por O tal que para todo a € Z tem-se a+ 0 =

O+a=a

4. FExisténcia do elemento simétrico aditivo.
Para todo a € Z, existe seu simétrico aditivo designado por —a tal que a + (—a) =

(—a)+a=0

5. A multiplicacdo € comutativa.

Para todos a,beZ tem-se a-b=10b-a

6. A multiplicagao é associativa.

Para todos a,b,ce€Z tem-se a-(b-c)=(a-b)-c

7. Existéncia do elemento neutro da multiplicac¢ao.
FExiste o elemento um designado por 1 , diferente de zero tal que para todo a € 7

tem-se que a-1=1-a=a

8. Distributividade da multiplicacao em relagao a adicdo.

Para todos a,b,ceZ tem-se a(b+c)=a-b+a-c e (a+bc=a-c+b-c

9. Nao existéncia de divisores do zero.

Para todos a,be Z, tais que a-b=0 tem-se a =0 oub=0.

O conjunto Z com as operagoes de adigao e multiplicacao satisfazendo os axiomas
listados acima recebe o nome de Dominio de Integridade. E sobre essa estrutura que
desenvolveremos nosso estudo, enfatizando, por comodidade, a utilizacdo dos inteiros
positivos devido a sua melhor associacao com os processos de quantificacao e contagem
na vida cotidiana de nossos alunos do ensino bésico, o que nao impede, pela estrutura

simétrica de Z, que tal énfase também possa ser feita nos ntimeros negativos.
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Utilizaremos sistematicamente algumas defini¢goes como também propriedades de Z
amplamente conhecidas que podem ser provadas a partir dos axiomas anteriores, tais como
as leis de corte, as regras de sinais da multiplicagao, o anulamento no produto por zero, as
monotonicidades das rela¢oes de ordem, etc. As demonstragoes em N de algumas dessas
propriedades podem ser vistas em [6]. Também adotaremos como axiomas o Principio de

Inducao Finita, e o Algoritmo da Divisdo de Fuclides.

Axioma 2.2.2 (Indugdo - 1* forma). Suponhamos que seja dada uma afirmagio P(n)

dependendo de n € N tal que

e P(a) € verdadeira

e para ke N, P(k + 1) ¢é verdadeira sempre que P(k) for verdadeira

Entdo, P(n) € verdadeira para todo natural n = a.

Proposicao 2.2.1 (Principio da Boa Ordenacao). Todo conjunto nao vazio S de inteiros

positivos possui um menor elemento.

Demonstrag¢ao. Definamos o conjunto I, = {p € N;1 < p < n}, consideremos o conjunto
X de inteiros positivos, formado pelos nimeros n tais que I, € N — S/ isto é, se algum
inteiro n € X entao nenhum dos inteiros de 1 até n estd em S. Se for o caso de 1 € S, o
teorema estara demonstrado pois 1 serd o menor elemento de S. Se entretanto tivermos
1 ¢ Sentao 1l e X. E claro que X nao pode conter todos os inteiros positivos pois o
conjunto S contém algum elemento. Assim, se P(n) for a afirmacdo que n € X, temos
que a primeira hipdtese de indu¢do P(1) é verdadeira, mas a segunda parte nao deve se
cumprir, isto é, deve existir algum n € X tal que n + 1 ¢ X. Assim, todos os inteiros de
1 até n nao pertencem a S mas n + 1 € S. Desse modo, n + 1 é o menor elemento do

conjunto S. O]

Corolario 2.2.1 (Indugao - 2* forma). Suponhamos que seja dada uma afirmagdo P(n)

dependendo de n € N tal que

e P(a) € verdadeira

e para cada inteiro m > a, P(m) é verdadeira sempre que P(k) for verdadeira para

a<k<m

Entdo, P(n) € verdadeira para todo natural n = a.
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Demonstrag¢ao. Definamos os conjuntos X = {n € N;n > a e P(n) é verdadeira}. Para
mostrar que a afirmagdo P(n) é verdadeira para todo n > a basta mostrar que X’ =
{n e N;n > ae P(n) é falsa} nao possui elementos. Suponha por absurdo que X’ nao é
vazio, entao existe um elemento minimo p € X’. Note que p # a. Nessas condigoes, para
todo natural a < m < p, teremos m € X. Pela hipdtese feita sobre X temos p € X, uma

contradicao. O

Axioma 2.2.3 (Divisao Euclidiana). Dados dois inteiros a e b com b > 0, existem
unicos inteiros q e r chamados respectivamente de quociente e resto da divisdo, tais que

a=b-qg+r com 0<r<hb.

Embora no enunciado desse axioma exista a restricdo para que o nimero b seja posi-
tivo, também poderiamos considerar b # 0 para que a divisdo fosse enunciada de maneira
seguinte:

“Dados dois inteiros a e b com b # 0, existem tunicos inteiros ¢ e r chamados de

quociente e resto da divisdo respectivamente, tais que a =b-qg+r com 0<r < |b|”

Exemplo 2.2.5. Na divisio de 21 por 4 temos q =5 er =1 pois 21 =4-5+1
enquanto que ao dividir —27 por 6 temos q = —5 er =3 pois —27 = 6(—5) + 3.

Definicao 2.2.1. A divisdo Euclidiana é denominada exata quando tem r = 0. Nesse
caso usamos a notagao bla para indicar a = b-q e dizemos que b divide a. Caso contrdrio,

escrevemos b1 a.

Exemplo 2.2.6. Sdo ezatas as divisoes:
12 por 3 pois 12 = 3 -4 como também —24 por 6 pois —24 = 6(—4) e escrevemos 3|12 e
6/(—24) enquanto que a divisio de 14 por 5 nao é exata pois 14 =5-2+4 e, assim 51 14.

Surgem naturalmente algumas propriedades da divisao exata que utilizaremos neste

texto. Para uma abordagem mais detalhada veja [8].

Proposicao 2.2.2. Em rela¢do a divisdio exata valem as sequintes propriedades:

1. 1la para todo a € Z
2. ala para todo a€Z e a # 0

3. al|0 para todo a € Z e a # 0.

Demonstracao. As igualdades seguintes justificam cada item

a=1-a ; a=a-1¢e 0=a-0. O
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Proposicao 2.2.3. Para todos a,b,c€ Z coma #0 eb# 0, se alb e blc entdo alc.

Demonstrag¢ao. Se alb e blc implica que existem inteiros d e e tais que b = a-d e ¢ = b-e.
Substituindo b = a-d na outra equagao temos ¢ =b-e = (a-d)e=a(d-e) =a- f onde

f é um certo nimero inteiro. Assim, temos que alc. O

Proposicao 2.2.4. Sejam a,b,c,d€Z coma # 0 ec#0. Sealb e c|d entio a-clb-d.

Em particular temos que a - clb- c.

Demonstracao. Se alb e c|d entdo existem inteiros e e f taisque b=a-e e d=c- f.
Portanto, b-d = (a-e)(c- f) =(a-c)(e- f)=(a-c)g onde ge Z, e a-clb-d. O

Proposicao 2.2.5. Se a,b,c,x,y € Z com a # 0 sdo tais que alb e alc entdo
al(b-x +c-y). Isto €, se um niumero inteiro divide dois outros, também dividird qualquer

combinacao linear inteira entre esses dois numeros.

Demonstragao. Se alb e alc entdo existem inteiros d e e taisque b=a-d e c=a-e.

Assim,
b-x+cy=(a-dx+(a-ey=ald-x)+ale-y)=ald-z+e-y|l=a-f
onde f =d-x + e-y é um inteiro, o que mostra al(b-z + c-y). O

Proposicao 2.2.6. Dados a,beZ com a>0eb>0. Se alb entio a <b.

Demonstracao. Se alb, existe c € Z tal que b =a-cec > 0. Como 1 < ¢, temos que

a<a-c=b. O

A proposicao acima as vezes é utilizada para provar a igualdade entre dois inteiros

positivos a e b mostrando que alb e bla, dai seguem a <b e b<a, donde a=b.

A divisao de um inteiro positivo N por 2 pode ser escrita de duas formas apenas:

N =2qou N =2¢g+ 1. No primeiro caso chamaremos N de par, no outro, impar.

A paridade de um ntmero, apesar de ser um conceito bem simples, pode servir de
ferramenta poderosa para intimeras aplicagoes. Neste espago comentaremos as respostas
dos exercicios propostos no inicio dessa secao. Mas observemos inicialmente os seguintes

resultados.

Proposicao 2.2.7. A soma de dois inteiros € par se, e somente se, ambos os niumeros

possuem a mesma paridade.
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Demonstragao. Basta ver que se a = 2g e b = 2¢/, entdao a + b = 2q + 2¢' = 2(q + ¢').
Se ambos os nimeros sao impares, digamos a = 2¢+1e b = 2¢' + 1, entao a + b =
(2¢+ 1)+ (2¢ + 1) = 2(¢ + ¢’ + 1) é um inteiro par.

Agora, usando a implicacdo contrapositiva, se eles possuem diferentes paridades, por
exemplo, a = 2g e b = 2¢' + 1, temos que a + b = 2g+ (2¢ + 1) = 2(¢+ ¢') + 1 é um

inteiro impar. ]

Proposicao 2.2.8. O produto de dois inteiros € par se, e somente se, ao menos um deles

¢ par.

Demonstra¢ao. Se a = 2q entdao a - b = (29)b = 2(q - b) é par. Usando a implicacao
contrapositiva, suponha agora que ambos sejam impares, a = 2¢ + 1 e b = 2¢' + 1, entéo

a-b=(2¢+1)(2¢ +1) =4qq +2¢+2¢ +1 =2(29¢' + g+ ¢') + 1 é um inteiro impar. [

Sobre os problemas iniciais podemos argumentar que é impossivel cobrir as 5-5 = 25
casas do tabuleiro no exercicio 1, pois essa é uma quantidade impar e nao pode ser coberta
completamente aos pares por cada pedra do domino.

Sobre o exercicio 2 percebamos que no interior da fila os niimeros sao postos em duplas
justapostas, como existem oito niimeros 6 e um deles esta numa extremidade da fila, deve
haver outro desse niimero na outra extremidade.

E impossivel cobrir o tabuleiro do exercicio 3 da forma descrita pois as duas casas deixadas
fora possuem as mesma cor e cada pedra do dominé cobre exatamente duas cores opostas.
Para terminar, temos que no exercicio 4, a soma dos nimeros em cada folha (frente e verso)
é impar, assim a adicao de 25 ntimeros impares pode ser vista como a adicao de 12 duplas
de ntmeros impares (que gera um resultado par) mais um outro impar, cujo resultado

geral ¢ um numero impar e, portanto, nunca sera 2014.
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2.3 Numeros Primos

Definicao 2.3.1. Um numero inteiro e positivo p é chamado primo quando possui so-

mente dois divisores positivos.

Sao primos os inteiros 2,3,5,7,11,13,17,19, ... De acordo com a definicado acima, o

nimero 1 nao é primo pois s6 possui um divisor positivo.

De acordo com a sugestao de visualizar os divisores como a quantidade de linhas ou
colunas de uma disposi¢ao retangular, podemos dizer que os nicos modos de arranjo no
caso da quantidade de bolinhas ser um niimero primo sao aqueles de uma tunica linha ou

coluna.

Uma duvida que surge naturalmente refere-se a quantidade dos primos. A resposta
ja foi dada por Euclides em seu Livro IX dos Elementos. Essa prova é considerada um
primor de beleza, simplicidade e engenhosidade. Ela utiliza pela primeira vez a reducao

ao absurdo como forma de demonstracao. Mas antes precisaremos do seguinte teorema.

Teorema 2.3.1 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero inteiro maior do
que 1 ou é primo ou se escreve de modo unico (a menos da ordem dos fatores) como um

produto de primos positivos.

Demonstra¢ao. Seja um inteiro positivo n maior do que 1. Pode acontecer dele ser primo
e, neste caso nao temos mais nada a provar. Suponhamos agora que n seja composto,
entdo tomemos p; > 1 o menor dentre os divisores positivos de n. A minimalidade dessa
escolha obriga que p; seja primo, pois, caso contrario, poderiamos escrever p; = ¢ - r com
q < pp e terfamos ¢|p, uma contradi¢ao, pois p; é o menor elemento com essa propriedade.
Logo escrevemos n = p; - ny. Se n; for primo o teorema estarda demonstrado. Caso
contrario, tomamos ps como o menor fator (primo, pelo mesmo argumento acima) de n;
e temos n = p; - ps - ne. Vamos continuar esse processo e obter uma sequéncia decrescente
de inteiros positivos ni, ns, ..., n, que deve ser finita pois todos sdo positivos e, o tltimo
deles deve ser primo, pois caso contrario o processo continuaria. Os primos obtidos nessa

construcao, pi, ps, ..., P, NA0 sdo, necessariamente, distintos, n tera, em geral, a forma
— a1 a2 ag
n=p; P2 ---Pg

Para mostrarmos a unicidade usamos a segunda forma do Principio de Inducdo Finita.
Para n = 2 a afirmacao é verdadeira. Suponhamos que ela seja valida para todos os

inteiros maiores que 1 e menores do que n. Vamos mostrar que ela também ¢é valida para
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n. Nestas condigoes, se n for primo, o Teorema estard demonstrado. Suponhamos entao

que n é composto e que tenha duas fatoragoes

n=p1-pP2.---Ps=4q1-qz2..-qr

Vamos provar que 7 = s e que cada p; ¢ igual a algum ¢;. Como p; divide o produto
¢1°G2 - . - g ele divide pelo menos um dos fatores g; (Proposigao 2.4.2 adiante). Sem perda
de generalidade podemos supor que p;|q;.Como sdo ambos primos, isso significa que p; =
q1. Logo, apos cancelar p; em ambos os membros, ficamos com py...ps = ¢2...¢q. < n.
A hipétese de inducdo nos diz que essas duas fatoragoes sdao idénticas pois representam
um valor menor do que n, e com mais propriedade, temos que as primeiras fatoragoes

também sao idénticas, assim r = s. O

Agora vamos mostrar a argumentacao simples que prova a infinidade dos primos.

Teorema 2.3.2. Os numeros primos existem em quantidade infinita.

Demonstracdo. Suponha que exista apenas um numero finito de primos denominados
D1, D2, - - -, Pn. Mostraremos que essa condigao acarreta uma contradi¢ao logica. Portanto,
a tese de que existem infinitos nimeros primos é que deve ser verdadeira.

Tomemos o nimero inteiro N = py-py ... p,+1. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética
N possui um fator primo p; que deve ser um dos primos py,...,p,. Temos assim que p;
divide N e também divide o produto p; - ps...p,, logo divide N — p; - pa...p, pois esse

¢ uma combinagao linear inteira. Assim, p; divide 1 o que é absurdo pois p; # 1. O]

Apos responder o questionamento sobre a quantidade de primos, parece bastante na-
tural continuar essa investigacao sobre suas distribuicoes relativas e como determinar se
um dado niimero inteiro é ou nao primo. Essas perguntas, entretanto, nao tém respostas
elegantemente simples como a demonstracao do teorema anterior e é objeto de estudo de
muitas mentes brilhantes hoje em dia. Basta lembrar que a seguranca de quase todas as
operacoes financeiras pela internet se baseia na criptografia, isto ¢, no embaralhamento e
substituicao dos Bytes que compoem a informacao original por outra sequéncia, aparen-
temente indecifravel mas que pode ser restaurada pelo recebedor. A base matematica que
fundamenta esse processo é a impossibilidade de determinar facilmente a forma fatorada

de um inteiro gigantesco.
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2.4 Maximo Divisor Comum

Desde o ensino fundamental nossas criancas sao apresentadas a problemas do tipo

Exemplo 2.4.1. No piso de uma sala em forma retangular com 3,36 m de largura e 4,00
m de comprimento, um construtor deseja colocar pegas de granito quadradas com medidas
inteiras em centimetros e do mesmo tamanho. Determine a menor quantidade dessas

pecas que ele pode usar para cobrir completamente o piso, sem quebrar nenhuma.

Como o piso deve ser completamente coberto, é claro que as pecas quadradas devem
ser encaixadas lado a lado com suas bordas paralelas aos lados do piso retangular de
maneira a nao deixar espacgos vazios. Para determinar a menor quantidade dessas pecas é
necessario observar que essas devem possuir o maior tamanho possivel. Seja N a medida
maxima do lado dessas pegas. O encaixe sem sobras nos diz que N deve ser um divisor
simultaneo de 336 cm e 400 cm (transformadas as medidas racionais em inteiras). Caso
ele exista, como achar tal divisor? Uma abordagem experimental é tentar encontrar
explicitamente todos os divisores comuns positivos. Outro modo deve-se a Fuclides por
seu método das divisdes sucessivas. Comecemos de maneira mais prosaica.

Apoés alguns testes de divisoes chega-se aos conjuntos dos divisores positivos
D(336) = {1,2,3,4,6,7,8,12,14,16, 21,24, 28,42, 48,56, 84, 112, 168, 336}
D(400) = {1,2,4,5, 8,10, 15,16, 20, 25, 40, 50, 80, 100, 200, 400}

O maior valor dos divisores comuns é 16. Como 336 = 16 -21 e 400 = 16 - 25 temos
que cada quadrado cabe exatamente 21 vezes na largura e 25 no comprimento, totalizando

21 - 25 = 525 pecas para ladrilhar completamente a sala.

Esse nimero N = 16 visto acima é o que chamamos de mdzrimo divisor comum dos

numeros 336 e 400. Mais geralmente temos a defini¢ao seguinte.

Definicao 2.4.1. O mdzimo divisor comum (abreviadamente MDC) de dois nimeros a
e b, nao simultaneamente nulos, é o maior inteiro positivo que divide a e b. Denotamo-lo

por (a,b).

Exemplo 2.4.2. (12,8) =4, (14,7) =17, (5,3) = 1.

A existéncia do maximo divisor comum é assegurada devido o fato de que o conjunto
dos divisores positivos de qualquer inteiro nao nulo é finito e possui ao menos o niimero 1.
Daqui em diante, quando nos referirmos ao MDC de dois niimeros, estaremos admitindo

que ambos nao sejam simultaneamente nulos.
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Um fato interessante e muito 1til é sempre sermos capazes de escrever o MDC de dois
nimeros inteiros como uma combinagao inteira daqueles ntimeros. Vejamos no exemplo

anterior que 16 = 336 -6+ 400(—5). Esse resultado geral é mostrado no préximo teorema.

Teorema 2.4.1. O mdzimo divisor comum de dois inteiros pode sempre ser escrito como
combinagao inteira desses nimeros. Em outras palavras, se d = (a,b), entdo existem

inteiros x e y tais que d =a-x +b-y.

Demonstra¢ao. Vamos definir M como o conjunto de todas as combinacoes inteiras e
positivas de a e b. Esse conjunto nao é vazio visto que a® +b? = a-a + b - b pertence a
M. Em virtude do Principio da Boa Ordem podemos tomar ¢, o menor elemento de M,
que ¢ escrito ¢ = a - xg + b - yo. Vamos mostrar que ¢ é o maior divisor comum de a e b.

Afirmamos que c|a. Pois na divisdo euclidiana, a =c-q¢+r com 0<r <c
r=a—cqg=a—(a-zo+b yo)g=(1—20-q)a+ (~yo q)b

Isso nos mostra que r = 0, pois caso contrario, r seria uma combinac¢ao inteira de a e
b menor do que c. Isso é uma contradicdo em virtude da minimalidade de ¢. Da mesma
maneira mostramos que c|b. Agora basta mostrar que ¢ é igual ao maior divisor comum.

Seja d = (a,b). Assim, a =d-q e b=d- g, portanto temos

c=zo-a+y-b=xo(d-q1) +yo(d-q) =d(xo-q + Yo qa)

o que nos mostra d|c. Como ambos os nimeros d e ¢ sao positivos, temos d < ¢. Basta
notar agora que a condi¢ao d < ¢ é impossivel pois d é o maior dentre os divisores comuns.

Resta entao a op¢ao d = ¢ como verdadeira. O

Utilizaremos o teorema acima para mostrar que o MDC de dois inteiros é divisivel
por qualquer outro divisor comum dos ntmeros dados. Esse resultado é muito 1til para

provar outras propriedades envolvendo o MDC.

Teorema 2.4.2. O mdximo divisor comum de dois inteiros é divisivel por qualquer divisor

comum dos inteiros dados.

Demonstracdo. Seja d o maior divisor comum dos inteiros a e b. Podemos escrevé-lo
como combinagao inteira d = a-x + b-y onde x,y € Z. Se ¢ é qualquer divisor comum de

a e b,isto é, cla e c|blogo, pelo teorema acima, c|(a -z + b-y), ou seja, c|d. ]
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Para ilustrar o teorema acima, no caso do exemplo particular no inicio dessa secao,
relembremos que os miiltiplos comuns de 336 e 400 sao 1,2,4,8 e 16 e vemos que 16 =

(336, 400) é divisivel por todos os outros multiplos comuns.

Proposicao 2.4.1. Para a, b e n inteiros com n >0, temos (n-a,n-b)=n(a,b).

Demonstragao. Basta ver que (n-a,n-b) é o menor valor positivo das combinagoes inteiras
(n-a)x+ (n-b)y que éigual a n(a-x +b-y) onde a-x + b-y é o menor valor positivo
das combinagoes de a e b. O

Defini¢ao 2.4.2. Chamamos de primos entre si aos inteiros a e b quando (a,b) = 1.

Proposicao 2.4.2. Se um numero primo p divide um produto de dois inteiros entao ele

divide um dos fatores.

Demonstragao. Seja p primo tal que p|(a.b). Se p divide a, o teorema estéd demonstrado.
Suponha entdo que p 1 a, nessa condigdo, o inico divisor positivo comum desses nimeros
¢ 1, assim, (p,a) = 1 e podemos escrever p-x + a-y = 1 com z,y € Z. Multiplicando
ambos os lados dessa igualdade por b e reagrupando temos p(z - b) + (a - b)y = b. Como

plp e, por hipdtese, p|(a - b) vem que p|[p(x - b) + (a - b)y], ou seja, pl|b. O

Uma propriedade do MDC utilizada em demonstracoes é dada pelo corolario seguinte.
Ele nos diz que se extrairmos todos os fatores comuns entre dois ntimeros, as sobras sao,

necessariamente, nimeros primos entre si.

b
Corolario 2.4.1. Para inteiros a e b, se d = (a,b) temos que (%, &) = 1.

Demonstrag¢ao. Temos que a =d-q; e b=d-q. Valem as igualdades

d=(a,b) = (d-q,d" q)=d(q,q)

a b
7
)=1.

Dai vem que d(q1,q2) = d, ou seja, (q1,q2) = 1, assim, ( = 1. ]

12 15
Exemplo 2.4.3. Como (12,15) = 3, temos (E’ 5
Note que a reciproca desse corolario é sempre verdadeira, isto é, se acrescentarmos

um fator comum a dois inteiros primos entre si, esse fator comum passa a ser seu MDC.

Este préoximo resultado serd usado para provar o método de determinagao do MDC
de dois inteiros por meio das divisdes sucessivas. Apresentado por Fuclides no seu Livro
VII, ainda é um método computacional dos mais eficientes, ainda utilizado hoje em dia

com poucas modificacoes.
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Lema 2.4.1 (Lema de Euclides). Sejam a,b e m inteiros, tem-se (a,b) = (a,b+m - a).

Demonstra¢ao. Podemos escrever (a,b) como combinacao inteira de a e b. Assim,
(a,b) =a-zo+b-yg=a-xg—m-a-yo+m-a-yo+b-yo=alxo—m-yo) + (b+m-a)yo

Como (a,b+m-a)la e (a,b+m-a)|(b+m-a) temos (a,b+ m-a)|(a,b).

Agora mostraremos a divisao reciproca.

Como (a,b)|la e (a,b)|b, temos (a,b)|b+ m - a Assim, (a,b) é¢ um divisor comum de a e
b+ m - a, logo divide (a,b+m - a).

Como ambos, (a,b) e (a,b+ m - a) sdo positivos, esta provada sua igualdade. O]

Vamos voltar novamente ao exemplo inicial em que (336,400) = 16. Utilizaremos
o Algoritmo da Divisao de Fuclides para dividir 400 por 336. Em seguida, dividiremos

sucessivamente o divisor pelo resto obtido até obtermos resto zero em alguma divisao.

400 = 336 -1 + 64
336 =64-5+16
64=16-4+0

O MDC dos dois inteiros ¢ o ultimo resto nao nulo e o motivo é bem simples
(336,400) = (336,336 - 1 + 64) = (336,64) = (64 -5+ 16,64) = (16,64) = 16

A ltima igualdade vem do fato 16|64. O custo desse procedimento comparado com o
trabalho em determinar os divisores ou fatorar os ntimeros evidencia sua eficacia e rapidez.
Infelizmente isso é pouco divulgado nos textos do ensino basico. Bem, talvez Euclides nao

seja conhecido por todos nossos autores de livros didéticos!

Tao importante como encontrar o MDC, esse algoritmo também fornece meios de
escrevé-lo como combinacao linear inteira dos ntimeros em questdao. Com os dados do
exemplo acima temos 400 = 336 -1+ 64 e 336 = 64 -5+ 16. Substituindo o resto 64 da
primeira equagao na segunda ficamos com 16 = 336 — (400 — 336 - 1)5 = 336 -6 +400(—5).

Para maiores detalhes, recomendamos [6].
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2.5 Minimo Multiplo Comum

Comparado ao mdxzimo divisor comum, o conceito de minimo maultiplo comum de
dois ou mais inteiros é bem mais frequente em livros do ensino béasico, aparecendo em
problemas em que certos eventos se repetem. Uma motivacdo bem interessante para

introduzir esse conceito poderia ser o exemplo seguinte.

Exemplo 2.5.1. Ariel e Beriel vio a um restaurante e sao atendidos por um gar¢on
excéntrico que traz a pizza dividida em 16 pedacos dos quais eles comem 10. Qutro dia
repetem o programa mas pedem ao garcon que traga a pizza dividida em pedagos um pouco
maiores. O gar¢on obedece e, das 12 fatias iguais, os amigos consomem 8. Ariel comenta
que ele se sente “mais cheio” embora a quantidade de fatias consumidas foi menor. Isso

pode ser verdade?

S6 faz sentido comparar as fatias quando essas sdo do mesmo tamanho. Para resolver
isso podemos imaginar cada um dos 16 pedagos da primeira pizza sendo divididos em 3
sub-fatias iguais totalizando 3 - 16 = 48 fatias. Na segunda pizza dividimos cada pedago
em 4 outros iguais perfazendo 4 - 12 = 48. Como agora a quantidade e os tamanhos de
todas as fatias sao iguais, agora é s6 compara-las. As 10 fatias da primeira pizza tornam-se
10 -3 = 30 novos pedacos enquanto que 8 fatias da segunda, 8 -4 = 32 pedagos. Portanto,

¢ verdade que eles consumiram mais no segundo dia.

Visto pela 6tica acima, essa apresentacao torna-se mais motivadora do que simples-

10
mente pedir aos alunos para comparar ou somar 6 e T A necessidade de encontrar um

multiplo comum de 12 e 16 nos leva ao proximo topico.

Definicao 2.5.1. O minimo maultiplo comum de dois inteiros a e b € o menor inteiro

positivo que é divisivel por cada um deles. Denotamo-lo por |a,b].
Exemplo 2.5.2. [2,3] =6, [6,8] =24 [14,7] = 14.

Por simplicidade, algumas vezes abreviamos o nome minimo maultiplo comum por
MMC.

Proposicao 2.5.1. O minimo maultiplo comum m de dois inteiros divide todo maultiplo

comum n daqueles niumeros.

Demonstra¢ao. Como m = [a,b], temos a existéncia de inteiros ¢; e ¢ tais que m = a-q¢

e m = b-qgy. Dado que n também ¢é multiplo comum de a e b temos a existéncia de
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inteiros 71 e ry taisquen=a-r, e n=>5b-ry.
Vamos mostrar que m|n. Pela divisao euclidiana, temos n = m - g+ r com 0 < r < m,
dai vem

r=n—m-q=a-r—(a-q)q=a(r—q-q)

Do mesmo modo obtemos
r=n-—m-q=b-ro—(b-q)q="0(r—q-q)

Isso nos mostra que r = 0, pois caso contrario r seria um multiplo comum de a e b menor

do que m, o que é um absurdo devido a minimalidade de m. O

A proposi¢do acima nos indica como construir a sequéncia dos miltiplos comuns
positivos de dois inteiros: basta achar seu MMC e, a partir dele, tomar multiplos. Mas
como encontra-lo? A pratica mais comum é fatorar os nimeros em questao e construir
o produto dos fatores primos comuns com maior expoente. A propriedade abaixo tem

aplicacao mais tedrica e nao é menos importante.

Proposicao 2.5.2. Dados dois inteiros a e b, temos que [a,b](a,b) = a - b.

a-b
Demonstracdo. Tomando m = (a.0) vamos mostrar que ele é igual ao MMC de a e b.
a?
a
Temos claramente m = a e m=2» isto ¢, m é miltiplo comum de a e 0.

(a,b) (a,b)’

Seja ¢ um miultiplo comum de a e b, ¢ = n-a = n’ - b. Ao dividirmos ambos os termos

anteriores por (a,b) ficamos com n—2_ — n' b mas ¢ e b sao primos entre
. (a,b) (a,b)’ (a,0) ~ (a,b) .

si, assim, W divide n’, acrescentando a esses termos o fator b ficamos com m = b (@.0)
a, a,

divide b-n/, isto é, m|b-n/, portanto m|c e m < ¢ nos mostrando ser m o menor multiplo

comum de a e b. OJ

Corolario 2.5.1. Se a e b sdo nimero inteiros primos entre si, entao [a,b] = a - b.
Demonstracao. Basta fazer (a,b) = 1 no teorema acima e o resultado é imediato. ]

Para uma natural continuag¢ao mais avancada nos tépicos desenvolvidos até aqui,

inclusive com muitos exercicios de olimpiadas de Matemética veja [8].
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3 CONGRUENCIAS

3.1 Introducao as Congruéncias

Os conceitos e propriedades vistos até agora darao o suporte necessario para o desen-

volvimento dessa terceira parte que trata das congruéncias e algumas de suas aplicagoes.

e Qual é a 2013 figura na sequéncia , #, O, &, O, W, O, &,. .. 7

As datas 18 de abril e 18 de outubro caem no mesmo dia da semana?

O numero 3 541 067 892 é divisivel por 97

Qual é o critério de divisibilidade por 117

Qual é o resto da divisao de 5'*° por 67

Nao é raro um professor do ensino basico se deparar com algumas das questdes ante-
riores que, apesar de sua variedade, trazem todas o mesmo pano de fundo: a necessidade
de aplicagdo de uma nova ferramenta desenvolvida por Carl Friedrich Gauss (1777 —1855)
e apresentada em seu livro Disquisitiones Arithmeticae. Originalmente escrito em latim,
nessa obra sobre a Teoria dos Numeros, Gauss mostra que a Matematica desenvolvida
no anel dos nimeros inteiros pode dar origem a uma outra que acontece entre as classes
de equivaléncia desse conjunto. Em outras palavras, é como se pudéssemos “dividir”’o
conjunto Z numa certa quantidade de subconjuntos infinitos chamados classes de equi-
valéncia em que qualquer elemento de um desses subconjuntos poderia representa-lo nas
operacoes de adi¢ao ou multiplicacao com qualquer outra classe de maneira que a soma
e o produto permaneceriam consistentes, isto é, seriam invariaveis, nao importando quais
representantes foram escolhidos para cada classe. De maneira bem prosaica, é como se
numa disputa, qualquer torcedor do Fortaleza ou Ceard pudessem representar igualmente

bem seus times de futebol.
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Vamos ao exemplo anterior do calendario. Tome um més qualquer e escolha um dia da
semana. Observe que os nimeros nessa coluna sao gerados somando setes aquele do topo.
isso acontece devido ao posicionamento regular que faz os nimeros serem distribuidos
na mesma coluna a cada sete dias. Seremos um pouco exagerados agora. Imagine por
economia que o ano de 2013 possua um s6 més com 365 dias. Sobre essa maior quantidade
de dias aquele padrao surgido ha pouco se faz notar com mais clareza. Para completar
nosso “passeio”, imagine um circulo com sete lugares dispostos no sentido horario sobre
ele e nomeados como, por exemplo, segunda-feira, terca-feira, ..., domingo. (Alguma
semelhanga nao é mera coincidéncia). Comecemos pois, a distribuir os dias do nosso
unico més nos lugares desse circulo. Facilmente observamos varios padroes subjacentes a

cada um dos lugares nomeados agora por G, G, ..., Gg e Gy.

e G ={1,8,15,22,29,36,...}

e Gy ={2,9,16,23,30,37,...}

e G3={3,10,17,24,31,38,...}
o Gy ={4,11,18,25,32,39,...}
e G5 ={5,12,19,26,33,40,...}
o Gg={6,13,20,27,34,41,...}
o Go={7,14,21,28,35,42,.. .}

Percebamos que na divisao euclidiana por sete, qualquer elemento do conjunto G, deixa

resto r e que elementos de um mesmo grupo diferem por multiplos de sete. Essa serd

nossa definicdo de congruéncia.

Defini¢ao 3.1.1. Sejam a, b e m inteiros com m > 0. Dizemos que a é congruente
a b médulo m quando m|(a — b). Denotamos essa condi¢io por a = b(mod m). Caso

contrdrio, escrevemos a # b(mod m).

E uma interpretacao geométrica da congruéncia de dois inteiros modulo m, aqueles
nimeros estarem separados na reta numérica por uma distancia tal que um segmento
de tamanho m cabe, de maneira justaposta, uma quantidade exata de vezes. No caso de
“enrolar” a reta numérica numa disposicao circular, formam-se apenas m posigoes inteiras

coincidentes, serao essas as classes de equivaléncia.

Exemplo 3.1.1. 22 = 14(mod 2) pois 2|(22 —14); como 6 1 15 temos que 18 # 3(mod 6).
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Agora vamos voltar para as nossas perguntas no inicio dessa secao e tentar obter
algumas respostas simples. Com relagao a primeira, podemos comecar observando que do
dia 18 de abril a 18 de outubro ha um total de: 13 dias em abril; 31 dias em maio; 30 em

junho; 31 dias em julho; 31 em agosto; 30 em setembro e 18 em outubro, totalizando,
13+31+30+ 31+ 31+ 30+ 18 = 184 dias

Qualquer que seja o dia da semana em 18 de abril, o dia 18 de outubro serd o mesmo
quando a diferenca entre suas enumeracoes inteiras tomadas de modo continuo for um
multiplo de 7. Como ha 184 dias, essa diferenca é 183, assim, pela divisao euclidiana,
183 = 7-26+1 indicando que o dia 18 de outubro nao cai no mesmo dia mas esta deslocado

em uma data para o futuro.

Na segunda pergunta, sobre a ordenacao das figuras, a determinacao daquela que
ocupa uma posicao qualquer segue o mesmo raciocinio anterior.
Vejamos a sequéncia: O, @, O, &, O, &, O, &, &, 6, O, & ... a figura { ocupa as
posigoes 1,5,9, ... Vamos definir
P = {1,5,9,13,...} para representar as posi¢oes de > e estender respectivamente para
as outras figuras os conjuntos seguintes
P, =1{26,10,14,...}
Py ={3,7,11,15,...}
Py =1{4,8,12,16,...}
Vemos facilmente que as posi¢des pertencentes ao conjunto P, deixam resto r na divisao
por 4. Agora é sé investigar em qual classe estd a 2013 figura. A divisdo euclidiana nos
da 2013 = 4 - 503 + 1 indicando o conjunto P; como aquele em que ela esta, sendo <> tal

figura.

Para uma abordagem mais simplificada dos outros exemplo sdo necessarias mais al-

gumas outras propriedades das congruéncias.

Proposigao 3.1.1. Sejam a, b, ¢ e m inteiros com m > 0. Sao vdlidas as propriedades

abaizo:

1. a = a(mod m)
2. Se a = b(mod m) entio b = a(mod m)

3. Se a =0b(mod m) e b= c(mod m) entio a = c(mod m).

Demonstracao. Para todo a € Z vale m|(a — a), isto é, a = a(mod m).
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Se a = b(mod m) entdo m|(a — b), mas também m|(b — a) e assim, b = a(mod m).
Por fim, se a = b(mod m) e b = ¢(mod m), temos m|(a — b) e m|(b — ¢), dai m divide a

combinacao inteira m|[(a —b) + (b—c)], ou seja, m|(a — ¢) e portanto, a = ¢(mod m). [

Proposicao 3.1.2. Se a, b, ¢, d e m sao inteiros com m > 0, tais que a = b(mod m) e

¢ = d(mod m) entdo valem:

1. a+c=b+ d(mod m)

2. a-c=0b-d(mod m).
Demonstracdo. Dados os inteiros nas condi¢oes da proposicao acima

1. Se a = b(mod m) e ¢ = d(mod m), entdo m|(a — b) e m|(c — d), portanto m|[(a —

b) + (¢ — d)], ou seja, m|[(a + ¢) — (b + d)] e isso mostra que a + ¢ = b+ d(mod m).
2. Como m|(a—b) e m|(c—d), também valem m|(a—b)c e m|(c—d)b, e dai, m|[(a—b)c+
(¢ —d)b], que simplificando nos da m|(a-c—b-d) indicando ser a- ¢ = b-d(mod m).

]

A propriedade acima nos mostra que podemos somar ou multiplicar membro a membro
duas (ou uma quantidade finita) congruéncias. E esse fato que torna a matematica das
congruéncias um todo consistente pois nao importa quais representantes das classes de
equivaléncia nés tomamos, seu resultado é sempre um representante da mesma classe

invariavel da soma ou produto.

Exemplo 3.1.2. Na divisao por 7 jd vista anteriormente temos 11 = 4(mod 7) e 19 =
5(mod T), assim podemos escrever 30 = 11+ 19 = 4+ 5 = 9 = 2(mod 7) e também
209 =11-19=4-5=20=6(mod 7).

Corolario 3.1.1. Se a, b, ¢ e m sao inteiros com m > 0 tais que a = b(mod m), entdo
1. a+c=b+ c(mod m)
2. a—c=b—c(mod m)

3. a-c=b-c(modm).

Demonstra¢ao. Como a = b(mod m), basta observar que ¢ = c(mod m) e (—c)

(—c)(mod m) e usar os itens da proposigao anterior. O
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J& percebemos que podemos adicionar ou multiplicar membro a membro duas con-
gruéncias. Mas nao podemos, em geral, cancelar um fator comum. A condi¢do em que

isso pode ser feito é dada pelo teorema seguinte.

Teorema 3.1.1. Sejam a, b, ¢ e m inteiros com m > 0 tais que a-c=0b-c(mod m),
m

em)”

Demonstrac¢ao. De a-c =b-c(mod m) vem m|(a-c—b-c), ou seja, m|(a —b)c. Dividindo
c

entdo a = b(mod

ambos os nimeros m e ¢ pelo seu fator comum (¢, m), temos ( e ) |(a—b) , e tendo
Y

(¢, m)

|(a — b) de onde

. m c . . . m
em vista que e sa0 inteiros e primos entre si, ocorre
(c,m)  (e,m)

(¢, m)

Exemplo 3.1.3. Como 20 = 12(mod 8), escrevemos 5 -4 = 3 -4(mod 8). Dai, 5
8

3(mod Z> pois (4,8) = 4.

(c;m)
)- 0

vem a = b(mod

H& uma outra maneira bem comum de traduzir a sentenga a = b(mod m) que é dizer

b é residuo de a modulo m. Essa nomeclatura serd util mais adiante.

Chamaremos de sistema completo de residuos a todo conjunto com a menor quan-
tidade de elementos representativos de todas as classes de congruéncias dadas médulo

m.

Definigao 3.1.2. O conjunto dos nimeros inteiros {ry,rs, ..., 13} € um sistema completo

de residuos modulo m se

1. r; # rj(mod m) quando i # j.

2. qualquer inteiro n é congruente a algum r; modulo m.

Exemplo 3.1.4. Para k € Z, sao sistemas completos de residuos modulo 5:
{0,1,2,3,4}; {6,7,8,9,10}; {k+0, k+1, k+2, k+3, k+4}.

Exemplo 3.1.5. Para k € 7, sao sistemas completos de residuos modulo m:
{0,1,2,...om—1}; {k+0, k+1, k+2,....k+(m—1)}.

Em todo sistema completo de residuos ha um tnico representante de cada uma das
classes de equivaléncia em que foi particionado o conjunto Z. Vamos assumir o fato ébvio,
e passivel de ser facilmente provado, que todos os sistemas completos de residuos moédulo

m tém a mesma quantidade de elementos. Para detalhes veja [10] nas referéncias.

Dado um sistema completo de residuos, hé infinitos modos de construir outro sistema

a partir daquele. Isso é mostrado no teorema seguinte.
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Teorema 3.1.2. Seja {ry,ra,...,rm} um sistema completo de residuos mddulo m. Para
todos os inteiros a e k com (a,m) = 1, temos que {a-r1 + k,a-ro+k,...,a -1, + k}

também € um sistema completo de residuos modulo m.

Demonstrag¢ao. Usaremos o argumento usado por [8]. Como a quantidade de elementos
num sistema completo de residuo modulo m é constante, basta mostrar que quaisquer
dois inteiros desse conjunto sao incongruentes moédulo m. Suponhamos por absurdo que
haja dois elementos congruentes, isto é, a-r; +k = a-r; + k(mod m), assim também temos
a-r; =a-rj(mod m). E como (a,m) = 1, cancelamos o termo comum «, ficando com
r; = rj(mod m) e i # j. Mas isso é uma contradi¢do com a hipétese de {ry,rq, ..., r,} ser

um sistema completo de residuos. O

Proposicdo 3.1.3. Se a,b,k e m sdo inteiros com k > 0 e a = b(mod m), entdo a* =

v*(mod m).

Demonstrag¢ao. Podemos utilizar indugao sobre k ou entao simplesmente o fato de m/|(a —
b) implica m|(a —b)(a* ™t +a*"2 b+ ...+ a b2+ bF71), isto &, m|(a® — b¥) o que indica

a* = v*(mod m). O

Para finalizar as propriedade das congruéncias, temos o teorema abaixo que relaciona
dois inteiros congruentes a varios médulos. Em palavras mais simples, se a distancia
que separa dois inteiros na reta numérica pode ser subdividida numa quantidade exata
de vezes utilizando um dado tamanho menor, e esse fato acontece com alguns tamanhos

diferentes, entao o MMC de todos esses tamanhos também divide a distancia entre a e b.

Teorema 3.1.3. Se a = b(mod my),a = b(mod my),...,a = b(mod my), nas condi¢oes

a,bymy,...,mp€Z comm; > 0,i=1,2,...,k, decorre que a = b(mod [my, ma, ..., myg]).

Demonstracao. Dadas as condigdes de congruéncias acima, temos as seguintes divisoes

exatas: mq|(a—0),mal(a—0)...mg|(a—>b). Isso nos diz que (a —b) é um miltiplo comum

de mq,ma, ..., my, mas, por sua definicao, o MMC desses niimero deve dividir qualquer
multiplo comum, assim, [my, ma, ..., mg]|(a—b), portanto, a = b(mod [my, ms, ..., mg|).
m

Agora podemos voltar aos outros problemas propostos no inicio dessa se¢ao.
Qualquer inteiro escrito na forma decimal a, ...aja¢ representa a soma das poténcias
a,-10"+...+a;-10+ag onde a; € {0, 1,...,9}. Sabendo que 10 = 1(mod 9), temos entao
10* = 1% = 1(mod 9) para todo k € Z, k > 0. Multiplicando ambos os lados dessa tltima
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congruéncia por ay, vem ay, - 10¥ = ag(mod 9). Somando-se membro a membro todas as
congruéncias das poténcias que formam o ntimero dado inicialmente, ele sera congruente

a soma dos nimeros formados por seus algarismos individualmente,
N=a, 10"+ ...+a;-10+ a9 =a, + ...+ a; + ag(mod 9).

No caso de N = 3 541 067 892, a soma de seus “algarismos” é
S=3+5+44+1+0+6+7+8+9+2 =45 ¢ congruente a zero, N = 45 = 0(mod 9).

Assim nosso niimero ¢é divisivel por 9.

Em relagao a divisibilidade de um ntimero por 11 podemos comecar observando que
10 = (—1)(mod 11). Multiplicando essa congruéncia certa quantidade de vezes por ela

propria temos

e 10 = (—1)* = (—1)(mod 11) para todo k inteiro e impar, enquanto que

e 10¥ = (—1)* = 1(mod 11) para k inteiro par

Somando todas as congruéncias das poténcias que formam um dado inteiro, ficamos com
N=a, -10"+...+a3-10* + ay-10* +a; - 10 + ap = ap — a1 + az — az + ... (mod 11).

Portanto, basta reconhecer a qual residuo, de zero a dez, a soma alternada S, = ag —aq +
as —az+ ... é congruente. No caso de N = 132 769 temos S, = 9—-6+7—2+3—1 = 10.
Esse ntiimero 132 769 deixa resto resto 10 na divisao por 11. No caso da soma alternada
gerar um valor menor que zero ou maior que dez, basta acrescentar ou subtrair multiplos
de onze até que o resultado fique na faixa esperada. Lembre-se que os elementos em cada
classe diferem por multiplos de onze e, assim, esse procedimento nao altera a classe a que
pertence o resultado original. Por exemplo, se N = 516 243, temos S, =3 —4+2—6 +

1 —5= -9, e seu resto na divisao por 11 serd entao r = =9 + 11 = 2.

Vérios outros critérios de divisibilidade podem ser demonstrados usando congruéncias.

Recomendamos a leitura de [2], [4], [6] e [11].

Para responder ao ultimo exercicio, sobre a determinacao do resto, na divisao de 5'*°

por 6, vemos facilmente que a visualizagdo dessa poténcia através dos recursos comuns
no ensino basico é impossivel. O professor deve, portanto, usar meios indiretos nessa
abordagem. Novamente as congruéncias aparecem para nos facilitar a vida. A partir
do fato ébvio que 5 = (—1)(mod 6), basta multiplicar membro a membro 110 dessas

congruéncias para obter 5% = (—1)1% = 1(mod 6). O resto procurado nessa divisao é 1.
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3.2 Congruéncias Lineares

Os professores do ensino basico, notadamente aqueles que trabalham com treinamento
para olimpiadas de Matematica, sempre se deparam com problemas de agrupamentos dos

tipos seguintes:

e Deseja-se arrumar 20 carros em filas de 3 ou de 5 carros. De quantos modos isso

pode ser feito?

e Quantas quadras de basquete e de volei sdo necessarias para que 80 alunos joguem

simultaneamente? e se forem 77 alunos?

e Para transportar 2000 alunos dispomos de 6nibus e vans que levam respectivamente
40 e 15 alunos de cada vez. De quantos modos podemos fazer esse transporte? Qual
a quantidade minima de viagens? Se o custo de cada 6nibus ¢ o triplo de cada van,

qual a melhor alternativa para o aluguel desses transportes?

Cada um dos problemas acima pode ser modelado por uma equacao linear de varidveis
inteiras em duas incognitas do tipo a-x +b-y = c com a, b e ¢ € Z. Ao propor tais
problemas a escolha dos coeficientes pode ser feita de modo a englobar todas as nuances
possiveis, desde problemas que nao apresentam solugao até aqueles cuja infinitas solugoes

sao submetidas a certas restrigoes ou limites.

Equagoes do tipo acima sao chamadas Diofantinas devido sua apari¢do e estudo na
obra Arithmetica de Diofanto. Um sdbio brilhante que viveu por volta de 250 A.C.
na cidade de Alexandria no Egito. Essa colecao de treze livros dos quais somente seis
conseguiram sobreviver ao tempo e as destruicoes de tantas bibliotecas na antiguidade,
possui énfase na aritmética dos problemas determinados e indeterminados, o que faz dessa

obra um ponto de referéncia na evolugao das ideias matematicas.

Diofanto teve uma influéncia maior sobre a teoria moderna dos ntimeros do que qual-
quer outro algebrista grego nao geométrico. Em particular, Fermat foi levado ao seu
célebre wltimo teorema (veja [5]), quando procurou generalizar um problema que tinha

lido na Arithmetica de Diofanto: dividir um dado quadrado em dois quadrados.
Definicao 3.2.1. Uma equacgao do tipo a-x +b-y = c onde a, b e c € Z é chamada

equacao diofantina linear a duas incognitas.

Existe algum processo ou algoritmo que podemos usar na tentativa de descobrir as

solucgoes de tal equagao?



40

Grande parte da resposta a essa pergunta é apresentada pelo proximo teorema. As de-

monstragoes seguintes fundamentaram-se em [10].

Teorema 3.2.1. A equacdo diofantina linear a-x+0b-y = ¢ possui solugdes inteiras se, e
somente se (a,b)|c. Sex = xy ey = yo € uma solucao particular, entao todas as solugies

sao dadas por

< 8

Il |
s 5

| +
— —~
SHESISHESY
o o

onde k € um inteiro e d = (a,b).

Demonstragao. Suponha que a equagao possua solu¢ao (g, yo), assim, a-xo+b-yo = c.
Como dla e d|b, temos que d|c.

Agora vamos provar a implicagdo reciproca. Como d = (a,b), podemos escrevé-lo como
d=a-2'+b-y'. Suponhamos que d|c, entdo podemos escrever ¢ = d-q. As duas tltimas
expressoes nos dao c =d-q = (a-2' +b-y')g = a(x’-q) + b(y' - ¢), 0 que nos mostra uma

solucao da equacao diofantina x =2’ -gey =19 -q.

Para mostrar a segunda parte, verificaremos que dada uma solugao particular (o, yo),

os pares da forma

8
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sao solucgoes pois

b a
a-a:+b-y=a(x0+(g)k‘)+b(yo—(g)k’)=a~x0+b~y0=c

Entao dada uma solugao particular qualquer, podemos gerar a partir dela infinitas solugoes.

Agora vamos mostrar que todas as solugoes sao desse tipo.

Seja (z,y) uma solucdo genérica, isto é, a-xz +b-y = c. Mas como a-xg+b-

Yo = ¢, obtemos subtraindo membro a membro, a(z — zg) + b(y — yo) = 0, ou seja,

a(x — xg) = blyo — y). Vamos dividir os dois membros dessa equagao por d = (a,b),
b a a

ficamos com %(z —Tp) = g(yo —y). Isso nos mostra que 7 g(x — Zp), mas (

b
o que nos dé E|(x — x9). Portanto, existe um inteiro k tal que (z — x) = (

g? 8) =4
b :
g)k‘ ou seja,
(

b
r = x9+ (=)k. Agora, substituindo em a(z — x¢) = b(yo — y) vem y = yo — (= )k, 0 que

d
conclui a demonstragao. O]

Ul e
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Vamos retornar aos problemas no inicio dessa se¢ao.

Cada arrumacao dos 20 carros numa dada quantidade x de filas com 3 carros cada e y
filas de 5 carros equivale a uma solucado inteira e positiva da equacao diofantina linear
3-x+5-y=20. Como (3,5) = 1 e 1]20, essa equacao possui infinitas solu¢oes. Nao é
dificil encontrar uma solucao particular visto que os valores numéricos sao baixos. No caso
mais geral, dada a equagao a-x+b-y = ¢, utilizamos o processo das divisoes sucessivas de
Euclides para escrever o MDC, d = (a,b), como combinagao linear inteira a-zo+b-yo = d,
e entdao multiplicamos ambos os lados dessa combinacao linear pelo inteiro 2 Com esse
procedimento nés conseguimos uma solugao particular.

Continuando nosso exemplo, apds uma observacao, conseguimos uma solucao particular
por tentativas xop = 5 e yo = 1. Portanto, uma expressao da solucao geral é da forma

r =5+ <I)k ey=1-— <I)k Como estamos interessados nos valores positivos fazemos

1
545k >0el1—3k >0, o0queimplica —1 < k < 3 O tnico valor possivel inteiro é k = 0,

o que nos diz ser (5, 1) a unica solu¢do em inteiros positivos desse problema.

Ja o segundo problema, se chamarmos de x e y respectivamente as quantidades de
quadras para jogos de basquete e volei, sua modelagem é dada por 10 -z + 12 -y = 80.
Como (10, 12) = 2, e claro, 2|80, essa equagao possui solu¢do. Aqui também néao é dificil
perceber uma solugao particular (qualquer uma serve) zo = 8 e yo = 0. Todas as solugoes
inteiras e positivas sdo dadas por x = 8 + 6k e y = —5k e sujeitas as restrigoes 8 + 6k = 0
e —5k = 0. O valor de k deve ser um inteiro situado em —;l < k < 0. Os tnicos valores
possiveis sao k = —1 ou k = 0, o que nos da as solugdes (2,5) ou (8,0).

Se fossem 77 alunos, a equacao 10 -z + 12 -y = 77 nao possuiria solugao inteira pois
(10,12) 4 77 ou simplesmente porque a soma de dois inteiros pares nao dé como resultado

um impar.

Caso os problemas estejam submetidos a outras exigéncias sobre as solugoes, basta
encontrar suas expressoes gerais e submeté-las as restricoes tentando encontrar valores

para os inteiros k que satisfacam-nas.

A teoria das equacoes diofantinas esta estreitamente relacionada com as congruéncias

lineares, objeto do nosso proximo estudo.

Defini¢ao 3.2.2. Chamamos de congruéncia linear aquela do tipo a - x = b(mod m) em

que a,b,m € Z, m > 0 e x € uma varidvel inteira.

Uma congruéncia linear a - x = b(mod m) possui solu¢ao xg se m|(a - xg — b), isto é,

se existe um inteiro y tal que a - xg — b = m -y, ou seja, a-xrg — m -y = b. Portanto, as
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solugoes de tais congruéncias também sao solugoes de uma equagao diofantina.
A reciproca dessas implicagoes é imediata, evidenciando o conceito de equacdo diofantina

equivalente a uma congruéncia linear.

Teorema 3.2.2. A congruéncia linear a - x = b(mod m) possui solug¢ao se, e somente
se (a,m)|b. Nos casos em que existem solugoes, hd eratamente d = (a,m) solugoes

incongruentes modulo m.

Demonstrag¢ao. Sabemos que o inteiro x é solugao de a - x = b(mod m) se, e somente se

existe um inteiro y tal que a - x — m -y = b. Essa equacao diofantina possui solugoes

T =Ty — (%)k ey =1yg— (%)k em que (2o, Yo) é uma solugdo particular se, e somente se
d|b, d = (a,m).
Assim, z = xg — (%)k ¢ uma expressao das infinitas solugdes da congruéncia dada.
Vamos descobrir quais as condi¢oes em que x1 = xg — (%)kl exs =1x9— ( %)kz Sao con-
gruentes modulo m.
R m m o

Se x1 = xy(mod m) entdo xo — (E)k:l =z — (E)kg(mod m). Isso implica que

m m m m m
(E)kl = (E)k;g(mod m), e como (E)\m temos (E,m) = > 0 que nos permite o cance-

m ~ .
lamento de R resultando k; = ko(mod d). Isso nos mostra que solugdes incongruentes
serao obtidas ao tomarmos valores incongruentes modulo d para o inteiro k, isto é, quando

ele percorre um sistema completo de residuos. O

Definigao 3.2.3. Duas solugoes da congruéncia a - x = b(mod m) sao distintas quando

forem incongruentes maodulo m.

Na demonstracao anterior, fazendo k = 0, —1, —2...—(d—1), as tinicas solugdes incon-
. . . m m m
gruentes da congruéncia acima sao dadas por xg, xg + R Ty + 23, T+ (d— 1)3

Definicao 3.2.4. Se a congruéncia a.x = 1(mod m) possui solu¢do a, essa serd chamada

de inverso de a modulo m.

Nao esquegamos que existe inverso para a congruéncia acima se, e somente se (a, m)|1,

e, naturalmente, quando m é primo ha inverso quando a nao é divisivel por m.

Uma questao curiosa surge quando nos perguntamos sobre as condi¢des em que o

inverso de a é ele préprio. Quando m é primo é facil a resposta.

Proposicao 3.2.1. Seja p um numero primo. O inteiro positivo a € o seu proprio inverso,

isto €, a®> = 1(mod p) se, e somente se, a = 1(mod p) ou a = (p— 1)(mod p).
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Demonstrag¢ao. Se a é o seu préprio inverso, entdao a - a = 1(mod p), o que significa que
pl(a® —1). Mas se p|(a + 1)(a — 1), sendo p primo, p|(a — 1) ou p|(a + 1), o que implica
a = 1(mod p) ou a = (—1)(mod p). Como p —1 = (—1)(mod p), e todas as passagens

acima sao reversiveis, a demonstracao esta concluida. O]
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3.3 Teorema Chinés do Resto

Ha, desde a antiguidade, problemas curiosos sobre a determinagao de certas quan-
tidades inteiras que satisfazem ao mesmo tempo varias condigoes de divisibilidade. Na
China, por volta do século um de nossa era, o matemdtico Sun-Tsu (traducao quase

onomatopeica) propos a seguinte questao:

Qual é o niimero que deixa restos 2, 3 e 2 quando dividido respectivamente
por 3,5e 77

A traducao, na linguagem das congruéncias para esse problema pode ser expressa nas

condicoes seguintes:

x = 2(mod 3)
x = 3(mod 5)
x = 2(mod 7)

No ambiente da sala de aula é conveniente apresentar esse padrao de construcao

através de problemas mais préoximos de situagoes reais, tal como o exemplo seguinte.

Exemplo 3.3.1. Trés satélites passardao sobre Fortaleza amanha. O primeiro a 1h da
madrugada, o seqgundo as 4h e o terceiro as 8h da manha. Cada satélite tem um periodo
diferente. O primeiro leva 13 horas para completar uma volta em torno da Terra, o
sequndo 15 horas e o terceiro 19 horas. Quanto tempo decorrerd, a partir da meia noite

de hoje até que os satélites passem ao mesmo tempo sobre Fortaleza?

O professor pode ainda, utilizando o gosto pela descoberta e desafio de alguns alunos,
utilizar técnicas mais desafiadoras para motivar a apresentacao desse assunto, como no

proximo exemplo.

Exemplo 3.3.2. Alberto pede a Roberto que pense num niumero inteiro positivo até 1000,
depois faca as divisoes desse numero por 7, 11 e 13 e informe os restos obtidos respecti-

vamente. Nessas condigcoes, como pode Aberto obter o nimero pensado pelo amigo?

Para responder tais questoes vamos comecar estudando os procedimentos de resolucao
de alguns sistemas de congruéncias lineares descritos na forma comumente conhecida por

Teorema Chinés do Resto.
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Teorema 3.3.1 (Teorema Chinés do Resto). O sistema de congruéncias lineares

aj - = ¢1(mod my)

as - x = co(mod my)

¢, (mod m,.)

)

§
8
Il

onde (a;,m;) =1, (my,m;) =1 parai # j e ¢; € Z possui uma unica solu¢do modulo

M=my -my...m,.

Demonstra¢ao. Uma consequéncia imediata de (a;, m;) = 1 é que cada congruéncia linear
a; - x = ¢;(mod m;) possui uma unica solugdo que denotaremos por b;, isto é, a; - b; =
ci(mod my).

Seja M = mq-msy...m,. Definamos os niimeros Y; como produto de todos dos fatores my
T

tais que k # 1, isto é, Y; = 1_[ my. Como (m;, m;) = 1 para ¢ # j, temos de imediato
k=1 ki
(Y;,m;) = 1. Essa tltima condigdo nos garante que cada congruéncia Y; - x = 1(mod m;)

possui uma unica solugao 7;. Assim, Y; - 7; = 1(mod m;) para i =1,2...r.
Vamos mostrar explicitamente uma solucao X do sistema de congruéncias.
O ntmero X =b Y, g1+ b - Yo - 7o+ ... + b, - Y, -7, é uma solugdo de cada uma das
congruéncias do sistema acima e o motivo é bem simples, o fator m; estd presente em
cada um dos termos Y; acima, exceto no Y;. Assim cada um daqueles é divisivel por m;,,

ou seja, congruente a zero modulo m;. De modo simbdlico,
a;. X = a;.by.Y1.70+0;.02.Yo. o+ . . +a;.b,..Y, .Yy = a;.b,.Y,.5;(mod m;) = a;.b;.1 = ¢;(mod m;)

(usamos o fato de que Y; - 7; = 1(mod m;) e a; - b; = ¢;(mod m;)).

Vamos mostrar que essa solucdo é inica médulo M = m;-ms...m,. Se X é uma solucdo
qualquer do sistema, entao

a; - X = ¢; = a; - X(mod m;) e como (a;, m;) = 1, cancelamos o fator a; ficando com
X = X (modm;). Logo, my|(X—X) paratodoi = 1,2...r. Assim, (X —X) é um multiplo
de cada m;, logo ele é divisivel por [mq, mao, ..., m,|. Mas o fato de ser (m;, m;) = 1 para
i # j nos diz também que [mq,ma,...,m,] = my-mo...m, = M. Do anteriormente
exposto temos X = X (mod M).

Mostramos assim que qualquer solugao do sistema é congruente médulo M a solucao
dada. O]

Vamos agora resolver as trés questoes propostas no inicio dessa secao.
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No problema de Sun-Tsu, a solugao b; de cada congruéncia é encontrada facilmente pois

¢ igual a cada ¢;. Para as congruéncias

x = 2(mod 3)
x = 3(mod 5)
xz = 2(mod 7)

temos as solugoes by = 2; by = 3 e b3 = 2. Do niimero M = 3-5-7 temos Y} = 5T,
Yo =3:-7eY; =3-5. Para encontrar os inversos desses ultimos nimeros resolvemos as

equagoes seguintes,

5-7-z=1(mod 3)
3-7-x=1(mod 5)
3-5-2=1(mod 7)

que sao equivalentes respectivamente a

2.z = 1(mod 3)
1(mod 5)
1(mod T7)

T

Essas solucoes sao encontradas testando facilmente os elementos de cada sistema com-
pleto de residuos médulo m; (nos casos em que hé muitos elementos a serem testados
construimos uma equacgao diofantina linear equivalente a congruéncia e procuramos sua
solugdo). Determinamos assim os inversos g7 = 2, 75 = 1 e J3 = 1. A solugdo geral
moédulo M = 105 é dada por

X =2(5-7)2+3(3-7)1+2(3-5)1 = 140 + 63 + 30 = 233

Uma solugdo minima positiva é obtida retirando-se multiplos inteiros de 105, em outras
palavras, como 233 = 23(mod 105), a solugdo minima é 23 e a solugdo geral é dada por
X =234 105k onde k € Z.

No segundo exercicio, bem mais contextualizado, o pano de fundo é o mesmo. Suponha
que seja T o tempo em horas a partir da meia-noite em que os trés satélites aparecerao
simultaneamente. Para o primeiro satélite esse tempo é escrito como T' =1+ 13- P, em
que P; é a quantidade de seus periodos completos, ja que ele volta para a mesma posi¢cao
sobre a cidade. Para os outros dois satélites temos 7' =4+ 15- P, e T'=8 +19- P;.

Traduzindo para a notagao de congruéncias,
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1(mod 13)
4(mod 15)
8(mod 19)

T
T
T

A solucao de cada equagao individual é by = 1, by =4 e bg = 8. O niimero M = 13.15.19

nos informa que devemos achar as solucoes de

15-19 - x = 1(mod 13)
13-19 -z = 1(mod 15)
13152 = 1(mod 19)

Por conseguinte, sdo equivalentes respectivamente as congruéncias

12 -z = 1(mod 13)
7-x = 1(mod 15)
5-x = 1(mod 19)

cujas solugoes 77 = 12, 73 = 13 e 73 = 4 determinamos apos verificacao rapida dos
conjuntos completos de restos de cada congruéncia médulo m; (ou resolvendo a equagao
diofantina equivalente a congruéncia dada).

Uma solucao moédulo M =13 -15-19 = 3705 é

X = 1(15-19)12 + 4(13 - 19)13 + 8(13 - 15)4 = 3420 + 12844 + 6240 = 22504

A solugdo minima vem de 22504 = 274(mod 3705) e é dada por X,,;, = 274 horas,
isto é, 11 dias e 10 horas. Apos transcorrido esse tempo, os trés satélites novamente
se encontrarao sobre a cidade. A solugao geral é expressa, com K inteiro positivo, por

T = 274 4+ 3705 - K, horas apds a meia noite.

Para justificar a resposta do terceiro exercicio, seja N um ntmero inteiro positivo e
tomemos seus restos conhecidos nas divisdes por 7, 11 e 13 respectivamente como r7, 711
e r13. Nesse caso temos M =7-11-13 =1001, Y; =11-13 =143, Y5 =7-13 =91 e
Y3 =7-11="T77.

As equagoes

143 -z = 1(mod 7)
91 -z = 1(mod 11)
772 = 1(mod 13)
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sao respectivamente equivalentes as

3-z=1(mod 7)
3-x = 1(mod 11)
12 -z = 1(mod 13)

cujas solugoes sao g1 = 5, Uz = 4 e g3 = 12. Logo o sistema
x =rz(mod 7)
x = ry1(mod 11)

x = r13(mod 13)

tem por solugao

X=143-5-177+91-4-r; +77-12-r;3=T715-17 + 364 - r1; + 924 - r13(mod 1001)

Basta entdo, ao professor fazer as operacoes anteriores com os restos fornecidos e, se
necessario, retirar multiplos de 1001 do resultado até encontrar o menor ntimero positivo

que satisfaga essa condi¢ao da congruéncia.
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4 SOMAS DE DOIS
QUADRADOS

4.1 Primos como Somas de Dois Quadrados

Qualquer egresso do ensino médio que demonstre minimo interesse pela Matematica
ou mesmo pelos aspectos importantes da historia de nossa evolucgao cientifica deve lembrar
do “Ultimo Teorema de Fermat”. Seu enunciado simples que afirma nao existirem solugoes
inteiras da equagao 2" +y" = 2" paran > 2 resistiu a investidas sérias durante muitos anos
por muitos cérebros geniais até sua completa demonstracao apdés muito tempo de trabalho
pelo inglés Andrew Wiles que conseguiu o feito utilizando como base uma conjectura
feita pelos matematicos Yutaka Taniyama e Goro Shimura (conhecida como conjectura
Taniyama-Shimura) em 1995. Pierre de Fermat, um advogado francés do século XVII,
nao possuia menos talento para a Matematica que para a Jurisprudéncia. Trabalhava
como magistrado na provincia de Toulousse e nas horas vagas se dedicava a Matematica.
Seu interesse em estudar as propriedades dos niimeros inteiros nao era compartilhada com
entusiasmo por outros matematicos o que deve ter contribuido para ele nunca ter publicado
formalmente seus resultados e apenas apareciam nas suas cartas a alguns poucos colegas
que compartilhavam de sua atencao. Lembremos que a atividade desses estudiosos, num
periodo em que nao existiam revistas cientificas, tinha por base circulos de discussao e

uma constante troca de correspondéncias. Um bom texto sobre Fermat estd em [5].

Entre varios outros resultados, ha o “Pequeno Teorema de Fermat” o qual diz que
aP — a é divisivel por p para todos a inteiro e p primo. Em linguagem mais atual podemos

afirmar que a? = a(mod p).

Pela grande importancia de Fermat no desenvolvimento do moderno campo de estu-
dos que atualmente é conhecido por “teoria dos niimeros”, nessa etapa de nosso trabalho

apresentaremos uma resposta a um de seus mais famosos resultados, isto é, vamos cons-
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truir argumentos que nos deem respostas a pergunta: Quais numeros podem ser escritos

como somas de dois quadrados?

Nossa tarefa passara pelo reconhecimento de que os primos positivos das formas 4m-+1
podem ser escritos como somas de quadrados enquanto que aqueles outros primos impares
da forma 4m+3 nao. A demonstracao dada mais adiante deve-se a Roger Heath-Brown em
1971 cuja publicacao aparece na obra “Fermat’s two Squares Theorem” de 1984. E uma
demostracao belissima que usa conceitos geométricos e aplicagoes. Para mais detalhes ver
[1]. E interessante observar que se exigirmos que tais ntmeros citados no inicio sejam
quadrados perfeitos, o assunto poderd ser estudado através dos ternos pitagoricos, que

sao trios de nimeros inteiros que satisfazem as condi¢oes do Teorema de Pitdagoras.

Nesse capitulo, a fim de nao tornar cansativa ou até pedante a notacdo algébrica,
omitiremos na maior parte da vezes o sinal indicativo da multiplicacao mas cuja presenca

ficara bem percebida nas expressoes.

Vamos primeiramente observar que dentre os niimeros primos positivos p, o inico par
¢ 2 e que os primos impares podem ser classificados, observando sua divisdao euclidiana

por 4 de acordo com as condigoes:

e Nenhum nimero primo deixa resto zero por razoes 6bvias.

Alguns deixam resto 1, e nesse caso podemos escrevé-los como

p=4m + 1.

e Nenhum deixa resto 2, pois nesse caso terfamos p = 4m + 2 = 2(2m + 1), e entao,

p seria par.

Alguns deixam resto 3, e nesse caso podemos escrevé-los como

p=4m + 3.
Resumindo, todo primo pertence a uma das trés classes: p = 2 ou p é impar e assume
uma das formas 4m + 1 ou 4m + 3.

Agora vamos introduzir alguns fatos interessantes e tteis.

Proposicao 4.1.1. O conjunto dos nimeros do tipo 4m+1 € fechado para a multiplicacdo.

Em outras palavras, o produto de inteiros da forma 4m+1 € ainda um nimero dessa forma.

Demonstracdo. Basta observar que

(Am + 1)(4m' + 1) = 16mm’ + 4m + 4m' + 1 = 4(dmm/ + m +m/) + 1 = 4m” + 1. 0
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Proposicao 4.1.2. Ha infinitos primos positivos da forma p = 4m + 3.

Demonstrag¢do. Suponhamos por absurdo que haja uma quantidade finita desses niimeros
pr<ps <...<p, com p, omaior deles. Definamos N, =22-3-5...p; — 1 como o
produto de todos os primos de 2 (somente esse ao quadrado) até pg, menos uma unidade.
E claro que o produto acima ¢é par, assim determina N impar.

Agora nos perguntamos: N, é da forma 4m + 1 ou 4m + 37

Observemos que Ny, =4-3-5...p; — 1, ou seja, Ny = —1(mod 4), isto é, Ny = 3(mod 4)
e, portanto, assume a forma N = 4m + 3.

Se N s6 contivesse fatores primos da forma 4m + 1 ele nao poderia ser da forma 4m + 3
em vista da proposi¢do acima. Assim, Ny deve possuir ao menos um fator py da forma
4m + 3. Mas esse fator py, ao dividir ambos, Nj e o produto 22-3-5. .. p;, divide também
1, o que é um absurdo. Assim, a hipdtese da finitude dos niimeros primos da forma 4m + 3
é falsa. O

Teorema 4.1.1 (Fermat). Todo nimero primo da forma p = 4m + 1 pode ser escrito

como soma de dois quadrados.

Demonstracao. Essa prova proposta por Heath-Brown contém trés involugoes, isto é,
transformacoes f : Z3 — Z3 tais que fo f = 1.

Dado um ntmero primo positivo p da forma 4m + 1 definamos o conjunto

S = {(x,y,2) € Z% 4y + z*> = p, x > 0, y > 0} formado pelas ternas ordenadas (z,y, z)
que fornecem p de acordo com a lei de formacdo 4zy + 22 = p. Afirmamos que esse
conjunto é finito. De fato, como x > 1 e y > 1, devemos ter xz < g ey < %, pois, caso
contrério, teriamos (supondo, por exemplo) de = > Z ey=1, 2y > Z e assim, 4xy > p,
o que nos daria 4zy + 2% > p, um absurdo. Assim existe somente uma quantidade finita
de valores possiveis para z e y. E fixados esses nimeros, s6 ha, no maximo, dois valores

para z devido 22 = p — 4xy, um positivo e outro negativo.

e A primeira involucao é dada por f; : S — S tal que fi(x,y,2) = (y,x,—2), em
palavras, f; permuta os valores de x e y e troca o sinal de z. E bem evidente que
frofi = Ispois fio fi(z,y,2) = fily, 2, —2) = (2,4, —(=2)) = (2,y,2) = [(z,y,2).
Uma caracteristica de f; é que essa fungao nao possui pontos fixos, pois fi(z,y, z) =
(z,y, z), implica que (y, z, —z) = (x,y, 2),isto é, x =y ez =0, 0o que nos da p = 4xy
pois 22 = 0. Isso é impossivel visto que p nao é par. Além disso, f; leva as solucoes
que pertencem a T = {(x,y, z) € S; z > 0} nas solugdes de T" = {(z,y, z) € S; z < 0}.

Também, f; inverte os sinais de x — y e de z; logo, leva as solugdes que pertencem a
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U={(z,y,2) €S;(x—y)+2z > 0} nas solugdes em U’ = {(x,y,2) € S; (r—y)+2z < 0},
para isso basta verificar que nao ha solugdo com (z — y) + z = 0, pois acarretaria
p =dry + 22 = dzvy + (x — y)? = (z + y)?, o que é um absurdo ja que p nio é
quadrado perfeito.

Resumindo, a fun¢ao f; leva os conjuntos 7" e U em seus complementos, como
também permuta os elementos de T\U com U\T, isto é, existe o mesmo ntmero de
solucoes em 1" que nao estao em U tanto quanto de solugoes em U que nao estao em

T. Assim, T' e U tém a mesma quantidade de elementos. Veja a figura 1.

N

Figura 1: Involugao dada pela aplicagao f;

e Agora vamos definir a segunda involu¢ao no conjunto
U= {(z,y,2) € S;(x —y) + 2z > 0} dada por fo : U — U tal que fao(x,y,2) =
(r —y+ z,y,2y — z). Vamos verificar que essa funcao é, de fato, bem definida. Isto
é, leva elementos de U em U.
Seja uma solugdo (z,y,z) em U. Entdo sua imagem (v —y + z,y,2y — z) é tal
que (z—y)+2>0,y>0ed(z—y+2)y+ 2y — 2)* = 4oy + 2%, de modo que
fa(z,y, 2) € S e, mais especificamente, (r —y + 2) —y + (2y — z) = = > 0, isto &,
fo(z,y,2) e U.
Também f, é uma involugdo, pois fo o fo(z,y,2) = falx —y + 2,y,2y — 2) =
(z—y+2)—y+Q2y—2).y2y — 2y —2)) = (x,9,2) = I(2,y,2).
Finalmente, f, possui um ponto fixo, pois fo(z,y,2) = (x,y, z) acarreta (x —y +
2,9,2y — 2) = (z,y,2) e y = 2. Mas entdo, p = 4zy + 2% = 4oy + y* = (4= + y)y.

Como a unica possibilidade para y é ser igual a 1 (caso contrario p seria composto,
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uma contradicdo com o fato de p ser primo), podemos assumir que y = z = 1
tornando p = 4x + 1 e dai, z = p% Isso mostra que fo possui o ponto fixo
p—1

— 1, 1).

( 4 ) Y )

A conclusao que chegamos é da quantidade impar de elementos em U devido

existir uma involugao com exatamente um ponto fixo nesse conjunto.

Figura 2: Involu¢ao dada pela aplicagao fo

e A terceira involucao que estudaremos é aquela que permuta os elementos x e y sobre
o conjunto T, isto é, f3 : T — T tal que f5(z,y,2) = (y,x, z). Essa aplicagdo é bem
definida e é uma involucao pois dado (x,y,z2) € T, fs3o f3(x,y,2) = f3(y,z,2) =
(x,y,2) = I(z,y,z). Tendo em mente que os conjuntos 7" e U possuem uma quan-
tidade impar de elementos e que f3 é uma involugao sobre T', chegamos a conclusao
que essa fungao deve possuir algum ponto fixo (ou mais propriamente, uma quanti-
dade fmpar desses pontos. Veja a figura 3), isto é, deve existir algum (z,y,z) € T
com z = y tal que p = 4ay + 22 = 42% + 22 = (22)? + 2? assim, nosso nimero
primo escolhido no inicio dessa demonstragao pode ser escrito como soma de dois

quadrados.
O

Observe que a quantidade de pontos fixos de f3 determina as formas de representacao
de p como soma de dois quadrados. Poderiamos cogitar a existéncia de varios modos de

fazé-lo, mas na verdade essa maneira ¢ unica e pode ser vista em [9].
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Em um conjunto finito de cardinali-
dade impar, toda involucdo apresenta

um ponto fixo.

Figura 3: Involucao dada pela aplicacao fs3

Ja sabemos que todo primo impar da forma 4m-+1 é escrito como soma de dois quadra-
dos. Mas o que podemos dizer sobre um inteiro qualquer? Quais condi¢oes deve satisfazer

um inteiro positivo a fim de ser escrito daquela forma?

Esse é o assunto da proxima secao.
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4.2 Inteiros como Somas de Dois Quadrados

Para ampliar a abordagem da secao anterior e incluir inteiros nao necessariamente
primos e desenvolver a analise das condi¢Oes necessérias e suficientes que permitem sua
representac¢ao como soma de dois quadrados, precisamos de alguns resultados prévios, tais

como o seguinte lema, cuja demonstragao encontra-se em [1].

Lema 4.2.1. A equagdo x* = —1(mod p) possui duas solugoes em {1,2,...,p— 1} quando
p € primo da forma 4m + 1; uma solugcao quando p = 2 e nenhuma solugcao quando p €

primo da forma 4m + 3.

Demonstragdo. Para p = 2 basta tomar x = 1, pois 12 = —1(mod 2). Para p impar,
construimos a relacao de equivaléncia no sistema de restos {1,2,...,p — 1} que é formada
identificando cada elemento x com seu simétrico aditivo —z e multiplicativo T em Z,,.
Assim, as classes de equivaléncia irdo conter quatro elementos {x, —z, T, —T} salvo nas

condigoes em que alguns desses coincidirem. Vamos analisar essas condigoes.

e © = —x(mod p) é impossivel para p impar pois isso implicaria p[2z. Mas como

T
(p,2) =1 terfamos p|z com 1 <z < p— 1, o que é impossivel.

e z = T(mod p) é equivalente a x> = 1(mod p). Para ver isso basta multiplicar

ambos os termos da primeira congruéncia por x ou escrever o nimero 1 na segunda
congruéncia como x - T e cancelar o fator x primo com p. Aquela tltima congruéncia
possui claramente a solucao z = 1. Se y for outra solu¢do da mesma congruéncia,
entdo y* = 1(mod p), isto é, p|(y*—1) ou seja, p|(y+1)(y—1). Assim, y = —1(mod p)
ouy = 1(mod p). Como p—1 = —1(mod p), temos que a outra solugao serd y = p—1
em Zj,.

Analisando as possibilidades das solugoes possiveis temos:

1. Sex =1,entdo —z =p—1,pois 1 + (p — 1) = p = 0(mod p). Também T = 1
e —T = —1=p—1(mod p).

2. Sex=p—1l,entdo —x =1, T=p—1le—-T=—(p—1) = —p+1=1(mod p).
Em qualquer caso temos que a classe de equivaléncia gerada é {1,p — 1}.

e © = —T(mod p) é equivalente a 2 = —1(mod p). Essa equagao pode nio ter solugao

veja por exemplo, 22 = —1(mod 7) ndo possui solugdo em Z; = {0,1,2,3,4,5,6}).
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Caso possua uma solugao g e se yg seja outra solugao, entao y2 = z2 = —1(mod p) e
assim, p|(x3—y2), ou seja, p|(zo—1yo) ou p|(xo+yo). Das congruéncias yo = zo(mod p)
ou Yo = —x9 = p — xo(mod p) vem as possiveis solugoes: g ou p — xg.

Analisando ambas as situagoes:

1. Se x = xg, entdo —x = p — xg pois xg + p — x9 = p = 0(mod p). Também,
rT=—Tp=pP—Tg€ —T = Xp.

2. Sex=p—xp, entdo —r =29, T=—pP+T9=2Tp € —T =P — Xy.

Em ambos os casos temos a classe de equivaléncia {zg,p — xo}.

e 0s casos —x = T(mod p), —x = —T(mod p) e T = —Z(mod p) sdo equivalentes
aos casos ¢ = —Z(mod p), x = T(mod p) e x = —x(mod p). Para ver isso basta

multiplicar as congruéncias dadas por —1, —1 e 2?2 respectivamente.

O conjunto {1,2,...,p—1} tem p—1 elementos, uma quantidade par e nds o particionamos
em quadruplas (classes de equivaléncia com quatro elementos) mais um ou dois pares
(classes de equivaléncia com dois elementos). Para p = 4m + 3, ou seja, p — 1 = 4m + 2,
obtemos somente o tinico par {1, p — 1}; o resto sdo quadruplas e, assim, s* = —1(mod p)
nao tem solucao. Para p = 4m + 1, ou seja, p — 1 = 4m, tem que existir o segundo par, e

ele contém as duas solugoes de s> = —1(mod p) que estdvamos procurando. O
Exemplo 4.2.1. Para p = 11 (p da forma 4m + 3) a particio é {1,10}, {2,9,6,5},
{37 87 47 7}'

Exemplo 4.2.2. Para p = 13 (p da forma 4m + 1) a particio é {1,12}, {2,11,7,6},
{3,10,9,4}, {5,8}. O par {5,8} fornece as solugdes de x> = —1(mod 13).

Agora podemos demonstrar o seguinte resultado

Teorema 4.2.1. Um numero natural N pode ser representado como uma soma de dois
quadrados se, e somente se, todo fator primo da forma 4m + 3 aparece com expoente par

na decomposicao de N em primos.

Demonstragao. Essa primeira parte da demonstra¢ao encontra-se em [1]. Para facilitar a
discussao, chamaremos um inteiro n de representdvel quando ele puder ser escrito como
soma de dois quadrados, isto é, n = 22 +y? para algum x,y € Z. Observemos inicialmente

alguns resultados basicos

e Os inteiros 1 e 2 sdo representaveis pois 1 = 12 +0%2 e 2 = 12 4 12
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e Ja mostramos anteriormente que todo primo da forma 4m + 1 é representavel.

e Se dois ntimeros n; = a? + b? e ny = a3 + b3 sdo representaveis, entdao seu produto é
representavel. Pois ning = (a +b3)(a3 + 03) = a?a3 + a3bs + a3b? + b33 = (ajas)? +

2a1a2b1b2 + (b1b2)2 + (a1b2)2 — 2@1@2()1[)2 + (a2b1)2 = (CLICLQ + b1b2)2 + (albg — a2b1>2.

e Se um inteiro n = a? + b? é representdvel entdao seu produto por qualquer inteiro ao

quadrado ¢ representavel pois nz? = (a* + b?)2* = (az)? + (b2)%

Seja a decomposi¢ao em fatores primos do nimero N = 2% - p{* ... p&r - qf L...¢%, onde

cada p; = 1(mod 4) e ¢; = 3(mod 4).

O produto 2% - pi" ... p%" é representavel pois é formada por produtos de ntmeros re-
presentaveis. Como cada expoente 3; ¢ par entdo podemos escrever 3; = 2f37, e assim,
N =2%.p .. .pfr(qlﬁ o .¢%)? é representdvel por ser o produto de uma parte repre-
sentavel pelo quadrado de um inteiro.

Optamos por usar na prova da implicagao reciproca o argumento utilizado em [10].
Vamos supor que N = 2% pi* ... .p& - q'fl ... q% seja representdvel e que algum f; seja
fmpar. Sem perda de generalidade podemos assumir $; impar. Seja d = (a,b) onde

N =a? + V%, entdo a = dk; e b = dky com (k1, ko) = 1. Dai temos
N =2%p o g P = a0 = (dky)? + (dky)? = (k2 + k2) = &Pk

Como estamos supondo 3; impar, ao dividirmos N por d?, 5, serd diminuido de uma
quantidade par, determinando que o expoente de ¢; em k ainda serd impar. Logo, ¢;|k
e como (k1,ky) = 1 podemos concluir que (g1,k1) = (q1,k2) = 1, pois admitindo que
(q1, k1) = qu, isto é, q1|k1, e como ¢ |k, terfamos de k = k% + k3, q1|k2, logo q1|ks pois ¢ é

primo. Uma contradi¢do com o fato de (ky, ko) = 1.

Il

Retomando o fato de (g1,k1) = (g1, k2) = 1, logo existe z tal que a congruéncia ky - x

ka(mod q1) admite solugdo e, portanto

O=k=ki+ki=ki+ki 2>=k(1+2%(modq)

Como ¢; 1 k%, decorre entao z? + 1 = 0(mod q1), ou seja, > = —1(mod q;) com q; =

3(mod 4). Essa congruéncia nao possui solugao em virtude do Lema anterior. Assim, a
hipétese de algum 3; ser impar conduziu a uma contradi¢ao. Portanto todo expoente 3;

deve ser par. O

Por fim, completaremos essa apresentacao com o seguinte resultado da infinitude dos

primos da forma 4n + 1. Mas antes precisaremos do lema seguinte.
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Lema 4.2.2. Nenhum niumero da forma 4m + 3 pode ser escrito como soma de dois

quadrados.

Demonstragdo. O quadrado de qualquer ntimero par é (2k)* = 4k? = 0(mod 4), enquanto
que o quadrado de um {mpar, (2k +1)? = 4k* + 4k +1 = 4(k* + k) + 1 = 1(mod 4). Assim
qualquer soma de dois quadrados é congruente apenasa 0+0=0,0+1=1oul+1=2

modulo 4. O

Proposicao 4.2.1. Ha infinitos primos da forma 4m + 1.

Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que exista apenas uma quantidade finita desses
niimeros, sendo py seu maior elemento. Definamos o niimero My, = (3-5-7...p)* + 2%
Esse ntimero, pelo lema acima, é congruente a 1 moédulo 4. Nenhum dos primos positivos

menores do que ou iguais a p; podem dividir My. pois

2

e 1o caso de 2|Mj terfamos 2[(3 - 5...pg)?, um absurdo pois todos os fatores do

quadrado sao impares.

e caso um fator impar até p; dividisse M, entdo esse fator dividiria 22, gerando outra

contradicao.

Portanto todos os fatores primos p; de M;. sdo maiores que pg, logo sao da forma 4m + 3.
Como 2 # 0(mod p;), podemos achar um elemento z’ tal que 22’ = 1(mod p;), e assim

obtemos sucessivamente

My, = 0(mod p;)
(3-5-7...pr)% + 22 = 0(mod p;)
(3-5-7...pp)%2" + (22/)% = 0(mod p;)
[(3-5-7...p)2"]* = —1(mod p;)

Um absurdo pois a congruéncia z*> = —1(mod p;) nao tem solugao, com p; = 3(mod 4).

A hipoétese inicial da existéncia de uma quantidade finita dos primos da forma 4n + 1

conduz a uma contradi¢cao, demonstrando assim a proposicao. O
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5 CONCLUSAO

A elaboracao desse trabalho teve como substrato principal os contetidos ministrados
em algumas disciplinas do PROFMAT no ntcleo da UFC para a turma 2011.1, como
também procedimentos que comecei a desenvolver em meu trabalho como professor do
ensino médio juntos a classes cujos alunos, em sua maior parte, possuem deficiéncias
gravissimas em formacao Matematica que, nao raras vezes, poderiam ser classificados
como analfabetos funcionais visto que pouco ou nada conseguiram aprender apds varios

anos de estudo no ensino fundamental.

A maneira geral sugerida aqui, de como os assuntos podem ser expostos aos nossos
alunos, ressaltando metodicamente a construcao dos conceitos, visualizando as operagoes,
seus axiomas e propriedades através de arranjos visuais e, principalmente, introduzindo
a necessidade do desenvolvimento dos assuntos através de problemas contextualizados
favorece sobremaneira a atencdo, a participagao ativa e a busca heuristica por solucoes que,
se a principio mostram-se invalidas, mas de maneira persistente as tentativas seguintes
possuem notaveis graus de aproximagao e acerto, culminando com a apreensao do assunto
sistematizado de acordo com o nivel evolutivo da classe em si prépria. Alguns alunos cujos
interesses e aptidoes para as disciplinas exatas, e mais propriamente a Matematica, podem
ser desafiados com certos problemas intrincados cuja solugao fica bastante simplificada
com a utilizacdo das congruéncias lineares. A apresentagdo das condic¢bes suficientes
que um numero inteiro requer para ser escrito como soma de dois quadrados, pode ser
apresentada aqueles poucos alunos excepcionais que ja se destacam em atividades tais
como a OBMEP, OBM ou clubes de Matematica.

E bem claro que nao ha receitas prontas para tentar reconquistar o gosto, algumas
vezes ja transformado em aversao, pela Matematica, quando as realidades duras do dia
a dia cobram posturas pragmaticas de nossos alunos. A duvida que a educagdo possa
melhorar suas vidas muitas vezes é transformada em fortes desconfiangas. Neste contexto,
algumas iniciativas pioneiras como a organizagao desse curso de Mestrado Profissional

para professores de Matematica do ensino basico, vém contrabalancar certas tendéncias
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de conformismo com os baixos indices de desempenho. Costumo sempre dizer, quando me
refiro ao grupo de visionarios que gestaram esse projeto, que nossa sociedade reconhecera
a importancia do PROFMAT quando tiver que forcosamente perceber a melhoria dos
niveis discentes em formacao Mateméatica como reflexo imediato daqueles professores que
tentam fazer sua parte no processo de resgate da educagao publica brasileira. Para essa
grande tarefa, tornou-se fundamental o amparo da CAPES e o engajamento de uma
equipe nacional de professores universitarios altamente competente em qualidade técnica
profissional e formacdo moral. Sem essas condigoes noés e, em ultima analise, nossos
alunos nao teriamos obtido condigoes significativas de progredir em nosso trabalho arduo

na educagao publica que estd apenas comecando.

Que esse trabalho possa contribuir com novas perspectivas de atuagao docente frente
aos grandes desafios que todos os professores de escolas publicas diariamente experimen-

tam.
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