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Resumo

Neste trabalho responderemos a pergunta feita no titulo “Onde esta o cone cujas segoes sao as érbitas
planetarias?”, visto que temos como objetivo mostrar que existe a necessidade de outras abordagens,
para trabalhar Secoes Conicas no ensino médio, basta recorrer a um material complementar que
contribua para o Ensino-aprendizagem do conteudo.

Iniciamos com um resumo do contexto histérico, mostrando a origem dos estudos de conicas e
apresentando um pouco sobre a histéria de alguns dos matemaéticos responsaveis pela fundamentacgao
dessa teoria, como o alemao Johannes Kepler que formulou as trés leis do movimento planetario.
Posteriormente, fazemos uma explanacao sobres as fundamentacoes tedricas dos conceitos de secoes
conicas sob distintos pontos de vista, com a intencao de despertar no aluno a vontade de saber um
pouco mais sobre se¢oes conicas. Finalmente, apresentamos a analise de alguns livros didaticos, para
poder fazer um comparativo com o que é proposto hoje nas escolas, com o intuito de mostrar a
necessidade de um material de apoio, que poderia ser acessado por professores e alunos (ndo somente

da educagao bésica ou da drea de matemadtica, mas também de outras areas).



Abstract

In this work we will answer the question asked in the title “ Where is the cone whose sections are the
planetary orbits? 7, Since we aim to show that there is a need for other approaches, to work Conical
Sections in high school, just use a material that contributes to the teaching-learning of the content.

We begin with a summary of the historical context, showing the origin of the studies of conics and
presenting a little about the history of some of the mathematicians responsible for the foundation
of this theory, such as the German Johannes Kepler who formulated the three laws of planetary
motion. Subsequently, we make an explanation about the theoretical foundations of the concepts
of conic sections under different points of view, with the intention of arousing in the student the
desire to know a little more about conic sections. Finally, we present the analysis of some textbooks,
in order to make a comparison with what is proposed today in schools, in order to show the need
for support material, which could be accessed by teachers and students (not only education basic

education or mathematics, but also from other areas).



Sumario

Dedicatoria
Agradecimentos
Epigrafe
Resumo
Abstract
Sumario

Lista de Figuras
Introducao

1 As Secgoes Conicas e o seu Contexto Histérico
1.1 O Comego . . . . o o
1.2 Johannes Kepler e suas Leis Planetarias . . . . . . . . . ... ... ... ... ...
1.2.1 A Primeira Leide Kepler . . . . . . . . .. .. oo
1.2.2 A Segunda Lei de Kepler . . . . . . ... .. ... ...
1.2.3 A Terceira Lei de Kepler . . . . . . . . . ...

1.3 Germinal Pierre Dandelin . . . . . . . . .

2 A Elipse, a Hipérbole e a Parabola
2.1 A Elipse . . . . .
2.2 A Hipérbole . . . . . .
2.3 A Parabola . . . ...

3 As Leis de Kepler
3.1 A Conservacao do Momento Angular . . . . . . . . .. ... ... ... ...
3.2 A Segunda Leide Kepler . . . . . . . . . .. ..
3.3 As Secoes Conicas e a Excentricidade . . . . . . .. ... .. ... ..

3.4 A Primeira Lei de Kepler por Diferenciacao . . . . . . ... .. ... ... ... ...
4 As Esferas de Dandelin e as Secoes Conicas

5 O Paraboldide de Revolugao e as Secoes Conicas

11
11
11
12
12
13
13

15
15
20
23

27
27
27
28
28

31

35



6 Terceira Lei de Kepler

7 A Energia Total do Problema de Kepler

8 As Sessoes Conicas e sua Abordagem no Ensino Basico

8.1 Anadlise dos Livros Didaticos

Referéncias Bibliograficas

38

41

43
43

48



Lista de Figuras

1.1
1.2
1.3
1.4

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

3.1
3.2

4.1
4.2
4.3

5.1
0.2

6.1
6.2

Johannes Kepler . . . . . . . . 11
A Primeira Lei de Kepler . . . . . . . . . . . . ... 12
A Segunda Lei de Kepler . . . . . . . . . . . . . 13
Germinal Pierre Dandelin . . . . . . . . . ... 14
A Construgao de uma Elipse . . . . . . . . . .. 15
Coordenadas Polares Relativasa €. . . . . . . . . ... ... ... .. ... ..., 17
A Excentricidade e os Semieixos . . . . . . . ... 18
A Reta Diretriz . . . . . . . . . . e 18
A Construcao da Hipérbole . . . . . . . . . . . .. 20
O Ramo Principal de uma Hipérbole e as Coordenadas Polares . . . . . . . ... ... 21
A Amplitude do Angulo f . . . . . 22
A Construgao de uma Parabola . . . . . . . .. ... oo 23
A Prova da Proposicao 2.3.1 . . . . . . . .. 24
O Foco, Diretriz e Excentricidade de uma Conica . . . . . . . . . . ... . ... ... 28
O Momento Angular Ficticio . . . . . . . . . . . . . 29
Elipse . . . o o e 32
Parabola . . . . . . . 33
Hipérbole . . . . . . . e 34
Orbita Eliptica . . . . . . . o 36
Orbita Hiperbdlica . . . . . . . . . . . 37
Secao Axial do Cone . . . . . . . . 38

A Elipse de Semieixos a e b,coma >b . . . . . . .. ... 39



Introducao

O presente trabalho propoe uma discussao tedrica que tem como finalidade responder a pergunta:
“Onde estd o cone cujas secoes sao as Orbitas planetarias?” Mas, para entendermos a necessidade
desse questionamento, e de procurarmos por sua resposta, teremos que fazer uma pequena viagem
no tempo.

Sendo assim iniciaremos fazendo uma viajem a Grécia, pois foi onde comecou os estudos de segoes
conicas, a Alemanha, pais onde nasceu Johannes Kepler, a Belgica, por ser o pais de Germinal Pierre
Dandelin. E por fim ao Brasil, para retratar como é abordado o tema das se¢Oes conicas nas escolas.

O conteido de sec¢oes conicas é pouco abordado na educacao basica, para nao ser radical ao dizer
quase nunca é abordado. Quando é ensinado, dedica-se um curto tempo na tltima unidade, do tltimo
ano do ensino médio, mas isso se da por se tratar de um tema mais complexo. O mesmo ocorre com
os livros didaticos, que s6 dedicam um capitulo nas ultimas sessoes.

Dai percebemos a necessidade de um material, além dos livros didaticos, que dé um suporte
maior, e seja pensado numa maneira mais pratica e chamativa para abordar este contetido. Embora
pareca dificil, isto é possivel.

Se observarmos, estamos todo o tempo rodeados de situagoes que fazem necessario o uso de
coOnicas, um exemplo importante é aquele do movimento planetario, que trazemos como nosso tema
principal. Este exemplo nos leva a pensar sobre a importancia do estudo do tema, e o como é
necessario o seu ensino ainda na educacao basica.

Com este trabalho nao temos a pretensao de dizer como se deve trabalhar este assunto, que-
remos apenas, apresentar um material complementar que possa convenientemente ser utilizado por
professores e alunos.

Apresentamos as definicbes das Conicas como lugar geométrico, demonstramos que realmente as
mesma sao a intersecoes de um cone com um plano. Mostramos quais foram as trés leis de Kepler e
suas relacoes com o tema, a criativa demonstracao com as esferas de Dandelin e com as importantes
propriedades de um parabdloide de revolucao. Abordamos as defini¢oes e propriedades dessas curvas
separadamente e de diferentes maneiras. Para posteriormente analisar o que os livros didaticos
adotados nas nossas escolas de ensino basico trazem como proposta de ensino sobre o tema.

Se observarmos a parabola é a lnica conica vista de forma mais aprofundada, mas nao mais
importante, sendo deixada de lado as demais. Os livros didaticos na sua maioria, abordam somente
definicoes basicas das conicas e o esbogo das figuras, o que dificulta o aprendizado significativo
do assunto. Muitos deles deixam de fazer uma contextualizagao historica, e de sugerir o uso de
tecnologias como aliado, algo que melhoraria muito o ensino-aprendizagem de secoes conicas.

O objetivo desse trabalho é mostrar que existe a necessidade de um material complementar, para
trabalhar esse contetiddo no ensino médio, mas também em cursos de graduacoes, sendo usado tanto

por professores como por alunos. Pois, sabemos o quao importante é para diversas areas, foi de



fundamental importancia para o desenvolvimento da astronomia, tem papel importante em varios

dominios da fisica, a engenharia e em muitas outras situagoes.



Capitulo 1

As Secoes Conicas e o seu Contexto

Historico

Neste capitulo, mencionaremos alguns aspectos da histéria do estudo das secoes conicas, com a
finalidade de termos uma certa contextualizacao do tema, que é importante para o processo de

Ensino-aprendizagem.

1.1 O Comeco

Teve inicio na Grécia o estudo das secoes conicas e das suas propriedades geométricas, limitando-se
a definicao inicial referente ao cone reto de revolugao.

Foi nos trabalhos de Arquimedes que apareceram os primeiros teoremas sobre as secoes conicas.
Mas, foi Apolonio que descobriu, generalizou e provou teoremas. Inclusive, foi ele que descobriu que
é possivel obter conicas a partir de qualquer secao em qualquer cone.

Outras duas personalidades nao menos importante sao Johannes Kepler e Germinal Pierre Dan-

delin, mas para contar um pouco das suas contribuigoes, dedicaremos as proximas duas secoes.

1.2 Johannes Kepler e suas Leis Planetarias

Figura 1.1: Johannes Kepler

— '-—f- 3
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Fonte: https://portaldoastronomo.org/2018/12/27-dezembro-2018/

Johannes Kepler (ver figura 1.1) nasceu prematuramente numa cidade do sul da Alemanha,
conhecida como Weil, no dia 27 de dezembro de 1571. Johannes era uma crianca doentia, aos 4 anos

de idade ele quase morreu de variola , que o deixou com uma deficiéncia na visao e nas maos, entre

11



CAPITULO 1. AS SECOES CONICAS E O SEU CONTEXTO HISTORICO

os 14 e 15 anos sofreu de constantes feridas na pele, aos 16 anos sofria de terriveis dores de cabeca,
mas nada o impediu de ser um bom estudante.

Com o objetivo de estudar Teologia, apds concluir a escola primaria e o curso que fazia de Latim,
conseguiu ingressar no seminario. Devido ao seu empenho e inteligéncia ganhou uma bolsa de estudo
na Universidade de Tiibingen, para realizar o curso de astronomia.

Naquela época s6 existiam trés opgoes para quem concluia o curso de astronomia: a carreira
eclesidstica, ser astronomo numa corte ou ser escolhido para lecionar numa universidade. Ao concluir
o curso, sua escolha foi a carreira religiosa, o que era de se esperar, pois, caso contrario, era preciso
encontrar um protetor.

Sua paixao pela matematica e astronomia o fez desistir de ministrar uma igreja. Aceitou aos
23 anos o convite para lecionar Astronomia na Universidade de Graz. Ele se tornou um perito na
elaboragao de horéscopo.

Naquele periodo, tinha-se a ideia de que o Sol e os demais planetas giravam em torno da Terra.
Este Modelo Geocéntrico, defendido por Ptolomeu, foi estudado por muitos anos. No entanto,
verificou-se que o modelo tinha muitas falhas.

No século X VI, o astronomo polonés Nicolau Copérnico apresentou sua visao, a de que o Sol estava
no centro do universo, e os planetas descreviam Orbitas circulares ao seu redor, que foi chamada de
modelo Heliocéntrico. Esta idéia fez Kepler avaliar suas vantagens matematicas em relagao ao modelo
Geoceéntrico.

Por volta do século XVII, Johanes Kepler enunciou as leis que regem o movimento planetario,
tendo como base as anotagoes do astronomo Tycho Brahe, que ficaram conhecidas como Leis de

Kepler.

1.2.1 A Primeira Lei de Kepler

A primeira Lei de Kepler, também conhecida como Lei das Orbitas, afirma que os planetas descrevem

orbitas elipticas em torno do Sol, que ocupa um dos focos da elipse, como mostra a figura 1.2.

Figura 1.2: A Primeira Lei de Kepler

7

,/"

Sol

1

Fonte: https://www.sofisica.com.br/conteudos/Mecanica/GravitacaoUniversal/lk.php

1.2.2 A Segunda Lei de Kepler

A segunda lei de Kepler, também chamada de lei das areas, afirma que o segmento que une o centro
do Sol ao centro de um planeta, varre areas iguais em intervalos de tempos iguais, como mostra a

figura 1.3.
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Figura 1.3: A Segunda Lei de Kepler
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Fonte: https://voupassar.club/segunda-lei-de-kepler-o-que-determina/

Ao perceber que a velocidade nao era constante, Kepler percebeu que a orbita dos planetas nao

eram circulos.

1.2.3 A Terceira Lei de Kepler

A terceira lei de Kepler, também conhecida como a Lei dos Periodos. Foi formulada uma década
apos a segunda lei de Kepler. Ela diz que os quadrados dos periodos de revolugao dos planetas ao
redor do Sol sao diretamente proporcionais aos cubos dos raios médios de suas orbitas. Vejamos uma
demonstracao para orbitas circulares.

Demonstragao. Seja um planeta de massa m que orbita ao redor do Sol com velocidade angular w,
cujo raio da drbita é r, que é a distancia entre o Sol e o planeta. Sendo assim, a forca que atua sobre
o planeta é a forca centripeta, cuja intensidade F, é dada por mw?r. Como a velocidade angular é

T
dada por w = l onde T é o periodo de revolugao do planeta, temos que

Seja I’ a intensidade da forca de atragao gravitacional entre o Sol e o planeta. Considerando M a

massa do Sol, pela lei da gravitagao universal, temos que

42 Mm
m F r = G T2 >
2
onde G é a constante de gravitacao universal. Donde, T? = hr3, onde h = Gl que é uma
constante. ' U

1.3 Germinal Pierre Dandelin

Germinal Pierre Dandelin (ver figura 1.4) nasceu na Franga, no dia 12 de abril de 1794. Ele era um
matematico, soldado e professor de Engenharia na Bélgica. Dandelin foi o filho mais velho de uma
belga com um administrador frances, e tinha cinco irmaos, quatro meninos e uma menina.

Mudou-se para Ghent, na Bélgica, ainda crianca. Ele era notavel em Ciéncias. Por estudar numa
escola de natureza militar, foi nomeado Sargento Major, e depois Sargento na Escola Nacional da
Guarda.
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Figura 1.4: Germinal Pierre Dandelin

Fonte: https://mg.wikipedia.org/wiki/Germinal Pierre_Dandelin

Ao concluir os estudos, ele recebeu em 1813, o Primeiro Prémio em Matemaética, que o fez dar
inicio aos seus estudos em Matematica. Mas, teve que abandonar devido a problemas politicos.

Segundo [2], enquanto seguia a carreira militar em Namur, na Bélgica, ele publicou solucoes de
problemas de geometria elementar. Em 1821, escreveu outro trabalho notavel sobre as propriedades
do foco da pardbola. Trabalhou na projecao estereografica de uma esfera sob um plano, e teve
uma importante contribuicao na area de projegoes geométricas. E também, foi responsdvel por uma
demonstracao, bastante criativa, de que a elipse, a hipérbole e a parabola sao secoes conicas, ver

capitulo 4.



Capitulo 2
A Elipse, a Hipérbole e a Parabola

Neste capitulo, definiremos as elipses, as hipérboles e as parabolas como lugares geométricos no

plano. No final do capitulo, estabeleceremos as mesmas como secoes planas de um cone definido por
{(z,y,2) €R¥: 2* +y* — 2* = 0}.

Veremos ilustracoes de como construir com materiais concretos objetos cujas bordas tém a forma
de uma segao conica. Antes precisaremos de algumas defini¢oes preliminares que serao de suma

importancia para o compreendimento, sao elas:

e Cone: é o conjunto de todos os segmentos de reta que ligam os pontos de um circulo a um

ponto que nao pertence ao plano em que ele esta contido;
e Cone reto: é um cone com eixo perpendicular ao plano da base;

e Geratriz: sao segmentos de reta com extremidades no vértice e no circulo da base do cone.

2.1 A Elipse

Para o que se segue, nés denotaremos por |PQ)| a distancia entre os pontos P, Q € R?, que é o mesmo

que o comprimento do segmento de reta determinado pelos pontos P e Q).

Figura 2.1: A Construcao de uma Elipse
T TP

Fonte: [4]

Para que um marceneiro construa uma mesa de madeira com o tampo no formato de uma elipse,
ver figura 2.1, ele procede da seguinte maneira: Fixa sobre o pedago de madeira (que sera recortado

para fazer o tampao da mesa) dois pregos pequenos, um em Fj e outro em Fh, com um pedago de

15



CAPITULO 2. A ELIPSE, A HIPERBOLE E A PARABOLA

barbante de comprimento maior que |F} F»|, amarra suas extremidades nos pregos e com a ajuda de
um lapis desenha uma elipse ao redor dos dois pregos, mantendo o barbante totalmente esticado.

Agora, passemos a formalizacao do tema.

Definicao 2.1.1 Sejam F\, F, dois pontos no plano euclidiano R?, ndo necessariamente distintos, e

escolha um numero real a > %\Fngl. A elipse de focos Fy e Fy e semieizo maior a € o conjunto
&= {P € R?: |PF1| + |PF2| = 2(1}

Seja Z o centro da elipse, como o centro da elipse é definido como sendo o ponto médio do
segmento F)F5. Sendo assim, Z é o ponto médio do segmento F}Fy. No caso em que I} = Fy, = Z,
temos que £ é um circulo de centro Z e de raio a. Sejam F; # F» e P; o ponto de &, situado na reta
que passa pelos focos, no lado esquerdo de Fi, como mostra a figura 2.1.

Definindo d; = |F;Py|, i = 1,2, temos que

|y Py | — |FL Py
2

dy — d d d
2 1+d1:1+2

ZP| =
|Z P 5 5

L IRP| =

Isto mostra que o ponto P; estd na intersecao do circulo centrado em Z de raio a e a elipse £. De
fato, existem exatamente dois pontos nesta situacao, P;, o mais proximo de F}, e P,, sobre a mesma
reta que passa pelos focos, o mais proximo de Fs.

Para a préxima proposigao, denotamos o produto interno canénico em R? por (). Além disso, a
norma de um vetor ¢ serda denotada por v, isto é, v = |v] = \/(¥, V). Alternativamente, denotamos

(7,0) por v2. E r é o raio da elipse.

Proposicao 2.1.1 A elipse de focos A e 0, onde 0 é a origem de R?, e semieizo maior a, € dada
pela equacao
T+ <é;f> :CL<1—62>,

1 —
onde € .= —— 0A.
2a

- — . , .

Antes da demonstragao, observemos que 2a > |0A|. Sendo assim, 0 < e < 1. O ndmero e é

chamado de excentricidade da elipse, e o vetor € é o vetor excentricidade. No caso em que e = 0, a
elipse degenera-se no circulo cujo centro é o ponto médio do segmento A0 e raio a.

Demonstracao. Da definicao 2.1.1 e da figura 2.2, para um ponto P qualquer em &, temos que

|PO| + |PA| = 2a
—>
r+[0A—7] = 2a
H
0A—7] = 2a—r.
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E entao,

H
0A—7> = (2a—r)?
— —
0A]* + 72 —2(04,7) = 4a*+7r*—4dar
— —
dar —2(0A,7) = 4a*—|0A?

OA, 7  |0AP
B 2a - e 4a
L S o
2a’ 4a

r+ (e = a(l—é?).

Fazendo o caminho inverso, mostra-se que o lugar geométrico dos pontos que satisfaz a equagao
r+ (€,7) = a(1l — ¢€*) é uma elipse. Vejamos, fazendo o caminho inverso, chegamos a equagao
— —

|0A — 7* = (2a — r)?. Tomando raiz quadrada, obtemos [0A — 7] = £ (2a — r). Como

—
r—2a<r—|04] <|0A -7,

Ot ~ .. ~ , .
temos que a equagao |0A — 7] = r — 2a nado pode ocorrer. Desta forma, a tinica equagao possivel é
— . -
|0A — 7] =2a —r. E assim, obtemos a defini¢ao 2.1.1. O

Figura 2.2: Coordenadas Polares Relativas a €

Fonte: [4]

Considerando f = f(7) como o angulo entre € e 7, ver a figura 2.2, reescrevendo a proposigao

anterior em coordenadas polares, obtemos

Corolario 2.1.1 Nas coordenadas polares (r, f), relativas ao eizo definido pelo vetor excentricidade

€, a equacao
a(l —e?)
T = ——-
1+4+ecosf

descreve a elipse com um foco na origem e semieizo maior a.

Segue-se que r atingird seus valores extremos

1 — 2
Tmin = —a(l n <) =a(l —e), se f éum miltiplo par de T,
e

1— 2
T'max = % =a(l+e), se f éum miltiplo impar de 7.



CAPITULO 2. A ELIPSE, A HIPERBOLE E A PARABOLA

Figura 2.3: A Excentricidade e os Semieixos

Fonte: [4]

Sendo assim, a distancia do centro da elipse a um dos focos, como mostra a figura 2.3, sera igual
a ea. De fato, esta distancia é Tmax — Tmin

Considerando b, a distancia entre o centro da elipse e os focos imagindrios (que sao os vértices do
semieixo menor), que é o semieixo menor, pelo teorema de Pitdgoras, conforme a figura 2.3, temos

que b = av/1 — e2. As proximas proposicoes completam o estudo da elipse.

Proposicao 2.1.2 Em R?, considere uma reta | e F' um ponto que ndo pertence a l. Escolha um
nimero real 0 < e < 1. Entdo, o lugar geométrico dos pontos P € R? tais que |PF| = edist(P,l) é

a elipse de foco F, vetor excentricidade €, que € o vetor ortogonal a |l de comprimento e, apontando
edist(F,1)

de F paral, e semieixo maior a = o2
—e

2.4,

. A retal € denominada a diretriz da elipse, ver figura

Figura 2.4: A Reta Diretriz

Fonte: [4]

Demonstragao. Sem nenhum prejuizo, podemos assumir que F' estd na origem. Sendo assim,
|PF| =r. Como 0 < e < 1, temos que |PF| < dist(P,l). Isto implica que P e F estao do mesmo
lado relativo a [. Observemos que a distancia de P a [ é igual a soma da distancia de F' a [ e do
comprimento da projecao ortogonal do vetor 7" sobre a reta que passa por F' cuja direcao é dada por
€, ver figura 2.4, isto é,

(re) .

€
e2

dist(P,1) = dist(F,l)+ )

1
= dist(F,l) — 5(5,77)
a(l—¢e*) 1

- S

e (&

= laa-) - @)

e
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E assim,
r+ (6" = a(l—e?)
[PE|+ () = a(l-e¢?)
PF| = a(l—e)— (@)
|PF| = edist(P,l),
que é a equacao vetorial de uma elipse. O

Para o que se segue, precisamos de uma definicao. Em R", para n > 2, dizemos que X aplica-se
isometricamente sobre Y se, existe uma aplicagdo T : X C R — R” tal que T'(X) =Y e T preserva

distancias, isto é, para todos x, y € X, tem-se que

T(x) =T = x -yl

Uma tal T' é dita uma isometria de X sobre Y ou um movimento rigido de X sobre Y. Sabe-se, da

Algebra Linear, que T' € a restricao de um operador ortogonal sequido de uma translacao.

Proposicao 2.1.3 Seja £ uma elipse com semi-eixo maior a e excentricidade e. A menos de uma

1sometria, podemos assumir que £ estd centrado na origem, e 0s focos sao
Fy =(—ea,0)) e F,=(ea,0).
Entao,

2 P
5:{(x,y)€R2:p+b—2:1},

onde b = av/'1 — e2.

Demonstracao. No caso em que e = 0 é imediato, ja que a equacao é a do circulo centrado na

origem de raio a. Consideremos o caso em que 0 < e < 1. Pela proposicao anterior, temos que £

pode ser descrito por |PF| = edist(P,l), onde F = F» = (ea,0), e | a reta vertical dada por
a(l—e€?) a

r=ea+dist(F\l)=ea+ ———F = —.
e e

Escrevendo |PF| = edist(P,l) em coordenadas cartesianas, temos que

Segue-se que

2

22 —2cax+e*a’+y* =e’r* —2eax + a’

o que implica em
(1—e*)az’+y*=(1—¢€*)a”

Dividindo ambos os membros por (1 — e?)a?, temos que

2 2
ST h——1
a>  (1—e?)a?
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Considerando b = a /1 — €2, temos que

2.2 A Hipérbole

De forma anéloga, para definicao da hipérbole, nés suponhamos a constru¢ao do marceneiro, veja a

figura 2.5.

Figura 2.5: A Construgao da Hipérbole

Fonte: [4]

Para que o marceneiro construa uma mesa de madeira com tampo no formato de uma hipérbole,
seguird o seguinte procedimento: Fixa sobre o peda¢o de madeira (que serd recortado para fazer o
tampao da mesa) dois pregos pequenos, um em Fj e outro em Fj, com uma haste de comprimento L,
e um pedaco de barbante de comprimento [, onde L —[ = 2a. Faz um furo em uma das extremidades
da haste, e na outra amarra o barbante (chamaremos de @) estd extremidade). Considera Fy como
um pivo sobre o qual a haste gira. A outra ponta do barbante amarra em Fj, percorre com um lapis
o barbante esticado na diregao da haste, deixando-o encostado na mesma (na diregao de @ até algum

ponto P). Forma assim uma reta de P a Fj. E entdo, tem-se que
|PFy| — |PF| = |QF| — |QP| — |PF| =L -1 = 2a.

De forma analoga, mas agora com F; como pivo sobre o qual a haste gira, podemos obter o outro
ramo da hipérbole.

A rigor, temos a seguinte definicao

Definigao 2.2.1 Sejam F, e Fy dois pontos no plano euclidiano R? e a um nimero real positivo tal

que 2a < |F1Fy|. A hipérbole de focos Fy e Fy e semieizo real a € o conjunto
H={PcR?*: |PFK| —|PF|=+2a}.
Analogamente a proposicao 2.1.1, temos que
Proposicao 2.2.1 A hipérbole com os focos 0 e A e semieizo real a € dada pela equacao

r+ (e =+a(e* —1),
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1 —
onde € .= — 0A.
2a

%
Obeservemos que 2a < |0A], logo para hipérboles temos que e > 1.

Demonstracao. A definicao 2.2.1 e a figura 2.5 garante-nos que

IPA|— [P0 = +2a
0A—7—r = +2a
|0—1>4—7_’1 = r+2a.

Para o caso da adi¢cao no membro direito, segue que

%
0A —7? = (r+2a)?
— —
0A> +7* —2(0A,7) = r*+4a®*+4ar

042 S04
4a _<%’T> = atr
— —
r—|—<0— F> = 0A4F —a
2a’ 4a

r+ (&7 = a(e? —1).

—~

Agora, para o caso da subtracao no membro direito, temos que

|()—z>4—7:12 = (r—2a)?
|0—1>4|2—|—7“2—2<0_1>4,F'> = r*+4a®>—4dar

— —
|0A|? <0A ﬁ>
— —(=—,F) = a—r
g _
. <0A 77> . |0A?
2a’ B da
r—{(e,7) = —a(e*—1).
Portanto, r & (€,7) = +a (e* — 1). O

Definicao 2.2.2 A parte da hipérbole descrita em 2.2.1, usando o sinal de adi¢do, ou seja, aqueles
pontos mais proximos de 0 do que de A, serd chamada de ramo principal da hipérbole em relagao ao
foco 0, e denotado por H*, vé figura 2.6.

Figura 2.6: O Ramo Principal de uma Hipérbole e as Coordenadas Polares

Fonte: [4]
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O ramo principal da hipérbole é relevante ao se tratar das forgas newtonianas atrativas, relativas
ao foco 0.
Analogamente ao que fizemos a elipse, ver corolario 2.1.1 e proposi¢oes 2.1.2 e 2.1.3, temos os

resultados abaixo.

Coroldrio 2.2.1 Nas coordenadas polares (r, f), relativas ao eixo definido pelo vetor de excentrici-

dade €, a equacgao do ramo principal em relagdo ao foco 0 e semieixo real a é

a(e? — 1)
r=-—"
1+ecosf’
. . -1 -1
onde o dangulo f variando em (— arccos —, arccos —) C (—m,m), como mostra a figura 2.7.
e e

Figura 2.7: A Amplitude do Angulo f

Fonte: [4]

Segue-se que r atingird seu valor minimo em

2
-1
rmin:a(i+e )-Za(e—l),sef:O.

Proposigao 2.2.2 Sejam uma reta | em R?, um ponto F € R? que nao esteja em | e um nimero

real e > 1. Entao, o conjunto de pontos que satisfaz
|PF| = edist(P,1)

¢ a hipérbole de foco F, vetor excentricidade € igual ao vetor ortogonal a | de comprimento e, que

aponta de F' para l, e semieixo real
edist(F,1)

a =
ez —1

O ramo principal relativo a F' é o conjunto dos pontos P que se encontram do mesmo lado de F/,

relativo a [. N6s chamamos a reta [ de a diretriz do ramo principal.

Proposicao 2.2.3 Seja H uma hipérbole de semieixo a e excentricidade e. A menos de uma iso-

metria, podemos assumir que H estd centrado na origem, e os focos sao

Fy =(—ea,0)) e Fy,=(ea,0).
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Entao,

2 2
’H—{(x,y)ERzzx——y——l},

a? b2

onde b = av/e? — 1.

As retas y = £—x sdo as assintotas da hipérbole, isto €,
a

b b
lim +—vVa2—a2F -2 =0.
a a

r—+o00

2.3 A Parabola

Até aqui, nés vimos as descrigoes de elipses e hipérboles, resta-nos descrever o caso em que e = 1, ou
seja, as parabolas. Nesse caso, podemos também descrever a construcao do marceneiro, veja a figura
2.8.

Figura 2.8: A Construgao de uma Parabola

Fonte: [4]

Desta vez, o marceneiro deseja construir uma mesa de madeira com tampo no formato de uma
pardbola. Para isso, ele seguird o seguinte procedimento: Fixa sobre o pedac¢o de madeira (que serd
recortado para fazer o tampao da mesa) um prego pequeno, em um ponto F' que serd o foco da
parabola. Coloca uma haste sobre a madeira a uma distancia d do ponto F'. Coloca sobre a haste
um esquadro de tal forma que sua hipotenusa fique do lado oposto ao ponto F. Faz um furo na
extremidade superior do esquadro, e amarra a ponta de um barbante com o comprimento igual ao
comprimento do cateto maior do esquadro. A outra ponta do barbante amarra no prego, usando a
ponta de um lapis para manter o barbante esticado, e deslizando o esquadro sobre a haste, a ponta
do lapis descreve uma parabola.

Formalmente,

Definicao 2.3.1 Sejam | uma reta em R? e um ponto F' € R? que ndo pertence a l. A pardbola de

foco F e diretriz | € o conjunto
P ={PcR*: |PF|=dist(P1)}.

Analogamente as proposigoes 2.1.1 e 2.2.1, temos que

Proposicao 2.3.1 A pardbola com foco 0 e diretriz l, a uma distancia d de 0, € dada pela equacao

P (@) = d
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onde € € o vetor unitdrio ortogonal a l, direcionado de 0 a l.
Demonstracao. Como |0P| = dist(P,1), ¢ facil ver que
r+(€T) =d,
vé a figura 2.9. O

Figura 2.9: A Prova da Proposicao 2.3.1
0

r

Fonte: [4]

Em coordenadas polares, temos que

Corolario 2.3.1 Nas coordenadas polares (r, f), relativas ao eixo definido pelo vetor de excentrici-
dade €, a equacao da pardbola com foco na origem e diretriz I, a uma distancia d de 0, na direcao
de e, é
d
" T 1+ cos f’

onde f pode variar no intervalo aberto (—m, ).
Analogamente as proposicoes 2.1.3 e 2.3.1, temos a proposicao a seguir.
Proposicao 2.3.2 A pardbola P de foco F' = (0,p) e diretriz |, de equac¢ao y = —p, € o conjunto
P ={(z,y) € R*: 2* =4py}.

Demonstragao. Como |PF|*> = 2? + (y — p)? e dist’(P,1) = (y + p)?, para cada P = (x,y) € P.
Sendo assim, definicao 2.3.1 traduz-se na equacao dada na proposicao. O

A préxima proposicao descreve a elipse, a hipérbole e a parabola como sec¢oes conicas.
Proposicao 2.3.3 A curva P dada pela intersecao do cone
{(z,y,2) e R: 2 + 9 — 22 = 0},

com o plano afim
{(2,9,2) €R*: 2 = my+c},

onde ¢ > 0,
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1. € uma elipse, se 0 < m < 1.
2. é uma pardbola, se m = 1.

3. € uma hipérbole, se m > 1.

Demonstragao. Substituindo z = my + c em 22 + y? — 22 = 0, chegamos a
(1—m?)y* —2mey+ 2% — 2 =0.

1. Para m = 0, temos que P é a curva 22 + ¢ = ¢?, que é um circulo no plano z = ¢. Projetando
esta curva ortogonalmente sobre o plano z = 0, obtemos o mesmo circulo, centrado em (0,0, 0)

e de raio ¢ > 0.

2. Para 0 < m < 1, obtemos

mec
Y \/1— \/ 1—m2+1—m2
e
L€
z
\/1_7 l—m2 1 —m?’
para todo z € R tal que |z| < N
1 —m?

mec &
2% 2
1—m 1—m

), temos que a curva

Considerando a translacao (z,y, z) — (:r, Yy — ) e a rotacao, em torno do
y+mz z—my

"V1+m2 V1+m2

eixo dos x, (z,y,2) fim, <Q}

mc

P {( T 2y © +1 +— ) 2] < —= }
=93 lz, t——=/ -2 x| € —=
V1T —m? 1 —m? m2’ 1/1_ 1—m2 1 — m2 = Ao

aplica-se isometricamente sobre a elipse

Y2 . 22 _,
2 2
14+m 2 c
(1 —m?2)? 1 —m?
3. Para m = 1, obtemos
o«
Yooy
E consequentemente,
x? L c
Z2=—4 -
2¢ 2

c c
E assim, considerando a translagao (z,y, z) — (x, y+ 3> z— 5), seguida da rotagao, sobre o

y+z z— y)
, temos que a curva

V2 V2

. Ry
eixo x, (z,y,2) —> <a:,




CAPITULO 2. A ELIPSE, A HIPERBOLE E A PARABOLA

aplica-se isometricamente sobre a parabola

4. Para m > 1, obtemos

z

m
— 4 /a2
vm?2 —1 x+m2—1+1—m2’

para todo x € R.
mec c

—Z_—
1 —m?’ 1 —m?

), temos que a curva

Considerando a translacdo (z,y, 2) — (x, Yy — ) e a rotagao, em torno do
Yy+mz z2—my

VI m? V1 +m?

. R
eixo dos z, (x,y, z) —> (x

2y c? me 2

P {( 41 + " ¢ ¢ ) ER}
= €T —_— €T xr i
Vm2—1 m2—1 1-m2" /m?—1 m?—1 1-m?

aplica-se isometricamente sobre a hipérbole

2 22
m2+1 ) T2 L
c
(m? —1)2 m?2—1

Finalizando o capitulo, tudo o que vimos acima, permite-nos concluir que

Teorema 2.3.1 As elipses, as hipérboles e as pdrabolas sao curvas planas simples, isto €, sem
autointersecoes, e continuas, que podem ser fechadas, no caso das elipses, e abertas, no caso das

hipérboles e das parabolas.



Capitulo 3

As Leis de Kepler

Neste capitulo, nés apresentaremos a relagao entre a primeira e a segunda leis de Kepler e as segoes
conicas. A geometria do problema de Kepler é compreendida pelo levantamento do movimento do

(z,y)—plano para o cone r? = 2% + 1°.

3.1 A Conservacao do Momento Angular

A segunda lei de Kepler é uma consequéncia da conservacao do momento angular. Por definicao, o
vetor momento angular é¢ dado por

% . .
M =m(rxT7),
onde m é a massa do planeta e r é o raio-vetor do planeta relativo ao centro de movimento. Con-
sideramos o problema de campo de for¢a central, isto é, m7 = F(r), onde o campo vetorial F' é

proporcional ao raio-vetor 7. Sendo assim, derivando relativamente a variavel temporal, obtemos

M o= mlfxieex
= Fxmr
= 7x F(F)
=0

ja que F' é proporcional ao raio vetor. Isto significa que o vetor momento angular é conservado. Além

disso, mostra-nos que, num campo de forca central, a trajetéria do planeta é planar.

3.2 A Segunda Lei de Kepler

J&4 mencionamos a Segunda Lei de Kepler, na subsecao 1.2.2. O que significa que a velocidade setorial
é constante. Em um campo de forca central, a conservacao do momento angular mostra-nos que seu

comprimento, que é dado por p := m |7 x 7], é conservado. Sendo assim, a velocidade setorial, dada

X
M = i, é conservada.

por =5 om

27
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3.3 As Secoes Conicas e a Excentricidade

Conforme vimos nas proposicoes 2.1.2 e 2.2.1, e pela definicao 2.3.1, podemos definir as se¢oes conicas

Ccomo segue.

Definicao 3.3.1 O lugar geométrico dos pontos no plano com razao de proporcionalidade fixa, de-
nominada de excentricidade, e denotada por e, entre as distancias a um dado ponto, denominado de
foco, e a uma dada reta, denominada de diretriz, € uma curva quadrdtica denominada de elipse, se

0 <e<1, de parabola, se e =1 e de hipérbole, se e > 1.

O caso em que e = 0, é o caso em que a elipse degenera-se num circulo, cuja diretriz localiza-se
no infinito, conforme a equacao da reta diretriz na proposicao 2.1.3.
A seguir, vemos uma reformulacao da primeira lei de Kepler em termos puramente geométricos.

No espago tridimensional, com coordenadas (z,y, ), consideramos o cone de equacio 72 = x? + y2.

Teorema 3.3.1 A projecao de uma se¢ao conica no (x,y)-plano € uma curva quadrdtica, cujo um
dos focos é o vértice do cone, a diretriz € a reta de interseccao do plano cortante com o plano r =0

e a excentricidade € igual a tangente do angulo entre os planos.

Figura 3.1: O Foco, Diretriz e Excentricidade de uma Conica

Fonte: [5]

2 = 22 4?2 faz 45° com o plano r = 0, ver figura 3.1,

Demonstracao. Como a geratriz PO do cone r
a distancia de um ponto P do cone a sua projegao ortogonal P’ no (z,y)-plano é igual a distancia de
P’ ao vértice do cone O, isto é, |[PP’| = |OP’|. Para pontos na mesma se¢ao plana, conforme figura
3.1, a distancia do ponto P’ a reta diretriz, que é |QP’|, é proporcional ao comprimento do segmento

|OP’|, cuja razao de proporcionalidade é tan ZPQP’, j& que
|OP'| = |PP'| = tan ZPQP' - |QP'l|,

isto é, |OP'| = e - |QP'|, onde e = tan ZPQP’, como queriamos. O

3.4 A Primeira Lei de Kepler por Diferenciacao

2

Seja um ponto movendo-se sobre a superficie do cone r? = 22 + y? de tal forma que a projecao do

mesmo no plano obedece a equagao de movimento

—

- r
Pk

Gl
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Este é o problema de Kepler. As solugoes da equacao do movimento do problema de Kepler sao

conhecidas como as trajetorias keplerianas. Observamos que o problema de Kepler é um problema
y 2o T : .
de campo de forga central, ja que F(7) = =3 Sendo assim, o momento angular é conservado.
T

Levantando o vértice do cone de [ unidades ao longo do eixo do cone, cuja direcao é dada pelo
vetor €3 = (0,0,1), e considerando R a posicao do ponto sobre o cone relativa ao extremo final do

vetor [ €3, conforme a figura 3.2, temos que

R:=7+|F& — 1.

12
km?2’
do momento angular, que o mesmo [ serve para todos os pontos cuja trajetéria é dada por R.

Escolhendo o valor da velocidade setorial dado pela relacao | = temos, pela conservacao

Figura 3.2: O Momento Angular Ficticio

Fonte: [5]

Proposicao 3.4.1 No problema de Kepler no plano, cada trajetoria, para o dado valor da velocidade

setorial, quando levantada ao cone r? = x? + y?, obedece a equacao de movimento

—

Bt
G

Demonstracao. Derivando R com respeito ao tempo, obtemos

5. (R

R = F‘i‘ — = €3.

7]

Derivando mais uma vez, chegamos a

G YV P G

————€3.

AT T

+

=y

é’:

- . Lo r
Como a projegao obedece a equagao 1" = —k —=, temos que

7]

. = S o =)
R:_kL_ig3+<nF><r,f> (7, 7) 2
|13

GENNGE
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Observando que
2

(7 7) (77 = (70 = 17 7P = g = ke,

temos que

z, 7 k kl
R = —k—— —é&+—¢
TN

F+|rlés —lés

= —k
BE
R
= —k—==.
G
O
Corolario 3.4.1 O momento angular ficticio N :=m (é X ]%) ¢ conservado.
Demonstracgao. Vejamos, . ' . )
N=m(RxR)+m(RExR)=0,
pois Ré proporcional a R. 0

Em particular, a direcao do vetor N é conservada. Sendo assim, a trajetoria estda na secao do
cone pelo plano que passa pelo ponto [ € e é gerado pelos vetores R e R no plano z = 0.
Como uma primeira consequéncia da conservacao do momento angular acima, obtemos a primeira

lei de Kepler.

Corolario 3.4.2 Quando levantado do plano para o cone, trajetorias keplerianas tornam-se secoes

planas do cone.
Uma outra consequéncia é

Corolario 3.4.3 As trajetorias Keplerianas com um valor fixo de velocidade setorial correspondem

as segoes do cone por planos que passam pelo mesmo ponto € sobre o eizo do cone, onde | = pu*/km?.



Capitulo 4

As Esferas de Dandelin e as Secoes

Conicas

Neste capitulo, nés daremos uma outra demonstracao de que a interse¢ao de um plano com um cone,
de duas folhas, ou é uma elipse ou é uma parabola ou é uma hipérbole. Esta demonstracao é devida
ao matematico Dandelin, ver capitulo 1, secao 1.3.

Inicialmente, vejamos como construir a(s) esfera (s) de Dandelin, que sdo uma ou duas esferas
que tangenciam simultaneamente o cone z? 4+ y* — 22 = 0 e o plano z = my + ¢, para cada m > 0
e ¢ > 0. Para tanto, devido ao comportamento simétrico, basta considerarmos a folha do cone no
semiespaco superior, isto é, para z > 0. Parece-nos bastante intuitiva a verificacao de que sempre
podemos obter as esferas de Dandelin. Vejamos, para 0 < m < 1, inscrevemos duas esferas no cone,
uma acima e a outra abaixo do plano. E entao, ajustamos continuamente os raios das esferas até
que elas tangenciem o plano. O tratamento para o caso em que m > 1, é totalmente andlogo. Neste
caso, temos apenas uma esfera, abaixo do plano z = my + ¢. Com isso, pelo menos intuitivamente,
podemos garantir a construcao das esferas de Dandelin.

Agora, passamos a descrever analiticamente as esferas de Dandelin. Inicialmente, observemos

(52
que, dado § > 0, a familia de esferas 2% +y* + (2 — §)? = 5 interceptam o cone x? 4+ y* — 2% = 0 nos
(52
circulos z2 + y? = 16 Agora, para cada m > 0 e ¢ > 0, vemos que

e Para 0 <m < 1,

V2¢ J+2

, a esfera r?+y?+(2—d+)? = —— tangencia o plano z = my+c,
Vit 2
) 1 241 2
por baixo, no ponto (O, — + 04 tV2Vltm )
V21 + m?2 V2 V1 + m2
V2e =

a esfera % +y°+(2—0—)% = % tangencia o plano z = my-+c,

0 d—m 6_—1+\/§\/1—|—m2>
V21 +m?’ V21 + m?2 .

V2¢ 52

2+ It m? a esfera 2* + y* + (2 — 0)* = 5 tangencia o plano

N bai . (0 sm 51+\/§\/1+m2>
Z=1m ¢, por baixo, no ponto | 0, — , .
Y P P V2 V1 +m2 V21 +m?

Bem, a partir de agora, iremos utilizar as esferas de Dandelin, sem maiores detalhes.

— Parad+ =

— Parad— = ,
V2 =1+ m?

por cima, no ponto (

e Para m > 1, tomando § =
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CAPITULO 4. AS ESFERAS DE DANDELIN E AS SECOES CONICAS

Teorema 4.0.1 Sejam C um cone e a um plano que secciona C. Entdo, a secdo correspondente €
(a) Uma elipse, se a s6 intersecte uma folha de C e nao € paralelo a uma geratriz.
(b) Uma pardbola, se o s6 intersecte uma folha de C e € paralelo a uma geratriz.

(c) Uma hipérbole, se a intersecte ambas as folhas de C, mas ndo passa pelo vértice.

Demonstragao. Mostremos o primeiro item. Para j = 1,2, consideremos >, = > .(0;, ;) uma
esfera de centro em O; e de raio RR;, tangente ao plano o em F} e a folha do cone, que « intersecta, em
G, (é o ponto de intersegao da geratriz que passa por P com o circulo C}), que pertencem a circulos
Cj, digamos, de centros Oj e de raios R}. Seja P um ponto da segao plana que é a intersegao do plano
a com o cone C. Observando que PF; e PF;, sdo tangentes as esferas >, e > _,, respectivamente,

como mostra a figura 4.1, temos que |PG,| = |PFj|. Sendo assim,

|PF,y| + |PFy| = |PGsy| + |PGy| = |G1GY|.

Figura 4.1: Elipse

Fonte: Autoria Prépria

Observemos que o comprimento do segmento G;G5 nao depende do ponto P sobre a se¢ao conica.
Isto mostra que |PFy| + |PF}| é constante. F assim, a segdo conica é uma elipse.

Vejamos o segundo item. Seja g a geratriz de C em relagao a qual « é paralelo. Consideremos
> (O, R) a esfera centrada sobre o eixo e, em O, tangente a « em F e a folha do cone que « intersecta,
ver figura 4.2.

Sejam T'y o circulo de intersecao de > e C, B2 o plano que contém I'y e d a reta de intersecao de
a e [By. Onde F é o foco e d é a diretriz da parabola de intersecao de « e C. Para ver isso, tomemos
um ponto P, em awNC e marque o ponto P, em que Wﬂ) intersecta ), de sorte que P, € 5. Trace,
por P;, o plano [, paralelo a 35, e seja I'; o circulo de intersecao de 3; e C. Marquemos os pontos
@1 e Q, respectivamente, de intersecao de 5y e f3 com g.

Como PP, e P, F sao tangentes a Y, tracadas a partir de Pj, temos que |PF| = |P,P,|. Por
outro lado, sendo O; e Oy, respectivamente, os centros de I'y e I'y, as congruéncias dos triangulos

retangulos VO P, = VO1Q1 e VO3 P, = VO5(Q)5 garantem-nos que

|PLPy| = [PV = |RV|=|QV] = |Q:2V] = |Q1Q2].
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Figura 4.2: Parabola

“,_&

'--‘----...

o --.-.?-_.-—"g-

Fonte: Autoria Prépria

Agora, uma vez que « s6 intersecta uma folha de C, e é paralelo a g, segue-se que aL(g,e).
Mostremos este fato. Se v fosse paralelo a duas geratrizes distintas, digamos g1 e gs, qualquer outra
geratiz distinta destas intersectaria «. Tracamos um plano B perpendicular ao eixo do cone, e, que
nao passa pelo vértice do cone, V, que intersecta g1 e gs, digamos em G e Gy, respectivamente.
Considerando o circulo I' = SNC, escolhemos os pontos Ay e Ay em I distintos de G e Gy tais que
as cordas A Ay e G1Gy intersectam-se. Seque-se que as retas jl:‘—/)' e jzl;f} intersectam o plano o em
folhas distintas. Agora, consideremos v o plano perpendicular ao plano « que contém o eizo e, e 0
o plano paralelo a « que contém a geratriz g. Desta forma, v10. Se v nao contém g, tomamos ¢’
a geratriz simétrica de g em v N 6@. E entdao, o seria um plano paralelo as geratrizes distintas g e
g. E assim, como vimos acima, « intersectaria as duas folhas do cone, o que contraria a hipdtese
de que « intersecta somente uma folha do cone. Logo, vy contém g, e (g,e) = vLa, como queriamos
demonstrar. Seguidamente, como também temos [ (g, e), segue que d1(g,e). Por fim, tracemos
por P, a paralela a g contida em «, o que é possivel, uma vez que «//g, e seja R seu ponto de
intersecao com d. Como dlg, temos PT?EJ_d. Ademais, como Ql—Q; = g//ﬁ, P.Q € pr e
R, Q2 € (33, temos que |Q1Qz]| = |PR|. Assim, temos finalmente

|PF| = |P P = |Q1Q2] = |PR| = distancia de P; a d,

como queriamos demonstrar.

Mostremos o tltimo item. Suponhamos um cone de duas folhas C e um plano « interceptando
C em ambas as folhas. Para j = 1,2, sejam » j(Oj; R;) as esferas centradas em e, inscritas no cone
C, uma em cada uma das folhas. Consideremos F}; os pontos de intersecao de @ com cada uma das
esferas. Como as esferas sao tangentes a C, elas interceptam C em circulos, digamos, C;, de centros
O; e de raios R}. Seja P um ponto da se¢ao plana, que ¢ a intersecao de o com o cone C. Sejam @
e ()2 os pontos de intersecao da geratriz que passa por P com os circulos C e Cy, respectivamente.
Como }TQI e }ﬁl sdo tangentes a » _,, temos que |PQ;| = |PFi|. Analogamente, concluimos que
|PQ2| = |PF|.

Sejam «; e ap planos paralelos que contém os circulos C e (5, respectivamente, como mostra
a figura 4.3. Desta forma, quaisquer dois pontos, um em C e outro em C5, que estao ao longo da

mesma geratriz, o segmento determinado por eles terd o mesmo comprimento do segmento que une

Q1 a Q.



CAPITULO 4. AS ESFERAS DE DANDELIN E AS SECOES CONICAS

Figura 4.3: Hipérbole

Fote: Autoria Prépria

Portanto, || PFi|—|PFy|| = ||PQ1]|—|PQ2|| = |Q1Q2| = constante. Logo, a curva é uma hipérbole.
U



Capitulo 5

O Paraboldide de Revolucao e as Secoes

Conicas

Usaremos as defini¢oes de elipses e hipérboles para localizar o segundo foco de uma 6rbita kepleriana.
Inicialmente, relembremos alguns resultados sobre os paraboléides de revolugao. Como sabemos um
paraboldide de revolucao é o lugar geométrico dos pontos do espaco equidistantes de seu foco, que
estd sobre o eixo de revolucao, e do plano diretriz perpendicular ao mesmo eixo. Consequentemente,
o plano tangente ao paraboloide num determinado ponto € o lugar dos pontos equidistantes do foco e
do pé da perpendicular baizada do ponto de tangéncia. Para justificar essa afirmagao, consideremos
o plano de todos os pontos equidistantes do foco e do pé da perpendicular baixada do ponto de
tangéncia. Qualquer outro ponto deste plano estd mais distante do pé, e consequentemente do foco,
do que da diretriz. E assim, nao pertence ao paraboldide. Sendo assim, o plano tem apenas um ponto
em comum com o paraboldide. Decorre dessa caracterizacao de plano tangente a um paraboldide de
revolugao uma propriedade famosa da optica geométrica para espelhos parabdlicos, que é: o0s raios
que incidem no espelho parabdlico paralelos ao eizo de revolugao refletem-se no foco. De fato, como
o plano tangente ao paraboloide num dado ponto é o plano mediador do segmento que une o foco ao
pé da perpendicular baizada do dado ponto, segue-se que a direcao normal ao plano tangente, que ¢é
a direcao da reta suporte do segmento que une o foco ao pé da perpendicular baixada do ponto de
tangéncia, faz angulos iguais com a direcao do foco e a diregao do eixo.

E ainda, é imediato que a familia de paraboléides de revolucao dada por z = i (22 +9?) + a,
de parametro a > 0, é tangente & folha do cone z? + y* — 22 = 0 no semiespaco z > 0, na familia

de circulos 2% + y?> = 4o?. E mais, considerando o plano z = my + ¢, para 0 < m # 1, com ¢ # 0,

tomando o = ] temos que o paraboldide de revolucao

m?2’

1 —m?

4c

C

2 2
(x +y)+1_m2

z =

2

tangencia o cone no circulo z%+y? =

2me 14+ m?
c.
"1—m?2’1—m?2

m e o plano z = m y-+cno ponto <0

Com isso, concluimos que

Proposicao 5.0.1 Dadosc # 0 e 0 < m # 1, existe um unico paraboldide de revolugcao que tangencia

a folha do cone x? + y*> — 22 = 0 no semiespaco z > 0 e o plano z = my + c.
O préximo resultado serd fundamental na demonstracao do teorema sobre Orbitas keplerianas
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CAPITULO 5. O PARABOLOIDE DE REVOLUCAO E AS SECOES CONICAS

elipticas e hiperbdlicas.

Lema 5.0.1 Os Paraboldides de revolucao inscritos no cone 2> = x% 4+ y? tém o plano z = 0 como

diretriz e o centro do circulo de tangéncia como foco.

Demonstracao. No circulo de tangéncia os planos tangentes fazem 45° com a direcao do eixo. E
assim, o centro do circulo é o foco, e o plano z = 0 é o plano diretriz. U
O proximo resultado é fundamental para a descricao das drbitas keplerianas elipticas e hi-

perbdlicas, como veremos mais adiante.

Teorema 5.0.1 Seja o paraboloide de revolugao inscrito no cone que tangencia um dado plano se-
cante ao cone. Entdo, a projecao ortogonal do ponto de tangéncia no plano horizontal € o sequndo

foco da secao conica projetada, onde o vértice do cone € o primeiro foco.

Demonstragao. Inicialmente, consideremos o caso em que o plano secante ao cone é dado por
z=my+c,comc>0e0<m<1,queé o caso ilustrado pela figura 5.1. Observemos que o circulo
de intersegao do paraboloide com o cone estd acima da segao plana, ja que (1 +m?)a < 2a, para

C
O =

T2 > 0. Seja P um ponto da secao do cone pelo plano tangente ao paraboldide no ponto F'.
Consideremos P’ e P” as projecoes de P nos planos horizontais através do foco O" do paraboloide e
do vértice O do cone. Analogamente, F' e F" sao as projegoes do ponto F. Como |PO’'| = |PF"| e
|P'O'| = |P"O| = |P"P|, temos que os triangulos retangulos PP'O’ e F”P"P sdo congruentes, pelo

caso de congruéncia cateto-hipotenusa. Como |P"F"| = |P'P|, temos que

|P"O| + |P"F"| = |P"P| + |P'P| = |[P'P"| = |00

E isso mostra que a se¢ao conica é uma elipse, que no plano z = 0 tem focos O e F".
A demonstracao para o caso em que ¢ < 0 e m > 1 é completamente analoga a anterior, observando
que o circulo de interse¢ao do paraboldide com o cone estd abaixo da se¢ao plana (como mostra a
na——) 0
m?* —1

Como consequéncias imediatas do teorema acima, descrevemos completamente as orbitas keple-

figura 5.2), ja que (1 +m?)a > 2a, para a = —

rianas elipticas e hiperbdlicas, localizando os seus segundos focos.

Corolario 5.0.1 Orbitas keplerianas elipticas com comprimento fizo de seu eizo maior correspondem
as secoes do cone por planos tangentes ao mesmo paraboldide de revolucao inscrito no cone, cujo

comprimento € iqual a distancia do foco do paraboloide ao plano diretriz.
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Figura 5.2: Orbita Hiperbdlica

Fonte: Autoria Prépria

De forma anéloga, temos que

Corolario 5.0.2 Orbitas keplerianas hiperbolicas com comprimento fizo de seu eizo real correspon-
dem as segoes do cone por planos tangentes ao mesmo paraboldide de revolucdao inscrito no cone,

cujo comprimento € igual a distancia do foco do paraboloide ao plano diretriz.



Capitulo 6
Terceira Lei de Kepler

O periodo T de revolugao é descrito como a razao da area delimitada pela érbita e pela velocidade
2

4m?’

Também, sabemos que a area de uma elipse

setorial. Ja vimos que a velocidade setorial é dada por 2i, que elevada ao quadrado da-nos
m

que por sua vez ¢ 0 mesmo que R jaque l = 3

com semieixos a e b, com a > b, é igual a mab. Com essas informagoes podemos obter o quadrado

do periodo da seguinte maneira

A2 A (mab)®  4Amta?d? Amta’ b
2 kL KLkl kL
4m? 4 4

T =

O ponto da orbita em que o planeta esta mais afastado do Sol é chamado de afélio, e aquele em que
estd mais préximo ¢ dito periélio. Sejam r; e ry as respectivas distancias destes pontos ao Sol. Na

figura 6.1, vemos a se¢ao axial do cone sobre o eixo principal de uma érbita eliptica.

Figura 6.1: Secao Axial do Cone

Fonte: [5]

A proposicao a seguir descreve as relagoes aritmético-geométricas entre os nimeros a, b e [ e as

distancias r; e ry, conforme figura 6.1.

Proposicao 6.0.1 Os semieizos maior e menor, que sao a e b, respectivamente, de uma Orbita
eliptica e a altitude do plano de sec¢ao correspondente sobre o vértice do cone, denotado por 1, sdo,

na mesma ordem, a média aritmética, a média geométrica e a média harmonica entre ry e ry, isto é

ritre B 2 _27"17"2
a= 5 ,b—w/rlrgel—l 1_7"1+7°2'

1 T2

Demonstragao. A primeira média segue diretamente do fato de que r1 +19 = 2a, ja que o afélio e o

perielio estao sobre a érbita. Para a segunda, usando o teorema de Pitagoras, temos que a? = %+ f2,
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CAPITULO 6. TERCEIRA LEI DE KEPLER

rs—7mr2

2

2
r —To
b = y|a2—
e = - (757)
2

2
ver figura 6.2. E assim, observando que f = , segue-se que a’ = b? + <¥) . Donde

Fonte: [5]

Por tltimo, observando novamente a figura 6.1, temos que a area do triangulo retangulo KOM
¢ igual a drea do trapézio K PAM menos a soma das areas dos triangulos retangulos K PO e OAM,

ou seja, a area do triangulo retangulo KOM ¢ igual a

r? + 12
2

(7“1 + 7“2)2
2

—(

) = T1T2.

Além disso, usando semelhanca de triangulos, tem-se que

l
7’17’225(7’14-7“2).

De fato, basta observar que

QA _ QA +711 QA+ 71+ 1o

)

T l T2
onde () é o ponto de intersecao das retas suportes dos segmentos KM e PA. E isso, implica que

1 T2

Z—Tl_Tz—l.

E entao, temos que
2 T1 T2 2

l: =
T1—|—T2 l_f_l’

1 )
como queriamos. [l
Decorre da proposicao a interessante relacao al = b?, significando que a média geométrica entre

dois valores é igual a média geométrica entre sua média aritmética e a sua média harmonica. Sendo
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assim,
o  Ama’bh?  An*

T_kl ka.

E assim, estabelecemos a terceira lei de Kepler, que diz o quadrado do periodo de revolucao do planeta

¢ diretamente proporcional ao cubo do semieixo maior de sua orbita.



Capitulo 7

A Energia Total do Problema de Kepler

A energia total, que é a soma da energia cinética e da energia potencial, é dada por

b I mk
2|7
: . - . dE
Afirmamos que a energia total do problema de kepler é conservada. Isto significa que £ = i 0.

Vejamos,

p= (@)

A

como queriamos.
Como no afélio e no periélio o vetor velocidade 7 é perpendicular ao vetor posigao 7, pela con-

servacao da velocidade setorial, conclufmos que |7 |F] = |7 x 7] = " Donde
m

m o 1
A mk~ —E = 0
g I = mh

2
1
e T Ry
2 \[7Im 7

2 2
1 1
P (2) —mk(=)-F =0
2m \ | |7l
Sendo assim, as distancias r = r; e 7 = ro, relativas ao afélio e ao periélio, sao solucoes da equacao

2 71\? 1
“—(—) —mk(—) —E=0.
2m \r T

Usando as formulas de Viete, que relacionam os coeficientes de um polindmio as raizes da equagao

quadratica

correspondente, temos que

1 1 2m?k 11 2mE

J— p— e —— = —

e T2 2 T T2 w?

41
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E assim,
2 1 1 2m?k L mk
—=— 4+ — = e r+rg=——.
I 7 79 12 ! 2 E

A primeira igualdade mostra o que ja sabemos, que para um valor fixo da velocidade setorial, o plano

secante acerta o eixo do cone no mesmo ponto. Enquanto a segunda igualdade mostra que as orbitas

elipticas tém energia total negativa, e que o valor de — é determinado pelo semieixo maior da orbita.
m

Corolario 7.0.1 Orbitas com valor fizo de energia total, bem como orbitas com periodo de revolugdo
fixo, correspondem a segoes do cone por planos tangentes ao mesmo paraboloide de revolucdo inscrito

no cone.



Capitulo 8

As Sessoes Conicas e sua Abordagem no

Ensino Basico

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) [15]:

A Matematica contribui para o desenvolvimento de processos de pensamento e a aquisi¢ao
de atitudes, cuja utilidade e alcance transcendem o ambito da prépria Matemaética, podendo
formar no aluno a capacidade de resolver problemas genuinos, gerando habitos de inves-
tigagao, proporcionando confianca e desprendimento para analisar e enfrentar situagoes no-
vas, propiciando a formagao de uma visao ampla e cientifica da realidade, a percepgao da

beleza e da harmonia, o desenvolvimento da criatividade e de outras capacidades pessoais.

Seguindo esta linha de pensamento, é que se faz necessario a busca por novas técnicas de ensino
e aprendizagem, que despertem o interesse do educando. Com esse intuito, é que nesse trabalho
viajamos nas curvas tracadas pelas érbitas planetarias, tao estudadas por Johanes Kepler.

Se questionarmos a um estudante recém concluinte do ensino médio: o que vocé sabe sobre as
Secoes Conicas? E muito provavel que as respostas sejam incompletas, cheias de dividas, ou nao
terfamos resposta, pois temos como base a maneira como é abordado esse conteido atualmente no
Ensino Bésico. Isso fica perceptivel ao analisarmos os livros didaticos aprovados pelo MEC no Guia
do Livro Didético, PNLD, 2018 [6]. Como o livro didatico é o mecanismo de pesquisa mais usado pelo
aluno e representa um norteador para o professor, foi por essa razao, que analisamos os livros citados
no Guia de Livros Diddticos 2018. E importante frisar que tais analises nao tém como objetivo
apontar as falhas dos livros, mas acrescentar possibilidades de termos um material complementar
para o ensino e aprendizagem de Secoes Conicas no Ensino Basico.

Podemos observar que o contetido Secoes Conicas sé aparece no final do 1ltimo ano do Ensino
Médio. Suspeitamos que seja esse um dos motivos para que esse assunto sequer seja abordado na
sala de aula. Provavelmente por essa razao, os alunos nao dao o devido valor ao tema. Mas, os
estudos apontam que nem sempre as questoes em torno das Segoes Conicas foram pouco abordadas.
Ja houve tempos em que era muito mais aprofundado, onde se buscava explorar todos os aspectos

do assunto.

8.1 Analise dos Livros Didaticos

1. Matematica: ciéncia e aplicagoes. Autores: Gelson lezzi,David Degenszajn, Nilze de Al-

meida, Osvaldo Dolce e Roberto Périgo, ver [8].
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No livro de volume 3, no capitulo 4, os autores comegam apresentando as conicas como segoes
do cone. A partir dai, analisam separadamente cada uma delas. Primeiramente, com exemplos
do cotidiano que nos rementem a cada conica, suas defini¢goes focais, seus tracados, feitos com

o uso de um barbante, seus elementos principais e a deducao de suas equagoes reduzidas.

Posteriormente, através da translacao de eixos, sao deduzidas as equacoes das cOnicas que
possuem eixos paralelos aos eixos coordenados e centro fora da origem. O livro traz uma secao
de aplicagoes, na qual foi dedicada a elipse, com o titulo “As érbitas dos planetas”, onde aborda
de forma resumida o contexto histérico do modelo heliocéntrico e define a excentricidade. Para

por fim, tratar superficialmente da histéria das érbitas elipticas.

2. Matematica: Interagao e Tecnologia. Autor: Rodrigo Balestri, ver [1].

As conicas sao apresentadas no capitulo 6, do Volume 3. O autor inicia o capitulo resumindo,
em um paragrafo, um pouco da histéria das se¢des conicas. Depois, dedica-se a circunferéncia,
para por fim tratar das conicas, apresentando-as como as diferentes formas da sombra de uma

bola iluminada por uma lanterna, em um local pouco iluminado.

Mais adiante, o autor afirma que as conicas podem ser obtidas a partir da interseccao de um
plano a com a superficie de um cone reto. Dai, aborda cada uma separadamente, como no
livro anterior, trazendo as suas defini¢oes focais, como construi-las usando um barbante, os
seus elementos principais, e define excentricidade, diferente da abordagem feita no livro 1, que
consta na secao de aplicagoes. E entao, deduz as equacgoes reduzidas, com o centro na origem

ou fora dela.

Em seguida, o autor sugere suas construcoes no programa GeoGebraPrim, mostrando o passo

a passo. E fecha o capitulo com um texto informativo sobre o telescopio refletor.

3. #Contato Matematica. Autores: Jacqueline Garcia e Joamir de Souza, ver [17].

No livro do 3° ano, as conicas sao tratadas dentro do capitulo 3. Os autores comecam abordando
de forma superficial a sua histéria, citam rapidamente que sao obtidas a partir de secgoes
da superficie de um cone duplo. Depois, tratam cada uma separadamente, com uma ligeira
definicao, uma construgao com o barbante, os seus elementos, e as suas equagoes sao deduzidas.
E finalmente, numa das questoes, os autores fazem mencao ao cometa Halley, em que sao

mecionadas as leis de Kepler.

4. Matematica para compreender o mundo. Autores: Kdtia Stocco Smole e Maria Ignez
Diniz, ver [16].

No capitulo 7, da unidade 2, as conicas sao apresentadas pela definicao de Apolonio. E depois,
cada uma ¢ estudada separadamente. Na oportunidade, sao dadas as defini¢oes focais, os seus
elementos principais, a relagao fundamental, a excentricidade e as equagoes reduzidas. Os
autores trazem em um texto complementar a construcao com um fio. A elipse e a hipérbole sao
consideradas com eixos contidos nos eixos coordenados e centro na origem. No caso da parabola,
supoe-se eixos paralelos aos eixos coordenados com centro fora da origem. No topico “Uma
hipérbole especial”, demonstra-se que uma hipérbole representa o grafico da funcao y = e

para todo x # 0.
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5. Matemédtica: contexto e aplicagoes. Autor: Luiz Roberto Dante, ver [3].

O capitulo sobre se¢oes conicas, no terceiro volume, unidade 3, capitulo 6, o autor inicia
relacionando as curvas com as secoes conicas. Diferente dos livros anteriores, primeiramente
aborda as parabolas. Em seguida, aborda as outras conicas, dando as definig¢oes focais, o
seus elementos principais, e deduzindo as suas equagoes reduzidas. No tépico “Matematica e
tecnologia”, mostra como construir a parabola e a elipse, utilizando o Geogebra. O autor faz
uma observacao quando define uma hipérbole equilatera, destacando como curiosidade uma
dessas curvas, como famosa, por descrever a relagao entre a pressao e o volume de um gas
perfeito a temperatura constante, que é a lei de Boyle. Para fechar o capitulo, usa um texto
muito interessante, intitulado “Kepler, a elipse e as proporcoes”, onde expoe as trés leis de

Kepler e a excentricidade.

6. Matemadtica - Paiva. Autor: Manoel Paiva, ver [14].

As conicas sao apresentadas na segunda parte do terceiro volume como se¢oes do cone. O autor
faz mengao ao exemplo da iluminacao do facho de luz de uma lanterna na parede. Depois de
dadas as definicoes focais e seus elementos principais, as equacoes reduzidas sao deduzidas. O
autor também aborda a construcao com a ajuda de um barbante. Em seguida, estuda-se os
casos em que os eixos da conica sao paralelos aos eixos coordenados do sistema cartesiano, com
o centro fora da origem. Ao definir parabola, o autor relembra que no volume 1, a curva foi
estudada como grafico da funcao quadratica. Mas, agora serd feito um estudo mais aprofundado

dessa conica.

7. Conexoes com a Matematica. Autor: Fabio Martins de Leonardo, ver [11].

No sétimo capitulo, do Volume 3, o autor da alguns exemplos de aplicacoes das conicas. Depois,
apresenta o exemplo da sombra de uma bola iluminada por uma lanterna, num ambiente escuro,
para mostrar as diferentes curvas. As conicas sao apresentadas como secoes do cone, e cada uma
é estudada separadamente, pela definicao focal, os seus elementos, a excentricidade e a dedugao
da equacao reduzida de cada uma, com centro na origem e eixos sobre os eixos coordenados. O
autor define parabola antes de hipérbole. No final do capitulo, traz um texto sobre “O fogao

solar”, permitindo a interdisciplinaridade com a fisica.

Dos livros citados no Guia de Livros Didaticos 2018, o tinico que nao conseguimos obter para fazer
sua analise, foi o livro Quadrante - Matematica, dos autores Diego Prestes e Eduardo Chavante.

E importante salietar que o contetido sobre secoes conicas nao ¢ incluido em alguns curriculos
de ensino médio, ou quando incluidos nao sao abordados em sala de aula. Com isso, pode-se perder
a oportunidade de levar ao conhecimento dos alunos um conteido matematico cldssico, com tantas
importantes aplicagoes. Por isso, a importancia desse trabalho, para ser utilizado como um material
complementar, no qual respondemos algumas perguntas sobre o tema, tais como: Porque chamamos
de secoes conicas? Onde estd o cone das secoes conicas? O que € excentricidade?. Dentre outros
questionamentos que sao tao importante para um significativo entendimento das se¢oes conicas.

Além de utilizar o software Geogebra nas nossas figuras, com o intuito de mostrar que podemos
utilizar a tecnologia como suporte para o ensino, contribuindo para aumentar a motivacao dos alunos

para a aprendizagem. O Geogebra ¢ um software que combina a geometria e a algebra com simétrica
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importancia. Sabemos que infelizmente nao é todo mundo que sabe utiliza-lo, mas é facil conseguir
na internet um tutorial, pois foge do nosso objetivo ensinar como usé-lo.

O material que elaboramos, vai além da escola basica e das aulas de Matematica. Ele pode ser
um apoio para o professor, servir de consulta para os alunos, tanto no ensino médio como no ensino
superior, nos cursos de Matematica, de Fisica, de Astronomia e de Engenharia. Por ser vasta a

utilidade e a importancia do tema, é que fomos motivados a elaborar esse trabalho.



Conclusao

No Ensino Médio, o ensino das secoes conicas pode se tornar mais prazeroso para os estudantes,
se enriquecida com atividades mais concretas e/ou investigativas, que estimulem o senso critico do
alunado.

Foi possivel perceber que a abordagem do contetido em questao, quando ocorre, na maioria das
vezes, nada mais é que decorar férmulas para manusea-las em atividades, seguindo o raciocinio dos
exemplos em sala.

Vimos também que a maioria dos livros didaticos abordam o assunto sempre de maneira seme-
lhante.

Com nosso trabalho, nos faz pensar que todo contetido a ser ensinado em sala de aula, se for
devidamente contextualizado, torna o ambiente de aprendizagem mais enriquecedor, e faz com que
o educando tenha uma aprendizagem mais significativa, e que com isso veja com outros olhos a
necessidade do Ensino de Matematica.

Outro fator importante é transparecer para o aluno que o seu professor tem dominio, nao sé no
conteudo abordado pela sua disciplina, mas também de fatos histéricos e aplicagoes do cotidiano.
Pois, nés educadores devemos nos preparar a todo momento para cada novo contetido ministrado em
sala. Isto significa que um bom professor deve sempre saber além do que ensina.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio, “aprender Matematica
no Ensino Médio deve ser mais do que memorizar resultados dessa ciéncia, e que a aquisicao do
conhecimento matematico deve estar vinculada ao dominio de um saber fazer Matematica, e de um
saber pensar matematico”. Isso fica exemplificado ao ser observado o contetido de secoes conicas,
pois seu ensino isolado nao permite uma ampla exploracao. Deixando de lado ligagoes importantes
com a Fisica, a Astronomia, dentre outras areas do conhecimento.

Durante a realizacao deste trabalho, pudemos perceber que ao buscarmos uma maneira de mo-
tivar o nosso alunado, encontraremos fatos historicos, pessoas, recursos e informagoes que podem
enriquecer uma aula sobre um determinado tema. Por isso, preparamos esta material complementar
para o ensino das Secoes Conicas, que tem como objetivo tornar o ensino-aprendizagem do tema
algo mais atrativo. Esperamos ter instigado o leitor a refletir sobre sua pratica didatica e sobre a
importancia de incrementa-la. Vale frizar que isto exigird um tempo considerdvel no comeco por
parte do educador, mas que com o tempo serd recompensado. E assim, terd a sensacao de dever
cumprido, pois conseguira uma apredizagem mais efetiva e significativa.

Portanto, que esse trabalho seja usado de forma proveitosa por professores em suas salas de aula,
e por alunos que buscam ampliar seu conhecimento, nao s6 de Matematica, mas também de Fisica,

de Astronomia, dentre outros.
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