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RESUMO

Este trabalho trata do reconhecimento de quadricas utilizando o método de diagonalizacdo de
matrizes 3 x 3. No inicio é apresentada a definicdo de quéadricas, as equacdes padrdes
seguidas de seus respectivos nomes e representacfes geomeétricas. Seguem-se entdo as ideias
de autovalores e autovetores de uma transformacdo linear que servem de base para a
diagonalizacdo de matrizes. Logo ap6s sdo discutidas a independéncia linear de autovetores
bem como suas propriedades de formarem uma base de um espaco vetorial. A condicdo para
que toda matriz quadrada seja diagonalizavel é apresentada em seguida, bem como as
particularidades de uma matriz simétrica. A demonstracdo de que toda matriz simétrica 3 x 3
é diagonalizavel é feita a partir de uma abordagem matricial, elegante e elementar. O
reconhecimento de quédricas é feito a partir de calculos basicos, utilizando alguns contetdos
amplamente explorados no Ensino Médio tais como: matrizes, determinantes, sistemas
lineares e equacOes algébricas. No final é apresentada uma forma de ensinar quadricas na

escola utilizando o software educacional Winplot.

Palavras-chave: Quadricas, Diagonalizacdo, Matrizes, Equacdes, Software Educacional.



ABSTRACT

This paper deals with the recognition of quadrics using the method of diagonalization of
matrices 3 x 3. Earlier it shows the definition of quadrics, the standard equations followed by
their names and geometric representations. Then follows the ideas of eigenvalues and
eigenvectors of a linear transformation that are the basis for the diagonalization of matrices.
Immediately after the linear independence of the eigenvectors is discussed as well as their
properties of forming a basis of a vector space. The condition for any square matrix be
diagonalizable is shown after, as well as the particularities of a symmetric matrix. The
demonstration that all 3 x 3 symmetric matrix is diagonalizable is made from an elegant and
elemental matrix approach. Recognition of quadrics is made from basic calculations using
some content widely exploited in high school such as matrices, determinants, linear systems
and algebraic equations. At the end it presents a way of teaching quadrics in school using
educational software Winplot.

Keywords: Quadrics, Diagonalization, Matrices, Equations, Educational Software.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

A Geometria Analitica é trabalhada nas séries finais do Ensino Médio muitas
vezes de forma condensada devido a alguns fatores, tais como: tempo reduzido, dificuldades
de aprendizagem, falta de preparo de professores, etc. O ponto de vista usado € o plano,
porém no estudo da Geometria Espacial os alunos séo apresentados as figuras espaciais como
poliedros, prismas, piramides, cilindros, cones e esferas.

Este trabalho procura desenvolver uma abordagem clara e simples ao explorar a
visdo espacial dos alunos, propiciando-os a oportunidade de fazer a interacéo entre a Algebra
e a Geometria que s&o muitas vezes ensinadas de forma desconexa. A Algebra Linear néo é
transmitida ao aluno de forma rigorosa, mas é de suma importancia que o professor possa
compreendé-la a fim de que tenha seguranca e habilidades suficientes para ministrar uma boa
aula.

O professor pode utilizar em suas aulas além dos tradicionais quadro e pincel,
recursos computacionais como softwares educacionais, objetos de aprendizagem, jogos, entre
outros. O aluno é levado a interagir, manipular, experimentar, tirar conclusGes, tomar

decisdes, ou seja, ser o protagonista do seu proprio conhecimento.
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Capitulo 2
QUADRICAS

Chamaremos de equacao de 2° grau a trés variaveis toda equacdo da forma

Ax? + By? + Cz> + Dxy + Exz+ Fyz+ Gx+ Hy+1z+]J =0 (%)
em que A, B, C, D, E, F, G, H, | e J sdo constantes reais tais que A, B, C, D, E ou F é
diferente de zero, e, X, y e z sdo variaveis reais.

A expresséo geral de uma funcdo quadratica : R® - R é

P(x,y,z) = Ax* + By> + Cz* + Dxy + Exz+ Fyz+ Gx + Hy + Iz + ]

As superficies de nivel Y (x,y,z) = d chamam-se quadricas. Quando G=H =1=
J =0, temos a forma quadrética ¢(x,y,z) = Ax* + By* + Cz* + Dxy + Exz + Fyz, cujas
superficies de nivel ¢(x,y,z) =d chama-se quadricas centrais. Note que @(x,y,z) =
@(—x,—y,—z) portanto o ponto P = (x,y,z) pertence a superficie S de equacdo
o(x,y,z) =d se, somente se, 0 ponto P’ = (—x,—y,—z) também pertence a S. Logo a
origem 0 = (0,0, 0) é um centro de simetria de S.

A seguir serdo apresentadas as equa¢fes chamadas de padrdes, pois definem todas
as superficies de nivel possiveis de uma forma quadrética, seguidas dos respectivos nomes e

representacfes geométricas:

Xt y- z o
_2+ﬁ+_2= 1 Elipsoide
xZ yZ ZZ

= + b 1 Hiperboloide de uma folha
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Z)
X2y N 2 ) Hiperboloide de duas E
a? bz ¢z folhas b = i
}/
xZ yZ ZZ
StEm == 0 Cone duplo
S A
a2 bz ¢ Paraboloide eliptico
x>y oz 0
a’? b ¢ Paraboloide hiperbdlico
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2

2

x +y =1
a2 b2 Cilindro eliptico
2 2
Y _y Cilindro hiperbélico
a? b?
x? o .
——=-y=0 Cilindro parabdlico
a

xZ

y z i i
p + T Z= 1 Conjunto vazio
2 2 2
x_2+2r_2 Z—Z—O Origem 0 = (0,0,0)
a
x? . .
i 0 Dois planos verticais
a
2 - - -
= 1 Dois planos verticais paralelos ao plano

m,,
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x? . .
—=-1 Conjunto vazio
az
2
x
== 0 Plano I1,,,

A partir da equacdo dada na forma (*), o que devemos fazer para encontrar uma

das equac0es listadas acima e reconhecer a quadrica ou sua forma degenerada?

Antes de respondermos a pergunta veremos algumas defini¢fes importantes que

serdo utilizadas posteriormente.
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Capitulo 3
AUTOVALORES E AUTOVETORES

Dada uma transformacdo linear de um espaco vetorial T:V — V, estamos
interessados em saber quais vetores sdo levados em um mdaltiplo de si mesmo; isto é,
procuramos um vetor v € V. com v # 0 e um escalar A4 € R tais que

T(v) =Av

O escalar A serd chamado autovalor de T e o vetor v um autovetor de T.

Chamaremaos de operador linear a toda transformacéo linear T:V - V.

Observacdo 1: Seja T:V — V um operador linear. Se existremv eV, v # 0, e

A € R tais que T(v) = Av, A € um autovalor de T e v um autovetor de T associado a A.

2 2
1 3

conjunto dos autovetores associados a cada autovalor. Seja 4 um autovalor de A. Entdo existe

Exemplo 1: Seja A =( ) Vamos determinar os autovalores de A e o

X . p
), nédo nulo, tal que AX = AX, isto e:

um vetor (dado em forma de coluna) X = (y

2 2\ /(x X
& 3)6)=%()
1 3/\y y
Desenvolvendo temos:
<2x + 2y> _ (Ax)
x+3y) 4y
<2x + 2y> _ (Ax) _ (O)
x+ 3y Ay) \o
Isto equivale ao sistema linear homogéneo

A-2)x—2y=0
{—x+(/1—3)y:0

O sistema acima terd solugdo ndo trivial se, e somente se, a matriz dos

coeficientes tiver determinante nulo, ou seja:

A-2 =2 _
-1 ,1—3_0

4-2)1-3)-(-2)(-1) =0

A2-51+4=0
Portanto 4; = 1 e A, = 4 sdo os autovalores de A.
Substituindo 4 = 4; = 1 no sistema temos:

{—x—2y=0
—-x—2y=0
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Cuja solucdo é x = —2y. Portanto todos os vetores do tipo (—2y,y) ou t(—2,1),
t # 0, sdo autovetores de 44 = 1.
Substituindo 4 = A4, = 4 no sistema temos:

{2x—2y=0
-x+y=0

Cuja solugdo é x = y. Portanto todos o vetores do tipo (x,x) ou t(1,1), t # 0, séo

autovetores de 4, = 4.

Observagdo 2: Seja A uma matriz nxn. Chamaremos de polindmio

caracteristico de A o polinémio p(4) = det(A — AI) onde | é matriz identidade.

0o 1

1 _1) é dado por:

Exemplo 2: o polinémio caracteristico da matriz A = (

a-u=(0 )2 O=(F L)

p(A) = det(d — Al) = |‘1'1 B 11_ ,1|

pA)=2%2+21-1

Proposicdo 1: Seja A uma matriz n X n . As raizes do polindmio caracteristico

p(A) = det(A — AI) sdo os autovalores de A.

Demonstragéo:
Seja A uma matriz n X n. Os autovalores e autovetores de A satisfazem a
equacao:
Av = Av
Av = (ADv
A-ADv=0

Escrevendo esta equacgéo explicitamente, temos:

a1 — A a, e Qip X1 0
az1 Azz — A we Q2n X2\ _[O
ny An2 o Qup — A/ \n 0

Chamaremos de B a primeira matriz acima. Entéo:
B-v=0
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Se detB + 0, o0 sistema de equacdes lineares homogéneo indicado acima tem
uma unica solugdo. Mas como x4 = x, = - = x,, = 0 (ou v = 0) sempre é solucdo de um
sistema homogéneo, entdo esta Unica solucdo seria a nula. Assim, a Unica maneira de
encontrarmos autovetores v (solucdo ndo nula da equagdo acima) é termos detB = 0, ou
seja,

det(A—2AI) =0
Impondo esta condigdo determinamos primeiramente os autovalores A que

satisfazem a equacao e depois os autovetores a eles associados. Observamos que

a1 —4 - A1n
p(4) = det(A — AI) = det : :
An1 gy — A

é um polindmio em A de grau n.
pA) =(a;y —A) - (ap, —A)+ termos de grau <mn, e o0s autovalores

procurados sdo as raizes deste polinémio.
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Capitulo 4
DIAGONALIZACAO DE MATRIZES

Proposicdo 2: Autovetores associados a autovalores distintos de um operador

T:V — V sdo linearmente independentes.

Demonstragéo:
Provaremos para o caso de 4; e 4, distintos. A prova para o caso de n autovalores
distintos € analoga.
Sejam T(v,) = A4,v4 e T(v,) = A,v,, COM A4 # A4,.
Consideremos a igualdade:
avy +av, =0 (1)
Pela linearidade de T, tem-se:
a;T(v{) + a,T(vy) =0
Ou:
a1y + azA,v, =0 2

Multiplicando ambos os membros da igualdade de (1) por 44, vem:

a111171 + azlle =0 (3)
Subtraindo (3) de (2):

az(4; —4)v; =0
Mas:

A, — A1 #0ev, #0

Logo:
a, =0

Substituindo a, por seu valor em (1), tendo em vista que v4; # 0, vem:
a, =0

Logo, o conjunto {v4, v,} é linearmente independente.

Corolario 1: Sempre que tivermos um operador T:R? — R? com A; # 4,, 0
conjunto {v,,v,}, formados pelos autovetores associados, sera uma base do R?. Em geral, se
T:V - V ¢é linear, dimV = n e T possui n autovalores distintos, o conjunto {vq, v,, ..., v, },

formado pelos correspondentes autovetores, € uma base de V.
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Observacado 3: Dado um operador linear T em R3 que possui autovalores 44, 4,
e A3 distintos, associados a v4, v, € v3, respectivamente. A definicdo anterior garante que o
conjunto P = {v,, v, 3} é uma base de R3.

Sabendo que
T(vy) = Aiv1 = 44v1 + 0V, + 0w
T(vy) = A,v; = 0vy + A,v, + 0wy
T(v3) = A3v3 = 0vy + 0V, + 2303

O operador T € representado na base P dos autovetores pela matriz diagonal:

24, 0 0
[Tlp=|0 2, 0|=D
0 0 1,

Constituida de autovalores na diagonal principal.

Observacdo 4: A matriz quadrada A é diagonalizavel se existe uma matriz

invertivel P tal que P~1AP seja diagonal.
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Capitulo 5
DIAGONALIZACAO DE MATRIZES SIMETRICAS

Proposicao 3: O polinbmio caracteristico de uma matriz simétrica tem apenas
raizes reais.
Demonstracéo:

Demonstraremos para 0 caso de uma matriz simétrica A de ordem 2.
. : a ¢
Sejaamatriz A = [C b]
O polindmio caracteristico de A é:
p() = det(a - a1 = |* ; 4
Isto é:
(a—2D)(b-2)—-c%2=0
A2 —(a+b)A+ab—c*=0
O discriminante dessa equa¢do do 2° grau em A é:
(a+ b)?> —4(ab—c?) =a*+2ab+b*—4ab+4c* = (a—b)> +4c?> >0

As raizes da equacdo sdo reais e, portanto, a matriz A possui dois autovalores.

Proposicdo 4: Se T:V — V € um operador linear simétrico com autovalores

distintos, entdo os autovetores sdo ortogonais.

Demonstragéo:

Sejam A; e A, dois autovalores do operador simeétrico T e 4; # A,. Seja ainda
T(vy) = A1v1 e T(vy) = A,v,. Vamos mostrar que vy - v, = 0.

Sendo T um operador simétrico, vem:

T(vq) vy =v1-T(v2)

Ou

V1V, = vy Ay
Ou

A1(v1-v2) — A2 (V1 v2)=0
Ou, ainda:

(A4 —22)(v1°v2) =0
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Mas,
Ay — A, # 0 implica vy - v, = 0, ou seja:

vllvz

Observacao 5: A matriz A é diagonalizada pela matriz P dos autovetores através
de uma matriz D de tal forma que

D =P 1Ap

Se A for simétrica, P seré base ortogonal. Nas aplicacdes a seguir, € conveniente que P,

além de ortogonal, seja ortonormal. Isso se obtém normalizando cada vetor.
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Capitulo 6
DIAGONALIZA(;AO DE MATRIZES SIMETRICAS 3 x 3

Considere a equacao geral de 2° grau a trés variaveis
Ax? + By? + Cz*> + Dxy + Exz+ Fyz+ Gx+ Hy+1z+] =0
Ela pode ser escrita, matricialmente, da seguinte forma:
A D/2 E/2\ ,x X
x ¥y 2z (D/Z B F/Z) <y> +(G H D <y> +J=0 (D
E/2 F/2 C z z
Chamaremos de parte quadratica de cada uma das equacdes o produto: matriz
linha x matriz quadrada x matriz coluna e de parte linear o produto: matriz linha x matriz
coluna. A matriz quadrada da parte quadratica é uma matriz simétrica, logo se ela fosse uma
matriz diagonal o problema estaria resolvido.
Sejam B a base canbnica de R3; B’ uma base ortonormal; (x, y, z) as coordenadas

de um ponto, em relacdo a base B, que satisfaz a equacdo (I) e (x',y’,z') as coordenadas

desse mesmo ponto em relacdo a base B’. Sejam M = Mgl. Entdo, ‘M = Mg,, uma vez que

B’ é ortonormal. Temos:

x' X
M(y’):@e(x’ y ZD'M=(x Yy 2)

z' z

A estratégia é determinar B’ de modo que

A D/2 E/2 A4 0 O

tM(D/Z B F/2>M= (0 y P 0>,paraalgum A4 € 4.
E/2 F/2 Cc 0 0 A3

Desse jeito a equacdo (1) se transformara em

A D/2 E/2 x' x'
x y z’)tM<D/2 B F/2>M(y’>+(6 H I)M(y’>+]=00u

E/2 F/2 C z' z'
A4 O 0 x’' x'
"y Zz) ( 0 2, 0 ) (y’) +(6G H DM (y’) +J =0, ndo tendo os
0 0 13 z' z'

“termos mistos”.

O problema entéo ficara resolvido se diagonalizarmos a matriz quadrada da parte
quadrética da equacao.

Para demonstrar o teorema a seguir, admitiremos verdadeira, sem demonstracéo, o

seguinte teorema:
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TEOREMA ESPECTRAL.: Seja V um espaco vetorial de dimens&o finita sobre
R e A a matriz de um operador simétrico T: V — V. Entao existe uma base ortonormal ou base

espectral B de V tal que A é diagonal.
TEOREMA: Toda matriz simétrica 3 x 3 é diagonalizavel

Demonstracéo:

Seja A uma matriz simétrica 3 X 3 e p(4) seu polindmio caracteristico. Sendo
p(A) um polinémio de grau 3 a coeficientes reais, entdo p(4) admite uma raiz real. Seja 14
uma raiz real de p(4). Consideremos V, . Distinguiremos trés casos: dimV, =3,

dimV, =2 oudimV, =1.

Caso 1: dimV,, = 3. Neste caso, V;, = R3 e, portanto, a base candnica é uma

base espectral de R3 com respeito a A.

Caso 2: dimV, = 2. Digamos que {X;,X,} € uma base ortonormal de V,,.
Geometricamente, V; € um plano que passa na origem. Seja X3 um vetor de comprimento 1
e normal a este plano (por exemplo, X5 pode ser o produto vetorial X; X X, dividido por sua
norma). E claro que {X;,X,, X3} é uma base ortonormal de R3. Mostraremos que ela é
constituida de autovetores de A. Ja temos que X, e X, sdo autovetores associados a 4. Resta
provarmos que X3 é também um autovetor.
Para isso, escrevamos AX5 como combinacéo linear da base {X;, X5, X3}.
AX; = a1X1 + a, X, + azX;3 ()

Tentaremos mostrar que a; = a, = 0.

Multiplicando-se (I), membro a membro, por {X;, obteremos:
X1(4X3) = ‘X1(a1X1) + 'X1(azX3) + Xy (azX3)

Sendo 4 uma matriz simétrica, vem que X, (4X3) = ‘X3(AX;)

Assim sendo, teremos:

‘X3(AX1) = a1 (X1 - X1) + a;(*X1 - Xp) + a3 (X1 - X3) = a4
Desde que AX; = 41X, segue-se que:
a; = X3(41X1) = 2;(*X3-X1) =4,-0=0.

Multiplicando-se (I), membro a membro por tX,, obteremos:
X2(AX3) = X3(a1Xy) + Xz (azX3) + "Xz (azXs3)
X, (AX3) = ‘X3(AX3)
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Entdo:

‘X3(AX3) = a;(*X; - X1) + a; (‘X3 - X3) + a3(*X3 - X3) = a,
Tomando AX, = A,X, segue-se que:

a; = X3(2;X;) = 2;("X3-X2) =2,-0=0

Portanto, {X;, X5, X3} € uma base espectral de R3.

Caso 3. dimV,; =1. Digamos que V, =[X;], em que |X;]=1.
Geometricamente falando, V,, € uma reta que passa na origem. Consideremos o plano
passando na origem perpendicular a esta reta. Este plano é um subespaco de dimensdo 2. Seja
{X,, X3} uma base ortonormal dele. Dessa forma, {X;, X5, X3} € uma base ortonormal de R3.
Escrevamos AX, e AX3; como combinacdo linear dos vetores desta base. Digamos que:

AXZ = a1X1 + a2X2 + a3X3 (I)
AX3 = b1X1 + bzXz + b3X3 (II)

Multiplicando-se (1), membro a membro, por tX;:
X1(4X;) = ‘X1(a1X1) + X1(azX3) + ‘X (azX3)

Sendo A simétrica segue-se que:

‘X2(AX1) = a;(*X1 - X1) + a;(*X1 - X3) + a3(*X1 - X3) = a4

Tomando AX; = 4,X; teremos:

a; = X;(41X1) =2,('X3-X1)=4,-0=0

Multiplicando-se (II), membro a membro, por X :

’X1(AX3) = "X1(b1Xy) + X1 (b2X2) + 'X1(b3X3)

Sendo A simétrica segue-se que:

‘X3(AX1) = b1("X1 - X1) + by("X1 - X3) + b3(*X; - X3) = by

Tomando AX; = 4,X; teremos:

by = ‘X3(44X) =2, (*X3-X1) =4,-0=0
Multiplicando-se (1), membro a membro, por tX5:
X3(AX2) = ‘X3(a;X1) + X3(aX>) + ‘X3(asXs)
Sendo A simétrica segue-se que:
‘X,(AX3) = a1 (X3 - X1) + a;(*X3 - X3) + az(*X5 - X3) = a3
th(b1X1 + b2X2 + b3X3) = das
X3(b1X1) + X3 (b2 X3) + X3 (b3X3) = a;
b1 (‘X2 - X1) + b, (‘X2 - X2) + b3(*X3 - X3) = a3
Portanto, b, = a;.

Enfim, teremos as seguintes relagoes:
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AXZ = a2X2 + a3X3
AX3 = a3X2 + b3X3

{ AX1 = Alxl
Denominando-se por M a matriz 3 x 3, ortogonal, cuja j-ésima coluna é formada
pelas componentes de X, teremos:
A, 0 O
tMAM = (0 a; a:;)
0 as b3
a, asj . ..
Facamos B = (a3 bg)' Sendo B uma matriz simétrica 2 x 2, de acordo com a

Observagdo 5 existe uma matriz ortogonal N = (Z 2) tal que ‘NBN é uma matriz

A, 0 . .
2 ) Consideremos a matriz ortogonal P =

diagonal. Digamos que tNBNz(
0 A3

1 0 O
(0 a c). Entao,

0 b d
A4 0 0\ /1 0 O\/4 O O\/1 0 0
0 0 ).3 0 c d 0 as b3 0 b d

44, 0 0
—tp ( 0 a a3) P = 'P(tMAM)P = ‘(MP)A(MP).
0 as b3

Sendo M e P matrizes ortogonais, decorre que MP é uma matriz ortogonal, por

conseguinte, suas colunas constituem uma base espectral de R3 em relagdo & matriz A.
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Capitulo 7
RECONHECIMENTO DE QUADRICAS

Para reconhecer uma quédrica é preciso reduzir a equacao dada a uma das listadas
no Capitulo 2. Para facilitar a compreenséo dividiremos em trés casos.

Caso 1: Equagdes do tipo Ax* + By? + Cz* + Gx + Hy + Iz +] = 0
A equagdo possui 0s termos mistos xy, xz e yz todos nulos. Podemos usar a

técnica de completar quadrados para identificar as quadricas.

Exemplo 3: x> + 4y* + z2 —2x + 16y + 13 =0
Completando os quadrados temos:
(x2—-2x+1)+(4y*+16y+16) +2z>=-13+1+ 16
(x—1D2+4(y+2)?2+22=4

Dividindo ambos os membros por 4 teremos:

(x — 1)? z?
——+(y+2)2+—=1
1 r+2)"+-
Facamos uma translacéo de eixo usando as coordenadas:
xX=x-1
y=y+2
zZ' =1z

A equacdo fica entdo:

2 2

!

L iyt +l=a
2 7Y Ty T

A equacéo representa um elipsoide.

4

Caso 2: Equacdes do tipo Ax? + By? + Cz?> + Dxy + Exz+ Fyz+] =0

Quando a equacédo possuir parte linear nula deveremos converté-la para a forma

A D/2 E/2
(D/Z B F/2>
E/2 F/2 C

determinar o polindmio caracteristico e calcular os autovalores 44, 4, e 43. A equacdo tomard

Al 0 0 x’
w oy o8 & 0)(F)os-oes
0 0 ),3 Z’

matricial

a forma abaixo:
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Exemplo 4: 2x? + 2y? —z2 + 8xy —4xz—4yz—2 =0
A DJ/2 E/2 2 4 -2
A=<D/2 B F/2>=<4 2 —2>
E/2 F/2 C -2 -2 -1
O polinémio caracteristico p(1) = Al — A é dado por:

2-1 4 —2
p(l)zA—)J=( 4 2-2 -2 >
2 -2 -1-2

Calculemos o determinante de p(A4):
detp(A)=R2-2D%(-1-1)+16+16-412—-21)—-412—-21) —-16(-1-2)

=(A2-424+4)(-1-2)+32+41-8+41—-8+161+16

=—-23—-22+422+42—-41—-4+32+242

=—23+32%2+242+28

Os autovalores sdo as raizes de p(4) = 0:

A3 —322-242-28=0

Como este € um polindbmio de terceiro grau, ele tem no maximo trés raizes reais.
Os possiveis valores de A sdo os divisores inteiros de 28, que sdo +1,+2,+4,+7,+14 ¢
+28. Fazendo um teste rapido percebemos que —2 € uma das raizes. Desse modo, dividindo
p(4) por (A + 2) teremos:

(A+2)(42-51-14)=0

Para encontrar as outras duas raizes faremos:

A?> —51—14 =0, cujasraizessio A = —20uld =17.

Portanto os autovalores sdo: 4, = —2, 4, = —2 e A3 = 7. Substituindo-os em

-2 0 0\ /x
"y Z’)<0 -2 0><y’>—2:0
0 0 7/ \7

—2x% —2y*+ 722 =2

(**) temos:

Dividindo os dois membros por 2:
2

—x?—y?+-=1
/7

E teremos um hiperboloide de duas folhas.

Caso 3: Ax* + By* + Cz* + Dxy + Exz+ Fyz+ Gx+ Hy +1z+] =0
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Quando a equacdo esta completa o procedimento € idéntico ao caso anterior. Além
disso, & necessario determinar os autovetores relativos aos respectivos autovalores, afim de
que a equacdo tome a forma:

A4 0 O x' x'
x ¥y z) ( 0 4, 0 ) (y’) +(G H DM (y’) +J =0 (***), onde M
0 0 A3/ \7Z !

z
é a matriz de mudanca de base da base espectral para a base canénica.

Exemplo 5: 3x? + 2y? + 22 + 2V2yz + /3y — 6z = 0

3 0 0
A=(0 2 2
0 V2 1

3-12 0 0

pAH)=A4A-AU=| 0 2-2 2

0 V2 1-2
detp(H)=B-HD2-1)A1-24)-23-2)
=3-2)A%>-31+2-2)=2(3-2)?

Os autovalores sdo as raizes de p(4) = 0:

A(3 — 2)% = 0, cujas raizes sdo 0 e 3 (multiplicidade 2).

Portanto temos trés autovalores: 4; = 0e 4, = 43 = 3.

Para encontrar o autovetor v,, = (a,, b,, ¢,,) devemos substituir o autovalor na

matriz de p(4) de tal forma que

3—1 0 0 a, 0
0 2-21 2 <bn>=<0>
0 V2 1-2/ \Cn 0

Para 4; = 0, temos:

3 0 0)\ /a4 0
0 V2 1/\c1 0

O sistema fica:
3a1 =0
2b1 + \/Ecl =0
\/Eb1 + C1 = 0
Onde a, = Oe Cc1 = —\/Ebl
Entdo:
V= (0, bll —\/Ebl)

V= b1(0, 1, —\/i)
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Portanto, v, = (0,1, —v2) é 0 autovetor associado ao autovalor 4, = 0.

Para A, = 43 = 3, temos:

0 0 0 a; 0
0 -1 2 <b2>=<0>
0 V2 =-2/\c; 0

O sistema fica:

{—bz + \/ECZ =0
\/Ebz - ZCZ =0

Onde b, = v2c;.

Entéo:

v, = (az,V2¢y,¢;)

Note que:

(az,V2cy,€5) = (az,0,0) + (0,v2cy, ¢3) = a5(1,0,0) + ¢,(0,v2,1)

Portanto, v, =(1,0,0) e w3 =(0,v2,1) sfo autovetores associados aos
autovalores 4, = 43 = 3.

Sendo A simétrica, os vetores v4, v, € w3 sdo perpendiculares, portanto,
constituem uma base ortogonal de R3. Porém apenas v, € ortonormal. Dividindo v, e v5 por

sua norma obteremos uma base espectral de R3, relativa & matriz A. Ent3o:
vi _ (01,-V2) =(0,1,—\/7)=<0 1 - 2>=< \/E—\E)
|v4] \/02 124 (_ﬁ)z V3
v (0,v2,1) _(0,&,1)_( ﬁi)_( %ﬁ)
3

|'l73|_ 2 V3
02 ++2" +12

Portanto, substituindo em (***) temos:

0 1 0
0 0 0\/x /‘/5/3 0 \/5/3\
160 & o

xl
(xr y/ Z’) <0 3 0 y/ <yl> =0
0 0 3/ \7Z —J/6 V3 z'
/3 0 V/3
3y’2 +32'% 4+ 3x’ = 0. Dividindo os dois membros por 3:
y?+z2%+x =0.

A equacao representa um paraboloide eliptico.



Capitulo 8
RECURSOS COMPUTACIONAIS.

possui um nivel compativel com o curriculo de Matemaética do Ensino Médio. Porém o uso de
recursos computacionais facilita a aprendizagem do educando, além de tornar o contetdo

Vimos no capitulo anterior que o calculo necessario para reconhecer uma quadrica

mais atrativo e curioso.

3D. Além de ser gratuito, € de facil utilizacdo e pode enriquecer bastante as aulas.

O Winplot é uma excelente ferramenta computacional para fazer graficos em 2D e

Mostraremos como usar o aplicativo para gerar e visualizar quadricas.

e

Vamos construir, por exemplo, a elipsoide de equacao:

X2
9

2
Y . 2
+—+2z2=1
1 VA

Ao abrir o programa, devemos selecionar a opgéo 3-dim:

Janela | Ajuda

2-dim F2
 3-dim F3

Admanhar

Mapeador L

Planetas

L4

v

Muostrar arquives recentes
Abrir o dltime arquive

Usar padriao

Sair

Em Equagdo, escolheremos a forma implicita:
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Arquivo do | Ver Mouse Um  Dois Anim  Outros

1. Explicita ... F1
2. Paramétrica ... F2
3. Implicita ... F3
4, Cilindrica ... F4
5. Esférica ... F5

Curva ...
Intrinseca ...

Tubo ...

Ponto
Segmento ...

Plano ...

Recursiva ...

Diferencial ...

Inventario ...

Tamanheo do inventdric ...
Biblioteca ...

Definir fungéo ...

Esconder/mostrar tudo

Ajuda

Escrevemos a equacdo da forma mostrada na figura abaixo, clicando em ok nas

duas janelas:

< %<|2.10000
|-2 10000 <y <|2.10000
|-2.10000 <z <|2.10000

IHH.-"E+_'.-'_'.-'.-"4+ZZ=1

car ezpeszura da linha |'|

[T travar posicio v clip trajetdrias

ak, I cancelarl aiudal ok, I cancelarl

Superficies definidas implicitamente sdo desenhadas por meio de curvas de nivel,
que sdo obtidas clicando no botdo niveis na janela inventario.
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O+yy/d+zz=1

< >

editar | apagarl dupl | n:u:upiarl derivarl familial

aréfico | equan;ﬁn:-l r'u:-mel hiveis | b | fechar |

Os valores de nivel devem ser atribuidos as trés variaveis e depois clicar em auto.

IE? valores de nivel para  w & p ¥ 2

min |-2.10000 nivel previo |

con |2.10000

max |2 10000 prox nivel |
o I:uusu:arnl'vell auto I

[-1.01811 -0.22425.0.93 2 curva de niges
[-0.50518.1.10393,0.81667z curva de niv
[-1.74322,0.83032.0.70000z curva de niv

[0.51834.-1.58721.0.58333z curva de niv v
[-1 ANNRR 1 RA17A N ARRRE? 7 rorea de mie
£ >

WET Ol | WET tu:n:lasl del um | del tndasl

manter mudangas | deszcartar mudancas |

Dessa forma obtém-se a superficie da equacdo dada:
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Capitulo 9
CONCLUSAO

A Geometria Analitica Espacial pode ser explorada no Ensino Médio de forma
bem elementar, utilizando-se da vivéncia do aluno que percebe o formato de uma quédrica ao
ver um baléo dirigivel, uma antena parabdlica, uma obra arquiteténica, ou muitos objetos do
seu cotidiano.

Trazer essa realidade pra sala de aula favorece ao professor diminuir a sua
distancia entre os alunos e destes ao conhecimento. Para tanto o professor deve estar seguro
quanto ao seu dominio sobre o conteldo para que possa transmiti-lo da melhor forma

possivel.



35

REFERENCIAS

FILHO, Manoel Ferreira de Azevedo. Geometria Analitica e Algebra Linear. Fortaleza:

Edicbes Livro Técnico, 2003.

LIMA, Elon Lages. Geometria Analitica e Algebra Linear. Rio de Janeiro: IMPAR, 2011.

BOLDRINI, José Luiz; COSTA, Sueli I. Rodrigues; FIGUEIREDO, Vera Lucia; WETZLER,
Henry G.. Algebra Linear. Sdo Paulo: Editora HARBRA ltda, 1986.

STEINBRUCH, Alfredo; WINTERLE, Paulo. Algebra Linear. S&o Paulo: McGraww-Hil,
1987.



