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RESUMO

A Lei de Newcomb-Benford é uma abordagem probabilistica da distribuicdo do
primeiro digito em ndameros escolhidos aleatoriamente, quaisquer que sejam suas
origens. No decorrer do trabalho veremos definicdes, aspectos probabilisticos,
estatisticos e fatores histéricos que embasam a Lei de Newcomb-Benford (LNB).
Forneceremos exemplos sobre a aplicabilidade e condigbes para o uso desta lei,
inclusive com uma proposta pedagdgica para a educacdo béasica além de expor
resultados obtido através de experimentos praticos. A Lei de Newcomb-Benford afirma
qgue a probabilidade de cada namero de 1 a 9 aparecer como primeiro digito
significativo em uma sequéncia ndo é uniforme, entretanto, seguem uma distribuicao
decrescente de acordo com o valor do digito. Apdés a definicdo serd abordada a
generalizacdo da LNB e algumas propriedades, tais como a invariancia na mudanca
de base e na mudanca de escala. Por fim, veremos que diversos conjuntos de
nameros tendem a seguir a LNB e faremos experimentos com o PIB (produto interno
bruto) e populacédo das cidades brasileiras e casos de COVID-19, além dos resultados

de um experimento pedagdgico.

Palavras-chave: Benford. Estatistica. Teste qui-qudrado.



ABSTRACT

The Newcomb-Benford Law is a probabilistic approach to the distribution of the first
digit in numbers chosen at random, whatever their origins. In the course of the work,
we will see definitions, probabilistic, statistical and historical factors that support the
Newcomb-Benford Law (LNB). We will provide examples on the applicability and
conditions for the use of this law, including a pedagogical proposal for basic education
in addition to exposing results obtained through practical experiments. The Newcomb-
Benford Law states that the probability that each number from 1 to 9 appears as the
first significant digit in a sequence is not uniform, however, it follows a decreasing
distribution according to the value of the digit. After the definition, the generalization of
LNB and some properties, such as the invariance in the change of base and the
change of scale, will be addressed. Finally, we will see that several sets of numbers
tend to follow the LNB and we will do experiments with the GDP (gross domestic
product) and population of Brazilian cities and cases of COVID-19, in addition to the
results of a pedagogical experiment.

Keywords: Benford. Statistic. Chi-square test.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem o objetivo de investigar e expor conceitos matematicos e
alguns fatores historicos inerentes a Lei de Newcomb-Benford (LNB), além de
exemplificar a aplicabilidade e condi¢cdes para o uso desta lei. Deste modo, esse
trabalho € uma ferramenta para aqueles que pretendem aprender sobre o tema.

A Lei de Newcomb-Benford (também conhecida como, lei do primeiro
digito, lei de Benford ou lei dos numeros andmalos) refere-se a uma abordagem
probabilistica de distribuicdo do primeiro digito em numeros escolhidos de maneira
aleatéria. Para iniciar o estudo sobre esse assunto facamos agora 0 seguinte
exercicio: Dada uma amostra unitaria (um namero) oriunda de um conjunto de dados
numéricos qualquer, determine a probabilidade para cada valor de d € {1, ...,9}, ser
primeiro digito desta amostra. Intuitivamente podemos ser levados a afirmar que a
probabilidade para qualguer que seja o valor de dseradel/9 ,ou seja,
aproximadamente 11,11%. Mas se o0 conjunto citado no exercicio obedecer a Lei de
Benford, as probabilidades para os valores de d ficam muito distantes da regularidade

proposta pela solucéo, neste caso a resposta seria semelhante a tabela abaixo:

Gréfico 1 - Distribuicdo dos primeiros digitos
conforme a LNB

35,0% 30,1%
30,0%
25,0%
20,0% 17,6%

,U7%

12,5%

15,0%

! 966
10,0% 8% 51% 46%

Biis

0,0%

794 67%

8

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Lei de Newcomb-Benford afirma que, ao contrario da homogeneidade
gue pode ser esperada, ao escolher aleatoriamente nUmeros quaisquer e calcular as
frequéncias de seus primeiros algarismos significativos ndo nulos, ou seja, algarismos
da extrema esquerda, a probabilidade de obtermos 1 no primeiro digito é de 30,1%, e
de obtermos 2 como primeiro digito é de 17,6% e assim por diante conforme o gréfico

anterior. A regra descrita por essa lei esta presente em diversos conjuntos numericos
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tais como a extensado de rios do mundo e a quantidade de habitantes por cidade no
mundo ou no Brasil. Essa lei também pode ser observada em conjuntos matematicos,
tais como o conjunto das potencias de 2 e a Sequéncia de Fibonacci.

Verificaremos a aproximacgdo da Sequéncia de Fibonacci com a Lei de
Newcomb-Benford. Sendo, F1=1 e F2= 1 os respectivos valores iniciais da Sequéncia

de Fibonacci, recursivamente podemos defini-la pela seguinte férmula:
Fn= Fn-1+Fn-2.

Estes sdo os ndmeros iniciais da sequéncia:

1,1,2,3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, ...

Observemos agora a seguinte tabela.

Tabela 1 - Comportamento dos 100 termos iniciais da sequéncia de Fibonacci

perante a LNB

1° Digito Frequéncia Frequéncia

absoluta percentual
1 30 30 %
2 18 18 %
3 13 13 %
4 9 9 %
S 8 8 %
6 6 6 %
7 5 5 %
8 7 7%
9 4 4%

Fonte: Elaborada pelo autor.

Analisando a tabela é facil perceber a similaridade com os percentuais
propostos pela Lei de Benford, mas ha algumas distor¢cdes bastante acentuadas,
como no caso do algarismo 8. Agora analisaremos através da tabela abaixo o

comportamento dos 1476 primeiros elementos da sequéncia perante a referida lei.
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Tabela 2 - Comportamento dos 1476 termos iniciais da sequéncia de

Fibonacci perante a LNB

v oigto | aerca | Feence
1 301 30,15%
2 177 17,62%
3 125 12,47%
4 96 9,69%
5 80 7,93%
6 67 6,64%
7 56 5,76%
8 53 5,22%
9 45 4,54%

Fonte: Elaborada pelo autor.

Apéds a segunda analise é fato que o comportamento da frequéncia percentual no
primeiro digito € semelhante ao da Lei de Benford.

A Lei de Benford é realmente fascinante e desafia os instintos matematicos,
pode ser objeto didatico para uma aula incrivel, envolvendo probabilidade, estatistica
e diversos conceitos matematicos a depender o nivel da turma, mas ela vai além dos
livros e da sala de aula. A lei do primeiro digito é utilizada para detectar fraudes
financeiras/contabeis, ja foi usada como prova judicial, além de outras aplicacdes.
Atualmente existem diversos trabalhos publicados sobre a aplicabilidade do tema.
Mas se generalizarmos essa lei veremos que as probabilidades podem ir além do
primeiro digito, na verdade é possivel ir até segundo, terceiro, enfim até o enésimo

digito.

1.1 A tabela das Frequéncias para o primeiro digito

Inicialmente vamos verificar uma melhor maneira para definir o primeiro
digito significativo de um numero, ou seja, o digito ndo nulo mais a esquerda em sua
representacdo decimal. Sejam x € R*, podemos escrever cada numero X como o
produto de um m € [1,10) por uma poténcia de base 10, neste caso chamemos o
namero de m de mantissa de x. Isto &,

Xx=m10", com n €Z.
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Assim, temos que a parte inteira de m é o algarismo significativo de x, que
€ comumente denotada por |m/|, e como anteriormente, a LNB trata justamente dos
possiveis valores para |m].

Com base na referida lei podemos afirmar que, para nimeros coletados de
forma aleatoria, a frequéncia P(d) do primeiro digito significativo d, comd ={1,...,9}, é

determinada aproximadamente por
1
10g10 (1 + E)

Ao substituir cada valor de d, obtemos a seguinte tabela:

Tabela 3 - Frequéncia P(d), para o primeiro digito conforme a LNB

P 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P(d) | 0,301 |0,1761 | 0,1249 | 0,0969 | 0,0792 | 0,0669 | 0,058 | 0,0511 | 0,0458
Fonte: Elaborada pelo autor.

Agora podemos afirmar que um conjunto satisfaz a lei de Benford se a

probabilidade para a ocorréncia do primeiro digito significativo d, for a seguinte:

1
P(d) = loglo(d + 1) - loglo d :log10 (1 + E)

Eis, o motivo do grafico 1 apresentado na solucdo do exercicio inicial.

1.2 A descoberta da Lei de Benford
1.2.1 (1881): Simon Newcomb e os livros contendo tabuas de logaritmos

O astrbnomo e mateméatico américo-canadense, Simon Newcomb (1835-
1909), observou que as primeiras paginas das tabelas de logaritmos, livros utilizados
na época para realizar célculos logaritmicos, eram muito mais utilizadas do que as
Gltimas paginas. O fato é que as primeiras paginas eram correspondentes aos
nameros com 0s primeiros algarismos significativos pequenos, como 1 ou 2. A partir
dessa observacao Newcomb prop6s que em qualquer lista de nimeros oriunda de um
conjunto aleatério, a quantidade de numeros que tem “1” como primeiro algarismo
significativo tende a ser maior. Através de suas pesquisas, Newcomb enunciou, por

volta de 1881, a férmula para P(d), que ja vimos na introducdo deste trabalho.
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1.2.2 (1938): Os experimentos de Frank Albert Benford Jr.

Por volta de 1938, Frank Albert Benford Jr (1883-1948) coletou milhares de
nameros de diversas origens, como area e superficie de lagos, tamanho de
populacdes de 3259 locais dos EUA, constates fisicas, dentre outros dados. O total
de nameros utilizados foi superior a 20.000, distribuidos em diversos conjuntos e todos
esses conjuntos seguiam a mesma distribuicdo proposta por Simon Newcomb . Com

isto, essa regra ganhou o nome de lei de Benford.

1.2.3 (1995): Theodore P. Hill

A justificativa rigorosa para esta lei foi demonstrada por volta de 1995, com
os trabalhos do matematico Theodore P. Hill, que conseguiu provar o comportamento

matematico presente nas distribuicdes.
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2 ASPECTOS ESTATISTICOS

Neste capitulo, abordaremos a estatistica e probabilidade que servem

como base para compreensao e aplicacéo da lei de Benford.

2.1 Conceitos iniciais

Pode se dizer que a estatistica € o método cientifico utilizado para o
trabalho de coleta, processamento, organizacdo, andlise e apresentacdo dos dados
de determinada populacdo de estudo, denominaremos esse trabalho de estudo
estatistico.

Entende-se por populagdo o conjunto composto por todos elementos que
detém carateristicas que sdo de interesse de determinado estudo estatistico. O
estudo estatistico censitario € aguele que a abrange diretamente todo elemento da
populacdo. Mas, quando ndo é possivel estudar toda uma populacdo, recorre-se a
apenas uma parte representativa, que € denominada amostra. A amostra é um
subconjunto da populacéo usado no estudo estatistico.

Normalmente o estudo estatistico coleta varios dados, pois ha interesse em
descobrir alguma caracteristica ou tendéncia relacionada a populacdo. Cada
caracteristica especifica € denominada variavel.

Uma variavel é dita quantitativa discreta quando estd associada a
contagem de dados e neste caso sempre assume valores inteiros. Exemplo:
quantidade de alunos aprovados, idade de cada aluno, ou quantas vezes o nimero 1
(um) aparece como primeiro digito significativo em uma lista numeérica aleatéria que
contem 1000 (mil) nimeros.

Uma variavel também pode ser classificada como quantitativa continua,
nesse caso, ela assume valores reais determinados por alguma unidade ou parametro

de medida. Exemplo: altura, peso e preco.

2.2 Apresentacéao dos dados

A analise estatistica dos dados coletados verifica a ocorréncia de

7

determinada variavel, essa ocorréncia é chamada de frequéncia absoluta ou
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frequéncia relativa. Os dados do estudo estatistico sdo normalmente agrupados ou
divididos em classes e apresentados por meio de tabela de frequéncia e gréficos.

« A frequéncia absoluta (f)) € a quantidade, ou o nimero médio de vezes, que um
elemento da populacdo assume determinada carateristica no estudo
estatistico, ou seja, a ocorréncia de uma variavel.

o A frequéncia relativa (fr) é razéo, fragdo ou porcentagem, que a frequéncia
absoluta de cada variavel representa em relagdo a somatoria das frequéncias

absolutas. Assim,
f;
f.==—"
TOXf

Exemplo 2.1. Considere a sequéncia A: a1 = 2a,,n€Zn = 0,e a; = 1.

Com auxilio do software Excel, construiu-se a tabela 4 e o gréfico 2, das frequéncias
do primeiro digito significativo da sucessao dos 1024 termos iniciais de A.

Tabela 4 - Distribuicao

dos 1024 termos iniciais Grafico 2 - Distribuicéo de frequéncia
da sequéncia A perante a relativa da tabela 4
LNB
Primeiro
dl’glto fi fr 9 I 4,950%
significativo S MM 4,950%
1 308 | 31,08% 7 . 5940%
0,
2 181 17,68% 6 6,930%
3 127 12,40%
4 100 | 9,77% > [N 6530%
5 81 7,91% 4 N 9,900%
6 70 6,84% 3 I 12,370%
7 57 5,57% 2 I 15,340%
8 55 5,37% 1 I 31,680%
9 45 4,39%
Fonte: Elaborada pelo autor. Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 2.2. llustraremos uma forma de representacdo com dados distribuidos em
classes. Para isto temos a tabela de frequéncias e o histograma da area dos 184
municipios, incluindo a capital, do estado do Ceara em km? construida com base em
dados expostos pelo IBGE (Instituto brasileiro de geografia e estatistica).
Consideracdes iniciais.

i. A menor e maior area observada respectivamente é 72,68km? e 4262,30 km?.
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([P 1)

ii. O numero de classes “n”, no caso n=13, foi definido pela parte inteira de \/E ,

com p=184 (a quantidade da amostra estudada).
iii. A amplitude das classes “t”, foi definida por, t= (4262,30 -322,28)/13.

iv. Se x estadcontidonaclasse at b,entdoa <x <b.

Tabela 5 - Distribuicdo de frequéncia da &rea dos 184 municipios do estado do

Ceara
Classes fi fr fia fra

72,68 + 394,96 62 33,70% 62 33,70%
394,96 + 717,24 44 23,91% 106 57,61%
717,24 + 1039,52 35 19,02% 141 76,63%
1039,52 + 1361,80 16 8,70% 157 85,33%
1361,80 + 1684,08 8 4,35% 165 89,67%
1684,08 + 2006,36 3 1,63% 168 91,30%
2006,36 + 2328,64 6 3,26% 174 94,57%
2328,64 + 2650,92 1 0,54% 175 95,11%
2650,92 + 2973,20 3 1,63% 178 96,74%
2973,20 + 3295,48 3 1,63% 181 98,37%
3295,48 + 3617,76 1 0,54% 182 98,91%
3617,76 + 3940,04 0 0,00% 182 98,91%
3940,04 + 4262,32 2 1,09% 184 100,00%

Fonte: Elaborada pelo autor.

Gréfico 3 -Histograma da tabela 5
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Fonte: Elaborada pelo autor
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3 PROBABILIDADE
3.1 Conceitos de medida

Definicdo 3.1 Dado um conjunto X, o conjunto das partes de X, P (X), é o conjunto dos
subconjuntos de todo os subconjuntos de X.
Definicdo 3.2 Uma o —algebra de subconjuntos de X é uma familia £ de
subconjuntos de X, isto é, £ c P(X), tal que:

a) ¢ cz;

b) paratodoE € %, seu complemento E€ = X\E € Z;

¢) para toda colegdo {E, },ey €m Z, sua unido U E,€X.
neN

Os elementos de X sdo chamados de conjuntos mensuraveis.
Se I satisfaz a) e b) e, ao invés de c) satisfaz c¢’) abaixo dizemos que é uma algebra.

¢’) DadosE,F € %, suaunido EUF € X.

Exemplos 3.1
a) Existem duas o — algebra de subconjuntos de X que sé@o candnicas sao elas:
Y = {@,X},amenor ¢ — algebra de X, e P(X), a maior o — algebra de X.
b) Considere o conjunto X ={1,2,3,4}
T ={0,{1},{2,3,4},X},e T = {0,{1,2},{3,4}, X} sdo o — algebra de X.
c) O conjunto X = {@, Q, Q%, R}, é uma o — algebra de R.

Definicdo 3.3 Um espaco de medida é uma tripla (X, Z, n), onde:
a) X é um conjunto;

b) ¥ c P(X) é uma o — algebra de subconjuntos de X;
c) u— [0, ] é funcdo tal que:
¢’ u(@) =0;

¢’ (o — aditividade) Se {Ej},en € uma sequéncia disjuta em X, entdo

W (U En) = Z W(En) .

neN
u é dita como uma medida de X.

Dizemos que a sequéncia {E, },ey € disjunta, se nenhum ponto pertence a

mais do E,. Ou seja, se
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EnNE, =@, paratodom,n € N,m # n.
De modo analogo podemos afirmar que, se {E;}ic; Se € uma familia de conjuntos
indexada por um conjunto arbitrario I .Deste modo, I € disjunto se:

Ei NE; = @ paratodoi,j € N,i #j.

3.2 Conceitos de probabilidade

E parte integrante do cotidiano real e pratico das pessoas a convivéncia
com algum tipo de incerteza, mesmo se reduzindo ao maximo o subjetivismo, 0s mais
cautelosos se depararam com situagées que podem néo controlar totalmente. Mas,
apesar das incertezas serem uma realidade, existe um ramo da matemética que nos
ajuda a quantificar as possibilidades para o desfecho de determinadas situacdes com
base nos seus possiveis resultados, essa area da matematica é a probabilidade.

O objetivo da probabilidade é estudar fenbmenos que ocorrem ao acaso,
ou seja, aqueles em que nao ha exatiddo para o seu resultado. Neste capitulo iremos
estudar alguns aspectos da probabilidade necessarios no estudo da lei de Benford.
Definic&o 3.4 (Experimento aleat6rio) E uma experiéncia qualquer cujo resultado néo
€ conhecido e ndao depende da quantidade de repeticbes desse experimento. Onde
h& pelo menos dois resultados possiveis e 0 maximo de informacéo disponivel antes

de sua realizacéo sdo as chances para seus resultados.

Definicdo 3.5 (Espaco amostral) E o conjunto de todos os resultados de um
experimento aleatério. E comumente designado por Q. O espaco amostral pode ser
discreto ou continuo.

I. O espaco amostral discreto ocorre quando este € um conjunto enumeravel. Por
exemplo, o langamento de uma moeda. Q = {C, K}, onde C = CARA e K =
COROA.

II. O espago amostral continuo é quando contém um ou mais intervalos. Por
exemplo, o tempo de vida de uma lampada (célula, organismo, processo,
etc...).

Q={xeR:x>0}=(0, +~) = R*".
Definicéo 3.6 (Evento) quaisquer subconjuntos do espaco amostral Q. Normalmente
€ denotado por uma letra maiuscula. Podemos classificar um evento das seguintes

maneiras. Um evento A é :
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a. certoseA=Qouseja, xEAox€eN

b. simples quando A tem apenas um unico elemento,

C.

impossivel quando A é conjunto vazio (9).

Por outro lado, dois eventos, A e B, sdo ditos incompativeis (ou mutuamente

exclusivos) se sua intersecgao é vazia, ANB = @.

Exemplo 3.2 Para um unico langcamento de um dado honesto, com 6 faces numeradas

de um a seis, verifica-se o numero da face que ficara voltada para cima.

a.
b
C.
d

e.

Nesse experimento o espago amostral é Q = {1,2,3,4,5,6}.

. O evento é certo quando o subconjunto A de Q for A={1,2,3,4,5,6}.

Evento: Obter um nimero primo. A={2,3,5} c Q..

. Evento: Obter um nimero que seja primo e também seja par. A={2} c Q

“‘Evento simples”.

Evento: Obter um nimero maior que 6. A = @.

Definicao 3.7 (Kolmogorov (1903-1987)): Sendo F uma o-algebra do espa¢co amostral

Q, probabilidade é uma funcao

PZF—>[0,1]

gue satisfaz as seguintes condi¢des:

Para todo evento A,0 < P(A) < 1, para qualquer A € F.
P(Q) =1,
Se A ={Ay, Ay, ..., Ay}, nnatural, A; N Aj = @, com i, j naturais, entdo:

P(A) = XL, P(A).

A tripla (Q,F,P) é chamado de espaco de probabilidade.

Proposicédo 3.1 Se A e B sdo eventos, entio:

. (Q\A) =ACc A— P(A®) =1-P(A).
Demonstracdo: 1 = P(Q) = P(A U A®) = P(A) + P(A%).
Dai, P(A®) = 1 — P(A).

. P(@)=0.
Demonstracdo: P(Q) = P(QU @) = P(Q) + P(@), pois QN @ = Q.
Logo, P(@) = 0.

. P(A\B) = P(A) — P(A N B).
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Probabilidade de A ocorrer dado que B ocorreu.Demonstragido: P(A) =
P[(A\B) U (AN B)] = P(A\B) + P(AnB),

pois (A\B)n (AN B) = @.

Dest modo, P(A\B) = P(A) — P(A N B).

IV. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A N B).
Demonstracdo: P(A U B) = P[(A\B) U B] = P(A\B) + P(B), pois
(A\B N B) = @. Como P(A\B) = P(A) — P(A n B), resulta que
P(AUB) = P(A) — P(ANB)

V. Se A > Bentdo,P(A) = P(B).
Demonstracdo: Como P(A\B) = P(A) — P(A N B),se A c B,entdo
P(A\B) = P(A) — P(B).Como P(A\B) = 0, temos P(A) > P(B).

3.3 Interpretacbes da probabilidade

Subjetivamente, a probabilidade para ocorréncia de um evento, é usado
como indicativo para induzir ou medir o grau de crenga na ocorréncia deste evento.

Mas veremos a seguir interpretaces objetivas da probabilidade.
3.3.1 Interpretacéo de Laplace (1749-1827) “classica”

Seja um experimento com espaco amostral finito onde todos os resultados
Sa0 equiprovaveis, ou seja, 0s eventos simples possuem a mesma importancia. A
interpretacdo classica diz que a probabilidade para um evento A ocorrer é a razao
entre 0 numero de elementos de A, representado por #A, e o nimero de resultados

possiveis e presentado por #Q.

P(A) = A,

#Q
Exemplo 3.3 Determinado setor de uma empresa tem 20 funcionarios, sendo um
gerente, dois coordenadores, sete analistas e dez assistentes administrativos.
Ocorrera um sorteio com participacdo exclusiva dos referidos funcionarios. Sabendo

gue todos eles tém as mesmas chances, a probabilidade do gerente ser sorteado é
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P(1) = % ja a probabilidade de um analista ser sorteado é P(7) = % e a probabilidade

de um coordenador ou assistentes administrativos ser sorteado é P(12) = %

3.3.2 Interpretacéo Frequentista

A probabilidade de um evento com espac¢o amostral finito onde todos os
eventos sdo equiprovaveis, € o limite da frequéncia relativa deste evento quando o

namero de repeticdes deste experimento tende ao infinito.

f
Sendo f,,(A) o nimero de ocorréncias do evento A entdo, P(A) = lim n@) .

n—oo n
Ainda sobre exemplo 3.2, com base na interpretacao frequentista de probabilidade se
fizéssemos 200 sorteios, cada funcionario teria a mesma chance de ser sorteado em

cada um dos 200 sorteios. Deste modo, as probabilidades se manteriam para cada

sorteio: P(gerente) = 21—0 , P(analista) = % , P(coordenador ou assistente administrativo)

3 . v~ . .
=€ guanto maiores forem as repeticbes dos sorteios mais o0s resultados devem se

aproximar destes apontamentos.
Exemplo 3.4 Tendo como base o exemplo 3.2, considere i, com 1 <i < 6. Ap6s um

lancamento.
a) A probabilidade de um numero i, estar na face voltada para cima é: P(i) = % :
b) Qual probabilidade de i ndo estar na face voltada para cima?

Nesse experimento, Q ={1,2,3,4,5,6}, portanto P(Q) = g =1.

Deste modo a probabilidade de i, ndo ocorrer é: P(Q) — P(i) =1 —% = z

c) Qual a probabilidade de ocorrer um i, de modo que i seja multiplo de 2 ou de
3?
Observe que os multiplos de 2 e de 3 sdo os elementos dos conjuntos A e B
respectivamente.
A={2,4,6};B={(3,6}.
Note que (AN B) # @, entdo P(AU B) = P(A) + P(B) — P(ANn B).

Deste modo;

. 3 2 1 2
P(l):g+g—g:§.

d) A probabilidade de ocorrer um i divisor de 5 € menor que a probabilidade de

ocorrerj,com1 <j<6,impar?



27

Considere os conjuntos: A={1,5} e B ={1,3,5}, observe que Ac B,i € A;j € B.

Deste modo podemos perceber:

2 3
P(i) = e P(j) = A P() < P()).

Exemplo 3.5 Considere urna contendo 5 bolas e 0 seguinte experimento. Sortear

duas bolas, uma ap0s a outra, sem reposi¢ao, ou seja, apds o primeiro sorteio ficam

somente 4 bolas para o segundo sorteio, sabendo que as bolas estdo numeradas de

1 a 5 e tém probabilidades idénticas. Qual a probabilidade da segunda bola sorteada

conter um ndamero primo?

Representemos: ocorrer uma bola contendo um ndmero primo por g e ocorrer uma

bola contendo um nimero ndo primo por ~q. Isto posto, a tabla abaixo mostra os dois

cenarios possiveis para g no segundo sorteio.

19 Sorteio 22 Sorteio
Cenario 1 q q
(Cy)
Cenario 2 ~q q
(C2)
Para o 12 sorteio temos que: P(q) = % e P(~q) = % . Deste modo, para ocorrer q no 29
sorteio é: P(C,) + P(C,) = g * Z + E * % = % = %

Observacoes:

Ha 5 possiblidades para o primeiro sorteio e 4 possibilidades para o
segundo sorteio, deste modo o espago amostral Q é composto 20

(1,2); (1,3); (1,4); (1,5)
(2,1); (2,3); (24); (2,5)
eventos. Q=< (3,1); (3,2); (3,4); (3,5) ;.
(4,1); (4,2); (4,3); (4,5)
(5,1); (5,2);(5,3); (54)

Ha 3 possibilidades para acontecer g no primeiro sorteio e 2
possibilidades para ocorrer no segundo sorteio. Portanto ha 6
eventos favoraveis ao  (Cu). Conforme o  conjunto
E1={(2,3);(2,5);(3:5);(3,2):(5,2);(5,3)}-

Ha 2 possibilidades para acontecer ~q no primeiro sorteio e 3
possibilidades para ocorrer g no segundo sorteio. Portanto ha 6
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eventos favordveis ao (C2). Conforme o  conjunto
E»={(1,2);(1,3);(1;5);(4,2);(4,3);(4.5)}.

¢ Portanto:

6 3 6 3
P(C1)=5=E eP(C2)=%=E
3

<

Definicdo 3.8 Dados dois eventos A e B, com P(A) # 0 a probabilidade condicional
de B na certeza de A é:

P(ANB)

P(B\A) = — N

Exemplo 3.6 Conforme o exemplo 3.5.

a)

b)

Qual a probabilidade de sair no segundo sorteio uma bola contendo um niimero

primo, sabendo que no primeiro sorteio saiu uma bola contendo um Gmero par?

Inicialmente vamos observar os seguintes pontos:

Ja vimos que o espago amostral Q € composto por 20 eventos.

Ha 8 eventos em que no primeiro sorteio ocorre uma bola contendo um Umero
par conforme o conjunto A={(2,1); (2,3); (2,4); (2,5); (4,1); (4,2); (4,3); (4,5)}.

Ha 12 eventos em que no primeiro sorteio ocorre uma bola contendo um Umero
par conforme o conjunto:

B ={(1,2); (1,3); (1,5);(2,3); (2,5); (3,2); (3,5); (4,2); (4,3); (4,5); (5,2); (5,3)}.

(AnB) ={(23);(25); (4,2); (4,3), (4,5)}.

Deste modo temos que:

Qual a probabilidade de sair uma bola contendo um nimero par e em seguida
ocorrer uma bola contendo um namero impar?

Pela definicdo 3.8, temos que P(A N B) = P(A)P(B\A).

Um numero ou é par ou € impar, portanto, portanto para o primeiro sorteio
gueremos ocorra um numero do conjunto P={2,4} e para o0 segundo sorteio

gueremos que ocorra um numero do conjunto 1={1,3,5}. Deste modo, a

- ;2,3 3 . ~ , -
probabilidade é : * L = 15+ POis nao h& reposicao de bolas.
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Exemplo 3.7 (Profmat-MA12) Uma moeda com probabilidade de g de dar cara, é

langada 40 vezes.

a)

b)

Explique por que a probabilidade p, de se obter k caras nos 40 lancamentos é

e /1
Pi = Caok (5) (5)

dada por

40-k

para k =0,1,2 ...,40.

Explicagé@o: Ha Cyo x = (40!

com k caras em 40 langcamentos, cada uma com

1

probabilidade (g)k (5)4°_k.
Calcule para quais valores de k tem-se py,1 > Pr-
==l OO B O NO RO NO N

Ou seja, se e somente se
1 1 1

2
_*_ — -,
3

k+1 3 40-k
Portanto, py11 > px © 40—k >2k+2 o k< 3?8 Deste modo k < 12, pois k € Z.
Utilize b) para obter o valor de k para o qual a probabilidade de se obter k caras
€ maxima.
Por b) temos que
ko <ki <k, <. <kiy;<kiz,eque kiz=kyy =kis <= kzg = kyp.
Embora valham, de fato, as desigualdades estritas, se for aplicado raciocinio

analogo aquele feito em (b). O valor maximo, ocorre, portanto, em k = 13.

3.3 Medida de probabilidade

Definicdo 3.9 Dado um espaco de medida (X, Z, u), dizemos que € um espago de

probabilidade se u(Q2) = 1. Neste caso denotamos a media u por P e dizemos que

(X,Z,P) € um espaco de probabilidade.

e () (espaco amostral).

e Os elementos da o — algebra X sdo os eventos.

e Acada A € ¥ associamos sua probabilidade P(A).

e A funcgdo mensuravel X: ) - R é chamada de varavel aleatoria.

e Aintegral [ XdP chamada de esperanca da variavel aleatéria X, E(X).
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e Uma sequéncia {X,},ey de varavel aleatéria, refere-se um processo com
variavel aleatéria discreta.
e Uma familia {X;}cg de varavel aleatéria, refere-se um processo com variavel

aleatéria continua.

Exemplo 3.8
a) Considere o lancamento de dois dados no mesmo instante, um exemplo de
processo probabilistico com varidveis discretas € processo variaveis discretas
X, igual a soma da face de ambos os dados que fica virada para cima em cada
langamento.
b) O valor de uma agdo a cada instante de tempo é um exemplo de processo com

variavel aleatdria continua.
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4 VARIAVEL ALEATORIA

Definicdo 4.1 Dado um experimento aleatorio, com o espaco de probabilidades
(Q,F,P), chamamos de variavel aleatéria X é qualquer funcdo X : Q - R de modo
que:
X1T={weQLX(w)EI} EF

para todo intervalo I c R, ou seja, X é tal que a imagem inversa de qualquer I c R
pertence a o-Algebra F.

Deste modo, podemos dizer que uma variavel aleatéria € uma funcao real,
definida no espaco amostral Q de um experimento aleatorio, ou seja, € uma funcao

gue associa qualquer elemento de Q um namero real.

Exemplo 4.1 Considere 0 seguinte experimento: langar uma moeda n vezes e

verificar a face da moeda que fica virada para cima.

Podemos associar o resultado de cada langamento aos numeros 1 e 0 da

seguinte forma:

CARA -1 COROA - 0.

Dessa forma o resultado do langamento de uma moeda n vezes pode ser associado
a um vetor com n entradas iguais a 1 ou 0, dependendo do resultado em cada
langamento. Por exemplo, o resultado de lancarmos uma moeda 5 vezes e obtermos

a seguinte sequéncia:

CARA, CARA, COROA, CARA, COROA

€ representado pelo vetor (1, 1, 0, 1, 0).

Temos entao:

e (,: Espaco amostral contendo todas as possibilidades de resultados, de acordo
. e . {0’1} XX {0'1} .
com a nossa identificacao, Q,, = {0,1}" = .. Ou equivalente,

W

0 VEZES

Q, ={w = (w4, ... ,w,) de modo que w; € {1,0},1 <i < n}.
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e A,:Evento de obter CARA k vezes. Obesrve que 4, C (,,.

e F: Os conjuntos mensuraveis. No caso F é o conjunto das partes de (,, ou
seja, F=2%,

e P: A medida de probabilidade. Nesse caso dado, dado w € Q,, definimos:
P(@) =0, P(w) =5, P(Q,) = 1.

Além disso, dado 4, € F, consequentemente 4, € 2%, temos

P(A) = ) P(w).

wWEA

Como A, possui exatamente (Z) elementos, temos que

ZTL

(i) ™)
Py =y — = K/
k - zn - *
1
e X:Q, — R é avariavel aleatoria definida por

X(w) = zn: w;,
i=1

onde w = (w4, ... ,wy,) € X conta quantas vezes obtivemos CARA.

Observe que In (X)={0,1,...,n} e X (k)=A«, portanto a probabilidade de obtermos
exatamente k CARAs em n langamentos sera

(ic)

P(X=k) = P(Ax) ==

Considerando determinado experimento aleatério, sendo X uma variavel

aleatéria que pode assumir valores do conjunto {x;,x,,-,x,} a probabilidade de
ocorréncia para cada valor de X é chamada de distribuicdo de probabilidade.

Se os valores de X form&o um conjunto enumeravel de pontos da reta,

dizemos que X é uma variavel aleatoria discreta. Por outro lado, se X assume valores

em um intervalo de niUmeros reais, X é uma variavel aleatéria continua.
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4.1 Definicéo e propriedades da Funcéao de Distribuicéo

Definigdo 4.2 Fungéo de Distribuicdo Acumulada.
Dada uma variavel aleatoria X, a funcéo de distribuicdo acumulada de X é definida
por:
f(x) = PX < x) € [0,1].
Proposicéo 4.1 Propriedades da Funcéo de Distribuigao
Seja f a funcdo de distribuicdo de alguma variavel aleatéria X. Entdo f
satisfaz as seguintes propriedades.
. limf(X)=1 e Ilim fX)=0
X—00 X—>—00
Demonstracdo:lim f(X) = imP(X < x) = P(X < ) = P(X < ) = P(Q) = 1.
X—>00 X—>00
lim f(X) =limP(X<x) =P(X< o) =P(X < —w) =P(@) =0.
X—>—00 X—00
[I. fétalque:a <b - f(A) < f(B) (f € ndo decrescente)
Demonstracdo:a < b, implica o evento {X — a} € {X — b},com isto,
P({X —a}) < P({X —b}),logo, f(A) < f(B).

[Il. fétal que: f(b*) = llli_r)r(l) f(b + h) = f(b)
Demonstracéo: %1123 f(b+h) = f(b) = EL%P(X <b+h)
= imP(X<bUb<X<b+h)
= lim{P(X <b) +P(b <X < b +h)}
=P(X<b) +JimP(b <X <b+h)

= P(X<b) + P(X =b) = P(X < b) = f(b).

Exemplo 4.2 Seja X uma variavel aleatoria e f a sua funcéo de distribuicdo, com a,b €
R e a<b. Determine as seguintes probabilidades em termos de f.

a) P(X = a).

PX=a)=P(X<a)—-PX<a)=f(a) — hlirg)JrP(XSa+h)= f(a) — hlirglJrf(X <a+h).

b) P(a <X < b)

Pla<X < b)=P(X<b)-P(X<a)=PX<b)—(P(X<a)—-P(X=a))

= f(b) — f(a) + P(X = a).
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4.2 Funcéao Densidade de probabilidade

Definicdo 4.3 Uma variavel aleatoria continua X com funcéo de distribuicdo F é dita

como absolutamente continua quando existe uma funcdo néo negativa ¢ tal que
+00
1= f @ (t)dt,paratodox € R

Nesse caso a funcéo ¢ € denominada funcao densidade da variavel aleatoria X.

Proposicdo 4.2 Seja X uma variavel aleatoria continua com funcdo densidade

¢ eab € R,a<b. Entéo,

b
P(aSXSb)zf @ (t)dt

a

Demonstracéo:
a
Quando a = b,temos x = a,logoP(a <X <b) = f @ (Hdt=0.
a
Isto posto, considerando o exemplo 4.2 temos que: P (a < X < b) = f(a) — f(b).

X
Por outro lado, f(x) = j @(t)dt,para todo x € R, com isto:

f) = [* e®dt e f®) =" e®dt
Agora temos que;

b
P(a< X <b) = f(b) — f(a) = f @(Odt — f(b) = f

— 00

a

b
e)dt = fcp(t)dt.

Definicdo 4.4 (Esperanca de Varidvel Aleatéria Continua) Seja X uma variavel
aleatéria continua com funcéo densidade de probabilidade ¢. Define-se a esperanca

(ou média ou valor esperado) de X como:

E(X) = f X (T)dy.

Definicdo 4.5 Variancia de Variavel Aleatoria Continua. Seja X variavel aleatoria

continua tal que E(X) € R. A variancia de X é definida como

v(X) = E [(x - E(X))Z] - foo(x —EX) @ (T)dx
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4.3 Distribuicdo Normal

A distribuicdo normal é caracterizada pela seguinte Funcdo de Densidade
de Probabilidade cujo grafico em forma de sino (uma curva):
1(x—u

2
e_ET),—oo<x<oo-

o) = ovV2am

A Curva normal é especificada usando dois parametros: a média da
distribuicdo p , e o desvio padréo o, que é raiz quadrada da variancia o?.Deste modo

denota-se por N((i, 0). O grafico abaixo mostra alguns exemplos.

Gréfico 4 - Funcao densidade de Distribuicéo

Normal com alguns N(u, o)

'f(x)

N(0,1) N(41)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observac¢des importantes:
I. A areatotal sob a curva é igual a 1.

II. A média p refere-se ao centro da distribuicdo (existe simetria em torno de
M) ja desvio padrao o relaciona-se ao espalhamento (ou achatamento) da
curva.

lll.  Seja Z a variavel com distribuicdo normal com média = 0 e variancia = 1,

neste caso temos a distribuicdo normal padrao de probabilidade:

lZZ
27— <x< o

X) =—e

(%) Nz
IV. Qualquer distribuicdo normal com média y e desvio padrdo d pode ser
transformada, para efeito de célculo de probabilidades, na distribuigdo

normal padrdo, através seguinte mudanca de variavel:
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4.4 Distribuicdo qui-quadrado y 2

Karl Pearson por volta de 1900, apresentou o teste qui-quadrado
simbolizado por y?. Este teste ndo depende de parametros populacionais como média
e variancia, trata-se basicamente de comparar as frequéncias esperadas (Fe) e
frequéncias observadas (Fo), em busca de possiveis divergéncias.

O teste x? permite verificar se certos dados seguem determinada
distribuicdo de probabilidade. Logo é viavel utilizar esse teste para verificar se n

nameros seguem a lei de Benford (Rousseau e Saint-Aubin,2015).

Definicdo 4.6. Uma variavel aleatdria continua X tem distribuicdo qui-quadrado

com ¢ graus de liberdade se sua funcéo densidade for dada por:

_ 1 (_Q)_l (_E) — w—1,x
f(x)—(p—x 2/ "e\V2); 90> 0,x >0, sendoT'(w) = x®"te*dx, w > 0.
22 r(ﬂ) 0

2
Chamemos X de xZ (Qui-quadrado).

[oe]

Exemplo 4.3 A funcdo densidade de probabilidade (fdp) qui-quadrado esta

representada graficamente para alguns valores de @:

Gréfico 5 - Funcao densidade de probabilidade representada graficamente para
alguns valores de ¢.

| f(X?)

w=1
|

20 30

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Definicdo 4.7 Se as variaveis aleatorias independentes xi com i={1,2,..., ¢} e @ €N
admitem; (py, 1, ... , 1y) € (0%,0%, ... ,02 ) como suas distribui¢des normais de média,

e variancia respectivamente, entao,
O]

2 ()
i = (A=) =z
Gi i=1

i=1

segue uma distribuicdo qui-quadrado com ¢ graus de liberdade.
Considere um conjunto de dados C, graus de liberdade é a quantidade de
elementos de C que podem variar apos a insercao de determinadas restricdes a todo

¢ € C. Por exemplo: considere a seguinte de um conjunto composto por n numeros

X1, Xn

inteiros: {x,,-:-,x,} de modo que = S .Agora, observe que, se n — 1 nimeros

variassem de forma independente seria possivel atribuir ao x; que nao variou
independentemente um valor numérico de modo que nédo houvesse variacdo em S.
Ou seja, se restringissemos a este contexto um S constante teriamos ¢ = n — 1 graus
de liberdade (quantidade de numeros que podem vaiar independentemente).

Além do que é exemplificado nesse trabalho ha diversas aplicabilidades e
interpretacdes para grau de liberdade ¢ , tanto na matematica como na estatistica, e
conforme o contexto da aplicacao existem procedimentos para determina-lo.

Para o cenario da LNB (verificar se ha discrepancia significativa entre
determinado conjunto de dados e a LNB), podemos determinar ¢ = K—1,onde K é a
guantidade de digitos que que podem assumir a determinada posicéo que esta sendo
analisada. Por exemplo, para conjuntos de numeros na base 10, hd K=9 nove
possibilidades para o primeiro digito e K=10 possiblidades para o segundo digito,
portanto nesse contexto temos ¢ = 8 e ¢ = 9 respctivamente.

Exemplo 4.4 Se X é uma variavel aleatéria com distribuicdo normal padronizada,
entdo, X?segue uma distribuicéo )(5, com @=1.

Pondo X?=A, temos que:

1 (Vo -2
P(A<a) = P(—Va < XVa) =\/T_nj\/—erx.

Como a fung&o normal padronizada é simétrica em torno do eixo vertical 0, pois p =0,
temos que:

1 Va _,2 2 Va _,2
— ez dx = —f e 2 dx.
\/an_ﬁ V2mJy
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Agora, pondo y = +/a e temos que % = yT equerl (%) =+/mr , deste modo
a 1 1 1 1 1
PA<a)=—| y Ze 2dy=— 1yfe_Zdt
e 221 (5

Portanto X ? segue uma distribuicdo y?.

4.4.1 Tabela de distribuicdo qui-quadrado y? .

Apresentaremos agora a tabela qui-quadrado, nela veremos o xZ,
(qui-quadrado tabelado) que esta relacionado ao grau de liberdade ¢ e a significancia

a. Entende-se por a a area caudal a direita sob a curva conforme a grafico 6.

Gréfjco 6 - Representacao gréafica da tabela qui-quadrado.
fix*)

1-a
{Area branca sob a curva)

(Valor numérico que aparece na tabela)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 4.5 Admitindo: ¢ =9 e a = 5%.
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Grafico 7 - Representacao gréafica da Fdp qui-quadrado com ¢ =9 e a = 5%.

fix%)

5% de drea sombreoda
5% de arva sombrrado

Fonte: Elaborada pelo autor.

Observe gque P(X < x) trata-se da area na cinza a esquerda da distribuicéo, isto posto,
temos que: P(X<x) =1-P(X>x) =1-a. Facamos entao as seguintes consideracdes:
o valor da abscissa a direita € chamado qui-quadrado superior (x? = 16,9) e esta
tabelado com as seguintes bases: ¢ = 9,a = 5% . J& 0 valor da abscissa a esquerda,
chamado qui-quadrado inferior (x? = 3,3) esta tabelado com as bases: ¢ =9ea =
1 - 0,05=0,95 =95%.

4.4.1.1 Interpretacdo da Tabela de distribuicdo qui-quadrado (°)

Tabela 6 - Distribuicdo qui-quadrado (y?) para os valores de x para a =
P(X > x), com variavel aleatoria X

® o

O x%,, de uma variavel aleatéria X que deixa a
‘ sua direita determinar area «a, para a =

P(X = x), com ¢ graus de liberdade.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A seguir temos uma tabela de distribuicdo qui-quadrado (y?) que sera util para

verificarmos se um conjunto esta em conformidade com a Lei de Benford
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Tabela 7 - Valores tabelados de
x2, para alguns valores deae ¢
Grau de a=P(X=x)

liberdade: ¢ [ 1004 5% 1%

2,71 | 3,84 6,64
4,60 | 5,99 9,21
6,25 | 7,82 11,34
7,78 | 9,49 13,28
9,24 | 11,07 | 15,09
10,64 | 12,59 | 16,81
12,02 | 14,07 | 18,48
13,36 | 15,51 | 20,09
14,68 | 16,92 | 21,67

10 15,99 | 18,31 | 23,21
Fonte: Elaborada pelo autor.

OO N[OOI W|IN(F-

Segue no anexo 2 uma tabela de distribuicdo (¥?) com 100 graus de liberdade.

4.4.2 Procedimentos do teste y?: uma abordagem voltada a LNB

Seja € um experimento aleatorio realizado n vezes dotado de (Ey,Ez,..., Ex),
K eventos, de modo que para cada evento Ei haja uma expectativa de frequéncia ja
determinada, ou seja, ha (F1,F2,...,Fk) frequéncias esperadas. Deste modo o do teste
x° serve para verificar se ha discrepancia entre fraqueias (f1,f2,...,fx) observadas no
experimento para cada evento Ei e as frequéncias esperadas. Em outras palavras,
para cada Ei temos as frequéncias Fi (esperada), fi (observada no experimento) e o
teste serve para verificar fi é estatisticamente condizente Fi. Andrade Martins (2010),
no livro Estatistica Geral e Aplicada, explicita os procedimentos que usaremos para a
aplicacdo do teste y2.

1. Enunciar as hip6teses Ho (ndo hé& discrepancia entre as frequéncias
observadas e esperadas) e Hi(h& discrepancia entre as frequéncias
observadas e esperadas).

2. Escolha a, o nivel de significancia do teste (podemos determinar
a=5%, este valor trata de uma probabilidade de erro). Determinar o
grau de liberdade: @ = K-1. No caso da LNB, se a base é 10 entdo ¢
= 9-1=8.

3. Determinar x2,, conforme a equac&o abaixo:
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K
2 (fK - FK)Z
Xcal = TR,
i=1 K

4. Verificar na tabela de destruicdo Qui-Quadrado, o valor tabelado

conforme a e ¢ determinados (chamaremos esse valor de x7,,).

5. Conclusdo: Se x?%,, < x%,, ndo rejeitamos Ho (ndo ha discrepancia

entre as frequéncias observadas e esperadas). Por outro lado, Se

x2, > x2,, rejeitamos Ho (conclui-se com, com risco a, que ha

discrepancia entre as frequéncias observadas e esperadas, ndo hi

adequacao).

Exemplo 4.6 Verificar a adequacédo dos valores da tabela 4, do exemplo 2.1, com a

LNB, pondo: a=5% e observando que ¢ = 8, construimos a seguinte tabela.

Tabela 8 - Distribuicdo dos primeiros digitos
dos 1024 termos iniciais da sequéncia A e
teste qui-quadrado.

Digito | fao fro Fae Fre XZal
1 308 | 30,08% | 308,22 | 30,10% | 0,00016
2 181 |17,68% | 180,33 | 17,61% | 0,00252
3 127 | 12,40% | 127,90 | 12,49% | 0,00630
4 100 | 9,77% | 99,23 | 9,69% | 0,00604
5 81 7,91% | 81,10 | 7,92% | 0,00013
6 70 6,84% | 68,51 | 6,69% | 0,03260
7 57 557% | 59,39 | 5,80% | 0,09634
8 55 537% | 52,33 | 5,11% | 0,13661
9 45 4,39% | 46,90 | 4,58% | 0,07691

Totais | 1024 1 1024 1 0,35760

Fonte: Elaborada pelo autor

fao: Frequéncia
absoluta observada.
fro: Frequéncia relativa
observada.

FaE: Frequéncia
absoluta esperada pela
LNB.

Fre: Frequéncia
relativa esperada pela
LNB.

Observando a distribuicdo qui-quadrado na tabela 7 temos que: x2,, < x2,, portanto

nao ha discrepéancia entre as frequéncias observadas e esperadas.
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5 A LEI DE NEWCOMB-BENFORD

Como ja vimos na introducdo deste trabalho a LNB afirma que ha uma
frequéncia aproximada para os primeiros digitos significativos dos elementos de um
conjunto de numeros coletados de forma aleatdria, conforme as tabelas 1 e 3.
Também vimos que um conjunto satisfaz a lei de Benford se a probabilidade para a

incidéncia do primeiro digito significativo d, com d € {1, ..., 9}, for:
P(d) =logo(d + 1) —logyo d =logyg (1 + %)

Com base em P(d) temos que os menores digitos tem maiores probabilidades. E

considerando d € N,e1 < d <9 observa-se que:

Z logy, (1 + ) Z logys (1 al d) i (log1o(d + 1) — logyo d) =

=1

log;o 10 —log;, 1 = 1, isto posto, temos que;

P(D <d) = Z P(6) = z (1+%)=10g<1_[ (1+%)>=log(d+1).

1<6=d 1<6=d 1<6=d
Sendo M a mantissa, podemos determinar que de fato, a LNB expressa
uma situacéo de probabilidade continua, uma vez que a probabilidade para m=i trata

da probabilidade de m pertencer ao intervalo [i,i+1), conforme tabela a seguir:

Tabela 9 - Classes e frequéncia relativa conforme a LNB.

Classes | Freq. Relativa
12 30,10%
23 17,61%
34 12,49%
4+5 9,69%
516 7,92%
67 6,69%
7+-8 5,80%
8+9 511%
910 4,58%

Fonte: Elaborada pelo autor

Segue a seguir um histograma com a representacao da tabela anterior.
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Gréfico 8 - Histograma da frequéncia relativa conforme a LNB.

40,00% Representagao da LNB por histograma
30,10%
30,00%
20,00%
0,
10,00% 792 669%  S80% 511% 4 58%
0,00%

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fonte: Elaborado pelo autor.
Definicdo 5.1 Uma variavel aleatéria M com valores em [1,10) segue a lei de
Newcomb-Benford se sua fungéo densidade € dada por:

1
—,x € (1,10),
o(x) ={xlog10 x€l )

0, x & [1,10).

Gréfico 9 - Funcéo densidade da lei de Newcomb-Benford.

0 | 2 ) : b 6 T ] 0

Fonte: Elaborado pelo autor.

Comoa <M < b, com base nas definigdes 5.1 e 4.3 temos que;
b
Pla<M<b)= .[ p(x)dx.
a

Agora, observe que a probabilidade;

dx =—— (In(i + 1) — In(D))

1+1
P(i)=P(iSM<1+i)=f
;  xIn10 In10

1 (ln1+i>=ln(1+%)

1
~n10 i n1o - 1810 (1 +?)'
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Portanto a definicdo 5.1 de fato generaliza a LNB, deste modo é possivel
determinar a probabilidade da ocorréncia de determinado digito b, com b € {0,1,2 ..., 9}
como segundo, terceiro ou enésimo algarismo significativo de uma mantissa M. Logo,
podemos , de modo discreto, verificar que a probabilidade para by, by, :*-, b, estarem

respectivamente como os primeiros k-ésimos digitos significativos € definida por;

1
log1o (1 + —blvblv"'vbk) .
Exemplo 5.1 A probabilidade de um numero comegar com os digitos 4, 5 e 6

respectivamente é

logyo (1+ =) =logyo (5o ) = 0,00095 = 0,095%.

Exemplo 5.2 Qual a probabilidade para o digito 0 ser o segundo algarismo significativo
de uma mantissa M?
Como ja conhecemos a generalizacdo da LNB, para determinar tal probabilidade
basta calcular o conjunto,

P=[1;1,1)u[2;2,1)U[3;3,1)U [4;4,1) U [5;5,1) U [6;6,1) U [7;7,1) U [8;8,1) U[9;9,1)

portanto temos que,
P = 10g10 (1 + 11_0) + 10g10 (1 + %) + + lOglO (1 + %) = 0,11968

Logo, podemos afirmar que a probabilidade para o digito 0 ser o segundo algarismo é

0,11968, pois tal fato ocorre quando a mantissa M pertence ao conjunto P.

5.1 Invariancia da mudanca de escala e mudanca de base

O matematico estadunidense Theodore P. Hill, por volta do ano de 1995,
formalizou e justificou rigorosamente a LNB. Com base no trabalho de Hill € possivel
afirmar que de fato a LNB é invariante na escala, sendo na verdade a Unica lei de
probabilidade com essa propriedade, além de ser a Unica lei de probabilidade néo
trivial que é invariante na mudanca de bases. Os argumentos de (Rousseau e Saint-
Aubin,2015) foram usados como base para os exemplos deste capitulo,

Definicdo 5.2 Seja M uma mantissa, entdo o espaco de probabilidade sobre M é

(R*,M,P), onde m € M.

Definicdo 5.3 Um espaco de probabilidade P em (R*, M, P) é invariante na escala se
Vs € R,VS € M, P(S) = P(Ss)
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As seguintes propriedades mostram que a LNB é de fato invariante na
mudanca de bases e de escalas.

Propriedade 5.1 Um espaco de probabilidade P em (R*, M, P) é invariante na escala
se e somente se P satisfaz a LNB.

Ja vimos que a LNB generalizada trata-se de uma distribuicdo de
probabilidade atuante sobre a mantissa M , logo descrita em termos uma funcao
densidade no intervalo [1,10). Isto posto, considere um numero real positivo ¢, uma
variavel aleatéria X e a variavel aleatoria Y = cX. Deste modo, esta propriedade afirma
que, se X segue LNB, entdo Ytambém segue a LNB. Em outras palavras,
consideremos K um conjunto de niumeros que segue a LNB, entdo se multiplicarmos
cada k € K por c, o conjunto formado pelos nimeros oriundos deste produto também
seguira a LNB.

Exemplo 5.3 Em relacdo ao conjunto K no contexto exposto anteriormente, considere
uma mudanca de escala simples obtida pelo produto de cada k € K por c=2.

Neste cenario, os niumeros com |[m] = 1, serao transformados em nimeros com |m| =
2 ou |m] = 3, expressemos esta transformacédo da seguinte forma:

B(1) = B(2) + B(3).
De fato,

1 1
De modo analogo temos que:

1
B(2) = B(4) + B(5) = logy, (1 + Z) +1ogio (1 +

6
1

Ja os numeros com |m| = 1 sdo gerados a partir dos nimeros com
|m] = 5;Im| = 6;|m] = 7;|m| = 8;|m] = 9.

2

3

1 4

B(S) = B(6) + B(7) = loglo (1 + _) + 10g10 (1 + = 10g10§
5

4

Observe que;
B(5) + B(6) + B(7) + B(8) + B(9) = B(1).

Exemplo 5.4 Se uma variavel aleatoria X segue a LNB, entdo a variavel aleatoria
Y = c¢X também segue a LNB para c € [1—10 1)

Como ja definimos a generalizamos a LNB, incialmente, para este exemplo, iremos
considerar os seguintes pontos;

1. Afuncao de distribuicdo acumulada de uma variavel aleatéria M é definida por

f(X)=P(M < x). (1)
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2. Se X obedece a LNB funcao de distribuicdo acumulada é dada por

0,x<1,

f(x) = {logio X, 2)
1,x=1.
Observe que podemos escrever ¢ = m10" com m (mantissa de c) € [1,10) ,

assim vemos que a mantissa de cX é a mesma de mX . Deste modo vamos mostrar

gue: se uma varavel aleatéria X segue a LNB entdo, a mantissa M de cX para
cE [11—0 10) obedece (2).

Vamos calcular P(M < q) para q € [1,10].

M é mantissa de cX, portanto M € [c, 10c). Deste modo,

M={1OC§)'(, i11
Entao,
P(M < q) = P(1 < cX < q) +P(1 <10cX < q)
=P(isx<d+p(<x<t)

c c — 10c

Observe que ha duas situacdes a se considerar, % > 10 ou % < 10.

1 1 1
12 %<10—>P(ZSXS%)=log10%—log10;=logloq,eP(l—OCSXsliOC)=O.

Portanto, P(M < q) = logq,g.

22 2>10-P(t<x <) =pP(lsx<10)eP(Zsx=sL)=pP(1sx=l)

Portanto, P(MSq)=PG§X§10)+P(1SX31LOC)

1 q
= (10g10 10 —logyo E) + (10g10 Toc logso 1)

= (1 —log,o %) + (log10%+ logi0q9 —logyo 10)
= logi0 4.
Propriedade 5.2 Se uma medida de probabilidade P em (R*, M, P(m)) que segue a
LNB entéo ela € invariante de base.
Em uma base b,com b > 1, hd b — 1 algarismos que podem ser o0 primeiro
digito significativo de um namero, pois neste contexto os digitos ndo nulos sdo o0s
elementos do conjunto A = {1,2, ..., b — 1}. Deste modo, tal propriedade afirma que a

frequéncia do primeiro digito significativo i em uma base b é

By(i) = log, (1+13)
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Por exemplo, para b = 4, temos A = {1,2,3} e B,(i) = log, (1 +%) , para

cadai € A. Indo além a propriedade também diz que se um conjunto obedece a LNB
em determinada base ele continuara obedecendo a LNB mesmo se alterarmos a ase
desse conjunto. No exemplo 6.1, verificaremos que de fato o conjunto da sequéncia
de Fibonacci segue a LNB em qualquer base b.

No trabalho Benford's Law (2011) de Adrien Jamain as demonstracdes

destas propriedades explicitas de forma organizada.



6 EXPERIMENTOS E APLICACOES COM A LNB

6.1 Experimento envolvendo a LNB, populagéo e PIB
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A seguir apresentaremos o resultado da analise do comportamento de

dados reais obtidos a partir do site do IBGE (Instituto Brasileiro de Geografia e

Estatistica) perante a LNB, com o intuito de verificar se a distribuicdo observada dos

dois primeiros digitos tem assemelhas com a distribuigdo esperada da Lei de

Newcomb-Benford.

A seguir temos as tabelas com as frequéncias observadas e esperadas

para o primeiro e segundo digito e resultado do teste qui-quadrado, para populagao

de cada municipio brasileiro.

Tabela 10 - Analise da populagao dos municipios brasileiros perante a LNB

ANALISE DO PRIMEIRO DIGITO PERANTE A LNB PARA POPULAGAO DE CADA MUNICIPIO (N° de habitantes).

DIGITO Fao Fro Fae Fre x2,
1 1662 29,84% 1676,57 30,1% 0,13

2 1022 18,35% 980,88 17,6% 1,72

3 722 12,96% 696,25 12,5% 0,95

4 585 10,50% 538,06 9,7% 4,09

5 449 8,06% 441,14 7,9% 0,14

6 370 6,64% 373,19 6,7% 0,03

7 334 6,00% 323,06 5,8% 0,37

8 262 4,70% 284,63 51% 1,80
9 164 2,94% 256,22 4,6% 33,19
Totais 5570 100,00% 5570 100,00% 42,43

ANALISE DO SEGUNDO DIGITO PERANTE A LNB PARA POPULAGAO DE CADA MUNICIPIO (N° de habitantes).

DIGITO Fao Fro Fae Fre xZ
0 656 11,78% 666,6176 1,97% 0,17

1 678 12,17% 634,3673 11,39% 3,00

2 586 10,52% 606,1274 10,88% 0,67

3 565 10,14% 581,1181 10,43% 0,45

4 544 9.77% 558,7267 10,03% 0,39

5 531 9,53% 538,5076 9,67% 0,10

6 526 9,44% 520,0709 9,34% 0,07

7 505 9,07% 503,2495 9,04% 0,01

8 509 9,14% 487,7649 8,76% 0,92

9 470 8,44% 473,45 8,50% 0,03
Totais 5570 100,00% 5570 100,00% 5,63

Fonte: Elaborado pelo autor.
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O teste qui-quadrado aponta que ha diferenca estatisticamente significativa
entre as frequéncias conservadas e esperadas para o primeiro digito, considerando
a=5% e observando que ¢ = 8 conforme a tabela 7. Porem ao observar as
distribuicbes verifica-se que de fato ha semelhangas entre a frequéncia observada
com aquela esperada pela LNB, deste modo, se analisarmos a tabela é facil verificar
que os valores para o digito 9 sao responsaveis pela discrepancia apontadas pelo
teste de inferéncia estatistica. Ou seja, se tivéssemos que investigar o motivo a
discrepancia seria uma alternativa analisarmos inicialmente os valores apontados
para o 9. Ja para o segundo digito, considerando a=5% e observando que ¢ =9
conforme a tabela 7, o teste qui-quadrado nao aponta discrepancia entre os valores
observados e valores esperado.

Vejamos agora as tabelas com as frequéncias observadas e esperadas
para o primeiro e segundo digito e resultado do teste qui-quadrado, para o PIB de

cada municipio brasileiro.

Tabela 11 - Analise do PIB dos municipios brasileiros perante a LNB.

ANALISE DO PRIMEIRO DIGITO PERANTE A LNB PARA PIB DE CADA MUNICIPIO A PREGOS CORRENTES.

DIGITO Fao Fro Fae Fre xZ
1 1615 28,99% 1676,57 30,1% 2,26

2 897 16,10% 980,88 17,6% 717

3 688 12,35% 696,25 12,5% 0,10

4 564 10,13% 538,06 9,7% 1,25

5 486 8,73% 441,14 7,9% 4,56

6 406 7,29% 373,19 6,7% 2,88

7 333 5,98% 323,06 5,8% 0,31

8 308 5,53% 284,63 5,1% 1,92

9 273 4,90% 256,22 4,6% 1,10
Totais 5570 100,00% 5570,00 100,00% 21,55

ANALISE DO SEGUNDO DIGITO PERANTE A LNB PARA PIB DE CADA MUNICIPIO A PREGOS CORRENTES.

DIGITO Fao Fro Fae Fre X2,
0 670 12,03% 666,62 11,97% 0,02

1 654 1,74% 634,37 11,39% 0,61

2 596 10,70% 606,13 10,88% 0,17

3 572 10,27% 581,12 10,43% 0,14

4 546 9,80% 558,73 10,03% 0,29

5 504 9,05% 538,51 9,67% 2,21

6 530 9,52% 520,07 9,34% 0,19

7 498 8,94% 503,25 9,04% 0,05




8 484 8,69% 487,76 8,76% 0,03
9 516 9,26% 473,45 8,50% 3,82
Totais 5570 100,00% 5570,00 100,00% 7,54
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim como na situagao anterior, o teste qui-quadrado fornece diferencas
significativas entre as frequéncias observadas e esperadas para o primeiro digito,
considerando a=5% e observando que ¢ = 8 conforme a tabela 7. Porém, novamente,
vemos que de fato ha semelhangas entre a frequéncia observada com aquela
esperada pela LNB, o responsavel pela discrepancia neste caso sdo os valores do
digito. Ja para o segundo digito, considerando a=5% e observando que ¢ = 9
conforme a tabela 7, o teste qui-quadrado nao aponta discrepancia entre os valores

observados e valores esperado.

6.2 Algumas aplicacbes da LNB

6.2.1 Conjuntos que seguem a LNB

Inicialmente vamos destacar que a LNB ndo é aplicavel a todos os
conjuntos numeéricos, por exemplo, quando ha uma limitagdo clara para o primeiro
digito como no caso da altura das pessoas cujo primeiro digito tende a ser 1 ou 2, fica
evidente a ndo aplicabilidade da LNB.

Com base em trabalhos de (Rousseau e Saint-Aubin,2015) e Hill(1995)
podemos verificar que conjuntos compostos por muitos elementos de dados
numéricos construidos de forma natural e/ou oriundos das mais diversas fontes, sem
que haja uma ordem predefinida para os primeiros digitos e conjuntos contendo
numeros com varias ordens de magnitude (x=m10" ,me€[1,10)en¢€
Z,n é a magnitude), tendem a seguir a LNB. Além dos casos citados, objetivamente,
temos que sequencias do tipo:

{a"},n > 1, seguem LNB em base b desde que o log}, a seja iracional.

Um exemplo deste caso é a sequéncia de numeros do tipo numeros 2", que de fato

segue a LNB, conforme verificamos no exemplo 4.6.
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Exemplo 6.1 A Sequéncia de Fobonacci segue a LNB em toda as bases.
A Sequéncia de Fobonacci ja foi apresentada neste trabalho de forma recursiva, mas

para este exemplo vamos usar um resultado j& conhecido para os numeros dessa

a0

. . ~ . 5 .
Observe que, quanto maior for o valor de n mais a poténcia (T\/_) se aproxima do

sequéncia.

ZERO. Deste modo, para o contexto da LNB, podemos observar que parte inteira da
mantissa de F, tem o mesmo comportamento da parte inteira da mantissa de

1

1 (1+\/§ =

V5\ 2
etapas.

n 1+\/§ n
) . Portanto basta mostrar que (T) segue LNB, faremos isto e duas

(a) O produto por % trata-se de uma mudanca de escala e como ja vimos a LNB

€ invariante na mudanca de escala.

n
(b) Considerando (a), devemos mostrar que a sequéncia {(#) } segue a LNB em

base b. Para isto, basta provar que logb%g € irracional para todo b inteiro.

Portanto, suponhamos o contrario, ou seja,

logb1+\/§=§, comp,q €EZeq # 0.
Deste modo,
| 1+\/§_p@1+\/§_b%® 1+x/§q_bp
BT Ty 2 2 ) =

. . . . 1+v5\Z ~
Chegamos a uma contradicdo na ultima igualdade, pois os (T) e bP séo

irracionais e racionais respectivamente.

6.2.2 Aplicacédo da LNB para fraudes financeiras

Ha diversos trabalhos que apontam a LNB como uma ferramenta que pode
detectar indicios de fraudes financeira. Negrini (1995 ,2012), aponta que uma
discrepancia exacerbada entre a LNB e um conjunto de dados financeiro pode sugerir
indicio de fraude ou dados fabricados. Contudo, € importante ressaltar que a
discrepancia entre os dados analisado e a LNB nao prova que de fato houve fraude,
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a discrepancia apenas indica uma possivel anormalidade uma situagao distinta da

esperada.

6.2.3 Andlise de dados do genoma

Friar, Goldman, e Pérez-Mercader (2010) fizeram analises com dados
disponiveis de mais de mil genomas, e fizeram uso da LNB para testar a seguinte
observacao: O numero de quadros de leitura abertos1 e sua relacdo com o tamanho
do genoma difere entre eucariontes e procariontes, sendo que o primeiro apresenta
uma relagao log-linear e o segundo, uma relagao linear.

BROWN (2010), “Em genética, uma fase de leitura aberta (ORF, de open
reading frameem inglés) é uma sequéncia de DNA entre um coédon de inicio

(normalmente uma metionina, ATG) e um cédon de parada (TAA, TAG ou TGA)”.

6.2.4 Dados Macroecondmicos

De acordo com CUNHA (2013) os dados macroecondmicos reportados ao
Gabinete de Estatisticas da Unidao Europeia - Eurostat pelos 27 paises membros da
UE, foram analisados perante a LNB. O pais que teve o maior desvio foi a Grécia,
posteriormente a suspeita de manipulagcdo dos dados deste pais foi oficialmente
confirmada pela Comissao Europeia. Tal fato evidenciou a efetividade da Lei de
Benford na detecgdo de supostas irregularidades e manipulagdes de dados

macroecond®micos.

6.2.5 Conjuntos que ndo obedecem a Lei de Newcomb-Benford

Como ja destacamos ha diversos conjuntos que ndo seguem a LNB
portanto exemplificaremos alguns casos nesta secéo.

1. Conjuntos numéricos que tendem a obedecer a valores definidos para
maximo e minimo ndo seguem a LNB, pois nestes casos a frequéncia dos
primeiros digitos seguem os valores indicados para maximos e minimo. Por
exemplo, a altura das pessoas adultas em metros que geralmente € maior

1m e menor que 2m.


http://books.google.com.br/books?id=Ju8XeJL9Fc4C&printsec=frontcover&hl=pt-BR&source=gbs_ge_summary_r&cad=0#v=onepage&q&f=false
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2. Resultado de sorteios numéricos (loterias, bingos e etc) ndo seguem a LNB.
Ao sortear um numero de um conjunto M={m+1 , m2 ,..., mj} com j € N,
considerando que cada mi tem a mesma probabilidade de ser sorteado, a
probabilidade P(d) do numero sorteado ter o algarismo d como primeiro
digito significativo é dada pela razdo entre a quantidade de numeros
pertencentes a M, cujo primeiro digito significativo € o algarismo d e a
quantidade de elementos do conjunto M. Portanto, o calculo das
probabilidades para os resultados de sorteios ndo segue a LNB, a ndo ser
que haja alguma manipulagdo das probabilidades, por exemplo, se o
percentual de elementos do conjunto M cujo primeiro digito significativo é d
for semelhante ou idéntico ao apresentado pela LNB.

3. Conjuntos usados para identificar ou catalogar objetos ndo seguem a LNB.
Para catalogar ou identificar numericamente objetos ou elementos
quaisquer se faz necessario impor determinada ordem numeérica, por
exemplo, o CPF (cadastro de pessoa fisica) € composto por numeros fixos
conforme a regido onde o cadastrado nasceu e por numeros aleatorios

(portanto uma espécie de sorteio), logo ndo segue a LNB.

6.3 Andlise de casos de COVID-19 perante a Lei de Newcomb-Benford.

Nesta etapa do trabalho apresentaremos uma analise perante a LNB dos
casos confirmados e notificados de COVID-19 (doenga causadora de pandemia em
2020) em cada municipio dos estados do Ceara e Sao Paulo. Sobre a COVID-19 “é
uma doenga causada pelo coronavirus, denominado SARS-CoV-2, que apresenta um
espectro clinico variando de infecgdes assintomaticas a quadros graves.” (Ministério
da Saude,2019).

“COVID-19 ¢é a doenca infecciosa causada pelo novo coronavirus,
identificado pela primeira vez em dezembro de 2019, em Wuhan, na China. A
Organizacdo Mundial da Saude (OMS) declarou, em 30 de janeiro de 2020,
que o surto da doenga causada pelo novo coronavirus (COVID-19) constitui
uma Emergéncia de Saude Publica de Importancia Internacional — o mais alto
nivel de alerta da Organizacdo, conforme previsto no Regulamento Sanitario
Internacional. Em 11 de marco de 2020, a COVID-19 foi caracterizada pela
OMS como uma pandemia.” (Escritério Regional para as Américas da
Organizagdo Mundial da Saude © Organizagdao Pan-Americana da
Saude,2020).
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As fontes dos dados analisados dos respectivos estados sao os sites:
Integra SUS — Transparecia da Saude do Estado do Ceara; e SP CONTRA O NOVO
CORONAVIRUS. Estes sdo sites oficiais, ligados aos respectivos governos e
apresentam diariamente o numero de casos confirmados da doenga além outros
indicadores. Trabalhamos com quantidades de casos confirmados, atualizados até o
dia 23 de agosto 2020. Ao todo analisou-se 957.647 distribuidos entre os 829
municipios dos estados citados.

Para a analise verificou-se a quantidade de casos, confirmados e
publicados, em cada municipio até a data de citada. Em seguida as foram tabeladas
as frequéncias relativas e absolutas de cada digito como primeiro e segundo
algarismo significativo das quantidades. As frequéncias observadas forma
comparadas com as frequéncias propostas pela LNB e o teste qui-quadrado foi usado
para verificar se ha discrepancia estatisticamente significativa entre os resultados

observados e esperados pela LNB. Conforme a tabelas a seguir.

Tabela 12 - Analise do 1° digito perante a LNB de casos confirmados de
COVID-19 por municipio do Ceara e Sao Paulo (23/08/2020).

2

Digito Fao Fro Fae Fre Xial
1 240 28,9% 30,1% 249,83 0,39
2 150 18,1% 17,6% | 146,163 0,10
3 109 13,1% 12,5% 103,75 0,27
4 88 10,6% 9,7% 80,178 0,76
5 62 7,5% 7,9% 65,736 0,21
6 56 6,7% 6,7% 55,61 0,00
7 49 5,9% 5,8% 48,14 0,02
8 38 4,6% 5,1% 42,413 0,46
9 37 4,5% 4,6% 38,18 0,04
Somas 829 100% 100% 829 2,24

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Tabela 13 - Analise do 2° digito perante a LNB de casos confirmados de COVID-
19 por municipio do Ceara e Sao Paulo (23/08/2020)

2

Digito Fao Fro Fae Fre Xial
0 96 11,6% 99,33 11,97% 0,11
1 94 11,3% 94,53 11,39% 0,00
2 101 12,2% 90,32 10,88% 1,26
3 98 11,8% 86,59 10,43% 1,50
4 94 11,3% 83,26 10,03% 1,39
5 82 9,9% 80,24 9,67% 0,04
6 69 8,3% 77,50 9,34% 0,93
7 75 9,0% 74,99 9,04% 0,00
8 60 7,2% 72,68 8,76% 2,21
9 60 7,2% 70,55 8,50% 1,58

Somas 829 100% 829 100% 9,03

Fonte: Elaborado pelo autor.

Portanto, considerando: a=5% e observando que ¢ = 8 e ¢ = 9, conforme
a tabela 7, para as analises dos primeiros e segundos digitos respectivamente, temos
que o teste qui-quadrado aponta que nao ha, em ambos os casos tabelados, diferenca
estatisticamente significativa entre as frequéncias observadas e esperadas. A seguir

esse resultado é corroborado graficamente.

Grafico 10 - Analise do 1° digito perante a LNB de casos confirmados de
COVID-19 conforme tabela 12

35,0%
30,0%
25,0% \
20,0% \
15,0%
10,0%
5,0% e

0,0%
1 2 3 4 5 6 7 8 9

e Frequéncia Observada Frequéncia Esperada

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Grafico 11 - Analise do 2° digito perante a LNB de casos
confirmados de COVID-19 conforme tabela 13
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Fonte: Elaborado pelo autor.

De fato, os graficos, assim como o teste qui-quadrado, apontam que ha
semelhangas entre as frequéncias observadas e esperadas. Portanto podemos
concluir que os dados analisados seguem a LNB.

Tal analise foi realizada novamente, usando quantidades de casos
confirmados, atualizados até o dia 1 de novembro de 2020. Neste cenario analisou-se
mais de 1,3 milhdes de casos distribuidos entre os 829 municipios dos estados
citados, e verificou-se que os dados continuavam a nao apresentar discrepancia
estatisticamente significativa perante a LNB. A seguir apresentamos tabelas e graficos

da distribuicdo dos digitos e o teste qui.quadrado (manteve-se a=5%) referente a

analise.

Tabela 14 - Analise do 1° digito perante a LNB de casos
confirmados de COVID-19 por municipio do Ceara e Sao
Paulo (01/11/2020).

Digito Fao Fro Fae Fre x2u
1 235 28,28% 250,16 30,10% 0,92
2 137 16,49% 146,33 17,61% 0,60
3 108 13,00% 103,82 12,49% 0,17
4 66 7,94% 80,53 9,69% 2,62
5 76 9,15% 65,80 7.92% 1,58



6 58 6,98% 55,63 6,69% 0,10
7 64 7,70% 48,19 5,80% 5,19
8 44 5,29% 42,51 5,12% 0,05
9 43 5,17% 38,02 4,58% 0,65
Somas 831 100% 831,00 100% 11,88

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 15 - Andlise do 2° digito perante a LNB de casos
confirmados de COVID-19 por municipio do Cearé e Sao
Paulo (01/11/2020).

0 104 12,52% 99,45 11,97% 0,21
1 92 11,07% 94,64 11,39% 0,07
2 85 10,23% 90,43 10,88% 0,33
3 82 9,87% 86,70 10,43% 0,25
4 84 10,11% 83,36 10,03% 0,00
5 84 10,11% 80,34 9,67% 0,17
6 87 10,47% 77,59 9,34% 1,14
7 70 8,42% 75,08 9,04% 0,34
8 62 7,46% 72,77 8,76% 1,59
9 81 9,75% 70,64 8,50% 1,52

Fonte: Elaborado pelo autor.

Grafico 12 - Analise do 1° digito perante a LNB de casos confirmados de
COVID-19 conforme tabela 14
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Gréfico 13 - Anélise do 2° digito perante a LNB de casos confirmados de
COVID-19 conforme tabela 15
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Fonte: Elaborado pelo autor.

6.4 Lei de Newcomb-Benford, uma abordagem para o ensino médio

Nessa secao apresentaremos uma proposta didatica para aplicacdo da
LNB ao ensino médio. Pois a LNB engloba diversos assuntos presente no curriculo
da matematica da educagao basica, como aspectos da estatistica e da probabilidade
por exemplo.

Previamente acreditou-se que a Lei de Newcomb-Benford, através do
trabalho pedagdgico, conseguiria fornecer significados praticos a conteudos
tradicionais do curriculo. Portanto esta aplicagao, teve duas bases bem acentuadas e
interligadas; revisar e praticar diversos conteudos afins e estimular nos alunos
curiosidade sobre os saberes matematicos.

Instigar a curiosidade € uma grade conquista, pois quando o aluno sente
interesse por algo ele tende a questionar e pesquisar sobre assunto e acaba
adquirindo conhecimento de forma auténoma. Ou seja, o sucesso de uma aula cujo
objetivo é instigar curiosidades pode agregar mais atengéo e vontade por parte dos

alunos nas aulas seguintes.

O exercicio da curiosidade convoca a imaginagdo a intuicdo, as emocgdes, a
capacidade de conjecturar, de comparar, na busca da perfilizacdo do objeto
ou do objeto ou achado de sua razao de ser. Um ruido, por exemplo, pode
provocar minha curiosidade. Observo o espago onde parece que se esta
verificando. Agugo o ouvido. Procuro comparar com outo ruido cuja razéo de
ser ja conhego. Investigo o espago. Admito hipoteses varias em torno da
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possivel origem do ruido. Elimino algumas até que chegou a sua
explicagédo.(FREIRE, 2006, p. 88)

A turma escolhida para a aplicagao do conteudo foi, a turma que do 2° ano
do ensino médio, juntamente com o curso de financias na Escola Estadual de

Educacao Profissional José Vidal Alves, situada no municipio de Canindé-CE.

6.4.1 A proposta didatica

6.4.1.1 Objetivos

a. Objetivos gerais.

A abordagem da LNB usou como base conteudista assuntos vinculados a
Estatistica e Probabilidade do ensino médio, e teve como objetivo geral; apresentar,
definir e generalizar a lei LNB, mostrar o teste qui-quadrado e sua aplicagdo no
contexto da LNB e, consequentemente, apresentar aos alunos de forma tedrica e com
experimentos praticos uma aplicagao direta dos conteudos estudados em sala de aula
a fim de aproxima-los de procedimentos matematicos, fazendo-os perceber que
existe significado real para os conteudos estudados e instiga-los a buscar essa
significancia matematica de forma mais auténoma estando dentro ou fora do ambiente
escolar.

b. Objetivos especificos.
Alinhado com a BNCC (Base nacional curricular comum) que esta em vigor,

sao proposto os seguintes objetivos especificos:

1. Analisar tabelas, graficos e amostras de pesquisas estatisticas apresentadas
em relatérios divulgados por diferentes meios de comunicagéo e procurar
identificar padroes.

2. Planejar e executar pesquisa amostral sobre questdes relevantes, usando
dados coletados diretamente ou em diferentes fontes.

3. Construir e interpretar tabelas e graficos de frequéncias com base em dados
obtidos em pesquisas por amostras estatisticas, incluindo o uso dos softwares
EXCEL, LibreOffice Calc ou semelhantes.
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6.4.2 Recursos didaticos e processos metodologicos

Tanto professor como alunos fizeram uso de computadores com softwares
como EXCEL, LibreOffice Calc ou semelhantes, para melhor exposi¢cdo do conteudo
o professor fez uso de retroprojetor.

Antes de comecar as aulas sobre o assunto o professor coletou dados
numeéricos: a quantidade de habitantes e PIB de cada municipio brasileiro (com base
no site o IBGE) e uma lista contendo numeros do tipo a" com a,n naturais e outras
sequéncias matematicas como a de Fibonacci (com uso dos softwares citados &
possivel fazer essas listas com dezenas de centenas de termos no momento da aula).
Estes dados foram usados como objeto pedagdgico.

A abordagem inicial foi feita através de indagagbes e situacéo problema
com intuito de explicar a proposta probabilistica feita pela LNB (semelhante ao que
vimos nos paragrafos iniciais da introdu¢ao deste trabalho), seguida de comentarios
sobre fatores historicos relacionados a descoberta desta lei. Apds essas etapas,
houve a definigdo e generalizacdo da LNB. Como a abordagem foi com alunos do
ensino médio a argumentagcado matematica esteve nos termos da educacgao basica.

ApOs exposicao, clara e objetiva, os alunos usaram os softwares citados
para construir tabelas de frequéncia para o primeiro digito de conjuntos previamente
determinados pelo professor (a turma trabalhou com diversos conjuntos). Com base
no capitulo 2 o professor exemplificou o processo de construgao das tabelas.

Apos a construgao da tabela os alunos puderam comparar os resultados
obtidos com aqueles propostos pela LNB e aplicaram do teste qui-quadrado.

Para finalizar a exposi¢cao sobre assunto, discutiu-se sobre conjuntos que
nao se adequam a LNB e sobre a aplica¢des realizadas com a LNB. No anexo é
mostrado o planejamento das aulas que foram ministradas sobre esse tema voltadas

a pesquisa apresentada neste trabalho.

6.4.3 Resultados obtidos

Ao final das aulas os alunos responderam um questionario sobre o assunto.
Nas respostas foi unanime que o conteudo € muito interessante e que despertou um

olhar diferente para o significado daquilo que é estudado em sala de aula.
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Os alunos também fizeram muitas indagag¢des sobre as aplicagbes de
outros conteudos, como contagem e geometria por exemplo, eles realmente ficaram
curiosos pra saber onde outros conteudos podem ser aplicados.

Portanto avalia-se de forma positiva as aulas com o assunto LNB pois, além
revisar e intensificar conteudos convencionais ligados estatistica e probabilidade,
desperta nos alunos a curiosidade sobre a significAncia por tras dos conteudos

estudados nas aulas de matematica.
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7 CONCLUSAO

A Lei de Newcomb-Benford, afirma que em um conjunto de ndameros
coletados aleatoriamente, em grande quantidade, os primeiros digitos de cada nimero
ndo tém distribuicdo uniforme, alias é bem distante da uniformidade que possa ser
esperada. A lei afirma que a distribuicdo para os primeiros digitos ocorre conforme a

formulacéo seguinte:

P(d) =logq, (1 + %)

Destacamos 0 éxito dessa pesquisa visto que todos os objetivos foram
alcancados. Uma vez que, usando conceitos matematicos e estatisticos no ambito
discreto e continuo foi possivel conceituar e generalizar e realizar experimentos com
a LNB. A vista disso, o estudo mostra que a LNB é fascinante e tem aspectos Unicos,
como o fato de ser a Unica lei de probabilidade invariante na mudanca de escala, a
Unica lei de probabilidade néo trivial invariante na mudanca de bases. Indo além, o
estudo apresentou sequéncias numéricas que seguem a LNB, apontou que ¢é aceitavel
afirmar que conjuntos com muitos elementos, estes oriundos de diversas fontes, e
ordens de magnitude, gerados de forma natural tendem a seguir a LNB e também se
observou que a referida lei pode ser usada para detectar indicios de fraudes, ou seja
dados adulterados.

Por outro lado, também foi possivel verificar que conjuntos numéricos que
tendem a obedecer a valores definidos para maximo e minimo, resultado de sorteios
numeéricos (loterias, bingos e etc) e conjunto usados para identificar ou catalogar
objetos ndo seguem a LNB.

Além da pesquisa bibliogréfica, foram realizados experimentos com 0s
dados reais do PIB (produto interno bruto) e populacdo de cada municipio brasileiro,
os resultados destes experimentos apontaram que de fato ha muitas semelhancas
entre a frequéncias observadas e esperadas. Em ambos 0s casos, 0 segundo digito
nao apresentou discrepancia significativa com aquilo que € proposto pela LNB. Ja
para primeiro digito, o estudo apontou uma diferenca estatisticamente significativa
entre as frequéncias. Porem conforme aponta a LNB, 0os menores digitos sempre
ocorreram mais vezes, mesmo se comparados dois a dois, e a discrepancia foi
ocasionada por apenas um digito em cada conjunto analisado. Também houve um

experimento com os casos de COVID-19 em todos os municipios de dois estados
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brasileiros (Ceara e Sédo Paulo) o resultado deste experimento ndo apresentou
discrepancia significativa para o primeiro e segundo digito perante a LNB.

Contudo, hé& um destaque especial para o experimento pedagdgico
realizados com a LNB, pois ela mostrou ser uma boa ferramenta para trabalhar
conteudos tradicionais do curriculo como; porcentagem, logaritmo, tabelas de
frequéncia, interpretacdo e construcdo grafica, probabilidade, e outros, além disso o
experimento em sala de aula mostrou outra consequéncia muito positiva, verificou-se
que as atividades realizadas em sala conseguem cativar os alunos e provocar
curiosidade ndo apenas pela LNB, mas sobre a matematica de modo geral.
Consequentemente o debate sobre a aplicabilidade da LNB se estende até as
aplicabilidades de outras areas da matematica. Deste modo, através da LNB é

possivel trabalhar diversos contetddos e cativar os alunos para matematica.
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ANEXO A- PLANEJAMENTO — LEI DE NEWCOMB-BENFORD (LNB)

Quantidade de aulas: 4 de 50 minutos.

Objetivo geral da proposta.

A abordagem da LNB usara como base conteudos de Estatistica e Probabilidade que
sdo estudados no ensino médio. Logo, citamos que o objetivo geral € apresentar,
definir e generalizar a lei LNB, mostrar o teste qui-quadrado e sua aplicagdo no
contexto da LNB e consequentemente apresentar aos alunos de forma teérica e com
experimentos praticos uma aplicagao direta dos conteudos estudados em sala de aula
e com isto aproximar o educando de procedimentos matematicos, fazendo-o perceber
que existe significado real para cada conteudo de estudado e instiga-lo a buscar essa
significancia matematica de forma mais auténoma estando dentro ou fora do ambiente

escolar.

Objetivos especificos.
Com base na BNCC (Base nacional curricular comum) que esta vigor sao propostos

0s seguintes objetivos especificos:

1. Analisar tabelas, graficos e amostras de pesquisas estatisticas apresentadas em
relatérios divulgados por diferentes meios de comunicagdao e procurar identificar
padroes.

2. Planejar e executar pesquisa amostral sobre questdes relevantes, usando dados
coletados diretamente em diferentes fontes.

3. Construir e interpretar tabelas e graficos de frequéncias com base em dados
obtidos

em pesquisas por amostras estatisticas, incluindo ou nao uso dos softwares EXCEL,

LibreOffice Calc ou semelhantes.

Sequéncia didatica da 1? e 22 aula.
Objetivos:
4. Apresentar e definir e generalizar a LNB.

5. Mostrar o teste qui.quadrado e sua aplicacdo no contexto da LNB.
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6. Analisar tabelas, graficos e amostras de pesquisas estatisticas
apresentadas em relatérios divulgados por diferentes meios de
comunicacao, identificar e analisar padroes.

Detalhamento da aula/abordagem didatica:

1. Aula expositiva com incitacdo ao debate em torno do tema
proposto e a valorizacdo da interacdo entre 0s presentes
na aula.

2. Com auxilio do retroprojetor faz-se uso dos exercicios,
exemplos, fatores histéricos e consideracdes postas na
introducdo desse trabalho acorrera a apresentacdo e
definicdo da LNB. Em seguida, com base no tépico 4.4 em
especial o exemplo 4.5, ser4d abordado o teste
qui.quadrado no contexto da LNB.

Observacoes:
Para os fins dessa aula usaremos a seguinte
definicho: A Lei de Benford define que a
probabilidade do primeiro digito de um numero
segue a tabela 1.
E importante deixar claro que existem definicdes
mais formais.

3. Com auxilio do retroprojetor, o professor explica sobre
generalizacdo da LNB, faz isso usando a tabela 9 o
contexto em torno desta e os exemplos 5.1 € 5.2.

Recursos didaticos:
Lousa, pincéis, computador, retroprojetor e softwares EXCEL, LibreOffice Calc ou

semelhantes.
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Sequéncia didatica da 3? e 4? aula.

Objetivos:

1. Apresentar aos alunos aplicagcfes dos contetdos estudados.

2. Planejar e executar pesquisa amostral sobre questdes
relevantes, usando dados coletados diretamente em diferentes
fontes.

3. Construir e interpretar tabelas e graficos de frequéncias com base em
dados obtidos em pesquisas por amostras estatisticas, incluindo ou ndo
uso dos softwares EXCEL, LibreOffice Calc ou semelhantes.

Detalhamento da aula/abordagem didatica:

1. Aula expositiva com incitacdo ao debate em torno do tema
proposto, da aplicabilidade da matematica e aplicacdo de
exercicio que colocam em pratica o conteudo estudado.

2. Com os dados previamente coletados pelo professor, os
alunos fazem experimentos com a LNB conforme o exposto no
capitulo 6. Para essa atividade os alunos necessitam de
computador com softwares com EXCEL, LibreOffice Calc ou
semelhantes
Observacoes:

A aula pode ser realizada em laboratério de
informatica, de forma individual, em duplas ou
equipes com 3 ou 4 integrantes a depender da
guantidade maquinas disponiveis.

E importante que os dados utilizados no
experimento ja estejam nos computadores antes de
comecar a aula.

3. ApoOs os experimentos, o professor direciona o debate aos
tépicos 6.2.1, 6.2.2 € 6.2.3.

Recursos didaticos:
Lousa, pincéis, retroprojetor, pen drive, e computador com softwares EXCEL,

LibreOffice Calc ou semelhantes (para os alunos e para o professor).



ANEXO B - TABELA DE DISTRIBUICAO QUI-QUADRADO COM gl GRAU DE
LIBERDADE.

TABELA DE DISTRIBUICAO QUI-
QUADRADO COM gl GRAU DE
LIBERDADE.

%2 (Valor tabulada)

Area na cauda superior

gt | 025 | 0,10 | 0.05 | 0.025] 0.01 | 0.005|0.0025]| 0.001 | 0.0005
1 1,32 2,71 384 5,02 663 7,88 9,14 10,83 12,12
2 2,77 461 5,09 7,38 221 10,60 11,98 1382 15,20
3 411 625 781 935 1134 1284 1432 1627 17,73
- 539 7.78 9,49 11,14 1328 1486 16,42 1847 20,00
S 663 024 1107 1283 1509 1675 1839 2051 22.11
3 7.84 1064 1258 1445 1881 1855 20,25 2246 2410
7 904 1202 1407 1601 1848 2028 2204 2432 2602
8 10,22 1338 1551 1753 2009 2195 23,77 2612 2787
9 11,39 1468 1692 1902 2167 2359 2546 2788 2067
10 1256 15989 1831 2048 2321 2519 Z/n 2050 3142
11 1370 1728 1988 2192 2473 2876 2873 3128 33.14
12 1485 1855 2103 2334 2622 2830 3032 3291 3482

13 1598 1981 2235 2474 2769 2082 3188 3453 3648
14 17,12 2106 23688 26,12 2614 3132 3343 36,12 3811
15 1825 2231 2500 2749 3058 3280 34095 3770 3972
16 1937 2354 2630 2885 3200 3427 3546 3025 4131
17 2049 2477 2758 30,19 3341 3572 3795 4079 4288
18 2160 2599 2887 3153 3481 37,16 3942 4231 4443
19 2272 2720 30,14 3285 36,19 3858 4088 4382 4597
20 2383 2841 3141 3437 3757 4000 4234 4531 4750
21 2493 2062 3267 3548 38093 4140 4377 4680 4901
22 2604 3081 3392 3678 4029 4280 4520 4827 50561
23 2714 3201 3517 3808 4164 4418 4662 4973 5200
24 2824 3320 3642 3936 4298 45568 4803 51,18 5348
25 20834 3438 3765 4065 4431 4593 4044 5262 5495
26 3043 3558 3880 4102 4564 4820 5083 5405 5541
27 3153 3874 40,11 4319 4696 49865 5222 5548 5785
28 3262 3792 4134 4446 48328 5099 5359 5689 5830
29 3371 3009 4255 4572 4959 5234 5497 5830 6073
30 3480 4028 4377 4898 5089 5367 65833 5970 82186
35 4022 4605 4980 5320 5734 6027 63,08 6662 6920
40 4562 5181 5576 5934 6369 6877 6970 7340 75,10
45 5098 5751 6166 6541 6996 73,17 7622 BOOB 8287
so 5633 6317 6750 7142 76,15 7949 8266 8666 8958
100 10891 1185 1243 1206 1358 1402 1443 1494 1532

Nota: A coluna em destague & a maiz uszada

Fonte: BARBETTA, P. A. - Estatistica aplicada as Ciéncias Sociais. 7 ed. Floriandpolis:
Editora da UFSC, 2010



