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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo fazer um estudo de Geometria Analitica com
abordagem vetorial no Ensino Médio. Procuramos descrever um pouco da histéria da
Geometria e da Geometria Analitica, para assim despertar o interesse do aluno. Criamos um
material especifico para o ensino dessa matéria no Ensino Médio, contendo teoria, definicoes,
demonstracdes, exemplos e atividades. Este material contém conteudo simples, como
localizacdo de pontos no plano cartesiano e distancia entre pontos, até conteldos com
abordagem vetorial, como operagfes com vetores, aplicacOes e equagdes de retas. Adotamos
0 uso do Software Geogebra nas aulas como forma de atrair o aluno e auxiliar no aprendizado
do conteudo. O trabalho foi realizado com alunos do 3° ano do Ensino Médio de um colégio
estadual da cidade de Aparecida do Taboado, MS. Os alunos mostraram empenho e dedicacéo,
aléem de muito esforco em aprender alguns tépicos da Geometria Analitica com esta
abordagem. Os resultados mostram que é possivel aplicarmos a abordagem vetorial em
Geometria Analitica no Ensino Médio, dando alternativas aos alunos para resolucdo de
problemas e também uma base maior para aqueles que futuramente possam ingressar em

cursos superiores na area de exatas.

Palavras Chave: Geometria Analitica, VVetores, Geogebra.



ABSTRAT

This work aims to make a study of Analytical Geometry with a vector approach in
High School. We tried to describe a little of the history of Geometry and Analytical Geometry,
S0 as to arouse the student's interest. We created specific material for teaching this subject in
high school, containing theory, definitions, demonstrations, examples and activities. This
material contains simple content, such as location of points in the Cartesian plane and distance
between points, even content with a vector approach, such as vector operations, applications
and line equations. We adopted the use of Geogebra Software in class as a way to attract the
student and assist in learning the content. The work was carried out with students from the 3rd
year of high school at a state school in the city of Aparecida do Taboado, MS. The students
showed commitment and dedication, in addition to a lot of effort in learning some topics of
Analytical Geometry with this approach. The results show that it is possible to apply the vector
approach in Analytical Geometry in High School, giving students alternatives for problem
solving and also a greater base for those who may enter higher education in the exact area in

the future

Keywords: Analytical Geometry, Vectors, Geogebra.
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INTRODUCAO

Este trabalho visa apresentar uma abordagem vetorial no estudo de Geometria
Analitica no Ensino Médio. O estudo de vetores ocorre no Ensino Médio na matéria de fisica,
onde este auxilia nos calculos relacionados a Cinematica Vetorial, Dinamica, Campo Elétrico,
entre outros conteddos. Mesmo sendo utilizados apenas na fisica no ensino médio, vetores é
uma ferramenta matematica, por isso defendemos a ideia da inclusdo desse estudo no curriculo
de matematica no Ensino Médio.

Finalizamos o ensino médio em 2007, onde acreditamos que tivemos uma boa base
matematica. Em 2008 iniciamos o terceiro grau no curso de Licenciatura em Matemaética.
Neste primeiro ano ndo tivemos muitas dificuldades, visto que a grade do curso era mais
direcionada a revisar conteldos que deveriam ser vistos no ensino médio e nivelar o
conhecimento dos alunos. No segundo ano me deparamos com a matéria Vetores e Geometria
Analitica, e por ndo ter visto esta abordagem vetorial na matematica do ensino medio, tivemos
certa dificuldade no inicio. Em conversa informal com colegas da turma naquele periodo e
com colegas de profissdo nos dias de hoje, sempre ha relatos dessa dificuldade, advinda da
ndo abordagem dessa ferramenta no ensino médio.

Devido a dificuldade relativa ao conceito de vetores no curso superior, tal fato nos
motivou a considerar essa abordagem como tema deste trabalho.

Nestes anos atuando como professor de matematica do Ensino Médio da rede publica
de Mato Grosso do Sul, seguimos o Referencial Curricular do Ensino Médio, que nos orienta
a ensinar, em Geometria Analitica, contetdos de ponto, reta, circunferéncia e conicas. Tanto
o referencial quantos os livros, nunca pediram ou trouxeram uma abordagem vetorial no
ensino de Geometria Analitica. Por esse motivo tivemos que criar um material para ser usado
em sala de aula.

Este trabalho foi desenvolvido com alunos do 3° ano do Ensino Médio de colégio da
rede publica de ensino de Mato Grosso do Sul. Dividimos em 4 capitulos, onde no primeiro
descrevemos alguns aspectos histéricos da Geometria, especificamente da Geometria
Analitica, onde levantamos pontos sobre 0 ensino dessa matéria.

No segundo capitulo temos a parte teorica, definigdes, demonstracbes e exemplos,
material esse que usamos diretamente na sala de aula com os alunos. Na grande maioria dos
exemplos utilizamos o Software Geogebra como auxilio para o aprendizado.

No terceiro capitulo mostramos a forma com que aplicamos o contetdo do capitulo 2
em sala de aula. A aplicacdo foi dividida em 5 partes, com intuito de ter melhor
aproveitamento e rendimento dos alunos. Cada uma dessas partes contém atividades e
descricdo de como foram desenvolvidas.

No ultimo capitulo temos as consideragfes finais, onde relatamos os resultados que
obtivemos em cada uma das 5 partes da nossa aplicacéo.
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Capitulo 1

O ENSINO DA GEOMETRIA ANALITICA

1.1 BREVE HISTORIA DA GEOMETRIA

As primeiras ideias geométricas podem ter sido originadas de observacoes
subconscientes, feita pelos homens, provenientes da necessidade de se resolver problemas de
construgdes, delimitacdo de terrenos e plantaces, e até mesmo comparar formas e tamanhos.

Segundo Eves [1], a no¢do de distancia foi, sem duvida, um dos primeiros conceitos
geométricos a serem desenvolvidos, e em seguida, a de figuras geométricas, tais como
quadrados, retangulos e triangulos.

A palavra Geometria vem do grego Geometrein, onde Geo significa “terra” e metron
significa “para medir”.

O autor [1] afirma em seu livro que nenhum dado nos permite estimar quantos séculos
se passaram até que o homem fosse capaz de elevar a geometria ao status de ciéncias, mas que
0 Vale do Rio Nilo, no Egito antigo, foi o local onde isso ocorreu. O rei dividia a terra entre o
povo de modo que cada um ficasse com um lote quadrado e impunha tributos a serem pagos
anualmente. Quando a terra era tomada pelas aguas das cheias, 0 povo pagava tributos
proporcionalmente a quantidade de terra que ndo estava debaixo d agua.

Com o tempo, devido ao grande numero de problemas geométricos que tinha que
solucionar, 0 homem foi capaz de extrair propriedades e relagdes através da observacao, que
Ihe permitiram separar estes problemas em conjuntos e criar estratégias, tais que, os problemas
de um mesmo conjunto poderiam ser resolvidos por um mesmo procedimento geral. Para Eves
[1], naquela época a Geometria se transformou em um conjunto de receitas praticas, algumas
corretas e outras apenas aproximada.

E certo que povos mais antigos, como Babilénios e Egipcios, ja utilizavam
conhecimentos de natureza geomeétrica, pois eram registrados nas tabuas de argila cozida e
nas pedras e papiros. E provavel que povos da india e da China antigas tenha utilizados
conhecimentos parecidos com dos Babilénios e dos Egipcios, mas, por ndo termos registros,
Vvisto que escreviam em materiais pereciveis, ndo se tem informacoes satisfatorias. [1]

Howard Eves [3] afirma:

“As mudancgas econdmicas e politicas dos ultimos séculos do segundo milénio a.C.
fizeram com que o poder do Egito e da Babildnia diminuissem. Novos povos
passaram ao primeiro plano, e os desenvolvimentos posteriores da Geometria foram
passados aos gregos, que transformaram a matéria em algo muito diferente do
conjunto de conclusdes empiricas produzido por seus predecessores.” (EVES, 1992,

p.7)



Inicialmente pelo grego Tales de Mileto (624-546 a.C.), a geometria passou a ser
estabelecida como teoria dedutiva [1], ou seja, partindo de principios reconhecidos como
verdadeiros, se estabelece relagbes com uma segunda proposi¢do para, a partir de raciocinio
I6gico, chegar a verdade daquilo que propde. Na figura a seguir apresentamos uma foto do
busto de Tales.

Figura 1.1: Tales de Mileto

Fonte: Filosofia na Escola, 2019

Apbs Mileto, Pitagoras foi o gebmetra grego que continuou a sistematizacdo da
geometria. Alguns autores indicam a possibilidade de Pitagoras ter sido aluno de Tales, uma
vez que este era 50 anos mais velho e morava em Mileto, cidade proxima ao local onde
Pitagoras residia [1]. Pitagoras foi o fundador da escola pitagérica, uma irmandade voltada ao
estudo de filosofia, matematica e ciéncias naturais.

Em geometria, os pitagoricos desenvolveram as propriedades de retas paralelas e
usaram-nas para provar que a soma dos angulos de um triangulo qualquer € igual a dois
angulos retos [1].

Segundo Lima, Carvalho, Wagner e Morgado [6], os babil6nios tinham conhecimento
da relacdo entre os lados de um tridngulo retangulo. Nao havia demonstracdo, pois isto estava
longe de ser preocupacdo dos matematicos da época. Segundo Eves [1], os egipcios também
conheciam o triangulo retangulo e faziam usos de suas medidas. Esses povos ja sabiam que o
triangulo 3, 4, 5 é retangulo, mas que 0 mesmo acontecia para os triangulos 5,12,13 e 20,21,29.
Contudo, a proposicao das areas é atribuida a Pitdgoras, e por isso 0 Teorema recebe seu nome:
Teorema de Pitagoras.

De maneira simplista, o enunciado do Teorema de Pitdgoras diz: “O quadrado da
hipotenusa é igual & soma dos quadrados dos catetos”, onde, em um tridngulo retangulo, a
hipotenusa € o lado oposto ao angulo reto e os catetos sdo os outros dois lados restantes.

A figura a seguir apresenta de maneira geométrica o enunciado do Teorema de
Pitagoras.
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Figura 1.2: Representacdo geométrica do Teorema de Pitagoras

Fonte: Marconi Coelho, 2019

Na figura a seguir apresentamos uma foto do busto de Pitagoras.

Figura 1.3: Pitagoras

i
Fonte: BVM-UFAL, 2019

De acordo com Garbi [2], outro matematico importante foi Euclides. Pouco se sabe
sobre ele, nem mesmo sobre seu nascimento e sua morte. Acredita-se que tenha estudado na
academia de Platdo, devido a semelhanca existente entre a visdo de ambos.

Por volta de 300 a.C., Euclides escreveu sua importantissima obra, Os Elementos, que,

segundo Eves [1], compreendia geometria plana e espacial, teoria dos nimeros e algebra
geometrica grega.

Garbi [2], afirma:

“Os Elementos, de Euclides, o mais antigo livro de matematica ainda em vigor nos
dias de hoje, uma obra que somente perde para a Biblia em nimero de edicGes e,
para muitos, o mais influente livro matematico de todos os tempos.” (GARBI, 2006,
p.49).
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Na figura a seguir apresentamos uma foto do busto de Euclides.

Figura 1.4: Euclides

Fonte: Matematico Teca, 2019

Mais tarde, segundo Eves [1], Platdo também se interessou pela geometria. Ele era
grego, nasceu em 427 a.C. e morreu em 347 a.C., foi um dos mais importantes filésofos de
todos os tempos e suas teorias, chamadas de platonismo, concentra-se na distin¢cdo de dois
mundos: o visivel e o invisivel. Os grandes matematicos da época, ou foram alunos de Platéo,
OuU eram seus amigos.

Platdo defendia a teoria dos cinco elementos, onde o fogo era o tetraedro, o ar octaedro,
a &gua icosaedro, a terra o cubo e o Universo o dodecaedro, sendo s6lidos geométricos
regulares. Esses solidos ficaram conhecidos como “Poliedros de Platdo”.

Na figura a seguir apresentamos uma foto do busto de Platéo.

Figura 1.5: Platdo

Fonte: Conhecimento Cientifico, 2019.



Como vimos, a geometria surgiu para atender necessidades dos povos antigos. Com o
passar dos tempos grandes matematicos dedicaram suas vidas ao estudo e aprimoramento
dessa ciéncia. Devido a extensa area de estudos, a Geometria foi dividida nas seguintes
subéreas:

- Geometria plana: também chamada de Geometria Euclidiana, estuda o plano e o
espaco baseando-se nos postulados de Euclides;

- Geometria Espacial: realiza o estudo de figuras tridimensionais. Nessa area é possivel
calcular o volume de um sélido geométrico;

- Geometria Analitica: relaciona a algebra e a analise matematica com a geometria.

No proximo topico veremos um pouco da histéria da Geometria Analitica.

1.2 AGEOMETRIA ANALITICA

Como vimos anteriormente, a Geometria € a area da matematica que estuda as formas,
medida e posicdo de figuras e suas propriedades com o espaco.

A Algebra é a 4rea da matematica que estuda as equacdes, operacdes matematicas e
estruturas algébricas.

Geometria Analitica é a area da matematica que une a geometria e a algebra [4]. Sua
criacdo é de autoria de René Descartes, conhecido como o “Pai da Matematica Moderna”
(“PENSO, LOGO EXISTO), filésofo, fisico e matematico francés, que a apresentou em La
Géomeétrie (A Geometria), apéndice de seu tratado O Discurso sobre o Método.

Na figura a seguir apresentamos uma foto de René Descartes.

Figura 1.6: René Descartes

Fonte: Wikipédia, 2019
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Descartes queria mostrar na sua obra que um conjunto de termos algébricos poderiam
ser facilmente interpretados com pontos, retas e segmentos de reta num plano e dessa forma
seria possivel resolver problemas algébricos de forma geométrica [5].

O La Géometrie é divido em trés partes. A primeira parte contém uma explanacgéo de
alguns dos principios da algebra geométrica e revela o avanco real em relacdo aos gregos.
Enquanto para eles o produto de duas e trés variaveis representam, respectivamente, a area de
um retangulo e o volume de um paralelepipedo, para Descartes, X2 ndo sugeria uma area, mas
sim o quarto termo da proporcdo 1: X = X : X2, que pode ser facilmente representado por um
segmento quando se conhece x. Além disso, é possivel representar qualquer outra poténcia, o
que os gregos ndo sabiam fazer. [16]

A segunda parte traz, entre outras coisas, uma classificacdo de curvas e um método
interessante de construir tangentes as curvas.[16]

A terceira parte trata da resolucdo de equacdes de grau maior que dois e da regra de
sinais de Descartes que determinava limites para o nUmero de raizes positivas e negativas de
um polinémio. [16]

A contribuicdo de Descartes fez com que os individuos passassem a enxergar um ponto
como um par ordenado de numeros no plano cartesiano. Dessa forma as retas, 0s circulos e
outras figuras geométricas sdo representadas por equacdes em X e y, nascendo dessa forma a
geometria analitica, a qual faz uso da algebra para resolucdo de problemas geométricos. [17]

Pierre de Fermat foi um matematico francés e também teve sua contribuicdo para a
Geometria Analitica. Dentre essas contribuicGes, encontramos a equacdo da reta e da
circunferéncia e uma discussao sobre hipérbole, elipses e parabolas.

Fermat, em 1629, através do seu trabalho de restauracdo de obras, se propbs a
reconstruir o Lugares Planos de Apol6nio e obteve um subproduto desse esforco: em 1636
descobriu o principio fundamental da geometria analitica. Enquanto Descartes partia de um
lugar geométrico e entdo encontrava sua equacdo, Fermat partia de uma equacdo e entdo
estudava o lugar correspondente. Sdo esses 0s dois aspectos reciprocos do principio
fundamental da geometria analitica. [16]

Essa area da Geometria € muito usada em varios campos de estudos. Podemos
destacar: Engenharias (Producdo, Elétrica, Mecanica), Geografia, Cartografia e a Astronomia.

Segundo Eves [1], como muitos alunos sdo consideravelmente mais habeis como
algebristas do que como gedmetras, a geometria analitica costuma ser descrita como “estrada
real” da geometria.

No préximo item veremos como € o ensino da Geometria Analitica a nivel médio no
Brasil
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1.3 O ENSINO DA GEOMETRIA ANALITICA

Segundo o Art. 35 da Lei de Diretrizes e Bases da Educac¢do Nacional [18], o ensino
médio, etapa final da educacédo bésica, tem como uma de suas finalidades a consolidacéo e o
aprofundamento dos conhecimentos adquiridos no ensino fundamental, possibilitando o
prosseguimento de estudos.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais [19], a Matematica no Ensino
Médio tem um valor formativo, que ajuda a estruturar o pensamento e o raciocinio dedutivo,
porém tambeém desempenha um papel instrumental, pois € uma ferramenta que serve para a
vida cotidiana e para muitas tarefas especificas em quase todas as atividades humanas.

Corroborando o que foi citado anteriormente, os Pardmetros Curriculares Nacionais +
Ensino Médio [20], vém como adequada a abordagem de Geometria Analitica no 3° ano do
ensino médio. Segundo os PCN+ [20]:

[...] ampliaria os aprendizados das séries anteriores com temas mais abrangente que
permitissem ao aluno observar e utilizar um grande nimero de informagdes e
procedimentos, aprofundando sua compreensdo sobre o que significa pensar em
Matemadtica e utilizar os conhecimentos adquiridos para anlise e intervencdo na
realidade (PCN+, 2002, p. 128).

O material “Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio”, oferecido pelo MEC
apresenta um conjunto de reflexdes sobre a préatica docente.

Segundo esse material [21], o trabalho com Geometria Analitica permite a articulacao
entre geometria e algebra, mas para que essa articulacdo seja significativa para o aluno, o
professor deve trabalhar as duas vias: o entendimento de figuras geométrica, via equacoes, e
o0 entendimento de equacdes, via figuras geométrica.

Ainda segundo o material, 0 estudo de Geometria Analitica no Ensino Médio, deve
definir o sistema de coordenadas, trabalhar o significado de uma equacdo, por exemplo,
fazendo o aluno entender que a equacdo x = 3 corresponde a uma reta paralela ao eixo vy,
estudar equacdes da reta e do circulo, de maneira que essas equacdes sejam deduzidas e ndo
simplesmente apresentadas aos alunos [21].

Segundo as OCEM [21]:

E desejavel, também, que o professor de Matematica aborde com seus alunos o
conceito de vetor, tanto do ponto de vista geométrico (colecdo dos segmentos
orientados de mesmo comprimento, direcdo e sentido) quanto algébrico (caracterizado
pelas suas coordenadas). Em particular, é importante relacionar as operagdes
executadas com as coordenadas (soma, multiplicacdo por escalar) com seu significado
geométrico. A inclusdo da nocdo de vetor nos temas abordados nas aulas de
Matematica viria a corrigir a distorcdo causada pelo fato de que é um tdpico
matematico importante, mas que esta presente no ensino médio somente nas aulas de
Fisica (OCEM, 2006, p. 77).
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Existem muitas grandezas que estdo associadas a vetores, estas, sdo chamadas de
grandezas vetoriais. Geralmente o conceito de vetor é iniciado no 1° ano do Ensino médio
dentro do Curriculo de Fisica. Apesar do tema vetores aparecer inicialmente nos livros
didaticos desta ciéncia, o conceito de vetor € matematico.

Sobre esta questdo, é feita uma observagdo no livro “Exame de Textos: Analise de
Livros de Matematica para o Ensino Médio”, lancado em 2001 pela SBM de autoria do
professor Elon Lages Lima, que tem o propdsito de destacar pontos fortes e fracos das diversas
colecdes de livros didaticos utilizados nas escolas brasileiras.

Na analise de um dos livros, Lima [22] faz o seguinte comentario:

“[...] um dos defeitos deste livro ¢ de todos os livros de Matematica para o ensino
médio existentes no mercado é a completa omissdo de vetores. Estranhamente, vetores
sdo ensinados nos livros de Fisica, ndo nos de Matematica”. (Lima, 2001, p.130)

Assim, a abordagem vetorial em Geometria Analitica, ndo é estudada no ensino médio
do Brasil, talvez pela falta deste conteudo nos livros didaticos da matemética ou pelo fato de
néo ser cobrado nas Avaliagfes Externas, nem mesmo no ENEM e nos diversos vestibulares
do pais.

Como exemplo disso, o 3° ano do ensino médio é avaliado apenas no Sistema de
Avaliacdo da Educacdo Basica (SAEB). Em Matematica sdo avaliadas
habilidades e competéncias definidas em unidades chamadas descritores, agrupadas em
temas que compdem a Matriz de Referéncia dessa disciplina.

Geometria analitica é tratada nos descritores D6, D7 e D8:

o D6 - Identificar a localizacdo de pontos no plano cartesiano.
o D7 - Interpretar geometricamente os coeficientes da equacgédo de uma reta.
o D8 - Identificar a equacao de uma reta apresentada a partir de dois pontos dados

ou de um ponto e sua inclinagéo.

Observando esses descritores, vemos que ndo se menciona vetores.

No proximo capitulo, procuramos abordar o contetdo tedrico de geometria analitica,
incluindo estudo vetorial desse conteddo, exemplos, aplicacBes e uso do software Geogebra
para melhor visualizacdo e conex&o entre 0s conceitos algébricos e geométricos.
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Capitulo 2

PROPOSTA DE MATERIAL

Seguimos a ideia de fazer uma abordagem da Geometria Analitica com uso de vetores,
visto que a grande maioria dos livros didaticos de Matematica para Ensino Médio deixam essa
ferramenta de lado.

No Ensino Médio, vetores ja sdo estudados na disciplina de Fisica, assim, introduzi-
los na matematica ajudaria ter uma outra visao da Geometria Analitica e possibilitaria uma
maior interdisciplinaridade entre os contetdos estudados.

Com intuito de colaborar com o ensino da matemaética, o objetivo é elaborar uma
proposta de material de Geometria Analitica, tendo a inclusdo de vetores, demonstracao das
férmulas, a conexdo com a fisica e a resolucao de problemas. Procuramos escrever este texto
de uma forma simples e clara, com intuito de que o mesmo possa ser utilizado pelos colegas
em sala de aula.

2.1 “ESTUDO BASICO”
2.1.1 O plano cartesiano

O sistema cartesiano ortogonal € formado por dois eixos perpendiculares entre si (€ixo
Ox e eixo Oy), que se cruzam em um ponto chamado de origem do sistema, e que determinam
o chamado plano cartesiano [7]. O eixo horizontal (Ox) é chamado eixo das abscissas e 0 eixo
vertical (Oy) é o eixo das ordenadas. Os eixos dividem o plano em quatro quadrantes que
recebem numeracdo no sentido anti-horério.

Figura 2.1: Sistema cartesiano ortogonal.

y
3
2° Quadrante 1° Quadrante
24
1
0 x
-5 =4 =3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-1
-2
3° Quadrante 3 4° Quadrante

Fonte: Raquel Montezuma, 2019



Escolhido um sistema de eixos ortogonais, podemos estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre pontos do plano 7 e pares ordenados de numeros reais (a,b) € R2? da seguinte
maneira: Seja P € &, fazemos corresponder ao ponto P um Unico par ordenado (a,b) € =.
Reciprocamente, dado o par ordenado (a,b), fica de maneira Unica, determinado o ponto P €
R2.

2.1.2 Localizacdo de um ponto

Para localizar um ponto em um plano cartesiano, utilizamos a sequéncia prética:

« O 1°nUmero do par ordenado deve ser localizado no eixo das abscissas.
e 0O 2°numero do par ordenado deve ser localizado no eixo das ordenadas.

e No encontro das perpendiculares e paralelas aos eixos Ox e Oy, por esses pontos,
determinamos o ponto procurado.

Exemplo 1: Localizar o ponto (4, 3) no plano cartesiano.
Solucéo:

Figura 2.2: Localiza¢do de um ponto

P ——

-2

Fonte: O préprio autor.
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Exemplo 2: Representar no plano cartesiano, os pontos A (1,-2), B (0,3), C (-4,-1) e D (-3,0).
Solucao:
Figura 2.3: Representacdo de pontos no plano

y

30

Fonte: O préprio autor.

Exemplo 3: O ponto P (3m — 3, 8) pertence ao 1° quadrante. Determinar o nimero real m tal
que a abscissa seja o triplo do valor da ordenada.

Solucao:
3m-3=3.8 > 3m-3=24 = 3m =27 = m=— =3 m=29

Logo P(24,8).

Exemplo 4: Para que valores de a e b o ponto P (2a — 4,b + 5) pertence ao 2° quadrante?
Solucéo:

. 2a-4<0 = 2a<4 = a<§ >  a<?
. b+5>0 = b>-5

Portanto,a<2eb>5.



2.1.3 Distancia entre dois pontos

A distancia entre dois pontos A e B no plano x0y, é a medida do segmento AB. Em
geometria analitica podemos calcular a distancia entre dois pontos por meio de suas
coordenadas.

Para determinar a distancia d,p entre os pontos A(x,,ya) € B(xp, yp), vamos
representar tais pontos no plano cartesiano ilustrado na figura a seguir:

Figura 2.4: Distancia entre pontos
y

YB

Ya=Ye

0 Ta Irp=TI¢

Fonte: Anténio Alison, 2019.

Temos um tridangulo ABC, retangulo em C.

Aplicando o teorema de Pit&goras, temos:

(das)” = (AC)? + (BC)?

Mas AC = |xz — x4] eque BC = |yg — yal.

Sabendo que (|xg — x41)* = (xp — x4)* € (lyg — Yal)* = (¥5 — Ya)?, temos:

2 -
(dA,B) =(xg — x0)%+ (yg — ya)? eassim,

dyp= \/(xB — x2)% + (yp— ya)?

Exemplo 5: Calcular a distancia entre os pontos A(-1,4) e B(7,10).

Solugéo: dpg :\/(XB —xa)? + (yg—ya)? = \/(7— (-1))?2 + (10—-4)? =
= J@®2% + (6)? =V64+36 = V100 = 10
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Portanto, d, g = 10.

Exemplo 6: O ponto A(3y,y) € equidistante de B(1,2) e C(6,7). Determinar as coordenadas
do ponto A.

Soluggo: dag =dac = V(1 =3¥)2 + 2-y)2 = /(6-3y)2 + (7T—-y)? =
= 1-6y+9y?2=4—-4y +y2 =36 —36y +9y? + 49 -14y +y? =
= 5-10y =85-50y = 40y=80 = y=2

~ A(3yy) = A(6,2)

2.1.4 Ponto médio de um segmento

Consideremos o segmento de reta de extremos A(x4, ¥4) € B( x5, y5) € 0 ponto médio
M(xy, vy ) representado na figura a seguir:

Figura 2.5: Ponto médio de um segmento

y

YA0Q

Y@

Yn Q

Fonte: Antdnio Alison, 2019.

Pelo Teorema de Tales, encontramos a seguinte relagéo entre as abcissas desses
pontos:

AM=MB = ED=DC = xy—x4=x5— Xy = 2Xy = X4 + Xp =

—Xatxp
= xM—T
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analogamente, encontramos a seguinte relagéo entre as ordenadas desses pontos:

AM=MB = HG=GF = yy—¥3=Ya— Yu = 2y =yatVp =

yatys
> =
Yu 2

Portanto o ponto medio é dado por M (

X4+ Xxp yA+yB)
2 ! 2

Exemplo 7: Sendo A(-8, 5) e B(14, 3), determinar as coordenadas do ponto médio M do
segmento AB.

Solugao: M(@%) :>M(_8;’14,¥) :M(g,g) > M@3,4)

2.1.5 Condicao de alinhamento entre trés pontos

Trés pontos A(xy,v4), B(xg, vg) € C(xc, yc) estdo alinhados, ou séo colineares,
quando é possivel construir uma reta que passa pelos trés pontos.

Figura 2.6: Condicdo de alinhamento entre trés pontos

Yo /
|
B |

Yp

|
YA ( — - b

Fonte: Antdnio Alison, 2019.

Os triangulos ACE e ABD séo semelhantes. Assim:

AE _ EC Xc—XA _ Yc—YA
AD DB Xp—XA YB—YA

= (Xc —x0)V —Ya) = (X —xa) Ve —Ya) =

= (xc =x0) (VB —¥a) — (X =x) YV —Ya) =0 =
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= Xc¥B — Xc¥Ya — Xa¥Yp + Xa¥a — XpYc + XpYa+ XaYc — Xa¥a =0 =
= XcYB — XcYa — Xa¥p — XpYc + XpYa+ X4¥c =0
Multiplicando ambos os membros da igualdade por -1 e reordenando os termos, obtemos:

XaYp t+ XcYa + XpYc — XcYp — Xa¥c — Xg¥a =0 (1)

Mas, pela regra de Sarrus, temos:

Xa Ya 1
Xg ¥ 1| = x4yp + XcYa + XpYc — XV — Xa¥Yc — XgYa (2)
Xc Yo 1

Assim, substituindo (1) em (2), concluimos que trés pontos A(x,, v4), B(xg, y5) € Clxc, yc)

X4 Ya
estdo alinhados se, e somente se, [xg yg 1| =0.
Xe Yo 1

Exemplo 8: Verificar se os pontos A(1,1) , B(3,2) e C(5,3) séo colineares.
Solucéo:
11 1

3 2 1
5 3 1

=2=5+9-10-3-3=0

~ A, B e Csao colineares.

2.1.6 Circunferéncia

O circulo é uma figura geométrica plana definida como a regido limitada por uma
circunferéncia. A circunferéncia, por sua vez, € um conjunto de pontos equidistantes de um
outro ponto chamado centro. A distancia entre o centro de uma circunferéncia e um ponto
qualquer pertencente a ela é sempre a mesma, e é chamada de raio [8].

Seja m um plano no R2. Seja C a circunferéncia de centro A € o e raio r > 0, assim
C={Pemn/d(PA)=r}.



Figura 2.7: Circunferéncia no Plano

Fonte: Brasil Escola, 2019

Se A(a,b) sdo as coordenadas do centro de uma circunferéncia de raio r e P(x,y)
pertence a essa circunferéncia, entdo:

dP,A)=r = d(P,A)?*=r* = (x —a)*+ (y —b)*=r? .

Assim, associamos a circunferéncia C a equagdo (x — a)?+ (y — b)?=r? : Equacdo Reduzida
da Circunferéncia.

Desenvolvendo a equacéo reduzida, obtemos a equacao geral da circunferéncia:

(x—a)’+ (y—b)*=r? = x2-2xa+a2+y2-2yb+b2=r2 =

= X2+y2-2xa -2yb + a2+ b?-r2=0: Equacdo Geral da Circunferéncia.

Exemplo 9: Determinar as equacgdes da circunferéncia de centro (1, 5) e raio 2.
Solucéo:

(x — 1)+ (y — 5)?= 22 : Equacdo Reduzida da Circunferéncia.
Desenvolvendo a equagéo acima, temos:

X2-2x+1+y2-10y+25-4=0 = X2+y?2-2x-10y +22 =0 :Equacdo Geral da
Circunferéncia.

Exemplos 10: Determinar o centro e o0 raio da circunferéncia dada pela equagéo
X2+y2-4x+6y=0.
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Solucéo: Completando quadrados, temos:

X2+y2-4x+6y=0 > Xx2-4x+4+y2+6y+9-4 -9=0 =
S5 (x—2%+(@y+3)?%=13 = (x-22+@-(-3)% =(VI3) =

= C(2,-3)er=+/13

2.2 VETORES NO PLANO

2.2.1 Segmentos Orientados

Um segmento orientado é determinado por um par ordenado de pontos, onde o
primeiro € chamado origem do segmento e o segundo chamado de extremidade [9]. O
segmento orientado de origem A e extremidade B sera representado por AB e,
geometricamente, indicado por uma seta que caracteriza visualmente o sentido do segmento.

Figura 2.8: Segmento Orientado AB

i
A

\

Fonte: O préprio autor.

Um segmento nulo é aquele cuja extremidade coincide com a origem, ou seja, é
determinado por um par de pontos coincidentes. Se AB € um segmento orientado, entdo o
segmento orientado BA é o oposto de AB.

Fixada uma unidade de comprimento, a cada segmento orientado podemos associar
um numero real, ndo negativo, que é a medida do segmento em relagdo aquela unidade. A
medida de segmento orientado AB € o seu comprimento ou seu mddulo e é indicado por AB.

Dados dois segmentos orientado ndo nulos AB e CD, dizemos que eles tém mesma
direcdo se as retas AB e CD séo paralelas ou coincidentes. Os sentidos de dois segmentos s
poderdo ser comparados se eles tiverem a mesma direcao.



Figura 2.9: Segmentos Orientados

sdo paralelas: g "
/ A
D
/ /

ou coincidentes: D _
g 1€ ‘ Dois segmentos

orientados opostos tém
sentidos contrarios.
P S6 se pode comparar os

" D sentidos se eles tém a
/ mesma direg‘fm.

Fonte: Prof? Aline Paliga, 2019.

A

Definicdo 1: Dois segmentos orientados AB e CD sdo equipolentes quando tém a mesma
diregéo, 0 mesmo sentido e 0 mesmo comprimento. Indicamos AB ~ CD [10].

Se os segmentos AB e CD ndo pertencerem a mesma reta, para que AB seja
equipolente a CD, é necessario que AB//CD e AC//BD, isto ¢, ABCD deve ser um
paralelogramo [10].

2.2.2 \/etores

Segundo Winterle [11], dois ou mais segmentos orientados de mesmo comprimento,
mesma direcdo (sdo paralelos ou colineares) e mesmo sentido sdo representantes de um
mesmo vetor.

Assim, sejam A e B pontos no plano. O vetor # = AB ou # = B — A é o conjunto de
todos os segmentos orientados equipolentes a AB.
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Figura 2.10: Representantes de AB

A
- %

v

Fonte: Fonte: Anténio Alison, 2019.

/

Segundo Winterle [11], dado um vetor v = AB eum ponto P, existe um sé ponto Q tal
gue o segmento orientado PQ tem 0 mesmo comprimento, a mesma direcao e 0 mesmo sentido

de AB. Assim, temos também ¥ = PQ, de onde vemos que um representante de v pode ter
sua origem em qualquer ponto do espaco.

Observacdo: Vemos assim que vetores servem para deslocar pontos.

Figura 2.11: Segmentos orientados equipolentes AB e PQ

Fonte: Fonte: Anténio Alison, 2019.
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Definicdo 2: Dados os pontos A(x4,y4) € B(xg,yg), 0S nUmeros xg-x, € yg-y, Sao as
coordenadas do vetor # = 4E, e escrevemos % = (xz - X4 , V5 - ¥4) [10].

Observacao: as coordenadas de um vetor podem ser determinadas usando qualquer segmento
orientado que o represente.

Exemplo 11: Dados A (4,5) e B (-1,2), determinar as coordenadas do vetor v = AB.
Solucdo: Temos x,=4, y4=5, xg = —1 e yp=2

Substituindo esses valores em v = (xg - X, , Vg - V), tEMOS:

v=(—-1—-4,2-5)

v=(-5,-3)

Exemplo 12: Dados A (-3,4), B (1,-3) e sabendo que O é o ponto da origem, determinar P, tal
que OP = AB.

Solucdo: AB =(xg-%4,V5-Va)=(1—(-3), -3-4)=(4,-7)
Tomando P (x,y) , temos:

OP = (xp-X0 ,Yp-Y0) =(X—-0,y-0)=(xy)

Assim, 0P = AB = (xy)=(4,-7) = P(4,-7)

Segundo Winterle [11], “ dois vetores i e ¥ sdo iguais, e indicamos por u = v, se
tiverem mesmo mddulo, mesma direcdo e mesmo sentido.

2.2.3 OperacGes com vetores

2.2.3.1 Adicao de vetores

Consideremos os vetores i e ¥, cuja soma i + v pretendemos encontrar. Tomemos um
ponto A qualquer e, com origem nele, tracemos um segmento orientado AB representante do
vetor . Tomemos a extremidade B para tracar o segmento orientado BC representante de .
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O vetor representado pelo segmento orientado de origem A e extremidade C &, por
definicdo, o vetor soma de % e %, ou seja, i + ¥ = AC ou AB+ BC = AC [10].

—

Figura2.12: u + v = AC

Fonte: Fonte: Ant6nio Alison, 2019.

Se u // ¥, amaneira de se obter o vetor 1 + v € a mesma ilustrada na figura 2.13 quando
u e v tem mesmo sentido e na figura 2.14 quando u e ¥ tem sentido opostos

Figura 2.13: % // ¥, com mesmo sentido

— —

u v
————p.!

- =
u+v

A

Fonte: Winterle, 2000.

Figura 2.14: % // %, com sentido opostos

—
u

=
]

— — Iiv '
u+v :

E

Fonte: Winterle, 2000.



Sejam u = AB e ¥ =4D segmentos orientados de mesma origem. Neste caso, para
encontrar o vetor soma u + ¥, completamos o paralelogramo ABCD (figura 2.15). O
segmento orientado de origem A, que corresponde a diagonal do paralelogramo, é o vetor i

+ 7, ouseja, u + 7 = AC ou AB + AD = AC.

Figura 2.15: Completando Paralelogramo

Fonte: Fonte: Antonio Alison, 2019.

2.2.3.2 Diferenca de vetores

O vetor u + (- ¥), que pode ser indicado como u - ¥, é chamado diferenca entre 1 e v
[11].

Na figura 2.16 a seguir, o paralelogramo determinado pelos vetores i e ¥ nos mostra
que a soma u + v € representada por umas das diagonais, enquanto a diferenca u - v é
representada pela outra diagonal.

Figura 2.16: Diferenga entre vetores

=4

=]
+
<}

<4

-
-

Fonte: Winterle, 2000.

2.2.3.3 Adicao de vetores em coordenadas

Sejam U = (uy,u,) € U = (v, 1)) vetores do plano expressos em termos de suas
coordenadas em relagdo a um sistema de eixos ortogonais xOy. Entéo,
U+ D= (U + vy, Uy +1)).

33



34

Figura 2.17: Adicdo de vetores em coordenadas.

Y  Adicdo de vetores

Fonte: Fonte: Ant6nio Alison, 2019.

2.2.3.4 Multiplicacdo de Namero Real por um Vetor

Segundo Winterle [11], dado um vetor ¥ # 0 e um numero real a # 0, chamamos
multiplicacdo do nimero real « pelo vetor ¥, o vetor av tal que :

a) Médulo : |a?| = |a||¥|. Ou seja, 0 comprimento av € igual ao comprimento de ¥
multiplicado por |a|;

b) Diregdo : av é paralelo a v;

C) Sentido : av e ¥ ttm mesmo sentido se a > 0 e contrario se a < 0.

Na figura 2.18 a seguir apresentamos o vetor ¥ e alguns de seus multiplos.

Figura 2.18: Multiplos de ¥

20

3

poL-
=1

Fonte: Winterle, 2000.



Seja i = (uy,uy) UM vetor do plano expresso em termos de suas coordenadas em
relagéo a um sistema de eixos ortogonais Oy e & € R, assim definimos que ati = (au, , auy).

Figura 2.19: Multiplicagdo de vetor por nimero real.

y Multiplicacio de um vetor
por um namero real

Oy, au

Uy U

i, Q.

Fonte: Fonte: Ant6nio Alison, 2019.

- - -

Exemplo 13: Dados os vetores i = (2,5) e ¥ =(4,—3), determinari + v e u - v.
Solugdo: Temosqueu, =2,u, =5, vy =4 e, =-4. Assim:
u+v=(2,5+4,-3)=(2+4,5+(-3)) =(6,2)

u-v=(2,5)-(4,-3)=(2,5) +(-4,3)=(2+(-4),5+3)=(-2,8)

Exemplo 14: Determinar 21 , sabendo que 1 = (3, -2)
Solucdo: 2u=2.(3,-2)= (23 ,2.(-2)) =(6,-4)
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Figura 2.20: Vetor 2u

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 G

=l

-2

-3

-4

-5

Fonte: O préprio autor.

2.2.3.5 Norma ou médulo de um vetor

A norma ou comprimento de um vetor v é o nimero ||7|| dado pelo comprimento de
um segmento representante de v [10].

Observacéo:

a) A norma de um vetor independe da escolha do segmento representante. Assim, se ¥ = AB
= CD, entdo

AB = CD e, portanto, d (A, B) =d (C, D) = ||¥]|

b) Se A=(x,,y4) ,B=(xz,yg) e v =AB , entdo ||7]| = \/(XB — x4)% + (yp — Ya)?

c) Se P = (x,y) é o ponto tal que v = 0P, sendo O a origem, entdo

71l =d(O,P) =/x2 + y?

Exemplo 15: Dados A (-1,3) e B (5,2), determinar a norma do vetor v = AB.
Solucéo:
Temos que [I7ll= (g — %2+ s —y)? = JGE-(-D)?+2-3)? =
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2.2.4 Condicao de alinhamento entre trés pontos (estudo vetorial)

Utilizando a notacdo e o conceito de vetores podemos dizer que, considerando 0s
pontos A (x4 ,v4), B (x5,yg) € C (xc,yc), 0s trés pontos estdo alinhados ou, o ponto B

pertence a reta que para por A e C se, e somente se, AB =ABC, para algum A € R [12].

Exemplo 16: Determinar se os pontos A = (1,2), B=(3,5) e C = (5,8) estéo alinhados [12].
Solucao:

Para estarem alinhados precisamos que exista A tal que AB = \BC.

AB =\BC

B-A=LA(C-B)

(3,5)-(1,2)=A[(5,8)-(3,5)]

2,3)=1(2,3)

Bastar tomar A=1 e a igualdade acima sera satisfeita.

Portante A, B e C estdo alinhados.

2.2.5 Angulo entre vetores

O angulo entre os vetores ndo nulos U e ¥ é o menor angulo entre os segmentos
representantes AB e AC de u e v, respectivamente. Designamos < (i , ¥) a medida do angulo
entre i e v.

2.2.6 Produto interno ou produto escalar

Segundo Delgado, Drensel e Crissaff [13], o produto interno € uma operacdo que
associa a cada par de vetores um escalar.

Definicdo 3: Se u e ¥ sdo vetores ndo nulos e 6 é o angulo entre eles, entdo, o produto interno
de u e ¥, designado por <, ¥ > ou i . ¥, é dado por:
<u,v>=|ull.||¥|] .cos8 [10]

Na proposi¢do a seguir vamos obter o produto interno entre dois vetores atraves de
suas coordenadas em relagdo a um sistema de eixos ortogonais.
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Proposicdo: Sejam u = (x,,y,) € v = (x,,V,), dois vetores do plano. Entdo:

<a’ﬁ>:xuxv+ )’uyv [10]

Demonstracéo: Se um dos vetors 1 ou ¥ é nulo, temos que < 1 , ¥ > =0 e também que x,, x,, +
v ¥ = 0. Logo a proposicéo é satisfeita.

Sejam 1 = OPe =00 vetores ndo nulos, com P = (cy,y) € Q= (x,,y,). Entdo, como
mostra a figura a seguir,

55:56-575:5'17:(%— Xu» Vv — yu)

Aplicando a lei dos cossenos ao triangulo OPQ, obtemos:
19 — 1z = [l + 19112 - 2 ||l [I19]] cos &, 1)
onde 6 é o0 anguo entre U e v.
Sabemos que,
<u,v>=|ull.||¥]| .cos O 2

Substituindo (2) em (1), temos:

1o —allz=|ldll2+ |9||2-2<u, v >

2<u,v> = |[ul2+ ||9]12- ||v — ull?

2<i ) v> = (x5+y£) + (x5+yvz) - [(xv - xu)z + (yv - yu)z]
29U, V> =xG+ Y + X5+ Y] - X5+ 20X, - X4t - VE 20V - Vit
2<U, V> =2x,%, + 2y,

2<U, V> =2 (xy2p + V)

<UL, V> = 20 + Yy

Portanto,
<u,v>=|[[ull. 17l . cos 0 = xyx, + yuyy

Figura 2.21: Diferenga ¥ — U

)r

Fonte: Fonte: Ant6nio Alison, 2019.
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Observacéo:
Osinal de <u , ¥ > é 0 mesmo de cos 8, assim temos:
1) <uU,v> >0 o c0s6>0 & 0°<6<090°

2) <U,Uv> <0 & c0sf<0 « 90°<H <180°
3) <U,v> =0 & cosf=0 < 6=90°

Com isso, dois vetores % e ¥ sdo ortogonais se, e somente se, < , v >=0, ou seja, 0
angulo entre eles € 90°.

Exemplo 17: Dados 1 = (3,-2) e ¥ = (2, 5), determinar < , v > .
Solucdo: Temos que x,=3, y,=-2,x,=2¢ey, =5.

Substituindo esses valores em < , ¥ > = x,,x,, + ¥,,,,, temos:
=3.2+(-2)5

6-10

-4

<uU.v>
<U,v>=
<uU,v>=

Exemplo 18: Dados os vetores 7 = (2, 2) e v = (0, 2), calcular o angulo entre eles.
Solucéo:
Calculando a norma de cada vetor e o produto entre as normas:

il = v/ (2% + 2%)

Il = V(4 +4)
Izl = V8

151 = /(02 +22)
151 = 0 +4)

[

Il . 17l = V8 . V4
Il - 191l = v32
lll . 1191l = 4v2

Calculando o produto interno entre e v :
<U,v>=2.0+2.2
<u,v>=4

—

Mas <1, v >=|ull . ||?]| . cos 8, logo:
<u,v>

Il Il

cos g =



4
Q0 =—
cos W5
o= 1
cos =5
V2
cos g =—
2
6 = 45°

2.2.7 Vetor unitario

Um vetor é chamado unitério se sua norma é igual a 1.

. N v , ., .
Seja v um vetor, onde ||v|l# 1, o vetor I ¢ um vetor unitario, chamado de

normalizado [14].

Exemplo 19: Determinar o normalizado do vetor v = (4 , -3).
Solucéo:
Como ||7|| =/ (4)% + (—3)2 =16 + 9 = V25 = 5, 0 normalizado de ¥ € o vetor:

s_ YV _1 = (* =B
v1_||1?||_5'(4’ 3= (5’5)

2.2.8 Projecao ortogonal de um vetor sobre outro

Sejam os vetores u e ¥ ndo nulos e 6 o angulo entre eles. Tomemos ¥ = ¥; + U,
sendov, fue v, Lul[ll].

As figuras 2.22 e 2.23 a sequir, ilustram as duas situacGes possiveis, podendo ser
6 agudo ou obtuso.

Figura 2.22: Angulo 6 agudo

v

=4

Fonte: Winterle, 2000.
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Figura 2.23: Angulo 6 obtuso

]

Fonte: Winterle, 2000.

O vetor ¥, é chamado projecéo ortogonal de ¥ sobre 1 e indicado por ¥; = Projy .

Sendo v; / u, temos ¥; = x 1 ,ecomo v, =V -v; = v— X U € ortogonal a i, vem
que

|

N
V.

).ﬁ [11].

Portanto, sendo ¥, = « 1 , concluimos que Projg v = (

&l
&l

Exemplo 20: Determinar o vetor projecdo de ¥ = (2,4) sobre 1 = (2,2) .

Solucéo:
Temos
V.U=22+42=4+8=12
u.u=|ull>=22+22=4+4=8
Logo

oo (PR 512 o (224
Promv—(ﬁ.ﬁ).u— 2. @22)= (&, %)=063

2.2.9 Area de paralelogramos e triangulos

Consideremos o paralelogramo ABCD da figura a seguir.
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Figura 2.24: Paralelogramo ABCD

m

Fonte: O préprio autor

A érea de ABCD é obtida multiplicando a medida da base |AD| pela altura |[EB]|. Se
6=BAC, entdo:
|EB|
|AB|
|EB| = |AB| . sen @
E portanto,
Area ABCD = |AB|. |AC| .sen 6 (1)

sen @ =

Para obter a area do paralelogramo ABCD usando vetores e produto interno,
consideremos 1 = AC, ¥ = AB e 6 o angulo entre os vetores i e .

Temos que
u.v
C0S 0 = ———
[l 1171l
u.v
V1 —sen2 0 =———
11l 11wl
7\
1-— senz 0= <T) 2
mrE) @

Mas de (1) temos que
2
A
20 = <T> 3
SO =\l o (3)

substituindo (3) em (2),

- () = ()
el Il -1

=i =2 2 2 - = 2
(IIuII-IIVII) _( A ) :( U )
Il 11 et -1 Il -1

Al 1win? - A2 = . 9)?

A = ([l IvID? — @ .9)?

A? = lll? 19112 - @ .v)?



Setd = (x,,Ys) € v=(x,,Y,) emrelacdo a um sistema de eixos ortogonais de centro
O, entéo
2Nz =23 +yi  IBIP=x5 +y7 e 4. 9= xu% + yuly

e portanto,
A2 = (x4 yE)(xE + y2) = (xux, + yuyv)2

A2=xix; + XLys + YEXE + Vevs — XgXxp — 2 XyXpYu Yy - ViVi

A2=X3Y7 + Vixgy — 2 XuXpYu Yo

A?= (0, Y)? =2 Xy XYYy + uXp)?
A2 = (Y, — Yuy)?

A= X0y — Yuy

A = det (’;: ﬁ;z)

Assim, a area do paralelogramo ABCD, cujos lados adjacentes sdo representados por
U= (x,,y) € V=_(x,,y,), é igual ao médulo do determinante da matriz cujas linhas sdo as
coordenadas de u e ¥, respectivamente:

A= |det (’;’; f}:)

Podemos dividir o paralelogramo ABCD em dois triangulos congruentes ABC e CDA.
Logo Area (ABC) = Area (CDA). Com isso:

Area (ABCD) = 2. Area(ABC) = |det (" i’}‘)
v v

Portanto,

Area(ABC) =1 .| det (’;” J;“)| [10]

Exemplo 21: Calcular a area do triangulo de vértices A =(2,3), B=(1,6) e C=(4,4).

Solucéo:
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Figura 2.25: Triangulo ABC

T
6

5

Fonte: O préprio autor

— —

Tomandoi= AB e = AC ,entdioi=B-A=(-1,3) e?=C—-A=(2,1). Assim

U

p _1 -1 3
Area(ABC) = 2.|det ( 5 1)|
Area(ABC) ==.|-1.1 - 2.3|
Area(ABC) :%.l—l — 6
Area(ABC) = ~.|-7|

Area(ABC) =

N

2.2.10 Uma Aplicacéo na Fisica

Segundo Winterle [11], o produto interno (escalar) é uma importante ferramenta
matematica para a Fisica, uma vez que inimeras grandezas fisicas sdo definidas com seu
emprego, como por exemplo, o trabalho de uma forca.

Dizemos que existe trabalho quando uma forca aplicada em um corpo provoca o
deslocamento desse corpo.

Segundo Winterle [11], o trabalho realizado por uma forca constante F a0 longo de

um determinado deslocamento d é definido como o produto interno desta forga pelo
deslocamento efetuado pelo corpo no qual a forga esta aplicada.

Pela figura 2.26, podemos observar que a componente da forca F que realiza o trabalho
é F,; paralela ao deslocamento AB =d.
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Figura 2.26: Componente F, realizando trabalho.

+
|

Fonte: Winterle, 2000.

Assim, |E,| = |F|.cos @ , onde @ ¢ o angulo entre a forga e o deslocamento.

A grandeza fisica trabalho, notada por W, é uma grandeza escalar e tem como unidade
no Sl o joule, notado por J, onde 1J=1N. 1m

A expressdo para calculo do trabalho W é

-

W=F.d ou W=|F||d|cose

Exemplo 22: (PUC-BA) A forca F de modulo 30N atua sobre um objeto formando um angulo
constante de 60° com a direcdo do deslocamento do objeto. Se d=10m, qual o trabalho
realizado pela forca F, em Joules?

Solucéo:
W = || |d| cos 6 = 30] |10] cos 60° = 30.10. > =150

Portando, W = 150 J.

Exemplo 23: Uma caixa de 6Kg é levantada de uma altura de 3m, a partir do repouso, por
uma forca aplicada vertical de 80N. Qual o trabalho realizado sobre a caixa pela forca
aplicada?

Solucéo: Neste caso 0 angulo 6 entre a forca e o deslocamento € 0°, assim,
W = |F| |d| cos |d| = 180] . |3] . cos 0° = 240 J
Portanto, W = 240 J.
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Exemplo 24 : Calcular o trabalho realizado pelas forcas constantes, F , ,, Fy e P e pela forca
resultante, para deslocar o bloco de A até B, sabendo que |F|= 12N, |F,|= 9N, |Fy|= 4N, |P|=
4N, d = 4B e |d|= 15m [11].

Solucéo:

Figura 2.27: Forgas aplicadas no bloco

Y
iy

F,

Y

O -

Fonte: Winterle, 2000.

a) Wi = |F| |d| cos 6
com 8 = 0°, temos

Wg=12N . 15m .1 =180J

b) Wy, = |F,| |d| cos 8
como @ = 180°, temos

Wg, =9N . 15m . (-1) =- 135

c) Wr, = |Fy| |d| cos 6
como 6 =90°, temos
Wr, =4N.15m.0=01
d) Wp = |B| |d| cos 6
como 6 =90°, temos

Wp=4N.15m.0=0

e) Seja Wy o trabalho resultante.
Assim, Wy = Wi + Wg, + Wg,, + Wp = 180J + (-135J) + 0J + 0J = 45]

Portanto Wy =45 J.
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2.3 EQUACOES DA RETA

Dividiremos este estudo em duas partes:
a) sem uso de vetores:
Equacéo Geral da Reta
Equacdo Reduzida da Reta
Equacéo Segmentéria da Reta
b) com uso de vetores:
Equacdo Vetorial da Reta
Equacdo Paramétrica da Reta

Equacdo Cartesiana ou Geral da Reta

2.3.1 Equacéo Geral da Reta

Segundo lezzi [15], toda reta r do plano cartesiano pode ser expressa por uma equacao
dotipo ax +by+c=0, onde:

. a, b e c sdo numeros reais;
o a e b ndo sdo simultaneamente nulos.

Para obter a equacdo geral da reta r, sejam A (x4, y4) € B (xg, yg) dois pontos de r.
Usando a condicédo de alinhamento de A e B com um ponto genérico P (x,y) de r, temos:

x y 1
Xa Ya 11=0 = xya+yxb+xayb'xbya'ybx'yxa:0 =
xp yp 1

Ve — V) x+ (Xpxg) Yy + (XaYp —XpYe) =0 = ax+by+c=0

chamada equacdo geral da reta r.

2.3.2 Equacgdo Reduzida da Reta

A equacdo reduzida da reta pode ser obtida diretamente da equagdo geral
ax +by+c=0, seb#0:
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ax+by+c=0 = by=-ax-c = y=(—3)x +(—§),fazendo -Z=m e

b

ol

=(, a equacéo pode ser escrita como :

o'l

y=mx +(Qq,

que é denominada equacéo reduzida da retar.

Na equacdo reduzida da reta, o coeficiente m é chamado de coeficiente angular e o
coeficiente n é chamado de coeficiente linear. O coeficiente linear é a ordenada do ponto em
que a reta corta o eixo Oy e o coeficiente angular dessa reta € igual a tangente de «, onde a é
o0 angulo de inclinacdo da reta, a ser medido do eixo Ox para a reta r, no sentido anti-horério.

Figura 2.28: Equacdo reduzida da reta

\ N (0,n) y=mx+n

Fonte: O proprio autor

Segundo lezzi [15], temos trés formas para calcular o coeficiente angular de uma reta:

1) conhecendo o angulo de inclinagdo (a):
como m =tg («), temos:
i) se a é agudo, entdo m € positivo
ii) se a é obtuso, entdo m é negativo
iii) se a € nulo, entdo m é nulo
iv) se a € reto, entdo ndo se define m

2) Conhecendo as coordenadas de dois pontos:
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Seja o triangulo retangulo ABC, onde seus catetos sdo (y, - y;) € (x; - x;). Assim temos:
m = tg (CZ) _ catetooposto _ y, —

: =227 comux, # x; .
cateto adjacente X, — x4

Figura 2.29: Coeficiente Angular da Reta

le

Fonte: O préprio autor

3) conhecendo a equacdo geral ax + by + ¢ =0, :
m=- % ,comb #0

2.3.3 Equacgdo Segmentaria da Reta

Seja r uma reta que cruza os eixos cartesianos nos pontos (0,9) e (p,0).
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Figura 2.30: Equagdo Segmentaria da Reta

\ Q(.0)

/__

Fonte: O préprio autor

Escrevendo a equacdo da reta r, temos:

x y 1
0 g 1
p 0 1

=0 = qgx+py-pg=0 = 0qx+py=pq

dividindo ambos lados da igualdade por pg, obtemos a equagéo segmentaria da reta:

TR
+
2 <
1
|

Exemplo 25: Determinar a equacdo da reta de 135° de inclinacdo e que passa pelo ponto
A (1,4).

Solucéo:

m=tg135°=-1

Y = Ya

a

mas, m = , entao :

=2t y—4=-1(x—1) = y-4=-x+1 = y=-x+5(Reduzida)

x-1

Na figura 2.31 a seguir, temos a representacdo da reta y = -x + 5 no Geogebra,
verificando que ela passa por A (1,4) e tem 135° de inclinacéo
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Figura2.31: Retay=-x+5

- 0

-

-1

O fiy=—-x+5

Fonte: O préprio autor

Exemplo 26: Obter a equacgéo da reta que passa por A (4,3) e B (0,7).
Solucéo:

x y 1
4 3 1
0 7 1

= X+y-7=0(Geral)

=0 = 3X+28-7x-4y=0 = -4x-4y+28=0 =

Na figura 2.32 a seguir, temos a representacdo da reta x + y - 7 = 0 no Geogebra,
verificando gue ela passa pelos pontos A (4,3) e B (0,7).
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Figura 2.32: Retax +y-7=0

O eql: x+y—-7=10

Fonte: O préprio autor

Exemplo 27: Dados A (3,10) e B (-6,-5), determinar a equacdo segmentaria da reta AB.

X y 1
Solugdo: |3 10 1/=0 = 10x-6y-15+60+5x-3y=0 = 15x-9y+45=0 =
-6 -5 1

15x 9 —45 X
= 15x-0y=-45 = -2 = > -I4
—45 —45 —45 3

Na figura 2.33 a seguir, temos a representacdo da reta - g + % =1, verificando que
passa por A (3,10) e B (-6,-5).



x
Figura 2.33 : Reta - 3 + %z 1

15

10 A

X .y
O eql —§+§=1
Q@ A-=(3 10
@ B=(6, -5

Fonte: O préprio autor

2.3.4 Equacao Vetorial da Reta

Consideremos um ponto A (x,, y,) € um vetor ndo nulo ¥ = (x,,y,). SO existe uma
reta que passa por A e tem direcdo de ¥. Um ponto P (X,y) pertence a r se, e somente se, 0

vetor AP é paralelo a v, isto é,

AP=tv = P-A=tv = P=A+tv = (XY)=(x5Vs) +t(x,,y),tER.
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Figura 2.34: Equacdo Vetorial da Reta
AV
T
P

A

<y

Fonte: Winterle, 2000.

Qualquer uma das equacgdes acima é denominada equacdao vetorial de r.

O vetor v é chamado vetor diretor da reta r e t é denominado parametro.

2.3.5 Equacdes Paramétricas da Reta

Da equacéo vetorial da reta (x,y) = (x4, yo) + t(x, , ¥,,), temos:
(X.y) = (Xas Ya) + t(xy , ¥0)
(X\y) = (xq + txy , Yo + tyy,),
pela condicdo de igualdade, obtemos:

{x= Xqg +x,t
Y= Yot Wt

que sdo denominadas equacgdes paramétricas da reta.

Exemplo 28: Determinar a equacgdo vetorial da reta r que passa pelo ponto A (2,-1) e é
paralela ao vetor ¥ = (-1, 5).

Solucéo:
Como v é paralelo aretar, ¥ é o vetor diretor daretar.
Tomemos P € r, tal que P = (X,y).

Temosentdo que P=A+t0 = (XY) = (X V) +t(xy, 1) =

= (xy)=(2,-1)+t(-1,5), que é aequacdo vetorial da retar.
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Exemplo 29: Considerar os pontos A = (3,2) e B = (1,4).
a) Obter a equacdo paramétrica da reta r que passa pelos pontos A e B.

b) Encontrar o ponto P € r associado ao parametro 3.

Solucéo:
a)temos = AB =B - A= (1,4) - (3,2) = (1-3, 4-2) = (-2,2)
Seja P = (X,y) € r, e consideremos o ponto A:

{x= Xqg+x,t

Y=Yat+t Wt’
assim:

{x= 3—2t ter
y=2+2¢t’

b) Para encontrarmos P associado ao parametro t = 3, basta substituir o valor de t nas equacdes
paramétricas de r encontradas acima:

x=3-2.3=3-6=-3 e y=2+4+2.2=2+4=6.
Logo P (-3,6)

2.3.6 Equacdes Cartesiana ou Geral da Reta

Seja r a reta que passa pelo ponto A (x,,y,) e é perpendicular ao vetor
v =(xy,yy) # (0,0) . Entdo:

P=(xy)er 4P 1 ¥
AP.%=0
(X-xq,Y-Ya)  (Xp, ) =0
Xy (X-2%g) + ¥, (Y-Ya) =0

x‘UX +y‘l)y: xvxa+yvya

¢t ¢ ¢ ¢ 3¢

Xy X ty,y=cC, ondec=x, x, +V, Vg,

A equacdo cartesiana ou geral daretaré r:x, X +y,y=cC

Observacdo: O vetor ¥ é chamado de vetor normal ar



Exemplo 30: Seja r a reta que passa pelo ponto A (2,5) e é perpendicular ao vetor v = (1,3)
Determinar a equacao geral da reta.
Solucéo:
Como v L r,devemoster 1x+3y=c
O valor de c é calculado sabendo que A (2,5) €, isto é,
c=12+35=17
Portanto, a equacao geral da reta é
rx+3y=17
Na figura 2.35 a seguir, representamos no Geogebra o ponto A (2,5), o vetor

v =(1,3) e a perpendicular ao vetor ¥ e que passa por este ponto A.

Figura 2.35: Reta r perpendicular ao vetor ¥

N
A
5
4
3
2
v
]
c
-2 -1 i} 1 2 3 4 5 G T a8
1
@ A=(25)
O B=(13)

C = Intersecdo(EixoX, EixoY')
@

— (0, 0)

v = Vetor(C, B)
@ 1)

- 3

f : Perpendicular(A, v)
@

— -x - 3y = -17

Fonte: O préprio autor
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2.3.7 PosicOes Relativas entre Retas no Plano

Segundo Delgado, Frensel e Crissaff [13], duas retas r e s no plano podem estar em
trés posicdes relativas (uma em relagdo a outra):

a) coincidentes: quando sdo iguais, isto , r=s;
b) Paralelas: quando ndo se intersectam, isto é, rns = @. Neste caso, escrevemos r/s ;
C) concorrentes: quando se intersectam em um ponto, isto é, rns = {P}.

Sejam as retar: ax + by =c e s:a'x + b’y =c’, onde os vetores u = (a,b) e
v =(a", b") sdo os vetores normais de r e s, respectivamente. Assim:

a) r e s sdo coincidentes se, e somente se, existe A € R, A # 0, tal que (a" , b") = A (a,b)
e c’=Ac

b) r e s sdo paralelas se, ¢ somente se, existe L € R, A # 0,tal que (a" ,b") =X (a,b) e
C #Ac

C) r e s sdo concorrente se, e somentese,V A€ R,A#0, (3" ,b") # A (a,b).

Observacao: Um caso especial de concorréncia € a perpendicularidade: as reta r e s serdo
perpendiculares se, e somente se, 0 produto interno entre 1 e ¥ € igual a zero, ou seja,

U.v=a.a+b.b=0

Exemplo 31: Determinar a posicao relativaentre asretasr: 2x +3y =2 e s:3x-2y=8.
Solucdo: Os vetores normais de r e s sdo, respectivamente, i = (2,3) e ¥ = (3,-2).
Observamos que nao existe A # 0, tal que

(2,3) =1 (3,-2).

Logo as retas sdo concorrentes.

Mas,

u.v=2.3+3.(-2)=0.

Portanto, as retas r e s sdo perpendiculares.

Na figura 2.36 a seguir, temos as retas r: 2x + 3y =2 e s: 3X - 2y = 8 representadas
no Geogebra, verificando que sdo ortogonais.
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Figura 2.36: Retas r e s ortogonais

Il
P

O r:2x+3y

O s:3x—2y =28

Fonte: O préprio autor

Neste capitulo foi apresentado uma proposta de material de Geometria Analitica para
ser utilizada em sala de aula. Assim, destacamos a teoria, algumas demonstragdes, exemplos
e aplicagdes. Para um melhor aproveitamento do contetdo visto, fizemos a divisdo em 5 parte:

e Parte 1: Localizagdo e representacdo de ponto no plano, distancia entre pontos, ponto
médio de segmento e condicdo de alinhamento entre trés pontos;

e Parte 2: Circunferéncia;

e Parte 3: Operagdes com vetores, condicdo de alinhamento entre trés pontos através de
estudo vetorial, angulo entre vetores, produto interno, vetor unitario, projecdo
ortogonal de um vetor sobre outro e area de paralelogramos e triangulos;

e Parte 4: Aplicacédo de vetores em fisica;

e Parte 5: EquacOes da reta e posicOes relativas de retas no plano.

No proximo capitulo apresentaremos as atividades desenvolvidas em sala de aula em
cada uma dessas partes.



Capitulo 3

APLICACAO EM SALA DE AULA

As atividades contidas neste capitulo foram desenvolvidas no terceiro ano do ensino
médio de uma escola publica. Utilizamos como referéncia o material contido no capitulo 2
deste trabalho juntamente com uso de folha quadriculada e o software Geogebra.

Iniciamos o contetdo de Geometria Analitica apresentando aos alunos 3 videos,
utilizando o projetor em sala de aula.

Os videos sdo simples e curtos, mas tem a finalidade de fazer os alunos irem se
familiarizando com o contetido que seria abordado na sequéncia.

@) primeiro video, encontrado no link
https://www.youtube.com/watch?v=0LSy6MnOIHU, trata do Conceito e Historia da
Geometria.

O segundo video, encontrado no link https://www.youtube.com/watch?v=dyLv-
f934Sc, nos fala sobre a Historia da Geometria Analitica.

No terceiro video, temos exemplos de onde podemos encontrar a geometria analitica
no cotidiano. Este video é encontrado no link
https://www.youtube.com/watch?v=UabSoSN_bik .

Apo0s os videos, apresentamos aos alunos o software Geogebra, que é uma grande
ferramenta para o ensino e estudo da Geometria Analitica. Com o aplicativo aberto,
introduzimos a nocdo de plano cartesiano e eixos cartesiano, e explicamos algumas
ferramentas simples, como: colocar pontos no plano, tracar segmentos e retas a partir de dois
pontos, construir poligonos e circunferéncias.

Como o laboratério de informatica da escola era pequeno e com poucas maquinas,
infelizmente os alunos ndo puderam manusear de maneira significativa o software. Dessa
maneira, adotamos em nossas aulas a folha quadriculada como material de apoio.

Relataremos a seguir algumas atividades que foram desenvolvidas em sala de aula com
essa turma.

Parte 1 — Atividades relacionadas a localizacdo e representacdo de ponto no plano,
distancia entre pontos, ponto médio de segmento e condicdo de alinhamento entre trés pontos.

Material: Folha quadriculada, projetor multimidia e Geogebra.
Publico Alvo: Alunos do 3° ano do Ensino Médio.

Tempo de desenvolvimento: 2 aulas de 50 minutos cada.
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Atividade 1.1 - Representar os pontos A(3,4) , B(-2,3), C(0,3) , D(-1,-6), E(1,-5) e F(2,0)
em folha quadriculada e informar a qual quadrante pertencem.

Desenvolvimento: Os alunos construiram o plano cartesiano na folha quadriculada,
representaram 0s pontos neste plano e informaram o quadrante que cada ponto pertence. Logo
apos, representamos 0s pontos no Geogebra, e assim os alunos puderam verificar se o que
fizeram estava correto. A representacdo na folha quadriculada, deveria ser igual a
representacédo a seguir, feita no Geogebra.

Figura 3.1: Resultado Atividade 1.1

-3 @

-4

Fonte: O préprio autor

A — 1° quadrante

B — 2° quadrante

C — pertence ao eixo das ordenadas
D - 3 ° quadrante

E — 4° quadrante

F — pertence ao eixo das abscissas

Atividade 1.2 - (UFRGS) Se um ponto P do eixo das abcissas é equidistante dos pontos
A(1, 4) e B(-6, 3), a abscissa de P vale:

a) -2 b) -1 c)0 d1 e)3
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Desenvolvimento: Primeiramente o aluno precisa verificar que se P pertence ao eixo das
abscissa, P é da forma: P(x,0).

Em seguida, verificar que d4 p = dp p, € assim determinar o valor da abscissa x. Uma
das maneiras para encontrar o valor da abscissas de P esta a seguir:

dP,A = dP,B

VOa— xp)2 + (ya— yp)? =y (xg— xp)2 + (yp— yp)?
JA—x)2 + (4-0)2 =/(-6—x)2 + (3— 0)2
(1-x?% + W?=(-6-x)?% + (3)

1—-2x+x%+16 = 36+ 12x +x2+9

1-2x+16=36+12x+9
1+ 16-36-9 =12x+ 2x
-28 = 14x

28
T 14

X=-2

Portanto a resposta certa ¢ a alternativa “a”.

Apdbs encontrar o valor do X, representamos o0s pontos A, B e P no Geogebra e
verificarmos que d4 p = dp p.

Figura 3.2: Verificacdo Atividade 1.2

o

Fonte: O préprio autor
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Atividade 1.3 - (UFPI) A medida do perimetro do tridngulo cujos vértices sdo os pontos
(1,1), (1,3) e (2,3) &

a)3+v5  b)3+2v/5 ¢)3+3V/5 d)3+4/5 e)3+5V5

Desenvolvimento: Nominamos A(1,1), B(1,3) e C(2,3) e determinamos d, 5 , dg ¢ € dc 4.
Em seguida, somamos os valores das distancias para determinar o perimetro do triangulo.
Uma das maneiras de resolucao esta a seguir:

dap =y (g — 2% + (yp— y)? =J(1 -2 + 3-12% =/(0)% + (2)2 =4 =2
dgc=+(xc— x8)2 + (3c— yp)? =J(2—-1)2 + 3-3)2 =J/(D2 + (0)2 =vV1 =1

dea=\(a— 202 + a— y0)? =J(1-2)2 + (1-3)% =/(-1)% + (-2)? =5

Perimetro=d, g +dpc +dca=2+1++5 =3+5

Portanto a resposta certa ¢ a alternativa “a”.

Atividade 1.4 - Quais sdo os possiveis valores de ¢ para que os pontos (c , 3), (2, ¢) e
(14, -3) sejam colineares?

Desenvolvimento: Apos verificar a teoria 2.1.5 e 0 exemplo 8, sabemos que para 3 pontos

Xg Ya 1
A(x4, V), B(xg,yg) e C(xc, yc) serem colineares, precisamos que |xg yg 1| =0.
xc Yo 1
Tomamos entdo A(c,3), B(2,c) e C(14,-3) e substituimos na matriz acima. Obtivemos:
c 3 1
2 c 1|1=0
14 -3 1

Resolvemos o determinante acima e encontramos possiveis valores de c.

A seguir temos uma maneira para encontrar valores de c resolvendo o determinante:

c 3 1
2 c 1/=0 = 2+42-6-14c-6+3c=0 = c2 - 11c +30=0 =
14 -3 1

= c=5o0uc=6

Para c=5, temos os ponto A(5,3), B(2,5) e C(14,-3). Na Figura 3.3, temos a
representacdo desses pontos no Geogebra, para assim verificar se realmente sdo colineares.
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Figura 3.3: Colinearidade pra c=5

Fonte: O préprio autor

Foi observado que por A, B e C passava uma mesma reta, confirmando que séo
colineares para ¢ =5.

Tomando agora ¢=6, temos os ponto A(6,3), B(2,6) e C(14,-3). Na Figura 3.4, temos
a representagé@o desses pontos no Geogebra, para assim verificar se realmente sdo colineares

Figura 3.4: Colinearidade para c=6

4 B3 2

Fonte: O préprio autor

Também foi observado que por A, B e C passava uma mesma reta, confirmando que
sdo colineares para ¢ = 6.
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Atividade 1.5 - Calcular a distancia entre os pontos P e Q dados em cada caso a seguir:
a) P(2,5)e Q(-5, - 2).
b) P(2 ’ 5) € Q’(l ) -2)

Desenvolvimento: Substituimos as coordenadas dos pontos P e Q na formula demonstrada
no item 2.1.3.

A seguir temos o célculo da distancia entre P e Q em cada caso:

) dpg = (t - 2" + (v ¥p)’ = J(C5-27 % (2= 57 = J(2+ (7
V49 +49 =98 =72 =99

b) dpgs = J(xQ,— %) + (o — yp) =JA-2% + (—2— 52 = /(1% + (-7)?
V1+49 =50 =5v2 =7,07

Representamos cada caso no Geogebra para verificar se o resultado encontrado estava
correto. A representacdo esta na figura 3.5 a seguir:

Figura 3.5: Distancia entre pontos P e Q e pontos P e Q’

6

e
o
w
-
o
o

-4

Fonte: O préprio autor
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Atividade 1.6 - Em cada caso a seguir, determinar as coordenadas do ponto médio do
segmento de extremidades A e B:

a) A(, 4) e B(5, -2);
b) A(2, -4) e B(6, 6);

Desenvolvimento: Substituimos as coordenadas dos pontos A e B na férmula demonstrada
no item 2.1.4.

A seguir temos o céalculo das coordenadas do ponto médio do segmento determinado
por A e B em cada caso:

a)M(xA;xB ’yA;yB) = M(l%S,‘H';_Z)) = M(g,%) = M(@3,1)

b) M ("A;"B,“;y‘?) > M (sz’—‘lz%) > M (g Z) = M 4,1

A seguir, temos na figura 3.6 a representacdo da atividade 1.5 a) e na figura 3.7 a
representacdo da atividade 1.5 b).

Figura 3.6: representacdo do segmento AB (a) e seu ponto médio M.

A

M

m

-2

Fonte: O préprio autor
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Figura 3.7: Representagdo do segmento AB (b) e seu ponto médio M.

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

-2

-3

i é

-5

Fonte: O préprio autor

Atividade 1.7 - Verificar se sdo colineares (alinhados) os pontos A(0, 1), B(-3, 2) e
C(4, 3).

Desenvolvimento: Seguindo a demonstracéo feita no item 2.1.5, temos que trés pontos A, B

Xg ya 1
e C, sdo colineares se, e somente se, |[xg vy 1| =0.
Xc Yo 1

Substituimos as coordenadas de A, B e C na matriz e verificamos o resultado de seu
determinante.
A seguir temos uma maneira de calcular o determinante:

0 1 1
-3 2 1|=0+4-9-8+0+3= —-10
4 3 1

Como o determinante é diferente de zero, concluimos que os pontos A, B e C néo séo
colineares.
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Na figura 3.8, temos a representacéo dos pontos A, B e C, onde podemos verificar que
realmente ndo sdo colineares.

Figura 3.8 : Verificagdo da néo colinearidade entre A, B e C.

]

m

Fonte: O préprio autor

Parte 2 — Atividades relacionadas a circunferéncia.
Material: Folha quadriculada, projetor multimidia e Geogebra.
Publico Alvo: Alunos do 3° ano do Ensino Médio.

Tempo de desenvolvimento: 1 aula de 50 minuto .

Atividade 2.1 - (UFRGS) A equacgdo do circulo que passa na origem e tem como
coordenadas do centro o ponto P(-3, 4) é:

Desenvolvimento: Nesta atividade, foi pedido aos alunos para encontrarem as equacdes
reduzida e geral da circunferéncia. Primeiramente, determinamos a medida do raio dessa
circunferéncia, e em seguida utilizamos o conceito demonstrado no item 2.1.6 para encontrar
as equacoes.

A seguir temos uma maneira para resolver a atividade:

A origem O(0,0) é um ponto da circunferéncia. Assim o raio r é igual a distancia entre
OeP.

r=dop=+(xp— %0)? + (Fp— ¥0)2 =/(-3—- 0)2 + (4— 0)2 =9 + 16 = V25 =5
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Substituindo as coordenadas do centro da circunferéncia e 0 raio em
(x — a)?+ (y — b)%=r?, obtemos:

(x+ 3)%+ (y — 4)?=5% (Equacdo Reduzida)
Desenvolvendo a equacdo reduzida:
(x+3)%+ (y—4)?=5% = x2+6x+9+y2-8y+16=25 = x2+y2+6x-8y=0

onde x2+y2+ 6x — 8y =0 é a Equacdo Geral da Circunferéncia.

Na figura 3.9, temos a representagéo da circunferéncia com centro P(-3,4) e que passa
pela origem.

Figura 3.9: Circunferéncia de centro P(-3,4) e raio 5.

-9

Fonte: O préprio autor

Atividade 2.2 - Determinar o centro e o raio da circunferéncia x2 + y2—2x + 8y + 8 =0

Desenvolvimento: Completando o quadrado encontramos a forma da equacdo reduzida da
circunferéncia. Através da equacdo reduzida conseguimos determinar 0 centro e o raio da
circunferéncia. A seguir temos uma maneira de completar quadrados e assim resolver a
atividade:
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X2+y2-2x+8y+8=0 = x2-2x+1+y2+8y+16+8-1-16=0 =
= X2-2Xx+1+y?+8y+16+8-1-16=0 = (x—1)*+(y+4)*°=16+1-8 =

> -1+ (y—(—4)%=9 = (x—1)2+(y—(-4)2=32 = C(1,4) e r=3

Na figura 3.10 a seguir, representamos no Geogebra a circunferéncia
x2+y2—2x + 8y + 8 = 0 e verificamos que realmente o centro é C(1,-4) e o raio € r=3.

Figura 3.10: Circunferéncia de equacdo x2 + y2 —2x + 8y +8 =0

-6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Py cixl+y? —2x+8y+8=0

ey

= (-1 +(y+ 4R =09

Fonte: O préprio autor

Parte 3 - Atividades relacionadas a operagdes com vetores, condigdo de alinhamento
entre trés pontos através de estudo vetorial, angulo entre vetores, produto interno, vetor
unitario, projecdo ortogonal de um vetor sobre outro e area de paralelogramos e triangulos.

Material: Folha quadriculada, projeto multimidia e Geogebra.
Publico Alvo: Alunos do 3° ano do Ensino Médio.

Tempo de desenvolvimento: 4 aulas de 50 minutos cada.
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Atividade 3.1 — Sejam os pontos A(1,2), B(3,1) e C(4,0). Determinar as coordenadas do
vetor ¥ = AB e as coordenadas de D tal que % = CD.

Desenvolvimento: Encontramos o vetor ¥ = AB usando a definicdo 2 do item 2.2.2 e tomamos

D(d4,d;). Como queremos AB = CD, entdo usamos a mesma defini¢cdo e encontramos as
coordenadas de D.

A sequir temos uma maneira de resolver a atividade:
V=AB =(xp — X0, ¥p — ¥a) =(3-1,1-2)=(2,-1)

Como temos D(d4, d,), assim:

$=AB=CD & AB=CD
© (2,-1)=(dy—4,d,—0)
& 2=d,—4 e -1=d,—0

(=4 d1=2+4‘:6 e d2=—1
Portanto, encontramos D(6 , -1).

Na figura 3.11 a seguir, podemos verificar v = AB =CD.

Figura 3.11: % = AB = CD.

-2

=3

Fonte: O préprio autor

Atividade 3.2 — Dados os vetores ¥ = (3, 4) , i = (2, -2) e t = (-1,5), determinar
w=2.U+1-3.t erepresentar na folha quadriculada, partindo da origem.

Desenvolvimento: Utilizamos o conhecimento adquirido no item 2.2.3 deste trabalho para
resolver a atividade 3.2.
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A seguir, temos uma resolucdo da atividade:

2.9 =2.(34) = (68)

2.1 = 2.(2-2) = (4,-4)

3.t = 3.(-1,5) = (-3,15)
Assim,

W=2.7-2.1-3.t=(6,8) - (4,-4) — (-3,15) = (6-4+3, 8+4-15) = (5,-3)

—

Na figura 3.12, temos a representacéo do vetor w = 2. - 2.7 — 3 . £, onde verificamos
que realmente w = (5,-3).

Figura 3.12: Representagdo de W = 2. 5 - 2.1 — 3 . £

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

-1
u

-2

w=2v—-2u—3t
@ 5
- -3

Fonte: O préprio autor

Atividade 3.3 — Dados A(-1,2) e B(4,1), determinar a norma do vetor # = 4B.
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Desenvolvimento: Através do item 2.2.3.5, vemos que ||3]| = v/ (xg — x4)2 + (¥5 — ya)2.
Substituimos as coordenadas de A e B na formula e encontramos ||7]|.
A seguir temos a resolucéo do exercicio:

1911 = V(g — x)? + (5 — )2 = V(4 = (=1)2 + (1 = 2)2 = {52 + (-1)% = V26 =
51

Na figura 3.13 a seguir, temos a representacao de v no Geogebra e a sua norma:

Figura 3.13: Vetor ¥ e sua norma.

3
A
.-.....__g_ v
1 AB=51 =
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
1
-2

Fonte: O préprio autor

Atividade 3.4 — Verificar, usando estudo vetorial, se os pontos A(0, 1), B(-3, 2) e C(4, 3)
séo colineares.

Desenvolvimento: Pela teoria do item 2.2.4, A, B e C séo colineares se, e somente se,
AB =\BC. Encontramos entio os vetores A e BC e verificamos se um era maltiplo do outro.

A seguir temos uma resolucdo da atividade:
AB=B-A=(-3,2)-(0,1)=(-3-0,2-1)=(-3,1)
BC=C-B=(4,3)-(3,2)=(4+3,3-2)=(7,1)

Mas ndo ha A, tal que (-3,1) = A. (7,1), de onde concluimos que A, B e C nédo sdo colineares.



Atividade 3.5 — Determinar < , ¥ >, dados @i = (-5, -3) e ¥ = (-1, 2).
Desenvolvimento: Temos que x,=-5, y,=-3,x, =-1ey, = 2.

Basta substituirmos esses valores em < , ¥ > = x,x,, + Yy, V-

Assim:

<uU,v>=-5(1)+(-3).2
<U,v>=5-6
<u,v>=-1

Atividade 3.6 — Determinar x € R de modo que o produto interno dos vetores % = (4 , -3)
ev=(x,1)sejaiguala’5 [14].

Desenvolvimento: Temos que <u , ¥ > =5, x,= 4, y,= -3, ¥, = 1 e precisamos encontrar
Xp= X.

Basta substituirmos esses valores em < , ¥ > = x,x,, + ¥, V-

Assim:<u,v>=5=4.x-3.1 & 8=4x & x=2

Atividade 3.7 — Dados os vetores % = (1, 1) e ¥ = (0, 3), calcular o &ngulo entre eles.

Desenvolvimento: Calculamos a norma de cada vetor, produto entre as normas e 0 produto
interno entre os vetores. Em seguida, substituimos os valores encontrados na equacao

<u,v>=]|ull .|| .cos@, eencontramos 6. A seguir temos os calculos para resolugdo
da atividade.

171l = /(0% +3%)
171l = (0 +9)

I171= V9
Il 19l =v2 .v9
Il 1191l = v18

1l . 171l = 3v2
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Calculando o produto interno entreu e v :
<u,v>=1.0+1.3
<u,v>=3

Usando a equagdo <u, v >=||u]l . ||?]| . cos &, temos:

0 <u,v>
Cosb=7=——-
1l 1wl
p 3
cos O =——=
32
0 1
cos @ =—
V2
2
cos g =—
2
6 = 45°

Na figura 3.14 a seguir, representamos no Geogebra os vetores 1 e © e encontramos angulo
formado entre eles.

Figura 3.14: Angulo entre os vetores 7 e .

T e=45°

Fonte: O préprio autor



Atividade 3.8 — Determinar o normalizado do vetor ¥ = (3, -2) [14]

Desenvolvimento: Temos, pelo item 2.2.7, que normalizado de v é o vetor unitario com
mesma direcdo e sentido de v, e é determina do pela razdo entre ¥ e sua norma. Pelo item

2.2.3.5, temos que ||7|| = y/x% + y2. Substituindo x e y na equacéo e encontramos a norma de
v

1Dl = /x2 +y2=1/32+ (-2)2=V9+ 4=1/9+ 4= V13

Fizemos entdo a razdo de v e por sua norma, e encontramos o normalizado de v:

—

L, _ v _ L o (3 2
STV rRAC R (mm)

Na Figura 3.15 a seguir, representamos o vetor ¥ e sua norma e também o vetor normalizado
Vy.

Figura 3.15: Normalizado de .

v, 1 = 1

-2

_ (3 2
@ °° (/ﬁ m)
— (0.83, -0.55)

Fonte: O préprio autor
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Atividade 3.9 — Determinar a projecio ortogonal de % = (3,2) na diregéo do vetor ¥ = (2,2).

Desenvolvimento: Encontramos o produto interno entre i e v e entre ¥ e ¥, € em seguida
- N N uv\
substituimos os resultado na equacéo Projz u=\==). V.

- —

v.v

A seguir temos a resolugéo da atividade:

U.v=32+22=6+4=10
V.U0=||V|?=22+22=4+4=8
Logo
= (T) 5210 o= (220 (5 5
Promu—(aﬁ).v— 5 .(2,2) = (8 , 8)_(2’ 2)

Na figura 3.16 a seguir, temos a representacdo dos vetores i, v e Projz U -

Figura 3.16: Projz U

-1

Q aA-=(32
O B=(22)
_ (55
o <=(33)
— (2.5, 2.5)

Fonte: O préprio autor



Atividade 3.10 — Determinar a area do paralelogramo ABCD. Onde A (1,2), B (3,1) e
C (4,1) [14].

-

Desenvolvimento: Encontramos os vetores u = AB e v = AC e substituimos suas coordenadas
na equacdo obtida no item 2.2.9.

Abaixo temos a resolucdo da atividade:
i=AB=B-A=(31) - (1,2) =(2,-1)
P=4C=C-A=(41)-(12) = (3-1)

X
“ y”) , temos:

Sabendo que A = |det (x y
v v

A= |det (g j)| = =2 (=3)|=|1] =1

Na figura 3.17 a seguir, construimos o paralelogramo ABCD e calculamos sua area no
Geogebra.

Figura 3.17: Area do paralelogramo ABCD.

Area ABCD=1

Fonte: O préprio autor

Atividade 3.11 — Calcular a area do triangulo de vértices A (4,2), B (6,1) e C (3,2) [14].

Desenvolvimento: Encontramos os vetores i = AB e v = AC e substituimos suas coordenadas
na equacéo obtida no item 2.2.9. A seguir temos uma resolucao para a atividade:

77



78

#i=AB=B-A=(61) - (4,2) = (2,-1)
$=4C=C-A=(32)-(4,2) =(-1,0)

Xu yu)

Sabendo que A = |det (x y
v v

, temos:

A<t (% )=30-1=31m0= ]

1 0

Na figura 3.18 a seguir, construimos o triangulo ABC e calculamos sua area no
Geogebra.

Figura 3.18: Area do triangulo ABC

A Areade ABC =05

(]
(]

(mn]

2

Fonte: O préprio autor

Parte 4 — Atividades relacionadas a aplicacédo de vetores em fisica.
Publico Alvo: Alunos do 3° ano do Ensino Médio.

Tempo de desenvolvimento: 2 aulas de 50 minutos cada.

Atividade 4.1 — (UESPI) Um bloco de 2 Kg é puxado com velocidade constante por uma
distancia de 4m em um piso horizontal por uma corda que exerce uma forga de 7N fazendo
um angulo de 60° acima da horizontal. Sabendo que cos 60° = 0,5 e sem 60° = 0,86, o trabalho
executado pela corda sobre o bloco é de:

a) 14 ] b) 24 c) 28] d)481J )56



Desenvolvimento: Fizemos a representacdo do enunciado e obtivemos a figura 3.19 a seguir:

Figura 3.19: Representacdo do bloco e for¢a puxando.

Fonte: O préprio autor

Sabemos, pelo item 2.2.10, que W = |F| |d| cos 6.
Substituindo, encontramos o valor do trabalho W:
W = |F| |d| cos 8
W =7| |4| cos 60°
W=7.4.05
W=14]

[1Pb]

Assim encontramos “a’” como alternativa correta.

Atividade 4.2 — O bloco da figura esta incialmente em repouso, livre da acdo de forcas
externas. Em dado instante, aplicamos sobre ele o sistema de forcas indicado, constituido por
F,, F,, F; e F,, de modo que F; e F5 sejam perpendiculares a F;.

Figura 3.20: Representacdo do bloco e forcas atuando

1F,=120N

F,=100N
F,=50N
f—— i Nesdacascsmssas
sen 6 = 0,80
cos 6 = 0,60

F,=200N
Y

Fonte: O préprio autor
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Sendo W,;, W,, W; e W,, respectivamente, os trabalhos de F;, F,, F; e F, para um
deslocamento de 5 m, calcular W;, W,, W; e W,.

Desenvolvimento: Fizemos a decomposigéo F,:
F, = F,.cos 8§ =100.0,60=60 N
F,, = F,.sen 6 =100.0,80=80N

e assim obtivemos:

Figura 3.21: Representag&o do bloco e forgas

1F,=120N
APy _gon
F,=50N
-1 { —> I -eoN
F, =200 N
Y

Fonte: O préprio autor

Temos que F; = F; + F,_ e que F,_ > F,, de onde concluimos que o deslocamento é
y x
para a direita.

Forcas perpendiculares ao deslocamento néo realizam trabalho, pois 8 = 90° e
cos 90° = 0, portanto chegamos que W,; = W; = 0.

Calculamos entdo o trabalho realizado por F, e Fy:
W, = |F,,| |d| cos 6=60.5.1=3001J

W, = |F,| |d| cos 6= 50.5.(-1)=-250

Parte 5 - Atividades relacionadas a equagdes da reta e posicdes relativas de retas no
plano.

Material: Folha quadriculada, projeto multimidia e Geogebra.
Publico Alvo: Alunos do 3° ano do Ensino Médio.

Tempo de desenvolvimento: 2 aulas de 50 minutos cada.
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Atividade 5.1 — Determinar a equagéo geral, reduzida e segmentaria da reta que passa pelos
pontos A (3,-3) e B (1,3).

Desenvolvimento: Pelo item 2.3.1, dois pontos A e B séo colineares se, e somente se,

x y 1
Xq Ya 1| = 0. Substituimos as coordenadas de A e B na matriz e resolvemos o
Xp Yo 1

determinante, encontrando ent&o a equacao geral. Isolando y na equacdo geral, encontramos
a equacdo reduzida. Isolando o coeficiente sem incdgnita da equacdo geral e dividindo toda
equacdo resultante pelo mesmo valor desse coeficiente, encontramos a equacéo segmentéria.

A seguir temos uma maneira de encontrar as equacdes pedidas nesta atividade:

x y 1 x y 1
Xq Yo 1{=0 = [3 -3 1[=0 = -3x+y+9+3-3x-3y=0 =
Xp Yo 1 1 3 1

> -6x-2y+12=0 = -3x-y+6=0 (GERAL)

Isolando y na equagéo geral, encontramos a equacao reduzida:

3x-y+6=0 = y=-3x+6 (REDUZIDA)

Utilizando a equacdo geral, isolamos o coeficiente sem incdgnita e dividimos toda
equacdo por esse mesmo coeficiente, encontrando a equacdo segmentaria:

Hy+6=0 > HKoy=b = §+%:1 (SEGMENTARIA)

Atividade 5.2 — Sejam os pontos A (4,1) e B (-1,2).
(a) Obter a equacao paramétrica da reta r que passa pelos pontos A e B.

(b) Encontrar o ponto P € r associado ao parametro 2 [14].

Desenvolvimento:

(a) Para encontrar a equacdo paramétrica da reta r que passa por AB, precisamos de um vetor
¥ que tenha a mesma direcdo de r. Tomamos entao:

$=AB=B-A=(-12)—(4,1) = (-51)

Tomamos P (X,y) € r, de onde vem que:
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AP=tAB = P-A=tAB = P=A+tAB = (xy)= 41)+t(51) =

S (xy)=(4-5t,1+1) = {xz Aot

y= 141t teER.
(b) Substituimos t=2 nas equacdes paramétricas encontradas no item “a”:
X=4-52=4-10=-6 e y=1+2=3

Logo, P (- 6,3)

No proximo capitulo apresentaremos as consideraces finais sobre este trabalho
realizado com a turma do terceiro ano do ensino médio.
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Capitulo 4

CONSIDERACOES FINAIS

A proposta do trabalho foi incluir o estudo de vetores na geometria analitica no ensino
médio. Como vetores esta no curriculo de fisica no ensino médio, optamos por inclui-lo
também na matematica, ajudando o aluno ter uma maior compreensdo do conteudo e também
dando uma base maior aqueles que ingressem em cursos na area de exatas.

Na primeira parte do trabalho tivemos bons resultados, j& que a maioria dos alunos
tinham conhecimento de plano cartesiano, assim conseguiram compreender rapidamente a
teoria e 0s exemplos, o que facilitou na resolucao das atividades propostas. O uso do Geogebra
na correcdo dos exercicios fez com que os alunos se esforcassem para chegar nos valores
corretos e assim verem suas figuras nas folhas quadriculas semelhantes as figuras que fizemos
no software.

Na segunda parte alguns alunos tiveram um pouco de dificuldade para compreenderem
0 processo de completar quadrados, contetdo que é aprendido no ensino fundamental. Além
dos exemplos do capitulo 2 desse trabalho, tivemos que fazer outros exemplos, revisando esse
caso de fatoragdo e ajudando a relembrar esse contetdo ja visto.

A terceira parte foi sem dividas a mais desafiadora. Auxiliamos os alunos em todas as
atividades, tentando mostrar quais exemplos eram parecidos e perguntando a eles qual
maneira achavam a mais facil para iniciar as atividades. Tiveram facilidade para encontrarem
um vetor a partir de dois pontos dados e para fazerem as operacdes basicas com vetores. No
produto interno entre vetores tivemos um pouco mais de dificuldade. As atividades 7, 8 e 9
foram as que tiveram o desempenho mais baixo. Nas atividades 10 e 11, por serem aplicacao
de determinantes, contetdo que haviam visto no ano anterior, a turma teve 6timo desempenho.

A atividade 1 da quarta parte, por ser bem parecida com o exemplo, ndo tivemos
dificuldades. Na segunda atividade dessa parte, auxiliamos na decomposicdo da forca F, e em
seguida a turma conseguiu encontrar o trabalho das forcas.

A (ltima parte de nossas atividades foi direcionada como trabalho em dupla. A
atividade 1, sem uso de vetor, os resultados foram melhores do que a parte 2, que tinha uso de
vetor.

Pelo pouco tempo dentro do bimestre, ja que a grade curricular é extensa, ndo
conseguimos estudar conicas.

De maneira geral, percebemos que os alunos sentiram-se motivados com o estudo de
Geometria Analitica com abordagem vetorial no ensino médio. Acreditamos que isso se deu
pelo fato da mesma nédo estar inclusa na programacdo das escolas. Quando faziamos as
corregdes das atividades, observamos que os alunos mostraram boa aceita¢do das aulas com
uso do Geogebra. Apesar de ndo fazerem o manuseio do software, os mesmo tiveram bom
rendimento nas atividades propostas em que foi utilizado o Geogebra.
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