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EPIGRAFE

“O que sabemos é uma gota, 0 que ignoramos é um oceano.”

Isaac Newton



RESUMO

Este trabalho visa apresentar o desenvolvimento de uma proposta de ensino envolvendo
0s conceitos basicos de Programacao Linear para o Ensino Médio, como: a definicao,
solucdo geométrica para problemas com funcao objetivo e restricbes com duas variaveis
com o auxilio do Software Geogebra e resolucdo de problemas aplicados a diferentes
areas utilizando o solver do Excel para problemas com mais de duas variaveis. O trabalho
teve como objetivo principal verificar como os alunos interagem com a proposta e
identificar possiveis contribui¢cdes para a formacgéo dos alunos, em especial, quando do
estudo do conteudo de Sistemas Lineares, haja vista que a area permite uma vasta
quantidade de aplicacbes em diferentes areas. O trabalho foi orientado pela Pesquisa
Qualitativa com a abordagem do Estudo de Caso e foi desenvolvido com um grupo de
alunos do Ensino Médio. Os resultados indicam que a abordagem se mostrou muito
favoravel ao desenvolvimento de habilidades com resolucéo de problemas, criatividade,
visualizacdo geométrica de conceitos de sistema lineares e atitudes favoraveis ao uso
dos recursos do Software Geogebra e Excel no ensino e aprendizagem de conteudos
matematicos.

Palavras-chave: Matemética, Ensino Médio, Programacéao Linear. Sistemas Lineares.



ABSTRACT

The following essay aims to present the development of a teaching proposal comprising
the basic concepts of Linear Programming for High School, such as: definition,
geometrical solution for objective-function problems, and restriction with restrictions with
two variables with the aid of the Geogebra Software and problem solving applied to
different areas using the Excel solver for problems with more than two variables. The main
goal of the essay is to verify how the students interact with the proposal and to identify
potential contributions to the students' education, especially when studying the content of
Linear Systems, given that this field of study allows a wide range of applications in different
areas. The study was guided by Qualitative Research with the Case Study approach and
was developed within a group of high school students. The results indicate that the
approach has proved to be very favorable to the development of skills such as: problem
solving, creativity, geometric visualization of linear system concepts and propitious
attitudes to the use of Geogebra and Excel software resources in teaching and learning
of mathematical content.

Palavras-chave: Mathematics, High Shool, Linear Programming, Linear Systems.
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1. INTRODUCAO

A Matemética para a maioria dos alunos é considerada como um “bicho de sete
cabegas”, ou seja, algo inacessivel de compreensdo. Muitos acreditam que quem gosta
de Matematica € de um nivel de inteligéncia diferente da maioria, pois consegue
compreender e raciocinar de forma distinta dos demais. Esta visdo acaba por alimentar
no imaginario do estudante o mito de que as habilidades matematicas do individuo sé&o
inatas que pode influenciar negativamente no seu processo de aprendizagem.

Por outro lado, esta visdo anteriormente apresentada nao esta em consonancia com
a esséncia da natureza da Matematica, haja vista que, historicamente muitos de seus
conceitos foram motivados para atender necessidades humanas em diversos contextos
culturais. Desta forma, a Matematica ndo € uma ciéncia pronta e acabada e sim fruto de
uma construcdo humana que possui um papel importante para a vida do individuo e para
a sociedade. Concebendo a Matematica nesta perspectiva é importante que o
conhecimento matematico seja acessivel a todos.

Para isso, é importante que o ensino da Matematica ndo esteja pautado somente
em metodologias baseadas na repeticdo, sem desafios e aplicacdes, conforme Polya
(2006, p. 5) alerta:

Um professor de Matematica tem, assim, uma grande oportunidade. Se ele
preenche o tempo que lhe é concedido a exercitar seus alunos em operagdes
rotineiras, aniquila o interesse e tolhe o desenvolvimento intelectual dos
estudantes, desperdicando, dessa maneira, a sua oportunidade. Mas se ele
desafia a curiosidade dos alunos, apresentando-lhes problemas compativeis com
os conhecimentos destes e auxiliando-os por meio de indagac¢fes estimulantes,
podera incutir-lhes o gosto pelo raciocinio independente e proporcionar-lhes
certos meios para alcancar este objetivo.

Um dos desafios para a aprendizagem da Matematica no Ensino Médio, segundo a
Base Nacional Comum Curricular (BNCC), € proporcionar aos estudantes a visdo de que
ela ndo se restringe a um conjunto de regras e técnicas, mas faz parte da cultura e da
histéria da humanidade e, portanto, ela deve ser de interesse e conhecimento de todos.
Para isso, sdo bem vindas as praticas pedagodgicas com propostas contendo atividades
desafiadoras com situagfes-problema que relacionem os conteidos mateméticos com a
realidade dos alunos, para favorecer assim atitudes positivas em relacdo a Matematica.

O papel do professor nesse contexto, sera o de relacionar o contetudo a boas situacdes-
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problema, pois ao resolvé-las o aluno estd desenvolvendo seu raciocinio logico e
experienciando uma estratégia propria.

Em relagdo aos conteudos curriculares do Ensino Médio, em especial, o de
Sistemas Lineares, percebemos que dificilmente os livros didaticos trazem aplicacfes
deste conteudo e desta forma, propomos desenvolver este trabalho tendo como objetivo
verificar como os alunos de Ensino Médio interagem frente a uma proposta envolvendo
a resolucao grafica e computacional de situagBes-problema bésicos da Programacéo
Linear aplicados em diferentes contextos com o auxilio dos recursos do Geogebra e
Excel.

Para atingir tal objetivo, estudamos sobre o assunto, elaboramos uma sequéncia
didatica contendo resolucdo de problemas de Programacgédo Linear (PL) em seu nivel
mais basico e desenvolvemos um minicurso com alunos do Ensino Médio, visando
possibilitar-lhes conhecer um contetdo geralmente ndo tratado no Ensino Médio, rico em
aplicacdes, que utiliza alguns conceitos estudados sobre sistemas de equacfes e
inequacodes lineares do Ensino Médio. O desenvolvimento das atividades do minicurso
possibilitou aos alunos: conhecer a interpretacdo geométrica de sistema lineares;
resolver o tipo de problema que foi proposto a eles; desenvolver habilidades de como
elaborar um modelo basico de um PPL e também como utilizar o Software Geogebra
(para problemas de duas variaveis) e a planilha e o solver do Excel para resolvé-los. O
trabalho se norteou pela pesquisa qualitativa, do tipo, estudo de caso e a coleta de dados
se deu por meio de observacgdes e registros durante a realizagdo do minicurso.

Desenvolvemos este trabalho em concordancia com Santos e Oliveira (2015) por
acreditar que quando o aluno vincula os conteudos de sua aprendizagem a um contexto
que esteja ao alcance de sua compreensdo ou do seu nivel cognitivo, a disciplina
estudada ganha uma nova conotacdo como matéria de aprendizagem. Além disso, foi
uma forma de fazer uma transposicao didatica, ou seja, adaptar o tema Programacgéao

Linear que geralmente é tratado com mais rigor no Ensino Superior para o Ensino Médio.



18

1.1 REVISAO DA LITERATURA

Apresentamos a seguir as principais caracteristicas dos trabalhos que abordaram a
Programacéao Linear no contexto do Ensino Médio.

O trabalho de Melo (2012) desenvolveu uma proposta de ensino em PL para alunos
do 2° ano do ensino médio de um Colégio Publico Federal, utilizando a metodologia da
Resolucdo de Problemas, baseando-se principalmente na perspectiva teérica de Polya
(2006) e Dante (2000). A implementacao pratica da proposta foi embasada em uma
sequéncia didatica segundo as teorias da resolucédo de problemas que foram abordadas
no referencial tedrico do estudo. Os problemas propostos sdo de duas variaveis,
contextualizados a situacfes do dia a dia, cuja resolucdo grafica foi resolvido por um
software chamado Graphmatica. Problemas lineares envolvendo trés variaveis foram
apresentados aos alunos mas ndo foram resolvidos, apenas foi exposto seu modelo
matematico e sugerido o uso do Solver do Excel para a resolucao.

Em Silva (2014) foi feita uma andlise de quais deveriam ser os contetudos que o
aluno do Ensino Médio deveria dominar para estudar conceitos basicos de Programacao
Linear. O autor conclui que sdo necessarios por parte dos alunos o conhecimento sobre
inequacdes do 1° grau, sistemas lineares, gréaficos e funcao linear.

Ja Crocoli (2016) usou a Programacao Linear como justificativa para o ensino de
inequacgBes de 1° grau no Ensino Médio e apresentou uma proposta de ensino contendo
problemas de PL como possibilidade de contextualizagdo para o ensino deste conteudo.

Rech (2008), usa como metodologia a Resolucdo de Problemas, com enfoque em
exercicios de otimizacéo, essa proposta foi aplicada com alunos do 3° ano do Ensino
Médio em uma escola estadual. O autor trabalhou com seus alunos a resolucao de
problemas de PL com duas variaveis utilizando o método grafico. A resolucao destes foi
inicialmente de forma que os alunos buscassem estratégias proprias para resolucao e,
depois foi usado o Método Simplex onde os discentes encontraram um resultado parecido
com o encontrado anteriormente.

Zachi (2016), traz uma sequéncia didatica para ser aplicada no Ensino Médio para
ensino de Programacao Linear. Nesta proposta € usado o caderno, material idealizado

pela Secretaria de Educacdo do Estado de S&o Paulo, do aluno do 3° ano do Ensino
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Médio, Volume |, que discorre sobre situacdes problema de PL, mas sem mencionar o
conteudo. O principal objetivo dessa dissertacdo foi o de apresentar uma sequéncia
didatica com o assunto de PL com problemas de duas variaveis, focando na resolugéo
gréfica por meio do software Geogebra.

Camargo (2014) também trata da introducdo a Programacdo Linear no Ensino
Médio utilizando a resolucao grafica. Em seu capitulo intitulado programacéo linear séo
comparadas a resolucédo grafica e a resolugdo utilizando o método Simplex. As atividades
de PL foram aplicadas em duas instituicbes diferentes, mas ndo houve uma discusséo
sobre o desenvolvimento de cada turma em particular. O trabalho apresenta duas
sequéncias didaticas, uma com instrucdes sobre a utilizacdo do Geogebra e outra sobre
a resolucéo de problemas de PL com o Solver do Excel.

O trabalho de Pinheiro (2016) também € uma proposta para a abordagem de
problemas de Programacédo Linear no Ensino Médio. Para a solu¢cdo de um PPL sédo
descritos dois métodos, o grafico no qual ele utiliza o Geogebra e o método
computacional no qual se utiliza o solver da planilha Calc do LibreOffice, que € um similar
ao Excel da Microsoft. Para a experimentacdo do método computacional ele resolve um
modelo do problema do transporte com quatro variaveis. Também segundo o autor " a
utilizacdo da ferramenta computacional aumenta a concentracdo e o leque de
conhecimento com uma aplicacéo visivel e palpavel da matemética mostrando que a

teoria da PL pode ser tratada na Educacao Basica."

1.2 MOTIVACOES PESSOAIS E PROFISSIONAIS

O presente trabalho foi desenvolvido levando em conta que tinhamos o anseio de
proporcionar aos alunos uma experiéncia diferenciada e experimental para o ensino da
Matematica, haja vista que no decorrer do curso Mestrado do PROFMAT nos fez refletir
muito sobre nosso posicionamento em sala de aula e nos deparamos com Varios
paradoxos enquanto docentes e chegamos a conclusao que o ato de ensinar nao deve
ser superficial e nem monaotono.

No contexto escolar é possivel perceber que no ensino da Mateméatica no Ensino

Médio os conteudos sao trabalhados de forma superficial, férmulas sdo decoradas sem
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compreensao e exercicios feitos sem propaosito claro e, desta forma, buscamos propor
algo que desse sentido a alguns conteudos matematicos trabalhados no Ensino
Fundamental e Médio.

A Disciplina de Modelagem Matematica cursada durante o curso de mestrado
também contribuiu para a escolha do tema deste trabalho, porque esta area nos mostra
gue podemos ser criativos e utilizar conceitos matematicos para resolver e compreender
problemas de diferentes setores e areas.

Escolhemos usar os recursos computacionais na proposta, porque acreditamos que
neste processo o professor se torna mediador e ocorre uma troca de conhecimento e
descobertas em conjunto, onde os alunos acabam criando e nao so6 reproduzindo, o que

na nossa concepcao pedagodgica gera mais resultados.

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira:

No Capitulo 2 é tratado um breve histérico sobre o ensino da Matematica no Brasil,
uma discusséao sobre a Resolucéo de Problemas e o0 uso de recursos tecnolégicos digitais
no ensino e aprendizagem e alguns conteddos matematicos que sao pré-requisitos para
o estudo dos conceitos basicos de Programacdo Linear, tais como Sistemas de Equacdes
Lineares com a interpretacdo geométrica e alguns conceitos de Calculo Diferencial de
Funcdes Duas Variaveis.

No Capitulo 3 tratamos do tema de Programacao Linear, abordando o objetivo, sua
origem e histéria, as principais definicbes e conceitos, os modelos matematicos,
resolucdo geométrica dos problemas de PL, conceitos esses que embasaram o
desenvolvimento do minicurso.

No Capitulo 4 relatamos a metodologia, os procedimentos metodolbgicos utilizados
e a sequéncia didatica que iria ser utilizada no minicurso.

Ja no Capitulo 5 trata da anélise e discussao dos resultados, explanando de forma
bem detalhada como interagiram os alunos do Ensino Médio participantes do minicurso
com o topico Introducdo a Programacdo Linear, buscando responder a questdo de

pesquisa deste trabalho.
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Finalmente, o Capitulo 6 apresenta as consideracdes finais, trazendo uma reflexao
da trajetoria percorrida e os resultados obtidos com a experiéncia do processo de ensino
e aprendizagem da Programacdo Linear no Ensino Médio utilizando recursos

computacionais como auxilio.



22

2. O ENSINO DA MATEMATICA E CONCEITOS PRELIMINARES DE PL

Neste capitulo serdo abordados: um breve historico sobre o ensino de Matemética
no Brasil; a Resolucdo de Problemas no Ensino Aprendizagem; a importancia das
tecnologias digitais no ensino-aprendizagem e conceitos preliminares ao estudo sobre
Programacao Linear como Sistemas de Equacdes e Inequacfes Lineares e suas
interpretagfes geomeétricas; conceitos do Célculo Diferencial, como curvas de nivel,

derivadas direcionais e vetor gradiente de funcdes de duas variaveis.

2.1 O ENSINO DA MATEMATICA NO BRASIL

Ao longo dos anos o ensino da Matemética no Brasil vem sofrendo transformacdes
conforme retratado por Machado (2002), que aponta que entre 1920 e 1960 aconteceu 0
primeiro movimento de modernizacédo do ensino, com a primeira reforma de organizacao
do sistema de ensino no Brasil: a Reforma Francisco Campos. Antes dessa reforma o
Ensino Secundario tinha o intuito de preparar o aluno para 0S cursos superiores e 0
ensino primario ndo era muito valorizado, pois era destinado principalmente para as
classes populares.

De acordo com este autor foi nessa época também que aconteceu a modernizacao
das Matematicas, com a fus&do da Algebra, Aritmética e Geometria.

Berti (2005) esclarece que embora o Movimento por mudancas na Educacao fosse
das classes mais favorecidas, o ganho foi para todos, pois o projeto da Nova Escola era
de grande importancia para os alunos, pois era incentivado um ensino mais dinamico
onde o protagonista do desenvolvimento seria a crianca e ndo o professor como antes.
Na década de 50 os projetos foram voltados para o ensino secundario visando uma
melhoria do Ensino Superior, pois em 1957 com o langcamento do foguete Soviético, 0s
Estados Unidos decidiram investir no Ensino da Matematica e Ciéncias, para néo ficar
para tras em relacdo a ascensao tecnoldgica mundial, assim comeca o Movimento da
Matematica Moderna que s6 chega ao Brasil na década de 60.

Nesse contexto, Fiorentini (1995, p. 05) destaca que “até final da década de 1950,

0 ensino da Matematica no Brasil, salvo raras excecdes, caracterizava-se pela énfase as
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ideias e formas da Matematica classica, sobretudo ao modelo euclidiano e a concepc¢éao
platbnica de Matematica.” Esse modelo se caracteriza por demonstracdes de teoremas
e postulados através dos conceitos primitivos, sem muita énfase na utilidade pratica dos
conteddos mateméticos.

A tendéncia pedagdgica deste periodo era focada no professor como o Unico que
poderia transmitir o conhecimento e, 0s recursos utilizados na época, eram
predominantemente, o quadro e o livro com metodologias que enfatizavam a repeticao,
cOpia e imitacdo. Além do que, a educacdo em Matematica era privilégio para poucos,
em especial a burguesia e classe média.

Na década de 1960-1970 as propostas de renovacdo do ensino da Matematica
chegaram ao Brasil, denominado de Movimento da Matemética Moderna, que buscou
estar em sintonia com os avancos da Psicologia e Didatica, no entanto, as mudancas
foram mais de cunho técnico. Piaget (1998, p. 221) afirma que “o triste paradoxo que nos
apresenta o0 excesso de ensaios educativos contemporaneos € querer ensinar
Matemética ‘moderna’ com métodos na verdade arcaicos”. Também conforme Klein
(1976 apud Berti, 2005), a adocdo da expressdao “Matematica Moderna” era pura
publicidade de professores de Matematica e pedagogos envolvidos nesse Movimento e
este movimento ndo conseguiu resolver o problema do ensino da matematica escolar.

A partir da segunda metade da década de 70 comeca a ficar forte o Movimento da
Educacdo Matemética no Brasil e no final da década de 1980 foi criada a Sociedade
Brasileira de Educacdo Matematica (SBEM), com a finalidade de buscar meios para
desenvolver a formacédo matematica de todo cidad&o de nosso pais.

Em 1997 foram criados os Parametros Curriculares Nacionais, mais conhecidos
como PCN e este material surgiu para servir de base para os profissionais da area da
educacao, trazendo a ideia de aprendizagem do aluno de uma forma mais participativa e
nao apenas como mera transmissdo de conteudo. Além disso, o texto enfatiza que a
Matematica € uma area do conhecimento que tem muita aplicabilidade.

E fato que a area de Matematica sempre teve grande relevancia em nossa
sociedade, mas também enfrenta grandes preconceitos, pois é considerada uma
disciplina que poucos dominam, de grande dificuldade e pouco aproveitamento para

resolver situacOes cotidianas. Esse é o0 cenario encontrado por nds professores,
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comprovada pela avaliacdo mundial do Programa Internacional de Avaliacdo de
Estudantes - PISA, feita em dezenas de paises, em que estamos entre os 10 piores do
mundo no desempenho em Matematica. Essa prova foi realizada em 2018, e nos aponta
que dois ter¢cos de nossos jovens sabem menos que o basico em Matematica. (Instituto
Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira — INEP, 2019)

A Ultima alteracédo na LDB foi a implementacéo da Base Nacional Comum Curricular
(BNCC), aprovada e homologada em dezembro de 2017 para o Ensino Infantil e
Fundamental, ja para o Ensino Médio o documento foi aprovado pelo Conselho Nacional
de Educacéao no dia 4 de dezembro de 2018 e homologado pelo Ministério da Educacao
na semana seguinte.

A Base Nacional Comum Curricular - BNCC é obrigatéria e espera-se que ajude a
superar a fragmentacdo das politicas educacionais, segundo seu préprio documento €
de carater normativo que define o conjunto organico e progressivo de aprendizagens
essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades
da Educacao Basica, de modo a que tenham assegurados seus direitos de aprendizagem
e desenvolvimento, em conformidade com o que preceitua o Plano Nacional de Educacao
(PNE).

A proposta da BNCC apoia e incentiva 0 uso das tecnologias digitais em varios
aspectos, o professor como mediador do conhecimento e a colaboracéo e envolvimento
da sociedade nesse processo.

A BNCC deve ser implantada nos curriculos estaduais até 2022 e assim, varias
mudancas devem ocorrer no contexto educacionais, tais como: elaboracéo dos curriculos
locais, implementacao da formacéo inicial e continuada dos professores, elaboracédo de
materiais didaticos, avaliacdo e apoio pedagdgico aos alunos.

Para a BNCC o foco do Ensino Médio € a viséo integrada da Matematica aplicada
a realidade e recomenda-se que o0s alunos sejam estimulados para processos de reflexédo
e abstracdo que os levem a pensar de forma criativa, analitica, indutiva, dedutiva e
sistémica com a finalidade de favorecer para a construcdo de um adulto que tenha

decisdes orientadas pela ética e pelo bem.
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Segundo a BNCC, as competéncias envolvem os verbos raciocinar, representar,
comunicar-se, argumentar, todos eles colocam o aluno como o centro do processo de
ensino e aprendizagem.

Na disciplina de Matematica e suas Tecnologias o discente deve desenvolver em
seu periodo no Ensino Médio cinco Competéncias, onde cada competéncia especifica
suas habilidades, formando uma roteiro bem compreensivel a se seguir, esse documento
utiliza inUmeras vezes como exemplo de objetos de conhecimento softwares e aplicativos
e as habilidades incluem o dominio desses artificios tecnoldgicos.

Podemos afirmar com a nossa experiéncia como docente e discente, que com o
avanco das novas tecnologias, o0 aluno precisa mais que perceber ficticiamente o uso da
Matematica, ele precisa aprender também conhecer uma matematica aplicada a
situacOes préticas. Para isso, é recomendado que o professor incentive a autonomia dos
alunos e busque formas de inserir as novas tecnologias a sua pratica pedagdgica, pois
estes recursos sao tao utilizados pelos jovens em seu cotidiano.

Espera-se que o perfil de um professor inclua dinamica e criatividade, pois agora
mais do que nunca estamos sendo convidados a desenvolver essas virtudes, inovar,
mudar, para que possamos obter bons resultados. Nesse sentido, segundo os
documentos educacionais atuais, tal como na BNCC, sdo sugeridos que o professor
tenha atitudes em sua pratica pedagogica que ensine, instigue e encoraje 0s alunos.

Nas duas préximas subsecfes, apresentamos breves abordagens sobre resolucao
de problemas e de sequéncia didatica. O primeiro, por se tratar da opc¢éo utilizada durante

a realizacdo do minicurso e a segunda, pela forma que foram organizadas as atividades.

2.2 RESOLUCAO DE PROBLEMAS NO ENSINO E APRENDIZAGEM

Os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica do Ensino Fundamental
PCNs (1998), indicam que a resolugcédo de problemas € imprescindivel para o ensino-
aprendizagem da Matematica, pois € um momento em que 0 conhecimento matematico
ganha significado. A resolucédo de problemas € apresentada pela BNCC como uma das
competéncias de Matematica a ser adquirida, considerando que a resolucdo de

problemas tem o papel de desenvolver estratégias, conceitos e procedimentos, além de
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construir modelos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacdo das
solucbes propostas, de modo a construir argumentacao consistente.

Na resolucao de problemas enquanto metodologia de ensino, a situagao-problema
pode ser vista como um elemento que desencadeia o processo de construcao de
conceitos matematicos pelo aluno, antes mesmo que eles tenham sido tratados de forma
formal, ou seja, a situacdo- problema € o ponto de partida em que 0S conceitos
matematicos servirdo como ferramentas para sua a resolugcao. (ONUCHIC, 1999).

Para se resolver um problema, Polya (2006) indica quatro passos, sendo eles:
compreensao do problema; elaboracdo de uma estratégia de resolucéo; execucao da
estratégia pensada e retrospecto da solucao e verificacdo dos resultados obtidos.

As estratégias de resolucdo podem ser pensadas de forma diferente por cada aluno,
entdo é importante que estas formas de raciocinios sejam socializadas entre os alunos
para que ocorra a troca entre eles. Assim, sao possibilitadas aos alunos condi¢cdes para
gue eles possam questionar, formular novos problemas, analisar e comparar sua
resolucdo em relacdo ao do colega, esta é uma forma de ensino e aprendizagem focada
na acao refletida e ndo so6 na reproducdo de conhecimentos.

No contexto educacional, para Lima (1993) a abordagem que temos de Sistemas
Lineares nas escolas € ultrapassada e desmotivada. Pelo que observamos em nossa
pratica docente, verificamos que os livros didaticos e apostilas do Ensino Médio tentam
contextualizar os exercicios de Sistemas Lineares, porém de uma forma pouco didatica
e os alunos se perguntam porque estudar esse conteddo? Onde irei usar este

conhecimento em minha vida?

Na maioria das vezes o0s problemas nédo sédo envolventes, ndo se baseiam na vida
real, por mais que se busque contextualiza-los, muitas vezes, ndo sdo situacbes
compativeis com as que acontecem no dia a dia dos alunos e provavelmente, ndo serao
no futuro. Nesse sentido, a contextualizagdo é importante para ser utilizada como
estratégia de ensino, pois traz o conteudo para a realidade do aluno, facilitando o

entendimento e aumentando o interesse dos alunos para aprender.

O ensino da matematica € um desafio para alunos e professores, portanto uma
perspectiva investigativa e dindmica de seu ensino por meio de problemas se mostra uma

boa alternativa. Uma possibilidade para atender essas expectativas € utilizar situacdes-
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problema envolvendo conteudos introdutdrios da Programacéo Linear ou PL, area que

surgiu da necessidade de resolver varios problemas praticos da Pesquisa Operacional.

Nessa direcdo, a ideia principal deste trabalho é envolver os alunos em Varios
conceitos trabalhados no Ensino Médio, como por exemplo, Sistemas Lineares,
Inequacdes, Funcdes Lineares, Grafico de uma Funcéo Linear, a partir de problemas de
Programacao Linear que expresse situacdes realisticas, além de proporcionar aos
estudantes o contato com 0 uso de recursos computacionais como auxilio para estudar

Matemaética.

2.3 O USO DE TECNOLOGIAS DIGITAIS NO ENSINO-APRENDIZAGEM

As inovacdes tecnolbgicas estdo presentes no nosso dia a dia e seria entdo
indiferenca de nossa parte como profissionais da Educacédo ignorar a importancia das

novas tecnologias no processo de ensino e aprendizagem, pois

As tecnologias estdo mudando a prépria nocdo do ser humano. As tecnologias
digitais moveis — internet, celular, tabletes — estdo modificando as normas que
vivemos, os valores associados a determinadas ac¢des. Mais uma vez isso
acontece em ritmo diferente fora e dentro da escola. Assim o abismo entre
praticas que alunos e professores tém fora da escola e dentro da mesma
instituicdo aumenta. BORBA (2009, apud BORBA, 2018, p. 46).

Segundo os PCNs (1998, p. 43-44) o uso de recursos computacionais contribui no

processo de ensino-aprendizagem da Mateméatica a medida que:

Relativiza a importadncia do célculo mecénico e da simples manipulagédo
simbélica, uma vez que por meio de instrumentos esses célculos podem ser
realizados de modo mais rapido e eficiente;

Evidencia para os alunos a importancia do papel da linguagem grafica e de novas
formas de representacdo, permitindo novas estratégias de abordagem de
variados problemas;

Possibilita o desenvolvimento, nos alunos, de um crescente interesse pela
realizacdo de projetos e atividades de investigacdo e exploragdo como parte
fundamental de sua aprendizagem;

Permite que os alunos construam uma visdo mais completa da verdadeira
natureza da atividade matematica e desenvolvam atitudes positivas diante de seu
estudo.



28

Diante do exposto, nada mais atual e auténtico utilizar estes recursos na
aprendizagem dos alunos, principalmente os do Ensino Médio, além do que o documento
da BNCC (Base Nacional Comum Curricular) incentiva o uso de recursos digitais, tais
como planilhas eletrdnicas que podem ser (teis na sistematizacdo dos dados e na
producao de tabelas e graficos, quando necessario.

Atualmente ha inimeros softwares e aplicativos que podem ser utilizados no ensino
da Matematica. Para o desenvolvimento da proposta de ensino deste trabalho foram
utilizados o Geogebra e a planilha e suplemento do Excel.

O Microsoft Excel é um editor de planilhas, produzido pela Microsoft para
computadores que utilizam o sistema operacional Microsoft Windows, além de
computadores Macintosh da Apple Inc. e dispositivos méveis como o Windows Phone,
Android ou 0 iOS.

Apesar do pacote de aplicativos Office ser pago, existe também uma versao online
do Excel que pode ser acessado via internet gratuitamente.

O Excel é um software usados nos computadores, especialmente em empresas ou
por profissionais autbnomos principalmente para confecgéo de planilhas de orcamentos,
estoque, acompanhamento financeiro, entre outros.

Uma planilha do Excel € composta por células, formadas por linhas e colunas e tem
uma grande vantagem que € a possibilidade de se entrar com formulas e funcoes,
contando com varias func¢des que ja disponiveis.

As células da planilha do Excel trabalham como uma pequena calculadora que
podem mostrar o contetdo de uma expressao digitada composta apenas por nimeros e
operacbes matematicas que também podem fazer referéncias a outras células da
planilha.

O Excel fornece varias possibilidades, varios complementos que podem ser
habilitados, como o Solver, que é uma ferramenta que serve para maximizar ou minimizar
funcdes de acordo com restricbes estabelecidas, resolve em especial problemas de
Programacao Linear de pequeno e medio porte.

O Geogebra é um software de codigo aberto gratuito de Matematica que pode ser
baixado pelo site http://www.geogebra.org e reline Geometria, Algebra, Planilha de

Célculo, Graficos, Probabilidade, Estatistica e Calculos Simbdlicos em um Unico pacote
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facil de se usar. O Geogebra possui uma grande comunidade de usuarios em
praticamente todos os paises e esta disponivel em varios idiomas.

De acordo com o préprio site, este software se tornou um lider na area de softwares
de mateméatica dindmica, apoiando o ensino e a aprendizagem em Ciéncia, Tecnologia,
Engenharia e Matematica. Na pagina do software estdo disponibilizadas gratuitamente
diversas atividades desenvolvidas no Geogebra, como: simulacdes, exercicios, aulas,
jogos, além de materiais didaticos e tutoriais. Em especial, para o Ensino Médio o
Geogebra é muito til para trabalhar gréficos, fun¢des, geometria plana e espacial.

Em concordancia com Borba e Silva (2018) os softwares graficos abriram grandes
possibilidades para a exploracdo de conceitos matematicos, principalmente quando
gréaficos de fungbes puderam ser gerados através deles, fazendo com que tarefas mais
criativas pudessem ser propostas e resolvidas.

Também em consonancia com Borba e Silva (2018) o Geogebra, criado em 2001
vem ajudando a transformar a Educacdo Matematica, possibilitando aos professores e
alunos habitos como explorar, conjecturar e investigar, a fim de construir o conhecimento

matematico.

2.4 CONCEITOS PRELIMINARES

Apresentamos a seguir os conceitos que foram necessarios para o estudo dos

conceitos sobre Programacéo Linear.

2.4.1 Equacao, Sistemas de Equacdes e Inequacdes Lineares

O ensino de Sistemas Lineares é assunto de grande interesse pratico, pois é uma
ferramenta para a resolucdo de problemas, além de envolver conceitos pouco complexos,
0 que torna justificavel sua inclusdo no Ensino Fundamental e Médio.

As definicbes a seguir estdo pautadas nos autores lezzi (1977), Boldrini (1980),
Callioli (1990).
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Definicdo 2.1 Uma equacdo linear € toda equacgao do tipo a;1x; + a,x, + ay3x3 + -+
ainXn, = b, onde x; x,, x3, ..., X, SA0 as incognitas e 0s NUMeros a;;, sy, a3, ... A1, SA0
todos nameros reais, denominado de coeficientes e b também € real e chamado de termo
independente.

Como exemplo de Equacéo Linear temos: 3x; + 2x, — x3 = 9 e de ndo linear temos:
X2 4+2x, =8 x1%; — X3+ x4 =6€x; ++/%;, +x3 = 3.

Solucéo de uma equacéo linear

Dizemos que a sequéncia de numeros reais (k, k,, ks, ..., k,,) € solugéo da equagéo
linear a;ix; + a;yx, + ag3x3 + -+ a1 x, = b, Se a sentenca  kyx; + koxy + kyxs + -+

k,x, = b for verdadeira.

Exemplo 2.1 Seja a equacao linear x; +x, —x3 +5x, =1
A sequéncia (1,2,7,1) é solugéo para a equacao linear,pois1+2—-7+5x1=1¢
uma sentenca verdadeira, porém a sequéncia (2,1,5,1) ndo € solucdo pois a sentenca

2+1—-5+5%1=23 éfalsa.

Definicdo 2.2 Um sistema de m equacdes lineares e n incognitas (m,n = 1) é um
conjunto de m equacdes lineares, cada uma delas com n incognitas, consideradas

simultaneamente. Um sistema linear se apresenta do seguinte modo:

a11x1 + a12x2 + a13X3 + e+ alnxn = b1
ar1X1 + AyrXy + a23X3 + -+ aann = bz
S: . . .

Am1X1 + QpaXo + ApszXs + -+ AnXn = by,

Uma solugéo do sistema acima é uma sequéncia (k4 k,, k3, ..., k) de niUmeros reais,
gue seja solugao de cada uma das equacgoes do sistema.

Exemplo: Dado o sistema

_{x+y+22=4
Q2x—-z =1

A sequéncia (1,1,1) é solucdo do sistema, pois € solucdo das duas equacdes

lineares.
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Se no sistema S tivermos (byb,, b3, ...,b,) iguais a zero, esse sistema seria

homogéneo, ou seja, a sequéncia (0,0,0,...0) seria uma solugédo desse sistema, essa

solugdo chama-se solucéao trivial.

Definicdo 2.3 Dizemos que um sistema S é impossivel se ndo admite nenhuma solugéo.
Um sistema linear que admite apenas uma solucédo € chamada possivel e determinado.
Se um sistema S admite mais do que uma solucdo ele € chamado de possivel e
indeterminado.

1) Um sistema do tipo:
a1X1 + a12Xy + Aq3X3 + -+ QX = by
O0x; + 0x, + 0x3 + -+ 0x,, = b; ,com b; # 0
Am1X1 + QpaXe + ApzXs + -+ QpnX, = by,
E necessariamente impossivel, ja& que nenhuma sequéncia é solucdo da i-ésima

equacéao, entdo nenhuma sequéncia € solucao do sistema.

2) Um sistema do tipo:

xz = bz

E possivel e determinado, onde a sequéncia (by b, ..., b,;) € a sua solugdo Unica.

3) Um sistema do tipo:

{allx1 + a;,x, + ag3x3 + -+ apx, = by

A1 Xy + AaXy + ApaXs + o + Xy = by COMM <N

E um sistema com numero menor de linhas que de incognitas, é possivel e
indeterminado e seu grau de indeterminacdo € o numero de variaveis livres do sistema

gue se encontra fazendo n — m.
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2.4.2 Resolucéao Algébrica e Interpretacdo Geométrica de Sistemas Lineares
2.4.2.1 Sistemas de duas equacdes e duas incognitas

Os argumentos a seguir sdo fundamentados em Dante (2013) e Lima (1998). Nesta
subsecdo apresentamos a interpretacdo geométrica dos casos em que: o sistema é
possivel e determinado (SPD); o sistema é possivel e indeterminado (SPI) e o sistema é
impossivel (SI).

Sistemas de duas equacdes e duas incégnitas podem ser representados
geometricamente, de forma que cada equacao do sistema linear represente os pontos de

uma reta no plano cartesiano.

e Sistema possivel e determinado (SPD)
A solucao algébrica desse tipo de sistema resultard em um valor Gnico para o par
ordenado (x,y). Geometricamente, esta solugéo corresponde a duas retas concorrentes,

que sdo retas que tem um ponto em comum.

Exemplo 2.2 Seja o problema:

Um teste € composto de 40 questbes. Para cada questdo respondida certa sédo
atribuidos trés pontos. Para cada questdo respondida errada sdo descontados dois
pontos. Aline respondeu a todas as questfes desse teste e fez um total de 75 pontos.
Quantas questdes foram respondidas certas?

Solucéo:

O sistema que representa o problema é dado por:

{x+y=40 {x+y=40*(2) {2x+2y=80
3x —2y =75 3x =2y =75 3x =2y =175

Somando as equacdes temos que:
5x=155-x=31ey=9
Assim, esse sistema tem solucdo unica (31,9), que satisfaz simultaneamente as
duas equacbes do sistema. A resposta para o problema é que foram respondidas 31

guestdes corretas e 9 incorretas. Geometricamente, isso significa que as duas retas que
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representam as equacdes correspondentes se intersectam em um unico ponto no plano,

conforme ilustra a Figura 1.

Figura 1: Representagédo gréafica do Exemplo 1
AN

30

3x-2y=75

20

P=(31,9)

Fonte: Elaboracéo Propria. Software Geogebra (2020)

e Sistema Possivel e Indeterminado (SPI)

A solucao algébrica desse tipo de sistema resultara duas equacgfes equivalentes,
ou seja, a solucdo sera todos os pontos que satisfazem essa equacao de duas variaveis.
A interpretacdo geométrica desse tipo de sistema corresponde a duas retas

coincidentes, ou seja, com infinitos pontos em comum.

. , ) 2x —6y =8
Exemplo 2.3 Seja o sistema: {3x _9y =12
Solucéo:
{2x—6y=8 {2x—6y=8*(3) o {6x—18y=24
3x —9y =12 3x — 9y =12 % (=2) —6x + 18y = —24

Resolvendo o0 sistema, notamos que 6x—18y =24 é equivalente a
—6x + 18y = —24.

Na interpretacdo geométrica deste sistema existem infinitos numeros reais que
tornam a igualdade 6x — 18y = 24 verdadeira, ou seja, existem infinitos pares ordenados
(x,y) que satisfazem a igualdade. A Figura 2 mostra a representacdo geométrica da

solucéo do SPI dado.
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Figura 2: Representacéo grafica do Exemplo 2

40

30

20 2x-6y=8 = 3x-9y=12

-10

Fonte: Elaboracao Propria. Software Geogebra (2020)

e Sistema Impossivel
Ao se tentar resolver este tipo de sistema gera-se uma inconsisténcia e neste
caso, temos que a solucdo S é vazia, isto €, S = (.

x—2y=5

Exemplo 2.4: Seja o sistema {Zx 4y =2

Solucéo:
{x—2y=5 o {x—2y=5*(—2) {—2x+4y=—10
2x —4y =12 2x —4y =2 2x —4y =2

Resolvendo este sistema obtemos que 0x + 0y = —8, 0 que é falso. Do resultado,
conclui-se que ndo existem numeros reais tais que 0x + 0y = —8, ou seja, ndo existe par
ordenado (x,y) que satisfaca essa igualdade.

A representacdo geométrica deste sistema gera duas retas paralelas, conforme
mostra a Figura 3, que de acordo com a Geometria Euclidiana, nunca se cruzam. Dessa

forma o sistema nédo apresenta solucgéo.
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Figura 3: Representacao grafica do Exemplo 3

2x-dy=2
2 x-2y=5

-~
~

Fonte: Elaboracgao Propria. Software Geogebra (2020)

Resumindo:

Um Sistema linear de duas equac0fes e duas incognitas é:

- SPD se as duas retas correspondentes das equacdes do sistema linear intersectarem
em um Unico ponto

- Sl se as duas retas correspondentes das equacdes do sistema linear forem paralelas
entre si.

- SPI se as duas retas correspondentes das equacdes do sistema linear forem

coincidentes.

2.4.2.2 Sistemas de trés equacdes e trés incognitas

Esse tipo de sistema pode ser resolvido analiticamente por diferentes métodos,
neste trabalho utilizaremos o de escalonamento.

Lembrando que este contetido é discutido de uma maneira mais formal em Algebra
Linear, associando conceitos de Geometria Analitica. Em funcdo do publico que se
pretende tratar neste trabalho, abordaremos o tema na perspectiva do Ensino Médio.

Geometricamente, cada equacdo do sistema linear com trés variaveis €
representado por um plano no espago. Ha oito formas de posi¢fes relativas para trés

planos no espaco, sendo elas:
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1) Os trés planos séo paralelos;

2) Dois planos séo paralelos e um terceiro intersecta os dois;

3) Trés planos coincidentes;

4) Dois planos coincidentes e um terceiro paralelo a eles;

5) Trés planos que se intersectam, tendo uma reta em comum;
6) Trés planos que se intersectam, tendo um ponto em comum;
7) Dois planos coincidentes e um terceiro que intersecta os dois;
8) Trés planos que se intersectam dois a dois.

Vamos apresentar a seguir como essas posicdes estdo presentes nos sistemas do

tipo possivel e determinado, possivel e indeterminado e impossivel.

» Sistema Impossivel

A resolucao algébrica desse tipo de sistema gera uma inconsisténcia, ou seja, nao
existe solugcdo real ou sequéncia de numeros reais que satisfacam as trés equacdes
simultaneamente.

Geometricamente, podemos dizer que o sistema € impossivel se a intersecdo dos
trés planos que representam as equacdes do sistema é vazia. Chamando esses planos
de a,f ey, nessas condi¢cbes, temos que a N f Ny = @. Geometricamente, isto pode
ocorrer de quatro formas distintas.
+« Primeira possibilidade: Dois planos coincidentes e um terceiro paralelo a eles.

x+2y—z=3
Como exemplo, vamos analisar o sistema {2x + 4y — 2z = 6
3x+6y—3z=28

Para se obter [x+ 2y —z=3]Nn[2x + 4y — 2z = 6], multiplicamos a primeira
equacgao por -2 e somamos com a segunda equacao do sistema linear.

—2x—4y+2z=-6
_|_

2x+4y—22=6

Desta somaresulta em O0x+0y+0z=0
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Fazendo o mesmo processo para se obter [x + 2y —z =3] N [3x + 6y — 3z = 8],
multiplicamos a primeira equacéo por -3 e a somamos com a terceira equacéao do sistema
linear:

—3x—6y+3z=-9
+
3x+6y—3z=28

x+2y—z=3%(=-3)
2x+4y—2z2=6 -
3x+6y—3z=8

Ox+0y+0z=-1
Isso significa que os planos originados pela primeira e segunda equagdes sao
coincidentes, pois independente das coordenadas (x, y, z), a igualdade 0x + 0y + 0z = 0
sempre sera verdadeira.
J& o terceiro plano é paralelo em relacado aos demais ja que a expressao 0x + 0y +
0z = —1 ndo admite nenhuma solucéo real, ou seja, este plano ndo se intersecta com os
outros dois. Desta forma, ndo temos valores reais (x,y,z) que seja solu¢do do sistema.

A Figura 4 mostra uma representacado geométrica do sistema em analise.

Figura 4: Representacéo gréafica do Exemplo 3

Fonte: Elaboragdo Propria. Software Geogebra (2020)
¢ Segunda possibilidade: Trés planos paralelos entre si
x+2y—z=1
Como exemplo, vamos analisar o sistema: {Zx +4y—-2z2=4
3x+6y—3z=5
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o [x+2y—z=1]Nn[2x+4y —2z = 4],
—2x—4y+2z=-2
X+2y—z=1%(-2) +

2x +4y—2z=4 - 2x+4y—2z=4
3x+6y—3z=5

Ox+0y+0z=2

o [x+2y—z=1]Nn[3x+6y—3z=75],
( —3x—6y+3z=-3
xX+2y—z=1x(=3) +

2x +4y—2z=4 - 3x+6y—3z=5
3x+6y—3z=5

Ox+0y+0z=2

x+2y—z=1
o [2x4+4y—-2z=4]Nn[3x+6y—3z=5{ 2x+4y—-2z=4 x(-3) -
3x +6y—3z=5 *(2)
—6x — 12y + 6z = —12
+
6x + 12y — 6z =10

Ox+0y+0z=-2

Diante dos resultados obtidos, podemos verificar que nao existe (x,y,z) que
satisfaca a primeira e segunda equacfes simultaneamente. Como cada equacdo €&
representada por um plano, podemos inferir que nessas condicdes o0s planos
correspondentes das duas primeiras equacdes sdo paralelos. O mesmo ocorre com as
posicoes relativas dos planos correspondentes da primeira e terceira equacdes e,
também da segunda com a terceira, ou seja, 0s trés planos sao paralelos entre si e ndo
possuem pontos em comum.

A Figura 5 ilustra a representacdo geométrica das equacdes do sistema.
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Figura 5: Representacdo geométrica de um S| — 22 Possibilidade

«

p
£ &
(/ /////

Fonte: Elaboracéo Propria. Software Geogebra (2020)

% 32 Possibilidade: Dois planos sao paralelos e um terceiro intersecta os dois.

x—2y+3z=4
Como exemplo, vamos analisar o sistema {5x — 10y + 15z = 30
x+y—4z=1

e [x—2y+3z=4]n[5x—10y + 15z = 30],
—5x + 10y — 15z = —-20

x—2y+3z=4%(=-5) +
5x — 10y + 15z = 30 - 5x — 10y + 15z = 30
x+y—4z=1

Ox +0y+ 0z =10
o [x—2y+3z=4]n[x+y—4z=1],

—x+2y—3z=-4
+
x+y—4z=1

x—2y+3z=4%(-1)
5x — 10y + 15z = 30
x+y—4z=1
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3y—7z=-3
e De forma analoga, obtemos que
[5x =10y +15z=30 |Nn[x+y—4z=1]

5x — 10y + 15z = 30
+
—5x — 5y + 20z = -5

x—2y+3z=4
5x —10y + 15z = 30 -
x+y—4z=1x%(=5)

—15y+35z2=25©3y—-7z=-5

A resolucdo mostra que a primeira e segunda equacdes possui representacao
grafica de planos paralelos, pois ndo existe sequéncia que satisfaca a igualdade 0x +
0y + 0z = 10. J& a primeira e terceira equacdes somadas geram a equacao de uma reta,
3y — 7z = —3,0uU seja, a interse¢do entre seus respectivos planos sédo todos os pontos
pertencentes a essa reta. Fazendo a igualdade da segunda equagdo com a terceira,
obtemos também uma reta, paralela a anterior, cuja equacdo é 3y — 7z = —5. A Figura

6 a segquir, ilustra a interpretacdo geométrica deste caso.

Figura 6: : Representagdo geométrica de um Sl — 32 Possibilidade

Fonte: Elaboracéo Propria. Software Geogebra (2020)
% 42 possibilidade: Trés planos que se intersectam dois a dois, segundo trés retas

paralelas.
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x+2y—3z=1
Como exemplo, vamos analisar o sistema { 3x +y +z = 2
8x+y+6z=2

De forma andloga com o0s casos anteriores, apresentamos a seguir o
desenvolvimento para obter as interseccdes entre os planos correspondentes das

equacdes do sistema.

o [x+2y—-3z=1]Nn[3x+y+z=2]
( —3x—6y+9z=-3
x+2y—3z=1%(-3) +

3x+y+z=2 - Ix+y+z=2
l 8x+y+6z=2

-5y +10z=-1

o [x+2y—-3z=1]Nn[8x+y+6z=2]

—8x — 16y + 24z = -8

x+2y—3z=1%(-8) +
{3x+y+z=2 - 8x+y+6z=2
8x+y+6z=2

—15y+30z=-6 © -5y + 10z = -2

o [3x+y+z=2]Nn[B8x+y+62z=2]
—24x — 8y — 8z = —16

x+2y—-3z=1 +
. {3x+y+z=2(*—8) - 24x +3y+18z =6
8x+y+6z=2(*3)

-5y + 10z = —-10
Pelo resultado obtido, concluimos que a intersecao do plano correspondente
da equacao 1 com o da equacado 2 é areta —5y + 10z = —1 e 0 da equac¢do 1 com
a equacédo 3, € uma outra reta cuja equacédo € —5y + 10z = —2 e 0 da equacao 2
com a equacao 3 € também uma reta —5y + 10z = —10, todas paralelas entre si,
pois tem 0os mesmos coeficientes, se diferindo somente no valores independentes.
Dessa forma chegamos a conclusdo que esses trés planos gerados pelas
trés equacbes do sistema sdo secantes dois a dois. A Figura 7 ilustra a

representacéo geométrica deste caso.
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Figura 7: : Representagdo geométrica de um Sl — 42 Possibilidade

A =

Fonte: Elaboracéo Propria. Software Geogebra (2020)

= Sjstema Possivel Indeterminado

Na resolucéo algébrica desse tipo de sistema iremos nos deparar com equacdes
qgue admitem infinitas solucbes. Na solucdo geométrica vamos perceber que a
interseccédo dos trés planos resultara em uma reta ou em um plano, tendo assim infinitos
pontos que séo solucao para o sistema.
« 12 Possibilidade: Os trés planos séo coincidentes

xX+2y—z=4
Como exemplo, vamos analisar o sistema { 2x +4y —2z =28
3x+6y—3z=12
Para se obter [x + 2y —z = 4] N [2x + 4y — 2z = 8], vamos multiplicar a primeira

equacgao por -2 e somar com a segunda equacao.

—2x—4y+2z=-8
+
2x+4y—12z=28

Ox+0y+0z=0
Agora determinando [x + 2y —z =4]Nn[3x + 6y — 3z = 12], multiplicamos a

primeira equacao por -3 e somamos com a terceira equacao:
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—3x—6y+3z=—-12
+
3x +6y —3z =12

Ox+0y+0z=0
De forma analoga obtemos que:
[2x+4y—2z=8]N[3x+6y—3z=12]=0x+0y+0z=0
Pelos resultados obtidos, concluimos que para qualquer valor de x, y e z real, é
solucéo do sistema, sendo as equacdes multiplas uma das outras, a resolucdo mostra
que os planos sdo coincidentes, ou seja, existem infinitas sequéncias (x,y,z) que

satisfazem o sistema.

Figura 8: Representagdo geométrica do SPI — 12 Possibilidade

Fonte: Elaboracéo Prépria. Software Geogebra (2020)

s 22 Possibilidade: Os trés planos planos tem uma reta em comum.

x+2y—3z=4
Como exemplo, vamos analisar o sistema { 2x+3y+4z=5
4x +7y —2z =13

Para se obter [ x + 2y — 3z = 4] N [2x + 3y + 4z = 5], vamos multiplicar a primeira

equacao por -2 e somar com a segunda equacao do sistema.
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—2x —4y+6z=-8
+
2x+3y+4z=5

Xx+2y—3z=4x%(=2)
2x+3y+4z=5
4x +7y —2z =13

—y+10z=-3(l)
De forma anéloga, obtemos [ x + 2y — 3z = 4] N [4x + 7y — 2z = 13], multiplicando

a primeira equacao por -4 e somando com a terceira equacao.

—4x — 8y + 12z = —-16
+

Ax+7y—2z=13 T

-y +10z = -3 (1)
E finalmente para [ 2x + 3y + 4z = 5] N [4x + 7y — 2z = 13], obtemos y — 10z = 3
& — y+10z=-3(l)

Nessa resolucdo pode se observar que as interseccfes dois a dois dos planos

resulta na reta y — 10z = 3, conforme ilustra a Figura 9.

Figura 9: Representagédo geomeétrica do SPI — 22 Possibilidade

Fonte: Elaboracéo Propria. Software Geogebra (2020)
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Concluimos entdo, que todos os pontos pertencentes a reta y — 10z =3 séo
~ . . -3+
solucbes para o sistema, ou ainda, os pontos de coordenadas (x, Y, Ty) para Vx € R,

tais como tais como (5,13,1), (1, -17,-2) ou (2, -27,-3).

+ 32 Possibilidade: Dois planos coincidentes e o terceiro os intersecta segundo uma
reta. A Figura 10 ilustra este caso.

Figura 10: : Representagdo geométrica de um SPI — 32 Possibilidade

Fonte: Elaboragédo Propria. Software Geogebra (2020)

xX+2y—z=3
Como exemplo, vamos analisar o sistema {2x + 4y —2z =6
3x+6y+z=9

Vamos analisar a seguir as interseccbes entre os planos correspondentes as
equagdes do sistema:
o [x+2y—z=3]Nn[2x+4y—2z=6]

—2x—4y+2z=-6
x+2y—z=3x%(=2) +
2x+4y—2z2=6 - 2x+4y—2z2=6
3x+6y+z=9

Ox+0y+0z=0
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o [x+2y—z=3]Nn[3x+6y+z=09]
— somando a primeira e segunda equac¢des obtemos

—3x—6y+z=-9
+
{x+2y—2z=3%(-3)-> 3x+6y+z=9

Ox+0y+2z=0e2z=0

e De forma analoga temos [2x + 4y — 2z = 6] N [3x + 6y + z = 9] resulta em z = 0.

Podemos observar que os planos que representam as duas primeiras equacoes
séo coincidentes, ja que a expressdo 0x + 0y + 0z = 0, ou seja, para qualquer (x,y, z)
dos planos, a igualdade € preservada. Ja o primeiro e terceiro planos tem uma reta em
comum z = 0 e 0 mesmo ocorre com a intersecc¢ao dos planos das 22 e 32 equacdes, isto
€, a solucdo desse sistema sao todas os pontos de coordenadas (x,y, 0) que é o proprio

plano xy.
Sistema Possivel e Determinado

No caso de SPD ha uma unica possibilidade de posicao relativa dos planos que
representam as equacdes do sistema, o0s trés planos se intersectam em um unico ponto.

x+2y+3z=10
Como exemplo, vamos analisar o sistema 4x+4y+1z =121
2x+1y+3z=11

Vamos multiplicar a primeira equacgao por -4 e somar com a segunda equacao:
—4x — 8y — 12z = —40
x+2y+3z=10%*(—4) +
4x +4y+1z =121 4x +4y+1z =121
2x+1y+3z=11

—4y — 11z = —19 (I)

De forma analoga vamos multiplicar a primeira equagdo por -2 e somar com a

terceira equacgao:
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—2x —4y — 6z = -20
1x + 2y + 3z =10 * (—2) +

4x +4y+1z =121 2x+1y+3z=11
2x +1y+3z=11

—3y — 3z = =9 (II)

Agora vamos multiplicar (I) por 3 e (Il) por -4 para somar essas equacoes:
—12y — 33z = =57
+
12y + 12z =36 , portanto z = 1.

—21z = —21 (1)

Substituindo z = 1, em (I) ou (Il), temos que y = 2. Escolhendo qualquer uma das
equacodes do sistema original e substituindo os valores de y e z encontramos x = 3. Assim
a solucao do sistema é (x,y,z) = (3,2,1)

Outra opgéo para a resolucdo desse sistema: seria utilizar os coeficientes e 0
termo independente como vetores de cada equacao.

10 20 30 100 1 2 310
A matriz ampliada deste sistema €: [40 40 10 210| |4 4 1 21

20 10 30 110 2 1 311

12 3100402 [ 2 3 10] ., [ 2 3 10
44121—>*0—4 —11—19—> 0 —4 —11 -19
*

2 1 311 0 -3 -3 -9
10 1 o 21

3Lp-ar;, [ 2 11 19 Li—2L, 2 2
= 3 lo -4 —11 —19 23 11 19
«lo 0o —21-21 o1 -7

1 1

0 1 0 2 [— |0 1 0 2
0 0 1 1 0 0 11
{x+0y+02=3 x=3

Ox+y+0z= 2 ouainda,{yzz
Ox+0y+z=1 z=1

1- [1 0 -5/2 1/2 L1+5_§3*[1 0 0 3]
%
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A sequéncia (3,2,1) é solucdo Unica desse sistema e representa um ponto no
espaco, que corresponde ao ponto P comum da intersec¢do entre os trés planos,

conforme mostra a Figura 11.
Figura 11 Representagdo geométrica de um SPD

A )
.
i )
Fonte: Elaboracgéao Propria. Software Geogebra (2020)

A resposta para o problema proposto é que a pessoa deve comer trés unidades do
Alimento 1, duas unidades do Alimento 2 e uma unidade do Alimento 3.

As posicOes relativas entre as retas representantes do sistema linear de duas
equacdes e duas incognitas, assim como as dos planos que representam as equacdes
de um sistema de equacdes de trés variaveis e trés incégnitas podem ser abordadas na
perspectiva vetorial que pode ser encontrado em Lima (1998).

Para concluir esta secdo, apresentamos a seguir os tipos de sistemas lineares
associados com as posicoes relativas entre os planos representantes das equacdes do

sistema linear:
Sistema Impossivel (Sl)

- Dois planos coincidentes e um terceiro paralelo a eles.
- Trés planos paralelos entre si.
- Dois planos séo paralelos e um terceiro intersecta os dois

- Trés planos se intersectam dois a dois.
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Sistema Possivel Indeterminado (SPI)
- Os trés planos séo coincidentes.
- Os trés planos se intersectam tendo uma reta comum.

- Dois planos coincidentes e um terceiro intersectam os dois.

Sistema Possivel e Determinado (SPD)

- Trés planos se intersectam tendo um ponto comum.

2.4.3 Inequacdes

Definicdo 2.4 Inequacédo do 1° grau é uma desigualdade com variavel x que pode ser
reduzida em uma das formas: ax + b > Oouax + b = Oouax + b < OQouax +
b < 0,emquea,beRea # 0.

Geralmente as inequacgfes sdo utilizadas para se obter o conjunto de nimeros que

satisfazem uma determinada desigualdade dada.

Exemplo 2.5 Quais 0s numeros inteiros para x que satisfazem ainequacdo x- 2 > 6
?
E facil perceber que qualquer nimero inteiro maior que ou igual a 9 é solucéo para
a desigualdade.
Para resolver uma inequacao do 1° grau, o que fazemos € determinar um conjunto
com todos os valores para a variavel x que torna a sentenca verdadeira.
Para determinar esse conjunto o procedimento é isolar a variavel x na sentenca e
obedecer as seguintes propriedades:
x<yeoex+a<y+aVa €R
x<yoax<ay,sea>0
x<yeoax >ay,sea<o
Como por exemplo: 2x—6=>16
2x = 22

x =11
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Asolucdoé S ={x€R/x =11} ou [11, +x]

No Ensino médio, geralmente esse conceito é empregado para se mostrar o
dominio de uma func¢éo e para estudar o sinal de uma func¢é@o. No caso da PL elas sao
utilizadas para representar as restricdes e delimitar a regido factivel de um PPL.

2.4.4 Conceitos do Calculo Diferencial de Duas Variaveis Relacionados a

Resolucéo de PPL

Apresentamos a seguir os conteudos do Calculo Diferencial que sao utilizados
para a resolucdo geométrica de um PPL e estd baseado em Stewart (2013).

A Funcao de Duas Variaveis esta sendo apresentada pela caracteristica da fungéo
objetivo dos problemas de PL. As curvas de nivel, em funcdo das retas que séo plotadas
no plano cartesiano considerando z = k que estao relacionadas com a imagem da funcao
objetivo e, a derivada direcional e vetor gradiente devido a este Ultimo orientar a dire¢éo

em que uma funcdo mais cresce (ou de decresce se considerarmos 0 seu oposto).

2.4.4.1 FuncOes de Duas Variaveis

Definicdo 2.5 Uma funcdo de duas variaveis f associa a cada par ordenado (x,y) de
um conjunto D, com D c R2, um Unico valor real z € R.
f:D c R? >R,
z=fxy)
Sendo D o dominio da fungéo f.
A funcéo de duas variaveis utilizada na PL s&o do tipo f(x,y) = ¢;x + ¢,y, utilizada
é representado graficamente pelo conjunto de todos os pontos (x,v,z) € R3 tal que z =

f(x,y) e (x,y) pertencentes ao dominio de f.

2.4.4.2 Curvas de Nivel

Definicdo 2.6 As curvas de nivel f(x,y) = k,com k € R sdao tracos do gréafico de f no

plano horizontal z = k, projetada no plano horizontal xy.
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2.4.4.3 Derivadas Direcionais e Vetor Gradiente

Definigcéo 2.7 A derivada direcional de uma funcéo f diferenciavel em (x,,y,) na direcao
e sentido do vetor unitario # = (a, b) é:

f(xo + ha' Yo + hb) - f(xo' yo)
h

Duf(xo:yo) = }IIL%

Para um ponto (x, y) a derivada direcional também pode ser expressa por

of (x, of (x,
DL f(xy) = fg;y)aJr fg;y)b

Que também pode ser expressa como produto escalar de dois vetores:

Dyf (x,y) = ((0f (x,¥))/0x, (0f (x,¥))/0y) - {a, b)
f (x,y) f(x,y)
ox ' 0dy
O termo relacionado com as derivadas parciais desta igualdade denominamos de vetor

Duf(xfy):( >1_i
gradiente, cuja notacdo é Vf ou grad f e assim:
Dyf(x,y) =Vf(x,y)-u (*)
Definicdo 2.8 Seja f uma funcdo de duas variaveis diferenciavel em (x,y), o

gradiente de f em (x,y) é a funcao vetorial definida por:

f(x,y) af(x')’)) _0f(xy) - of(xy) |
ax ' ady ' ox oy

Para funcdes de mais de duas variaveis diferenciavel no ponto (x;,x,, ....,X,), O vetor

Vi(x,y) = (

gradiente pode ser obtido

Of (X1, X2, vy Xp) Of (X1, X5, .\ Xp) Of (%1, X2, vy X))

V ) RLLD] = )
f(x1 X2 xp) = { o, ox,

)

LA ]

0x,

Teorema 2.1 Seja f uma funcéo diferenciavel em um ponto X. O valor maximo da
derivada direcional D,f(X) é ||D,f(X)|l e ocorre quando # tem a mesma direcédo e
sentido do vetor gradiente Vf (X).

Prova:

Da Equacdo (*) temos que: D, f(X)=Vf(X)-u

Como o angulo 8 entre os vetores Vf(X) e u pode ser determinado por:
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VX)) -u

oSO = IvFeOITEl

Podemos escrever:

Dy f(X) = IIVFCOIl llull cos 6
O valor maximo de D, f(X) sera para cos 8 = 1, que ocorre quando 6 = 0. Assim, o valor
maximo de D,f(X) é |[Vf(X)|| e ocorre quando % tem a mesma direcéo e sentido de
VI (X).

OBS. O vetor gradiente € sempre ortogonal as curvas de nivel de uma funcao.

Exemplo 2.6 Seja a funcdo f(x,y) = 2x + 3y. Esboce o vetor gradiente e diferentes

curvas de nivel de f.

Figura 12: Representacdo das curvas de nivel de f(x,y) = 2x + 3y

~30

ALLAS IS

o
o
o

k=2
05 1 15 2 2 3 3. 4 45
k=0
0.5

Fonte: Elaboragdo Propria. Software Geogebra (2020)

Para este caso, o vetor gradiente de f é Vf(x,y) = (2,3) para qualquer (x,y) do
R2. As curvas de nivel f(x,y) = k, com k € R sio retas paralelas projetadas no plano
xy que crescem na direcdo e sentido de Vf (x, y). Tomando alguns valores para k, temos

apresentada na Figura 12 uma representacdo no plano xy.
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Agora vamos supor que buscassemos o maximo valor de f(x,y) = 2x + 3y no
quadrado D = [0,2] x [0,2]. Como a funcdo cresce na dire¢do do vetor gradiente e os
valores da familia das curvas de nivel correspondem aos valores de imagens da funcao,
temos que o ultimo ponto que toca a regido sera o ponto C e assim o valor maximo da

funcd@o no quadrado é f(2,2) = 10 como mostra a Figura 13.

Figura 13: Representacdo das curvas de nivel de f(x,y) = 2x + 3y
e regido delimitada D

@™

NS

Fonte: Elaboracdo Propria. Software Geogebra (2020)
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3. PROGRAMACAO LINEAR

3.1 OBJETIVOS DA PESQUISA OPERACIONAL E PROGRAMACAO LINEAR

A Pesquisa Operacional dispde de métodos quantitativos, que proporcionam aos
profissionais de gestdo boas escolhas sob a otica cientifica para tomadas de decisdo
frente a problemas complexos, como por exemplo, em tarefas com gestdo de recursos
humanos, materiais e financeiros de uma organizagcdo. Como se trata de uma abordagem
cientifica, sdo necessarias as etapas de observacdo, formulacdo do problema,
construcdo e resolugcdo do modelo cientifico por meio de métodos de resolucao
adequados, podendo este ser deterministico ou probabilistico. (MARINS, 2011)

Enfim, os métodos da Pesquisa Operacional buscam ajudar na escolha da melhor
maneira de se operar uma organizagao, geralmente, sob condicdes que tenham recursos
limitados. No geral, os modelos matematicos sdo de otimizacao, visando obter decis6es
Otimas, como por exemplo, problemas de alocacéo, de minimo custo ou maximo lucro de
producao.

Existem varias técnicas para se revolver problemas de Pesquisa Operacional, como
a Teoria de Filas, Teoria dos Grafos, Simulacdo, Programacéo Linear, Programacao
Inteira, Programacao Inteira Mista, Programacé&o néo Linear, dentre outros. Em especial,
este trabalho se dedica a estudar os conceitos introdutérios da PL como motivagéo e
aplicacdo no ensino de Sistemas Lineares e Inequac¢fes no Ensino Médio.

A Programacao Linear busca encontrar a melhor solugdo para problemas cujo
modelo mateméatico seja representado por expressdes lineares. A finalidade do PL
consiste na otimizagcéo de uma funcao linear, denominada de funcéo objetivo, atendendo
as condi¢des de um sistema de inequacdes, denominada de restricdes. A PL é bastante
utiizada em funcdo da linearidade de seu modelo que facilita os céalculos e
processamento. Na literatura, podemos encontrar inimeros tipos de problemas de PL,
como melhor aplicacéo de recursos em empresas, minimizacao de despesas, problemas
da dieta, do transporte, dentre outros.

Temos também os problemas de Programacédo Inteira, cuja funcdo objetivo e

restricdes também sdo lineares, no entanto, as variaveis de deciséo sao inteiras, podendo
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ser binaria. No primeiro caso temos como exemplo o problema da mochila e o segundo,

o problema de sequenciamento de tarefas e do caixeiro viajante.

3.2 BREVE HISTORICO DA PESQUISA OPERACIONAL E PROGRAMACAO LINEAR

ApoOs a Revolucdo Industrial & medida que se aumentou a perspectiva e 0
aperfeicoamento das organizagfes, tornou-se cada vez mais dificil designar os recursos
disponiveis de maneira mais produtiva, problemas desse tipo e a necessidade de
encontrar a melhor maneira de administra-los favoreceram para o surgimento da PO.
(HILLIER e LIEBERMAN, 2010)

O termo Pesquisa Operacional foi utilizado pela primeira vez na Gra-Bretanha em
1938, para estudos de problemas de estratégias de operacfes militares.

Logo apds o fim da Il Guerra Mundial, a area de PO ficou famosa, pois os resultados
obtidos com ela durante a guerra foram promissores. Com o crescimento desenfreado
das industrias, novamente se viu a necessidade de organizacdo e estratégia, pois as
empresas se tornaram complexas e cheias de problemas de logistica e produ¢do em que

0s recursos da Pesquisa Operacional poderiam ajudar a resolver.

Podemos encontrar na histéria dessa area que um dos problemas classicos que
pode ser tratado pela PO, que € um problema de PL, € o problema da dieta. Namen e
Bornstein (2004) destacam em seu trabalho que George Stigler, que foi um economista
estadunidense que desenvolveu o principio da otimizacdo econémica e chegou a ganhar
o prémio Nobel de Economia em 1982, apresentou em uma revista de Economia Agricola
em 1945 o seguinte problema: para um homem mediano pesando aproximadamente 70
kg, qual quantidade dentre 77 diferentes alimentos deveria ser ingerida diariamente, de
modo que as necessidades minimas de nutrientes fossem iguais as recomendadas pelo
Conselho Nacional de Pesquisa Norte-americano com o menor custo possivel. Stigler
resolveu (9 x 77) inequacdes através de uma averiguacdo muito cansativa, pois teve de
examinar manualmente todas as 510 combinacbes de alimentos. Este problema é

considerado o primeiro problema da Dieta.
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Em 1947 George Dantzig resolveu o mesmo problema da Dieta de Stigler por meio
de um método chamado Simplex obtendo um resultado ligeiramente melhor que Stigler.
Vérios outros pesquisadores utilizaram este problema ao longo dos anos, incorporando
mais alimentos, ou focando em outras necessidades alimentares. E bem provavel que o
método mais expressivo do pos guerra, tenha sido a criagdo do Método Simplex, por
George Dantzig, em 1947, para resolver problemas de Programacao Linear.

Nesse contexto Hillier e Lieberman (2010) afirmam que a disseminacdo da PO
aconteceu nos anos 1950, tendo em vista que, varios cientistas que trabalharam na
guerra propuseram estudos voltados a area da industria e, também, porque a partir deste
periodo a area computacional avancou bastante, uma vez que os problemas nessa area
geram muitos calculos e pode ficar extremamente dificil de se realizar manualmente.
Além disso, esta area também alavancou devido ao surgimento dos computadores
pessoais e softwares na década de 1980 que passaram a permitir que atualmente varios
problemas da mais alta complexidade sejam resolvidos.

De acordo com Marins (2011), no Brasil o curso de Programagé&o Linear, assim
como Teoria dos Jogos, Simulagéo, Teoria das Filas e Estatistica surgiram junto com os
primeiros cursos de Engenharia de Producdo criados pela Escola Politécnica da
Universidade de Sao Paulo (em 1957) e no Instituto Tecnolégico da Aeronautica - ITA
(em 1959). Como varios professores destes cursos também trabalhavam em empresas,
eles trouxeram problemas reais para que os alunos resolvessem com o auxilio da PO.
No final dos anos 60, algumas empresas comecaram a formar grupos de PO para
resolver problemas de estratégia, o primeiro grupo formal de PO formado no Brasil em

uma empresa foi o da Petrobras, criado em 1965.

3.3 CONCEITOS DE PROGRAMACAO LINEAR

3.3.1 DefinicOes e Teoremas

Segundo Marins (2011) a Programacéao Linear tem como objetivo obter a melhor

solugéo para problemas cujo modelo possuam expressoes lineares. Os problemas de PL
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visam maximizar ou minimizar uma funcéo objetivo linear, atendendo a um sistema de

igualdade e desigualdades lineares, chamadas de restri¢cdes.

De acordo com este autor, o primeiro passo para se resolver um problema de PL é
a obtencéo de uma modelagem precisa e, para isso, necessitamos que 0S conceitos
apresentados a seguir estejam bem definidos e compreendidos. Estes conceitos estao
baseados nas obras de Marins (2011), Belfiore e Favero (2013), Hillier e Lieberman
(2006), Almeida e Chuquipoma (2013), Pereira (2010), Bregalda (1988) e Boldrini et al
(1980).

Conceito 3.1: Variaveis de decisdo sao as incognitas, ou valores desconhecidos, que
serdo encontrados com a solucdo do problema. Podem ser, continuas, discretas ou
binarias.

Conceito 3.2: Uma funcédo é linear quando possui constantes e termos variaveis de
primeira ordem.

Conceito 3.3: A funcéo objetivo é uma funcéo linear que deve estar em funcéo das
variaveis de decisdo, que avalia a qualidade da solucédo, podendo ser um problema de
maximizagdo ou de minimizagdo. Uma funcdo z € linear nas variaveis de decisédo
X1, X3, ..., X, S€ existirem coeficientes ay, ay, ..., a, tal que z = a;x; + ayx, + -+ + a, Xy,
para determinados a; e b € R.

Conceito 3.4: As restricdes podem ser determinadas por conjuntos de equacdes ou
inequacodes lineares, que expressam as limitacdes a que as variaveis de decisdo estao
sujeitas, que afetam diretamente o espaco de busca das possiveis solucées.

Conceito 3.5: A dimensao do espaco vetorial R™ é igual a n, logo, todo subespaco
vetorial de dimensdo n — 1 é um hiperplano neste espaco. Uma reta (dimenséo 1) é um
hiperplano do espaco RZ?.

Conceito 3.6: Seja X ¢ R®™ um conjunto de pontos tais que para todox =
(%1, %5, ....,x™) € X, existem a; € b , com pelo menos um «; # 0. Assim sendo, teremos
que a;x; + ayx, + -+ ayx, = b € um hiperplano.

Como exemplo, temos que o ponto é hiperplano em R, as retas sdo hiperplanos em R? e

os planos séo hiperplanos em R3.
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Geometricamente, teremos que cada equacdo a;x; + ayx, + -+ ay,x, =b
representa um hiperplano e cada inequacdo representa um semiespaco. No caso de
problemas de PL de duas variaveis, teremos que cada inequacao representa um

semiplano.

e DefinicOes Basicas

Definicdo 3.1 A regido da solucéo factivel € o conjunto de todas as solug¢des viaveis
gue satisfazem todas as restricbes do modelo.

Definicdo 3.2 Solucéo 6tima de um PL é aquela que tem o valor mais favoravel para a
funcéo objetivo, ou seja, o0 maior valor se o problema for de maximizacdo e o menor, se
for de minimizacéo, atendendo as condi¢des das restricdes das variaveis de deciséo.
Definicdo 3.3 O conjunto das soluc¢@es factiveis de um problema de PL é representado
por K, que é um conjunto convexo.

Definicdo 3.4 Um conjunto K € denominado convexo, se para quaisquer dois pontos
pertencentes a K, o segmento de reta que os une esta contido em K. A Figura 14 ilustra
uma representacdo geométrica no R? de um conjunto convexo (A) e outro ndo convexo
(B).

Definicdo 3.5 Um conjunto convexo é dito conjunto viavel (ou factivel) para a PL, se é
definido pelas intersecdes das regides descritas pelo sistema de equacdes e inequacdes
lineares. Cada ponto deste conjunto € denominado de ponto viavel e cada desigualdade
€ uma restricdo do problema de PL. A Figura 15 mostra uma representacdo gréafica de
uma regido factivel obtida pelas restrices de um determinado PPL.
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Figura 14: :Representacéo de Conjunto Convexo (A) e ndo convexo (B)

(A) (B)

Fonte: Elaboracgao Propria. Software Geogebra (2020)

Figura 15: Regiéo Poligonal Factivel

S\

Fonte: Elaboracgdo Propria. Software Geogebra (2020)

Definicdo 3.6 Dada uma regido D poliedral convexa fechada, determinada por um
sistema de equacdes e inequacoes lineares, os vértices desta regido D sdo os pontos da
regido que satisfazem um dos possiveis sistemas de n equacdes lineares independentes.
Estes vértices sdo pontos extremos da regido D e, portanto, possiveis solu¢cdes dos

problemas de programacao linear.
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Definicdo 3.7 (Combinacdo Convexa) Dado x; € R", a;€[0,1],i =1,....,p, tais que
?=1 a; = 1, 0 ponto 27{;1 a;x; denomina-se combinacdo convexa dos pontos x; € R™ com

parametros «;,i =1, ....,p.

Definicdo 3.8 Sejam A e B dois pontos do R™. O segmento de extremo A e B é 0 conjunto
AB de todos os pontos de R" dado por:

AB={1A+ (1-1)B,0<1<1}
Definigcdo 3.9 Dada uma regido poliedral convexa fechada do R" (determinada por um
sistema de inequacdes lineares), 0s vértices dessa regido sao os pontos da regido que
satisfazem um dos possiveis sistemas de n equacdes lineares independentes (trocando

a desigualdade pela igualdade).

Teorema 3.1. O conjunto X de solugBes viaveis para um modelo de Programacao Linear
é um conjunto convexo.!
Por definicdo, temos que um conjunto X € R™ €& convexo se, para quaisquer

X;ex, EXtemosque x =x; +(1—21) x, para0 < 1 <1 pertencera também a X.
Sendo X o conjunto de solucdes viaveis, entdo X = {x € R" |Ax =b; x = 0}.

Seja entdo {x;,x,} € X, tais que x; # x,, duas solucdes viaveis de X com x; >
0ex, =0 e entéo:
Ax, = b e Ax, = b.
Provaremos que A[Ax; + (1 —Ax,]=b, VO< A< 1,
Tomando 0 < A < 1, podemos obter:
Ax; 20; AAx; = Ab; (1=D)x,20; (1—DAx, =1 —-1b
Somando as inequagdes e equacdes resulta em:
Ax; + (1 —2DAx, =0
De fato,
AMx; +(1—VDAx, =2b+(1—-A)b=0>b
Aldx; + (1 —Dx,]=b

1 Demonstracdo baseada em Camargo (2014) e Goldbarg (2005).
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Comox =Ax; + (1 —A)x, para0 < A <1 € o conjunto dos pontos de x;x; € x >

0 entdo Ax = b e x € X, resultando que o conjunto das solu¢des viaveis é convexo.

3.3.2 Modelo Matematico Geral para um problema de PL

Os problemas de Programacéo Linear buscam soluc¢des 6timas para as variaveis
de decisao x4, x,, x5, ... X, que devem ser continuas, ou seja, podem assumir qualquer
valor dentro do conjunto dos numeros reais, a fim de maximizar ou minimizar a funcéo
objetivo z, sujeita a um conjunto m de restricdes, ambos lineares, cujo modelo sintético
pode ser expresso por:

otimizar (fungao objetivo)
sujeito a (restri¢oes)

As solucbes que satisfazem todas as restricbes sdo chamadas de solugdes factiveis
e o melhor valor para a funcéo objetivo é chamada de solucdo 6tima.

A formulacdo de um modelo matematico genérico para um problema de PL, de
acordo com Lachtermarcher (2009), pode ser representada da seguinte forma:

Max. ou Min. z = f(xq, X3, X3, ... Xp) = C1X1 + C2Xy + C3x3 + ..+ Cpxyp

Sujeito a:
11X, + A1X5 + o+ A X, {<, =21 by
Ap1%1 + Qg% + oot Agpxn {<,=,2} by
AmiXy + AmaXs + oo+ A (S, =, 2} by
X1, X2, X3, ... Xn = 0 (Restricdo de ndo negatividade)
Sendo:

z a funcgéo objetivo;

x; as variaveis de decisdo com j = 1,2,..n;

a;j os coeficientes das variaveis, i = 1,2,..m,j = 1,2,..n;

b; sao os termos independentes das restri¢cdes, i = 1,2, ...m;

¢; séo os coeficientes das variaveis da fungéo objetivo, j = 1,2, ...n;

O Modelo de PL também pode ser representado na forma matricial:
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Max./Min. z = cx
Sujeitoa: Ax < b
x = 0 (Restricdo de ndo negatividade)

all “en aln
Sendo:c=[c;¢pumCplix=[x72%5 ... x]T€A=| + :

An1 - Qmn

Teorema 3. 2 Teorema Fundamental da Programacao Linear

Para demonstrar este teorema, vamos primeiro apresentar os dois lemas seguintes
de acordo com Boldrini et al (1980).
Lema 3.1: Seja f:N c R"™ e definida por f(xi,Xxy X3, ...Xp) = C1X1 + C3Xy + C3x3 +
.. + Cpxy, COM €4, Cy, ..., ¢, € R € Seja P um ponto interior ao segmento AB do R", isto €,
P=2A+(1-21)B, 0<1A1<1, entdo:
fA) < fP)<f(B)ou f(B) < f(P) <f(A)

Demonstracdo: Como f(xq, X5, X3, ... Xp) = C1X1 + C3X5 + C3X3 + ... + ¢ X, € uma funcéo
afim, entdo f(x) = L(x) + b, onde L(x) é linear. Das condi¢des do problema P € interior
a ABeP =14+ (1—1)B, assim:
f(P)=LP)+b=LAA+ (A —-1)B)+b=AL(A)+ (1 —-A)LB)+b

Se tomarmos f(A) < f(B), temos que L(A) < L(B)

Como f(P) = AL(A) + (1 — A)L(B) + b, temos que:
ALA+A-DLA)+b<f(P)<AL(B)+ (1 —-ALB)+b

Portanto, L(A) + b < f(P) <L(B)+b

Ou seja, f(A) < f(P) < f(B).

De forma anédloga, podemos obter f(B) < f(P) < f(A)

Como consequéncia deste lema temos que os valores extremos da funcao afim

sao assumidos nos pontos extremos dos segmentos.

Lema 3.2 Seja f:N cR"™ e definida por f(xq, X3 X3, ...Xn) = C1X1 + C2Xy + C3Xx3 +
..+ Cpx,, COM cq, Cy, ..., ¢y € R. Se dentre os valores que f deve assumir num segmento
AB do R™, o valor maximo (minimo) for assumido num ponto P interior desse segmento,

entdo f sera constante em AB.



63

Apresentado os dois lemas anteriores, segue entdo o teorema propriamente dito.

Teorema Fundamental da Programacao Linear

Seja f:2 c R™ definida por f(xq, X3, X3, ...Xp) = C1X1 + C2Xy + C3X3 + .o+ CpXp,
com ¢y, ¢y, ..., ¢, € R definida numa regido poliedral convexa G do R2. Suponha que f
assuma um valor maximo (minimo) nesta regido. Entdo se G possui vértice(s), este valor
méaximo (ou minimo) sera assumido em um desses vértice.

Demonstracéo:

Nos limitaremos a provar para funcdes de duas variaveis.

Seja ¢ c R? e supondo gque o valor maximo (ou minimo) de f seja assumido num
ponto P € G.

Considerando as possiveis posi¢cdes que P pode assumir nas regides poliedrais
convexas G do R?:

i. P € um vértice. (Neste caso o teorema ja esta provado)

ii. Pestanumaaresta. DoLema 2, f assumira este valor maximo (minimo) em toda aresta.
Como por hipbtese a regido G possui vértice(s) esta aresta contera um vértice V
obrigatoriamente. Portanto, f(P) = f(V).

iii. P esta no interior de G. Neste caso, f sera constante em toda regiéo G.

Seja Q outro ponto interior de G conforme a Figura 16. Como G é poliedral convexa, o
segmento QP esta contido em G. Além disso, como P é interior, podemos considerar um
prolongamento QQ’ deste ainda contido em G.

Do Lema 3.2, se 0 maximo/minimo esta em P interior de QQ’ segue que f € constante
neste segmento e, portanto f(P) = f(Q). Desta forma f € constante em G e o valor

minimo/maximo sera assumido nos vértices da regido poliedral
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Figura 16: Regido G

Fonte: Baseado em Boldrini et al (1980). Software Geogebra (2020)

A prova deste Teorema para n—varidveis vai envolver um numero maior de
possibilidades, pois o ponto maximo (minimo) podera estar num veértice, numa aresta,
numa face ou no interior da regidao G, onde em todos os casos quando a regido tem
vértices, conseguimos um vértice V onde a funcdo assume seu maximo (ou minimo),
f(V) = f(P). (BOLDRINI et al, 1980)

3.3.3 Hipodteses e Limitacdes

e Proporcionalidade: o valor da funcao objetivo é diretamente proporcional ao valor (ou
peso) de cada variavel de decisao;
Exemplo: Uma empresa fabrica panelas(x) e jarras(y), sendo o lucro unitario das
panelas e jarras 6 e 2 unidades monetarias, respectivamente. Busca-se saber qual o
maximo lucro que se pode obter ao fabricar estes itens. Neste caso, o problema visa
maximizar o lucro dado por: z = 6x+ 2y. Verifica-se entdo a hipotese de
proporcionalidade, pois que para unidade de panela produzida a fungéao objetivo vai

aumentar de 6 unidades monetarias.

e Aditividade: Considera que cada variavel de deciséo é totalmente independente, de
forma que ndo haja interdependéncia entre elas, tanto na fung¢édo objetivo como nas

restricoes.
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Exemplo: Considerando ainda o modelo anterior temos que na funcdo objetivo
max.z = 6x + 2y seu valor total é expresso pela contribuicdo individual de cada

variavel de decisdo. Um raciocinio analogo pode ser feito para as restricoes.

e Divisibilidade e ndo negatividade: As variaveis de decisdo podem assumir qualquer
valor real que néo seja negativo, inclusive nimeros naos inteiros, desde que satisfaca
as restricdes do modelo. Neste caso, dependendo da caracteristica da variavel de

deciséo, devera ser arredondado para valores mais proximos.

e Coeficientes Constantes (Determinismo): Assume-se que os coeficientes da funcéo
objetivo, das restricdes e os termos independentes sdo constantes conhecidas.

A seguir apresentamos um exemplo de problema de PL e sua modelagem

matematica, adaptado de Ferreira (2017).

Exemplo 3.1 A Vidro AS € uma empresa que fabrica produtos de vidro de alta qualidade,
entre 0s quais janelas e portas de vidro. A empresa possui trés setores industriais. O
Setor 1 produz esquadrias de aluminio e ferragens, o Setor 2 produz esquadrias de
madeira e, finalmente, o Setor 3 produz o vidro e monta os produtos. Em consequéncia
da pandemia do Covid-19, a direcao decidiu restringir as producdes dos produtos nao
rentdveis e estdo sendo descontinuados, liberando capacidade produtiva para o

lancamento de dois novos produtos com grande potencial de vendas, sendo eles:

Produto 1: Uma porta de vidro de 2,5 m com esquadria de aluminio

Produto 2: Uma janela duplamente adornada com esquadrias de madeira de
1,20 x 1,80 m.

A producéo de um lote do Produto 1 requer parte da capacidade produtiva do Setor
1, em cerca de 1 hora e o Setor 3 por 3 horas. A producéo do lote do Produto 2 precisa
apenas dos Setores 2 e 3, numa disponibilidade para isso de 2 horas cada. O Setor 1

dispbe de 4 horas semanais disponiveis para produg¢do enquanto o Setor 2 de 12 horas
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semanais e o Setor 3 de 18 horas semanais. O lucro do lote do Produto 1 é de $ 3000,00
e do Produto 2 é de $ 5000,00. Determinar o mix de produgéo para ambos os produtos
de modo a maximizar o lucro total, sujeito as restricbes impostas pelas capacidades

produtivas limitadas disponiveis nos trés setores industriais.

Solugdo: Inicialmente vamos organizar as informagdes do problema na tabela a
seguir para auxiliar na interpretacao.

Tabela 1:Dados da questao da refinaria

Setor Tempo de producéao (horas) Tempo de producao
Produto 1 Produto 2 por semana (horas)

1 1 0 4

0 2 12

3 3 2 18

Fonte : Da prépria autora (2020)

Modelagem do Problema:
Sejam x; a quantidade a ser fabricada semanalmente de cada lote dos Produtos 1

e 2.
x; = Numero de lotes do Produto 1 produzido semanalmente
x, — NUmero de lotes do Produto 2 produzido semanalmente
Funcdo Objetivo: Maximizar o lucro total da semana obtido pela producéo desses dois
produtos representada por:

z = 3000x; + 5000x,

Restricbes de tempo

X1 <4
{ZXZ <12

3x, +2x, £ 18
Restricbes de n&o negatividade
{xl =0

X2 =0

A resolucgédo gréfica deste problema sera apresentada no final da proxima subsecéao.
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3.3.4 Resolucéao Graficade um Problema de PL de Duas Variaveis

Um problema de Programacéo Linear (PPL) de duas variaveis pode ser resolvido
de forma grafica, utilizando conceitos estudados no Ensino Médio, tais como Plano
Cartesiano e Sistemas de Equacgdes e Inequacdes Lineares. A solucéo grafica, embora
limitada, possibilita a quem estd comecando a estudar esta area, conhecer conceitos de
PL importantes como regido e solu¢fes viaveis (ou factivel), solugdo 6tima da fungéo
objetivo, que serao tratadas adiante.

Para tratar a resolucdo geométrica apresentamos a seguir as resolucdes graficas

de alguns casos de problemas de Programacéao Linear.

i. O PPL tem uma Unica solucdo 6tima e € um problema de maximizacao

Exemplo 3.2 Seja o modelo matematico:

Max. z =x + 3y

Sujeito as restricoes:

—x+y<1

x+y<2

x,y =0
Resolucao Gréfica:

Primeiro vamos esbocar todas as regides no plano correspondentes as

inequacdes das restricdes e, em seguida, obter a interseccdo entre elas, que sera a

regido factivel do problema, que neste caso corresponde a uma regido poligonal,

conforme mostra a Figura 17.
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Figura 17: Regido factivel do Exemplo 3.2

—x+y<1

Fonte: Elaboracao Prépria. Software Geogebra (2020)

Precisamos também das coordenadas dos vértices da regido factivel, que pode
ser obtido fazendo a interseccao das retas que dao origem a cada semiplano, ou seja,
utilizar a equacao de igualdade das restricoes.

De [x =0]n[—x+y = 1] obtém-se o vértice A = (0,1). De [-x+y =1]n[x+y = 2],

obtém-se o vértice B = G%) de [y = 0] n[x + y = 2], obtém-se o vértice C = (2,0) e

de [x = 0] n[y = 0] obtém-se o vértice D = (0,0).
O proéximo passo sera verificar para que valores de (x, y) da regido factivel a fungéo

objetivo atinge o maior valor, ou seja, em qual ponto a funcdo objetivo € maximizada.

Para isso, utilizaremos o procedimento ilustrado na Figura 18
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Figura 18: Representacéo grafica da Resolucéo do Exemplo 3.2

"

> < Vz: Vetor Gradiente
Solugao 6tima

Fonte: Elaboracéo Prépria. Software Geogebra (2020)

Em (0,0) tracar a curva de nivel z = 0, cuja representacdo é uma reta, que neste
caso corresponde a reta de inclinacéo -1/3. Para determinar o sentido de crescimento de
z, utilizaremos o conceito de gradiente de uma funcdo em um ponto, ou seja, o vetor
gradiente de uma funcao z diferenciavel, em um ponto para duas variaveis é dado por
Vz(P) = (£ (P). 5= (P))-

Como se trata de fungéo objetivo linear, as derivadas parciais serdo constantes e igual
aos coeficientes da funcéo objetivo de cada variavel, respectivamente, isto €, o vetor
gradiente de z é Vz = (1,3). O gradiente indica o sentido de maior crescimento da funcao
ao redor do ponto considerado e € ortogonal a qualquer reta que descreve uma curva de
nivel da funcéo objetivo. Determinado o gradiente, tracar a familia de retas paralelas com
inclinacdo -1/3 (ou ainda, que sejam ortogonais ao vetor gradiente). Em seguida,
percorre-se a regiao factivel no sentido do vetor gradiente até que se toque o ultimo ponto

da fronteira da regido factivel. Para este caso, o ponto 6timo estd no vértice de

1 3 . - o L -
coordenadas (E’E)’ cujo valor 6timo da funcéo objetivo é z* = 5.



70

A seguir apresentamos a resolucao do exemplo da empresa Vidros AS do Exemplo
3.1, que também é de maximizacdo. ApOs analisar a solucao grafica representado pela
Figura 19, chegamos a conclusdo que obedecendo as restricdes de tempo e de ndo
negatividade, o lucro méximo dessa empresa sera de $ 36.000,00.

Figura 19: Representacao grafica da Resolucdo do Exemplo 3.1.

Vz: Vetor Gradiente

/

Fonte: Elaboracao Propria. Software Geogebra (2020)

i) O PPL tem uma Unica solucéo 6tima e é um problema de minimizacao

Exemplo 3.3 Seja o modelo matematico:

Min.z=2x+y

Sujeito as Restricdes:

2x +2y = 14

10x + 4y > 40

y<5

x,y=0
Resolugéo gréfica:

O conjunto de planos viaveis (regiao factivel) do problema é representado pela

area hachurada da Figura 20, incluindo suas linhas limitrofes que satisfazem todas as

restricbes do problema.
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10x+4y=40

Fonte: Elaboragédo Propria. Software Geogebra (2020)

2x+2y=14
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Para este caso, como o problema € de minimizacdo, sera adotada a direcao

contraria ao do vetor gradiente, ou seja, de maior decrescimento, que para este problema

€ a do vetor (-2,-1). Conforme mostra a Figura 21, tracamos retas de inclinacéo -2 (ou

ortogonais ao vetor gradiente) e obtemos que a solucéo 6tima esta em (5,2) e tem valor

z* =9, pois é a ultima da familia de curvas de nivel da funcéo objetivo (z = k, k € R) que

toca a regiao factivel na direcdo contraria ao do seu vetor gradiente.

Assim, concluimos que o minimo valor da funcéo objetivo sera 9 e nenhum outro

ponto pertencente ao conjunto do plano factivel é capaz de gerar um valor inferior para a

funcéo objetivo.

Figura 21: Representacéo gréafica do Exemplo 3.3

Vz: vetor gradiente

Solucgio Otima
B

Fonte: Elaboracgédo Propria. Software Geogebra (2020)
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iii) O PPL tem solucao ilimitada
Exemplo 3.4 Vamos considerar 0 mesmo problema anterior trocando o objetivo de
minimizar por maximizar da quest&o. Neste caso, a dire¢éo de crescimento do vetor
gradiente seria (2,1) e quando tragcamos as retas (z = k, k € R) podemos observar
que a regiao factivel € aberta na direcdo em que ocorre o crescimento de z. Isso
significa que z nado estd limitada superiormente e pode ser aumentada
indefinidamente e, desta forma, a solugdo do problema é ilimitada e ndo podemos

encontrar uma unica solugdo otima.

iv) O PPL tem solucdo multipla
Exemplo 3.5 Para ilustrar este caso, vamos trocar a funcao objetivo do exemplo do
caso ii) apresentado para Min z = 2x + 2y, sujeita as mesmas restricdes. Neste caso,
a direcdo contraria ao crescimento dada pelo vetor gradiente € —-Vz =—(2,2),
conforme ilustra a Figura 22. Pode-se visualizar que a familia de retas paralelas z =
k, k € R tocara por ultimo na aresta AB da regido factivel. Isto indica que, todos os
pontos pertencentes a este segmento séo solugdes para o problema e produzem o

valor 6timo de funcéo objetivo de z* = 14.

Figura 22: : Representagéo grafica do Exemplo 3.5

U,

\ Vz: Vetor Gradiente

z=0 Solugdo Otima

-V

2x+2y=14

2x+2y= ‘

Fonte: Elaboracao Prépria. Software Geogebra (2020)
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v) O PPL nao tem solucao (inviavel)
Exemplo 3.6 Vamos considerar o seguinte problema:
Max. z = x + 2y
Sujeito a:
2x +2y = 14
2x + 2y < 10
x,y =0
A seguir, apresentamos na Figura 23 a representacdo gréfica das restricdes do
problema e podemos observar pelo grafico que ndo ha uma regido comum de todos os
semiplanos que representam as restricdes. Assim, a intersecao entre eles é vazia e nao
se tem uma regido factivel para o problema, o que inviabiliza encontrar uma solucdo

otima.

Figura 23: Representacao grafica do Exemplo 3.6

Fonte: Elaboracgédo Propria. Software Geogebra (2020)

Pelos casos apresentados, conclui-se que nem todo Problema de Programacao
Linear apresenta um conjunto ndo-vazio de planos viaveis e mesmo que esse conjunto
seja ndo-vazio, ndo garante a existéncia de uma solugcdo 6tima finita e quando essa
solucdo 6tima Unica existe, ela certamente serda dada pelas coordenadas de um dos
vértices do poligono que limita o conjunto factivel ou como um conjunto de pontos sobre
uma aresta do poligono factivel. Neste Ultimo caso, pelo menos um dos extremos da

aresta sera uma solugéo otima.
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Embora ndo seja foco deste trabalho, no caso de trés variaveis, ainda € possivel
visualizar geometricamente a resolucdo e os pontos de maximo ou minimo serao
procurados varrendo-se a regido factivel por planos ortogonais ao vetor gradiente.

Neste trabalho, para a resolucdo de PPL de trés variaveis ou mais usaremos o
programa Excel e um de seus suplementos, o solver, que resolve sistemas de equacdes
e inequacdes com varias variaveis e encontra um valor ideal (maximo ou minimo) de uma

funcao.

3.3.5 Comentéarios Sobre o Método Simplex

O Método Simplex, também chamado de algoritmo de Dantzig encontra
algebricamente a solucdo 6tima de um modelo de PL e € um dos mais conhecidos
meétodos para se resolver problemas de Programacéo Linear.

Antes do desenvolvimento deste método existia uma grande dificuldade de
resolver problemas lineares, pois existem muitas combinac¢des a serem verificadas.

O método Simplex é um algoritmo de busca que se move apenas de vértice em
vértice do poligono factivel até encontrar a solucao 6tima.

De forma pratica o procedimento comec¢a com a introducéo de variaveis de folga
nas desigualdades, montagem de um quadro para os célculos apenas com o0s
coeficientes das variaveis e uma série de operacdes com 0s elementos dessa matriz para
atingir o objetivo do problema, que € encontrar a solucdo 6tima.

Como ndao é objetivo deste trabalho abordar este método, para conhece-lo melhor,

recomendamos consultar Lachtermacher (2009).
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4. METODOLOGIA E PROCEDIMENTOS TECNICOS

4.1 METODOLOGIA

A presente investigacdo tem cunho qualitativo, tendo em vista a natureza da
pesquisa, que buscou compreender como um grupo de alunos do Ensino Médio
interagem ao estudar um assunto ndo pertencente ao curriculo do Ensino Médio, que é
Programacao Linear em seu aspecto basico, como aplicacdo do contetdo de Sistemas

Lineares. A escolha dessa perspectiva de pesquisa se deu em fungéo de que:

Algumas caracteristicas bdsicas identificam os estudos denominados
“qualitativos”. Segundo esta perspectiva, um fendémeno pode ser melhor
compreendido no contexto em que ocorre e do qual é parte, devendo ser
analisado numa perspectiva integrada. Para tanto, o pesquisador vai a campo
buscando “captar" o fendbmeno em estudo a partir da perspectiva das pessoas
nele envolvidas, considerando todos os pontos de vista relevantes. Varios tipos
de dados sdo coletados e analisados para que se entenda a dindmica do
fendmeno. (GODOY,1995, p. 21)

Quanto ao objetivo da pesquisa, optamos pela perquisa exploratoria, pois de acordo
com Gerhardt e Silveira (2009) baseando-se em Gil (2007), esta perspectiva permite
conhecer mais profundamente o problema estudado com vistas a explicitd-lo e pode ser
realizada se utilizando entrevistas ou acompanhamento de comportamentos.

Quanto aos procedimentos técnicos a serem utilizados para realizar a pesquisa,
escolhemos o estudo de campo, pois coletamos os dados juntos aos alunos, por meio da
observagéo direta das atividades realizadas durante o minicurso com intuito de captar as
argumentacdes, interpretacdes, pensamentos légicos utilizados nas resolucgdes, atitudes,
aceitacao, perspectivas dentre outros aspectos. Considerando o grupo pesquisado, esta

pesquisa se inscreve na abordagem do estudo de caso, pois,

Um estudo de caso pode ser caracterizado como um estudo de uma entidade
bem definida como um programa, uma instituicdo, um sistema educativo, uma
pessoa, ou uma unidade social. Visa conhecer em profundidade o seu “como”, e
seus “porqués”’, evidenciando a sua unidade e identidade préprias. E uma
investigacdo que se assume particularistica, isto €, que se debruga
deliberadamente sobre uma situacédo especifica e se supde ser Unica em muitos
aspectos, procurando descobrir o que ha nela de mais essencial e caracteristico.
(PONTE, 1994, p. 3)
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4.2 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

O minicurso foi realizado nas dependéncias do Colégio Vinicius de Moraes, uma
escola particular que funciona h&4 mais de 20 anos no Municipio de Sorriso-MT.
Escolhemos esta escola porque tinhamos a necessidade do uso dos computadores e da
internet e esta possui salas com recursos de multimidia, com datashow e lousa digital.
Além disso, nossa proposta foi bem recebida pela direcdo e como tinhamos pouco tempo
para execucdo do projeto, optamos pela escola onde j& atuamos como professora do
Ensino Médio que nos permitiu agilidade no processo.

Como esta escola trabalha em sistema apostilado e segue um cronograma com
prazos pré-fixados, optamos em realizar o minicurso como uma atividade extra-curricular
gue aconteceu no contraturno das aulas.

Este projeto foi pensado para os alunos do Ensino Médio, jA que o contetudo de
Sistemas Lineares é trabalhado no Ensino fundamental e no segundo ano do Ensino
Médio e, nesse sentido, o Colégio Vinicius de Moraes conta com cerca de 150 alunos
nessa etapa.

Passamos divulgando o minicurso e apresentando o tema Programacao Linear de
forma breve e simplificada em todas as salas do Ensino Médio da escola. Tinhamos como
propdésito que apenas quem realmente tivesse interesse se inscrevesse, haja vista que
era uma atividade extra curricular.

Uma ficha de inscricdo foi distribuida para os alunos interessados solicitando
algumas informacdes, para que tivéssemos ideia do perfil e expectativas do publico. Um
dos aspectos destacados durante a divulgacédo foi que o assunto Programacao Linear é
uma disciplina que faz parte dos Cursos de Administracdo, Engenharia e Economia.
Constatamos que os alunos que nos procuraram foram os que se identificaram com o
tema pensando em suas futuras profissdes, conforme mostra uma das resposta dos

inscritos na Figura 24
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Figura 24: Relato da expectativa de um aluno em relacao ao minicurso

Ficha de Inscri¢do para Curso de Programacdo Linear

vowe [T e 3%Aae
EXPECTATIVA: M@M.&Mﬂ:

Fonte: Acervo da autora (2020)

Tivemos 26 inscritos de imediato, no entanto, na primeira aula compareceram 15
alunos, e destes, oito acompanharam o minicurso até o final.

O periodo de realizagdo aconteceu entre 21 de fevereiro a 20 de mar¢o de 2020,
em um total de 5 encontros. Os encontros aconteceram nas sextas-feiras, com duragéo
de aproximadamente 3 horas cada e ocorreram nas dependéncias da escola.

Durante os encontros a maioria dos alunos trouxe o seu laptop pessoal para o
desenvolvimento das atividades e os que nao trouxeram, acompanhavam as atividades
computacionais em grupo. Os programas utilizados foram o Geogebra e o Excel, sendo
gue o primeiro eles ja traziam instalados nos seus laptops e o segundo eles utilizaram a
versao online. O recurso que utilizamos na condi¢do de mediador foi a lousa digital.

Para a execuc¢do de cada aula prepardvamos um plano de aula e para a coleta de
dados, faziamos anotacbes em um caderno de campo sobre as atitudes,
desenvolvimento na aprendizagem, reacdes dos alunos frente as atividades que estavam
sendo desenvolvidas. No final de cada encontro as informacdes anotadas no caderno de
campo viravam relatérios, que buscavam reconstituir cada episddio da aula que fosse
pertinente para nossa pesquisa. No final do minicurso estes dados foram novamente
analisados e interpretados.

Para o desenvolvimento das aulas do minicurso, organizamos uma sequéncia
didatica contendo todos o0s passos previstos para ser desenvolvidos nos encontros e esta

apresentado a seguir:

Sequéncia Didatica
A sequéncia didatica é uma forma de organizacdo de um trabalho pedagdgico que

visa planejar o que sera trabalhado em um determinado espaco de tempo por meio de
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atividades em grupo ou individuais. Esse trabalho é feito em etapas que devem estar
interligadas entre si para facilitar a compreenséo e a aprendizagem, conforme definido
por Zabala (1998, p.16):

As sequéncias didaticas sdo uma maneira de encadear e articular as diferentes atividades
ao longo de uma unidade didatica. Assim, pois, poderemos analisar as diferentes formas
de intervencdo segundo as atividades que se realizam e, principalmente, pelo sentido que
adquirem quanto a uma sequéncia orientada para a realizacdo de determinados objetos
educativos. As sequéncias podem indicar a funcdo que tem cada uma das atividades na
construcdo do conhecimento ou da aprendizagem de diferentes contelidos e, portanto,
avaliar a pertinéncia ou ndo de cada uma delas, a falta de outras ou a énfase que devemos
Ihes atribuir.

Com base nesse raciocinio elaboramos a Sequéncia Didatica contendo situacfes-

problema apresentadas a seguir:

4.2.1 Aulal-Apresentagdo do minicurso e introducao ao tema

Objetivo:

A primeira aula visa promover condi¢cdes para que os alunos compreendam e se
familiarizem com os conceitos basicos de Pesquisa Operacional e Programacéo Linear.
Metodologia:

Para atingir o objetivo proposto, com o auxilio da projecdo de slides vamos
apresentar aos alunos o histérico e a importancia da Pesquisa Operacional aplicada a
diversos setores da sociedade, tendo como objetivo otimizar custos, lucros ou quantidade
de materiais em industrias, siderargicas, no transporte, dentre outros. Além disso, sera
apresentado também, o0s principais cursos superiores que utilizam a PO, como Economia,
Administracdo, Ciéncias Contabeis e Engenharia. A seguir os alunos assistirdo um video
que mostra de forma pratica algumas situacbes em que a PO € empregada e sua
eficiéncia. Este video estava disponivel no site da SOBRAPO (Sociedade Brasileira de

Pesquisa Operacional), no link https://www.sobrapo.org.br/o-que-e-pesquisa-

operacional. Em seguida sera promovida uma roda de conversa com a participacdo dos
alunos, para que possam dar sugestdes e citem exemplos de profissionais conhecidos,

compartilhem alguma noticia ou documentario visto recentemente, com o objetivo de que


https://www.sobrapo.org.br/o-que-e-pesquisa-operacional
https://www.sobrapo.org.br/o-que-e-pesquisa-operacional
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expressem dessa forma, ou ndo, o interesse por algum desses cursos e pela
aplicabilidade da PO.

No final desta aula ser& solicitado aos alunos que se retnam em grupo para que
busquem estratégias de solucdo para resolver o Problema 1 apresentado a seguir, com
0 intuito de incentivar os alunos para que elaborassem uma proposta de solucao a partir
de seus conhecimentos prévios e pensamento logico, seguindo as etapas de Polya
(2006), sendo elas: 1) compreensdo do problema; 2) construcdo de uma estratégia de
resolucéo; 3) execucdo da estratégia e 4) revisdo da solucéo.

Problema 1: Certa empresa fabrica dois produtos P, e P,. O lucro unitario do produto P,
€ de 1000 unidades monetarias e o lucro unitario de P, é de 1800 unidades monetarias.
A empresa precisa de 20 horas para fabricar uma unidade de P; e de 30 horas para
fabricar uma unidade de P,. O tempo anual de produc¢éo disponivel é de 1200 horas. A
demanda méxima esperada para cada produto € de 40 unidades anuais para P, e 30
unidades anuais para P,. Qual € o plano de producédo para que a empresa maximize seu
lucro com estes itens?

Para esta atividade serdo incentivadas as trocas de ideias sobre o problema fora do

ambiente do curso por meio de aplicativos ou pessoalmente até o proximo encontro.

4.2.2 Aula 2 - Definicdo e Formulagdo de Modelo Matematico

Objetivo:

Esta aula visa proporcionar condi¢gbes para que os alunos conhegcam a definigéo
de Programacao Linear (PL), que consiste em uma das técnicas mais utilizada para
construir e resolver um problema de PO sendo o objeto de estudo deste trabalho. Além
disso, espera-se que os alunos compreendam e sejam capazes de elaborar um modelo

matematico de PL basico.

Metodologia:
Comecaremos introduzindo um breve resumo do conceito de Programacao Linear,

mostrando-lhes que se trata de problemas de otimizacdo em que a fungao objetivo e suas
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restricbes séo todas lineares, de acordo com o referencial teérico apresentado no
Capitulo 3.

Apés essas discussdes, retomaremos o exercicio proposto na aula anterior, dando
suporte para que 0s alunos possam apresentar suas possiveis resolu¢des e davidas,
acolhendo, é claro, suas ideias e diferentes maneiras de pensamento.

Para auxilia-los na construcdo do modelo matematico de um problema de
Programacdao Linear, apresentaremos um roteiro, contendo 0s seguintes passos:
1° Estabelecer as variaveis de decisédo

Neste ponto devemos pensar nas decisdes que devem ser tomadas. Se o
problema for de producédo as variaveis de decisdo geralmente sdo as quantidades dos
produtos em questdo, se o problema for de investimento as variaveis de decisdo seréo
as quantidades a se investir em cada periodo. Esse conflito se torna claro quando lemos
a questao proposta.

Para o problema em guestéo, devera ser decidido qual sera a meta de producéo,
ou seja, quais as quantidades anuais que devem ser produzidas dos produtos P, e P, e
neste caso, vamos estipular que:

x— quantidade anual a produzir de P,

y — quantidade anual a produzir de P,

2° Definir o objetivo do problema

Nesta fase devemos definir qual o objetivo da tomada de decisdo. Pode ser, por
exemplo, a maximizagao de lucro ou receita, ou ainda minimizagao de custos ou perdas.
No caso do problema 1, o objetivo serd a maximizacado da funcdo que determina o
lucro, que depende dos precos e da quantidade dos produtos (variaveis de decisdo).
Assim, como temos dois produtos, temos que:
Lucro de P;: 1000 - x e Lucro de P,: 1800 - y e, dessa forma o lucro total ficaria:
L =1000x + 1800 y

Assim o objetivo é: maximizar L = 1000 x + 1800 y

3° Apresentar as restricdes do problema
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As restricoes se referem a determinadas condi¢cdes em que as variaveis de
decisdo estdo submetidas e que devem ser respeitadas para que uma solucdo seja
considerada valida (factivel). Ressalte-se que para o problema abordado, as restricbes
de ndo negatividade sdo consideradas, para evitar que sejam encontrados valores
negativos das variaveis de deciséo, ja que estamos trabalhando com produtividade e
quantidades. As restricdes devem ser expressas como uma igualdade ou desigualdade
linear.

Para este problema, a fabrica dispde de no maximo 1200 horas para producao.
Desta forma, temos que considerar a quantidade de horas dedicadas a fabricacdo dos
produtos P; e P,, as quais denominamos de n; e n,, respectivamente.

Como a fabrica gasta 20 horas para produzir o produto P; a quantidade de horas
n, destinadas para sua producdo sera proporcional a sua quantidade x, ou seja, n; =
20x.

O mesmo ocorre com o humero de horas n, para a fabricacdo do produto P,, ou seja:
n, = 30y
Assim a primeira restricdo do problema sera:
n, +n, <1200 © 20x 4+ 30y < 1200

As proximas restricdes estdo relacionadas com a quantidade de cada produto a ser
produzido, ou seja, deve-se fabricar no maximo 40 de P; e 30 de P,, obtendo entao:
x<40 e y<30
E ainda temos que as quantidades dos produtos P, e P,, relativas as variaveis x e
y se devem atender a restricdo de ndo negatividade:

x=>0ey=0

4° Resumir o modelo matematico em seu formato padrao
Juntando o obtido nos passos anteriores, temos que o modelo matematico para o

Problema 1 é:
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Max L = 1000+ x + 1800 - y,
sujeito a:

20x + 30y <1200
x <40
y <30

x>0
y<0

Restri¢des técnicas

‘ Restricoes de ndo negatividade

Sendo: x, y e L a quantidade do produto P;, quantidade do produto P, e o valor do lucro,
respectivamente.
Apéds a explanacédo do roteiro para a obtencdo de um modelo de PL, seguiremos

para o desenvolvimento da Atividade 2.

Atividade 2: Lista de Problemas para elaboracdo de modelos matematicos de problemas
de PL

Para esta atividade proporemos uma lista de problemas de PL extraidos de Silva
(2007), para que os alunos formulem os modelos matematicos destes problemas. Esta
lista pode ser encontrada também nos Anexos e, os problemas desta lista serdo
abordados e detalhados na 22 aula da Subsecé&o 5.3.

4.2.3 Aula 3 - Interpretacdo Geométrica de Inequacdes e Sistemas Lineares
Objetivo
O intuito desta aula é o de abordar inequacdes lineares com duas variaveis e
sistemas lineares com duas e trés variaveis, conceitos estes necessarios para o estudo
da técnica de solucdo geométrica para modelos de Programacdo Linear com duas
variaveis de decisao.
Metodologia
e Revisdo sobre inequacdes lineares
Para o desenvolvimento desta atividade utilizaremos inicialmente folha de papel
quadriculado, régua e lapis/caneta e posteriormente o Software Geogebra.
A principio organizaremos os alunos em duplas para confeccionar em folha

guadriculada fornecida pelo professor algumas atividades com a finalidade de que
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revisassem a representacdo grafica de uma inequacao de duas variaveis, discutindo o
seguinte exemplo x + 2y > 10.
Recomendaremos que para tratar geometricamente a inequacéo eles deveriam
observar as seguintes etapas:
i) Construir a reta correspondente a equacao x + 2y = 10
Recordamos a eles que para isso, precisariamos obter dois 2 pontos, lembrando
gue na geometria de posicéo, de acordo com um dos Postulados de Euclides,
precisamos de dois pontos distintos para determinar uma reta. Para isso, € mais
facil obté-los, determinado as coordenadas em gue a reta intersecta 0s eixos
cartesianos. Assim:
Tomando x =0 tem-se que 2y =10 — y =5 e obtém-se o ponto (0,5).
Tomando y = 0 tem-se que x = 10 e o segundo ponto (10,0) é obtido.
Agora basta marcar os 2 pontos no plano cartesiano e tracar a reta que passa por
eles.
1)) Determinacéo da regido do conjunto de pontos que sdo solugao
Para esta parte orientamos que a reta divide o plano em dois semiplanos.
Para se saber em qual deles estariam os pontos que seriam solucdes para o
problema, sugerimos que fossem testados o0s pontos para verificar a validade
ou nao do resultado obtido.
Desta forma, para o exemplo dado, pedimos que escolhessem um ponto
qualquer de uma das regides limitadas pela reta e testassem a inequacgao
x+ 2y = 10. Escolhendo-se o ponto (10,5) e substituindo na inequacdo em
questdo 10+ 2+ 5 > 10 — 20 = 10, obtemos uma afirmagéo verdadeira. E
caso fosse optado tomar um ponto abaixo da reta, por exemplo o ponto (0,0),
obter-se-ia 0 > 10, o que é falso.
Portanto o conjunto de pontos que € solucdo para o problema sdo os pontos
pertencentes a reta (por conta da igualdade) e os do semiplano na parte superior da reta.
Depois de construido no papel quadriculado, proporemos aos alunos construir esta
mesma situacdo com o auxilio do Geogebra, seguindo os passos:

e Digitar a equacao da reta no espaco ou campo de “Entrada” do software;



e Comparar com os resultados obtidos na constru¢do manual.

Figura 25: : Representagédo grafica dareta x + 2y = 10

o’ / /.’ ;-\‘, O] < N = '%',

» Janela de Algebra < | » Janela de Visualizagio
® eql:x+2y=10

Fonte: Elaboracéo propria - Software Geogebra (2020)

Digitar a inequacéo na caixa de entrada e observar o grafico obtido.

Figura 26: Representacgéo grafica da inequacao x + 2y = 10
AP OO 4N (8]

@ eql:x+2y=10 =V o
]

F~

a:x+2y>10 : 9

+

Fonte: Elaboraééo prépria - Software Geogebra (2020)
Reviséo sobre Sistemas Lineares

e Sistemas Lineares de duas variaveis

84
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Para revisar o conteudo de Sistemas Lineares, escolhnemos exemplos de sistema
possivel e determinado (SPD), sistema possivel e indeterminado (SPI) e sistema
impossivel (SI).

Para abordar o SPD escolhemos alguns problemas, conforme segue.

Em uma praca ha 18 criancas andando de bicicleta ou de skate. No total, ha 50
rodas girando pela praca. Quantas criancas andam de bicicleta e quantas andam de
skate?

A abordagem para a solucédo do problema deve seguir o didlogo aluno-professor
apresentado a seguir:

1 - N6s ndo conhecemos o numero de bicicletas e de skates que circulam pela
praca, mas nos sabemos que a soma das bicicletas e dos skates € a mesma do total de
criancas. Portanto, se chamarmos por x as bicicletas e por y os skates, teremos:

x+y=18

2 - Se ha 50 rodas girando pela praca, podemos dizer que a soma das rodas das
bicicletas e dos skates € 50. Vale lembrar que cada skate tem 4 rodas e cada bicicleta
tem 2 rodas. Teremos uma nova equacao em funcéo das rodas:

2x + 4y =50
3 — Dessa forma temos o sistema de equacdes de 2 variaveis:

{x+y=18
2x +4y =50

4 — Para resolver um sistema 2 x 2 temos a opc¢ao de duas técnicas, substituicdo ou
método da soma.

1° método - Substituicdo:

Este método consiste em escolher uma equacéo e isolar uma das variaveis, depois
substituir o valor encontrado na segunda equacao, ficando dessa forma com uma
equacao com apenas uma variavel.

12 equagédo: x =18 —y

22 equagdo :2.(18 —y) + 4y =50
36 —2y+4y =50

2y =50 — 36
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2y =14
y=7
Substituindo o resultado obtido na 12 equacéo, obtém-se que: x = 11

2° método: Soma das equacdes do sistema

Neste método somamos as duas equagfes com o intuito de cancelar uma das
variaveis. Neste caso, multiplicamos a primeira equagéo por -2:

—2x —2y =-36
T 2x+4y =50

2y=1l4 y=7

De forma andloga ao método da substituicdo, substituimos na primeira e obtemos
x =11.

Portanto como solucgéo para este problema temos que: 11 criancas estdo andando
de bicicleta e 7 de skates.

Depois que os alunos resolverem o problema analiticamente, eles serdo convidados
para realizarem a solucdo geométrica deste mesmo problema com o auxilio do Geogebra,
seguindo os passos seguintes:

1 - Digite em ‘Entrada” as duas equacdes e observe o que acontece na tela. (Como
sdo equacoes lineares o software plotara duas retas)

2 — Verifique pelo desenho na tela se as duas retas se cruzam e, caso positivo,
anote o valor das coordenadas do ponto de interseccéo.

3- Compare o resultado da solugdo obtida na resolugcdo no caderno com as
coordenadas do ponto de interseccdo. Observe que este ponto de intersecao € a
solucéo do sistema, pois é um ponto que satisfaz as duas equacdes.

A Figura 27 ilustra a construcéo que os alunos deverao obter.
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Figura 27: Representacgéo grafica da intersec¢do das retas x + y =18 e x + 2y = 25

8 x+ 2y =25

P=(11,7)

Fonte: Elaborag&o Propria. Software Geogebra (2020)

Durante esta aula, também comentaremos, brevemente, sobre os sistemas
indeterminados e impossiveis, com énfase, é claro, em suas interpretacées geométricas.

Ao fim das discussfes sera proposto aos alunos que resolvam analiticamente dois
sistemas, usando um dos métodos anteriormente estudados e a seguir, construam as
respectivas representacées geomeétricas no Geogebra.

xX+y=5

1- Sistema possivel e indeterminado proposto: {Zx +2y=10

x+y=6
3x+3y =12

2- Sistema impossivel proposto: {
e Sistemas Lineares de trés variaveis

Como a maioria dos alunos participantes do minicurso pertencem ao segundo e
terceiro ano do Ensino Médio, sera possivel discutir de forma ativa a interpretacao
geométrica de um sistema de trés variaveis possivel e determinado, por meio do seguinte
exemplo:

x+2y+z=12
x—3y+5z=1
2x —y+3z=10
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Por outro lado, como na sala alguns alunos que ainda ndo estudaram o contetudo
de resolucédo Sistemas Lineares com mais de duas variaveis, optamos por resolver o
sistema utilizando o método de substituicdo, que ja era conhecido por todos. Salientamos
que este sistema poderia ser resolvido também pelos métodos: Regra de Cramer, por
escalonamento, Regra de Chid, dentre outros, que sdo geralmente abordados no
segundo ano do Ensino Médio.

E possivel também se resolver um sistema linear no Geogebra, abrindo-se a Janela
CAS, digitar cada uma das equacOes e depois digitar na entrada Resolver({lista de
equacdes},{variaveis}) e o software apresentara a solucdo, caso possua.

Depois da resolucéo do sistema, proporemos aos alunos que utilizem o Geogebra
para estudarmos a representacdo geométrica das equacdes do sistema, chamando-lhes
a atencéao para o fato de que agora estamos trabalhando com um sistema com equacodes
com trés variaveis.

Ao desfecho dessa discussdo orientaremos para que utilizassem a janela de
visualizacdo 3D do Geogebra, seguindo os seguintes comandos: Disposi¢des — Janela
3D. A sequir eles digitarao trés equacdes na janela de Entrada do Geogebra e observarao
o resultado.

Para se obter este ponto geometricamente, clica-se na Ferramenta “Intersecc¢ao de
Superficies” e seleciona-se os planos de dois a dois, encontrando-se retas. Depois disso,
clica-se em “Intersecgédo entre dois objetos” e seleciona-se as retas obtidas, o ponto
surgira na janela de visualizacdo e suas respectivas coordenadas estardo disponiveis na
janela de Algebra.

Eles também serdo instigados quanto a interpretacdo geométrica dos outros tipos
de sistemas, como os possiveis e indeterminados e impossiveis.

Buscaremos fechar esse encontro com as seguintes conclusdes:

A interpretacdo geométrica dos Sistemas Possiveis e Determinados significa que a
solucdo tem exatamente um ponto em comum.

Para os Sistemas Possiveis e Indeterminados existem trés possibilidades primeira:
podem ser diferentes e possuir uma reta em comum, logo todos os pontos dessa reta sdo

solucdo do sistema; segunda: os trés sdo coincidentes, logo todos os pontos do plano
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sao solucao do sistema e terceira: dois planos sdo coincidentes e o terceiro intersecta-os
em uma reta em comum, onde todos seus pontos sdo solucdo do sistema

Para os Sistemas Impossiveis também temos trés possibilidades: os trés planos sédo
paralelos; dois planos sé@o coincidentes e o terceiro é paralelo a eles e h& dois planos
paralelos e um terceiro intersecta os demais; em todas essas possibilidades nao existem
valores no espaco de x, y e z que satisfagcam simultaneamente as trés equagdes. Mais

detalhes podem ser conferidos na Subsecao 2.4.2.2 deste trabalho.
4.2.4 Aula 4 - Resolucédo Gréafica de um Problema de PL

Objetivo
Abordar a resolucdo geométrica de um problema de PL com duas variaveis com recursos
graficos e com o auxilio do Geogebra.
Metodologia
Para abordar este assunto utilizaremos o mesmo problema utilizado na primeira

aula apresentado na Subsecao 4.2.2, conforme segue 0 modelo matematico para melhor
acompanhamento:

Max L = 1000x + 1800y,

sujeito a:

20x + 30y < 1200
Restri¢cbes técnicas: { x < 40
y <30

>0

X =
y=0

Restricbes de ndo negatividade: {

A partir da obtencao deste modelo mateméatico seguimos uma sequéncia de passos

para a utilizagdo do Geogebra para que seja possivel trabalharmos a resolugéo
geométrica do problema de PL de duas variaveis utilizando-o.

1°) O software livre Geogebra sera instalado previamente nos computadores da escola e

assim, os alunos poderdo explora-lo, podendo inclusive utiliza-lo para visualizar a

resolucéo gréfica das questdes da revisédo sobre inequagdes para irem se familiarizando

com suas ferramentas.
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2°) Apo6s a familiarizacdo com o software pediremos para que os alunos digitem em
“entrada” as equacdes correspondentes as inequacdes das restricées técnicas e de ndo
negatividade do problema em questdo, para que possamos obter as interse¢des entre
elas.

3°) Depois de inseridas as equacbes no campo de entrada, € para ser obtida a
representacdo geométrica na tela do Geogebra, conforme Figura 28.

Figura 28: Representacao grafica das inequac@es das restricbes do Problema 1

45

\ Ny

2w+ 8y = 120

\

Fonte: Elaboracao Propria. Software Geogebra (2020)

Figura 29: Representagdo Grafica das inequac@es das restricées

Fonte: Elaboracao Prépria. Software Geogebra (2020)
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4°) A seguir, sera solicitado para que os alunos digitem as inequacdes correspondentes.
As intersecfes das regides formam um poligono de 5 lados, representado pela regido
mais escura do grafico da Figura 29, denominado de regido factivel ou conjunto de planos

viaveis.

59 O préximo passo sera obter graficamente os pontos de interseccao entre as bordas
dos semiplanos correspondentes as inequacdes das restricdes. Para se obter os vértices
do poligono, que seriam os candidatos a solucéo para o problema orientaremos para que
os alunos cliqguem na barra de ferramentas Ponto — Intersec¢cdo de Dois Objetos e
obtenham e marquem o0s pontos de interseccdo entre as retas (correspondente a
igualdade da inequacgéo), duas a duas, conforme ilustra a Figura 30. (De acordo com o
Teorema Fundamental da Programacao Linear apresentado na Subsec¢éo 3.3.1, se um
problema tem uma solucao 6tima finita, esta solucdo correspondera a pelo menos um
dos vértices que limita a regido poliedral convexa do problema), neste caso um poligono

no plano.
Figura 30: Representacao grafica dos vértices da regido poligonal factivel do Problema 1

Fonte: Elaboracéo Propria. Software Geogebra (2020)

Resultando na regiéo factivel ilustrada na Figura 31.
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Figura 31: Regido poligonal factivel referente a Figura 30

C = (40, 13.33)

Fonte: Elaboragéo Propria. Software Geogebra (2020)

Caminho Alternativo para obtencéo da regido factivel: Uma outra maneira de se obter
a regiao factivel seria utilizar o comando “A\” do teclado do Geogebra. Assim se pode
obter esta regido, entrando com as inequacdes separadamente e no final, fazer a
interseccao entre todas, como mostra a Figura 32. Por exemplo: Supondo que ao inserir
as inequacodes do problema elas sejam nomeadas de a a f:

a:20x + 30y <1200,b: x<40 c:y<30 d:x=0 f:y=>0

Para obter a interseccao entre os semiplanos, bastaria digitara AbAcAdAeAf
na entrada. Mesmo assim, precisariamos ainda, entrar com a equacao de igualdade das
inequacdes para obter os pontos de interseccdes, que resultaria nos vértices da regido

poligonal, ou resolver manualmente igualando as equacdes, duas a duas.

Figura 32: : Regiao factivel do Problema | utilizando o comando “A”

L [ )= ] S [ P [ENN ! |
A ) Janela de Visualizagio

Fonte: Elaboracéo Propria. Software Geogebra (2020)
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6°) Afim de verificar qual dos vértices seria 0 ponto que produz a solugdo 6tima da
funcdo objetivo, argumentaremos com os alunos para retomarmos a fun¢éo objetivo do
problema, ou seja, a fungéo lucro L = 1000x + 1800y. Partiremos utilizando o valor do
lucro minimo, ou seja, igual a zero, que corresponde a 1000x + 1800y = 0. Em seguida,
orientaremos os alunos para inserir a equacao na entrada do Geogebra, com o intuito de
obter a reta lucro nulo. A Figura 33 mostra um esbo¢o da construcdo obtida e a reta
correspondente ao lucro nulo, que passa pelo vértice (0,0) da regido factivel.

Figura 33: Curva de nivel para L = 0 projetada na regiéo poligonal factivel do Problema |

C=(40, 1333)

L=1000x+1800y=0
~

B=(40,0)

45 50 55

Fonte: Elaboracgdo Propria. Software Geogebra (2020)

7°) Para se obter outros valores de lucros, orientaremos os alunos para variar os valores
da parte direita da igualdade, que produziriam retas paralelas a reta r de lucro zero.
Assim, pediremos para que eles acionem na barra de ferramenta do Geogebra o icone
“retas paralelas”. A escolha desta ferramenta se deu porque ela permite construir uma

reta paralela a outra dada passando por um ponto escolhido. Neste caso, foi utilizado a
reta r e os pontos do veértice do poligono. A Ultima reta paralela na direcdo do vetor u é
a gque tera o maior valor do lucro. Sendo assim, o ponto onde se obterd o maximo global
da funcdo objetivo. Ressalte-se que isto ocorre porque a direcdo do vetor gradiente u

esta na direcdo de maior crescimento da fungéo lucro do problema.
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Figura 34: Representacgédo grafica das retas L(x,y) = k,k € R do Problema 1

40

D=(15,30)

Fonte: Elaboracao Propria. Software Geogebra (2020)

8°) A representacdo grafica apresentada no passo anterior, mostra que o ultimo vértice
do poligono a ser tocado pelas retas paralelas L(x,y) = k; k € R € o vértice D. Desta forma,
as coordenadas do ponto D (15,30) apresenta a solucao 6tima para o problema.
99 Finalmente, para se obter o valor da funcdo lucro maximo, atendendo as restri¢des,
basta aplicar a fungdo L = 1000x + 1800y no ponto D = (15,30):

L =1000-15+ 180030

L = 15000 + 54000

L =69000
Logo o lucro maximo do problema é de 69000 unidades monetérias, que serao

obtidos ao se fabricar 15 produtos do tipo P; e 30 do tipo P,.

10°) Caminho Alternativo para Célculo da funcéo Objetivo: Outra maneira de se obter
0 ponto 6timo da funcdo seria obter os valores do lucro em cada um dos vértices do
poligono utilizando direto o Geogebra e aplicar a funcdo lucro L = 1000x + 1800y em cada
um dos vértices e compara-los, qual é o maior. Para isso, basta digitar na caixa de entrada a
equacao do lucro associada a cada um dos pontos, como segue:
LA = 1000x(A) + 1800y(4) =0
LB = 1000x(B) + 1800y(B) = 40000
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LC = 1000x(C) + 1800y(C) = 64000

LD = 1000x(D) + 1800y(D) = 69000

LE = 1000x(E) + 1800y(E) = 54000
Ou ainda, fazendo este mesmo processo utilizando a planilha do Excel e testando o
comportamento da funcao objetivo em todos os vértices do poligono, conforme mostra a
Tabela 2.

Tabela 2: Valores da funcao objetivo aplicada nos vértices da regido factivel

COORD. QUANT. PRODUTO P; QUANT. PRODUTO FUN(;AO LUCRO
DOS VERTICES ) P, L = 1000x + 1800y
6]
(0,30) 0 30 54000
(40,0) 40 0 40000
(40; 13,33) 40 13,33 64000
(15,30) 15 30 69000

Fonte: Autoria propria (2020)

Comparando com os demais valores da funcéo obtidos nos vértice, pode-se concluir
novamente que o lucro maximo que a empresa poderd obter é de 69000 unidades
monetarias.

Concluida esta resolucéo, os alunos serédo desafiados a revolver alguns exercicios
da Aula 2 de Programacdo Linear com duas varidveis usando o Geogebra como
ferramenta em dupla ou grupo, ja que os modelos matematicos ja estavam prontos.
Também serdo incentivadas discussdes e troca de ideias com a finalidade de reforcar os

conceitos envolvidos na resolucao dos problemas.

4.2.5 Aula5-Uso do solver na Resolucéao de Problemas de PL
Objetivo

Essa aula visa proporcionar condi¢cdes aos alunos para que eles aprendam a
modelar os problemas de PL propostos com mais de duas variaveis e resolvé-los
utilizando o solver do Excel.

Metodologia
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Nesta aula inicialmente sera proposto aos alunos um problema de PL com trés
variaveis e orientacdes sobre o0 uso do solver do Excel para resolucao de problemas desta
natureza. Depois disso, sera proposto para que os alunos formulem um problema da
mochila. Para finalizar, ser& realizada uma roda de conversa com o intuito de avaliar a
dindmica e aproveitamento do minicurso.

O problema de trés variaveis que sera distribuida aos alunos € o seguinte:

e Problema da Refinaria

Uma refinaria produz trés tipos de gasolina: verde, azul e comum. Cada tipo requer
gasolina pura, octana e aditivo que sao disponiveis nas quantidades de 9600000,
4800000, e 2200000 litros por semana, respectivamente. As especificacdes de cada tipo
sao:

Um litro de gasolina verde requer 0,22 litro de gasolina pura, 0,50 litro de gasolina
octana e 0,28 litro de aditivo;

Um litro de gasolina azul requer 0,52 litro de gasolina pura, 0,34 litro de octana e
0,14 litro de aditivo;

Um litro de gasolina comum requer 0,74 litro de gasolina pura, 0,20 litro de gasolina
octana e 0,06 litro de aditivo.

Como regra de producao, com base na demanda de mercado, o planejamento da
refinaria estipulou que a quantidade de gasolina comum deve ser no minimo igual a 16
vezes a quantidade de gasolina verde, e que a quantidade de gasolina azul seja no
maximo igual a 600000 litros por semana. A empresa sabe que cada litro de gasolina
verde, azul e comum d4 uma margem de contribuicdo para o lucro de $0,30, $0,25;
$0,20, respectivamente, e seu objetivo é determinar o programa de produgdo que
maximiza a margem total de contribuicéo para o lucro.

A seguir eles serdo orientados a construir o modelo matematico para o problema e
para isso, serd enfatizada a necessidade do uso de trés varidveis associadas com as
quantidades de gasolina verde, azul e comum para construir a fungcdo objetivo e as
restricbes. Eles terdo a possibilidade de discussdo e compartilhamento de ideias entre o
grupo para a obtencéo do modelo.
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e Apresentando e explorando o solver com os alunos

Depois dos alunos construirem o modelo matematico do problema da refinaria,
explicaremos para os alunos que eles irdo aprender uma nova forma de resolver
problemas de PL, que permite resolver problemas tanto de duas, trés ou mais variaveis
de acordo com o limite do programa. Em seguida solicitaremos aos alunos que abram o
programa Excel em seus laptops, seguindo o0s seguintes passos.

i) Inicialmente orientaremos para que os alunos habilitem o solver no Excel, pois é como
€ um suplemento deste programa, nem sempre esta disponivel na barra de

ferramentas. Para isso, iremos orientando p acessem 0s seguintes icones: Arquivo ——
Opcdes —»Suplementos — Gerenciar —» Suplementos do Excel — selecionar Solver —
Ir - Solver. Depois de instalado, esta ferramenta poderé ser visualizada em Dados da

barra de ferramentas. Feito isto, com o intuito que os alunos familiarizem com o Excel
e com o solver sera utilizado o modelo matematico de um problema de duas variaveis,
conforme apresentado a seguir:
Modelo Teste:

Max Z = 600x + 800y,

sujeito a:

x+y <100

3x +2y <24

x<60;y<80

x,y=0

i) Ao abrir o Excel, solicitaremos para que os alunos copiem em uma caixa de texto o

modelo proposto e colem na planilha para ajudar na visualizagdo. A turma sera
orientada passo a passo de como inserir as informacdes da FO e restricdes no

programa conforme ilustra a Figura 35.
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Figura 35: Tela da planilha com dados do Modelo Teste

E13 M J
A B C D E F G H J
1 |FUNCAD Coeficientes de varidveis
2 |OBJETIVO 600 200 0O modelo matematico a ser usado serd o
3 X Y seguinte:
4 |Variavel ldeal
5 7= 0 Max Z = 600x + 800y, sujeito a:
6
7 |RESTRICOES Coeficientes de Varidveis Constante x+y =100
o
¢ " x v LE LD 3x + 2y < 240
9 1 1 1 100
10 2 3 2 240 x<60ey <80
11 3 1 0 60
12 4 0 1 80 xy=0
13
14

Fonte: Elaboracao Propria. Excel (2020)

iii) Conforme mostra a imagem da planilha (Figura 36), serdo inseridos os valores dos
coeficientes nas células B2 e C2, as células B4 e C4 ficardo destinadas a receber o
resultado obtido pelo solver e a célula B5 guardard os valores obtidos da funcéo
objetivo Z ,e, para isso, torna-se necessario digitar a sua equacao na célula =
(B2 * B4) + (C2 * C4)

Figura 36: Tela da planilha com a funcéo objetivo do Problema Teste

B5 - X v =(B2*B4)+(C2*C4)
A B C D E F G H
1 [FUNCAO Coeficientes de varidveis
2 OBJETIVO | 600 \ 800 \ O modelo matematico a ser usado sera o
3 X Y seguinte:
4 |Variavel Ideal | \_ _\‘
5 | z7=|=(82*BayHC2*Ca) Max Z = 600x + 800y, sujeito a:
. 3
7 RESTRICOES Coeficientes de Variaveis Constante x+y<100
8 e
- n x Y L Lo 3x + 2y < 240
9 1
10 2 x<60ey<80
1 3
12 4 xLy=0
13
14

Fonte: Elaboracao Prépria. Excel (2020)

iv) Nas células que estardo destinadas as restricbes, serdo inseridos os valores dos
coeficientes de x e y das inequacgdes e, em LE as informacdes do lado esquerdo da

inequacao, que geralmente, € um numero real.
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v) Na coluna LE, os alunos serdo orientados para digitar a parte esquerda das
inequacdes, associando os coeficientes e valores obtidos de x e ypelo solver,
conforme mostra a Figura 37. Assim, por exemplo, em D9 sera digitado (B9 = $B$4) +
(C9 * $C$4), pois os coeficientes desta inequagédo estdo localizados em B9 e C9,
respectivamente. Ja os valores de x e y estardo localizados nas células B4 e C4,
respectivamente. Podemos colocar um cifrdo antes e depois da identificacdo das
células relacionadas com os valores das variaveis, uma vez que séo constantes. Outra
questdo é que se arrastarmos com o mouse pelo canto inferior de onde esta uma

férmula para as células abaixo dela, a formula seréa transferida para elas.

Figura 37: Tela da planilha com as férmulas das restricbes do Problema Teste

N v X & fr  =(B9*SBS4)+(C9*SCS4)
A B C D E F G H J
1 FUNCAO Coeficientes de variaveis
> OBJETIVO 600 800 O modelo matematico a ser usado sera o
3 L X | Y ! seguinte:
4 Variével Ideal | | |
5 Z= 0 Max Z = 600x + 800y, sujeito a:
2
7 RESTRICOES Coeficientes de Variaveis Constante x+y <100
(]
3 n x Y LE__| W 3x + 2y < 240
k] 1 1 \ =(B9* H(CO*SCS4)
0 2 3 2 240 x<60ey=<80
1 3 1 0 60
2 4 0 1 80 Xy=0
4

Fonte: Elaboracdo Propria. Excel (2020)

vi) Apds organizadas as formulas na planilha do Excel, vamos programar a resolucao
no Solver, primeiro informando para o programa em que célula esta localizada a
férmula da funcédo objetivo, que para o nosso caso, é a B5. A seguir, temos que
escolher a opcao, se é de maximizar ou minimizar a funcdo, que para o caso em
estudo € de maximizacdo. Na escolha do método, vamos optar pelo LP Simplex; no
campo Células Variaveis temos que informar ao programa quais séo as celulas que
estdo destinadas a receber a solugéo obtida para as variaveis do problema, que para

NOSso caso sao as B4 e C4, conforme mostra a Figura 38.



Figura 38: Tela de programacao do solver

Tarnar Varidveis Irrestritas Ndo Megativas

Selecionar um Método de Solugdo: LP Simplex

v

Método de Solugio

problemas do Solver ndo suaves.

Ajuda

GRG Néo Linear
D
Selecione o mecanismo GRG Nao LinEvolttiona

mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares. Selecione o mecanismo Evolutionary para

Resolver

Pardmetros do Solver n
Definir Objetivo: $B55 5.5
Para: "é' Méx. ':" Min. ':" Valor de:
Alterando Células Varigveis:
$B34:5C54 5
Sujeito &s Restri¢es:
Adicionar
Alterar
Excluir

Redefinir Tudo

Carregar/Salvar

Opgdes

b lineares. Selecione o

Fechar

Fonte: Elaboracdo Propria. Excel (2020)
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vi) O préximo passo é adicionar as restricdes, lembrando que vamos usar as

células com as informacdes. Para isso, devera ser digitado cada uma por vez e

clicar em adicionar, conforme mostra a Figura 39.

Figura 39: Tela de programacéo do Solver

Referéncia de Célula:
3059 B | <=

oK Adicionar

Adicionar Restricao

Restrigdo:

v | | =589

Cancelar

Fonte: Elaboracao Propria. Excel (2020)

viii)  Depois de adicionar todas as restricdes, precisamos inserir as restricdes de

nao negatividade do problema e finalizar clicando em Resolver, como mostra a

Figura 40.
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Figura 40: Tela do solver programado

Parametros do Solver n

Definir Objetivo: $B$5 B3]

Para: (®) Max. ) Min. () valor de:

=]

Alterando Células Varigveis:
$B54:5CH4 B3]

Sujeito as Restrigdes:
$B34:3CE4 >= 0
$D$10 == SE$10
$D$11 <= SE$11
$D§12 <= $E§12 HEED
$D$9 <= SE$

Adicionar

Excluir

Redefinir Tudo

Carregar/Salvar

Tornar Varidveis Irrestritas Nio Negativas

Selecionar um Método de Solugdo: P Simplex b Opgdes

Método de Solugio

Selecione o mecanismo GRG MNio Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares. Selecione o
mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares. Selecione o mecanismo Evolutionary para
problemas do Solver ndo suaves.

Fonte: Elaboracao Propria. Excel (2020)

O Solver mostrard uma janela de Resultados, conforme mostra a Figura 41
trazendo a informacao que foi encontrada uma solucao e basta clicar na Opcao

“Manter Solucdo do Solver” e na proxima tela que aparece em “ok”.

Figura 41: Tela de Resultados do Solver

Resultados do Solver
O Solver encontrou uma solug8o. Todas as Restriges e
condigbes de adequacdo foram satisfeitas. Relatorios
Resposta
® Manter Solucdo do Solver Sensibilidade
Limites

(O Restaurar Valores Originais

Relatorios de Estrutura de
Tépicos

gK —— T —— |

O Solver encontrou uma solugdo. Todas as Restrigdes e condigdes de adequagdo foram
satisfeitas.

[] Retornar & Caixa de Dialogo Pardmetros do Solver

Quando o mecanismo GRG foi usado, o Solver encontrou pelo menos uma solugdo ideal local. Quando
LP simplex & usado, significa que o Solver encontrou uma solugio ideal global.

Fonte: Elaboracéo Propria. Excel (2020)
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X) Depois do passo anterior, retornando para a planilha do Excel, podemos
observar a solucdo encontrada pelo solver, ou seja, 0 maximo valor da FO do

modelo matematico teste € z = 76000 obtido com os valores x = 20 e y = 80,

conforme ilustrado pela Figura 42.

Figura 42: Tela da Planilha com os resultados do modelo matemético teste

A B C D E
1 [FUNCAO Coeficientes de variaveis
2 |OBIETIVO -
3
4 Variavel Ideal
5 7=
6
7 RESTRICOES Coeficientes de Variaveis Constante
8 ng X v LE LD
9 1 1 1 100 100
10 2 3 2 220 240
11 3 1 0 20 60
12 4 0 1 a0 80

1
[¥¥)

—
P

Fonte: Elaboracao Propria. Excel (2020)

Depois de cumprido este roteiro, espera-se que o0s alunos sejam capazes de
resolver o exercicio de PL da refinaria com trés variaveis que foi proposto no inicio desta

aula. Estaremos acompanhando as duplas de alunos durante este processo de

resolugéo.
Para finalizar sera proposto o problema da mochila ou mochila binaria, um dos mais

famosos problemas de PL.

e Problema da Mochila

Este problema consiste em, dada uma mochila de capacidade maxima C e n itens
cujos pesos p; e valor monetario v; sejam dados, escolher quais itens sdo mais

vantajosos para serem inseridos nesta mochila.
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A variavel de decisdo x; € binaria, ou seja, se o item é colocado na mochila x; =1,
caso contrario, entdo x; = 0. O modelo matematico do Problema da Mochila é

representado por:

n
max z ViX;

i=1

n
S.a. Zpixi <L
i=1

x; €{0,1},i =1,..n

Para esta atividade serd proposto aos alunos para que criem uma estéria
associada com o problema da mochila, ou seja, uma situagdo que necessite que alguns
objetos sejam selecionados para serem levados em uma mochila de capacidade fixa, de
forma que a escolha seja a mais vantajosa e depois resolvam utilizando o solver. Para

iSS0, sugeriremos contextos como acampamento, uma viagem, uma trilha, dentre outros.
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5. ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

5.1 PLANEJAMENTO DAS ATIVIDADES

As atividades desse minicurso foram selecionadas pensando nas circunstancias em
que os alunos estavam vivenciando naquele momento, (pressdo pré-vestibular,
conteudos curriculares pré-definidos, pouco tempo, desmotivacéo devido a carga horéaria
das aulas, que € quase integral, aulas macantes focadas apenas nas provas de ingresso
em vestibulares e ENEM).

E assim sendo, o minicurso foi programado para que fosse um momento de uma
aprendizagem descontraida, de trabalho em equipe e de revisdo de conteddos com
diferentes abordagens, trabalhando os conceitos matematicos aliado com recursos
tecnoldgicos digitais, como o Software Geogebra e a planilha e o solver do Excel da
Microsoft.

Como os alunos do Ensino Médio jA comecam a pensar no futuro mercado de
trabalho, pensamos em propor atividades que instigassem esses jovens durante o
minicurso a conhecer algumas aplicacbes da Matematica, ter uma ideia do mundo
corporativo e despertar o senso de investigacao e realizacdo de trabalhos em grupo.
Assim sendo, escolhemos alguns problemas de PL para trabalhar, pois € uma area muito
rica em problemas de diversos setores da sociedade.

Este conteddo geralmente é tratado em cursos superiores e assim, 0 que propomos
foi uma abordagem introdutéria do contetdo, de forma que envolvesse alguns contetdos
do Ensino Médio e ferramentas computacionais que viabilizassem este trabalho neste
nivel de ensino. Essa transposicao didatica teve o objetivo de trazer o conteddo de PL de
forma leve e compativel com os conteudos basicos geralmente tratados no Ensino Médio,
tornando um conteudo cientifico formal em compreensivel e contextualizado..

Desta forma, o primeiro encontro, depois da devida caracterizagdo do que trata
Pesquisa Operacional, propomos o primeiro problema que foi escolhido para propiciar
aos discentes habilidades com: interpretacdo de texto, pensar estratégias de raciocinio

de resolucéo de problemas, trabalho em grupo, dentre outras.
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O segundo encontro foi programado com o objetivo de despertar o gosto dos alunos
pelo tema de Programacéo Linear. Para isso, foram pesquisadas varias formas de usar
esse conhecimento no dia a dia de varios profissionais, para entdo comecar a se falar em
métodos formais de resolucéo.

Para a terceira aula foi planejada a revisdo de alguns conteudos do Ensino Médio,
como sistemas de equacles e inequacdes lineares na perspectiva geométrica, pois
seriam necessarios para o desenvolvimento das atividades das proximas aulas.

Somente no quarto encontro que reunindo os contetdos trabalhados nas aulas
anteriores que foram resolvidos alguns problemas de PL de forma gréafica com o auxilio
do software Geogebra.

No quinto encontro as atividades foram planejadas de forma a estimular a
criatividade dos alunos, com problemas com mais de duas variaveis, pois eles mesmos
haviam pedido. Para isso, utilizamos os recursos do solver do Excel para resolver os
problemas. Escolhemos inicialmente um problema da refinaria e o problema da mochila,
sendo que este Ultimo ao invés de apresentarmos o problema para os alunos resolverem,
foi proposto para eles elaborassem o seu proprio problema, inventando uma estéria para
o problema, bem como escolhendo os pertences candidatos a serem “carregados” na

mochila.

5.2 DINAMICA DA RESOLUCAO DE PROBLEMAS PRESENTE NO MINICURSO

Todas as atividades da sequéncia didatica buscaram desafiar o aluno a pensar e a
desenvolver seu espirito investigativo. Para isso, buscamos trabalhar na perspectiva da
Resolucdo de Problemas dos PCNs, em que a situacéo-problema é tomada como ponto
de partida e ndo a definicdo do conceito matematico a ser trabalhado.

Na forma de resolver os problemas, orientamos 0s alunos que seguissem as etapas
sugeridas por Polya (2006), que sé&o: i) compreender o problema proposto; ii) criar uma
estratégia de resolucéo; iii) executar o plano pensado e iv) realizar uma analise da
resolucao e socializar com os demais alunos, discutindo, acatando, de forma coerente as

sugestdes apresentadas.
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Inicialmente os discentes buscaram individualmente seguir as orientacées de Polya
para resolver os problemas, mas como alguns sentiram certa dificuldade na interpretacao
dos mesmos, o trabalho em equipe foi a melhor solugéo para o desenvolvimento das
atividades com este grupo de alunos. Percebemos que durante a resolucdo dos
problemas propostos eles buscavam atender as etapas citadas e que, 0 momento mais
rico e envolvente foi o das discussdes sobre as diferentes resoluces apresentadas.

A experiéncia de se partir com um problema sem ter ainda trabalhado o contetdo
foi muito gratificante, ao presenciar que os alunos buscaram seus conhecimentos prévios
e criaram estratégias de solucdo proprias, 0 que veio a motivar para que pudéssemos
trazer o novo conhecimento nos encontros seguintes.

Nos momentos de uso dos recursos computacionais, os alunos ficaram muito
estimulados em aprender a programar férmulas simples no Excel, a resolver um problema
de sistemas de equacdes e inequacdes graficamente e, também, com a possibilidade de

se obter as representacdes graficas do 3D do Geogebra.

5.3 APRESENTACAO DO DESENVOLVIMENTO DAS ATIVIDADES DO MINICURSO

A seguir sdo abordadas as dinamicas das aulas durante o desenvolvimento do

minicurso. Os nomes dos alunos utilizados sao ficticios.

e 12aula: Primeiro Contato com a Turma e Breve Introducéo a PO e PL

Nesta aula os alunos estavam um pouco apreensivos, pois ndo sabiam direito o que
seria trabalhado no minicurso, pedimos para que eles preenchessem uma ficha de
inscricdo e apontassem qual eram suas expectativas. A maioria respondeu que buscava
adquirir conhecimentos, uma vez que havia comentado que a Programacéao Linear era
uma disciplina dos cursos de Engenharia, Economia e Administracdo, areas de interesse
da maioria dos participantes.

Quando fomos divulgar o minicurso nas salas, percebemos no olhar deles que eles
nao haviam entendido direito o que era Pesquisa Operacional (PO) e Programacéao Linear

(PL), mas a curiosidade agucou alguns a descobrir. Nesse primeiro contato tentamos
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expor de forma clara em que consistia a Pesquisa Operacional, quando surgiu e qual a
sua finalidade. Apresentamos também um video disponivel no site da SOBRAPO
(Sociedade Brasileira de Pesquisa Operacional) que mostra o uso da PO em grandes
empresas, como a simulacdo dos custos e gastos de uma empresa aérea. Infelizmente
0 video comecou a travar, acho que devido ao sinal da internet, e, com isso 0s alunos
ficaram um tanto frustrados, mas na hora encaminhei o link para o google classroom que
haviamos organizado com o grupo, a fim de que eles pudessem terminar de assistir em
suas casas.

Quando abrimos a roda de conversas a fim de expor suas ideias e expectativas,
inicialmente eles se mostraram um pouco timidos e aos poucos passaram a comentar
qual o curso pretendido de cada um no futuro, sendo a Engenharia o curso mais citado.
Como nenhum deles havia ouvido falar ainda em PO, eles queriam exemplos de como
um engenheiro civil poderia usar esse conhecimento no seu dia a dia profissional. Na
sequéncia o tema otimizacao entrou em discussao, momento em que argumentamos que
um dos objetivos do engenheiro é procurar 0 menor custo para a construcdo das obras
sob sua responsabilidade, tendo uma quantidade x de materiais para comprar e um prazo
para cumprir, respeitando as condicdes técnicas e de seguranca. Dito isso, 0s alunos se
mostraram muito satisfeitos com as colocac¢des, um deles chegou a citar o caso da
Engenharia de Producéo, onde o objetivo € produzir mais e em menor tempo, levando
em conta a qualidade do produto.

Uma aluna que disse pretender cursar Odontologia afirmou que néo iria usar PO em
sua vida profissional. Pedimos a ela que pensasse em algo nesta area em que ela
precisasse aperfeicoar, ela pensou e logo respondeu, que a fabricacdo de proéteses
poderia ser um exemplo e, concluiu entdo que os contetdos que iriam ser trabalhos no
minicurso poderiam ser relevantes para ela no futuro.

Apos as discussoes foi apresentado o Problema 1 para os alunos (apresentado na
Subsecédo 4.2.1 e que também estd apresentado a seguir), com 0 objetivo que eles
utilizassem as etapas sugeridas por Polya (2006) para resolvé-lo, ou seja, compreensao
do problema, construcdo de estratégias, execucao da estratégia e revisao da solucéo.
N&o esperavamos uma resolucdo formal, mas sim que os participantes utilizassem o

pensamento logico para apresentar uma solucao.
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Problema 1:

Certa empresa fabrica dois produtos P, e P,. O lucro unitario do produto P; é de
1000 unidades monetarias e o lucro unitario de P, é de 1800 unidades monetarias. A
empresa precisa de 20 horas para fabricar uma unidade de P; e de 30 horas para fabricar
uma unidade de P,. O tempo anual de producao disponivel é de 1200 horas. A demanda
méxima esperada para cada produto é de 40 unidades anuais para P; e 30 unidades
anuais para P,. Qual é o plano de producédo para que a empresa maximize seu lucro com
estes itens?

Para facilitar a compreenséao do leitor em relacdo as solucdes encontradas pelos
alunos, apresentamos a seguir o modelo matematico do referido problema, embora néo
tenha sido tratado com os alunos nesta aula.

Resumo do modelo matemético do Problema 1:

Max L = 1000x + 1800y, sujeito a:

20x + 30y <1200
RestricGes técnicas {x <40
y <30

=0

.~ ~ .. X
Restricbes de ndo negatividade {y <0

Sendo: L: Lucro em unidades monetarias.
x: Quantidade do Produto P;.
y: Quantidade do Produto P,.

A atividade foi feita em grupo e eles poderiam escolher seus parceiros ou optar por
ficarem sozinhos. Apenas dois dos presentes permaneceram sozinhos, sendo que um
deles era a coordenadora da escola que foi convidada a assistir a aula.

No inicio sentimos que eles ficaram um pouco apreensivos para atender as etapas
de resolugéo sugeridas e logo na primeira etapa, que € a de compreensao do problema,
algumas alunas disseram que nao tinham compreendido o problema e, pedimos para que
elas o lessem novamente. Apos a releitura, embora ainda meio confusas elas tentaram
montar algumas equac¢des com o auxilio de um colega que conseguiu mostrar-lhes a
importancia da definicdo das variaveis para o problema. Na segunda etapa, referente a
construcdo de uma estratégia de resolucdo para o problema, todos continuaram

tentando, enquanto isso, iamos auxiliando-os, quando necessario. Alguns colocaram a
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guantidade de horas como sendo as variaveis, um aluno ndo conseguiu de imediato
interpretar o que seria a demanda maxima esperada de 40 unidades, ele foi entdo
questionado sobre o significado matematico da palavra maximo, sendo assim pensou um
pouco e compreendeu que seria 0 maior valor.

Depois de pensarem alguns minutos, sugerimos que o primeiro passo seria definir
quais seriam as variaveis para depois montar as equacoes. Advertimos também, que o
problema envolveria inequacoes.

Depois de algum tempo, os alunos conseguiram apresentar algumas respostas e
alcancaram o objetivo proposto do problema. O fato de estarem trabalhando em grupo
facilitou muito a compreensao de todos da sala, pois 0s que haviam compreendido
primeiro, explicava para a turma sua perspectiva de resolugéo.

A seguir sdo apresentadas as estratégias de trés alunos que se mostraram lideres

dos grupos. Os nomes pronunciados sao ficticios.

12 estratégia de resolucdo: O aluno Leonardo argumentou que se o objetivo do
problema era obter o maior lucro possivel entdo o produto P, deveria ser fabricado em
maior quantidade j& que seu lucro é maior. Sendo assim ele pensou em fabricar as 30
unidades de sua demanda méaxima, portando usaria 900 horas anuais, como o0 tempo
total era de 1200 horas sobram 300 horas para fabricar o produto P;, como séo 20 horas
para fabricar cada unidade resultaria em 15 unidades deste produto. Desta forma, o lucro
seria L = 1000 = 15 + 1800 = 30, ou seja, L = 69000. Na Figura 43 é apresentada a
resolucao escrita pelo aluno.
Figura 43: 12 Estratégia de Resolucdo do Problema 1
A= 7
T
30 - EEE
7\_:32)-7&49’1@ poss. Pl i |
)zgzgm 1200-900=300 Pebta

- il
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7@
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It do 69000

Fonte: Resolucéo produzida pelo aluno Leonardo
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22 estratégia de resolucéo: O aluno Matheus, calculou o lucro por hora dividindo o lucro
de cada produto pela quantidade de horas utilizadas para serem produzidas e constatou
que o produto P; rende 50 $/hora e que o produto P, rende 60$/hora, ou seja, inferiu
que o produto P, é mais vantajoso, depois ele efetuou os mesmo calculos do aluno
Leonardo, chegando ao mesmo valor para o lucro maximo. P

Esse aluno também percebeu que deveria ser fabricada uma quantidade maior do
produto P,, e como a demanda para ele era de 30 unidades ele j& verificou imediatamente
quantas horas seriam gastas com esse produto para ndo ultrapassar as 1200 horas
estipuladas, encaixando nas horas restantes a fabricagdo do produto P;. A Figura 44

mostra a escrita de seu desenvolvimento.

Figura 44:22 Estratégia de Resolugao do Problema 1

Fonte: Produzido pelo aluno Matheus

32 estratégia de resolucdo: O aluno Heitor, apresentou uma estratégia de resolugdo um
pouco diferente que os anteriores. Primeiro ele considerou que L seria o lucro maximo, x
a quantidade de produtos P, e y a quantidade de produtos P, e a seguir elaborou o modelo
matematico, contendo a funcéo objetivo e o sistema de inequacdes, conforme segue:

L =1000x + 1800

20x + 30y <1200
x <40
y <30
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Depois do modelo deles pronto, eles testaram como ficaria a resolucdo, se
considerasse como solugdo a capacidade maxima de producdo para x. Assim
considerando, foi substituido o valor de x = 40 nainequacao 20x + 30y < 1200, obtendo
uma inequacao contendo somente a variavel y, conforme apresentado a seguir:

20 *40 4+ 30y < 1200
30y < 400
y < 13,333

Usou entdo o maior inteiro do intervalo encontrado para y, ou seja, y = 13, 0 que

renderia um lucro de:
L =1000 * 40 + 1800 * 13
L = 63400 unidades monetérias

Depois ele testou como ficaria, se considerasse 0 maximo de producdo para o
produto P,, ou seja, y = 30 e procedeu da mesma forma, isolou x primeiro, substituindo
0 y por 30:

20x + 30 30 < 1200
20x < 300
x <15

Dessa forma usando x = 15 e y = 30, teria um lucro diferente e maior, ou seja, o

lucro maximo.
L =1000* 15+ 1800 * 30
L = 69000 unidades monetérias.

Percebe-se que intuitivamente, os trés alunos buscaram as solugbes em um dos
planos limitante das varidveis x ou y (associadas a quantidade dos produtos P; e P, do
problema) e, a partir disso, buscaram atender a restricdo da quantidade de horas
estabelecida pelo problema e por fim, determinaram o intervalo valido para a outra
variavel. Geometricamente, todos as trés resolu¢cbes buscaram solu¢cdo nos pontos que
sao vertices da regiao factivel, ou seja, séo candidatos a ser o ponto que vai gerar o valor
maximo da funcao.

A resolucao do primeiro e segundo colegas agradou mais a turma, pois segundo

eles foi mais compreensivel. Por outro lado, alguns alunos falaram se sentir frustrados
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por ndo ter conseguido compreender na hora que foi proposto um exercicio tdo simples,
e que apos a solucdo tudo fazia sentido.

O aluno Heitor que apresentou a terceira solu¢cdo € medalhista da OBMEP e diz
gostar muito de Matematica. Segundo ele, foi bem facil manipular as variaveis e

encontrar a solucéo, o restante da turma teve muita dificuldade em montar as inequacdes
e pensar quais seriam as variaveis.

Os alunos Leonardo e Matheus tiveram pensamento bastante semelhantes, a de
que o produto P, por ter uma lucratividade maior seria mais vantajosa e deveria ser
fabricado em maior quantidade e como a demanda maxima dele € 30 tentaram entédo 30
unidades.

O raciocinio dos dois discentes também foi similar ao procurar o valor de x, levando
em consideracgao a restricdo da quantidade de horas de fabricacéo, que deveria ser de
1200 para os dois produtos. Assim eles calcularam a quantidade de horas para fabricar
30 unidades do produto P,, encontrando 900 horas, restando 300 horas para fabricar P;,
ou seja, que seria o tempo para se fabricar 15 unidades do produto P,.

O aluno Heitor percorreu um caminho semelhante ao de seus dois colegas, com a
diferenca que primeiro ele montou as equacdes e inequacdes do modelo do problema e
por substituicdo, testou os dois extremos de producéo dos produtos P; e P,, ou seja,
primeiro considerou x = 40 e obteve a faixa véalida para y e, depois tomou y = 30 e
encontrou a faixa de valores vélida para x, buscando atender todas as restricfes.
Finalmente, ele compara os dois resultados obtidos e escolhe qual o maior deles.

Numa perspectiva geral os alunos compreenderam a importancia e a relevancia do
tema a ser estudado, claro que para aquele momento, o assunto ainda era novo para
eles, mas observamos grande entusiasmo principalmente na parte que podera dar
suporte a area profissional.

Em relagédo ao trabalho em equipe, ndo funcionou muito bem com todos, foi
observado que alguns preferem trabalhar sozinhos para ndo atrapalhar seu raciocinio
l6gico, como por exemplo o aluno Heitor, mas depois de encontrada uma solugéo os trés
alunos nédo desprezaram a ideia de passar sua conclusao para o resto da sala, essa parte

foi uma das que mais contribuiu para o0 sucesso dessa aula, percebemos que os que
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explicaram para a turma se sentiram confiantes e que a turma absorveu muito bem, dado
a familiaridade com a linguagem dos colegas.

Os alunos obtiverem o valor maximo do problema, no entanto, ressalve-se que o
raciocinio utilizado foi valido para este problema, ndo sendo uma generalizacdo para

outras situagoes.

e 22 Aula: Elaboracdo de Modelos Matematicos dos Problemas de PL

Comecamos a aula indagando aos alunos o que significava pra eles a palavra
“linear”, se este termo era do seu cotidiano escolar e do que se lembravam sobre seu
significado. Uma aluna pesquisou no Google e encontrou que se referia a linha. Muitos
associaram a funcdo linear e, nessa hora a maioria concluiu que o termo estava
relacionado com reta.

Discorremos entdo sobre as equacdes e inequagdes que iriamos encontrar em um
problema de PL em que seriam sempre lineares, ou seja, que possuem grau 1 e o gréafico
da equacéao esta relacionado com uma reta e das inequacfes de regides limitadas por
retas.

A questdo da maximizacao dos lucros e da minimizagédo dos custos foram temas
bem aceitos e que gerou por parte dos alunos grande interesse, levantando
guestionamentos sobre custo, lucro e receita.

Os jovens participantes se sentiram motivados quanto a Programacgéao Linear como
ferramenta de analise de dados para tomada de decis6es nas empresas, pois muitos sdo

filhos de empresarios e pretendem tomar conta da empresa da familia futuramente.

Figura 45: AnotacBes no quadro sobre o Problema do Taxi

Fonte : Acervo da Autora
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Nesse ponto da explanacdo enfatizamos sobre a importancia do modelo
matematico de um problema de PL no processo de resolucdo. Os alunos se manifestaram
nao ter estudado ainda sobre este assunto em sala de aula. Ent&o, relembramos a eles
dois modelos de problemas classicos tratados em sala de aula, o da corrida do taxi e o
da conta de telefone quando estudaram o assunto de Funcdes. Eles se recordaram e
foram falando a respeito e nés fomos anotando no quadro, conforme mostra a Figura 45.

Com isso, eles perceberam que a funcdo que representa o valor a ser pago (v) em
funcdo da quilometragem percorrida (x), seria um modelo matematico, cuja equacéo
possui grau 1 e sua representacao grafica € uma reta.

Voltamos entéo ao Problema 1 da aula anterior com o intuito de construirmos o seu
modelo matematico. Os alunos que haviam resolvido rapidamente o problema na aula
anterior, questionaram-nos qual seria a necessidade desse modelo, uma vez que o
exercicio ja estava resolvido.

Para explicarmos essa necessidade argumentamos que com problemas simples,
com poucas variaveis e restricdes era possivel se resolver até mentalmente, no entanto,
guando o problema vai ficando mais complexo, ou seja, com um numero maior de
variaveis e restricdes, torna-se uma tarefa muito complexa avaliar as informacfes se ndo
estiverem dispostas de forma concisa, organizada e equacionada. Reforcamos ai a
importancia de saber fazer um modelo matematico formal.

Entdo passamos a construir juntos o modelo matematico do Problema 1 que ja havia
sido apresentado na 12 aula.

Primeiramente apresentamos em que consistia a funcao objetivo, destacando que
ela dependia das variaveis escolhidas de forma adequada para o problema. Em seguida
passamos a definir essas variaveis do problema.

Um dos alunos falou que as variaveis seriam as letras, ou seja, 0 que queremos
saber, quantidades geralmente. Pedimos para que pensassem sobre quais seriam as
variaveis deste problema em relagéo aos produtos de P; e P,.

Muitos ja tinham a resposta que foi obtida na aula anterior. Solicitamos que
pensassem a respeito como se 0 problema ainda nao tivesse sido resolvido. No final

todos compreenderam que as quantidades dos produtos seriam as variaveis.
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x: quantidade de produtos P,
y: quantidade de produtos P,

A proxima pergunta feita para a turma foi: Qual o objetivo do problema? Tivemos
variadas respostas, como: saber as quantidades de produtos a serem fabricados,
quantas horas deveria se gastar pra fabricar cada um e qual seria o lucro maximo com
essa fabricacéo.

Quando a pergunta foi restaurada, mas agora com énfase, - Qual o principal objetivo
do problema? - Quase todos responderam em unissono que era encontrar o lucro
maximo e, assim, elaboramos juntos na lousa digital a funcao objetivo relacionada com o
lucro L:

Max L = 1000x + 1800y

Quando chegamos na hora de elaborar as restricdes, deixamos bem claro que
deveriam representar relagées entre as quantidades a produzir dos dois produtos. Um
comentario bem interessante foi “restricido € até onde podemos ir”, a percepcéao foi que
eles haviam compreendido a esséncia do objetivo de se estabelecer restricbes para um

problema. Juntos chegamos as seguintes restricoes:

20x + 30y <1200
x <40
y <30

Comentamos também com eles sobre as restricbes de ndo negatividade das
variaveis, pois para a maioria dos problemas as variadveis estdo relacionadas com
guantidades, seja de produtos, de horas, de pessoas, etc. Alguns perguntaram se
precisava colocar estas restricbes, jA que sabiamos que a variavel ndo poderia ser
negativa. Respondemos que sim, o0 modelo matematico precisa ser completo, todas as
informacgdes pertinentes devem estar presentes.

Apds termos concluido juntos este modelo, solicitamos aos alunos que se
organizassem em grupo para construir os modelos matematicos dos problemas a seguir:

Exercicio 1 - Um sapateiro faz 6 sapatos por hora, se fizer somente sapatos, e 5
cintos por hora, se fizer somente cintos. Ele gasta 2 unidades de couro para fabricar 1
unidade de sapato e 1 unidade de couro para fabricar uma unidade de cinto. Sabendo-

se que o total disponivel de couro é de 6 unidades e que o lucro unitario por sapato € de
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5 unidades monetérias e o cinto € de 2 unidades monetarias, qual € o lucro maximo do
sapateiro por hora?

Foram formados 4 grupos de alunos, reunidos por afinidade. Todos perceberam
facilmente que o objetivo do problema era maximizar o lucro e que as variaveis de deciséo
estavam associadas com a quantidade de sapatos e de cintos produzidos por hora.
Formularam o modelo matematico, conforme mostra a Figura 46, contendo a funcao
objetivo, uma restricdo associada com a quantidade de couro utilizada em cada produto
e as duas de ndo negatividade, ndo sendo apresentada a restricdo relacionada com o

tempo de producéo.

Figura 46: Modelo matemético do Exercicio 1 elaborado pelo aluno Leonardo

Fonte: Acervo da autora ( 7

Apés todos terminarem esta parte, veio a davida de como criar uma inequacao para
a primeira parte do texto do problema, ou seja: “Um sapateiro faz 6 sapatos por hora, se
fizer somente sapatos, e 5 cintos por hora, se fizer somente cintos”, ou seja, como utilizar
estes dados para montar a inequacao?

A maioria ndo mencionou nada a respeito, ignorando esta parte do problema, outros
a associaram com a inequacdo 6x + 5y < 1. Entdo, buscamos junto com os alunos
verificar se esta restricdo estava correta, pedindo a eles para que substituissem alguns
valores reais para x e y e, logo eles perceberam a inconsisténcia da inequagéo
apresentada, uma vez que as variaveis estao relacionadas com quantidades e, desta
forma, elas tem que pertencer ao conjunto dos numeros inteiros ndo negativos. Desta

forma, eles chegaram a conclusdo que essa inequacao ndo era adequada ao problema.
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Quando fizemos a seguinte pergunta - Quantos sapatos ele faz em uma hora? -
alguns alunos questionaram se deveriamos saber quantos sapatos e cintos ele faz em
uma hora.

Sendo assim eles transformaram 1 hora em minutos e descobriram se pode fazer
um sapato a cada dez minutos ou um cinto a cada 12 minutos, ou seja, 10x + 12y < 60.
Eles observaram que se fabricasse sapatos e cintos o tempo nao seria exatamente 60
minutos, passaria de 60 ou ndo se alcancaria esse tempo.

E assim eles finalizaram o modelo do problema que ficou assim:

Max. L = 5x + 2y
Sujeito a:
10x + 12y < 60 (tempo)
2x+y <6
x=>20ey=0
Sendo L: O lucro/hora
x: numero de sapatos confeccionados / hora
y: numero de cintos confeccionados / hora
Concluida a construcdo do modelo matematico do Exercicio 1, seguimos para o
proximo.

Exercicio 2: Um vendedor de frutas pode transportar 800 caixas de frutas para sua
regido de vendas. Ele necessita transportar 200 caixas de laranja com 20 unidades
monetarias de lucro por caixa, pelo menos 100 caixas de péssegos a 10 unidades
monetarias de lucro por caixa, e no maximo 200 caixas de tangerinas a 30 unidades
monetérias de lucro por caixa. De que forma devera ele carregar o caminhdo para obter
lucro maximo?

Percebemos que a dificuldade dos alunos em resolver o segundo exercicio foi bem
menor. De inicio, eles ja comentaram que precisavam “primeiro definir as variaveis”,
facilmente verificaram que as variaveis seriam a quantidade de caixas de frutas.

Na hora de formular as restricbes surgiram duavidas a respeito dos simbolos de
igualdade e/ou desigualdades que iriam utilizar, haja vista que no enunciado do exercicio
apareceram formas diferentes em relacdo as condi¢cdes de transporte de cada tipo de

fruta, ou seja, para a laranja o vendedor necessitava transportar 200 caixas; para o
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péssego, havia a necessidade de transportar “pelo menos” 100 caixas e para a tangerina
precisava transportar “no maximo” 200 caixas.

Diante do impasse, perguntei a eles qual o significado da palavra “pelo menos” e
um dos alunos respondeu “no minimo”, ou seja, o simbolo < seria 0 adequado para a
inequacdo. Ja em relacao as tangerinas, com a condicdo de que teria que ter no maximo
200 caixas, foi imediata a representacdo > para a inequacéo correspondente para o0s
alunos. Agora em relacdo a quantidade de caixas de laranja, eles compreenderam que
este numero seria fixo, ou seja, teria que ser igual a 200 e entdo, a quantidade de caixas
de laranja ndo seria uma variavel, ja que tinha valor fixo ficando assim o problema,
somente com duas variaveis.

Com o auxilio do diadlogo apresentado, eles montaram o modelo do problema do

Exercicio 2. A Figura 47 mostra o modelo construido pelo aluno Matheus.

Figura 47: Modelo Matemético do Exercicio 2 elaborado pelo aluno Matheus

Fonte: Acervo da autora (2020)

No modelo formulado pelos alunos faltaram as restricbes de n&o negatividade,

portanto o modelo completo seria:

x — numero de caixas de péssego

y = numero de caixas de tangerina

Funcgé&o Objetivo: max. Lucro = 10-x + 30 -y + 200 - 20

Restri¢oes:

x+y <600

x =100
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y <200
x,y=0

Exercicio 3: Para uma boa alimentag&o, o corpo necessita de vitaminas e proteinas.
A necessidade minima de vitaminas é de 32 unidades por dia e a de proteinas de 36
unidades por dia. Uma pessoa tem disponivel carne e ovos para se alimentar. Cada
unidade de carne contém 4 unidades de vitaminas e 6 unidades de proteinas. Cada
unidade de ovo contém 8 unidades de vitaminas e 6 unidades de proteinas. Qual a
guantidade diaria de carne e ovos que deve ser consumida para suprir as necessidades
de vitaminas e proteinas com o menor custo possivel? Cada unidade de carne custa 3
unidades monetérias e cada unidade de ovo custa 2,5 unidades monetarias.

Este exercicio foi realizado pelos grupos rapidamente, sem nenhuma dificuldade, o
anico questionamento era se realmente esses dados eram veridicos, para instiga-los
conversamos sobre a possibilidade de estender este problema para varios tipos de
alimentos obedecendo a diversas dietas.

Também perceberam que o objetivo era diferente dos outros exercicios feitos até o
momento, que neste a funcdo objetivo buscava minimizar o custo. Todos conseguiram
montar o modelo deste problema e € apresentado a seguir:

Min C = 3x + 2,5y

Sujeito a:
4x + 8y = 32
6x + 6y = 36

x=>0ey=0

Sendo: C: Custo diario em unidades monetarias.
x: Quantidade de consumo de carne diario.

y: Quantidade de consumo de ovos diario.

Esta aula teve como objetivo proporcionar condigbes para que os alunos
desenvolvessem habilidades de como construir modelos matematicos de problemas de
PL de duas variaveis. Nesta aula, os alunos se mostraram desapontados por nao terem
resolvido os problemas que eles montaram o modelo, tanto que no primeiro exercicio um

dos alunos chegou a resolver utilizando estratégias similares aos da 12 da aula.
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Pelo dialogo e acompanhamento da dindmica da aula, constatamos que 0S passos
para a construcdo do modelo matematico dos problemas de PL propostos foram
compreendidos pelos alunos. A ideia de que eles ja faziam modelos matematicos no
contetdo de fungdes deixou a maioria mais tranquila em relagdo as atividades. As
dificuldades detectadas neste processo foram com a interpretacdo de texto e com a
formalizacdo matematica dos modelos.

O trabalho em equipe também fluiu bem melhor nesta aula, e os alunos que tinham

mais facilidade se mostraram mais dispostos a ajudar os colegas.

e 32 Aula: Revisao sobre Sistemas de Equagdes e Inequacdes Lineares

“ Inequacdes do Primeiro Grau

A aula foi iniciada com o seguinte questionamento, qual o resultado da inequacao
x + 2y = 10. Os alunos ficaram confusos, alids sabiamos o porqué, a ultima vez que
estudaram o contetudo de inequacdes do primeiro grau foi com apenas uma incégnita.

Os que se pronunciaram disseram que nao havia como resolver, pois, tinha duas
variaveis, pedimos que pensassem se existiam 2 numeros reais tais que sua soma fosse
maior ou igual a 10.

A resposta foi unanime, todos confirmaram e inclusive deram muitos exemplos,
chegando a conclusdo que a quantidade de respostas era infinita.

Apoés distribuir algumas folhas pedimos que se sentassem em grupo e que
construissem a equagdo da reta x + 2y =10, enquanto eles discutiam entre si,

observamos que a maioria tinha sugerido fazer uma tabela e dar valores aleatérios para
X para que se encontrasse Y, claro uma forma valida de se construir essa reta.

O proximo guestionamento para eles foi quantos pontos sdo necessarios para se
definir uma reta, todos ja haviam estudado esse postulado em geometria de posicéo, o
aluno Heitor respondeu dois pontos. Em concordancia com ele, um grupo comentou que
entdo assim sendo, ndo havia necessidade em encontrar varios pontos de uma reta para

obté-la.
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Sugerimos a eles que os pontos da reta que intersectam os eixos coordenados
facilitariam a obtencéo da reta. Dito isso, logo em seguida todos conseguiram esbocar o
gréfico. Novamente o aluno Heitor disse que a resposta da inequacao seria a parte de
cima do gréfico que acabara de construir, solicitamos que explicasse sua concluséo para
a turma, ele esclareceu de uma forma bem simples, 0os pontos que estdo sobre a reta
gquando substituidos em sua equacéo resultava no valor 10, agora qualquer ponto abaixo
da reta, ao substituir x, y na equacéo os valores encontrados eram menores que 10 e
acima da reta maiores que 10. Todos conseguiram compreender 0 processo, pintaram a
regido da solugéo e concluiram que o conjunto solucao sao todos os pontos pertencentes
areta e aregiao acima dela. A Figura 48 ilustra a solu¢do apresentada por um dos alunos

participantes.

Figura 48: Solucgédo grafica da inequacao x + 2y = 10 criada pelos alunos

Fonte: Acervo da autora (2020)

Com o auxilio do Geogebra este exercicio foi feito com facilidade pelos alunos. A
maioria havia trazido o seu notebook ou tablet na aula com o aplicativo instalado, como
haviamos combinado na aula anterior. Apesar do combinado dois jovens ndo haviam
conseguido, um dos alunos, sugeriu para que eles utilizassem a versdo online do

aplicativo Geogebra, o que foi feito.
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< Revisao sobre Sistemas Lineares

Como j& mencionado na Subsecdo 4.2.3 para revisar Sistemas Lineares propomos
aos alunos o problema relativo ao nimero de rodas no parque no cenario com criangas
andando de bicicleta ou skate

Os discentes consideraram essa atividade bastante facil, pois ja haviam trabalhado
esse conteudo e bem rapidamente disseram quais seriam as equagdes que comporiam
o sistema, conforme segue:

{x+y=18
2x +4y =50

Pedimos aos alunos que explicassem o0 que representavam as incognitas x e vy,
alguns ficaram em duavida para responder. Argumentamos que a identificacdo das
variaveis deveria ser o primeiro passo para se resolver o problema, assim como fizemos
para montar o modelo mateméatico do exercicio de PL discutido anteriormente e que este
problema também envolvia um modelo matematico de um o sistema linear.

Resolvemos juntos o exercicio no quadro, a maioria preferiu 0 método da adicao,
resolvemos também pelo da substituicdo, comentamos com eles sobre outros métodos,
como a Regra de Cramer e escalonamento.

Apos as resolucdes manuais eles foram convidados a trabalhar com o Geogebra.

Como nesta escola as salas de aulas sédo equipadas com lousas digitais, foi possivel
projetar a partir do nosso microcomputador o aplicativo na lousa para que os alunos
fossem sendo orientados.

Observamos que 2 grupos tinham muita dificuldade com o computador, por isso
foram acompanhados de perto, o restante realizou as tarefas com desenvoltura, ficaram
impressionados com o Geogebra, com as cores e a precisado do grafico.

Pedimos para que analisassem a construcdo obtida no software e dessem
significado geométrico para a solucdo do problema e, rapidamente eles visualizaram que
a solucéo era o ponto de interseccao entre as duas retas. Depois disso, questionamos
como seria a solucdo geomeétrica para sistemas possiveis indeterminados e impossiveis
(de duas variaveis)

A resposta para impossivel foi bem rapida, disseram retas paralelas, mas ndo se

lembravam o que era um Sistema Possivel e Indeterminado, relembramos rapidamente
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esse tipo de Sistema, mas ainda ndo conseguiam visualizar como seria sua solucao
geométrica. Foi entdo apresentado para eles os seguintes exemplos:

x+y=5 x+y=26
){2x+2y=10 € 2){3x+3y=12

Ao se resolver o primeiro sistema sao encontradas igualdades, ou seja, 0 = 0, pelo
método da adicdo e 10 = 10 pelo método da substituicdo. Discutimos o porqué isso
ocorre, e chegaram a concluséo de que as equacdes sdo multiplas uma da outra e desta
forma, ha infinitos pontos em comum, sendo entdo esse sistema possivel e
indeterminado.

A Figura 49 mostra a representacdo do sistema no Geogebra, onde se pode
observar que as retas séo coincidentes e, consequentemente, possuem infinitos pontos

em comum.

Figura 49: Representagédo geométrica de um Sistema Possivel Indeterminado

Rl AL olo)] <N =]+
X

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagdo
® eqlix+y=5
® eqZix+y=5

Fonte: Elaboracéo prépria. Software Geogebra (2020)

Ao tentarem resolver o segundo sistema de equacdes pelos métodos apresentados,
encontramos duas igualdades falsas, ou seja, 18 =12 e 0 = —6 pelos métodos da
substituicdo e adicédo, respectivamente. Chegando ao desfecho que esse resultado
ocorre porque este sistema é impossivel, ou seja, ndo existem valores reais x e y que
satisfacam as duas equacdes simultaneamente.

Alguns ao visualizarem o sistema ja perceberam que as equacdes eram iguais,

entdo um aluno disse que as retas também seriam “iguais”, isto é, coincidentes.
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Ao digitar as equacdes na entrada do Geogebra, conforme ilustra a Figura 50, os
alunos se depararam com duas retas paralelas, sendo assim, é facil observar, que elas
nunca se cruzam (baseado na Geometria Euclidiana), portanto elas ndo tem pontos em

comum.

Figura 50: Representacao geométrica de um sistema impossivel

Arquive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

A LR S i) . o | lazz

. / I Sl el SR L3 ‘f‘, Sl ‘%’
» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio

® eqi:ix+y=6 202 2q1
® ecq2ix+y=4

Fonte: Elaboracéo propria. Software Geogebra (2020)

A seguir, eles indagaram como ficaria a solucdo geométrica com sistemas com trés
ou mais variaveis, chegamos entao a resolver um exemplo com trés variaveis que tinha

uma unica solucao, que foi apresentado na Subsecéo 4.2.3 da sequéncia didatica.

x+2y+z=12
x—3y+5z=1
2x—y+3z=10

Assim juntos optamos pela seguinte resolucao:
Isolando a variavel x da primeira equacéo do sistema temos que:
x=12-2y—z
Substituindo-a na segunda e terceira equacdes séo obtidas duas equacdes com

duas variaveis:

{—Sy +4z = —11
—5y+z=-14

Resolvendo esse sistema 2 x 2 sdo obtidos os valores y = 3 e z = 1. Voltando na
primeira equacdo e substituindo os valores encontrados obtém-se x = 5., obtendo-se

assim a solucéo do sistema (x,y,z) = (5,3,1).
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Depois da resolucéo do sistema, propomos aos alunos que utilizassem o Geogebra
para estudarmos a representacdo geomeétrica das equacdes do sistema, chamando-lhes
a atencdo para o fato de que agora estavamos trabalhando com um sistema com
equacdes com trés variaveis.

No ambiente do Geogebra os alunos digitaram as equacdes no espaco de entrada
na janela de visualizacéo 2D, como procediam antes. Indagamos a eles qual seria a ideia
deles em relacdo a esse grafico destas equagcbes e como ficaria exposto esse trio
ordenado no plano cartesiano, seria possivel? O que estéa faltando? Seria uma terceira
dimenséo?

ApoOs uma grande discussdo do que seria a equacdo de um plano e as trés
dimensdes foi solicitado para observarem os graficos obtidos na janela 3D, depois
construimos com eles que a intersec¢cao desses trés planos que possuiam um ponto em
comum que corresponde a solucdo do problema, conforme a Figura 51.

Para se obter este ponto geometricamente, clica-se na Ferramenta “Interseccao de
Superficies” e seleciona-se os planos de dois a dois, encontrando-se retas. Depois disso,
clica-se em “Intersecgéo entre dois objetos” e seleciona-se as retas obtidas, o ponto
surgira na janela de visualizacéo e suas respectivas coordenadas estardo disponiveis ha

janela de Algebra.

Figura 51:Representacéo gréfica de um sistema com 3 equacdes lineares

Fonte: Elaboracéo prépria. Software Geogebra (2020)
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Essa disposicdo especifica do Geogebra deixou os alunos bem interessados,
guando viram que se podia construir solidos geométricos, foi dificil fazer com que eles
voltassem sua atencdo para a atividade que estavamos executando para que
pudéssemos concluir essa parte da aula.

Os demais casos, ou seja, 0 Sistema Impossivel e Indeterminado de trés incégnitas,
foram apenas comentados, apesar dos discentes mostrarem compreensao em relacao a
esses casos citando até exemplos como se as paredes representassem planos.

Em geral, o aspecto que despertou maior interesse e satisfacao dos alunos durante
esta aula veio por parte das tecnologias, pois os alunos ficaram encantados com o0s
recursos de tecnologia e visualizaram diferentes perspectivas de utilizacdo do Software.
A resolucdo geométrica dos Sistemas foi uma grande descoberta para a maioria que
nunca tinha pensado nessa possibilidade, apesar de suas apostilas trazerem essa opc¢ao,
nunca haviam resolvido por este método geomeétrico.

Acreditamos nessa etapa ter atingido uma das competéncias gerais da educacao

segundo a BNCC que é:

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacdo e comunicacéo
de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas préaticas sociais
(incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informacdes,
produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria na
vida pessoal e coletiva. (BNCC, 2017, p.9)

Apesar das dificuldades de alguns, todos conseguiram completar suas tarefas e
acompanhar o desenvolvimento das atividades, pois os que tinham maior facilidade se
mostraram empaticos e solicitos com os demais do grupo. Informamos a eles que nas
proximas aulas continuariamos a utilizar o Geogebra e que também iriamos utilizar o

Excel ou programa equivalente.

e 42 Aula: Resolugcdo Geométricade Problemas de PL com o Auxilio do Geogebra

Os alunos estavam muito ansiosos por esta aula, ja que iriam utilizar os modelos
matematicos ja confeccionados para resolver os exercicios da Aula 2. Como na Aula 3
eles jA haviam se familiarizados com o Geogebra eles ja tinham uma noc¢édo dos

procedimentos a se realizar neste dia com o software.
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Iniciamos retomando o Problema 1 apresentado na Aula 1, que inclusive ja tinha
sido resolvido intuitivamente por eles na referida aula. A maioria dos alunos néo
demostrou muito entusiasmo para isso, afirmando que queriam resolver outros
exercicios, ja que aquele ja havia sido resolvido. No entanto, quando expusemos para
eles que iriamos resolver este problema de uma maneira diferente e que esta resolucéo
iria servir como orientacdo para resolver os demais problemas eles mudaram seus
semblantes mostrando-se mais confortaveis com a situacao.

Como ja apresentado na sequéncia didatica apresentada em 4.2.1, o primeiro passo
do roteiro proposto foi para que os alunos digitassem no espago da “Entrada” do
Geogebra todas as equacOes relativas as restricbes do problema. Para isso, eles
acompanharam primeiro as orientacdes e constru¢des que apresentamos na lousa digital
para depois executar em seus laptops.

Apesar da explanacdo detalhada do que era para ser feito pelos alunos,
percebemos um grande medo de errar por parte deles e as perguntas eram varias: “-
Como digita a proxima equacgao?”, “-Digita tudo de uma so6 vez?”, “-Tem que digitar as
restricbes de nédo negatividade também?”.

Depois disso, eles foram inserindo as inequacdes no Geogebra até obter a regido
factivel do problema. Para facilitar a visualizacdo, solicitamos que utilizassem a
ferramenta de construcdo de poligono do Geogebra, tomando os vértices como as
interseccbes das retas (bordas de cada semiplano). Aguardamos que todos
desenvolvessem e os colegas mais rapidos foram ajudando os demais para concluirem
a atividade.

A parte de obter a regido factivel com a ferramenta poligono apresentou bastante
embaraco para a maioria, pois quem nao havia feito 0s outros passos corretamente nao
conseguiria usar essa ferramenta, ja que eram necessarias as construcdes adequadas
para obtenc&o dos pontos com precisao.

Dois alunos que ndo haviam seguido as orientagdes para a constru¢ao, quando
guestionados responderam que julgaram desnecessario digitar as equacbes e
inequacoes. Como so digitaram as inequacdes nao tinham os veértices com exatidao, para

a obtencao do poligono e assim, fizeram a construgdo novamente.
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Mesmo alguns haviam digitado as equacdes e inequacdes como no roteiro também
sentiram dificuldade para construir o poligono no contorno da regido factivel, pois além
de selecionar todos os vértices, tinham que se atentar em retornar para o primeiro vértice,

conforme logica de construcdo do software, conforme Figura 52.

Figura 52; Construcao da regido poligonal factivel do Problema 1

2020130y B poligono

b:x<40 {} Poligono Regular
ciycm [ Poligono Rigido
d:x>0 f} Poligono Semideformavel
Sy>0

cql: 0% 130y =1200 °
eq2: x =40

foy=30

eq3: x=10

+ @ ® @ @ @ ® @ @ ® @& &~
N

Poligono
Selecione todos os vértices e, entdo, o vértice inicial novamente

Fonte: Elaboragédo propria. Software Geogebra (2020)

Apesar de algumas dificuldades para a obtencdo da representagéo grafica final,
todos conseguiram compreender o significado da regido factivel como conjunto de
possiveis solu¢cbes para o problema e também, que a solugéo 6tima esta localizada nos
vértices da regiao poligonal.

Ficou bem clara também a percepcdo de que a reta equivalente do lucro minimo
passava pela origem e os valores obtidos de lucro com as retas paralelas localizadas na
parte superior a ela, conforme iam se distanciando, os valores do lucro iam crescendo
até atingir a reta paralela passando por um dos vértices que estivesse mais distante da
origem.

Depois de conhecidas as coordenadas dos vértices obtidos graficamente, os
discentes partilharam uma forma de calcular os valores do lucro do problema utilizando
a planilha do Excel, isto é, aplicando a funcdo objetivo nos pontos encontrados para

verificar qual deles produzia o maior lucro.
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Este foi o primeiro contato com o Excel para todos os participantes, que ficaram
impressionados com a possibilidade de programar féormulas, mesmo que simples nas
planilhas desse programa. A Figura 53 mostra a imagem de como eles procederam para

desenvolver os céalculos na planilha.

Figura 53: Tela da planilha com a férmula para a fungéo Lucro

LN - X v =1000*B3+1800*C3
A B C D E F G H J
1 Quantidade P1 Quantidade P2  Lucro
2 | Par ordenado X y L
3 030 | 0 [ =1000*33+1800*C3
4 40,0 40 0
5 40;13,3 40 13,3
6 15,30 15 30
7
8 |Funcao Objetivo Max L = 1000x + 1800y
9
10
11
1

Fonte: Elaboracao propria. Software Geogebra (2020)

Embora no inicio eles tivessem demonstrado resisténcia para a resolucdo dos
problemas da Atividade 2 (subsecéo 4.2.2), cujos modelos matematicos ja haviam sido
construidos, eles passaram a resolver e s6 veio a surgir davidas na Resolu¢do do
problema da dieta (Exercicio 3), pois se tratava de um problema de minimizacdo com
regido factivel ilimitada, cujo modelo est4 apresentado a seguir e a respectiva

representacdo geométrica da regido factivel esta representado pela Figura 54.

Modelo Matemaéatico do Exercicio 3
Min C = 3x + 2,5y,
sujeito a:

4x + 8y = 32

Restricoes téecnicas: {6x + 6y > 36

>0

X =2

Restricbes de n&o negatividade: {y >0

Onde x,y e C sao respectivamente a quantidade de carne a consumir no dia, a

guantidade de ovos a consumir no dia e o custo.
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Figura 54 Representagdo Geométrica da Regido Factivel do Problema 2.3

N
INK

| Fonte: Elaboracéo propria. Softwarel Geogebra (2020)

A indagacéo principal deles foi que n&o teria como construir o poligono como feito
nos problemas anteriores e, assim, quais seriam entao os vértices para serem testados.

Depois de discutirmos juntos, eles chegamos a conclusédo de que a regido factivel
era toda a parte escura do grafico da Figura 54. Perguntamos entdo a eles, qual(is)
seria(m) o(s) ponto(s) dessa regido que seriam candidatos para se obter a melhor
solucéao?

As respostas ndo foram respondidas satisfatoriamente, fazendo-se necessaria
nossa intervencdo mais diretamente.

Explicamos que agora nosso foco era determinar o custo minimo, poderiamos entao
comecar com um custo alto ou um custo zero escolhendo uma reta proxima a regiao
factivel e tracar retas paralelas até encontrar o custo minimo que estaria em um dos
vértices dessa regido, pedimos entao quais seriam esses vertices?

Prontamente foram dizendo (0,6); (4,2) e (8,0), e assim fizeram a tabela no Excel, e
encontraram como menor custo R$ 15,00 referente ao ponto (0,6). Alguns fizeram os
calculos diretamente preferindo ndo usar o programa, todos chegaram ao resultado e
ficaram muito entusiasmados com a conquista.

Os discentes se mostraram bem participativos e elogiaram muito o Excel, o primeiro
contato deles com o programa foi muito exitoso. Quanto ao uso do Geogebra para a

resolucdo geométrica, a maioria se mostrou um pouco hesitante ja que, segundo eles, os
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exercicios poderiam ser resolvidos por intuicdo como na primeira aula. Eles questionaram
também como seria a resolucéo dos problemas com mais de duas variaveis.
Respondemos a eles que na préxima aula tratariamos de uma forma computacional
utilizando o Excel para se resolver problemas com mais de duas variaveis. Ainda que um
pouco desestimulados com a resolucéo grafica avaliaram como positiva a técnica, ja que
foi uma forma valida de aprender os comandos do Geogebra, além da oportunidade de

explorar diversas solugoes.

e 52 Aula: Resolucao de Problemas de PL com mais de Duas Variaveis

Essa aula foi muito esperada pelos participantes, varios haviam solicitado
problemas com 10 variaveis, pensamos entdo em trazer problemas que eles pudessem
tratar as variaveis e usar sua imaginacao.

Primeiramente propusemos resolver o primeiro exercicio de PL novamente, mas
agora utilizando uma outra ferramenta, ou seja, o solver do Excel. Todos concordaram
em estudar a resolucdo de um mesmo problema de trés formas diferentes, segundo eles,
isto faria com que pudessem escolher a que mais se adequasse as suas necessidades.

Pedimos antecipadamente que habilitassem o suplemento do Excel, chamado
solver. No quadro digital fomos explicando os procedimentos aos alunos, passo a passo.
Uma aluna que estava com tablet, ndo conseguiu acessar essa opcao e sugerimos que
ela acompanhasse com um colega, o que causou lhe uma ligeira frustracao.

Como ja tinhamos um modelo matematico pronto, pedimos para que os alunos
trabalhassem inicialmente com ele. O maior obstaculo foi quanto a digitacdo das féormulas
no programa, muitos digitaram errado, por ndo prestar atencao ou por tentar fazer muito
rapido e fomos acompanhando de perto todas as dldvidas para que a turma seguisse
uniformemente.

Algumas perguntas frequentes foram: qual o motivo de se digitar os coeficientes
separados das incognitas, porque nao digitar a formula direto e porque no espaco onde
era pra aparecer x e y nao tinha valores. A Figura 55 mostra imagem da tela da planilha

utilizada para inserir os dados do problema.
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Figura 55: Tela de planilha dos dados do problema 1

A B C D E F G H J
1 |FUNCAO Coeficientes de Varidveis
2 |OBIJETIVO 1000 1800 Resumo do modelo matematico:
3 Valores de: X y Max L =1000.x + 1800.y,
4 variavel ldeal sujeito a:
5 L= 0 20x + 30y = 1200
6 Restricdes técnicas{x = 40
7 RESTRICOES Coeficientes de variaveis Constante y =30
8 ne X y LE LD
9 1 20 30 0 1200 Restricdes de ndo negatividade {x =0
10 2 1 0 0 40 y=0
11 3 0 1 0 30
12

1 | E—

Fonte: Elaboracéo propria. Excel (2020)

Pedimos para que os alunos prestassem atencdo nos detalhes e nas sequéncias
que estavam sendo desenvolvidas, no entanto, notdvamos que a maioria estava afobada
para ver logo o resultado. Apés as programacdes no solver eles ficaram menos tensos e
apreciaram a técnica de resolucédo do programa.

Apos resolvido o problema-modelo pedimos para que eles resolvessem o problema

a sequir:

<+ Problema da Refinaria

Uma refinaria produz trés tipos de gasolina: verde, azul e comum. Cada tipo requer
gasolina pura, octana e aditivo que sdo disponiveis nas quantidades de 9600000,
4800000, e 2200000 litros por semana, respectivamente. As especificacdes de cada tipo
sao:

Um litro de gasolina verde requer 0,22 litro de gasolina pura, 0,50 litro de gasolina
octana e 0,28 litro de aditivo;

Um litro de gasolina azul requer 0,52 litro de gasolina pura, 0,34 litro de octana e
0,14 litro de aditivo;

Um litro de gasolina comum requer 0,74 litro de gasolina pura, 0,20 litro de gasolina
octana e 0,06 litro de aditivo.

Como regra de producao, com base na demanda de mercado, o planejamento da

refinaria estipulou que a quantidade de gasolina comum deve ser no minimo igual a 16
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vezes a quantidade de gasolina verde, e que a quantidade de gasolina azul seja no
maximo igual a 600000 litros por semana. A empresa sabe que cada litro de gasolina
verde, azul e comum da uma margem de contribuigcéo para o lucro de $0,30, $0,25, $0,20,
respectivamente, e seu objetivo é determinar o programa de produgdo que maximiza a
margem total de contribuicdo para o lucro.

Houve grande tribulacdo para montar o modelo matematico desse exercicio, mas
como eles solicitaram exercicios mais veridicos, consideramos essa atividade instigante.
A partir de nossa mediacao foi construido o seguinte modelo matematico:

Maximizar L = 0,30x + 0,25y + 0,20z

Sujeito as Restrigcdes:

0,22x + 0,52y + 0,74z < 9 600 000

0,5x + 0,34y + 0,20z < 4 800 000

0,28x + 0,14y + 0,06z < 2 200 000

16x—2z<0

y < 600000

x,y,z=0

Sendo x,y,z as quantidades em litros das gasolinas do tipo verde, azul e
comum, respectivamente.

Auxiliamos a todos desde o inicio a resolugcdo no Excel para que se sentissem
confortaveis, alguns alunos ja foram resolvendo sozinhos, pois tinham anotado e
compreendido todos os passos do exercicio modelo.

Alguns se esqueceram de digitar as formulas e ja tentaram programar no solver,
pois foram seguindo apenas o que estava visivel no arquivo anterior do Excel, o que
resultou em erro na leitura dos dados pelo programa. Alguns se mostraram
desesperados, outros se esqueceram de travar a célula das variaveis na hora de digitar
as formulas do lado direito das restricdes e também se depararam com erro na resolucao
do solver. Com bastante paciéncia fomos orientando-os e eles foram organizando as
ideias para inserir as informa¢des do modelo matemético no Excel de forma adequada.

No final, todos foram auxiliados e conseguiram terminar o0 exercicio, 0s que ja
haviam conseguido sentaram do lado dos colegas e tentaram ajudar da melhor forma

possivel. A Figura 56 mostra as informacdes inseridas na planilha do Excel e a resolucéo
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apresentada pelo solver, isto €, 0 maximo lucro é obtido ndo se produzindo gasolina
verde, 11.056.911 litros de gasolina azul e 5.203.252 de gasolina comum, resultando em

um rendimento de 3.084.878,05 unidades monetarias.

Figura 56: Tela de planilha com dados e solu¢do do problema da refinaria

A B C D E F G H | J K
1 |[FUNCAOD Coeficientes de variaveis MAXIMIZAR L = 0,30X + 0,25Y +0,20Z
2 |oBieTIVO 0,3 0,25 0,2 . .
. Sujeito as RESTRICOES:
3 X Y zZ
4 |Variavel Ideal 0 11056911 5203252 0,22X + 0,52Y + 0,74Z < 9600000
5 L= 3.804.878,05
6 0,5X + 0,34Y + 0,20Z = 4800000
7 0,28X + 0,14Y + 0,06Z < 2200000
8 |RESTRICOES Coeficientes de variaveis Constante
9 ne X Y 7 LE LD Z=16X —- 16X —Z <0
10 1 0,22 0,52 074 9600000 9600000 |y < 600000
11 2 0,5 0,34 0,2 4800000 4800000
12 3 0,28 0,14 006 1860163 2200000 X =0
13 4 16 0 1 -5203252 0 Y =0
14 5 0 1 0 11056911 600000
15 Z=0

Fonte: Elaboracao prépria. Excel (2020)

Como os alunos haviam solicitado preparamos um exercicio de Programacéo Linear
com dez varidveis, usando a ideia do famoso Problema da Mochila, que pode ser
estendido para quantos objetos se julgar necessario, respeitadas o nimero maximo de
variaveis suportado pelo solver.

7

<+ O Problema da Mochila

A metodologia foi a seguinte, os itens e dados do problema foram livres e eles iriam
utilizar sua criatividade, imaginar que iriam para algum lugar especial e o que desejavam
levar, poderia ser até 10 objetos. Eles poderiam escolher os objetos, atribuir precos ou
grau de utilidade, pesos dos objetos e capacidade maxima da “mochila”. Propomos para
eles alguns contextos, como, ir para um acampamento, fazer uma trilha, ir para praia,
viajar pela Europa etc.

A movimentacao para a elaboracao desta atividade foi empolgante, eles se sentiram

muito mais pertencente no processo de aprendizagem, pois puderam colocar suas ideias
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em acdao, participando da parte da elaboracéo do problema e ndo s6 da resolucéo, como

feito nas atividades anteriores.

Figura 57: Momento da elaborac&o do problema da mochila

Fonte: Acervo da autora (200) )

Apresentamos a seguir dois problemas elaborados pelos alunos.
- Problema da Mochila | (elaborado pelos alunos)

Este problema foi elaborado pelo grupo da aluna Elena. Eles simularam que iriam
escalar uma montanha e precisavam levar objetos na mochila com capacidade limitada.
A funcgéo objetivo seria maximizar o grau de utilidade dos objetos atendendo a capacidade
maxima da mochila. A Figura 58 mostra os dados do problema elaborado e a solucao

apresentada pelo solver.
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Figura 58: Tela da planilha com Dados e Solugdo do Problema da Mochila |

Utilidade Peso(gramas) Objeto Selecionado

Objeto c P X; Pi*X;
Alimento 6 600 1 600
Blusa 7 500 1 500
Ténis 3 450 0 0
Celular 2 150 1 150
Agua 9 1500 1 1500
Protetor 5 200 1 200
Repelente 2 100 1 100
Oxigénio 10 3000 0 0
Corda 6 900 1 900
Peso da Mochila(gramas) Capacidade Maxima (gramas)

3950 < 4000

600x1+500x2+450x3+150x4+1500x5+200x6+100x7+3000x8+900x9 < 4000

Maximizar utilidade 37

Fonte: Elaborado pelos alunos. Excel (2020)

- Problema da Mochila Il (elaborado pelos alunos)

Este problema foi elaborado pelo grupo do aluno Luciano e esti associado com
uma pescaria ficticia. Também foi atribuido por eles o grau de utilidade de cada objeto e
seus respectivos pesos. A Figura 59 mostra os dados e solucdo do Problema da Mochila
Il.

No inicio da elaboracdo deste problema este grupo colocou a capacidade maxima
da mochila de 10 kg e entdo eles observaram que na solucdo do solver eram colocados
todos os objetos na mochila, somente apés questionar o professor compreendeu que o
peso de todos os objetos selecionados nao ultrapassava 10kg e por isso a solugao
indicava para inserir todos os objetos. Assim eles modificaram a capacidade maxima para

4000 gramas.
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Figura 59: Tela de planilha com Dados e Solucéo do Problema da Mochila Il

Pescaria
Objeto Utilidade Peso(gramas) Objeto Selecionado P, % X;
Cj P; Xj
Alimento 8 800 1 800
Varas de pesca 10 300 1 300
Iscas 9 100 1 100
Barraca 10 500 1 500
Repelente 5 50 1 50
Protetor 5 60 1 60
Saco de dormir 2 600 1 600
Bebidas 8 3000 0 0
Chapéu 9 200 1 200
Peso da Mochila(gramas) Capacidade Maxima (gramas)
2610 = 4000

800x1+300x2+100x3+500x4+50x5+60x6+600x7+3000x8+200x9 = 10000

Maximizar utilidade 58
Fonte: Elaborado pelos alunos. Excel (2020)

Como podemos ver na Figura 58 a nova solucdo deixou de lado as bebidas que
tinham um peso maior e utilidade 8, colocando todo o restante dos objetos na mochila.

Em geral, os alunos nédo sentiram dificuldade na elaboragéo do problema e foram
poucos que precisaram de auxilio. Por se mostrar um problema de facil compreenséao
esta atividade foi realizada com desenvoltura por todos.

Antes de programar a solucdo no solver os grupos eles discutiram entre si quais
seriam as melhores escolhas para se carregar ha mochila e depois compararam com 0s
resultados encontrados pelo programa, reconhecendo que havia légica nas escolhas do
solver.

Foi considerado um problema fécil pelos alunos pois tem poucas restricdes, apenas
a capacidade de peso da mochila e a natureza binaria das variaveis (se o objeto vai ser
colocado ou ndo na mochila).

Os alunos ficaram entusiasmados, quando comentamos sobre as aplicacdes
praticas desse problema, tais como investimento de capital, carregamento de veiculos,

orcamentos. Enfim, este foi o ultimo problema trabalhado no minicurso e a atividade se



138

mostrou muito produtiva, pois como os alunos ja conheciam o processo de elaboracao
de modelos e 0 uso do solver para resolucéo, eles puderam tracar suas estratégias de

elaboracao e resolucdo de forma autbnoma.

5.4 AVALIACAO DO MINICURSO

Ao término das atividades pedimos para que os discentes expressassem suas
opinidbes em relagdo a experiéncia deles no minicurso. Todos se mostraram muito
agradecidos, a maioria disse nédo ter sentido muita dificuldade em relacdo aos contetdos
trabalhados, os que disseram sentir dificuldade atribuiram isso com o0 seu raciocinio
l6gico e que o curso contribuiu nesse sentido, conforme ilustra a fala de uma das alunas:
“Tenho dificuldade em Matematica e em raciocinio l6gico, sinto que esse curso me ajudou
a desenvolver essa parte”.

Sobre a relevancia da proposta, a maioria avaliou como de grande importancia, -
principalmente para resolver problemas reais para diversos profissionais, consideraram
0 conhecimento sobre Programacdo Linear uma ferramenta Gtil e que se sentiam
privilegiados por ja a conhecer.

- “Estou feliz pois vou usar esse conhecimento na minha futura profissdo, quero
fazer engenharia” (Matheus)

Em suas falas, pode-se perceber um destaque especial em relagcdo ao uso dos
recursos do Geogebra e Excel, mesmo para os que acham que nao véao utilizar os
conhecimentos de PL em suas vidas.

- Eu acho que nao vou usar esse conhecimento no futuro, mas gostei de aprender
sobre o Geogebra e o Excel”. (Ana Carla)

- “ Quero fazer Economia e acho que esse curso vai me ajudar bastante, achei
fantastico o Solver”.

- “Néo sabia muito mexer no computador e adorei aprender a fazer planilhas no
Excel e resolver sistemas”. (Carolina)

Avaliaram também a desenvoltura das aulas e sua metodologia como eficiente,
consideraram apenas pouco tempo para fixar todo o conteldo e que gostariam de ter

praticado mais exercicios.
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A maioria finalizou sua fala com o pedido de mais um curso ou que essa estratégia
de usar as tecnologias também deveria ser aplicada em sala de aula. Um dos alunos
sugeriu um minicurso de Excel, uma aluna solicitou o uso do Geogebra nas aulas de
Geometria plana e espacial.

E assim encerramos nosso minicurso acreditando que a Programacéo Linear pode
contribuir no ensino da Matematica, principalmente como introducédo ou finalizacao de
certos conteldo, pois esta area permite abordar situacdes-problema reais e aplicacdes
do dia a dia como forma de despertar e motivar o interesse dos alunos para a Area de
Matematica.

Conhecer e estudar Programacéo Linear, sua histéria e evolucéo, seus ramos de
atuacdo nos levou a desenvolver muitas habilidades e dar valor aos varios tipos de
solugcéo que um problema pode apresentar. O conhecimento em si foi muito valioso para
os alunos e para o professor.

O uso de tecnologias também foi um grande aliado no sucesso dessa trajetoéria, o
envolvimento e o compromisso dos discentes foi bastante produtivo, sendo que os que
tinham mais dificuldades acabaram se superando, conseguindo concluir as tarefas com
éxito.

Com certeza o aprendizado foi mutuo, em uma turma bem eclética, conseguimos
conquistar a confianca e a admiracéo de todos, bem como a aprendizagem. Esperamos
gue este trabalho possa gerar discussdes sobre a possiblidade de ensino das nocgdes
basicas de Programacao Linear no Ensino Médio, gerando uma nova combinacédo de

metodologias de ensino.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Ao se arquitetar este trabalho definimos que sua finalidade seria trazer para os
alunos do Ensino Médio conceitos basicos de Programacdo Linear, a fim de mostrar
algumas aplicacdes praticas de Sistemas Lineares e Inequacdes do Primeiro Grau. Para
iISS0, organizamos um minicurso, elaboramos uma sequéncia didatica com atividades que
envolvia também, o uso dos recursos tecnolégicos do Geogebra e Excel e,
posteriormente, aplicamos a proposta junto a um grupo de alunos que estavam cursando
o Ensino Médio.

Durante a realizacdo da proposta os alunos tiveram a oportunidade de entrar em
contato com algumas aplicagbes da Matematica e pudemos acompanhar o
desenvolvimento dos alunos em relacdo a resolucéao de problemas, de suas habilidades
para utilizar as ferramentas computacionais para resolvé-los e a interacdo com os colegas
para discutir estratégias e formas de resolucéo. Todo o processo foi registrado em um
caderno de campo, que eram sistematizados em relatérios semanais.

Durante a realizacdo do minicurso os discentes passaram por trés fases,
conhecimento superficial do que seria a Programacao Linear e sua importancia no mundo
corporativo; revisdo de conceitos do Ensino Fundamental e Médio e resolucdo de
problemas de Programacao Linear. Nesta Ultima etapa se envolveu a modelagem, a
interpretacéo, o uso do Geogebra e/ou Excel e o trabalho em equipe.

No decorrer da sua execucao resgatamos conceitos muito importantes, que seriam
necessarios posteriormente, como a solu¢cdo geométrica de Sistemas Lineares e de
InequacBes com o auxilio do aplicativo Geogebra, que segundo a 6tica dos alunos, se
tornou mais significativo do que somente a abordagem da solugéo analitica.

Os problemas de Programacao Linear chamaram muita atencdo dos alunos,
principalmente pelo fato de se ter que otimizar uma certa fungédo objetivo de cada
problema. Ao fim de cada exercicio percebiamos que o resultado passava por uma
analise critica dos alunos, o que despertou nos jovens cursistas a habilidade de
averiguacao de resultados.

Um dos aspectos que mais chamou atencdo e encantou os alunos durante o

minicurso foi 0 uso de recursos computacionais, eles elogiaram muito o uso das



141

tecnologias para se estudar Matematica, disseram que se sentiram leves e motivados
para enfrentar os desafios da resolucdo dos problemas. Assim, além de aprender a
resolver um grupo de problemas basicos de PL, eles puderam manipular ferramentas
computacionais como o Geogebra, o Excel e o seu solver, que também poderdo ser
usadas para aprofundamento em outros contelldos matematicos.

O Geogebra foi uma descoberta incrivel para os alunos participantes do minicurso,
em especial o modo 3D, sentimos eles avidos por decifrar cada comando do aplicativo.

O Excel e suas simples férmulas j& despertaram grande interesse, a maioria foi a
primeira vez que estava utilizando-o. Quando habilitamos o seu suplemento Solver para
resolver sistemas de mais de trés variaveis os alunos ja dominavam a constru¢do dos
modelos matematicos dos problemas de PL.

Para o professor o desafio também é grande, mostra que se deve sempre estar em
constante formacao, porém os resultados sdo muito proveitosos, mostram grandes niveis
de colaboracéo, aceitacdo e interacéo.

Enquanto professora este trabalho nos proporcionou grande aprendizado, ao
pesquisar e aprender sobre as aplicacdes da Programacéo Linear e as ferramentas do
software Geogebra e do Excel. Tivemos a oportunidade também de experienciar o
planejamento das atividades, construir uma sequéncia didatica e desenvolver as aulas
utilizando os recursos computacionais.

O trabalho de pesquisa educacional também nos fez refletir sobre as praticas
educacionais, pois ao observar os alunos, o processo ensino-aprendizagem, interpretar
e analisar os dados coletados durante esta experiéncia, nos ajudou a construir novos
conhecimentos referente a nossa pratica docente crescermos como profissionais.

Enfim, devido a todos os sinais expressos pelos alunos participantes, ha fortes
indicios de que os alunos podem compreender e desenvolver habilidades em resolver
problemas simples de Programacdo Linear no Ensino Médio tendo como suporte
softwares para interpretacéo grafica de problemas de PL de duas variaveis e a planilha e
do solver do Excel para resolucdo de problemas com trés ou mais variaveis.

Como perspectivas futuras pretendemos dar continuidade nos estudos que

possibilitem a implantacdo de atividades contextualizadas e o uso de recursos
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tecnoldgicos no ensino com o objetivo de tornar a Matematica mais acessivel e relevante
para os estudantes.

Uma possibilidade de levarmos os conceitos de Programagéo Linear no Ensino
Médio nos moldes deste minicurso, serd por meio dos itinerérios formativos que é a parte
flexivel do curriculo do Novo Ensino Médio, que esta previsto para entrar em vigor até
2022. Os itinerarios formativos visam possibilitar ao aluno aprofundar a aprendizagem
em uma determinada area do conhecimento de acordo com seu interesse, aptidao,

necessidades e interesses profissionais.
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APENDICES

e APENDICE A
Fotografias dos alunos durante as aulas do minicurso de Programacao Linear.

Figura 60: Construcao da resolucéo geométrica do Exercicio |
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Figura 61: Momento de discusséo sobre a resolugéo do Problema da Refinaria
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Figura 62: Discussao sobre o Exercicio | resolvido com o Solver
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e APENDICE B

Declaragéo da escola onde foi realizado o minicurso da pesquisa.

Centro Educacional VINICIUS DE MORAES

Sorriso/MT, 25 de setembro de 2020.

DECLARACAO

O Centro Educacional Vinicius de Moraes vem através deste, declarar para os devidos fins
que se fazem necessarios, que a Senhora Itamara Cristina Dal Bello, professora nesta escola, realizou um
mini curso de Introdugdo a Programagdo Linear, com a seguinte programagio:

Periodo: 07 de fevereiro a 13 de margo de 2020.

Aulas semanais as sextas-feiras, das 13h as 15h30.

Publico: convite feito a todos os alunos do ensino médio.

Inscritos: 23 alunos.

Concluintes: 09 alunos

Declaramos ainda que foram respeitadas todas as normas da escola, bem como ao direito
a0 uso da imagem dos alunos no material produzido no curso, ou seja, todos os direitos dos alunos estdo em
perfeita consonancia com a legislagdo.

Sendo s6 para 0 momento, agradecemos,

Atenciosamente,

N " & & )
- )%E S Adaw e, LA @AJ»Q)HLM \f ¢
Inoémia de Freitas Schweig Lucia Debiasi Fuga

Coordenadora Pedagogica Dirctora. Ato N° 240/2019-CEE/MT
B i escolada |
Colégio Vinicius de Moraes 2 mtehgenua
Fone: 66-3544-2991 Educagéo Socioemocional
WW legiovinicius.com. br Escola Parceira do

SAS
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ANEXO

Atividade 2 - Lista de problemas de PL proposta para os alunos para que

formulassem os modelos matematicos dos problemas. Foram extraidos de Silva (2007)

1-

Um sapateiro faz 6 sapatos por hora, se fizer somente sapatos, e 5 cintos por hora,
se fizer somente cintos. Ele gasta 2 unidades de couro para fabricar 1 unidade de
sapato e 1 unidade de couro para fabricar uma unidade de cinto. Sabendo-se que
o total disponivel de couro € de 6 unidades e que o lucro unitario por sapato € de
5 unidades monetarias e o cinto é de 2 unidades monetérias, qual é o lucro maximo
do sapateiro por hora?

Um vendedor de frutas pode transportar 800 caixas de frutas para sua regiao de
vendas. Ele necessita transportar 200 caixas de laranja a 20 unidades monetarias
de lucro por caixa, pelo menos 100 caixas de péssegos a 10 unidades monetarias
de lucro por caixa, e no maximo 200 caixas de tangerinas a 30 unidades
monetarias de lucro por caixa. De que forma devera ele carregar o caminhao para
obter lucro méximo?

Para uma boa alimentacdo, o corpo necessita de vitaminas e proteinas. A
necessidade minima de vitaminas é de 32 unidades por dia e a de proteinas de 36
unidades por dia. Uma pessoa tem disponivel carne e ovos para se alimentar.
Cada unidade de carne contém 4 unidades de vitaminas e 6 unidades de
proteinas. Cada unidade de ovo contém 8 unidades de vitaminas e 6 unidades de
proteinas. Qual a quantidade diaria de carne e ovos que deve ser consumida para
suprir as necessidades de vitaminas e proteinas com o menor custo possivel?
Cada unidade de carne custa 3 unidades monetarias e cada unidade de ovo custa

2.5 unidades monetéarias.



