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Resumo

Neste trabalho, serao estudadas as transformagoes de Mobius no conjunto dos nimeros
complexos e utilizando a esfera de Riemann para auxiliar na visualizacao das trans-
formacoes e no desenvolvimento e apresentar uma proposta de atividade voltada a alunos
do Ensino Médio sobre as transformacoes geométricas que sao a base para as trasformagoes

de Mobius.

Palavras chave: Transformacoes geométricas, nimeros complexos, projecao estere-

ograficas.
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Abstract

In this work, the Mobius transformations will be studied in the set of complex numbers
and using the Riemann sphere to assist in the visualization of the transformations and in
the development and to present an activity proposal aimed at high school students about

the geometric transformations that are the basis for the transformations of Mdébius.

Keywords: Geometric transformations, complex numbers, stereographic projection.

viil



Sumario

Agradecimentos \%
Resumo vii
Abstract viii
Lista de figuras xii
Introducao 1
1 Os nimeros complexos 3
1.1 Contexto histérico dos ntimeros complexos . . . . . . . . .. .. ... ... 3
1.2 Numeros complexos . . . . . . . . . ... 12

2 Geometria analitica no plano complexo 32
2.1 Introducao: geometria analitica no conjunto dos nimeros complexos . . . . 32
2.1.1 Equagaodareta. . . . . . . . ... 32

2.1.2 Equagaodocirulo. . . . . . . ..o 37

2.1.3 Equagao daelipse . . . . . . . . ... 39

2.1.4 Equagao da hipérbole . . . . . . . ... oo 43

2.2 Transformagoes elementares no conjunto dos

nimeros complexos . . . .. L L. 48
221 Translacao . . . . . . . ..o 49
222 Rotacao . . . . . . . 55
2.2.3 Homotetia : dilatagao e contracao . . . . . . . . ... ... 58
224 Inversao . . . . . ... 09

1X



3 Transformacao de Mobius e a esfera de Riemann

3.1

3.2

3.3

Esfera de Riemann . . . . . .. ... ... ....
3.1.1 Bernhard Riemann . . . . ... ... ...
3.1.2  Projegao estereografica e o plano estendido
Transformacgoes de Mébius . . . . . . . . ... ..
3.2.1 August Ferdinand Mobius . . . . . . . ..
3.2.2  Transformacao de Mobius . . . . . . . ..

Transformacao de Mobius e a esfera de Riemann .

4 Atividades didaticas: transformacgoes geométricas

4.1
4.2
4.3
4.4

Translagao . . . . . . . .. . ... ... ...
Rotacao . . . . . . . .. .. ...
Homotetia: dilatagao e contracao . . . . . . . ..

Inversao . . . . . . ..,

Referéncias Bibliograficas

65
65
65
66
72
72
73
78

88
89
91
92
93

96



Lista de Figuras

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6

1.7
1.8
1.9
1.10
1.11

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11
2.12
2.13

Girolamo Cardano. . . . . . . . . . . . .. 5)
Nicolé Fontana (Tartaglia). . . . . ... ... ... ... ... ... .... 5
Leonhard Euler. . . . . . . . . . . ... 11
Representagao geométrica da adicao de nimeros complexos . . . . . . . .. 13
Representagao geométrica da multiplicagao de nimeros complexos . . . . . 14
Representagao geométrica de um nimero complexo no plano de Argand-

Gauss. . . . . 18
Compelxo conjugado . . . . . . .. .. 19
Médulo do complexo z. . . . . . ... 21
Representagao polar . . . . . . . . ..o 24
Produto entre dois complexos . . . . . ... ... L 26
Representacao geométrica das raizes cibicasde-i . . . . .. ... .. ... 29
Reta de equacao (1 —d)z+ (1+d)z2=4. . . . ... ... ... ... .... 35
Reta paralela a direcajode w . . . . . . . . . . ... L 36
Circulo de centro —1 + 2 e1aio VB . . o oo o 39
Elipse . . . . . . e 40
Elipse . . . . . 43
Hipérbole . . . . . . . . 45
Hipérbole do exemplo 2.1.6. . . . . . . . . . . . . ... .. ... .. .... 48
Exemplo de translagao. . . . . . .. ..o 50
Exemplo de translagao. . . . . . .. ..o 50
Exemplo de translacao. . . . . . . . . ..o Lo 50
Exemplo de translacao. . . . . . .. ... L oo %)
Exemplo de rotacao de triangulo. . . . . . .. ..o 58
Exemplo de homotetia: dilatacao. . . . . . . . . . ... ... 59

X1



2.14 Inversao do complexo z . . . . . . . ..o 60

3.1
3.2
3.3
3.4

4.1

4.2
4.3
4.4
4.5
4.6

Georg Friedrich Bernhard Riemann. . . . . . . . . ... .. ... ... ... 65
Projecao estereografica. . . . . . . . . . ... 68
August Ferdinand Mobius. . . . . . . .. ..o o 72
Faixa de Mobius. . . . . . . . . . 73
Em Exibir, selecione janela de algebra, janela de visualizagao e campo de

entrada. . . . . .. L 89
O vetor translagao v, com |v| = |« e orientado de O para . . . . . . . .. 90
Translacao por um vetor do quadrilatero convexo ABCD. . . . . . . . . .. 91

Rotagao do losango ABC'D em um angulo de 135° em torno do ponto E. . 92
Dilatagao do triangulo ABC' em relagao ao ponto de centro D e razao 2. . 93

Inversao do triangulo ABC' em relagao a circunferéncia R. . . . . . . . .. 94

x1i



Introducao

O estudo dos nimeros complexos e das transformagoes complexas exerce um pa-
pel muito importante em varias areas da matemadtica, assim como, na ciéncias como um
todo. Leonhard Euler foi um dos grandes matematicos a concluir o estudo sobre o con-
junto dos numeros complexos. As tranformacoes tem como grande objetivo transformar
problemas aparentemente complicados em problemas analagos com resolucao mais sim-
ples. August Ferdinand Mobius, matemético alemao que nasceu em 1790 e morreu em
1868, foi o criador do que conhecemos como transformacao de Mobius, como sendo uma
transformacao complexa de variavel complexa.

O objetivo deste trabalho é estudar as transformacoes de Mobius arbitrarias por
meio de transformacoes complexas mais simples, a saber: a translacdao, a rotagao, a
homotetia (contracao e dilatacdo) e a inversao.

No capitulo 1, mostramos um pouco da histéria dos niimeros complexos citando
autores como Boyer (1974), Cajori (2007) e Eves (2005), a histéria comega desde os tempos
antigos, onde os matemaéticos da época ja encontravam dificuldades em resolver equagoes
do 2° com o descriminante negativo, até a formulagdo de todo o conjunto dos nimeros
complexos por Euler definindo v/—1 = i. Ainda, embasado em autores como Avila (2011)
e Brown (2015), discutimos um pouco dos conceitos e definigdes que englobam o conjunto
dos numeros complexos, que sao demonstrados por autores como o plano de Argand-
Gauss, adi¢ao, multiplicacao, conjugado, médulo e etc.

No capitulo 2, trabalhamos um pouco dos conceitos geométricos dentro do con-
junto dos ndmeros complexos. Utilizando os autores Valladares (1990), trabalharemos
conceitos de retas, circunferéncias, elipse e hipérbole com a utilizacao de exemplo para
um melhor entendimento dos conceitos.

No capitulo 3, falamos um pouco da histéria de Bernhard Riemann, também



um grande matematico alemao que teve contribuicoes fundamentais para a anélise e a
geometria diferencial e que conceituou as superficies de Riemann, a qual discutiremos
os conceitos e defini¢oes da esfera de Riemann, ji que a mesma ajuda na construgao
de resultados para as transformagoes de Mobius. Em seguida, mostramos um pouco da
histéria de August Ferdinand Mobius um grande matematico alemao que foi o criador das
transformacoes de Mobius e de muitos outros conceitos dentro do conjunto dos nimeros
complexos. Discutimos conceitos e defini¢oes das transformacoes de Mobius e trabalhamos
com algumas transformagoes mais simples como a translacao, a rotacao, a homotetias
(dilatagao e contragao) e a inversao e provamos vérias propridades das tranfromacoes de
Mobius com auxilio da esfera de Riemann.

No capitulo 4, trouxemos uma atividade didatica a ser trabalhada com alunos de
Ensino Médio de maneira a ajudar no ensino e aprendizagem dos mesmos para que estes

desenvolvam e aprendam sobre as transformagoes geométricas no software GeoGebra.



Capitulo 1

Os numeros complexos

Neste capitulo sera abordado um contexto historico por tras de toda a criagao dos
nimeros complexos e também sera trabalhado as defini¢oes e teoremas sobre os niimeros
complexos, que serao utilizados durante a dissertacao. A maioria dos resultados ma-
teméticos que destacaremos neste capitulo sao baseados em Avila (2011), Brown (2015),

e Soares (2001).

1.1 Contexto histérico dos niimeros complexos

Desde o surgimento dos ntimeros e das primeiras no¢oes matematicas, duas grande
areas se destacaram, que foi a geometria e a algebra. As civilizacoes antigas ja dominavam
grande parte do que conhecemos hoje, mesmo séculos antes de Cristo. Um assunto que
sempre seduzio os matematicos ao longo dos tempos foram as equagoes. Os matematicos
antigos da Babilonia ja conseguiam resolver algumas equacoes do 2° grau baseados no
que hoje chamamos de “completando quadrado” ou também pelo método equivalente ao
da substitui¢do numa férmula geral, como também ja discutiam sobre cibicas (3° grau)
e até mesmo algumas biquadradas (4° grau).

Outra grande civilizagao que desempenhou importante papel no desenvolvimento
da matematica foram os gregos, que resolviam alguns tipos de equacoes do 2° grau com
régua e compasso, ja que os mesmos tinham um maior afeto pela geometria. Com as
guerras e a conquista da Grécia por Roma, praticamente acabou com o dominio da ma-
teméatica grega. Com o fim do império romano e a ascensao do Cristianismo, a Europa

passou por um periodo dito Idade das Trevas e o desenvolvimento da matematica ficou



nas maos dos arabes e dos hindus.

Com a idade das trevas sobre a Europa comandada pelo Cristianismo, outras
grandes civilizagoes passaram a frente nas descobertas mateméticas. Os matemaéticos
hindus avancaram nas pesquisas em algebra e, quando pensamos em equagoes de 2° grau,
o primeiro nome que pensamos é o de Bhaskara. Entretanto a formula de Bhéskara nao
foi descoberta por ele, mas sim pelo matemético hindu Sridhara, no século XI.

Relembrando, dada a equacao az®+bx +c =0 com a,b,c € R e a # 0, a férmula

de resolugao da equacao de segundo grau garante que suas raizes sao

—b+ Vb? — 4dac o o —b—b? — 4dac
p— 2: .

2a 2a

T

Dependendo dos valores de a,b e ¢ na equacao, poderia ocorrer de que o niimero
A= b* — 4ac fosse negativo. No entanto, isso ndo pertubava muito os matematicos da
época. Neste caso, eles simplesmente diziam que o problema nao tinha solucao.

Com o fim da idade das trevas o interesse pelo estudo da Matematica ressurgiu na
Europa, mais estritamente na Italia, no século XVI. La e no meio da disputa entre Cardano
e Tartaglia pela resolucao da equacao do 3° grau, é que se percebeu que os niimeros reais
nao eram suficientes e as primeiras ideias da criacao do conjunto dos niimeros complexos
surgiram.

Vale a pena falar um pouco desta conturbada historia.

Girolamo Cardano nasceu em Pavia, em 1501, e faleceu em Roma, em 1576. Foi
um polimata italiano, escrevendo mais de 200 obras em diversas areas como medicina,
matematica, fisica, filosofia, religiao e musica. Sua vida foi marcada por contrastes e
extremos. Sabe-se que era excepcional cientista, mas que também era violento, traidor,
invejoso e outras qualificagoes nao muito edificantes. Foi autor do Liber de Ludo Aleae,
onde introduziu a ideia de probabilidade e também ensinou maneiras de trapacear nos
jogos. Sua maior obra, entretanto, foi o Ars Magna, publicada na Alemanha em 1545,

que na época era o maior compendio algébrico existente.



Figura 1.1: Girolamo Cardano.

Nicolé Fontana, apelidado de Tartaglia, s6 tinha em comum com Cardano a
nacionalidade italiana e o talento mateméatico. Nasceu em Bréscia em 1500 e faleceu em
Veneza , em 1557. Na infancia, pobre, foi gravemente ferido por golpes de sabre por
soldados franceses em uma invasao em sua cidade natal, e por causa deste incidente, ficou
com profunda cicatriz no rosto e mandibula, que lhe provocou um permanente defeito
na fala. Dai ter sido apelidado de Tartaglia, que significa “gago”. Ao longo de sua vida
publicou diversas obras, mas o que o colocou definitivamente nos anais da matematica

foram suas disputas com Cardano.

Figura 1.2: Nicol6 Fontana (Tartaglia).

Consta que, por volta de 1510, um matematico italiano de nome Scipione del

~ . 3 .
Ferro encontrou uma forma geral de resolver equagoes do tipo z° + pxr + ¢ = 0, mas
morreu sem publicar sua descoberta, e o inico que conhecia tal féormula era seu aluno
“Antonio Maria Fior”, que tentou ganhar notoriedade com ela. Na época eram comuns
os desafios entre sdbios. Como Tartaglia era um nome que comegava a se destacar nos
meios culturais da época, Fior propos a Tartaglia um desafio. Tartaglia, apesar de nao

saber resolver ainda tais equacoes, aceitou o desafio, confiando em seu potencial. Sabendo



que Fior conhecia a solugao das equacoes acima citadas, nao s6 deduziu a resolugao para
este caso, como também resolveu as equacoes do tipo 2 + pa? +¢ = 0. O resultado deste
desafio foi que Fior saiu humilhado.

Nesta época Cardano estava escrevendo a Pratica Arithmeticae Generalis, que
incluia ensinamentos sobre algebra, aritmética e geometria. Ao saber que Tartaglia en-
contrara a solucao geral da equacao de 3° grau pediu-lhe que a revelasse, para que fosse
publicada em seu proximo livro. Tartaglia nao concordou, alegando que ele mesmo iria
publicar sua descoberta. Cardano acusou-o de mesquinho e egoista, e nao desistiu. Apds
muitas conversas e siplicas este, jurando nao divulgar tal descoberta, conseguiu que Tar-
taglia lhe revelasse a solugao. Conforme qualquer um poderia prever, Cardano quebrou
todas as promessas e, em 1545, fez publicar na Ars Magna a férmula de Tartaglia. No
final, como em muitos outros casos, a posteridade nao fez justica a Tartaglia: sua féormula
¢ até hoje conhecida como “férmula de Cardano-Tartaglia”.

Vamos conhecer a formula que gerou tanta polémica.

Considere a equacao geral do 3° grau, Az*+Ba*+Cz+D = 0,com A, B,C, D € R

e A # 0 quaisquer, dividindo toda a equagao por A estd equacao pode ser transformada
a

numa equacao do tipo 2® + az® + bx + ¢ = 0. Fazendo uma substituicdo z = z — 3 o
coeficiente que multiplica 2% se torna nulo, resultando na forma reduzida:
24+ pr+q=0, (1.1)
sendo que
b a® 2a%  ab n
=b—— e g=———+c
b 3 9179173

Sendo assim, saberemos resolver qualquer equacao do terceiro grau se soubermos resolver
equacoes do tipo 2° 4+ pz 4+ ¢ = 0. A ideia de Tartaglia foi supor que a solucdo procurada

é do tipo z = u + v. Substituindo chegou a
3 2 2, .3 _
u” + 3u“v 4+ 3uv® +v° +pu+pv+q =0,
o que pode ser reescrito como

(u® 4+ v*) + (u +v)(3uv + p) +q = 0. (1.2)



H4 infinitos pares u e v que somados resultam em z. Portanto, escolhemos aquele que
u’ +v* = —q. (1.3)
Substituindo a equacao (1.3) na (1.2), podemos reescrever da forma
3uv +p = 0.

Se considerarmos o caso (u 4+ v) = 0, teriamos que a equagao inicial seria trivial com

g = 0, o que poderia ser facilmente resolvido com fatoragao. Assim, considerou que
p
uww+p=0 = uv:—g.

Considerando as relagoes entre soma e produto de raizes ditas pelas relacoes de

Girard para equacoes monicas do segundo grau,

e chegamos a equacao em y
2 p
— =0,
Yy taqy o7

que possui solucdo u® e v3, descritas pela férmula de resolucdo da equacio de segundo

grau. Dessa forma, é imediato que

3l q ¢ p
“_\/ SR T

3l q ¢ p
“\/2 1 o

Mas como

Z2=u+v



entao

3 q @ p s q @ P
Z_\/ 2+\/4+27+\/ > VT T

Um tipo de Problema inquietante, que abordaremos a seguir, foi o que levou os
matematicos a descoberta dos ntimeros complexos.

Problema 1 Considere a equacio x> — 152z — 4 = 0.
(a) Mostre que x = 4 é solugao da equagao.
Solucao: substituindo x = 4 na equacao temos.

(4> —15(4) —4 =0

64—-60—-4=0
0=0.
Assim, temos que x = 4 é uma solucao da equacao.
(b) Divida 2° — 150 — 4 = 0 por x — 4.
Solugao: Aplicando divisao de polindmios, temos

23— 15x — 4

=0 = 2 +42+1=0.
z—4

(c) Encontre as outras duas solugbes da equagao e verifique que sdo nimeros reais.

Solugao: Resolvendo pelo método de Bhaskara, temos:

x1:—2—\/§ e x2:—2+\/§
Assim, temos duas raizes reais distintas.

(d) Aplique a férmula de Cardano (Tartaglia) e verifique que a solugao fornecida pela

formula é z = \3/2 +11v—-1+ €/2 —11v/-1.




Solucao:

ol A, 163875 o) 4 [16 375
v 2 "\ 27 2 1 o7
3 3
x:\/2+\/4—125+\/2—\/4—125
v = {’/2+ 11v/—1 + {’/2 11V

(e) Reflita: nao parece que hé algo de errado com essas solugoes?

Assim, questoes realmente perturbadoras surgiram e nao podiam ser ignoradas.
Além da extracao de raizes quadradas de nimeros negativos, também nos deparamos
com uma extracao de raizes ctibicas de nimeros de natureza desconhecida. Quando, nas
equagoes de 2° grau, a férmula de Bhéaskara levava a raiz quadrada de niimeros negativos,
era facil dizer que aquilo indicava a nao existéncia de solugoes. Agora, entretanto, nota-se
que héa equagodes de 3° grau com solucoes reais conhecidas, mas cuja determinacao passava
pela extracao de raizes quadradas de ntmeros negativos. Isto nao ocorre s6 com esta
equagao! Pode-se mostrar, com relativa facilidade, que a equacao do tipo 2® +pr+¢ =0

3
tem as trés raizes reais se, e somente se, A\ = (g) + (E) <0.

2 3

Nao havia como negar que os nimeros reais eram insuficientes para tratar de
equagoes algébricas. O que estava acontecendo no século XVI era semelhante ao que
ocorreu no tempo dos gregos antigos, quando se verificou a insuficiéncia dos nimeros
racionais com a constru¢ao do nimero V2, que nao era racional: o conceito de nimero
precisava ser estendido.

Foi Rafael Bombelli, engenheiro hidréaulico nascido em Bolonha, Italia, em 1530,
quem conseguiu atravessar a barreira e chegar aos novos nimeros. Conforme seu préprio
relato em 1572 no livro L’Algebra parte maggiore dell’Arithmetica, sua ideia foi supor que
0s numeros \3/ 24+ 11v—1 e \3/ 2 — 11v/—1 deveriam ser ntmeros da forma a + bv/—1 e
a — bv/—1, respectivamente. Com algumas contas, ele chegou & conclusao que a = 2 e
b = 1. Vamos seguir as ideias de Bombelli.

Problema 2 Fazendo de conta que v —1 é um nimero conhecido e que com ele

opera-se do mesmo modo que com os outros nimeros que ja conhecemos, vamos verificar



que

2+V-1P=2+11V-1 e 2-V-1*=2-11V/-1.
No meio do caminho, reflita e tente responder:
(a) Quais devem ser as regras para operar com y/ —17
(b) Como devem ser a adi¢ao e a multiplicagao de dois niimeros da forma m + nyv/—17
¢) Quando dois nimeros desta forma sao iguais?
(c) Q g
(d) Conclua que z = {’/2 +11v—-1+ 6/2 —11vV-1=4.

Solugao: Seguindo as idéias de Bombelli temos, /24 11vV—1 = a + bv/—1 e

\3/ 2—-11vV/—1=a—bv—1coma>0eb>0. Assim temos

V2 + 11V =1 = a+bvV—1 = 24+ 11V—1 = a® +3a®bv/—1 + 3ab?(V—1)? +b* (vV/—1)°

\/2 —11V=1 = a—bv/—1 = 2—11V/—1 = a® —3a?bv/—1+3ab?*(vV/—1)* = b*(vV—1)%.

De onde segue que a(a® — 3b*) = 2 e b(3a® — b*) = 11, onde a tnica solucio inteira

que responde as duas condigoes é a = 2 e b = 1, assim, obtemos as igualdades

24+ v—121= (24 vV—-1)°

2—v—121= (2 —v/—-1)%

Logo, concluimos que

x:€/2+11\/—_1+{’/2—11\/—_1

o= {24 VT2 4 {2 - VoI
= o=@+ VTP + {2 - VI
=Sr=2+v-1+2-+v-1
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Portanto concluimos que a igualdade é verdadeira.

Depois de Bombelli, em 1530, outros grandes matematicos deram contribuicoes
ao desenvolvimento da teoria dos nimeros complexos, dentre eles, o matematico francés
Abraham de Moivre, amigo de Isaac Newton, e também os irmaos Jacques e Jean Ber-
noulli. Mas quem fez o trabalho mais importante e decisivo sobre o assunto foi Euler,
que conseguiu extrair raiz quadrada de nimeros negativos e também quase todas as suas
propriedades.

Leonhard Euler nasceu em Basiléia, Suica, no ano de 1707, quando o Calculo
Diferencial e Integral, inventado por Newton e Leibniz, estava em expansao. Foi um dos
matematicos que mais produziu e publicou em todos os tempos. Aos 28 anos perdera
a vista esquerda e viveu totalmente cego nos tltimos 18 anos de sua vida, periodo em
que continuou produzindo, guiado pela sua memoria. Faleceu em 1783. Seu nome ficou
ligado para sempre ao numero irracional e, conhecido como ntimero de Euler, cujo valor
¢ aproximadamente 2,71828, e que aparece frequentemente em equacoes que descrevem
fenomenos fisicos. A descoberta deste niimero ocorreu devido a uma pergunta de Jacques

Bernoulli sobre juros compostos.

Figura 1.3: Leonhard Euler.

Dentre as iniimeras contribuicoes de Euler, foi notavel seu empenho na melhoria
da simbologia. Muitas das notacoes que utilizamos hoje foram introduzidas por ele.
Dentre as representacoes propostas por Euler, destacamos o i substituindo v—1. Euler
passou a estudar nimeros da forma z = a + bi onde a e b sdo nimeros reais e 1> = —1.

Esses ntimeros sao chamados de niimeros complexos’.

'Definido por Carl Friedric Gauss em 1832. Para maoires detalhes sobre o assunto ver Boyer (1974).
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1.2 Numeros complexos

Defini¢ao 1.2.1. Um ndmero complexo z € definido como um par ordenado (x,y) de

numeros reais x ey tais que

z=x+yi=(z,9), (1.4)

sujeito a operacoes e propriedades que definiremos posteiormente. Em particular, o par

ordenado (x,0) é definido com o nimero real x:

(x,0) = x. (1.5)

Observagao 1. Iremos destacar aqui algumas consequéncias da definicao 1.2.1.

(1)

(1)

(111)

(1V)

(V)

O conjunto de todos os niumeros que satisfazem a definicao 1.2.1 € chamado de

conjunto dos numeros complexos e denotado por C.

A definicao 1.2.1 nos permite dizer que os numeros reais R € um subconjunto do

conjunto dos niumeros complexos.

O nimero complexo (0,1) serd chamado unidade imagindria e indicado por i, isto
¢,

(0,1) = 1.

Os numeros reais x ey sao, respectivamente, a parte real e a parte imagindria do

nimero complexo (x,y) , sendo indicados por

R(z)=x e Im(z) =y.

Um par do tipo (0,y) é chamado de imagindrio puro.

Dados dois nimeros complexos z1 = (x1,y1) € zo = (X2, y2), dizemos que

21 =2 = T1 =Ty € Y1 = Yo,

ou seja, dois numeros complexos sao iguais se , e somente se, as partes real e ima-

gindria de um sao iguais, respectivamente, as do outro. Em particular, denotamos

12



0=1(0,0) e entao

z=(r,y)=0<=2=0 e y=0.

Em seguida iremos definir as duas operacoes usuais para o conjunto C.

Defini¢ao 1.2.2. Dados dois nimeros complexos quaisquer z; = (x1,41) € 2o = (T2,Y2).
Definimos a soma e o produto, denotados por z1+ 2o € 21 - 23, como 0s numeros complexos

dados pelas formulas:

2+ 20 = (z1, 1) + (22, 92) = (x1 + 22, y1 + ¥2), (1.6)

21z = (21,41) - (T2, Y2) = (2172 — Y1y2, T1Yo + T2y1)., (1.7)
Em geral usaremos a notacao z12o para representar o produto dos complexos z1 e 2o.

A figura 1.4 representa geometricamente a soma (1.6) da definigdo 1.2.2(a re-
presentacao geométrica de um nimero complexo abordaremos mais detelhadamente pos-
teriormente). Obsevermos que, pelo método usado em vetores (ver livro de goemetria
analitica), a soma de dois numeros complexos, geometricamente, é a diagonal gerada do

paralelogramo entre os dois complexos dados.

4 2 0

-2

Figura 1.4: Representacao geométrica da adicao de niimeros complexos

Ja a figura 1.5 representa o produto (1.7), que daremos um destaque melhor

quando definirmos represenacao polar de um nimero complexo.
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Im(z)

2

21.22

Re(z)

Figura 1.5: Representacao geométrica da multiplicacao de nimeros complexos
Como consequéncia das equagoes (1.6) e (1.7), temos
(2,0)+(0,y) = (z,9) e (0,y) = (y,0)(0,1) = yi. (1.8)

Assim, pela equacao (1.8), todo nimero complexo pode ser escrito como soma de um

nimero real e um nimero imaginario puro, isto é,

z = (z,y) =+ yi. (1.9)

Uma outra consequéncia importante da definicao 1.8 é que representaremos, de
forma indutiva,

2 =z
2" =z22"1 V neN,

em particular z* = zz. De acordo com a defini¢do (1.8), tem-se
(07 1)2 = (_17 0)7

isto é,

Da equacao (1.9),

2129 = (11 + 1y1) (T2 + 1Y2),

14



dai, a equagao (1.7) pode ser escrita

(21 +iy1) (2 +iy2) = (X122 — Y1Y2) + i1 (21Y2 + T2y1). (1.10)

Basta usar a expansao formal do produto no primeiro membro efetuada como se os
binomios fossem reais e a substituicio de i* por —1. A equacdo (1.7) justifica esse proce-
dimento formal.

Os ntimeros complexos C, com as operagoes soma + e produto - dadas na definicao
1.2.2, satisfaz algumas propriedades algébricas que iremos ilustrar em seguida e recebe o

nome de corpo? dos complexos
Notacao: (C,+,-).

As operagoes de soma e produto de complexos satisfazem as seguintes proprieda-

des:

(i) Associativa:

(z14+22)+2z3=21+(20+23) e (21-22) 23 =121 (22" 23),

para quaisquer que sejam z1, 22, 23 € C.

(i) Comutativa:

21t 2 =20+21 € 21'Z29=20"27,
para quaisquer que sejam zq, z5 € C.

(iii) Elemento neutro aditivo 0 = (0,0) = 0 + :0:
2+0=0+2z=2

para todo z € C.

(iv) Elemento neutro multiplicativo (ou unidade) 1 = (1,0) = 1 + i0:

2Um corpo é um conjunto munido de duas operacdes que satisfaz nove axiomas. Para maoires detalhes
sobre o assunto ver Domingues e Iezzi (2003).
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para todo z € C.

(v) Exiténcias do inverso aditivo ou simétrico:

Para todo z € C, exite —z € C, tal que

se 2z = (z,y) = x + 1y, segue que —z = (—x, —y) = —x — y.

(vi) Exiténcia do inverso multiplicativo:

Para z € C, com z # 0, exite 2! € C, tal que

se z = (z,y) = = + iy, segue que

L1 x —Y _ T i Yy
x2+y2’x2+y2 x2+y2 I2_|_y2'
(vii) Distributividade da multiplicacao em relagao a adigao:

z1- (2 +23) = 21- 22+ 21 - 23.

Como consequéncia das propriedades listadas acima, trataremos de maneira na-
tural a operacao de subtracao como a operacao inversa da adigao, isto é, para quaisquer
que sejam z1, z5 € C,

21 — Ry = 21 + (-Zg), (]_]_1)

ou seja, usando as notagoes da equacao (1.11), a diferenga do complexo z; pelo complexo
29, nesta ordem, é a adigao do complexo z; pelo simétrico do complexo z;. Se z; = x1+1y;

e 29 = X9 + 1Yo, aplicando a defini¢do 1.2.2 na equagao (1.11) temos:
21 — 20 = (21 — 22) + (y1 — ya2)i. (1.12)

De maneira analoga, definiremos a divisao como a operagao inversa da multi-
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plicagao, ou seja, para quaisquer que sejam 21, 2o € C com 2z # 0

é — Zl . 22_1’ (113)
)

ou seja, usando as notagoes da equagao (1.13), a divisao do complexo z; pelo complexo
29, nesta ordem, é a multiplicacao do complexo z; pelo inverso do complexo z5. Se

21 = X1+ 1Yy1 e 29 = Ty + iys, aplicando a definigao 1.2.2 na equacao (1.13), temos:

Z Tr1To + x -z .
A1 _ Tl y1y2+ 2U1 1y22 (227&0). (1‘14)

29 T2 + yo? 292 + yo?

Quando definimos complexo conjugado, ficara mais claro o conceito de inverso e de divisao.
Assim, como em ntimeros reais, nao existe divisao pelo complexo 0.

A partir das formulas para o quociente e o produto, é facil mostrar que

ﬂ:Zl <i) y L = <i> <i> (227&0723#())'
29 Z9 22723 ) z3

Estas operacoes fundamentais serao ilustradas no seguinte exemplo:

Exemplo 1.2.1. Dados os niumeros compleros zy = —1 + 3i,20 = 14+ 21,23 =2 —1i e
zy = 21. Determine
2122

— 4 2.
z3

Pela defini¢ao 1.2.2 (equagdao (1.7)) temos
Z1R9 = -7+ ’i,

e da equagao (1.14) temos
Z1%9 =7 +1

Z3 2—1
dat, obtemos
R1%2

— 4z =-3—-14+21=-3+1.
z3

Observagao 2. Os niumeros complexos tém sua representacao geométrica em um plano
construido de forma semelhante ao conhecido plano cartesiano, dois eixos perpendiculares
se interceptam em suas origens. A diferenca entre esse plano e o complexo € somente sua

interpretacao, o eixo horizontal ou eixo x no plano cartesiano aqui é chamado de eixo
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real e o eizo vertical ou eixo y € chamado de eixo imagindrio e o plano recebe o nome de
plano de Argand-Gaus®.

Para representar um niumero complexo no plano de Argand-Gaus, conforme jd
estd na definicao 1.2.1, olhemos esse niumero como um par ordenado, onde a coordenada x
¢ a parte real do numero complexo e a coordenada y € a parte imagindria. A representacdo
do mimero € feita pelo vetor' que possui inicio na origem do plano de Argand-Gauss e

final no ponto (x,y).

A figura 1.6 mostra a representagao geométrica de um niimero complexo

z=x+yi.
Im(z)

7] EE— 2= (2,9)

Re(z)

Figura 1.6: Representacao geométrica de um nimero complexo no plano de Argand-Gauss.

Defini¢ao 1.2.3. O conjugado de um nimero complezo z = (x,y) = x + yi € o numero

zZ=(z,—y) =x—yi.

como consequencia da definicao 1.2.3 segue que

Z=x+yi=-=z

Em termos geométricos, como mostra a figura 1.7 o ponto Z é a reflexao do ponto z no

eixo real, isto é, a posicao do ponto Z ¢é simétrica a do ponto z em relagao ao eixo real.

3Em 1831 GAUSS retomou os estudos de ARGAND sobre os nimeros complexos e sua representacio
na forma de cordenadas chegando ao plano de ARGAND — GAUSS. Para maoires detalhes sobre o assunto
ver Boyer (1974)

4veja a nocio de vetores por exemplo em Reis e Silva (1996)
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Im(z)

y

Figura 1.7: Compelxo conjugado

Uma consequéncia da definicao 1.2.3 é a seguinte:

Proposicao 1.2.1. Dados complexos z = x + 1y, 21 = x1 + iy1 € 23 = Tg + 1Y2, entao

, Z+z
(i) ©=R(z) = 5
. 2+z

(i) y=1Im(z) = TR

(iii) z € real se, e somente se, z = Z.
(v) z1 + 29 = Z1 + Z2.
(v) Z1izs = 71 Z3.

Demonstragao. Para provar (i) basta observemos que,

24+ Z=x+yi+z—yi=2x=2%R(2),

de modo andlogo prova—se (ii).

Agora para (iii), temos
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de (ii) obtemos,

logo

Para (iv), observemos que

2+ 20 =21+ 22 — (1 +y2)i = (21 — 117) + (T2 — y2i);

em outras palavras,

21+ 29 = 21 + Z9.

Da definigao 1.2.2

Z1%9 = (.Tl + iyl)(xQ + Zyg) (115)
= (2122 — Y1y2) +i(21Y2 + T201),
e pela defini¢ao 1.2.3 a equagao (1.15) fica
z21zs = (2172 — Y1ye) — i(T1y2 + T2tn)
= w1(22 — i) — Y1(y2 + ix2) (1.16)
= x1(22 — 1y2) — i1 (T2 — iyo)
= (z1 — ) (22 — iy2).
Portanto da expressao (1.16), concluimos que
2129 = 21 Z2.
]

Definigao 1.2.4. Dados z,y € R, o niimero real nao negativo \/x* + y? é chamado valor

absoluto, ou mddulo, do nimero complexo z = x + yi |z|, ou seja,

|z| = |z + yi| = /22 + y2. (1.17)
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Im(z)

z=x+1y

Figura 1.8: Moédulo do complexo z.

Geometricamente, conforme a figura 1.8, o valor absoluto de z é o comprimento
do vetor z; é a distancia entre o ponto z e a origem 0. Como consequéncia da defini¢ao
1.2.4, o numero real |zo — 21| representa a distancia entre complexos z; e 2o, pois da

expressao (1.17), temos

|21 = 2o = (21 — 22) +i(yn = 9o)| = V(&1 — 22)2 + (31 — 12)?. (1.18)

Proposicao 1.2.2. Dados compleros z = x 4+ 1y, 21 = x1 + 1y; € 23 = T + 1Y, entao
(i) 2z = |z|*.
(ii) |2122] = |21z
(111) R(z) < |z| e Im(z) < |z|.
() |21 + 22| < |21| + |22| (desigualdade triangular).

Demonstracao. Pela definicao 1.2.2,
2Z = (z +iy)(x —iy) = 2° + 9%,

portanto da definigdo 1.2.4, concluimos a prova de (i). Usando (i) e a proposicao 1.2.1,

temos que

|2’122|2 = (2122)(2122) = 21222_1 Z_2 (]_]_9)
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Como o conjunto C é comutativo com respeito a multiplicagao, a equagao (1.19) fica
2 S — 20, 12
|2122]" = 21712072 = |21 ]| 227,

ou seja,

|z120] = |21]]22].

Para a prova de (iii), observermos que todo = € R temos que x < |z|, e como
<2’ +y? V oz, yER,
entao, para todo z = x + iy complexo, segue da definicao 1.2.4 que a parte real R é
R(z) < [R(2)] < 2],

de modo totalmente andlogo prova—se Im(z) < |z|. Usando, (i) desta proposi¢ao, o item

(iv) da proposigao 1.2.1 e a propriedade distributiva temos

|21 + 2> = (21 + 29)(21 + 22)
= (21 + 2) (7 + 72) (1.20)

= 2171 + (2172 + Z122) + 2272,

por outro lado, lembremos que Z = z, e usando a proposigao 1.2.1 (i), temos

21Z3 + 2120 = 2122 + 2122 = 2R (21 %3). (1.21)

Substituindo a equagao (1.21) na equacdo (1.20) e usando o item (iii) desta proposigao

temos
21+ 22| = |z’ +2R(21%) + |22]?
<z 20z |z + 2
= (2] + Jzl)?,
ou seja,

|21 + 20| < |z1| + |21)-
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Agora justificamos a expressao 2!, dada na propriedade (vi) (existéncia do ele-

mento inverso). Para z € C com z # 0, usando a proposi¢ao 1.2.2, temos

|

== (1.22)

E —
2z |z)?
se z = x + iy, entdao substituindo esta expressao na equagao (1.22), obtemos

-__r ¥
x2+y2 x2+y2'

Conforme destacamos anteriormente, um nimeros complexo pode ser visto como
um vetor tendo inicio na origem do plano, conforme a figura 1.6, entao todo niimero com-

plexo nao nulo tem direcao médulo e sentido. Como consequéncia definimos o seguinte:

Defini¢ao 1.2.5. Dado um nimero complexo z = x + iy, tal que |z| = r, e 8 o dngulo
formado com o eixo real positivo (conforme a figura 1.9), definimos a representagdo polar

ou forma polar do complexo z por
z =r(cosf +isend), r >0, (1.23)

ou seja,

x=rcosf, y=rsend. (1.24)

Na definicao 1.2.5, o angulo 6 é chamado argumento de z e denotado por arg z.
Quando z # 0, os valores de 6 sao determinados segundo a expressao (1.24), para z # 0
é equivalente a

y
tanf = = 1.25
anf ==, (1.25)

e quando x = 0 basta usar basicamente a expressao (1.24). Entretanto, o # em questao
nao é unico, pois, nas equagoes (1.24), senfl e cos 6 sao fungoes periédicas de 6 com periodo
27 radianos, isto é, se f é um argumento para o complexo z, segue que 0+ 2kw, com k € 7Z,

também ¢é um argumento para o complexo z.
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Im(z)

z=x+1y

Figura 1.9: Representacao polar

Quando z esta representado na forma polar (1.23), entao a forma polar do seu

conjugado é

Z = rlcos(—0) + isen(—0)]. (1.26)
Assim, um dos valores de argZz é — arg z.

Exemplo 1.2.2. Dados os complexos z1 = 1y, comy > 0 e zo = 1 —i. Da expressao

(1.24), temos que

. m
T1:|Zy|:y € 61257

logo, a forma polar de z, é

=9y (cos— —
2=y 5 tiseng |,

e para 2z temos

7”2:|1—Z|:\/§ € 82:—
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logo, a forma polar de zy €

7 7
2y = V2 (COS f + isenf) )

Dados dois complexos nao nulos 2z; e 25, iremos agora dar um destaque melhor

na represetancao geométrica do complexo z;z,. Para isto, escremos a forma polar de z; e

Z, isto é
z1 = ri(cosb + isenb) (1.27)
2o = ro(cosby + isenby).
Pela equacao (1.27) temos,
2129 = ri(cosB; + isenbi)ry(cos Oy + isends)
(1.28)

= 77T ((COS 01 cos Oy — senby senby) + i(senby cos Oy + senby cos 91)) )

Lembremos das expressoes seno e cosseno para soma de arcos que pode ser encontrada

em Muniz Neto (2013) que

sen(a+1b) = sen(a) cos (b) + sen(b) cos (a) (1.29)

cos(a+b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b).

Substituindo as equagoes (1.29) na equagao (1.28), obtemos
2129 = T1T9 (005(91 + 6y) +isen(6y + 92)> ,

ou seja, no sentido geométrico, para adquirir o nimero complexo produto, conforme a

figura 1.10, basta multiplicar os médulos dos complexos dados e somar os seus argumentos.
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Im(z)

z2 21
6
01+ 62 61
R(2)
Z1%29
Figura 1.10: Produto entre dois complexos
Proposicao 1.2.3. (Férmula de De Moivre)
Para todon € N
(cos @ + isend)™ = cosnb + isen nb. (1.30)

Demonstragdo. Para prova deste resultado usaremos inducao® sobre n.
No caso n = 1 a expressao (1.30) é trivialmente satisfesita. Suponhamos entao,

que expressao (1.30) seja verdadeira para um certo n, enao
(cos @ +isend)" ™ = (cos O + isen 6)"(cos O + isen 0),
usando a hipdtese de indugao e as expressoes (1.29), obtemos

(cos® +isen 0)"™ = (cosnf + isen nb)(cosf + isen 0)
= (cosnfcosf — sen nfsen 0) + i(sen nb cosd + sen 6 cosnb)

= cos[(n+1)0] +isen [(n+1)0].

Portanto, para todo n € N, segue o resultado desejado. O]

No que segue, iremos mostrar como fazer para calcular raiz n-ésima para um

®Para o leitor familiarizar melhor sobre o assunto, ver Domingues e Tezzi (2003).
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nimero complexo.

Definigao 1.2.6. Diz-se que um niumero w € raiz n-ésima (onde n € N) de um dado

numero complexo z se w" = z.

Iremos entao encontrar uma expressao algébrica, para a definicao 1.2.6. Para

isto, sejam z, w € C nao nulos, satisfazendo a equagao

w" = z. (1.31)
Pela definicao 1.2.5, temos
z = r(cosf +isen 0) (1.32)
w = p(cosa+isen a)

Substituindo as expressoes (1.32) na equagao (1.31) e aplicando a férmula de De Moivre,
obtemos:

p"(cosna + isen na) = r(cosd + isen ),

dai, obtemos

ptcosna=rcosf e p'sen na = rsend.

Da relacio fundamental da trigonometria®
sena + cos’a = 1,
temos,

(p" cosna)? + (p"sen na)® = p

(rcosf)® + (rsen 0)> = 1%
dai, concluimos que p" = r, e como consequéncia

cosna=cosf e sen noa=send.

bveja por exemplo em Muniz Neto (2013)
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Logo,
pt=r, na=0+2km,

onde k£ é um numero inteiro. Portanto as raizes n-ésimas de z, sao dadas pela férmula

( 0+ 2km 9+2k7r)
w = /r | cos ———— +isen —— |,
n n

onde k € Z. Como as funcoes seno e cosseno sao periodicas de periodo 27, segue que as

razies n-ésimas de z, sao

0 + 2k 0 + 2k
wy = T (cos g+ + isen u) : (1.33)
n n
comk=0,1,2,....,n— 1.
Exemplo 1.2.3. Dado o complexo z = —1i, iremos entrar as raizes cubicas de z e fazer
uma interpretacao geométrica.
Primeiramente, denotando 0 = arg z temos
2l = V(0P + (1) = 1
0
cos) = - = 0
4
0 = — = —1
sen 1 ,
seque dai que
3
r=1 e 9:% (1.34)

Substituindo as expressoes (1.34) na equagao (1.33) temos

42k o+ 2km
WE = COS T +15en T ,

comk=0,1,2.
e Para k =0, temos

T+2kr _F 3w
3 3.6

e Para k =1, temos

3T 3 T
5+ 2k 5 + 27 3 T
3 3 3
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e Para k =2, temos

3 3 117
3 3 3 6
3rn 7w 11 2
Notemos que g, %, Tﬂ ¢ uma PA de razao g Por outro lado, as raizes cubicas de
z = —1i 8a40:
= cos T + isen T = 1
o 2 2
. T V3 1,
w, = COSF—FZSQW,F = —7—51
Ur . lx V3 1.
Wy = COS—— +18¢n — = —— — —1.
6 6 2 2
Geometricamente, as trés raizes cubicas de z = —1 estdo sobre uma circunferéncia

. y . " . A . m
de raio |w| =1 e dividem a circunferéncia em trés arcos congruentes de comprimento 3
formando um triangulo equildatero de vértices wy,wy e wq, conforme a figura 1.11. Em

geral, quando n > 3 a figura que representa as raizes enésimas é um poligono regular de

n lados.

Im(z)

wWo

Figura 1.11: Representacao geométrica das raizes cibicas de -i

Para finalizar este capitulo, iremos definir exponencial de um nimeros complexo
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z. Para isto, quando z =t € R, temos a expansao em série de Taylor’ de e dada por

. +00 t2 t3 t4
e:§mzl+t+§+§+a+.... (1.35)

Na equagao (1.35), suponha que possamos substituir ¢ € R por iy € C (imagindrio puro),

dai temos
eiy:1+iy—g—j—ig—j+i—j+...,
ou seja, \ A . ; 5 .
eiy:(1_%+%_éf_0m>+i(y_%+%_%+...,>. (1.36)

Na equacao (1.36), a parte real de e e a parte imaginaria sdo expansoes das séries de
Taylor do cosy e sen y, respectivamente.
Dai, segue que

e = cosy + isen y,
entao, como consequéncia, temos a seguinte:

Definicao 1.2.7. Seja z = x + iy € C, definimos a exponencial do complexo z por
e* = e"(cosy +isen y).

Segue, entao, da definigdo 1.2.7 que a equagdes (1.23) e (1.26) podem de ser
reescritas como

z=re? e Z=re ¥ (1.37)

Dai, podemos reescrever z; e 2o do Exemplo 1.2.2 por
i I
71 =yYe'2 e zp=+V2e"1.
Proposicao 1.2.4. Dados z, 21,23 € C com
z=x+1Yy, 2 =x1+W1 € 2Zo=Ty+ 1Yo,

entao:

"Série de Taylor de uma funcdo é a expansdo da funcio em série. Para maiores detalhes, ver por
exemplo Muniz Neto (2015).
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(Z) efle®2 — A1 T2 ;

(i1) elz =e7;
mn)gzeze“—”;
(iv) (e*)" = e"*, para todo n € N;
(v) 2T = ¢*;

(vi) |e*] = e*.

A prova deste resultado, segue como consequéncia imediata, das propriedades
anteriores em coordenadas polares para fémula do produto, férmula de De Moivre, e das

propriedades das fungoes trigonométricas seno e cosseno. Para maiores detalhes ver Avila

(2011).
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Capitulo 2

Geometria analitica no plano

complexo

Neste capitulo serao abordados conceitos geométricos de reta e conicas dentro do
conjunto dos numeros complexos, que serao utilizados durante a dissertacdao. A maioria
dos resultados que destacaremos neste capitulo sao baseados em Avila (2011), Brown

(2015), Raiz (2018), Delgado e Fresenl (2013), Reis e Silva (1996) e Soares (2001).

2.1 Introducgao: geometria analitica no conjunto dos
nimeros complexos

Inicialmente iremos discutir sobre a geometria analitica em R? com alguns resul-
tados que ja sao conhecidos no conjunto dos niimeros complexos. As equacgoes da reta e
de algumas conicas nio serdo mais apresentades em funcao de z e y de R?, mas em funcéo

de z e z de C.

Y

2.1.1 Equacao da reta

Para comecar, conforme a observacao 2, nao iremos fazer distincao entre os con-

juntos C e R?. Por outro, observamos que quando usamos as operacoes estabelecidas na
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definicdo 1.2.2, dizemos que tais conjuntos sio isomorfos' e denotados por
C >R

Definicao 2.1.1. A reta r C C que passa pelos pontos distintos P e Q) , é o conjunto de
todos os pontos X € C, tais que, os vetores F@ e ﬁz sejam paralelos. Olhemos aqui,

por exemplo, o vetor }ﬁ, como sendo a diferenga dos complexos P e @), ou seja,
-@ = Q - P7

Iremos, primeiramente, determinar uma expressao algébrica para a definicao

2.1.1. Assim, pela defini¢ao 2.1.1, segue que X € r se, e somente se,
det(PQ, PX) = det(X — P,Q — P) = 0.

Se
P =20+ yoi = (z0,%), Q@=a1+mi=(x1,1n) e X =x+yi=(2,y),

segue entao, que X € r se, e somente se,

rT—To Y—Yo
= (y1 — yo)(x — 20) — (x1 — w0)(y — ¥0) =0
T1 —To Y1 — Yo

ou ainda, fazendo y; —yo = a e 1 — x9g = —b, isto é, Q@ — P = (—=b,a), vem que

X = (x,y) € r se, e somente se,
ax + by — (azxg + byy) = 0.

Entao, se denotarmos (axg + byg) = ¢, tem-se que X = (z,y) € r se, e somente se,

ax +by =c (2.1)

Dois corpos (A, +,.) e (B, +,.) sdo ditos isormofos se existe uma aplicacao f : A — B tal que, para
quaisquer que sejam z,y € A;

() flz+y) = flx)+ ) e flzy) = f(2)f(y);

(ii) f for uma bijecao.
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Na defingao 2.1.1 P e @ sao distintos, ou seja, @ — P = (=b,a) # 0, o que
assegura que a e b em 2.1 ndo sdo simultaneamente nulos, isto é, a equagao (2.1) é uma
equagao de 1° grau em x e y, neste caso, chamamos a equacao (2.1) de equagao cartesiana
da reta em R?. Em seguida, iremos colocar a equacdo (2.1) nas varidveis z e Z. Para isto,

dado o complexo z = = + iy, segue da proposicao 1.2.3 que

24z z—7Z
e =
2 Y

T = (2.2)

Substituindo as identidades da equagao (2.2) na equagao (2.1), temos

ou seja,

az + az + bzi — bzi = 2c,

isto é,

(a —bi)z+ (a+ bi)z = 2c.

Dessa forma, a equacao da reta r que passa pelos complexos P e (), nas variaveis z e zZ

com coeficientes em C se escreve como
Wz+Wz=C, (2.3)
onde W =a+bi € Ce C' = 2c. Lembremos, neste caso que:
P—-Q=(-ba)=—-b+ai=Wi.

Exemplo 2.1.1. Dados 0s complexos zy = 2 e z9 = —1+3i, iremos determinar a equagao
da reta que passa por zy e 2.
Queremos encontrar uma equacao na forma (2.3). Para isto, considere W = a+bi

e substitua os compleros z1 e zy na equagdo (2.3), temos

(a—0i)2+ (a+bi)2 =C < 4a = C,
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(a—bi)(—1+3i)+ (a+bi)(—1 —3i) = C <= —2a+6b = C.

Portanto, resolvendo o sequinte sistema, temos

4a = C
—2a+6b=C

=4a=—-2a+6b =b=a.

Dessa forma W = a + ai com a # 0. Tomando a = 1, a equacdo da reta no plano

complexo que passa por zy e zo como mostra a figura 2.1 € dada por

(1—i)z+(1+1i)z=4.

A
N 2t

Figura 2.1: Reta de equacao (1 —i)z + (1 + i)z = 4.

Definicao 2.1.2. Dados os numeros complexos zg = xo + 1y ¢ W = a + ib, definimos

por uma equagao paramétrica da reta que passa por zy e € paralela a direg¢do de w (veja a

figura 2.2),
z=2zy+wt

comt € R.

35



Im(z)

20

Figura 2.2: Reta paralela a direcao de w

Exemplo 2.1.2. Dados os niumeros complexos zyg = 1413 e w = 1+1. Iremos determinar
a equacao da reta que passa por zy e € paralela a direcdo de w. Para isto, basta substituir

20 e w na definicao 2.1.2, que obteremos
z=1+3)+(1+i)t=(1+t)+i(3+1),

comt € R.

1
Exemplo 2.1.3. Dados os nimeros complexos w e —, com w # 0 e |w| # 1. Iremos
w

, . , o 1
determinar a equacao cartesiana da reta mediatriz do segmento de extremos w e —. Para
w
isto, primeiramente, encontraremos a equac¢ao paramétrica de tal reta. O ponto médio do

segmento

wt =~ |w?+1
2 2w

pertence a mediatriz. Por um lado como, pela equagao (1.22)

1 w
oo |w
. I S
entao, o segmento que passa por w e — € paralelo a direcao de w. Por outro lado, se
w

w = a+1b = (a,b), seqgue que iw = —b+ia = (=b,a), seque dai, que w e iw sao
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perpendiculares®. Logo a equacdo paramétrica da mediatriz do segmento de extremos w e
1
— €
w 2,
w
z = H—_+ +twi, com t€R, (2.4)
2w
e dat
2
w|+1 ,
zZ= P 1 twi, com teR. (2.5)
2w

Adicionando as equagoes (2.4) e (2.5) e simplificando o resultado obtemos

Wz +wz — |w* — 1 =0.

2.1.2 Equacao do cirulo

Definicao 2.1.3. Um circulo 11 € definido com o conjunto de todos os pontos que estao a
uma distancia constante r de um complexo fizo zy = xo+yot, chamado de centro do circulo,
sendo r o seu raito. Ser =0, o circulo consiste num unico ponto zy. Se z = x + iy € I1,

pela equagao (1.18), temos

(x —z0)* + (y — yo)* = 1> (2.6)

Na defini¢ao 2.1.3 a equagao (2.6) é conhecida como equagao reduzida do circulo
de centro em (zg,y0) = xo + Yo € raio r. Iremos colocar a equagao (2.6) em fungao de z

e Z. Para isto, observemos que a equagao (2.6) é equivalente a
2 — 2xwo + 0% + y* — 2yyo + yo© = 17,
ou seja,
2+ — 2220 — 2yy0 = 1° — (20”4 o).

Assim, se a = —2x9,b = —2y e ¢ = r* — (2® + 1), a equacdo geral de um circulo II é
definida por
M: 22+’ +ar+by=c (2.7)

*Dois vetores ii(x1,y1) e ¥ = (2, y2) sdo perpendiculares, se, e somente se

(U, 7) = z122 + Y12 = 0.
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com centro em
a b . 5 5
—5,—25 e rato \/c+ To® + Yo°.

Da proposigao 1.2.2 item (i), temos
o+ =27 = 2% (2.8)

Substituindo as equagoes (2.2) e (2.8) na equagao (2.7), obtemos:

zz+a(z+2>+b<2i_n) =c
2 2 7
|Zm(a—bz'>z+<a+b¢)z_c

2 2 -

Assim, a equacao do circulo II em relacao as variaveis z e Z é definida por

ou seja,

I: |2*+Bz+Bz=c (2.9)
bi
onde B = a; Z,CER
B+B B-B
Logo o circulo IT dado na equagao (2.9) tem centro zy = — —g ——5 raio

r=+/c+ |BJ]?.
Exemplo 2.1.4. Dado o circulo 71, cuja equagcao em C € dada por

|2 + (14 2i)z + (1 — 2i)z = 0.

Iremos encontrar o centro, o raio e fazer uma representacao geométrica de . Neste caso,

da equagao (2.9), temos

B=1-2, B=1+2 ¢ c=0,

seque dat, que o centro e raio sao respectivamente:

B+B B-B

=T T =—142i er=+c+|BP=r=v0+ = /5.
Assim, o circulo m tem centro zo = —1+ 2i e raio V5, como pode ser visto na figura 2.3.
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A
Im(z)

Figura 2.3: Circulo de centro —1 + 2i e raio v/5

2.1.3 Equacao da elipse

Definicao 2.1.4. Sejam F e F, dois complezos fizos e seja 2¢ o comprimento do segmento
'\ Fy, isto €,
‘Fl - F2’ = 2c.

Se a for um niumero real maior que ¢, o conjunto dos complexos P tais que
|P— Fi|+ |P— F;| =2a (2.10)

¢ chamado de elipse.

“Uma elipse é um conjunto de pontos P de um plano tais que a soma das distancias
de P a dois pontos fizos Fy e Fy € constante. Cada um dos pontos Fy e Fy € chamado um

foco da elipse.” Murdoch (1978)*

Observacao 3. Nesta observacao, iremos destacar algumas das terminologias de uma

elipse €.

(i) Os complexos Fy e Fy destacados na defini¢ao 2.1.4 sdo os focos da elipse e a reta

r que os contém € chamada reta focal;

3Capftulo 6, pagina 117
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(ii) O centro da elipse € o complezo Oy dado por

R+

Ol 9 ;

(i11) A reta nao focal é a reta v’ perpendicular a reta focal r que passa pelo complexo O1;

(iv) A interse¢ao da reta focal r com a elipse &, consiste em dois complexos que deno-
tamos por Ay e As, o segmento de extremidades A; e Ay € dito eizo focal e seu
comprimento €

|A1 — A2| = 2@,

(v) A intersecao da reta nao focal ' com a elipse &, consiste em dois complezo que
denetomos por By e Bs, 0 segemento de extremidade By e By € dito eizo nao focal
e seu comprimento €

| By — Bsy| = 20,

2

de modo que b* = a® — ¢*, como podemos observar na figura 2.4.

P a ~
4 b N
7 N
’ \
a—le | aful\
I \
® L . T
Ay o) c O, C Cy 1A
\ /
\ b ’
\ 4
4
\\ a a ,
\\ //

-~ -

Figura 2.4: Elipse

Iremos agora determinar uma equacao algébrica para a definicao 2.1.4 em certo
caso particular. Admitiremos um sistema de coordenadas de modo que o eixo $(z) passa
por F} e Fy e o eixo I'm(z) sendo a mediatriz do segmento F}Fy em 0 = 0 + 10, ou seja,

z2—7Z N z2+Z
= 0 e reta nao focal

reta focal R(z) que é equivalente a dizer que =0.

7
Nestas condigdes, se F1Fy = 2¢ entao as coordenadas dos focos sao F; = (—c¢,0) = —c+1i0

e Fy = (¢,0) = c+10. Se P = (z,y) = = + iy for um complexo qualquer pertencente a
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elipse, a equagao (2.10) pode ser escrita na forma

£ Ve 2+ (2 — o) +y? = 2a (2.11)

Reescrevendo a equagao (2.11)

VEF PP =20 TP P

ou seja,

ay/(x — )2 +y2 = a® — cx,

dai, temos que

(a® — )a? + a’y* = a*(a* — ). (2.12)

Como a > ¢, a*> — ¢* é um ntimero positivo, ou seja, existe (em particular) um nimero

real positivo b, tal que b* = a® — ¢%. Com isto, reescrevendo a equacio (2.12), obtemos

b2x2 —|—CL2y2 — CL2b2,

ou seja,
22 g2
f: ¥+b—2:1. (2.13)

Na equacao (2.13), fazendo uma translagao da elipse £ pelo complexo zy = xg + iyo, em
relacao ao sistema de coordenadas dado anteriormente, obtemos a elipse £ que possui a

equacao reduzida

_ 2 _ 2
g U afO) e b2y°) = 1. (2.14)

Nosso objetivo, é encontrar uma expressao para a equacao (2.14) em fungao de z e Z.
Para isto, desenvolvendo a equagao reduzida da elipse & (equagao (2.14)), obtemos sua

equacao geral

22 — 2xx0 + 202 Y? — 2uyy0 + Yo?
2 + =1,
a b2

ou seja,

b a2 + a’y? — 0%z — 2a*yye = a*b® — b*xo? — a’yo’. (2.15)
Na equacdo (2.15), substituindo A = b*,C = a*, D = —2b*x5, E = —2ad’y, e
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F = a®b* — (b*x} + a*y3), obtemos
& A*+Cy’+Dx+Ey=F. (2.16)
Reescrevendo a equagao (2.16) nas varidveis z e Z temos:
2 +7\? z—Z\’ 24z 2%
A C D E =F
(5) +e () o (57) - (5) -7
com alguns ajustes algébricos, obtemos

(A;C) (z2+22)+(AJ2rC) zz+(D_2Ei)z+ (D;Ei)5=F-

Assim, denotando,

b? — a? _b2+a2
4 2

JF = a?h? — (VPao? + a®y?) e B = —bry — a’yi, (2.17)
temos que a equacao da elipse £ em C é dada por
¢ G472+ H|zP+Bz+Bz=F

Exemplo 2.1.5. Dados os complexos zy = —1 + bi, uy = 3+ 2i € ug = —5 + 21, iremos
encontrar a equacdo da elipse & que passa por z, e cuja 0s focos sao uy e us. Para isto,

primeiramente encontraremos os coeficientes a, b e ¢ citados acima. Pela definicao 2.1.4
|ug — us| = 2¢,

mas como uy; — us = 8, concluimos que ¢ = 4, além disso, observemos que o ponto médio

de uy,uy € 00 = —1+ 21 que € o centro da elipse procurada, ou seja, ro = —1 e yo = 2 e,

0s focos uy e uy pertence a reta

2.5.

= 2i que € paralela ao eizo R(z), conforme a figura

Por outro lado, novamente pela definicao 2.1.4

|21 — ui| + |22 — us| = 2a,
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como

z7—u=—44+3q e z1 —uy =—4+ 3,

obtemos:

2a = /(—4)2 + 32+ \/(—4)2 + 32,

ou seja,

a =9,

além do mais, a constante b € dada pela equacdo b* = a* — ¢?, sendo assim, b = 3.
Substituindo as constantes a = 5,b = 3,¢c = 4,19 = —1,yy = 2 na equagao (2.17),
obtemos:

G=-4,H=17,F =116, B = 9 — 50i. (2.18)

Da equagdo (2.18), concluimos que a equacgdo da elipse € solicitada € dada por

—4(2% +72%) + 17]2]* + (9 + 50i)z + (9 — 50i)z = 116.

Im(z)

—1+5i

3+ 2i

Figura 2.5: Elipse

2.1.4 Equacao da hipérbole

Tanto a definicao e muitas propriedades da hipérbole sao parecidas com as da

elipse, assim faremos apenas um resumo na explicagao da hipérbole.
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Definicao 2.1.5. Sejam dois complexos Fy, Fy e denote a distancia entre eles por 2c,
1sto €,

|F1 — FQ’ = 2c.

Seja a um numero real positivo, tal que a < ¢, o conjunto dos complexos P para os quais

¢ chamado de hipérbole.

Observacao 4. Nesta observacgao, iremos destacar algumas das terminologias de uma

hipérbole H, que pode ser observada na figura 2.6.

(i) Os complexos Fy e Fy destacados na definicao 2.1.5 sao os focos da hipérbole e a

reta r que os contém € a reta focal;

(ii) O centro da hipérbole é o complexo Oy dado por

B+

Ol 9 ’

(111) A reta nao focal é a reta v’ perpendicular a reta focal r que passa pelo complexo O1;

(iv) A intersecdo da reta focal r com a Hipérbole H, consiste em dois complexos que
denetomos por A1 e Ay. O segmento de extremidade Ay e Ay € dito eizo focal e seu
comprimento €

|A1 — A2| = 2@,

(v) A interse¢io da reta ndo focal ' com a Hipérbole H, consiste em dois complexos
que denotamos por By e By. O segemento de extremidade By e By € dito eixo ndo
focal e seu comprimento €

| By — Bsy| = 20,

onde b* = ¢ — a?;

(vi) O retangulo de base da hipérbole H € o retangulo cujos lados tém Ay, As, By e By
como pontos médios. As retas que contém as diagonais do retangulo de base sdo as
assintotas. Seque que as assintotas sao retas que passam pelo centro e tem inclinacdo

+— em relagdo a reta focal.
a
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Assintotas

Retangulo ~
de base

Figura 2.6: Hipérbole

Como fizemos no caso da elipse, iremos determinar uma equacao algébrica para
a definicao 2.1.5 em certo caso particular. Tomemos a origem do sistema de coordenadas
usual como centro da hipérbole H, o eixo R(z) passando por Fy e F; e o eixo Im(z) sendo
a mediatriz do segmento FiFy em 0 = 0 4+ i0. Se F1F; = 2c entao as coordenadas dos
focos sao F; = (—¢,0) = —c+1i0 e Fy = (¢,0) = ¢+ 0. Se P = (z,y) = = + iy for
um complexo arbitrario, de acordo com a equacgao (2.19), P pertence a hipérbole H se, e

somente se,

V(T +e)? +y2 = /(=) + 32 = £2a.

Procedendo de modo andlogo ao da elipse, e denotando b* = ¢* — a?, concluimos
que

Y (2.20)

é a equacao canonica da hipérbole H.
Na equagao (2.20), fazendo uma transla¢ao da hipérbole H pelo complexo zy =
o + 1Yo, em relacao ao sistema de coordenadas dado anteriormente, obtemos a hipérbole

H' que possui a equacao reduzida
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/ (:1; - $0)2 (?J - y0)2
H : " — 2 =1 (2.21)

A partir equagao (2.21), podemos obter a equagao geral da hipérbole H' como

22— 2xor + 20> Y — Yoy + Yo

a? b2 =1

Logo, procedendo de maneira analoga ao método utilizado para determinar a equacao da

elipse, concluimos que a equacao geral da hipérbole H' é dada por
H: Ar®+Cy*+Dx+FEy=F (2.22)

de modo que A = b*,C = —a?, D = —2b%xg, E = 2a*yy e F = a’b* — 2b%xy° + 2a*y,°.

Colocando nas variaveis z e Z na equagao (2.22), obtemos:
H: GZ+7Z)+H|z°+Bz+ Bz=F, (2.23)
em que

2 b2 b2 42
a4 1_ JH = “ JF = a?h? — b2xg? + dPyy? e B = —b%zy + a’yoi. (2.24)

G:

Observemos que a equagao (2.23) é obtida no caso em que o eixo focal é paralelo ao eixo
R(z), e podemos mostrar de modo anélogo, quando o eixo focal é paralelo ao eixo I'm(z),

que a equacao é dada por
H': —-G(z*+7)+H|zI°+ B2+ Bz=F, (2.25)

de modo que

a® + b? H:b2—a2

G —
4 7 2

JF = a?b? + d’xo? — bPy® e B = a’xy — bPyoi. (2.26)

Exemplo 2.1.6. Dados os complexos wy = 2 —1 e wy = 2 + bi, iremos encontrar a
equacao da hipérbole H cujos focos sao wy e wo e cujo eixo focal seja igual a 4, como

mostra a figura 2.7. Para isto, pela observacao 4 (ii), temos que o centro da hipérbole H
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[N

(2 —1i) + (2 + 50)
2

zZ0 — 22—|—2’l,

e na mesma observacao (iv)

20 =4 <= a =2,

e pela definicao 2.1.5, como w, — wy = —61, seque que ¢ = 3, dai temos também que
=9 —4<=b=5

Logo temos as sequintes informacoes: a = 2,b = \/g,c =3,x9 = 2 eyy = 2, das

expressoes na equacgdo (2.26), temos
9 1
— 2 H=> F=16, B=8-10i
G 1 5 6, 8 0z,
substituindo na equagao (2.25), obtemos
9 o oy L 2 . N
_Z(Z +7z°) + §|z| + (84 10i)z + (8 — 104)z = 16.

Com as informacoes dadas, podemos também encontrar as retas assintotas. Como as

mesmas tem inclinacao
2

%7

seque que as assintotas sao, respectivamente, paralelas a dire¢ao dos complexos V542 e

+
passam pelos complexo 2 + 2i, seque entdao que as mesma tem equagoes paramétricas, de
acordo com a definicao 2.1.2,

2 =242+ (V5 +2i)

2 =242+ (V5 —2i)t

comt € R.
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Figura 2.7: Hipérbole do exemplo 2.1.6.

2.2 Transformacoes elementares no conjunto dos
nimeros complexos

Definicao 2.2.1. Uma transformacao complexa é uma funcdao
T:D(T)cC—C,

o qual D(T') denota o dominio de T'. Quando o dominio da func¢ao T nao estd especificado

admitimos que € o maior subconjunto de C no qual T estd bem definido.

Para z = x 4+ yi € D(T'), podemos definir
T(x +yi) = u(z + yi) + w(z + yi) = u(z,y) + w(z, y).

A fungao u é chamada de parte real de T, e a fungao v é dita parte imaginaria de 7.
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Exemplo 2.2.1. Dada a transformacao
T:C—C,
dada por T(z) = 2%, entdo se z = x + 1y , seque que
T(2) = (z +1iy)* = (2* = y*) + 2izy,
ou seja

u(z,y) =" -y e v(z,y) =2y

A seguir estudaremos algumas transformagoes complexas (translagao, rotagao,
homotetia: contragao e dilatagao e inversao) as quais sdo exemplos de transformagoes de

Mobius que veremos no préximo capitulo.

2.2.1 Translacao

Definicao 2.2.2. Uma translacao é uma transformacao T : C — C definida por
T(z)=z2+aq,

no qual o € um numero complezxo fizo.

De acordo com a interpretacao geométrica da adicao, tem-se que, o complexo
T'(z) resulta do deslocamento do complexo z segundo o médulo, a diregao e o sentido do
vetor a.

A translacao de uma figura no campo dos complexos se da na adicao algébrica
de um ntmero complexo, nao nulo, a cada nimero complexo da figura associada. Logo,
existem trés situacoes que representam uma translagao:

e Quando a = g, é um numero real. A figura se desloca de forma horizontal

(conforme a figura 2.8).
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3 {Im(2)
A A
2
D' D
1
C' C
Re(z)
-2 -1 0 1 2

Figura 2.8: Exemplo de translacao.

e Quando, a = yp? é um imaginario puro. A figura se desloca de forma vertical

(conforme a figura 2.9).

6 1Im(z)
A
5
D'
4
c'
3
A
2
D
1
C
E Re(z)
-1 0 1 2 3 4
-1

Figura 2.9: Exemplo de translacao.

e Quando o = z¢ + Yot com xg # 0 e yp # 0. A figura se desloca conforme os
valores de xy na horizontal e gy, na vertical de acordo com a dire¢ao, sentido e mdédulo
do vetor. O sentido do deslocamento depende o sinal coeficiente do vetor correspondente

(conforme a figura 2.10).

51 Im(2)

E Re(z)

Figura 2.10: Exemplo de translacao.

Em geral, uma translacao s6 desloca a figura de posicao em relagao ao plano

complexo, sem deformagao da mesma, podemos dizer também que transforma uma figura
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em outra figura congruente (no sentido da geometria). Mas iremos destacar aqui dois

casos especiais.

Proposicao 2.2.1. Seja T : C — C, uma translacao, isto é

T(z)=z+a, V zeC.

Entao
(i) T transforma reta em reta;

(i) T transforma circulo em circulo.

Demonstragao. Seja r uma reta qualquer, entao pela equacao (2.3), r pode ser expressada

por

r: Bz+pz=C,

(2.27)

onde 8 = a + bi é um complexo fixado perpendicular a direcao de r, e C' € R uma

constante. Note que:

T(r)={w="T(2): Bz+ Bz =C}.

Seja w € T'(r), entdo, existe um z € r tal que,
w=T(z =z+a<=z2z=w—a.
Substituindo, a equagao (2.28) na equacgao (2.27), obtemos

B(w —a) + f(w—a) =C,

usando a proposi¢ao 1.2.1 (iv) e fazendo manipulagoes algébricas, obtemos:

Bw + fw = C + fa + fa,
novamente, da proposigao 1.2.1 (i) temos que

Ba + fa = 2R(6a),
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ou seja,

C + Ba+ pa=C"eR,

dai, se w € T(r), w satisfaz a equagao
Bw + fw = C". (2.29)

Note que, a equacdo (2.29) é a equacdo de uma reta. Logo T transforma reta em reta.
Agora para a prova de (ii), considere o circulo m;. Conforme a equagao (2.9), o

circulo m; pode ser escrito na forma

|z> + Bz + Bz = c, (2.30)

a+1b

no qual B = e ¢ uma constante real. Note que
T(m)={w=T(): |z +Bz+Bz=c¢c,}
entdao, como vimos na equacao (2.28), se w € T'(m;), entdo existe z € II,
z=w—q,
substituindo isto na equagao (2.30), temos,
lw — af* + B(w — a) + B(w — a) = c,
usando as proposigoes 1.2.1 (iv), e 1.2.2 (i), obtemos:

(w —a)(w —a) + B(w — a) + B(w —a) = c. (2.31)

Fazendo uso novamente das proposicoes citadas e fazendo algumas manipulagoes algébricas,

a equagao (2.31), é equivalente a
lw|* + (B —a)w + (B — a)w = ¢ — |a* + 2R(Ba), (2.32)

ou seja, se w € T'(m) entdo w satisfaz a equagao (2.32) que é a equagao de um circulo.
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Portanto T leva circulo em circulo. O]

Exemplo 2.2.2. Dados, a reta r do exemplo 2.1.1, o circulor m; do exemplo 2.1.4 e a

tranlagao T'(z) = z + 2 4+ i. Iremos encontrar

Para isto, pela proposicao 2.2.1, T(r) é uma reta e T(m) € um circulo. Primeiramente,
iremos encontrar T(r), do exemplo 2.1.1 temos que zy = 2 e zo = —1 + 3i pertencem ar,

entao, temos
T(z) = 24 (2+41) = 44i = wy
T(z) = (—143)+(2+4i) = 14+4i = wy,

de modo que wy,wy € T(r), e seja T(r) dada pela expressao
Bw + fw = C". (2.33)
Substituindo wy, e we na equacao (2.33), e denotando B = a + ib temos

(@ — ib)(4+14) + (a +ib)(4 — I)C" <= 8a +2b = C’ (2.34)

(a — ib)(1 + 4d) + (a + ib)(1 — 4i)C" <= 2a+ 8b = C". (2.35)

Subtraindo a equacao (2.35) da equacdio (2.34), concluimos que a = b. Neste caso se
tomarmos a = b = 1, e substituirmos na equagdao (2.34), por exemplo, encontramos

C" =10, dai, a equagao T(r) € dada por
(1 —i)w + (1 +4)w = 10.

Lembremos do exemplo 2.1.1 que B =141 é 0o mesmo encontrado para T(r), ou
seja, as duas retas sao perpendiculares a mesma direcao, logo sao paralelas.

Agora para o circulo 7y, lembremos do exemplo 2.1.4, tem equag¢do

|2 + (1 +2i)z + (1 — 2i)z = 0,
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dat, temos as sequintes informacoes:

c =0
B =1-2
a =241,
\
entao,
.
B—a =-1—-—3%
Ba =44
[ 5
\

(2.36)

Substituindo as expressoes (2.36) na equagao (2.32), concluimos que a equagdo do circulo

T(m) € dada por:
jw|* + (=14 3i)w + (=1 — 3i)w = 5.

Neste caso, da equagio (2.9), temos que o centro de T(my) é

wo:_(B—a)—;—(B—a)_(B—oz);(B—oz):1_’_32,7

e o raio €

r=+/c—|a]?+2R(Ba) + |B — of? = V/5.

Note que, do exemplo 2.1.4 que m tem centro zy = —1 + 2i e raio V5

T(z0) = (—142i)+ (2+1) =14 3i = wy,

ou seja, T além de levar circulo em circulo, leva centro de circulo em centro de circulo e

Preserva o raio.

Exemplo 2.2.3. Sejam zy = 2+4i, 2o = 4+6i e z3 = 6441, trés numeros complexos, que

formam os vértices de um triangulo e b = 44 3i. Consideremos a translagao T'(z) = z+Db.

Pela proposicao 2.2.1, podemos afirmar que T leva segmento em segmento. Entao, como

w, = T(21> =6+ 72',?1)2 = T(ZQ) =8+ 92, w3 = T(Zg) =10+ 72,

T transforma o triangulo de vértices zy, zo € z3 no triangulo de vértices wy, we € ws.
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Cada vértice do triangulo sofreu um deslocamento igual a 5 que corresponde a |b).

Translag&o
N

- - Z'.=Z,.+

. Zy=Zy*b
Ry . P Z'5=Z,*b

e i ‘e - Z'5=25*b

(0] Re(z) o

Figura 2.11: Exemplo de translacao.

2.2.2 Rotacao

Definicao 2.2.3. Uma rotagdao é uma transformacao R : C — C definida por
R(z) =w- z,

de modo que w € um nimero complezo fixo com |w| = 1.

Na defini¢ao 2.2.3, escrevendo w e z em sua representagao polar (definigao 1.2.5),
temos

w=-cosf+isinf e z=p(cos¢+ising),
pela proposicao 1.2.4, podemos escrever uma rotagao
R(z) = pe'®®) = p(cos (6 + ) + isin (6 + 0)),
e como || =1,
[B(2)] = p = |z,

em resumo, uma rota¢ao gira um complexo z, em relacao a origem O = 0 + 07, em um

angulo fixo correspondente ao argw e mantém o comprimento de z.

Observacgao 5. Segue dai algumas propriedades importantes:
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(a) Numa rotagdo, a figura transformada é geometricamente igual & original.

(b) Os angulos formados pelos segmentos de reta que unem o ponto original ao ponto
de rotacao, e o ponto transformado ao ponto de rotacdo, sao iguais, independendo
do angulo da rotagao realizada. Basta observar que o triangulo formado por z, R(2)

e O =0+ 0i € isosceles tendo como base o segmento de estremos z e R(z), pois,

2| = |R(2)];

(¢) Um ponto de figura que perten¢a ao centro de rotagdo, ou seja, que seja o mesmo

ponto que o ponto de rotacdo, € transformado em si proprio.

(d) Do item (a) desta observagdo, concluimos, que R transforma reta em reta e circulo

em circulo.

Em termos geométricos, uma reta r divide o plano complexo em dois semi-planos,
que muita das vezes para distinguir chamamos de semi-planos, superior e inferior em

relacao a reta r e possui as seguintes inequacoes
ax+by+c>0 e ar+by+c<0, (2.37)

esta nomenclatura nao tem um padrao, através de uma visao geométrica, chamamos uma
das desigualdades de semi-plano superior, antomaticamente a outra é identificada como
semi-plano inferior em relagao a reta r. Colocando as expressoes (2.37) em fungao z e Z,

usando como suporte o desenvolvimento de equacao de uma reta, obtemos
Bz4+pZ—C>0 e fz+Pz+C <0, (2.38)

de modo que S =a+bi e C = 2c.

Exemplo 2.2.4. Sejam dados o semi-plano 11 : =2z + 6y — 4 > 0 e uma rotagao R(2)
com dngulo de rotagao 8 = 60°. Iremos encontrar R(I1), que também é um semi—plano.
Para isto, primeiramente iremos escrever a equacao do semi—plano Il em funcao z e Z.

Das expressoes (2.37), temos que
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seque entao, que

B=-2+6i ¢ C=-8,

entdo substituindo (2.39) em (2.38), obtemos
(=2 —6i)z + (-2 +6i)z—8 >0,

pondo, w = R(z), temos:

entao a equagdo (2.40) fica
(=2 — 6i)e 5"w 4 (=2 + 6i)es'w — 8 > 0,

como

temos que

(=2 —6i)e 5" = (=1—+/3)+ (V3 —3)i

(=2 +6i)e3 = (—1—+v3)+(3—V3)i.

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

Portanto, substituindo as expressoes (2.42) na inequagao (2.41), concluimos que o semi-

plano R(I1) é dado pela sequinte

(-1- v+ V=9 u+ (1= v+ 6 - VB Jm—s 20

ou equivalentemente,

(-1 -V3)z+(3-V3)y—-4>0.

Exemplo 2.2.5. Sejam dados um triangulo ABC' de vértices A = 10 + 2i, B = 4 — 2i

e C' =15+ 3i, e uma rotagio R(z) com dangulo de rotagcdo § = 150°. Iremos encontrar
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R(ABC), que também é um triangulo. Para isto, primeiramente observemos que

s d d 3 1
el = cos% —l—z’sin% = —\/7— + 52’,
e por outro lado, para encontrarmos o conjunto R(ABC') basta encontrar R(A), R(B) e

R(C). Entao

(R(A) = (—‘/7§+%¢)-(1o+2¢) = (=5VB—1)+ (=3 +5)i
R(B) = (—?%@)-(4—2@') = (=2V3+ 1)+ (V3+2)i (2.43)
RO = Lty seay - (FRVEZE) LB,

Assim, das expressoes (2.43), os nimeros complexos

= D(-5vV3—1)+ (5 - V3)i,
E = (1-23)+(2+V3)i

_ (—1525—3) N (15 _23\@)@

sao vértices do triangulo DEF rotacionado pelo triangulo ABC, isto é, R(ABC) = DEF,

como ilustra a figura 2.12.

d
E 4
° Triangulo ABC Rotacionado (a=1507) c
@ - b

Figura 2.12: Exemplo de rotacao de triangulo.

2.2.3 Homotetia : dilatacao e contracao

Defini¢ao 2.2.4. Uma homotetia é uma transformagao H : C — C definida por H(z) =

k- z, onde k é um niumero real com |k| # 1.
Dada um homotetia, se
y = p6197
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observemos o seguinte:

isto significa que, em relagao ao complexo z, H(z) tem as seguinte propriedades
(a) se k>0, z e H(z) tem a mesma diregao e sentido;
(b) se k <0, z e H(z) tem a mesma dire¢ao e sentidos opostos;
(¢) O comprimento do complexo H(z) é multiplo do comprimento do complexo z.

Observacao 6. Homotetias sao transformacgoes que, a partir de um ponto firo “O7e
de uma razao “k”produzem figuras ou imagens semelhantes, mas com medidas distintas
sequindo a razio (ver figura 2.13. A propriedade das homotetias é usada para dilatar
(k| > 1) ou contrair (0 < |k| < 1) o tamanho da imagem ou figura diversa, as figuras

que se correspondem por uma homotetia sao chamadas de “figuras homotéticas”.

Figura 2.13: Exemplo de homotetia: dilatacao.

2.2.4 Inversao

A proxima trasnformagao que iremos destacar é um elemento fundamental para

nosso estudo e é conhecida como inversao.

Definigao 2.2.5. A transformacgao I : C\{0} — C dada por
1
I(z) = -
()=
¢ chamada de inversao.
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Im(z)

Figura 2.14: Inversao do complexo z

Observacao 7. Na definicao 2.2.5, podemos notar o sequinte:

(I) Da equagdo (1.22),

1 z
I = - = —

(1) |1(2)] = ﬁ

(III) Se escrevemos z na sua representac¢ao polar, conforme a equagao (1.37)

temos
ret?

Da observacao 7 podemos ressaltar, conforme a figura 2.14, que se I(z) = w,
entao w ¢ um nuimero complexo que tem o mddulo igual ao inverso do médulo de z e
argumento oposto ao argumento de z. Se z pertencer ao circulo de centro na origem e

raio unitario w também pertencera ao mesmo circulo e w = Z.

Teorema 2.2.1. Seja I : C\{0} — C a inversdo. Entao, I1(z) transforma:
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(i) Retas que passam pela origem em retas que passam pela origem;
(i) Retas que ndo passam pela origem em circulos que passam pela origem;
(111) Circulos que passam pela origem em retas que ndao passam pela origem;
(iv) Circulos que nao passam pela origem em circulos que nao passam pela origem.

Demonstra¢ao. Dada uma reta r, conforme a equacao (2.3), r pode ser representada pela

equacao

Bz+ Bz =C. (2.44)

Seja w € I(r), com w # 0, entdo existe z € r, com z # 0 tal que
IZ)=w<—=w=- <= 2= —, (2.45)

entao, substituindo a equacao (2.45) na equagao (2.44), temos que:

i 1a(2) -c 2.6)

w

juntando este resultado com a observacao 7 (I) na equacao (2.46), obtemos

Observemos que

pw | Buw
w*  Jw
ou seja,
Bw + pw = Clwl. (2.47)

Se C' = 0, a equagao (2.44) é uma reta que passa pela origem pois, z = 0 + 0

satisfaz a equacdo, e a equagao (2.47) fica

de modo que B; = B que também é a equacio de uma reta que passa pela origem, isto

prova (i).
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Agora, se C' # 0, a equagao (2.44) é a equagao de uma reta que nao passa pela

origem, e a equagao (2.47) pode ser reescrita como

[w]? + Bow + Fow = 0, (2.48)

QI

de modo que B = —. Neste caso, conforme a equacao (2.9), a equagao (2.48) é de um
circulo que passa pela origem, provando (ii).
Por outro lado, considere um circulo 7, conforme a equagao (2.9), o circulo m

pode ser escrito na forma

12* + Bz + Bz =c. (2.49)

Seja w € I(my), com w # 0, entdo existe z € my, com z # 0. Dai, substituindo a

equagao (2.45) na equagao (2.49), temos:

‘l +Bl+/@<I) =c,
w w w

fazendo alguns ajustes, usando as propriedadas ja conhecidas, obtemos:

2

clw]? + 5w + Byw = 1, (2.50)

de modo que 3 = —f.
Se ¢ = 0, a equacao 2.49 é a equacao de um circulo que passa pela origem, dai
obtemos

B30 + Bsw = 1,

que é a equagao de uma reta que nao passa pela origem, provando (iii).

Agora, se ¢ # 0, a equacao (2.50) por de ser reescrita como
9 — 1
[w|” + s + Byw = o

que é a equagao de um circulo que nao passa na origem, com isto provamos (iv). O

Exemplo 2.2.6. Considere o circulo my de centro na origem e raio 3. Dada a translagao
T(z) = z + 3i, iremos encontrar I(mwy) e I(T'(m)). Para isto, lembremos que a equagdo
de um circulo ¢ dada por

|22+ Bz + Bz =c,
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de modo que o centro e raio sao, respectivamente,

AL

Como zg =04 0i e r = 3, concluimos que
B=0+01: c=9,
dat, a equacao do circulo de centro na origem e raio 3 é dada por:
|2]* = 9. (2.51)

Além disso, pelo teorema 2.2.1, 1(my) € um ciruclo que nao passa pela origem. Se w =

1(z), com w # 0, temos que

1
z=—,
w
entao a equagdo (2.51), se transforma em
2
1
w
ou seja,
= 2

Y

ou seja, 1(my) € o circulo de centro na origem e raio 3’ que € um exemplo particular da

figura 2.14.

Por outro lado, pela proposi¢ao 2.2.1 (ii), T(my) também serd um circulo. Se
w=T(z), ou seja,

z=w — 3t,

neste caso, a equagao (2.51) fica,
lw — 3i|* =9,

mas, como

lw — 3i]* = (w — 3i) (W + 3i) = |w|]* — 3iw + 3iw + 9,
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a equacao do circulo T'(m) fica
lw|* — 3iw + 3iw = 0, (2.52)

ou seja, T(my) € um circulo que passa pelo origem.

Agora, iremos encontrar o conjunto 1(T(m)), como concluimos que T(my) € um
circulo que passa pela origem, novamente pelo teorema 2.2.1, I(T(m)) € uma reta que
ndao passa pela origem. Seja wy € I(T(m)) entdo existe w € T(my), tal que wy = I(w),

(w,w #0), isto €

neste caso, a equagio (2.52) fica

1

wq

> 1 1
—32(—) +3i— =0,
w1 w1

procendendo, de modo andlogo as casos anteriores, obtemos

3wy — 3iw, = —1,

que € a equacao de uma reta que nao passa pela origem.
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Capitulo 3

Transformacao de Mobius e a esfera

de Riemann

Neste capitulo, iremos entender um pouco sobre a projecao estereografica e definir
a esfera de Riemann para usarmos com o objetivo de desenvolver as principais proprie-
dades das transformagoes de Mobius. A maioria dos resultados que destacaremos neste

capitulo, sdo baseados em Avila (2011), Brown (2015), Raiz (2018) e Soares (2001).

3.1 Esfera de Riemann

Nesta secao, iremos destacar um pouco da histéria de Riemann e algumas resul-

tados sobre a esfera de Riemann.

3.1.1 Bernhard Riemann

Georg Friedrich Bernhard Riemann nasceu em 17 de setembro de 1826 e morreu

em 20 de julho de 1866.

Figura 3.1: Georg Friedrich Bernhard Riemann.

Filho de um pastor luterano, mesmo com os problemas financeiros da familia e
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seus problemas de satiide, Riemann teve uma boa educacao passando pelas universidades
de Gottingen sendo orientado por Gauss e na Universidade Humboldt de Berlim. Ob-
teve seu doutorado na Universidade de Gottingen, com a tese no campo da teoria das
funcoes complexas, na qual encontra-se as equagoes diferenciais de Cauchy-Riemann, que
garantem a analise de uma funcao de varidavel complexa, e o conceito de superficies de
Riemann.

Dentre seus trabalhos mais conhecidos estao Geometria de Riemann, Integral de
Riemann, Funcao zeta de Riemann, Hipdotese de Riemann, Superficie de Riemann, Varie-
dade de Riemann e Esfera de Riemann. Seu trabalho “Uber die Hypothesen, welche der
Geometrie zu Grunde liegen” (Nas hipdteses que mantem a fundagdo da Geometria), que
é um classico da Matematica apresentado em 1854, influenciaram na teoria relativistica

de Albert Einstein de gravitacao.

3.1.2 Projecao estereografica e o plano estendido

Definicao 3.1.1. Seja C = (20, yo, 20) um ponto em R, definimos uma esfera euclidiana
de centro C e raio r > 0, como o conjunto de ponto P = (z,y,2) € R® que estio a

distancia constante v de C, isto é, o conjunto dos pontos P = (x,y,z) € R®, tais que
(x—20)+ (y —y0)* + (2 — 20)* = r°.
No que segue, iremos destacar um caso particular da definicao 3.1.1, que é de

fundamental importancia para nosso trabalho.

Definicao 3.1.2. Seja S* uma esfera unitdria no espaco euclidiano R® definida por
S? = {(x1, 19, 73) €ER® | 23 + 25 + 25 = 1}.
Observagao 8. Destacaremos aqui algumas nomeclaturas que fizaremos em nosso traba-

lho.

(a) Os pontos N = (0,0,1),S = (0,0, —1) € S serdo chamados, respectivamente, pélo

norte e polo sul;

(b) O conjunto dos pontos (x,y,z) € S?, serd chamado de hemisfério norte, hemisfério

sul, equador, respectivamente, se z > 0, z < 0 e z = 0. Entao, pontos do equador
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sdo pontos em S* do tipo (x,v,0);

(c) Em R® é comum identificar o conjunto E = {(z,y,0) : x,y € R} como R?, e
em nosso trabalho estamos identificando R* como C, entdo iremos fazer a sequinte
identificagao

(z,y,0) = (z +1y,0) = (2,0),
de modo que z = x + 1y, quando necessdrio.

Para dar seguimento ao nosso trabalho, queremos dar énfase na préxima secao
das transformagoes de Mobius, para isto, iremos dar uma visao geométrica clara do com-
portamento de fungoes que tendem ao infinito quando a variavel se aproxima de um dado
ponto, por exemplo, com uma funcao holomorfa' na vizinhanca de um polo?. Com esse

intuito definimos:

Definig¢ao 3.1.3. O conjunto CU {0}, € chamado plano estendido, ou, complezo esten-

dido e denotamos por

CU {00} =C.

Agora, iremos definir uma aplicacao que leva pontos do plano estendido C., em

pontos da esfera S?. Para isto, considere a aplicacdo
$:C— S*— N,

com ¢(z) = ¢(x +iy) = (21,72, 73) = v, onde o ponto v € S* é descrito pela reta em R?

que liga z € C a N, conforme a figura 3.2.

'Dizemos que uma funcéo f : A € C — C é holomorfa em A se f é derivavel em todos os pontos de
A. Para maoires detalhes sobre o assunto veja, por exemplo Soares (2001)

2Um ponto em C onde uma funcao complexa nao esté definida é chamado de singularidade, um desses
tipos de singularidade é chamada polo. Para maiores detalhes sobre o assunto veja, por exemplo Avila
(2011)
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z=x+yi=(z,y)

Figura 3.2: Projecao estereografica.

Seja r uma reta que passa por z e N, entao r tem uma equagao paramétrica dada
por:

y{t)=N+t(z—N), teR,

ou seja,

V) =tz + N(1—1), teR. (3.1)

Queremos determinar para qual ¢ y intercepta a esfera S? no ponto v # N. Para

isto, substituindo z = = + iy = (z,y,0) na equacao (3.1), obtemos

v(t) = t(x+1iy,0)+ (1 —1)(0,0,1)
= t(z,y,0) + (1 —-1)(0,0,1)
= (tx,ty,0)+(0,0,1 —¢)
= (tz,ty,1 —1).

(3.2)

Portanto, da equacao (3.2), um ponto v € S? — N pertence a reta r se, e somente

se, existe um ty € R, tal que y(tp) = v e
(tox)? + (toy)* + (1 —1)> =1,

ou seja,

222 412 41— 20+ 12 =1 = t2(2® +9?) + 12 — 2t = 0,

como |z|* = 2° 4 ¢, temos que,

to(to(|z|* +1) —2) =0, (3.3)
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logo, as solugoes da equagao (3.3) sao,

2

_ 3.4
|z|2+ 1 (3-4)

t(]:O ou t(_):

Se ty = 0, da equacao (3.2), estamos no polo norte N, mas como estamos interessados em

encontrar pontos de S* que nao seja N, entdo, da equacio (3.4) temos que

Substituindo a equagao (3.5) na equacao (3.2), obtemos

2x 2y |z -1
v =
22+ 17 |22+ 17|22+ 1)’

ou seja,
2R(z) 2Im(z) |z]*—1 )
= Y ) - ) Y E S
Portanto definimos a funcao como
¢:C— S*—{N},
por

2z |z)P-1
() = | o T2 :
2|24+ 17 |22+ 1
Notemos que
e Se |z| =1, temos que x3 = 0, ou seja, v estd no equador;
e Se |z| > 1, temos que x3 > 0, ou seja, v estd no hemisfério norte;

e Se |z| < 1, temos que x3 < 0, ou seja, v estd no hemisfério sul.

Notemos também que a medida que z € C se afasta da origem (0,0,0) a reta r
que passa por z e N tende a uma reta paralela ao plano complexo C, ou seja, se fizermos

|z| = oo, temos que v — N, isto é

z—00=v— N.
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Definicao 3.1.4. Com a informacées dada acima, definimos
@ :Cop — S,

por

¢, sezeC
p(z) =
N, sez=00

Observacao 9. Pela forma que definimos a fungao 3.1.4 seque
(i) ¢ € uma bijecao;

(ii) ¢ € continua no sentido que se z, € uma sequéncia convergindo para z entdo p(zy)

converge para p(z) para todo z em C.

Vamos determinar agora as fungoes inversas de ¢ e . Para isto, iremos fazer
o mesmo desenvolvimento, que fizemos anteriormente, sé6 que no sentido oposto, isto é,
. 2 .
consideramos a reta r que passa por N e v pertencentes a S° e determinando o ponto z
de intersecao com o plano complexo. Tal reta é parametrizada, analogamente a equacao
(3.1), como segue

y(t)=N+tlv—N), teR,

se v = (z1, Tg, x3), obtemos

v(t) = (tzy,tey, 1 —t(xs — 1)) tER,

queremos encontrar um ty € R tal que

V(tO) = <I7 Y, 0)7

isto equivale a dizer que

1 —to(l‘g - 1) = 0,

como o ponto que queremos encontrar é diferente N, isto significa que z3 # 1, entao
to = (1 - J]g)_l.

Portanto, pela identificagdo que ja estamos fazendo z = z + iy = (z,y,0), z é da
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forma:

¢~ (v) = ¢~ (w1, 7o, 3) = ] flxg + 7 fogi =u+vi =z,

para todo v = (21, 29, 73) € S* — N.

Dessa forma, a inversa de ¢, que denotemos por ¢~ é dada por

¢~ w1, 29, 13) = ( 7 L) )

1—.%3’1—5(]3

Essa aplicacao inversa é dita projecao estereografica.

Por outro lado, para v = (1, 72, r3) € S?, temos

pror = (7)) +(572)

A

(1 —23)2 (1 —m3)?

_ xi4a3

()

Como, z7 4 3 + r3 = 1, obtemos:
1—a2
“1,N2 3
|¢ (U)‘ - (1 . $3)2 26

B 1 — T3

Notemos que a medida v se aproxima de N, x3 se aproxima de 1, isto é
v—> N a3 — 1,
e pela equacao (3.6) temos que
v— N = ¢ (v) = oo.
Alongando, como fizemos com ¢!, definimos a inversa de ¢, por ¢ ' : §? = Cy

dada por

o () = ¢ ' (v), se veS*—N

o0, se v=N,

por argumentos analogos, notemos que ¢~ também é continua, neste caso, dizemos que
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S? e Co s@o conjuntos homeomorfos®.

Observacgao 10. Devido a este homeomorfismo, o cunjunto C,, recebe o nome de esfera

de Riemann.

3.2 Transformacoes de Mobius

Neste secao, falaremos um pouco sobre a histéria do matematico August Ferdi-
nand Mobius e definiremos e destacaremos algumas propriedades das transformagoes de

Mobius.

3.2.1 August Ferdinand Mobius

Um breve histérico sobre o matematico August Ferdinand M&bius (1790 - 1868)

(ver figura 3.3).

Figura 3.3: August Ferdinand Mobius.

Filho de Johann Heinrich Mobius professor de danca e de Johanna Katharine
Christiane descendente de Martinho Lutero (fundador do protestantismo). Estudou em
casa até seus treze anos de idade e entrou na faculdade em 1803. Mesmo com sua familia
querendo que ele se formasse em Direito, ele preferiu estudar Matematica, Fisica e Astro-
nomia, se formando em 1809 pela Universidade de Leipzig.

Durante seus estudos em Leipzig, foi orientado pelo professor, astronomo e ma-
tematico, Karl Mollweide, criador da projeccao de Mollweide, e de muitas descobertas no
campo da trigonometria. Em 1813, Mobius mudou-se para Gottingen para aprofundar-se
em seus estudos com Gauss, considerado o maior matematico de seu tempo. Escreveu

sua tese de doutorado, “A ocultacao de estrelas fixas”em 1815. Apds concluir seu pos-

3Dois conjuntos sao ditos homeomorfos quando existe uma funcao continua entre os conjuntos, cuja a
sua inversa também é continua. Para maiores detalhes ver, por exemplo, Lima (2007).
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doutorado em equacoes trigonométricas em 1816, retornou para a Universidade de Leipzig
como professor de Astronomia e Mecanica.

O seu trabalho mais conhecido é provavelmente a faixa de Mobius, que é uma
superficie nao orientada que frequentemente é usada na cultura popular e até mesmo como
logotipo de eventos e instituicoes ligadas a Matematica, como é o caso do IMPA. Consiste

em colar duas pontas de uma fita dando meia volta em uma delas.

Figura 3.4: Faixa de Mobius.

3.2.2 Transformacao de Mobius

Definicao 3.2.1. Uma transformacao de Mobius € uma funcgao racional da forma

_az—i—b
ez +4d

f(2)

de modo que a,b,c e d sio nimeros complexos satisfazendo ad — bc # 0.

Observemos que, a condi¢ao ad — be # 0 assegura que o dominio de f nao é vazio

e que f nao é constante. De fato, para ¢ # 0 temos

az+0b
cz+d
caz + cb
c(cz +d)
caz + ad — ad + cb
c(cz 4+ d)
ac(z —d/c) ad — bc
A(z—dfe)  A(z—dfe)

flz) =

_a ad — be
¢ A(z—dJc)’
agora se ¢ = 0 temos que
a b
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e f é bem definida e nao constante se, e somente se,

a#0 e d#0<= ad—bc#0.

Resumindo, se ¢ = 0 entao f tem a forma

f(z)=az+p (3.7)

com « # 0, ou seja, f é uma funcao polinomial de 1° grau. Logo, f é uma bijecao de C

sobre C com inversa

que também é uma funcao polinomial de grau 1.
Consideremos o caso ¢ # 0, entdo, o dominio de f é C\ {—d/c}. Neste caso
iremos tentar encontrar a imagem de f, para isto, considere w um elemento da imagem

de f, entao existe z € C\ {—d/c}, tal que, f(z) = w, ou seja,

az+b_
cz+d

w, (3.8)
a equagcao (3.8) é equivalente a,
az+b=w(cz+d) <= (—cw+a)z = dw — b,

ou seja,

5= dw—b (3.9)

—cw+a’

entdao a equacao (3.8) tem solucdo se, e somente se, w # a/c, ou seja, a imagem de f é

C\ {a/c}.

Proposicao 3.2.1. Seja

f:C\{=d/c} = C\{a/c},
uma transformagao de Mobius com ¢ # 0, entdo f € inversivel com inversa

dz—b

—cz+a

iz =
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Demonstragao. Seja z1, 22 € C\ {—d/c}, tal que

f(z1) = f(z),

ou seja,
az1+b  azm+b
= < (az; + b)(cza + d) = (azy + b)(czy + d),
cn+d  czm+d (az1 +b)(cz2 + d) = (azg + b)(c21 + d)
isto é,
acz1z9 + adzy + bezg + bd = aczez1 + adzs + bezy + bd,
dai,

(ad — bd)(z1 — 22) =0,

como ad — bd # 0, por hipdtese, logo z; = z3, ou seja, f é injetiva. Agora para sobrejeti-

vidade, seja w € C\ {a/c}, tomando z como na equagao (3.9), obtemos,

—cw—a

—cw + a

dw—b
f(2) = f( dw b ) @arra 0

ou seja,
adw—ab—bcw+ab (ad — be)w
- —cw—+a _ — =
f(z)—w_ ad — be -
—cw—+a

logo f é sobrejetiva e além disso,

[]

Na Prosicao 3.2.1, observemos que a inversa de uma transformacao de Mobius

também é uma tranformacao de Mo6bius, pois,

da — (—=b)(—c) = ad — bc # 0.

Proposicao 3.2.2. A composta de duas transformacoes de Mobius ainda € uma trans-

formacao de Mobius.

Demonstra¢ao. sejam
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duas tranformagoes de Mobius, entao

a2l 4 p

_ 2)) — v2+6
(fog)(z) = [f(9(2)) —Ccﬁig oyl

ou seja,
(fog)(z)_%_(aa+bv)z+(aﬁ+b5) (3.10)
T caztcBtdyz+ds T ) .
cartehidyetdd (ca+dvy)z + (e + do)
além disso,

(acv + b)) (cf + dd) — (ca + dvy)(af + b)) = acal + adad + beyf + bdyd
— acfa — cbad — advy [ — bdé,

ou seja,

(aa + by)(cf + dd) — (ca + dy)(aB +bd) = ad(ad —p) + —be(ad —v3)
= (ad — bc)(ad —vP).

Por hipétese, (ad — bc) # 0 e (ad — vB) # 0 entao,

(ace + by)(cf + do) — (ca + dry)(af + bd) # 0. (3.11)

Portanto, das equagoes (3.10) e (3.11), concluimos que f o g também é uma

transformacao de Mobius. O

No capitulo 2, estudamos algumas transformagoes especiais que sao casos parti-
culares da transformacao de Mobius, sao elas:

e Translagao: z — z+0b, onde b € C.

e Rotacdo: z — az, onde a € C com |a| = 1.

e Homotetia: z — rz, onde r € R, com |r| # 1.

e Inversao: z — 1/z.

As transformacoes acima sao conhecidas como transformacoes de Mdébius elemen-

tares.

Teorema 3.2.1. Se f € uma transformacao de Mobius, entao f é uma composi¢ao de

translagoes, rotacoes, homotetias e da inversao.
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Demonstracao. Seja f uma transformacgao de Mobius, isto é,

az+b
f(z)_cz—i—d com ad — bc # 0.

Se ¢ = 0, temos que f é expressada da forma

Z+

b
f(Z):% 7

Primeiramente, observemos o seguinte, se

Hl(z) = wz,

de modo que w é um complexo nao nulo com |w| = r # 1 e argw = 0, entdo H; é
uma composicao de homotetia e rotagao. De fato, considere a homotetia e rotacao dadas,

respectivamente, por

Hy(z) =71z e Ri(z) =wz,

com |wy| =1 e argw; = 6, entao
(Hyo Ry)(2) = Hi(w12) = rwi 2 = wz = Hy(2),

ou seja, Hy é uma composicao de homotetia e rotacao.

Agora considere a transformagoes

entao (ToH)(Z)ZT(%Z) :ngrg:f(z),

ou seja, f é uma composicao de homotetia, rotagao e translacao.

Se ¢ # 0, lembremos que

az+b_a A onde )\:bc—ad’

=4 7
cz+d ¢ cz+d c
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e sejam

Ti(z)==+%, H(z) =z I(z) = % Ty(2) = c= + d,
entao, da expressao (3.12), temos
(IoT3)(2) =I(cz+d) = L ,
cz+d
prosseguindo, novamente da expressao (3.12), temos
(HoloTy)(z) = H(czird) B )\czi—d - cz)—\l—d’

portanto, novamente da expressao (3.12), obtemos

a

(TloHo[oTQ)(z):Tl( A ) ALY ).

cz+d :cz—i-d c

(3.12)

(3.13)

Logo da equagao (3.13), concluimos que f é uma composi¢ao de translagoes,

homotetias, rotagoes e inversao.

]

3.3 Transformacao de Mobius e a esfera de Riemann

Na sequéncia, iremos dar uma motivacao para definir uma transformacao de

Mébius na esfera de Riemann C,,. No teorema 2.2.1, a inversao I(z) =

1
—, por exemplo,
z

transforma retas que passam pela origem em retas que passam pela origem. Mas, nesse

caso, a inversao nao esta definida na origem, como justificar isto?

No estudo da andlise complexa?, tem-se que

- _ 1
daf entdo, basta apenas definir a inversao I(z) = — na esfera de Riemann, isto é

z

1:C, — Cg,,

“No estudo de anélise complexa existe todo um estudo de limite e derivada e integral. Para maiores

detalhes veja por exemplo Soares (2001).
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dada por,

oo se  z=0
I(z)=X 0 se z=o0

1

- se z#0,00.

z

De modo geral, temos a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.3.1. Uma transformacao de Mobius na esfera de Riemann, € a transformacdo

f:Cox = Cu,
dada por
d
oo se  z=——
“ c
f(z)= - se  z=o00 (3.14)
c
az+b y _c_i
cz+d °° .
desde que ¢ # 0. Sec=0
00 se z =00
=9 4 b (3.15)

—z4+ - se zF# 0.
c

d

Em seguida, iremos destacar alguns resultados, que caracterizam a existéncia e a

unicidade de uma transformacao de Mobius.

Definicao 3.3.2. Um numero complexo zy € C, € chamado ponto fixo de uma trans-

formagao de Mobius f se f(zo) = 2o.
Um resultado, aplicado para uma transformacao de Mobius é o seguinte:

Proposicao 3.3.1. Uma transformacgao de Mobius, com exce¢do da funcgao identidade

(Id(z) = z para todo z € Cy ), possui no mdzimo dois pontos fixos.

Demonstragao. Seja f como na defini¢ao 3.3.1, queremos encontrar todas as solugoes para
equacao

f(z) =z (3.16)

Comecemos, analizando o caso da equacao (3.15). Neste caso, j& temos que

f(20) = oo,
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ou seja, oo é um ponto fixo. Entao consideremos z # oo, entao a equagao (3.16) fica,

az+b_
=

z<= (a—d)z+b=0,

em C, essa equagao pode ser analisadas nos seguintes casos

(a) Se a # d, temos em C a tunica solugao z = —

a—d’
(b) Se a=d e b#0 aequagao nao possui solu¢ao em C;

(c) Sea=deb=0 aequacao possui infinitas solugoes em C, pois, f(z) = Id(z) é a

funcao identidade.

Em resumo, quando f é do tipo da equacao (3.15), e ndo é fungao identidade, possui no

maximo dois pontos fixos.

Agora, consideremos, f no caso da equagao (3.14), neste caso, como

concluimos que co nao é ponto fixo, ou seja, se existir ponto fixo pertence a C \ {—d/c}.

Neste caso, a equagao (3.16) fica,

b
azt =z az+b=c? +dz,
cz+d
ou seja,
c?+(d—a)z+b=0. (3.17)

Segundo o teorema fundamental da algebra®, polinémio de grau 2, descrito na
equacao (3.17), tem precisamente duas raizes, contadas com multiplicidade. Logo, no

caso em que f é do tipo da equagdo (3.14), tem no maximo duas raizes. n

Proposicao 3.3.2. Sejam
f,9:Cy — Cq,

duas transformacoes de Mobius, com trés pontos distintos com imagens iguais, isto €,

®Veja por exemplo em Soares (2001)
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21, 22, 23 € Co, distintos, com

f(z) = g(z1),  [(z2) =g(22), [flz)=9(2),

entao

f(z)=g9(2), V z€eC.

Demonstracdao. Sejam zi, 2o, 23 € Co, distintos, com

f(z) =g9(z1), () =9(z), f(z)=g(z)

Entao para j =1, 2,3 temos

(fhog)(z) = 7 (g(z) = [T (f(2) = .

Pela proposicao 3.2.2, £~ é uma transformacao de Mébius, e da proposicao 3.2.2
segue que (f' o g) é uma transformacio de Mdbius. Além disso, como 21, 29, 23 € Cy

sdo pontos fixos, pela proposicao 3.3.1 (f~! o g) é a identidade, ou seja,

f(Z)Zg(Z), vV 2z €Cs.

O]
Teorema 3.3.1. Dados trés pontos distintos z1, zo, 23 € C, € outros trés pontos distintos
wy, wy, wy € Cy, entao, existe uma unica transformagao de Mobius
f:Cyx — Cq,
tal que
f(zi) = wi,
para i =1,2,3.

Demonstra¢ao. Primeiramente, iremos na unicidade: se existirem duas transformagoes f

e g com tais condigoes, teriamos

f(Zl) = w1 = 9(21)7 f(z2) =wy = 9(22)7 f(Z3) = W3 = 9(2’3)7
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com 21, 29, 23 € C4, distintos, e pela proposicao 3.3.2,

f(z)=9g(z) ¥V zeCq,

garantindo a unicidade da transformacao de Md&bius.
Para a existéncia, basta mostrar que quaisquer trés pontos distintos podem ser
aplicados por uma transformagao de Mébius em 0, 1 e oo. De fato, se dados 21, 25, 23 € Co

distintos, com

f(z1) =0, f(z)=1, f(23) =00, (3.18)

e wy, we, w3 € Cy, distintos, com

g(w1) =0, g(wz) =1, g(ws) = o0, (3.19)
entdo, das expressoes (3.18) e (3.19), obtemos:

(g o f)z) = ¢g7'(0) = w
(g o f)(z) = ¢7'(1) = w
(g7 o f)(zs) = g oo) = ws.

Agora se z1, 29, 23 € C,, distintos, z; # oo para i = 1,2, 3, faca

Z— 21 R9 — 23

f(z) = - (3.20)

2—23 29—21

note que f dada na equagao (3.20) satisfaz a expressao (3.18), neste caso, mostrar a
existéncia. Se um dos z; (i = 1,2, 3), é co. Por exemplo, se z; = 0o, reescrevendo o lado

direito da equagao (3.20), obtemos

z

o1 -2

3.21
z—z3 217 (3:21)

na expressao (3.21) fazendo z; — oo, obtemos

22 — 23

f(z) =

Z — Z3

e novamente garantindo a existéncia da transformacao de Mobius dada em (3.18). De
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maneira analoga prova—se a existéncia de tal funcao para os casos zo = 00 e z3 = 00, €

isto conclui a prova do teorema. O

[remos destacar agora um procedimento para encontrar uma transformacao de
Mobius que leva trés valores distintos da esfera de Riemann em trés valores distintos da
esfera de Riemann. Para isto, lembremos na prova do teorema 3.3.1 que, se 2z, 29, 23 Sa0
trées valores distintos em C,, tais que, uma transformacao de Mobius f leva 2y, 2o, 23 em

0, 1, oo, respectivamente, entao,

(2 — 21 29 — 23

se z;Foo, 1=1,2,3
Z — 2329 — 21
22 — X3
_ se 21 =00
_ Z — Z3
flz) = i (3.22)
S€ 29 = OO

Z — Z3

zZ— 21

_ se 23 =00
\ 22—z

dai queremos encontrar uma transformacao de Mobius h, tal que, leva trés valores distintos

da esfera de Riemann em trés valores distintos, isto é

h(Zl) = Wy, h(ZQ) = W2, h(23) = Ws.

Usando o procedimento citado no teorema 3.3.1, tomemos duas transformacao de

Mobius f, g tais que

entao a transformacao de Mobius h procurada é aquela que satisfaz:

h(z) = (g o f)(z) =w; com i=1,23.

Usando as consideragoes acima, entao queremos resolver a equagao

h(z) =w <= f(z) = g(w). (3.23)

Exemplo 3.3.1. Considere 0,i,00 € C.,, queremos determinar uma transformacao de

Moébius h, que transforma 0,7,00 em —1,0, 1, respectivamente. Para isto iremos, primei-
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ramente determinar tranformacoes de Mobius f e g tais que:

f0)=0 f(i) =

1

(3.24)
9(=1) =0 ¢(0) =1
Usando a equagdo (3.22) na (3.24) obtemos:

e g(w)= _wil (3.25)

w—1"

substituindo as expressoes em (3.25) na equacao (3.23), obtemos

z w+ 1
L 1) = —i(w—1
ou seja,
zZ—1
w = -
zZ+1

Logo, pelo teorema (3.3.1), a inica transformagao de Mébius que satisfaz o problema é

zZ—1
241

h(z) =

Para finalizar, anunciaremos o resultado que estd como consequéncia de toda
teoria estudada até momento. Para isso considere F como o sendo a familia de todos os

circulos e todas as retas em C..

Teorema 3.3.2. A transformacdio de Mobius preseva a familia F, isto €, se C € F,

entao f(C) € F, para qualquer que seja a transformagdao de Mdbius f.

Demonstracao. Inicialmente, observemos que, do teorema 3.2.1, toda transformagao de
Mobius f é uma composicao de translagao, rotagao, homotetia e inversao. Conforme
vimos no capitulo 2, a translacao, rotacao e homotetia preservam o formato das figuras,
isto é, transformam retas em retas e circulos em circulos. Ja a inversao, transforma retas
em retas ou circulos (dependendo se a curva inicial passa pela origem ou néo) e transforma
circulos em retas ou circulos (dependendo se a curva inicial passa pela origem ou nao),

conforme o teorema 2.2.1.
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Entao, usando as notagoes do teorema 3.2.1, temos que

f=ToH) ou f=(TioHoloTy), (3.26)

de modo que T', T7, T5 sao translacoes, H é composta de homotetia e rotacao, e I a inversao.

Iremos entao analisar dois casos separadamente.

(I) A transformacao de Mobius f é do tipo da primeira equagao em (3.26), isto é,

f=(ToH).

Se C' € F entao, como H é a composicao de rotagao e translagao, segue que, H(C)

¢ uma reta se C for reta, e é um circulo se C' for um circulo e dai, como

f(C) = (T H)(C)=T(H(C)),

segue que, f(C') é uma reta se C' for reta e é um circulo se C' for um circulo, pois,

a translacao T' transforma reta em reta e circulo em circulo. Portanto, neste caso,

f(C)eF.

(IT) A transformagao de Mobius f é do tipo da segunda equagao em (3.26), isto é,

f=(T10HoloTy).

Se C' € F, temos que T5(C'), leva reta em reta e circulo em circulo. Agora se T5(C)
for uma reta ou um circulo, entdo I(75(C)) ou é uma reta ou é um circulo. O

restante da composigao é andlogo ao caso (I), ou seja, f(C) € F.

Exemplo 3.3.2. Considere a transformagao de Mobius f dada por

Z+1
z—1

f(z) =

iremos encontrar a imagem dos sequintes conjuntos

A={2€Cy:Im(z) =0}, B={z€Cy:|z| =1}
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Para isto, basta encontrar a imagem de apenas trés valores, e verificar se os valores
encontrados sao colineares ou nao, pois, pela geometria elementar, por trés pontos nao
colineares passa—se um inico circulo, veja por exemplo em Muniz Neto (2013). O teorema
3.8.2 garante que f(A) € uma reta ou um circulo e f(B) € uma reta ou circulo, pois, A
¢ uma reta e B um circulo.

Comecemos pelo conjunto A. Observemos que,

1,0,00 € A,
‘ 14 1414
7 7 1
(1);2 1—21+2
1
0) = = -1
floo) = lim — = 1,

2—00 Z — 14,
entdo, devemos verificar se os valores 1, —1,1, sao colineares ou ndo. Para isto, basta

analisar se o maior dos numeros
i+, i1 [1+1]
¢ igual a soma dos outros dois. Observe que

i+1=v2 Ji—-1=v2 [1+1]=2,
V2 <2 e 2V/2 # 2.

Logo, f(A) € um circulo, além disso, o triangulo cuja o vértices sGo z1 = 1,29 =

J J J )
—1,23 = 1, € retangulo isosceles sendo sua base o segmento de extremos zy e z3, neste
caso, veja novamente em Muniz Neto (2013), o centro do circulos que os contém é o ponto

médio da base, que é 0+ 0i e o raio 1, portanto
f(A)=B.
Agora, 1remos proceder de modo andlogo com o conjunto B. Observe que,

1,i,—i € B,
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1+4 1+il+14
]_ f— p— p—
1) 1—J¢r, 1—il+434
f) = lm—"" = oo
Z_)Z'Z+_Z'2
—1
— = = 0’

entdo, iremos verificar se 0s valores i,00,0, sao colineares ou nao, neste caso, como um

dos valores € 0o, concluimos que f(B) € a reta que passa por 0 e i, ou seja,

f(B) ={z€Cy : R(z) =0}.
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Capitulo 4

Atividades didaticas: transformacoes

geométricas

Neste capitulo iremos apresentar algumas atividades que possam ser trabalha-
das com alunos dos anos finais do Ensino Fundamental e do Ensino Médio sobre as
transformacoes geométricas. Tais atividades serao desenvolvidas a partir do software Ge-
oGebra, versao online no site: https://www.geogebra.org/classic com a versao cléssica, o
qual é gratuito e que é um dos mais comuns e utilizados pelos professores de Matematica.
As atividades abordaram principalmente os conceitos sobre as transformagoes, como: a
translagao, a rotagao, a homotetia (dilatagao e contragao) e a inversao.

As atividades foram desenvolvidas de modo que o software GeoGebra seja uma
ferramenta que ajude na aprendizagem sobre os efeitos da transformagoes geométricas.
Para um melhor desenvolvimento dos alunos é recomendado que cada aluno possua um
computador de acesso ao GeoGebra para que possa participar de forma ativa no desenvol-
vimento da atividade, tendo autonomia e incentivo para alterar livremente os parametros,
desenvolvendo novos exemplos das transformacgoes pré determinadas na atividade, e com
isso entenda com maior facilidade tudo que ocorre nas mesmas.

As transformacoes geométricas trabalhadas no capitulo 2, translagao, rotacao,
homotetias e inversdo que serao aplicadas em algumas figuras geométricas. Assim, cada

ponto da figura sera transformado em outro ponto no plano.
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Figura 4.1: Em Exibir, selecione janela de dlgebra, janela de visualizagao e campo de
entrada.

Apos entrar no programa GeoGebra, clique na aba do menu no canto superior
direito da tela e escolher a opcao Exibir. Em seguida, selecione os itens: Janela de Algebra,
Janela de Visualizagao e Campo de Entrada (ver Figura 4.1). Note que os passos para as
transformacoes seram praticamente iguais, e vamos apresentar separadamente para um

melhor entendimento.

4.1 'Translacao

A translagao geralmente é colocada como a mais simples das transformagoes e nor-
malmente é a primeira a ser trabalhada com os alunos, mas quando falamos de translacao
devemos lembrar do conceito de vetor como uma classe de equipoléncia de segmentos
orientados.

Existem grandezas que sao conhecidas como escalares, que sao caracterizadas
por um nimero e sua unidade de medida correspondente: 5m?® de volume, 30cm de
comprimento, 5kg de massa. Outras, no entanto, necessitam de mais do que isso. Por
exemplo, para caracterizar uma forca ou uma velocidade, precisamos dar a direcao, a
intensidade (mddulo) e o sentido.

Vamos aplicar a transformacao transla¢ao, definida no capitulo 2 como a seguir:

Fixando « € C, considere a transformacao T, : C — C, dada por

To(z) = 2+ .
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Vamos determinar dois nimeros complexos O = 0+ 0i e « = a + bi, onde
a,b € C (escolha livre). Podemos fazer isso digitando diretamente no campo de entrada
os comandos “O = 040¢"e “a = a+bi”. Na implementacgao de «, o programa vai sugerir
a criacao de “controles deslizantes para a,b”. Com isso, pode-se escolher o intervalo de
valores a e b , modificando e gerando novas translagoes. Assim, criamos um vetor que

fara a translagao, digitando na caixa de entrada v = Vetor(O, «) (ver figura 4.2).

DR R PANER Q=
8= A B @
O 5 ) 50 7 RARRE
b=3 :
O -5 [ ] 5@ !
O a=a+bl : :
- -1+ 30 4
@ o-o+o a

3
v = Vetor(0,a) : \ ;

* i

Entrada

Figura 4.2: O vetor transla¢do v, com |v| = |a| e orientado de O para a.

Em seguida vamos inserir a figura geométrica a ser transladada, por exemplo um
quadrildtero convexo de vértices A = (2,1),B = (4,1),C = (5,2) e D = (2,2). Isso
pode ser feito de varias maneiras, um exemplo é selecionar a opcao poligono e selecionar
os vértices desejados. Apds a exibicao da figura geométrica, vamos selecionar a opc¢ao
“translacao por um vetor”, em seguida selecionar a figura e depois o vetor de translacao
e assim obtemos a figura transladada (ver Figura 4.3). Ao ativar a “animacao”para
os parametros a e b, podemos observar de maneira mais facil os efeitos causados por
eles. O parametro a que representa a parte real do nimero complexo «, é responsavel
pela translacao horizontal de T, (z) e o parametro b, representa a parte imaginaria de «,

responsavel pela translacao vertical da transformacao.
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-1 -1

Entrada

Figura 4.3: Translacao por um vetor do quadrilatero convexo ABCD.

4.2 Rotacao

Considere a transformacao Rg : C — C, definida por
Rg(z) = ze”, 2z € C.

que é a rotacao de z pelo angulo 8 entorno do ponto de rotagao O.

A rotacao assim como a translagao é um tipo de isometria, e sempre ¢é trabalhada
junto com a translagao. Nos livros didaticos ela é trazida de forma bem simples, assim
como as demais isometrias. Para uma melhor visualizacao e aprendizado dos alunos vamos
representar a rotacao no software GeoGebra de forma andloga ao da translacao. Seguindo
0 mesmo passo visto na figura 4.1. O proximo passo é determinar uma figura geométrica
a escolha, neste caso vamos determinar um losango de vértices A = (3,4), B = (2,2),C =
(3,0) e D = (4,2), em seguida selecione a opgao “Rotacao em Torno de um Ponto”,
selecione a figura a ser rotacionada e determine um ponto para centro de rotagao, no
exemplo selecionamos a origem F = (1,1), no qual o programa abrird um comando para
que determine o angulo de rotacao desejado, no exemplo foi 5 = 135° (ver Figura 4.4).
Com a mudanca do angulo, do sentido de rotagao (horario ou anti-horario) ou do ponto

centro de rotacao conseguimos alcancar varias outras rotagoes.
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® (! )

— 224

Entrada

Figura 4.4: Rotagao do losango ABC'D em um angulo de 135° em torno do ponto E.

4.3 Homotetia: dilatagao e contracao

A Homotetia é uma transformagao H : C — C definida por H(z) = k- z, onde k
¢ um numero real com |k| # 1, no qual para |k| < 1 temos uma contracio e para |k| > 1
temos uma dilatacao.

Vamos iniciar a atividade com a mesma configuragao inicial vista na Figura 4.1,
em seguida determinamos uma figura geométrica, a qual iremos fazer o triangulo de
vértices A = (1,—1), B = (3,2) e C = (6,—1), apds selecione a opgao “Homotetia” clique
na figura desejada e determine o ponto de centro e o programa abrird uma caixa de didlogo
para determinar a razao da homotetia, a qual no exemplo determinamos o ponto de centro
D = (—5,5) erazao 2 (ver Figura 4.5), os alunos devem selecionar o ponto de centro “D”e

movimenta lo de forma livre para ver como a dilatacao ocorrera para cada movimento de

LLDJ?
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Figura 4.5: Dilatacao do triangulo ABC' em relacao ao ponto de centro D e razao 2.

4.4 Inversao

Seja a transformacao [ : C,, — C,, dada por

se z =00
0

1
-, se z#
z

Seguindo os comandos da figura 4.1, em seguida faremos um triangulo de vértices
A=(-2,5),B=(3,—1)eC = (7,4) e também uma circunferéncia de centro (0, 0) e raio
1, digitando 2® +»* = 1 na caixa de entrada. Apds a figura geométrica e a circunferéncia
que serd usada para a inversao prontas, selecionamos a opcao “inversao” clicamos na figura
e na circunferéncia e obtemos a inversao do triangulo ABC em relagao a circunferéncia R

colorido de rosa (ver Figura 4.6).
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Figura 4.6: Inversao do triangulo ABC em relagao a circunferéncia R.
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Consideracoes finais

Com base no exposto deste trabalho sobre as transformacao de Mdobius e a esfera
de Riemann, no capitulo 4, tentamos de forma simples expor aos alunos de Ensino Médio
sobre uma visao diferente das transformagcoes geométricas como: a translacao, a rotagao,
as homotetias: dilatacao e contragao, e a inversao, de maneira a poder visualizar todos
os aspectos e ter um melhor entendimento a partir do software GeoGebra.

Com isso, esperamos que essa proposta possa motivar alunos e professores que
busquem novas praticas para trabalhar conteidos ligados ao Ensino Fundamental nos anos
finais, Ensino Médio e Ensino Superior. Portanto, devemos sempre buscar atividades e
fazer da tecnologia uma aliada para propor atividades que levem os alunos a compreender
a Matematica de forma simples e espontanea, de modo a terem uma participacao ativa

na sala de aula.
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