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RESUMO

Este estudo tem como objetivo investigar a utilizacdo do software GeoGebra para o
ensino de funcdes. Atualmente ha um grande interesse pela utilizacdo de novas
tecnologias em sala da aula como recurso adicional para o ensino de contetdos
matematicos, pois essas estdo sendo consideradas com um valioso recurso de
fixacdo de ideias e conhecimentos nessa area do conhecimento. O GeoGebra é um
software de Matematica, livre e dinamico, que pode ser utilizado em ambiente de
sala de aula ou online, e retine elementos de Geometria, Algebra e Calculo. O
contetdo de fungdes foi escolhido por ser um tema relevante ao curriculo do ensino
basico e que os alunos demonstram ter grandes dificuldades na resolucdo de
problemas que envolvem gréficos, especificamente quanto a interpretacdo e a
identificacdo de propriedades. Para tanto faremos a apresentacdo do software, seu
histérico, a estrutura do GeoGebra e as possiveis aplicacbes de suas ferramentas
daremos algumas instrucfes de utilizacdo e exemplos. Em seguida, faremos um
breve historico dos principais conceitos apresentados, procurando destacar a
importéancia do tema e as diferentes formas de abordagem. Ao final do estudo,
apresentaremos sugestfes de atividades e sequéncias didaticas que podem ser
usados na preparacdo de aulas sobre o assunto discutido. Nosso intuito € sugerir

gue as aulas referentes ao contetdo citado tenham uma abordagem diferente.

Palavras-chave: GeoGebra, Fung¢des, Novas tecnologias, Ensino.



ABSTRACT

This study aims to investigate the use of software GeoGebra for teaching functions.
Currently there is great interest in the use of new technologies in the class room as
an additional resource for teaching mathematical content, as these are considered a
valuable resource fixation of ideas and knowledge in this area of knowledge.
GeoGebra is a software Mathematics, free and dynamic, which can be used in a
classroom setting or online, and combines elements of Geometry, Algebra and
Calculus. The content of functions was chosen to be a relevant topic to the basic
education curriculum and that students have demonstrated great difficulty in solving
problems involving graphs, specifically regarding the interpretation and identification
of properties. To do so will make the presentation of the software, its history, the
structure of GeoGebra and possible applications of their tools give you some
instructions and examples. Then we will make a brief history of the key concepts
presented, aiming to highlight the importance of the issue and the different ways of
approach. At the end of the study, we present suggestions for activities and teaching
sequences that can be used in the preparation of lessons on the subject discussed.

Our aim is to suggest that the classes for the cited content have a different approach.

Keywords: GeoGebra, Features, New Technology, Education.
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1. INTRODUCAO

Pesquisas tém surgido, no ambito nacional e internacional, na tentativa de
encontrar meios que tragam mais possibilidades de interacdo e compreensao da
matematica por meio de novas tecnologias.

A introdugdo dessas novas tecnologias na escola pode constituir uma
oportunidade para a introducdo concomitante de inova¢des pedagdgicas no ensino
da Matematica e, com isso, encaminhar uma solucéo significativa para os problemas
do ensino na disciplina.

Cotta (2002) afirma que se tem adotado a utilizacdo da informética como
alternativa a metodologia tradicional como um recurso para a melhoria dos
resultados do ensino da Matematica nas escolas

De acordo com Kenski (2003) a utilizacdo das tecnologias tem influenciado
todos os campos educacionais e encaminha as instituicdes para a adogdo de uma
cultura informatica educacional, exigindo das mesmas uma reestruturacdo de suas
acOes educativas.

As Tecnologias da Comunicacdo e Informacdo (TIC) e a Investigacéo
matematica tém sido apontadas como uma das tendéncias metodoldgicas de ensino
que favorecem a compreensdo dos conceitos matematicos, bem como a
oportunidade de fazer conjecturas e generalizar (BALDINI; CYRINO, 2012a).

O uso das tecnologias na disciplina de Matematica possibilita experimentar e
testar hipéteses, confrontar ideias, trocar experiéncias, formular graficos entre tantas
outras possibilidades.

Discutir 0 uso pedagdégico destes recursos nas aulas de Matematica tem sido
foco de muitos estudos, uma vez que por si s6 eles ndo garantem um novo modelo
educacional (BALDINI; CYRINO, 2012b).

Neste trabalho foi apresentado uma investigacdo sobre a utilizacdo do
software GeoGebra como uma ferramenta mediadora das relacées de ensino
aprendizagem na Matematica, bem como uma analise das possibilidades de uso
desse software para o ensino de fungdes.

Trabalhando h& alguns anos com ensino medio tenho observado a extrema
dificuldade de muitos alunos com questdes ligadas a construcéo e a interpretacdo de
graficos de funcdes de uma varidvel real. Para contornar essas dificuldades venho

procurando incorporar novos metodos e tecnologias, 0 que me permite trabalhar



com diferentes representacdes de uma mesma situacdo e estabelecer conexdes
entre elas.

Escolhemos o software GeoGebra por ser um importante recurso que nos
permite construir diversos graficos de funcbes num mesmo plano e ter uma
interface’ amigavel, ser de simples manipulacdo, mas poderoso, podendo ser
utilizado por professores e alunos do Ensino Fundamental, Médio e Superior.

O GeoGebra tem-se destacado por ser um software livre e dindmico cujas
capacidades tém evoluido muito nos ultimos anos. Foi elaborado por Markus
Hohenwarter e uma equipe internacional de desenvolvedores para o ensino de
matematica. Pode ser utilizado em ambiente de sala de aula ou online, e reldne
elementos de Geometria, Algebra e Calculo.

O GeoGebra possui uma interface de facil acesso que n&o requer
conhecimentos prévios de informatica o usuario € quem determina o que vai ser
executado na tela (BALDINI; CYRINO, 2012a).

Existem varios sites que disponibilizam tutoriais, foruns, videos e construcdes
gue ajudam na compreensao de suas ferramentas e de conceitos matematicos.

O conteudo de fungdes foi escolhido por ser um tema relevante ao curriculo
do ensino béasico e que os alunos demonstram ter grandes dificuldades na resolucéo
de problemas que envolvem a construcdo de gréfico, especificamente quanto a
interpretacdo e a identificacdo de elementos notaveis.

Segundo as Orientacfes Curriculares para o Ensino Médio do Ministério da
Educacédo é importante destacar o significado da representacéo gréfica das funcdes
(BRASIL, 2006).

Diversos instrumentos proporcionados pela moderna tecnologia podem ter um
papel de grande alcance no estudo das funcdes, em especial, as calculadoras
graficas e os computadores que disponham de programas apropriados.

A tecnologia pode ajudar os estudantes a desenvolverem uma atividade
matematica mais profunda, facilitando a generalizagdo, dando-lhes poder para
resolver problemas dificeis, e fornecendo ligagbes concretas entre dominios tédo
diversos como a Geometria, a Algebra, a Estatistica, as situaces reais e 0s

modelos matematicos associados (PONTE, 1990).

! Interface é um conjunto de meios fisicos ou légicos planejadamente dispostos que auxiliam a
comunicacao entre um usuario e um programa ou sistema operacional, ou entre duas aplicacdes.
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No que tange a metodologia utilizada em nossa pesquisa, foi realizado um
levantamento bibliografico em dissertac6es de mestrado (académico e profissional)
e teses de Doutorado, disponiveis principalmente na rede mundial de computadores.
Os trabalhados selecionados foram aqueles que utilizaram os recursos da tecnologia
computacional, como suporte e a Geometria Dinamica.

Segundo Oliveira (2010) a pesquisa bibliogréfica € uma modalidade de estudo
e analise de documentos tais como livros, artigos cientificos, periodicos, e
dicionarios e tem por finalidade levar o pesquisador(a) a entra em contato direto com
obras, artigos ou documentos que tratem do tema em estudo.

O objetivo geral deste estudo foi investigar a contribuicdo e as perspectivas
do software GeoGebra para o ensino de funcdes. Para a concretizacdo desse
objetivo geral foi necessario estabelecer os seguintes objetivos especificos:

e Explicitar a estrutura e o uso do software GeoGebra.

e |dentificar possibilidades de aplicacdes de ferramentas do GeoGebra no
estudo de fungbes

e Destacar vantagens e/ou desvantagens para o uso deste software traz para o
ensino de fungodes.

Primeiramente, faremos a apresentacdo do software e seu histérico. Em
seguida exploraremos a estrutura do GeoGeobra e as possiveis aplicacfes de suas
ferramentas com algumas instrucdes de utilizacdo e exemplos. No topico seguinte,
faremos um breve historico dos principais conceitos apresentados, procurando
destacar a importancia do tema e as diferentes formas de abordagem. Para final
apresentaremos sugestfes de atividades e sequéncias didaticas que podem ser
usados na preparacédo de aulas sobre o assunto discutido.

Uma sequéncia didatica é uma sequéncia de modulos de ensino organizados
para melhorar uma pratica de linguagem. As sequéncias didaticas proporcionam
relacdo entre um projeto de apropriacdo de uma pratica de linguagem e o0s

instrumentos que facilitam essa apropriacao (ROJO, 2009).
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2. CONHECENDO O GEOGEBRA

GeoGebra é um software de Matematica, livre e dindmico, que foi elaborado
por Markus Hohenwarter e uma equipe internacional de desenvolvedores para o
ensino de Matematica. Pode ser utilizado em ambiente de sala de aula ou online, e
retne elementos de Geometria, Algebra e Célculo.

Foi construido em Java e seus applets estdo disponibilizados na Internet, no
site http://www.geogebra.org, podendo rodar em Windows, Linux e Macintosh
(FLORES, 2011). Pode ser instalado via Internet ou via CDs e outros meios de
armazenamento, o que aumenta sua possibilidade de uso. Segundo Furgeri (2012)
0s programas desenvolvidos na linguagem Java podem ser executados virtualmente
em qualquer sistema operacional, aceitos em qualquer tipo de computador. Quando
um navegador web compativel com Java carrega uma pagina web que contem um
applet, o aplicativo é baixado e o navegador o executa (DEITEL, 2010).

A maioria das plataformas é formada por um conjunto de hardware e software
que atuam juntos. Java difere da maioria as outras plataformas porque € composta
apenas de um software operando sobre outra plataforma qualquer a plataforma Java
atua como uma maquina virtual (DEITEL, 2010).

A Versao mais recente do software é o GeoGebra 4.2 que foi lancado em 01
de dezembro de 2012. Essa versao esta disponivel em mais de 50 idiomas, e
também pode funcionar em tablets e iPads. Atualmente varios pesquisadores
trabalham no desenvolvimento do GeoGebra 5.0 que permite a visualizacdo em 3D.

O GeoGebra conta com um grande numero de institutos a nivel mundial.
Esses institutos tem o propdsito de agregar interessados no uso do software como
ferramenta de ensino e aprendizagem promovendo a colaborag&o entre profissionais
e pesquisadores através da distribuicdo de materiais gratuitos, oficinas e formacdes
presenciais e a distancia de professores e alunos de licenciaturas em matematica.
Uma lista com os sites de alguns desses institutos esta disponivel no Apéndice A.

No Brasil o GeoGebra conta com seis institutos espalhados pelo pais, trés
desses institutos possuem sites onde estdo disponiveis instrugdes para utilizacéo e

instalacdo do software além de pesquisas realizadas sobre o assunto.
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Segundo Damasco Neto (2010) nesse ambiente informatizado os objetos
matematicos passam a ter representaces mutéveis, diferente dos tradicionais

ambientes "lapis e papel" ou "giz e quadro-negro”.

Tal dinamismo é permitido através da manipulacdo direta sobre os
objetos presentes na tela do computador. Por exemplo: em geometria
os elementos de um desenho sdo manipulaveis (o centro e o raio de
uma circunferéncia, a reta e os pontos pelos quais ela fora definida);
no estudo de funcdes de primeiro grau as suas respectivas
representacdes graficas sdo objetos manipulaveis permitindo
descrever a relacdo de crescimento/decrescimento entre 0s
coeficientes e suas respectivas representacdes algébricas. (Pag 69)

Ao iniciar o GeoGebra aparece a janela apresentada abaixo na figura 1:

Figura 1 — Tela inicial do GeoGebra
€7 GeaGebra o5 |

Arguivo Editar Exibir Clpt;bes Farramentas Janela Ajuda

! ¥ Janela de Algebra [x] | » Janeta de Visualizacio x|

Disposicoes
Algebra e Gréficos
, | Geometria Basica
:-.'5:"- Geomelria

l | Tabelas e Grificos

X=| CASe Grificos

Fonte: Elaborada pelo autor.

Usando os comandos da barra de ferramentas o usuario consegue fazer
construcdes utilizando o mouse na Janela de Visualizacdo. A0 mesmo tempo em
que as constru¢des ocorrem as coordenadas e as equacgdes correspondentes sao
exibidas na Janela de Algebra.

O Campo de entrada € usado para introduzir diretamente coordenadas,
equacdes, comandos e fungdes que serdo exibidas na Janela de Visualizacdo e na
Janela de Algebra imediatamente depois de pressionarmos a tecla Enter. A Figura 2

mostra o campo de entrada do GeoGebra.
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Figura 2 — Campo de entrada do GeoGebra

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor

O quadro 1 apresenta algumas dicas de utilizagdo dos comandos basicos do

GeoGebra.

Quadro 1 - Dicas de utilizacdo dos comandos basicos do GeoGebra

¢ | Experimentem os botdes Desfazer/Refazer no lado direito da barra de ferramentas.
A ferramenta de ajuda é encontrada a direita ao lado da barra de entrada e Ihe da uma lista
E de todos os comandos disponiveis no GeoGebra.
@ Para ocultar um objeto, clique com o bot&o direito do mouse sobre ele (Mac OS: ctrl+clique)
O | e desmarque a opgéo mostrar objeto.
Vocé pode mudar a aparéncia dos objetos (cor, tipo de linha, ...) facilmente usando a Barra
de Estilo: basta clicar na seta ® no topo da Janela de Visualizagdo para mostrar ou
el
J i n
50¢ . ~ . . ok .
' esconder. Para mais opg¢fes, clique no icone W Propriedades GeoGebra e escolha o

icone I:I objetos a partir do menu de contexto.

Eixos e grades podem ser ocultados ou exibidos utilizando a Barra de Estilo.

Vocé pode mostrar diferentes pontos de vista, como algebrico e o gréfico utilizando o menu

Exibir ou na barra lateral Perspectiva (a direita da Janela de Visualizacao).

A fim de avancar a sua constru¢do na Janela de Visualizacdo, escolha a ferramenta Mover
Janela de Visualizagdo e simplesmente utilize o0 mouse para arrasta-la.

=

O protocolo de construgédo (ver menu Exibir) fornece uma tabela com todas as etapas de
sua construcdo. Utilizando botBes vocé pode avancar os passos de construcdo de novo.
Além disso, vocé pode arrastar linhas para cima ou para baixo para alterar a ordem de

construgéo.

Fonte: Elaborado pelo autor
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3. FUNCOES

Embora a ideia de funcdo possa ser identificada em obras do século XIV, foi
s6 a partir o século XVII que ela teve grande desenvolvimento e utilizacdo. Uma das
questdes que ocupou a atencdo dos matematicos do século XVII foi o problema de
tracar a reta tangente a uma dada curva. Nesse problema intervém varias
grandezas, e aos poucos, uma dessas grandezas foi assumindo o papel do que hoje
chamamos de variavel independente (AVILA, 2006).

De acordo com os PCN+ o estudo das fungbes permite ao aluno adquirir a
linguagem algébrica como a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a
relacdo entre grandezas e modelar situacfes-problema, construindo modelos
descritivos de fenbmenos e permitindo véarias conexdes dentro e fora da propria
Matematica. Assim, a énfase do estudo das diferentes funcBes deve estar no
conceito de funcdo e em suas propriedades em relacdo as operacdes, na
interpretacdo de seus graficos e nas aplicag6es dessas funcées (BRASIL, 2002).

A palavra funcdo foi introduzida por Leibniz em 1673, justamente para
designar qualquer das variaveis geométricas associadas com uma dada curva. S6
aos poucos € gque o conceito foi-se tornando independente de curvas particulares e
passando a significar a dependéncia de uma variavel em termos e outras (AVILA,
2006).

Por volta de 1717, Johann Bernoulli havia chegado a considerar uma fungao
como expressdo qualquer formada de uma variavel e algumas constantes; pouco
tempo depois Euler considerou uma funcdo como uma equacéo ou formula qualquer
envolvendo varaveis e constantes (EVES, 2004).

O conceito de Euler, que corresponde ao conceito de funcdo que a maioria
dos alunos dos cursos elementares de matematica tem, se manteve inalterado até
gue Joseph Fourier (1768 — 1830) foi levado a considerar, em suas pesquisas, as
chamadas séries trigonométricas, envolvendo uma forma de relagdo mais geral
entre as variaveis. Lejeune Dirichlet (1805 — 1859) na tentativa de dar uma definicdo
de funcéo suficientemente ampla chegou a seguinte formulacdo: Uma variavel € um
simbolo que representa qualquer um dos elementos de um conjunto de nimeros; se

duas variaveis x e y estéo relacionadas de maneira que sempre que se atribui um



15

valor a x, corresponde automaticamente, por alguma lei ou regra, um valor a y, entéao
se diz que y € uma funcéo de x, ou simbolicamente, y = f(x).

Segundo as Orientagcfes Curriculares Para o Ensino Médio do Ministério da
Educacdo o estudo de funcdes pode ser iniciado com uma exploracdo qualitativa
das relacdes entre duas grandezas em diferentes situacdes. Também destaca que é
interessante que os alunos apresentem outras tantas relacdes funcionais e que, de
inicio, esbocem os gréficos que representam essas relacdes, registrando os tipos de
crescimento e decrescimento (BRASIL, 2006).

O Quadro 2 apresenta as varias concepc¢des de funcéo que surgiram entre 0s
séculos XVII e XX em ordem cronoldgica. Esse levantamento foi feito por Rossini
(2006) ao perceber que durante o desenvolvimento do conceito de funcdo surgiram
diferentes concepcdes, ou seja, diferentes maneiras de perceber ou enfatizar as
propriedades das funcgdes.

Algumas dessas concepcdes foram utilizadas simultaneamente em uma
mesma definicdo; ou entdo, em uma mesma época, diferentes concepcdes foram

empregadas pelos mateméaticos (ROSSINI, 2006).



Quadro 2 - Sintese das concep

Oes de funcdo

Ano Matematico Concepcao

1637 Descartes Equacdo em que x e y mostra dependéncia.

1670 Newton Qua'n'tldades relacionadas; Fluentes expressos
analiticamente.

1673 Leibniz Relacdo, quantidades geométricas que dependem de um
ponto da curva.

1718 Jean Bernoulli Relacéo entre grandezas variaveis.

1748 Euler Expressao analitica.

1755 Euler Dependéncia arbitraria.

1778 Condorcet Dependéncia arbitraria.

1797 Lacroix Dependéncia arbitraria.

1797 Lagrange Expressao de calculo, expressao analitica.

1821 Cauchy Resul_tados de operacgbes fgltas_ sobre uma ou varias
gquantidades constantes ou variaveis.

1822 Fourier Série trigonométrica; sequencia de valores.

1834 Lobatchevsky ExpressAao_ anal_mcfa_; condicdo para testar os nUmeros,
dependéncia arbitraria.

1837 Dirichelet Correspondéncia: par.a cadNa valo_r_de X (abscissa), um unico
valor de y (ordenada); fun¢éo definida por partes.
Para cada valor de x em um certo intervalo, corresponde um
valor bem definido de y; ndo é necessaria uma mesma lei

1870 Hankel : i ~ . -
para todo o intervalo; y ndo precisa ser definido por uma
expressdo matematica explicita em x.

1888 Dedekind Correspondéncia entre .elemenFos de dois conjuntos
obedecendo a uma determinada lei.

1888 Cantor Subc.orjjuntos de um produto cartesiano, obedecendo duas
condicoes.

1939 Bourbaki Correspondéncia entre elementos de dois conjuntos,

obedecendo a duas condicdes.

Fonte: Rossini (2006)

16

Para Rossini (2006) um ponto fundamental do conceito de funcdo € ser

relevante em outras areas do conhecimento, tais como, a Fisica, a Quimica, a

Biologia, a Economia, a Administracdo, a Engenharia e também em &reas que

surgiram devido as necessidades da sociedade contemporanea.
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4. O GEOGEBRA COMO FERRAMENTA PARA O ENSINO DE FUNCOES

O software GeoGebra auxilia no estudo de funcdes onde seus graficos podem
ser manipulados permitindo uma maior interacdo com as representacdes algébricas.
Essa ideia vem ao encontro das Orienta¢Bes Curriculares para o Ensino Médio do
Ministério da educacdo que relata que a elaboracdo de um grafico por meio da
simples transcricdo de dados tomados em uma tabela numérica ndo permite avancar

na compreensao do comportamento das funcdes (BRASIL, 2006).

4.1. Definicao

Dados dois conjuntos A4, B, uma funcao f: A —» B € uma lei que associa cada
elemento x € A um Unico elemento y = f(x) € B. O conjunto A é chamado de
dominio da funcdo e o conjunto B € chamado de contradominio da funcdo. Para
cada elemento x € A, o elemento f(x) € B chama-se a imagem de x pela funcéo f,
ou o valor assumido pela funcéo f no ponto x € A.

O grafico de uma funcéo f: A — B € o subconjunto G (f) do produto cartesiano
A x B formado pelos pares ordenados (x, f x ), onde x € A é arbitrario. Para que um
subconjunto G € A X B seja o grafico de uma funcdo f: A — B, é necessario e
suficiente que, para cada x € A, exista um Unico ponto (x,y) € G cuja primeira
coordenada seja x (LIMA, 2008).

Na caixa de ferramentas do GeoGebra o comando funcéo a méo livre permite
ao usuario desenhar o grafico de uma funcdo ou outro objeto geométrico. O traco
obtido pelo comando funcédo a méao livre obedece a condi¢cdo necesséria e suficiente.

A figura 3 traz uma construcéo feita com o comando funcdo a méo livre.
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Figura 3 - Grafico de uma funcdo desenhado a méo livre

Arquivo Editar Exibir Opgles Femamentas Janela Ajuda
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Fonte: Elaborada pelo autor.

4.2. Fungao Injetiva e sobrejetiva

Uma funcéo f: A - B chama-se injetiva quando, dados x, y quaisquer em A,
f x =f(y) implica x =y. Em outras palavras: quando x #y, em A, implica
f x # f(y) em B(LIMA, 2008).

Uma funcéo f: A —» B chama-se sobrejetiva quando, para todo y € B existe
pelo menos um x € A tal que f(x) = y (LIMA, 2008).

Dadas uma fungéo f: A - B e uma parte X c A, chama-se imagem de X pela
funcdo f ao conjunto f(X) formado pelos valores f(x) que f assume nos pontos
x € X. Evidentemente f(X) é um subconjunto de B, para que f:A - B seja
sobrejetiva € necessario e suficiente que f A = B. Em geral tem-se apenas
f A cB,oconjunto f A é chamado de imagem da funcéo f.

Uma funcdo f: A - B chama-se bijetiva quando for injetiva e sobrejetiva ao
mesmo tempo.

Lembremos que uma funcéo f: A - B, com A c B, chama-se:

crescente quando x; < x, = f(x1) < f(xy);

decrescente quando x; < x, = f(x1) > f(xy);

monotona ndo-decrescente quando x; < x, = f(x;) < f(xy);
monotona ndo-crescente quando x; < x, = f(x1) = f(x2);

Em qualquer dos quatro casos, f diz-se monétona.
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4.3. Composicéao de funcdes

Sejam f:A—> B e g:B — C fungbes tais que o dominio de g € igual ao
contradominio de f. Neste caso, podemos definir a funcdo gof:A4 - C, dita
composta, que consiste em aplicar primeiro f e depois g. Mas precisamente,
gef x =g(f x ) paratodo x € A (LIMA, 2008).

4.4. Funcao afim

Uma funcdo f: R - R chama-se funcédo afim quando existem dois numeros
reais a e b tais que f(x) = ax + b, para todo x € R. Uma funcéo afim é caracterizada
pelo seguinte teorema:

TEOREMA 1: Seja f: R - R uma funcdo mondétona injetiva. Se a diferenca f(x +
h) - f(x) = @(h) depender apenas de h, mas nao de x, entdo f € uma funcéo afim.

A demonstracdo deste teorema utiliza o Teorema Fundamental da
Proporcionalidade.

TEOREMA FUNDAMENTAL DA PROPORCIONALIDADE: Seja f:R—- R uma
funcao crescente. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

Q) f(n-x) = n - f(x) paratodon € Z e todo x € R.

(2) Pondoa = f(1),tem-se f(x) = ax paratodo x € R.

) f(x+y) = f(x) + f(y) para quaisquer x,y € R.

DEMONSTRACAO: Provaremos as implicagdes (1) = (2), (2) = (3) e (3) = (1).
Afim de demostrar que (1) = (2), provemos inicialmente que, para todo namero
racional r = % a hipotese (1) acarreta que f(rx) = rf(x), seja qual for x € R.

Com efeito, tem-se

n-f@rx) = f(nrx) = f(mx) = m - f(x),
Logo

frox =0fx =7-f)

Sejaa = f(1) Como f(0) = f(0-0) = 0-f(0) = 0, a monotonicidade de
fnos dd a = f(1) > f(0) = 0. Assim, a é positivo. Além disso, temos f(r) =
f(r-1) =r-f(1) =r -a = ar paratodor € Q.
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Mostremos agora que se tem f(x) = ax para todo x € R. Suponha, por
absurdo, que exista algum numero real x (necessariamente irracional) tal que

f(x) # ax. Para fixar ideias, admitamos f(x) < ax. (O caso f(x) > ax seria

I* <

a

tratado de modo analogo.) Temos

fx

Tomemos um numero racional r tal que —<r<ux Entdo f(x) < ar < ax, ou

seja, f(x) < f(r) < ax. Mas isto € absurdo, pois f é crescente logo, como r < x,
deveriamos ter f(r) < f(x).
Esta contradicdo completa a prova de que (1) = (2).

Para mostrar que (2) = (3) tomemos a = f(1), com f(x) = ax para todo
xeER Tem-sef x+y =ax+y =ax+ay=f x + f(y).

E finalmente por inducdo podemos demonstra-se que (3) = (1). Seja
f(x+y) = f(x) + f(y) para quaisquer x,y € R. Tomando x =y temos f x+x =
fx +fx =2f(x), ouseja, a proposicao € valida para k = 2.

Supondo a proposicdo valida para um certo k natural temos f k-x =k-
f(x)ymas f x+y =fx +f(y)logof k+1x =fkx+x =fk-x +fx =
k-fx +fx =((k+1)-f(x).Como f 0 =0 temos que se para todo x € R temos
fO=fx+(—x) =fx +f —x ©f —x =—f(x) dai tomando m = —n com n
naturaltemos f mx =f —nx =fn- —x =n-f —x =n- —fx =m-f(x)
verificando a validade da proposicdo para todo inteiro.

u
DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1: Suponhamos que a funcdo f seja crescente
logo temos que para quaisquer h, k € R
ph+k)=f(x+h+k)—f(x)
=f(x+R)+k)—fx+Rk)+fx+k)—f(x)
= @(h) + ¢(k).
Logo pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade, pondo-se a = ¢(1), tem-se
@ h =a-hparatodo h € R. Isto quer dizer que f(x + k) — f(x) = a- h. Chamando
f(0) de b, resulta f(h) =a-h + b, ou seja, f(x) = ax + b para todo x € R.
u

O gréfico G(f) de uma funcéo afim € uma linha reta ndo vertical. Vamos agora

construir o grafico dinamico de uma funcao polinomial de 1° grau com controles

deslizantes. Esses controles permitem ao usuario do software alterar, num intervalo
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numeérico especifico, os indices e coeficientes de expressdes apresentadas na janela
algébrica. Essas alteracbes s&do observadas na janela de visualizagédo

instantaneamente.

Preparativos: Selecione o icone Controle deslizante e clique na janela de
visualizacao para especificar a posicao do controle deslizante, esse primeiro controle
sera referente ao coeficiente angular a da funcdo. Repita 0s passos e crie um novo
controle para o coeficiente linear b. Apés ter definido os valores para os coeficientes
da funcéo digite no campo de entrada a expresséo: f x =ax+b

Para determinar a raiz da funcdo de uma funcéo f digite no campo de entrada

o comando: raizes|f,p, q].

Onde p e q representam os valores, minimo e maximo do intervalo onde se
encontra a raiz da funcao. A Figura 4 apresenta o layout da construcao.
Figura 4 - Grafico da funcdo afim

r{} GeoGebra =)

Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

°

» Janela de Algebra + Janela de Visualizagdo

Bk

= Fungéo 7

o f(x) = —x+2 4 a=-1

= Numero

, a=.1 3 b=2

@ b=2

= Ponto 2
-9 Raiz=(2,0) ;
0 Raiz .

Entrada:

Fonte: Elaborado pelo autor

De maneira semelhante podemos construir o mesmo tipo de grafico para outros
tipos de funcéo.

O software GeoGebra pode ser utilizado para resolver problemas que
envolvem a funcdo afim. A seguir temos a resolugcdo de uma questdo do exame

nacional de acesso ao PROFMAT do ano de 2011.
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PROBLEMA: (PROFMAT - 2011/adaptado) Na loja A, um aparelho custa 800 reais
mais uma taxa de manutencdo mensal de 20 reais. Na loja B, o mesmo aparelho
custa 500 reais, porém a taxa de manutencdo é de 50 reais por més. A partir de
guantos meses de uso a compra na loja A se torna mais vantajosa que a da loja B?

RESOLUCAO: Construindo no GeoGebra os gréaficos das funcdes reais f e g que
representam respectivamente os custos do aparelho nas lojas A e B teremos a figura

5 onde observamos que a compra na loja A se torna vantajosa a partir do 10 més.

Figura 5 - Aplicagdes da funcéo afim
Arquivo Editar Exibir Opg&es Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Elaborado pelo autor

4.4.1. Sequéncia didatica com o uso do GeoGebra

Reis (2011) em sua dissertacdo de mestrado, em ensino de matemaética,
aplicou uma sequéncia didatica diagnéstica, em uma escola publica de Sao José
dos Campos, com alunos da 12 serie do Ensino Médio para registrar e analisar os
erros cometidos pelos alunos no conceito de funcédo afim, em seguida prop6s uma
sequéncia de atividades utilizando o software GeoGebra, planejada e estruturada a
partir da analise destes mesmos erros, de forma a verificar possiveis avangos na
aprendizagem.

O pesquisador justificou a escolha do software GeoGebra devido a
possibilidade de acesso gratuito e da interatividade em trabalhar os diferentes
registros de representacdo semioticos, aliado as possibilidades no preparo de um

modelo pronto, adaptando-se as condi¢des cognitivas dos alunos.
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Sua investigagdo apoiou-se na teoria dos registros de representacao
semidtica de Raymond Duval.

O psicologo Raymond Duval desenvolveu um modelo de funcionamento
cognitivo do pensamento, considerando as mudancas de registros de representacao.
A teoria sobre o Registro de Representacdo Semidtica e a andlise do funcionamento
do pensamento para a aquisicdo de conhecimento e a organizagdo de situacdes de
aprendizagem. Pesquisando sobre os problemas da aprendizagem em Matematica
procurou entender o funcionamento cognitivo do aluno, de modo que ele mesmo se
conscientize, participe e dirija seu processo de aprendizagem (DUVAL, 2003).

De acordo com Duval (2003), o sujeito s6 apropria-se de um determinado
objeto matematico se recorrer a no¢ao de representacao, uma vez que a Matematica
trabalha com objetos abstratos. Para o autor os numeros, as funcdes e as retas sédo
objetos mateméticos; e as escritas decimal ou fracionaria, os simbolos e os graficos
sao algumas de suas representacoes.

Para Duval (2003) existe uma diversidade de representacfes semidticas que
sdo agrupadas em quatro grandes registros: a lingua natural, as escritas algébricas
e formais, as figuras geométricas e as representacdes graficas. Segundo Almouloud
(2007) o processo de resolucdo de um problema, que envolve um objeto
matematico, deve proporcionar ao aluno condicbes de compreender que um objeto
poderd ter diferentes pontos de vista e, suas mudancas, além da conversdo dos
registros sdo fundamentais para o cumprimento da tarefa proposta.

Para estabelecer uma articulagédo entre as sequéncias didaticas o trabalho de
Reis (2011) foi estruturado em duas fases. Na primeira fase foi realizada a
investigacdo das dificuldades de aprendizagem dos alunos buscando elementos que
pudessem informar as concepc¢des dos pesquisados em torno do conceito de funcéo
afim. O pesquisador considerou o resultado de avaliagdes externas identificando as
organizacfes curriculares oficiais de ensino e aprendizagem do objeto matematico
em estudo. Na segunda fase do trabalho foi aplicada uma sequéncia didatica
composta de cinco (5) blocos de atividades, utilizando as TICs, contendo um roteiro
de questbes em papel impresso que buscando colocar em evidéncia algumas
representacodes e transformacodes.

Os resultados obtidos na fase diagnostica foram usados para elaborar as
atividades subsequentes, estas atividades visavam o desenvolvimento do raciocinio

matematico, que segundo o autor possibilita a constru¢do do conhecimento e nao
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apenas a memorizacao e reproducdo de técnicas de resolu¢cdo em torno do conceito
da funcao afim.

Para o autor as novas tecnologias oferecem meios em que a representagéo
passa a ter carater dinamico, e isto tem reflexos nos processos cognitivos. E o
software GeoGebra apresenta interface dindmica e interativa para a conversao do
registro gréfico para o registro algébrico, possibilitando ao aluno agir sobre o objeto
matematico num contexto abstrato, mas tendo como suporte a representacao grafica
na tela do computador.

A sequéncia didatica foi composta de cinco (5) blocos de atividades,
denominadas de Atividades 1, 2, 3, 4 e 5. Foi apresentado um roteiro e o layout de
apresentacdo na tela do computador para que 0 aluno executar-se as tarefas

pedidas.

ATIVIDADE 1, a proposta foi de uma atividade contendo uma tabela dindmica, que
possibilitou inserir varios registros numeéricos, evidenciando o coeficiente de
proporcionalidade da funcéo linear e, consequentemente, o registro algébrico e
grafico.

Através do acionamento de interruptores os estudantes poderiam exibir ou
ocultar as coordenadas, o gréafico e alterar os coeficientes para, deste modo, verificar
o comportamento do grafico da funcdo quando se alterava seus coeficientes. O

layout da atividade é exibido na Figura 6.

Figura 6 - Layout GeoGebra utilizado na Atividade 1
Arquivo Editar Exibir Opr;ées Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Reis (2011)

ATIVIDADE 2, foi dividida em duas partes:

Atividade 2.1, fazer a converséo do registro grafico para o algébrico da funcéo
afim, com o coeficiente linear.

Na Atividade 2.1 pode-se identificar o coeficiente angular e o coeficiente linear
da funcdo afim a partir de sua expressao algébrica. O objetivo € convencer o aluno
de que um tratamento algébrico pode ser necessario para reconhecer 0s
coeficientes, testando-os apos tratamento.

Essa atividade também foi proposta através de seletores onde os estudantes
deveriam associar as expressfes algébricas a forma grafica. Ao selecionar o
interruptor era apresentada a forma grafica da funcéo.

Atividade 2.2, identificar o coeficiente angular e o coeficiente linear da fungéo
afim a partir de sua expresséao algébrica.

Nessa atividade foram utilizados seletores deslizantes onde o estudante
observava as mudancas no gréfico das funcbes de maneira instantanea ao

alterarem os coeficientes. O layout da Atividade 2 € mostrado na figura 7.

Figura 7 - Layout GeoGebra utilizado na Atividade 2

Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Reis (2011)

ATIVIDADE 3, escrever a expressao algébrica da funcéo afim a partir do seu grafico.

ATIVIDADE 4, utilizar o dinamismo do software para a representagao e explorar,

separadamente, 0os conceitos de zero da funcdo, dominio e imagem e sinal da
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funcdo, além de constatar visualmente quando a funcdo é positiva ou negativa,
através das representacfes graficas. Os seletores deslizantes permitiram esse

dinamismo como pode ser observado no layout da Atividade 4 mostrado na figura 8.

Figura 8 - Layout GeoGebra utilizado na Atividade 4

Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Reis (2011)

ATIVIDADE 5, relacionar area e o perimetro de um retangulo com a forma algébrica
da funcdo afim. A Figura 9 mostra o layout da Atividade 5 que tinha as seguintes
caracteristicas:
a) Variando o seletor a, 0 comprimento do segmento ND varia de 0 a AD;
b) Acionando os seletores Perimetro MCDN e Area MCDN, s&o apresentados 0s
valores do Perimetro e da area do retangulo MCDN.
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Figura 9 - Layout GeoGebra utilizado na Atividade 5

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Reis (2011)

4.5. Funcao Quadratica

Uma funcdo f: R —» R chama-se quadratica quando existem numeros reais
a,b ec,coma # 0, tais que f(x) = ax* + bx + c paratodo x € R.

Os coeficientes a, b, ¢ da funcdo quadratica f ficam inteiramente
determinados pelos valores que essa funcdo assume. Noutras palavras, se ax* +
bx + ¢ = ax* + b’x + ¢’ paratodox€ Rentdoa = a’,b = b’ec = .

Com efeito, seja ax? + bx + ¢ = a’x? + b’x + ¢ para todo x € R. Tomando
x = 0, obtemos ¢ = ¢’. Entdo, cortando ¢ e ¢, tem-se ax? + bx = a'x* + b’x para
todox € R. Em particular, esta igualdade vale para todo x # 0. Neste caso,
cancelando x, obtemos ax + b = a’x + b’ para todo x # 0. Fazendo primeirox = 1e
depois x=—-1vem a+ b =a +b e -a+ b = —a + b, donde concluimos
a=aeb =0>.

O estudo das fungbes quadraticas tem sua origem na resolucdo da equacao
do segundo grau. Problemas que recaem numa equacédo do segundo grau estao
entre os mais antigos da Matematica. Em textos cuneiformes, escritos pelos
babildnios ha quase quatro mil anos, encontramos, por exemplo, a questdo de achar
dois numeros conhecendo sua soma s e seu produto p (LIMA, 2006).

Consideremos um ponto F e uma reta d que ndo o contém. Chamamos
pardbola de foco Fe diretriz d o conjunto dos pontos do plano que distam

igualmente de F e de d. A figura 10 mostra a parabola de diretriz d e foco F.
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Figura 10 - Parébola de diretriz d e foco F

Fonte: elaborada pelo autor
A reta perpendicular a diretriz que contém o foco chama-se eixo da parabola. O

vértice IV € o ponto médio do segmento cujos extremos séo o foco e a intersec¢cdo do
eixo com a diretriz.

O gréfico de uma funcdo quadratica é uma parabola e € um elemento de
grande importancia para entender o comportamento desta funcdo. Para demonstra
que o grafico de uma funcdo quadratica é uma pardbola vamos analisar alguns

casos.

4.5.1. Gréfico da funcdo real f x = x2.

AFIRMACAO: O gréfico da funcéo real f x = x? é a parabola cujo foco é F O,% e
cuja diretriz é a reta horizontal y = — i.
DEMONSTRACAOQ: A distancia de um ponto P(x,x%) do graficode f x = x? ao

ponto F 0,% é dada por:

1
d P,F = x*+ xZ—Z 2= x2+

A distancia do mesmo ponto P(x,x%) aretay = —i é dada por x* + % Logod P,F =

d P,Q , ou seja, o grafico é uma parabola de foco 0,& e diretrizy = —%. ]

De maneira analoga podemos mostra que o gréfico da funcéo real f x = ax?

P s . , 1 . . , . 1
onde a # 0 é a parabola cujo foco é F O'E e a diretriz € a reta horizontal y = i
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4.5.2. Gréfico dafuncdoreal f x = a(x —m)* + k.

Dada a funcdo f:R - R definida por f x =ax*+bx+c onde a #0,

b 2  aac—b?
podemos escreve-la na forma f x =a X+— +—

denominada forma

canénica.

Chamando de: m=—-2 e k=22

2a

temos para todo xeR e a+#0
podemos escrever qualquer funcdo quadratica f x = ax®*+ bx + ¢ da seguinte
maneira: f x =a x—m % +k.

De modo geral é possivel provar que dados a,m,k € R, com a # 0, o gréafico
da funcdo quadratica f x =a x—m 2+ k é a pardbola cujo foco é o ponto
F mk +% e cuja diretriz & a reta horizontal y = k — ﬁ. O vértice da parabola é o
pontoV k,m .

Na construcdo apresentada na figura 11 utilizamos o software GeoGebra para
verificarmos que o grafico da funcdo quadratica é uma pardbola. Através de um

grafico dinAmico alteramos os valores dos coeficientes a,m e k e verificamos que as

distancia FP e PQ continuam iguais.

Figura 11 - Gréfico dindmico da funcdoreal f x =ax—m ?+k
Arqun.'o Editar Exibir Op:;oes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra » Janela de Vlsuallzagao
= Fungéo n
5> f(x) = 0.1 (x +5)2 435

= Numero

‘@ a=041

o distanciaFP = 3.41

o distanciaPQ = 3.41
@ k=3.5

s m=-5
= Ponto
@ D=(-5,1)

m=-5 PQ = 341

Entrada: 1]
Fonte: Elaborada pelo autor.
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As abcissas a e B dos pontos onde a parabola intersecta o eixo OX sdo as
raizes da equacgdo ax®* + bx + ¢ = 0: O ponto médio do segmento [a, B] é a
abcissa do vértice da pardbola. Se o grafico estqd inteiramente acima, ou
inteiramente abaixo do eixo horizontal OX, a equacdo ndo possui raizes. Se o
grafico apenas tangencia o eixo OX, a equacdo tem uma unica raiz. Se a < X < f3
entdo f(x) tem sinal contrario ao sinal de a; se x < a ou X > 3, f(x) tem 0 mesmo
sinal de a. Estas e outras conclusdes resultam imediatamente do exame do grafico.

Utilizamos o software GeoGebra para estudar as raizes, o comportamento do
gréafico, problemas de maximo e minimo e outras propriedades da funcdo quadratica.
Através do comando raizes podemos visualiza-las graficamente. A figura 12
apresenta o grafico a funcdo f(x) = x> — 4x - 3 destacando as raizes A e B e
protocolo de construcéo?.

Figura 12 - Gréfico da funcéo real f(x) = x2 - 4x -3
Arquivo Editar Exibir Op¢bes Ferramentas Janela Ajuda

R AL AR SOl 4l e ] ]

[cl 5 PN
» Janela de Algebra | ~ Janela de Visualizagdo
= Fungéo L

~0 f(x) = x> —4x—3 41
= Ponto

2 A=(-0.650)
~@ B = (4.65,0) 21

. [N
i Q"’:‘_f

7

1
&
x| éLL.

~ Protocolo de Construgéo ®
N.| Nome |Valor | Comando
1Funcéo f [f(x) =x2-4x-3

2Ponto A A=(-0.65,0) Raizes[f, -2, 6]

2Ponto B B =(4.65, 0) Raizes[f, -2, 6]

Entrada: 1)
Fonte: Elaborado pelo autor

O GeoGebra permite também a visualizacdo geométrica de alguns resultados
de demonstracdes algébricas que envolvem os conhecimentos dos elementos da
funcdo quadréatica. O problema apresentado a seguir foi retirado do livro; A

Matemaéatica do Ensino médio — volume 1.

% O Protocolo de Construcéo é uma tabela do GeoGebra que mostra todas as etapas da construcéo,
permitindo-lhe refazer a construgéo passo a passo.
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4.5.3. Sequéncia didatica com o uso do GeoGebra

Em sua dissertacdo de mestrado, Santos (2009) desenvolveu um ambiente
informatizado voltado ao ensino do conteddo funcdo quadratica e os referenciais
tedricos aliados a utilizacdo da tecnologia. A pesquisa foi embasada na Teoria de
registros de Representacdo Semidtica de Raymond Duval e na Teoria das Situacdes
Didaticas.

O pesquisador desenvolveu uma sequéncia didatica para alunos do segundo
ano do Ensino Médio, o software foi utilizado na execucdo das tarefas contidas
nesse ambiente.

Sua proposta foi a implementacdo de um ambiente de aprendizagem de modo
semipresencial, na qual o aluno foi convidado a interagir com 0 ambiente, manipular
alguns seletores contidos nas atividades e observar as representacfes algébricas e
geométricas da funcao polinomial de segundo grau, descrevendo seus respectivos
comportamentos e alteracdes, atuando como construtor de seu conhecimento.

Ele utilizou dois questionarios empregados como diagnostico; o primeiro, para
levantar o perfil dos alunos e verificar possiveis dificuldades em relacdo ao conteudo
funcdo polinomial de segundo grau e o segundo para verificar se mobilizavam seus
conhecimentos na resolucéo de tarefas relacionadas a esse contetdo.

A sequéncia didatica foi composta por 10 atividades. Na primeira etapa
composta pelas atividades de 01 a 07 o pesquisador procurou que o aluno
visualizasse e perceber-se por meio da movimentacdo de seletores, quais
modificacdes no registro algébrico acarretaram alteracdes na representacao grafica
e vice-versa, facilitando a conversdo entre esses registros.

A outra etapa foi composta por atividades, em que se buscou a mobilizacéo
dos conhecimentos adquiridos nas etapas anteriores, por meio de trés atividades:

Nas atividades 8 e 9, foi solicitado aos alunos sobrepor a curva por meio de
seletores a, b e ¢, fornecidas as curvas representadas, possibilitando a
movimentacdo de seletores e solicitando a representacéo algébrica da fungcdo com
objetivo de verificar a escrita da funcao polinomial de segundo grau.

A atividade 10 teve o objetivo de realizar a mudancga de um registro algébrico
para o registro grafico de cada uma das fung¢des polinomiais de segundo grau
apresentadas.
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Sousa (2009) observou que na resolucdo apresentada nas tarefas, os alunos
perceberam as variacdes ocorridas na representacdo gréfica da funcdo polinomial
de segundo grau, bem como na representacédo algébrica da funcdo e equacdo da
parabola.

Para o autor a utilizagdo do software GeoGebra foi um fator importante na
construcdo do ambiente em razdo de seu dinamismo, propiciou aos alunos a
percepcdo por meio dos seletores contidos nas atividades e a modificacdo dos
registros de representacao grafica e algébrica da funcéo polinomial de segundo grau
expostos na tela de uma unica vez. O GeoGebra permitiu toda a execucdo das
tarefas contidas nesse ambiente e a criacdo de applets em Java, utilizados em todas
as realizacoes de tarefas, de modo que o usuario pode manipular as atividades,
ainda que nao tivesse o software instalado em sua maquina.

O autor conclui que existe um aprofundamento dos conhecimentos
relacionados a funcdo polinomial de segundo grau, quando é proposto aos alunos
uma sequéncia de atividades, utilizando um software de geometria dinamica, em um
ambiente informatizado. Os alunos envolvidos na pesquisa demonstraram de modo
visivel melhor compreensao dos temas relacionados a funcéo polinomial de segundo
grau quanto a concavidade e as translacdes da representacédo gréfica.

Tarefa 1 — Objetivo: modificar o seletor a, verificar as variagdes ocorridas na
representacdo algébrica da equacdo da parabola em sua representacdo grafica e
escrever o registro algébrico da funcéo que determina essa parabola.

Os guestionamentos apresentados para essa tarefa foram os seguintes:

Ao movimentar o seletor a, 0 que vocé conclui com relagédo parabola?

Ao movimentar o seletor a, 0 que vocé conclui com relacdo a equacdo da
pardbola?

Que funcédo a parabola apresentada na tela representa?

A Tarefa 1 utilizou o recurso dos controles deslizantes que mostram as

mudancgas instantaneamente, a Figura 13 mostra o layout da atividade.



Figura 13 - Layout GeoGebra utilizado na Tarefa 1

Arquivo Editar Exibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda
R] AL o) o) 4] N o] §
- ﬁ“jv v anw
4 a=3
- e
3_
2_
y = 3x?
1 4
a3 2 4 o 1 2 3 4 5 6 1 8
-1
Entrada: 3@

Fonte: Santos (2009)

Tarefa 2 — Objetivo: permitir ao aluno modificar os seletores a e b e visualizar
as conversfes ocorridas na representacdo algébrica da equacdo da parabola sua
representacdo gréafica. Para essa tarefa os questionamentos apresentados foram os

seguintes:
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Ao movimentar os seletores a e b, 0 que vocé conclui com relagédo parabola?

Ao movimentar os seletores a e b, 0 que vocé conclui com relacdo a equacao

da parabola?

Que funcéo a parabola apresentada na tela representa?
O pesquisador utilizou o dinamismo do software para explorar a relagcdo da
expressao algébrica com a parabola da funcao quadratica como pode ser observado

na Figura 14.



Figura 14 - Layout GeoGebra utilizado na Tarefa 2

Arquivo Editar Exibir Opg¢des Ferramentas Janela Ajuda
! A (S EO Lol Nl asc ||]_a= ‘ @le
% e 7” /7‘ """-_’7 ;’:‘7‘ ®7 \.'/v é’.‘v xv e P~ H:-'v ? R
DEm ——- - [@
4 =16
e
3] b=45
—_—e
21 4
'] 4
T T T T O T T T T T T T T
-3 -2 -1 ] 1 2 3 4 5 ] 7 ]
Entrada: )

Fonte: Santos (2009)
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Tarefa 3 — Objetivo: permitir ao aluno modificar os seletores a e c, visualizar

as conversdes ocorridas na equacdo da parabola e sua representacdo gréfica,

anotando suas conclusdes. A Figura 15 mostra o layout da atividade.

Figura 15 - Layout GeoGebra utilizado na Tarefa 3

Arquivo Editar Exibir Op¢fes Ferramentas Janela Ajuda
! A * I IP/—‘\ " . cllll a=2 ‘ D [ud
% o 7” /7‘ /7 ":‘7 ®7 \.'/v QH xv - 5| T ‘%’7 ?
Bl ——- ~~ @
44
3_
a=3
2_
y = 3x? 4
1 4
a3 2 4 o 1 2 3 4 5 T8
14
Entrada: @

Fonte: Santos (2009)

Os questionamentos apresentados para essa tarefa foram os seguintes:

Ao movimentar os seletores a e ¢, 0 que vocé conclui com relacdo parabola?

Ao movimentar os seletores a e ¢, 0 que vocé conclui com relagéo a equacéo

da parabola? Que funcdo a parabola apresentada na tela representa?
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Tarefa 4 — Objetivo: permitir ao aluno modificar os seletores a, b e ¢ e
visualizar as modificagBes ocorridas no registro algébrico da equacao da parabola e
sua representacdo grafica, anotando suas conclusées, além do registro algébrico da

equacdao. A Figura 16 mostra o layout da atividade

Figura 16 - Layout GeoGebra utilizado na Tarefa 4

Arquivo Editar Exibir Op¢fes Ferramentas Janela Ajuda
k] AL Slolo) 4 sl )5S
TDe(O-
a=1.8
=3
—_—
c=27
S —
y=18x2+3x+27 4
O T
-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12
-74
Entrada: 3

Fonte: Santos (2009)
Os guestionamentos apresentados desta tarefa foram os seguintes:

Ao movimentar os seletores a, b e ¢, 0 que vocé conclui com relagéo
parabola?

Ao movimentar os seletores a, b e ¢, 0 que vocé conclui com relacdo a
equacéao da parabola?

Que funcédo a parabola apresentada na tela representa?

Tarefa 5 — Objetivo: permitir ao aluno a visualizagdo da conversdo entre o
registro de representacdo algébrica da funcao polinomial de segundo grau escrita na
forma candnica e seu registro de representacdo grafica, de modo dinamico
apresentados na tela do computador, quando modificarmos o seletor m. A Figura 17

mostra o layout da atividade.



Figura 17 - Layout GeoGebra utilizado na Tarefa 5

Arquivo Editar Exibir Opg&es Ferramentas Janela Ajuda

-A7 /{_‘ ;"_ I}«‘_{‘ @7 .@7 4 x_{ ABC7 | =32} ._I_,_‘ & >
vﬁ|.v v Anw |
f(z) =\(= +2.5)70- m=25
y=x*+5x+6.25
ez 0 s 0 2 4 6 6 10 12 14
Entrada: T e

Fonte: Santos (2009)

Os guestionamentos apresentados para esta tarefa foram os seguintes:

Ao movimentar o seletor m, 0 que vocé conclui com relacdo a parabola? Ao

Que funcéo a pardbola mostrada na tela representa?
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movimentar o seletor m, o que vocé conclui com relacdo a equacdo da parabola?

Tarefa 6 — Objetivo: permitir ao aluno a visualizagdo da conversdo entre o

Os questionamentos apresentados para essa tarefa foram os seguintes:

guando modificamos os seletores m e n. A Figura 18 mostra o layout da atividade.

registro algébrico da fung¢éo polinomial de segundo grau na forma candnica e sua

representacdo gréfica, de modo dinamico, apresentada na tela do computador,

Ao movimentar os seletores m e n, o que vocé conclui com relacao parabola?

Ao movimentar os seletores m e n, o que vocé conclui com relacdo a equacgéo

da parabola?

Que funcédo a parabola mostrada na tela representa?
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Figura 18 - Layout GeoGebra utilizado na Tarefa 6

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
. . D ] ; D
M .A7H /./7‘ ”’f’v ‘I',:‘T ®7 IQ? '{'{1‘7 xv ABC? _5:_27 ‘-I-.v‘ ? Qi
T~
m=06
. 9 n=05
(x4 0.6)" +0.5 —_—
4
y=x2+1.2x+0.86
V) 2 4 6
-2
Entrada: )

Fonte: Santos (2009)

Tarefa 7 — Objetivo: permitir ao aluno a visualizagdo da conversdo entre o
registro de representacado algébrica da funcdo polinomial de segundo grau escrita na
forma canbnica e sua representacdo grafica, realizada de modo dinamico
apresentada na tela do computador, quando modificamos os seletores m, n e p. A
Figura 19 mostra o layout da atividade.

Os guestionamentos apresentados para esta tarefa foram os seguintes:

Ao movimentar os seletores m, n e p, 0 que vocé conclui com relacdo a
parabola?

Ao movimentar os seletores m, n e p, 0 que vocé conclui com relagdo a
equacao da parabola?

Que funcédo a parabola mostrada na tela representa?
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Figura 19 - Layout GeoGebra utilizado na Tarefa 7

Arquivo Editar Exibir Opg¢des Ferramentas Janela Ajuda
Gl relo]aN-J=]«] §%
* 7= ) )| ® Ny | — ) 2 e
"D (- - - @
me=-
9 *
0.6 (z—1)—-1.9 n=-1.9
p=0.6
_— e
q
0.6x2-1.2x-1.3
w 0 2 ; 5
-0
Entrada: o

Fonte: Santos (2009)

Tarefa 8 — Objetivo: obter nas anotacdes realizadas pelos usuérios, o registro

algébrico da funcdo para cada uma das curvas expostas na tela, quando

sobrepostas, por intermédio da mudanca dos valores dos seletores a, b e c. A Figura

20 mostra o layout da atividade.

Figura 20 - Layout GeoGebra utilizado na Tarefa 8

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

- = . ae
NRENECE RN =R
- ﬁ

a=2
h=-0.8
c=0.1
—_—
: 4 6 8
Entrada: S|

Fonte: Santos (2009)
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Os seguintes questionamentos foram apresentados para essa tarefa: Ao
movimentar os seletores a, b e ¢, escreva a expressao algébrica que representa
cada uma das parabolas para as curvas 1, 2 e 3.

Tarefa 9 — Objetivo: mobilizar os conhecimentos aprendidos em tarefas
anteriores, ou seja, a acertar curvas desenhadas na tela por meio da modificacdo de
seletores m, n e n apresentados na tarefa e escrever o registro algébrico da funcéo
de cada uma das curvas. A Figura 21 mostra o layout da atividade.

Os guestionamentos apresentados para esta tarefa foram os seguintes:

Ao movimentar os seletores m, n e p, escreva a expressado algébrica que

representa cada uma das parabolas na forma, para as curvas 1, 2 e 3.

Figura 21 - Layout GeoGebra utilizado na Tarefa 9

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
Lol >elolaN=def+] §
- ﬁ“jv v Aiw
Curya., a=-21
Curva, 201 =5
D ——
p=-0.1
—_—
104 4
. . A . . . .
-20 -10 10 20 30 40
Curva,
Entrada: i@

Fonte: Santos (2009)

Tarefa 10 — Objetivo: fornecer aos alunos o registro da representacéo algébrica de
algumas funcdes forma candnica e na forma desenvolvida para obter nas anotagdes
realizadas pelos usuéarios o comportamento gréafico de cada uma dessas funcbes. A

Figura 22 mostra o layout da atividade.
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Figura 22 - Layout GeoGebra utilizado na Tarefa 10

Arquivo Editar Exibir Op¢Bes Ferramentas Janela Ajuda
Cl Al Slelo] N =] «] 55
Tl | =~ A~ | N 1 Pequeno - |#
Para cada uma das funcdes escreva qual sera o comportamento
de sua representacdo grafica
NI=x+2x+3 5) f(x)= 2 (2 - X)*-6
2) f(x)= (x + 2)? 6) f(})=-3x% +4x- 1
3) f(x)=3x2 + 3 T )=-32+2x +1
4) f(x)= (x+5)® + 2 8) f(x)=-5x2 - 6x + 4
Entrada: !

Fonte: Santos (2009)

4.6. Funcbes Exponencial e Logaritmica

4.6.1 Funcéo Exponencial

Seja a um numero real positivo, que suporemos sempre diferente de 1. A
funcdo exponencial de base a € R, f: R —» R*, indicada pela notacdo f(x) = a¥,
deve ser definida de modo a ter as seguintes propriedades, para quaisquer x,y € R:

i) a¥-a¥ =a**y

iyal=a

ix<y=>a*<a’¥sea>1

Vix<y=a"<a*sel<a<l1

A funcdo exponencial € uma correspondéncia biunivoca entre R e R*,
crescente se a > 1, decrescente se 0 < a < 1. E seu grafico € uma curva
denominada curva exponencial (DANTE, 2010).

As funcgdes exponenciais sao, juntamente com as fungdes afins e as
guadraticas, os modelos matematicos mais utilizados para resolver problemas
elementares (LIMA, 2006).
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O software GeoGebra pode ser utilizado no estudo a fungdo exponencial
principalmente em alguns casos onde o processo grafico € mais vantajoso que o
algébrico.

PROBLEMA: Quantas raizes tem a equagédo 2* = x2?

RESOLUCAO: ¢é facil verificar que 2 e 4 sio duas raizes, para saber se ha mais

alguma raiz, podemos utilizar os graficos das funcdes f(x) =2* e g(x) =x% e

verificar quantos sao os seus pontos em comum. No GeoGebra o comando:
Intersegao| < Fungdo >, < Fungdo >,< Valor de x Inicial >,< Valor de x Final > |

nos mostra o pontos comuns as duas funcdes f e g em um intervalo real, a figura

23 nos mostra os graficos das fungdes citadas na resolucao do problema e seus trés

pontos de intersecéo.

Figura 23 - Gréficos das fungdes f(x) =2* e g(x) =x*

Arquwo Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Elaborado pelo autor

4.6.2 Funcao Inversa

Diz-se que a funcdo e g:Y —» X é a inversa da funcédo e f: X — Y quando se
tem g(f(x)) = x e f(g(y)) = y para quaisquer x € X e y € Y . Evidentemente, g é
inversa de f se, e somente se, f € inversa de g.

Quando g € ainversa de f, tem-se g(y) = x se, e somente se, f(x) = y. Se
g(f(x)) = x paratodo x € X entdo a funcéo f € injetiva, pois

fx) = fO) = g(f(x)) = g(f(x2)) = x1 = x;
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Por sua vez, a igualdade f(g(y)) = y, valendo para todo y € Y, implica que f
é sobrejetiva, pois, dado y € Y arbitrario, tomamos x = g(y) € X etemos f(x) = y.

Portanto, se a funcdo f: X — Y possui inversa entdo f é injetiva e sobrejetiva,
ou seja, € uma correspondéncia biunivoca entre X e Y . Reciprocamente, se f: X - Y
€ uma correspondéncia biunivoca entre X e Y entdo f possui uma inversa g:Y - X.
Para definir g, notamos que, sendo f sobrejetiva, para todo y € Y existe algum x € X
tal que f(x) = y. Além disso, como f é injetiva, este x € Unico. Pomos entéo
g(y) =x. Assim, g:Y — X é a funcdo que associa a cada y € Y o Unico x € X tal que
f(x) = y. E imediato que g(f(x)) = x e f(g(y)) =y para x€X e y€Y
quaisquer.

Se X, Y sdo conjuntos de nimeros reais e f~1:Y - X é a inversa da funcéo
f:X - Y entdo o grafico G’ da fungéo f~! é o simétrico do grafico G da funcéo f em
relacdo a diagonal do plano R? que é a reta formada pelos pontos (x; x) que tém
abcissa e ordenada iguais.

Com efeito, temos:

x,y E6ey=fx ox=f1y & yx €G'.

Podemos determinar a inversa de uma funcéo real utilizando o GeoGebra. A
determinacdo € feita através do grafico, a seguir mostramos 0S passos para
determinar a inversa da funcéo real f x = 4-e3*. Primeiro construimos o grafico da
funcao f utilizando o campo de entrada. Em seguida construimos a reta auxiliar y =
x. Em seguida faremos a reflexdo do grafico da funcéo f em relacdo a reta dada. Ao
realizarmos a construcdo descrita obteremos uma curva dada por uma equacao
paramétrica, analisando a curva podemos verifica que a funcdo admite inversa. O

layout da construcdo pode ser observado na figura 24.
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Figura 24 - Reflexdo do grafico da fungéo real f(x)=4-e3xem torno da reta y=x

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Elaborado pelo autor

Uma construcdo semelhante para a fungdo f x = 3x* + 4x + 1 também nos

d& uma curva, como pode ser observado na figura 25, mas verificamos que a curva

dada né&o representa uma funcgéo, logo a funcédo f ndo admite inversa.

Figura 25 - Reflex&o do grafico da fungéo real f(x):3x2+4x+1 em torno da reta y=x
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4.6.3 Funcao Logaritmo

Por ser uma correspondéncia biunivoca para todo numero real positivo a # 1,
crescente para a > 1 e decrescente para 0 < a <1 a fungdo exponencial admite
uma funcdéo inversa.

A inversa da funcdo exponencial de base a é a funcdo log,: R* - R que
associa a cada numero real positivo x o nimero real log, x, chamado o logaritmo de
x na base a. Por definicdo de funcéo inversa, tem-se: al°8¢* = g e log, a* = x.

Assim, log, x € 0 expoente ao qual se deve elevar a base a para obter o
namero x. Ou seja, y = log,x © a¥ = «x.

Segue-se imediatamente da relagcdo a"-a¥ = a"*V que log,(x-y) = log, x +
log, y para x e y positivos quaisquer.

Esta propriedade de transformar produtos em somas foi a motivacdo original
para a introducdo dos logaritmos, no inicio do século 17, e de sua popularidade, até
bem recentemente, como um eficiente instrumento de calculo (LIMA, 2006).

As funcdes logaritmicas mais utilizadas sdo aquelas de base a>1,
especialmente as de base 10 (logaritmos decimais), base 2 (logaritmos binarios) e
base e (LIMA, 2006).

A funcdo logaritmo esta ligada a um grande numero de fendbmenos e
situacdes naturais, onde se tem uma grandeza cuja taxa de variacdo € proporcional
a quantidade da mesma existente no instante dado (LIMA, 2006).

Como log, x € uma funcao crescente de x quando a > 1, e como log, 1 =0,
segue-se que, para a > 1, os numeros compreendidos entre 0 e 1 tém logaritmo
negativo e os maiores do que 1 tém logaritmo positivo. Ao contrario, se 0 < a < 1
entdo log, x é positivo quando 0 < x < 1 e negativo quando x > 1. A figura 26

mostra os graficos das fungdes f(x) = log, x e g(x) = loga x.
2
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Figura 26 - Gréficos das funcdes f(x) = log, x e g(x) = logix.
2
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Fonte: Elaborada pelo autor

Se tivéssemos tracado os graficos das funcbes y =log, x e y =log, x, com
a > 1e0 < b < 1quaisquer, as figuras obtidas teriam mesmo aspecto.

Os logaritmos naturais podem ser apresentados de forma geométrica (LIMA,
2009). Seja x um numero real positivo. Define-se o logaritmo natural de x como a

area da faixa da hipérbole H¥. Onde a faixa da hipérbole é o conjunto H? dos pontos
(x; y) do plano, tais que x esta entre a e b, taisque a; b € Rt e 0<y Si €o

conjunto do plano limitado lateralmente pelas verticais x = a, x = b, ao sul pelo
eixo das abcissas e ao norte pela hipérbole H. Em particular, quando x = 1, H} reduz
a um segmento de reta portanto tem area igual a zero. Desse modo teremos:

) In1=0

i) Inx>0sex>1

i) Inx<0se0<x<1
Quando x < 0 o logaritmo natural ndo esta definido.
A figura 27 traz a visualizagdo de uma construcao feita no GeoGebra onde se

verifica a igualdade entre a area da faixa da hipérbole e o logaritmo natural. Area da
faixa da hipérbole é obtida pela integral da fungcéo f x = i no intervalo [a, b], esse

resultado é obtido através do comando:

Integral[ < Fungdo >,< Valor de x Inicial >,< Valor de x Final > |
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Onde o valor de x inicial é a e o valor final € b. O valor do logaritmo natural &

obtido pelo comando: In(x)

Figura 27 - Area da faixa da hipérbole
Arquwo Editar Exibir Op:;ces Ferramentas Janela Ajuda
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4.6.4. Sequéncia didatica com o uso do GeoGebra

Em sua dissertacdo de mestrado em educacdo matematica Santos (2011)
explorou o Ensino da Funcdo Logaritmica por meio de uma sequéncia didatica
explorando suas representacbes com o uso do software GeoGebra. Como aporte
tedrico o autor utilizou a Teoria dos Registros de Representacdo e Semidtica
descrita por Duval (2007).

O objetivo foi elaborar, aplicar e analisar uma sequéncia didatica que
envolveu o tema funcdo logaritmica utilizando o software GeoGebra como
estratégia pedagodgica. Ou seja, fazer o uso destas tecnologias de forma planejada
com objetivos previamente estabelecidos de forma que o estudante possa
desenvolver os processos de: observar, conjecturar, levantar hipéteses, generalizar
e abstrair.

Participaram da pesquisa 6 alunos do 3° ano do Ensino Médio que realizaram
seus trabalhos em duplas. A sequéncia didatica foi organizada em quatro sessdes
que duraram oito encontros com o objetivo de ensinar a funcdo logaritmica, e

utilizando a ordem dos conteudos proposta no Caderno do Professor de Matematica
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do 1° ano do Ensino Médio disponibilizado pela secretaria de educagéo do estado de
Séo Paulo.

O pesquisador conclui que o uso do software GeoGebra facilitou a
compreensao dos conceitos e contribuiu para a aprendizagem destes alunos. Todas
as duplas destacaram a importancia da visualizacdo do gréfico da funcdo no
software, além da possibilidade de testar outras funcées de modo dinamico e rapido.

Como reflexdo o pesquisador destacou o quanto € trabalhoso elaborar uma
sequéncia didatica e planejar estratégias de ensino com objetivos previamente
estabelecidos. Percebendo que o uso apenas de materiais pedagdgicos e livros
didaticos em que os exercicios estdo prontos ndo é suficiente para contribuir para a
aprendizagem. Segundo o autor é necessario que o professor escolha situacoes-
problema que contemplem situacfes que possibilitem aos alunos a oportunidade
para investigar, elaborar e testar hipéteses, conjecturar e assim tornar possivel a

generalizacéo e abstragdo de um conceito matematico.

Sesséo | - Consolidacao da ideia de Poténcias

Ao propor esta atividade o pesquisador procurou iniciar uma situagao
problema que envolvesse a exploracdo de alguns conceitos fundamentais das
poténcias, tais como as diferentes formas de representacdo da poténcia utilizando
nameros reais e relaciona-las com algumas propriedades fundamentais desse
conteudo, nos quais foram destacados fatos fundamentais para a compreensao da
natureza da fungéo exponencial.

Para isso utilizou como registro de partida o registro da lingua natural, o
registro numérico e algébrico por meio da tabela para favorecer as conversées do
registro de partida para o registro de chegada fazendo uso do registro numeérico,

algébrico e gréfico.

Sesséo Il - O conceito Fungao Exponencial

O objetivo dessa sessao foi explorar as caracteristicas da funcéo exponencial,
dominio da funcéo representado por meio de tabelas e fazer a conversdo para o
registro grafico utilizando o software GeoGebra; apresentar a situagao-problema
representada pelo registro de tabela e fazer a converséo para o registro numérico e

algébrico.
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Atividade 1: a partir da leitura dos gréficos das funcdes f e g definida por f x =a* e
g x = b* apresentados na figura 28 observe e responda:

a) Qual é a representacédo algébrica da funcao f?

b) Qual é a representacédo algébrica da funcéo g?

c) Observando as curvas das fungdes f e g, qual € a caracteristica da curva quando
a base a € maior que zero?

d) Construa vérias funcbes em utilizando o software GeoGebra e observe o
comportamento do gréfico dessas fungdes. Escreva a lei algébrica dessas funcgdes.
e) Apos a resolucdo do item (d) vocé pode generalizar o comportamento do gréfico

de umafuncdo f x = a* se 0 < a < 1? Justifique sua resposta.

f) Qual é a diferenca entre a funcdo f x =3 e afuncdo g x = "o Justifique a

W=

sua resposta e, caso necessario, utilize o software GeoGebra para confirmar suas

hipoéteses.

Figura 28 - Gréafico das funcbes f(x)=a" e g(x)=b"
Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Santos (2011)

Espera-se que os alunos relacionem os valores encontrados na tabela com o
comportamento do grafico das funcdes e facam a converséo do registro grafico para

0 registro algébrico

Sessao llI- Explorar o conceito de Logaritmos
Apresentar situacdes-problema que necessitam utilizar o conceito de funcao

exponencial e logaritmica. Durante a secdo, ao propor as atividades abaixo,
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pretendemos ressaltar a importancia do estudo dos logaritmos para os alunos

promovendo uma discussdo sobre o tema, utilizando a calculadora cientifica.

Sessao IV- Funcgdes Inversas

Nessa sessao o pesquisador procurou explorar por meio do registro de
partida utilizando a representacdo no registro grafico os conceitos de simetria, e da
funcdo inversa e concluir que a funcao logaritmica € a funcdo inversa da funcéo
exponencial.

4.7. Funcao impar e funcao par

Construgcdes semelhantes as utilizadas para determinar se uma funcao admite
inversa podem ser usadas para estudar a paridade das funcdes.

Dante (2010) em seu livro utilizado no ensino médio, define que uma funcéo
f:R — R é par se, e somente se, f(x) = f(-x), para qualquer x € D, em que o dominio
€ simétrico em relacdo a origem, isto é, x € D acarreta —x € D. O gréfico de f &
simétrico em relagéo ao eixo y.

Observando a figura 29 concluimos que a funcdo f x = 2x*+ 2x —4 ndo é

par pois, seu grafico ndo € simétrico em relacdo ao eixoy.

Figura 29 - Reflexdo do grafico da funcéo real f(x):2x2+2x-4 em torno do eixo y
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Para Dante (2010) uma funcédo f: R — R é impar se, e somente se, f(—x) =
—f(x), para qualquer x € D. O dominio é simétrico em relagcdo a origem, isto &,
x € D acarreta —x € D. O gréafico de f é simétrico em relacdo a origem (DANTE,
2010). Observando a figura 30 concluimos que a funcdo f x = x* é impar, pois,
fazendo a reflexdo de seu grafico em relacédo a origem observamos que as curvas

coincidem.

Figura 30 - Reflexdo do grafico da funcao real f(x):x3 em torno da origem
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Fonte: Elaborado pelo autor

4.8. Funcdes trigonométricas

As funcdes trigonométricas constituem um tema importante da Matematica,
tanto por suas aplicacdes (que vao desde as mais elementares, no dia-a-dia, até as
mais complexas, na Ciéncia e na alta Tecnologia) como pelo papel central que
desempenham na Analise (LIMA, 2006).

Uma propriedade fundamental das fungdes trigopnométricas € que elas séo
periodicas. Por isso sdo especialmente adaptadas para descrever os fenbmenos de
natureza periédica, oscilatoria ou vibratorias, os quais abundam no universo (LIMA,
2006).

Considerando uma circunferéncia de raio 1 com centro na origem do sistema
cartesiano de coordenadas denominada de circunferéncia trigopnométrica ou circulo
trigonométrico. Por convencgéo, o ponto A = (1,0) é a origem dos comprimentos de

arco, o sentido anti-horario é o sentido positivo de percurso e o sentido horéario é o
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negativo. Assim, dado qualquer x € R, marcamos na circunferéncia trigonométrica
um ponto P, de modo que o comprimento do arco de origem em A e extremidade em
P seja igual ao valor absoluto de t. Se t > 0, o percurso é feito no sentido anti-
horario; se t < 0, no sentido horéario.

Quando o numero t € R, t > 0, determina um ponto no primeiro quadrante, ou
seja, de maneira tal que o comprimento do arco de origem em A e extremidade em P
€ menor do que um quarto da circunferéncia; temos, entdo, um angulo central de t
radianos que é agudo. No triangulo retangulo OPM da figura 31, podemos observar
que valem as razbes trigonométricas j4 definidas anteriormente, no triangulo

retangulo. Assim cost = OM e sent = PM, uma vez que o raio da circunferéncia € 1

Figura 31 - Circulo trigonométrico

Fonte: Elaborada pelo autor

As funcbes cos: R - R e sen: R - R, sdo chamadas de funcdo cosseno e
funcdo seno respectivamente, e definidas pondo-se, para cada t € R:
P(t) = (cost; sent).
Noutras palavras, x = cost e y = sent Sa0 respectivamente a abcissa e a
ordenada do ponto P(t) da circunferéncia unitaria.
Segue-se imediatamente desta definicdo que vale, para todo t € R, a relacao
fundamental:
cos’t + sen®t = 1.
Uma fungéo f: R = R chama-se periodica quando existe um numero T # 0 tal
que f(t+T) = f(t) para todo t € R. Se isto ocorre, entdo f(t+ kT) = f(t) para
todo t € R e todo k € Z. O menor numero T > 0 tal que f(t + T) = f(t) para todo
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t € R chama-se o periodo da funcéo f. As funcBes seno e cosseno séo periddicas,
de periodo 2m.

Das funcBes seno e cosseno derivam as outras funcdes trigonométricas, a
senx CcoS X 1 1 ~
saber, tgx = —, cotgx = ——, secx = —— e cossec x =——. Destas funcdes
COoS X senx COoS X senx

(chamadas tangente, cotangente, secante e cossecante), a mais importante € a
primeira. Cumpre observar que tais fungbes, sendo definidas por meio de
quocientes, tém seus dominios restritos aos numeros reais para 0S quais o

denominador é diferente de zero.
4.8.1. Sequéncia didatica com o uso do GeoGebra

Damasco Neto (2010) apresentou uma possibilidade de uso do software
GeoGebra como ferramenta didéatica para o estudo das fun¢des seno e cosseno
tendo por base a teoria de aprendizagem matematica dos registros de
representacdo semiética de Raymond Duval.

O trabalho foi desenvolvido através de um estudo bibliogréfico a fim de
conhecer as discussoes ja feitas em torno do tema da pesquisa e de uma sequéncia
didatica elaborada na forma de oficinas, elaboradas a partir dos estudos feitos na
primeira etapa, oferecidas a um grupo de alunos do ensino médio.

Além disso, foram coletados dados obtidos por meio de observacoes,
questionarios, entrevistas individuais ou em pequenos grupos realizadas a qualquer
momento do ensino, e até mesmo apds o0 seu término.

O pesquisador destacou que no caso das funcdes trigopnométricas, via que 0s
alunos sabiam o formato comum dos graficos, mas ndo conseguiam perceber as
transformacdes que o grafico sofria ao se alterar um parametro qualquer da funcéo,
ou até mesmo a relacdo que havia entre o seu grafico e o circulo trigonométrico.

Desse modo partindo das leituras e pesquisas feitas, e observando o
referencial tedrico percebeu que o mais interessante seria utilizar o software
GeoGebra, por unir caracteristicas dos softwares algébricos e de geometria
dinamica.

Na sequéncia didatica o pesquisador procurou proporcionar aos alunos
condicbes de compreender e aprofundar o entendimento das func¢des reais seno e

cosseno.



53

Em um primeiro momento foi realizada uma avaliagdo inicial buscando
verificar o conhecimento dos alunos em relacdo as fungbes trigonométricas.
Finalizada a avaliagdo ocorreu o primeiro contato com o ambiente do GeoGebra na
oficina, onde os estudantes tiveram a possibilidade de conhecer suas ferramentas e
como utiliza-las, para isso foi utilizada uma ficha desenvolvida pelo autor e outras
atividades propostas no quadro.

O autor destacou que a sequéncia didatica em um ambiente computacional
obteve um bom indice de aprovacao entre os alunos participantes. Segundo ele era
perceptivel o quanto os alunos gostavam de interagir com o software, mostraram
grande motivagao e interesse na resolucéo das atividades propostas.

Destacou ainda o quanto os estudantes ficaram admirados da facilidade de
construir circulo trigonométrico e como € interessante observar toda a transformacgéao
de uma maneira dindmica, olhando para o registro grafico e o algébrico e também as
mudancgas que ocorriam em cada um ao mesmo tempo.

Para o pesquisador a manipulacdo de objetos utilizando softwares de
geometria dindmica permitiu aos estudantes contornarem as dificuldades existentes
quanto a manipulacdo e utilizacdo de abstracfes para auxiliando na compreensao
do comportamento das fung¢des trigonométricas, como por exemplo, a associacao
dos pontos do circulo trigpnométrico com os pontos do plano cartesiano.

Damasco Neto (2010) concluiu que problemas envolvendo construcdes
dindmicas no GeoGebra despertou o interesse dos alunos destacando que o
computador e os softwares de geometria dinamica sdo meios pelos quais se podem
impulsionar formas diferenciadas de exercer a préatica docente.

A proposta de sequéncia didatica procurou proporcionar aos alunos condi¢cdes
de compreender e aprofundar o entendimento das funcfes reais seno e cosseno.
Foram cinco encontros com duracéo de 80 minutos.

Em todas as aulas os estudantes tiveram como material de trabalho fichas de
atividades, lapis, caneta, o software GeoGebra e um computador para cada equipe.
Antes de iniciar a atividade de cada dia era feita uma breve discussao entre o
professor e os alunos a fim de verificar as estratégias tomadas para solucionar as

atividades do dia anterior.
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Encontro 1 — Pré-Avaliacao e Estudo do GeoGebra.

No primeiro momento fez-se uma avaliag&o inicial onde se buscara verificar o
conhecimento dos alunos em relacdo as funcdes trigopnométricas. Nesta avaliacao
havia questdes com estudo de graficos (identificando dominio, imagem, periodo)
assim como sua construcdo e identificacdo dos mesmos elementos a partir da

representacdo algébrica das referidas funcoes.

Encontro 2 — Circulo trigopnométrico.
Esse encontro consistiu numa atividade em que o participante deveria
compreender a interpretacdo matematica que pode ser feita sobre os pontos sobre o

circulo trigonométrico como mostra a figura a 32.

Figura 32 - Circulo trigpnométrico dindmico
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: DAMASCO NETO (2010)

No circulo trigonométrico podemos observar o registro grafico dinamico do
mesmo com a mensuracao do arco em graus. Na aba a esquerda todos os registros
algébricos e simbalicos dos objetos presentes ali. Assim desta maneira o aluno pode
coordenar diferentes representacfes semidticas de um mesmo elemento
matematico: no circulo trigonométrico (representacdo algébrica e gréafica), as
coordenadas do ponto B (algebricamente e graficamente), o valor de seno e

cosseno do arco representado (simbolicamente, algebricamente e graficamente).
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Encontro 3 e 4 — Func¢des Trigonomeétricas e suas principais caracteristicas

Estes dois encontros foram preparados para se estudar o periodo, a imagem
e 0 dominio das fungbes reais do tipo f x = a + b-sen(c'x) e g(x) = a + b-
cos(c-x). Neste caso os alunos foram incentivados a observar as transformacodes
que ocorreram com o formato dos graficos e suas respectivas caracteristicas quando
se alteravam os coeficientes a, b e ¢ destas func¢des. Ou seja, houve nessas aulas
uma manipulacdo de varios registros de representacdo desse objeto Matematico. Os
alunos analisaram graficos destas funcdes e registrardo simbolicamente suas
respectivas imagens. Também construiram graficos a partir de suas representacées
algébricas e perceberam qual sua imagem. Utilizando o modo de arrasto sobre o
gréfico, poderiam perceber as devidas alteracdes sobre o registro algébrico dessas
funcdes, assim como o registro simbdlico de sua imagem.

A figura 33 traz o gréfico da funcdo real f x = a + b-sen(c-x) nessa

construcdo mais uma vez merecem destaque os controles deslizantes a, b e c.

Figura 33 - Grafico da fungéo real f(x) = a + b -sen(c-x)
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Fonte: Elaborada pelo autor

Encontro 5 — Pés-Avaliacao

Nessa poés-avaliacdo, buscou-se avaliar a contribuicdo da oficina para uma
melhor compreensdo do aluno quanto as funcbes trigonométricas. Para isto
elaborou-se uma avaliacdo bastante semelhante a pré-avaliacdo, afim de observar a
evolucdo do aluno com esta oficina. E importante frisar que as fichas de cada aula

também servirdo de apoio para observar tal evolugéo.
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5. CONCLUSAO

Ao finalizar este trabalho, consideramos que a pesquisa proporcionou
experiéncias matematicas expressivas e estimulantes, envolvendo a escolha do
tema, a investigacao, a criacdo de hipdteses e a descoberta de novas propostas de
ensino.

O estudo das Funcbes € um campo amplo e permeia a trajetéria dos
estudantes durante a Educacdo Basica e, no entanto existem muitos problemas de
ensino e aprendizagem deste tema conforme resultados de pesquisas realizados por
Bianchini e Puga (2006) e Nasser (2009).

Neste contexto, reconhecemos a utilidade e o potencial do software
GeoGebra, dado que nos permite construir, explorar, visualizar, experimentar
situacdes e manipular dados que de outra forma o professor tradicional recorrendo a
meios convencionais, com recurso material de desenho ndo consegue proporcionar.

Um ponto importante é o fato do GeoGebra, por ser um ambiente que une 0s
recurso de Geometria Dindmica com recursos dos sistemas de comando algébricos
possibilita a manipulacdo dindmica dos diferentes registros. As vantagens desta
manipulacdo ficam evidentes como, por exemplo, com o fato de podermos realizar
varias manipulagdes em pouco tempo, diferentemente de um grafico construido com
lapis e papel.

Desta forma esperamos contornar a dificuldade existente quanto a
manipulacdo e utilizacdo de abstracbes para compreender o comportamento das
funcdes trigonométricas, como por exemplo, a associacdo dos pontos do circulo
trigonométrico com os pontos do plano cartesiano (DAMASCO NETO, 2010).

Outro fator a considerar diz respeito a motivacdo docente. Ensinar
matematica com recurso a software dindmico é significativamente diferente de
ensinar de forma tradicional (CALDAS, 2011).

No entanto, para a sua integracdo no ambito da sala de aula, € necessaria a
promocao de cursos de formacdo docente que discutam as potencialidades de suas
ferramentas e diferentes metodologias para sua inser¢cdo nas praticas pedagoégicas
(BALDINI; CYRINO, 2012a).
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Acredita-se entdo que este trabalho possa servir de apoio a elaboracdo de
novas sequéncias didaticas com apoio computacional afim de ultrapassar outros
obstaculos de contetdos especificos da Matematica.

Concordamos com Damasco Neto (2010) quando destaca que a ideia ndo é
levantar agora uma bandeira para substituicdo dos meios que ja provaram serem
capazes de promover o ensino pelo uso de software educativo. Na verdade consiste
em aproveitar o melhor possivel as caracteristicas destes meios que podem se
tornar num dado momento mais adequado que outros meios mais “convencionais”,
ou um oferecer suporte ao outro.

Esperamos que a leitura deste trabalho apresentado possa contribuir para a
reflexdo da pratica docente dos colegas professores de Matematica e para novas

pesquisas na Educacédo Matematica.
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Apéndice A —LISTA DE SITES COM CONTEUDO QUE AUXILIAM NA
UTILIZACAO DO SOFTWARE GEOGEBRA.

Desenvolvedor: http://www.GeoGebra.org

Instituto GeoGebra em Maringa —Parana: http://www.dma.uem.br/igi/
Instituto GeoGebra no Rio de Janeiro: http://www.GeoGebra.im-uff.mat.br/
Instituto GeoGebra de S&o Paulo: http://www.pucsp.br/GeoGebrasp/

Instituto GeoGebra — Portugal: http://GeoGebra.ese.ipp.pt/


http://www.geogebra.org/
http://www.dma.uem.br/igi/
http://www.geogebra.im-uff.mat.br/
http://www.pucsp.br/geogebrasp/
http://www.pucsp.br/geogebrasp/
http://geogebra.ese.ipp.pt/

