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RESUMO

Esta pesquisa apresenta métodos para construcoes graficas e resolucao de problemas en-
volvendo funcoes do 12 e 2° graus usando o Geogebra, software computacional, disponivel
no mundo digital. A metodologia é explorada em problemas de construcao, analise grafica
e andlise algébrica. Discute-se ainda sobre a importancia de incorporar a tecnologia na
sala de aula, incentivando o aluno na busca de conhecimento em meio a uma sociedade
cada vez mais moderna. Alguns problemas sobre funcgoes utilizados ao longo desse tra-
balho foram retirados de Olimpiadas de Matematica e de alguns livros didaticos, onde a
variedade de exemplos tedricos e praticos apresentados podem ser explorados para moti-
var a introducao das funcoes do 1° e 2° graus, na Educacao Bésica, por meio de recursos

tecnoldgicos disponiveis, como o caso do Geogebra.

Palavras-chave: Tecnologias. Geogebra. Funcoes do 1° e 2° graus. Problemas.



ABSTRACT

This research presents methods for graphic constructions and problem solving involving
functions of the 1st and 2nd degrees using Geogebra, computational software, available
in the digital world. The methodology is explored in problems of construction, graphi-
cal analysis and algebraic analysis. It also discusses the importance of incorporating
technology in the classroom, encouraging students to seek knowledge in the midst of an
increasingly modern society. Some problems about functions used throughout this work
were taken from Mathematics Olympics and some textbooks, where the variety of the-
oretical and practical examples presented can be explored to motivate the introduction
of the functions of 1st and 2nd degrees in Basic Education, by means of technological

resources available, such as the case of Geogebra.

Keywords: Technologies. Geogebra. Functions of the 1st and 2nd degrees. Problems.
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INTRODUCAO

O processo de ensino aprendizagem das ciéncias exatas, principalmente da Ma-
tematica, tem sido um grande desafio para o sistema educacional brasileiro. O Ministério
da Educacao estabelece as diretrizes sobre o curriculo, ou seja, os conteidos a serem de-
senvolvidos na Educacao Basica. Entretanto, observa-se uma dificuldade na criagao de
pontes entre tal curriculo e as tecnologias atuais. Para a professora Rose Cerny, (coor-
denadora de projetos institucionais de educacao a distancia da Universidade Federal de

Santa Catarina-UFSC):

[...] a cultura digital precisa ser reconhecida pela escola, com a incor-
poragao das tecnologias ao curriculo, como recurso pedagdgico que fa-
vorega o processo de ensino-aprendizagem. O uso pedagdgico das tecno-
logias, associado ao conteudo especifico de cada disciplina do curriculo,
segundo a professora, é um dos maiores desafios. Outro é a formacao
inicial e continuada dos educadores. (BRASIL, 2015, p.1).

Nota-se que o ser atual estd imerso em um universo de conhecimento e in-
formacao disponibilizado pelo meio digital, através da internet, e as escolas publicas,
quase nao usam, principalmente no que se refere a aplicativos para facilitar a aprendiza-
gem. Um dos filésofos renomado da atualidade, Leandro Karmal, em um video publicado
no canal Reacdo em Cadeia no Youtube, afirma que: “O mundo digital é uma ferramenta
que em si é neutra, quem determina sua utilidade, o que vai saciar a sede ou afogar, é o

préprio ser que utilizar dessa ferramenta” (KARNAL, 2020).

Portanto, é preciso que as escolas se abram para esses processos de trans-
formacoes, que preparem seus discentes com uma formacao condizente com os processos
de evolucao da prépria humanidade, ou seja, os professores nao podem deixar de cami-
nhar junto com a tecnologia, dessa forma, devem buscar selecionar e adaptar o que hé de
melhor no mundo digital para facilitar o processo de ensino e aprendizagem dos discentes,
pois é uma necessidade que podera tornar esse processo mais criativo, dinamico e inserido

no contexto social, economico e cultural de sua época.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), documento de cardter nor-
mativo, é a referéncia para elaboracao dos curriculos de todas as escolas que ofertam

Educagao Basica no pais. Ela orienta a elaboracao e revisao das propostas pedagdgicas
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na politica para formacao de professores, nos materiais didaticos e avaliagoes. Esta base
curricular também apresenta competéncias que devem ser incorporadas nos curriculos es-
colares, entre tais competéncias estd, exatamente, o uso dos recursos digitais de forma
critica. Ou seja, os educandos devem aprender a utilizar os recursos tecnolégicos com

responsabilidade e senso critico.

Outra competéncia destacada pela BNCC é o uso da linguagem matemaética
na comunicacao, ou seja, ¢ importante que o aluno saiba ler a matematica, que entenda
os seus simbolos, suas leis e conectivos. Assim compreenderd e observara que o mundo é
cercado por formas matematicas, ou seja, entendendo, sera possivel amadurecer o senso
estético, olhar a matematica nas artes, na arquitetura, na escultura, na tecnologia e em
varias outras ciéncias, tornando, portanto, mais facil exercitar a curiosidade, a observagao
e o pensamento cientifico. Dessa forma podera formular e desenvolver hipéteses e buscar
solugoes para ser um cidadao atuante na sociedade, criador de possibilidades e transfor-

mador da propria realidade.

Além da BNCC tem-se também os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs),
que sao diretrizes elaboradas pelo Governo Federal que servem para nortear os educadores.

Os PCNs preconizam que se fagam:

[...] exploragdo de situagdes-problema, o aluno reconhecersd diferentes
fungoes da dlgebra (como modelizar, resolver problemas aritmeticamente
insoliveis, demonstrar), representando problemas por meio de equagoes
(identificando pardmetros, varidveis e relagoes e tomando contato com
férmulas, equagdes, varidveis e incégnitas) e conhecendo a sintaxe (regras
para resolugao) de uma equagao. (BRASIL, 1997, p.39).
Diante de tais diretrizes sugeridas pela BNCC e pelos PCNs surgiram, entao, os
seguintes questionamentos que nortearam a presente pesquisa: € possivel inserir recursos
tecnoldgicos, como o software Geogebra, através de situagoes-problema, para o estudo

das funcoes do 12 e 22 graus? E possivel utilizar esse software para relacionar Algebra e

Geometria favorecendo o processo de ensino e aprendizagem de tais contetudos?

Considerando os objetivos do Programa de Mestrado Profissional em Ma-
tematica em Rede Nacional - PROFMAT, propoe-se, como objetivo principal deste tra-
balho, uma abordagem algébrica e tecnolégica para resolucao de problemas envolvendo
fungoes do 12 e 2° graus (também conhecidas, respectivamente, como funcoes afins e
quadréticas), determinando suas leis de formagao, dominios, contradominios, imagens,

graficos e aplicacoes, revelando a importancia de tais contetidos para o entendimento dos
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processos que ocorrem na sociedade e contribuindo para o desenvolvimento do raciocinio

cientifico e tecnoldgico dos alunos da Educacao Basica.

Especificamente, este trabalho estabelece a relacao entre fungoes, seus graficos
e o software Geogebra, utilizando as ferramentas deste software para construgao de gréficos.
Objetiva-se, dessa forma, que os discentes possam compreender melhor os assuntos asso-
ciados a teoria das funcoes afins e quadraticas, visto que o préprio software tem ferra-
mentas de construcgao e desenhos de graficos que facilitarao a vida do aluno (e também do
professor), evitando assim a constru¢ao de desenhos imprecisos e de dificil compreensao

para os alunos.
O presente trabalho esta dividido em trés capitulos, organizados como segue.

No Capitulo 1 discute-se sobre a importancia de se usar softwares no processo
de ensino e aprendizagem dos conteidos da Matematica, destacando-se, em especial,
o software Geogebra (sua interface e criador), bem como os beneficios e desafios que
o Estado, os docentes e discentes poderao encontrar ao utilizar este software, e como

supera-los.

O Capitulo 2 é destinado a um breve resumo teérico sobre as fungoes tratadas
nessa pesquisa, ou seja, as fungoes afins e quadraticas. Aqui, também serdao apresentadas

algumas técnicas para construcoes de graficos daquelas fungoes utilizando o Geogebra.

Finalmente, no Capitulo 3, apresenta-se um relato de experiéncia sobre uso
do Geogebra nas atividades, em sala de aula, com alunos do 1° ano do Ensino Médio
de uma escola publica da cidade de Sao Luis - MA. Nessa experiéncia, foram propostos
alguns problemas, envolvendo funcoes afins e quadraticas, extraidos de livros didaticos,
Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) e de Olimpiadas Brasileiras de Matematica,

com objetivo de executar-se, na pratica, tarefas por meio do aplicativo Geogebra.

Espera-se, com esta pesquisa, proporcionar, aos alunos e professores, novas for-
mas de aprendizagem, ou seja, oferecer uma ponte entre o contetido estudado e a realidade
da sociedade atual, onde educando e educador passam por processos de transformagoes,

principalmente nas dreas de informagcao, tecnologia e comunicagao.
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1 IMPORTANCIA DE SE USAR SOFTWARES
NO PROCESSO DE ENSINO E APRENDIZAGEM

Grandes empresarios como Bill Gates, afirmam que a tecnologia é tendéncia
deste século e futuros. Segundo ele, em uma entrevista publicada na revista Exame, “o
progresso nos préximos 30 anos serd maior do que nunca [...]. Uma vez que os computa-
dores/robos alcancem um nivel de capacidade em que ver e se movimentar seja facil para

eles, eles serao usados extensivamente”. (GUMARAES, 2015, Tecnologia, p.1).

Pensando neste aspecto, usar softwares para cativar e atrair os discentes para
concentrarem-se nas disciplinas abordadas é algo relevante, pois a tecnologia ¢ tendéncia
para o futuro. Logo, deve-se pensar nas tendéncias do mercado mundial, no custo beneficio
para o préprio Estado, ja que muitos softwares estao disponiveis no mundo digital de graca,
e qualquer professor que tenha acesso a internet ou tenha um pouco de conhecimento de
informatica pode baixé-los e fazer uso deles, de maneira conveniente e adequada, em suas

respectivas salas de aula.

Um bom software associado a um conhecimento cientifico apropriado traz di-
versos beneficios ao processo de educacao, tornando o ensino e a aprendizagem muito mais

significativa e divertida, trazendo conhecimento de forma eficaz e até mesmo ludica.

Em se tratando da Matematica, existem diversos softwares que podem ser
usados na constru¢ao do conhecimento matematico. Alguns deles, como é o caso do
Geogebra (apresentado na préxima se¢ao), podem ser utilizados, por exemplo, como ponte
ligando o conhecimento algébrico e o conhecimento geométrico no estudo de diversos temas
dessa ciéncia, favorecendo, assim, a aprendizagem de tais temas e quebrando também o
velho estigma que a Matematica tem, nos curriculos da Educacao Basica, de “ser uma

disciplina muito dificil e complicada de se aprender”.

Numa sociedade cada vez mais digital, estes softwares surgem como alternativa
que ajudam a ampliar conceitos tedricos estudados em sala de aula e podem atrair cada
vez mais o interesse dos alunos, incentivando-os a aprender um pouco da Matematica
de forma inovadora, divertida e eficiente. Obviamente o uso de tais tecnologias reque-

rem cada vez mais atualizacoes profissionais por parte do corpo docente das instituicoes,
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permitindo-se, assim, que as “velhas metodologias tradicionais”, usadas por grande parte
dos professores, possam ser adequadas (ou até mesmo incorporadas) ao uso das novas
b

tendéncias tecnologicas do momento.

1.1 Conhecendo um pouco do Software Geogebra

O Geogebra é um software interativo sobre Geometria, Algebra, Estatistica
e Célculo. Traz uma gama de atividades e pode ser usado por alunos do Ensino Fun-
damental, Ensino Médio e por estudantes universitarios. Ele foi criado em 2001, como
dissertacao de mestrado de Markus Hohenwarter, na Universidade de Salzburg, e ganhou

inimeros prémios na Europa e nos Estados Unidos.

Nascido em 24 de maio de 1976, em Salzburgo na Austria, Markus Hohenwar-
ter, apds sua tese de doutorado na Universidade de Salzburgo (2006), trabalhou na Florida
Atlantic University e na Florida State University. Em fevereiro de 2010, foi nomeado pro-
fessor no Instituto de Educacao Mateméatica da JKU, onde sua pesquisa se concentra
no uso da tecnologia no ensino de Matematica. A Figura 1.1 apresenta uma imagem

ilustrativa do criador do Geogebra.

Figura 1.1: Markus Hohenwarter (criador do Geogebra).

Fonte: www.eladelantado.com/segovia/segovia_capital_de_las_matematicas_en_el_dia_geogebra/.

O Geogebra ¢é formado por um layout que facilita os processos de construgoes,
portanto, conhecer e entender as ferramentas, comandos, operadores, folha de calculo e
janela gréfica (ou janela de visualizagdo) é um grande passo para processos criativos, pois

esses comandos podem ser combinados de diversas maneiras elevando e embelezando a
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Matematica em toda sua extensao, seja algébrica, geométrica, etc.

Uma das grandes vantagens do Geogebra é exatamente o fato de ser um soft-
ware gratuito que pode ser baixado tanto para computadores como para smartphones
e tablets em formato de aplicativos. Esse software é muito utilizado nas construgoes
geométricas da Matematica e possui veroes tanto para duas dimensoes (versao 2D) quanto
para trés dimensoes (versdao 3D). Na Figura 1.2 ilustra-se um exemplo de tela inicial de
construgao que se obtém ao abrir o aplicativo Geogebra (versao disponivel para smartpho-
nes e tablets). Ja na Figura 1.3 é exposto a tabela de ferramentas disponivel para este

software (versao 2D).
Figura 1.2: Tela inicial do Geogebra.

= B o m < : o
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»
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~
o(e (»

r

Fonte: A prépria autora.

Um fato importante de se mencionar é que o casamento entre a Matemética e
o software s6 podera ser feito se o conhecimento dos dois se fundirem, ou seja, para que
o aluno entenda as possibilidades de criacao que o Geogebra oferece é necessario também
ter gosto pela Matematica e pelos “problemas” que esta disciplina pode lhe proporcionar.
Dessa forma, o aprendizado sera mais interessante, o que enriquecera as consciéncias, nao
sO pela ferramenta em si, mas também pela vontade da busca pelo conhecimento e pelo

saber cientifico e tecnolégico.
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Figura 1.3: Ferramentas do Geogebra.
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Fonte: https://docplayer.com.br/2789439-Tabela-de-ferramentas-geogebra-4.html.

Como ¢ possivel de se verificar a interface do Geogebra é bem simples e in-
tuitiva, o que torna o uso desse software bem acessivel ao publico de maneira em geral.
Através das ferramentas do Geogebra (ilustradas na Figura 1.3) é possivel realizar diver-
sas tarefas, dentre elas aquelas que estao associadas ao saber geométrico, como é o caso
de construcao de gréaficos de funcoes. Ao longo do proximos capitulos, apresenta-se um
pouco mais do software Geogebra de maneira pratica, isto é, através de exemplos simples e
de algumas situacoes-problema propostas, serao apresentadas suas principais ferramentas

e como utiliza-las.

1.2 Beneficios e desafios que o Estado, os docentes e discentes

poderao encontrar ao usar o software Geogebra

O Estado corresponde ao conjunto de instituicoes no campo administrativo
que organiza o espago de um povo ou nacao. Ele representa tudo o que é piblico dentro
de um pais, incluindo uma série de instituicoes, tais como as escolas, os hospitais, as
forgas armadas, as prisoes, a policia, os 6rgaos de fiscalizacao, as empresas estatais, entre

outras. Obviamente, essa entidade ficcional ganha quando suas instituigoes ganham.
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Portanto, melhorar a educacao por meios de tecnologias, como o softwares, que ajudam
no aprimoramento do processo de ensino e aprendizagem, ¢ um ganho para a populacao e
para as instituigoes, visto que os processos de evolucao do Estado andam de acordo com

os processos de evolucao das suas instituigoes.

Dessa forma, melhorar as condicoes de assimilacao de conhecimentos ma-
tematicos na Educacao Baésica, através, por exemplo, do uso do Geogebra, torna-se muito
importante para formagao discente (e porque nao dizer docente) nas institui¢oes de en-
sino, pois assim, teremos uma sociedade cada vez mais justa e igualitaria, formada por

uma consciéncia mais critica e ciente de sua prépria realidade.

Entre os principais beneficios que os alunos poderao gozar com o uso do soft-
ware Geogebra como ferramenta facilitadora no estudo de contetidos da Matemadtica,

destacam-se:

1) A Matematica podera se tornar mais tangivel, interativa e divertida, facilitando a
aprendizagem com mais de um sentido e desafiando a capacidade de investigacao.
Tal tangéncia ocorre porque o Geogebra cria uma ponte entre a Geometria e a
Algebra permitindo que os alunos possam tocar, experimentar e vivenciar a Ma-

tematica.

2) Pode-se dizer que o aluno aprendera brincando, pois assim como os aplicativos de
jogos, o Geogebra tem uma interface simples e completamente interativa, além de
ser super acessivel. A acessibilidade consiste no fato que o aluno podera usar em
qualquer lugar: escola, casa, onibus, rua, etc. Tudo isso porque é um software que

pode estar nos computadores, celulares, tablets, etc.

3) O Geogebra cria experiéncias para absor¢ao da matéria, retirando a fungao do apren-

dizado apenas dos ouvidos e olhos.

Por outro lado, quanto aos beneficios associados aos professores a partir do
uso do Geogebra no processo de ensino e aprendizagem de conteudos da Matematica,

enumerams-se, por exemplo:

1) Aumento do interesse, dinamismo, participagao e envolvimento dos alunos nas aulas

de Matematica.
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2) Facilidades ao ministrar aulas, visto que néo precisard usar somente pincéis para

desenhar graficos na lousa convencional.

3) Insergao ao conhecimento de novas tecnologias que possam ser usadas como recursos
didaticos que favorecam o processo de ensino e aprendizagem dos contetudos da

Matematica a serem ministrados pelo professor em sala de aula.

E fato que a formacao continuada e a utilizacdo (e disponibilidade) de recur-
sos tecnoldgicos é um desafio para os professores e o préprio Estado. No entanto, uma
maneira de enfrentar tais desafios é a comunidade escolar buscar dialogar a respeito disso,
de maneira que tais conhecimentos venham ser passados de um profissional, que tenha

conhecimento sobre o assunto, para o outro, é claro com o apoio do Estado.

Sabe-se que o desafio é grande, visto que, de acordo com o censo de 2018 reali-
zado pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP),
uma a cada trés disciplinas sao lecionadas por professores sem formagao especifica. Ou
seja, se alguns professores nao tem formacao para lecionar uma disciplina especifica, ima-
gine juntar conteido e tecnologia. No entanto, é preciso dar o passo inicial e, neste sentido,
programas como o Mestrado Profissional em Matematica (PROFMAT) podem ser vistos
como uma balsa salvadora, para ligar a escola a tecnologia, pois este programa trabalha
com os mestrandos tanto conteidos das ciéncias exatas quanto da propria tecnologia. To-
davia, vale ressaltar que esses programas, apesar de qualificar os professores, nao sao as

unicas alternativas para melhorar a educacao.

Um dos critérios a serem também observados sao os recursos disponibilizados
para o sistema educacional. Para se ter uma ideia, em 2018 foram registradas 48,5 milhoes
de matriculas nas 181, 9 mil escolas de Educacao Basica brasileira, e para que o processo
de ensino e aprendizagem ocorresse, certamente houve necessidade de disponibilizacao de
muitos recursos. A sociedade atual precisa ter conhecimento dos recursos disponibilizados
pelo Estado e valoriza-los. Um exemplo disso é o professor que pode ser caracterizado
como um recurso primordial para o avango da educagao, pois é uma das ferramentas
que conduz o processo de ensino e aprendizagem. Neste sentido, seria interessante, por
exemplo, que os jornais das escolas realizassem campanhas de valorizagao e respeito pelos
profissionais da educacao. Todos precisam entender o valor dos profissionais da educagao,
devem cuidar e valorizar, para que o processo de ensino aprendizagem seja mais prazeroso

e eficaz.



21

E preciso despertar nos que recebem o servico, principalmente a esfera piblica,
o interesse pelo somatério dos recursos que vao para as instituigoes. Isto é, a busca pela
transparéncia deve ser algo pleiteado por toda comunidade escolar, nao basta que essa
transparéncia esteja em sites, é importante que esteja nos murais das préprias escolas,
para que o publico em geral tenha acesso aos demonstrativos financeiros. Dessa forma sera
mais facil verificar, por exemplo, se os recursos da merenda escolar estao sendo aplicados
de maneira correta, o quanto esta sendo investido com materiais didaticos e estrutura da
escola, entre outras coisas. Assim, todos os beneficiados da escola, que estao convivendo na
mesma, poderao exercer seu papel de cidadao e colaborar com as instituicoes responséaveis

por tais fiscalizagoes como Ministérios Publicos e Tribunais de Contas.

Por fim, vale destacar que aplicando-se a tecnologia, que é uma tendéncia para
o futuro, usando-se do respeito pelos profissionais que prestam os servicos educacionais,
tanto na esfera publica quanto privada, e levando-se em consideracao a transparéncia dos
gastos com a educagao (principalmente a publica), os processos educacionais certamente

podem evoluir e trazer maiores beneficios para a sociedade em geral.
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2 ESTUDO DAS FUNCOES DO 1° E 2° GRAUS E
APLICACOES NO GEOGEBRA

Funcoes sao conhecimentos matematicos essenciais para humanidade, a neces-
sidade de compreender e estabelecer processos matematicos que ajudem a humanidade
crescer e se adaptar tem sido a alavanca que eleva os homens. Um exemplo disso é o mo-
mento que esta sendo vivido atualmente: a pandemia do novo coronavirus (SARS-CoV-2),
onde a Matematica e varias outras ciéncias se juntaram para entender o comportamento
do virus. A Matemaética estd apresentando modelos que representam a curva de cresci-
mento de infectados e mortos, enquanto outras ciéncias verificam a sequéncia genética
do virus, ou seja, o conhecimento matematico das funcoes esta sendo usado no momento

atual, ai esta sua relevancia e importancia - o beneficio aos homens.

Os conhecimentos matematicos estao na esséncia da natureza e consequente-
mente sao transferidos para as criagcoes humanas. A natureza em si é perfeita e os homens
tentam copiar suas leis, a mesma coisa ocorre com as fungoes, que sendo conhecimento
matematico, nao é nada mais que uma correspondéncia ou lei entre o plano das ideias
e as necessidades humanas. Por exemplo, imagine que um jardineiro cobre um valor b
pelo servico de plantar rosas e que por cada rosa plantada cobre um valor a. Portanto,
o valor a ser recebido pelo jardineiro estd em funcao da quantidade de rosas produzidas.
Logo, a natureza criou uma lei e os homens adaptaram em formas de simbolos, cuja a lei
matemadtica representada pelos homens é: f(z) = az + b. No entanto, deve-se fazer um
aprofundamento na esséncia dessas correspondéncias, ou seja, nas regras que regem essas
relagoes. Dessa forma, definir funcoes é o mesmo que estabelecer regras para que duas ou

mais coisas se relacionem. Precisamente, tem-se a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.1. (GOMES, 2018) Sejam X e Y conjuntos nao vazios. Uma fun¢ao f é uma
relagao de X em Y que associa a cada elemento x € X um dnico elemento f(x) =y €Y.

O conjunto X é chamado dominio da fungao f ao passo que Y é chamado contradominio.

As funcoes estudadas neste trabalho sao as chamadas fungoes reais de uma
variavel real, isto ¢, fungoes do tipo f : X — R (ou, simplesmente, f : x — f(z)) que

tem como dominio um subconjunto X C R e cujos valores f(z), para todo = € X, sdo
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nimeros reais. Particularmente, sao estudadas, aqui, as fungoes do 19 e 2° graus (também
conhecidas, respectivamente, como fungoes afins e quadréticas). A abordagem para esse
estudo serd elementar, destacando todavia as principais caracteristicas dessas fungoes.
Mais detalhes sobre a teoria de fungées (incluindo as fungoes afins e quadréticas) podem
ser encontrados, por exemplo, nos textos de Demana et al (2013), Lima (2013), Lima et

al (2006) e Gomes (2018).

Para uma melhor organizacao do presente texto, inicia-se o estudo das funcoes,
aqui relatadas, pela funcao do 12 grau. Em seguida, também sao realizadas algumas
aplicagoes destas fungoes no software Geogebra. Adota-se a mesma sequéncia com as

funcoes do 2° grau.

2.1 Conhecendo a fungao do 12 grau (fungao afim)

Definicao 2.2. Uma func¢ao f : R — R chama-se afim quando existem constantes a,b €
R, com a # 0, tais que f(z) = ax + b para todo x € R (quando a = 0, tem-se f(z) = b

que, neste caso, representa uma fungao constante).

Observe, a partir da definicao anterior, que a constante b pode ser obtida como
o valor que a fungao afim assume quando z = 0. O numero b = f(0) as vezes se chama
valor inicial da funcao f. Quanto ao coeficiente a, ele pode ser determinado a partir do
conhecimento dos valores f(x1) e f(z3) que a funcao f assume em dois pontos distintos

(porém arbitrérios) z; e z3. Com efeito, conhecidos
flz1) =azx1+b e  f(xe) =axs +0b.

obtém-se
f(x2) = f(21) = a(x2 — 11)

e, portanto,

a0 — f(xZ)_f(xQ'

Dados x,  + h € R, com h # 0, o nimero

flz+h) = f(z)
h

chama-se a taxa de variacao da funcao f no intervalo de extremos z, x + h.
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De modo geral, uma funcao f : X — R, com X C R, chama-se crescente
quando z; < o implicar em f(x1) < f(x2) ao passo que é chamada decrescente quando
x1 < my resultar em f(z1) > f(x2). Analogamente, f é dita mondtona nao-decrescente
quando x; < xo implicar em f(z1) < f(z3) e é chamada mondtona nao-crescente quando

x1 < 9 acarretar f(zq) > f(x2).

Uma fungao afim é crescente quando sua taxa de crescimento (dada pelo co-
eficiente a) é positiva. De fato, sejam os nimeros reais z; e x5 quaisquer, com x; < Ts.
Para a > 0, temos:

To > T1 — QT2 > AT1.

Adicionando b a ambos os membros da tltima desigualdade, chegamos a:
are +b > axy + 0.

Concluimos, entao, que:
T > X1 — ars+b>axy +0b.
, ou seja,
T2 > 21 = f(22) > f(21).

Portanto, f é crescente se a > 0. De modo andlogo, podemos verificar que a fungao é

decrescente quando a é negativo e constante quando a = 0.

2.1.1 Grafico da funcao afim

O gréfico de uma fungao afim, f : R — R tal que f(x) = ax+0b, é representado

por uma linha reta. Para ver isto, basta verificar que trés pontos quaisquer

P1 = (IL‘l,CLZL‘l +b)
PQ = ([L’Q,(L’EQ + b),

P3 = (z3,az3 + b),

desse grafico, sao colineares. Para que isto ocorra, é necessario e suficiente que a maior
das trés distancias entre pares desses pontos seja igual a soma das outras duas. Pode-se
supor que as abscissas x1, T € x3 sao tais que r; < xo < 3. Note que, usando-se a

formula da distancia entre dois pontos, tem-se

d(Py, P) Z\/(ZL’Q — 1)+ a*(xg —21)? = (9 — 1 V1 + a?
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e, analogamente,

d(P27P3>:(x3—$2)\/1+a2 (§] d(Pl,Pg):($3—x1)\/1+a2’

de onde segue-se imediatamente que

d(Pl,Pg) :d(Pl,PQ) +d<P2,P3)

Do ponto de vista geométrico, b é a ordenada do ponto onde a reta, que é o
grafico da funcao f : x — ax+Db, intersecta o eixo OY. O nimero a chama-se a inclinacao,
ou coeficiente angular, dessa reta (em relagdo ao eixo horizontal OX). Quanto maior o
valor de a mais a reta se afasta da posicao horizontal. Quando a > 0 o gréafico de f é uma

reta ascendente (quando se caminha para a direita) e quando a < 0, a reta é descendente.

De acordo com a Definicao 2.1, para se conhecer uma funcao, f : X — Y,
deve-se ter uma regra (relacao) que permita, pelo menos teoricamente, determinar o valor
de f(x) para todo x € X. No caso particular de uma funcao afim f : R — R, como
seu grafico é uma uma linha reta e como a reta fica inteiramente determinada quando
se conhecem dois de seus pontos, basta entdo conhecer os valores f(z1) e f(z2), que a
fungao afim f : R — R assume em dois nimeros z; # x5 de seu dominio (escolhidos

arbitrariamente), para que f fique inteiramente determinada.

Na prética, sabendo que f : R — R é afim e que f(z1) = y; e f(z3) = y2, com
x1 # 9, deseja~se determinar os coeficientes a e b de modo que se tenha f(x) = ax + b

para todo x € R. Isso corresponde a resolver o sistema

ary +b =1, 2.1)

?

ary +b =1y

no qual as incognitas sdo a e b. A solugdo do sistema (2.1) é simples de ser obtida e

expressa por:
Y2 — Y1 TaY1 — T1Y2
a= , b= 2 =7

To — I To — I

(2.2)

Os argumentos mencionados anteriormente sao suficientes para se provar o

seguinte resultado:

Proposigao 2.1. Dados arbitrariamente (x1,y1), (T2,vy2) € R, com x1 # T3 € y1 # o,

existe uma e somente uma, funcao afim f: R — R tal que f(x1) =11 e f(x2) = yo.
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Demonstracao: Para provar a existéncia, basta tomar f(x) = ax + b, com a e b dados
como em (2.2). Por outro lado, para verificar a unicidade, é suficiente observar que se
existem duas funcoes f e f de R em R tais que f(z1) = y1 = f(x1) e f(x2) = yo = f(a2),
entéo, necessariamente, deve-se ter f(x) = f(z) para todo x € R (isto é, f = f), ja que,
neste caso, seus graficos (que sao representados por retas) passariam pelos mesmos dois
pontos (x1,41) e (x2,ys) do plano R?, e sabe-se que dois pontos do plano determinam uma

Unica reta. ]

\.CD N

Evidentemente o grafico de uma funcao afim é uma reta nao vertical, isto

nao paralela ao eixo OY. Reciprocamente, tem-se:

Proposicao 2.2. Toda reta nao-vertical r € o grdafico de uma func¢ao afim.

Demonstracao: Para provar a afirmacao feita, considere dois pontos distintos P, =
(x1,y1) € Py = (22,y2) na reta r. Como r é ndo vertical, tem-se necessariamente x; # xs.
Logo, pela Proposi¢ao 2.4, existe uma fungao afim f : R — R tal que f(z;) = y; e
f(z2) = yo. O gréfico de f é uma reta que passa pelos pontos Py e Py, logo essa reta

coincide com 7. ]

Se f(x) = ax + b, diz-se que y = ax + b é a equagao da reta r. Se a reta r é o

grafico da funcao afim f, dada por f(x) = ax + b, o coeficiente

Y2 — U1
a = ,
To — X1

onde (z1,y1) e (x2,y2) sdo dois pontos distintos quaisquer de 7, tem claramente o signifi-
cado de taxa de crescimento de f. Como mencionado anteriormente, a esse nimero a é
dado também o nome de inclinacao ou coeficiente angular da reta r, pois ele é a tangente
trigonométrica do angulo « formado pela reta r com o eixo OX (partindo-se do eixo OX

no sentido anti-horario).

A partir das informacoes expostas nessa secao é possivel concluir, imediata-
mente, que a equacao da reta r que passa pelos pontos (x1,y1) e (x2,¥y2), ndo situados na

mesma vertical, pode ser dada por

y=uy+

ou, também,
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A primeira equacao informa, por exemplo, que se um individuo comecar no
ponto (x1,y;) e caminhar sobre a reta, fazendo z variar, a ordenada y comega com o valor

Y1 e sofre um incremento igual ao incremento z — x1, dado a x, vezes a taxa de variacao

Y2 — U1

aq@ = ———

$2-.’L’1’

A segunda equacgao diz a mesma coisa, s6 que partindo-se do ponto (s, ys).
De modo andlogo, verifica-se que a equagao da reta que passa pelo ponto (g, yo) € tem
inclinacao a é

Yy =1yo + a(z — xo).

2.1.2 Construcao do grafico da funcao afim no Geogebra

Nesta secao, ilustra-se como € possivel construir o grafico de uma funcao afim

utilizando-se do software Geogebra. Para isso serd necessario executar os seguintes passos:
12) Acessar o aplicativo Geogebra e abrir a janela de construgao.

29) Usar a ferramenta controle deslizante (da lista de ferramentas do Geogebra menci-
onada na Figura 1.3) para criar um intervalo para os valores de a e outro intervalo

para os valores de b, conforme ilustrado na Figura 2.1.
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Figura 2.1: Controle deslizante

Controle Deslizante

MNome

a=1

@ Numero Angulo Inteiro
iterve itrole Deslizante Animaca
min max Incremento
-5 5

OK CANCELAR

Fonte: A prépria autora.

Observe que o valor minimo que a pode assumir no intervalo escolhido do

aplicativo foi —5 e o méaximo 5. O processo é feito de modo analogo para os valores de b.

39) Tendo o valor do coeficiente angular (ou taxa média de variacao) a e o coeficiente
linear (ou taxa fixa) b, escreve-se, em seguida, a lei de formagao da fungao afim
na janela algébrica do Geogebra, como mostra a Figura 2.2, e automaticamente o

grafico da fungao sera desenhado.
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Figura 2.2: Grafico da funcao afim.

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

g 53103 (o)) PAINN 553 B

» Janela de Algebra | | » Janela de Visualizagio

. Fungio a=08
® f(x) = 0.8x 2.2
Nimero

@ a=08 fix=ax+b b=22

~@® p=22
Texio

L@ textol = "f(x)=ax+h"

L@ texto2="f"

Fonte: A prépria autora.

39) Apds as etapas anteriores, é possivel mexer nos controles deslizantes de a e b para
observar a reta representante do grafico da funcao afim assumindo vérias posicoes

de acordo com os valores de a e b.

O gréfico ilustrado na Figura 2.2 assumiu aquela “forma crescente”devido o
valor a = 0, 8, ou seja, a > 0 (a fungdo é crescente neste caso). J& o valor de b =2,2 é o

lugar onde o grafico intercepta o eixo dos OY.

A abscissa do ponto onde o gréfico intercepta o eixo dos X é chamada raiz da
funcao, ou seja, o valor de x para o qual a fungao é nula. Tal valor é obtido resolvendo a

equagao ax + b = 0. Portanto, no caso do grafico da Figura 2.2, tem-se

b —2.2
_ P _T2% 975
T T 08 i

que representa o valor onde aquele grafico intercepta o eixo dos X.
Ao colocar-se um valor negativo para a no controle deslizante, a fungao tera
um outro tipo de gréafico, ou seja, um grafico de uma funcao decrescente. A Figura 2.3

ilustra um exemplo de gréfico para um valor de a negativo, no caso, a = —0,5 (o valor de

b para esse exemplo é b = 1,8).
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Figura 2.3: Grafico de uma funcao afim decrescente.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

D[R Siols AN SIS

» Janela de Algebra & X | » Janela de Visualizagio
Fungio s
® f(x) = —05x+18

i ‘

Nimera
@ a=-05
@ b=18
Texto
L@ texto = "f{x)=ax+bfungéo ¢

fi=ax+h
fungdo decrescente

Fonte: A prépria autora.

Observe que ao fazer o valor de a igual a zero no controle deslizante a funcao

terd um outro tipo de grafico, ou seja, um grafico de uma fungao constante. Veja o gréfico

ilustrado na Figura 2.4, com a =0e b = 2.

Figura 2.4: Gréfico de uma fungao constante.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
. . .
[2] A AL PO O] 4] N
» Janela de Algebra o [X| | » Janela de Visualizagéo
- Fungio a=zp
L@ F(x) = 0x+2 I I I
Nimero ® 5
® a=0 b2
® b=2
Texto T I T ®‘ 4
L@ textol = "f(x)=ax+bluncio ¢
fx)=ax+h R
fungédo constante.
1
p
]
7 & 5 4 3 2 1 0 1 2 2 4 3 [ 7 3 a 10 1
-1
K
Fonte: A prépria autora.
~ [0 ~ Y
2.2 Conhecendo a fungao do 2° grau (fungao quadratica)

Definigao 2.3. Uma funcao f : R — R chama-se quadrdtica quando existem nimeros

reais a, b, ¢, com a # 0, tais que f(z) = ax® + bx + ¢ para todo x € R.

Observacao 2.1. Os coeficientes a,b e ¢ da funcao quadratica f ficam inteiramente
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determinados pelos valores que essa funcao assume, ou seja, se
2 ! 2 / /
ar*+br+c=ax"+bx+c, paratodo x¢€R,

entdio a =a’, b=1>b e c=c. Com efeito, seja azx® + bz + ¢ = a' > + bz + ¢ para todo
z € R. Tomando z = 0, obtém-se ¢ = ¢ . Dali, tem-se az? + bz + ¢ = a'2® + b = + ¢ para
todo x € R. Em particular, esta igualdade vale para todo = # 0 . Logo, dividindo-se
ambos os lados da tltima igualdade por z, conclui-se que az + b = a'z + b para todo
x # 0. Finalmente, fazendo primeiro z = 1 e depois x = —1, na igualdade anterior,
obtém-se, respectivamente, a +b=a +b e —a+b = —a + b, de onde se conclui que

a=bed =b.

A Observagao 2.1 permite que se identifique uma func¢ao quadratica com um
trinomio do sequndo grau. Ha, em principio, uma diferenca sutil entre esses dois conceitos.
Um trindomio do segundo grau é uma expressao formal do tipo aX?4+bX +c, com a, b, ¢ € R,
sendo a # 0. A palavra formal af significa que a letra X é apenas um simbolo, sendo X2

. o~ . . A~ . ! ! !

um outro modo de escrever X X. Por definicio, dois trinémios az®+bx+ce a 2> +bx+c
~ . . / ’ / ’ . 77 A . ’

sao iguais quando a = a , b =0 e ¢ = ¢. Em tultima analise, um trinomio é o mesmo que

um terno ordenado de nimeros reais (a, b, c).

A cada trinomio corresponde a funcao quadratica definida pela regra = +—
ax?+bxr+c. A observagao anterior significa que essa correspondéncia (trinémio) — (funcao
quadrética) é biunivoca ( note que pela definigao de fungao quadratica, tal correspondéncia

é automaticamente sobrejetiva.)

Assim, a funcao quadratica serd identificada como um trinémio do segundo
grau a ela associado. Dessa forma, é possivel falar da lei f(z) = az? + bz + ¢ sem

confundi-la com o ntimero real f(x), que é o valor por ela assumido no ponto z.

Afim de que se tenha a = a', b = b e ¢ = ¢, nio é necessdrio exigir, como
se fez acima, que az? + bxr + ¢ = a'z> + b’z + ¢ para todo z € R. Basta supor que esta
igualdade valha para trés valores distintos de x. Para discutir sobre esse assunto, suponha
que as funcdes quadraticas, f(z) = az® + bz +ce g(z) = a'z? + bz + ¢, assumam os
mesmos valores f(z1) = g(z1), f(z2) = g(z2) e f(x3) = g(x3) para trés nimeros reais

distintos z1, x5 € x3.

/ ’ ! .
Escrevendo « = a—a, f=b—0b e vy = c— c, deseja-se, portanto, mostrar

que o = =~ =0. Mas, como f(z1) —g(z1) =0, f(x2) —g(ze) =0e f(x3) — g(z3) =0,
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tem-se
ar?+ fry+v=0

ars + Bra+v=0 . (2.3)
ari+ frs+v=0
Agora, subtraindo-se a primeira equacao do sistema (2.3) de cada uma das
outras duas equagoes, desse mesmo sistema, vem:
a(z —23) + B(re — 1) =0
a(zf — 1) + Bz —21) = 0
Dai, como x9 — x7 # 0 e x3 — x; # 0, pode-se dividir a primeira destas duas ultimas
equagoes por Ty — x1 e a segunda por x3 — x1, obtendo-se, repectivamente,
a(zy +x2) + =0
alxy +a3)+ =0

(2.4)

Essas duas equagoes em (2.4) subtraidas membro a membro fornecem a(z3 — z3) = 0 ou,

ainda, a = 0, ja que x3 — x5 # 0.

Finalmente, substituindo o valor a = 0, encontrado no processo acima, em
uma das equagoes de (2.4), obtém-se = 0, e esses valores de a e § substituidos em uma

das equagoes de (2.3) fornecem v = 0. Portanto, « = 8 = = 0 como desejava-se.

Acabou-se de mostrar que se duas funcoes quadraticas assumem o0s mesmos
valores em trés pontos distintos x1, x2, x3, entao essas fungoes sao iguais, isto é, assumem

o mesmo valor para qualquer nimero real x.

Na construcao da prova do resultado descrito acima, obteve-se um sistema
(dado em (2.3)) de trés equacgoes lineares a trés incognitas, «, 5 e 7, com os segundos
membros iguais a zero (o chamado sistema homogéneo). O que provou-se foi que a tnica
solugao desse sistema é a solucao trivial &« = § = v = 0. Sabe-se que, em geral, quando
um sistema homogéneo s6 admite a solucao trivial entao é possivel substituir os zeros
dos segundos membros por niimeros arbitrarios que sempre se obtera solugao tinica para
o novo sistema. No caso presente, isto é facil de ver diretamente: usando-se os mesmos
passos seguidos anteriormente, pode-se concluir que, dados arbitrariamente os nimeros

reais v, Y2, Y3, €xiste um, e somente um, terno ordenado de nimero a, b, ¢ tais que
ax? +bry +c =y
azd +brog+c=1yy - (2.5)

axi + brs + ¢ = y3
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No sistema (2.5), varios habitos tradicionais sao “violados”. As incdgnitas sao

a,b e c em vez das tradicionais x,y e z de costume. Os coeficientes conhecidos sao xy,

T9, T3, 77, 3, 3, 1,1 e 1. Além disso, as incégnitas estao escritas antes dos coeficientes.

Mesmo assim, nao hé maiores dificuldades em resolvé-lo, adotando-se, como foi dito,

a mesma sequéncia de passos do caso homogéneo. Para esse sistema, tem-se, aqui, o

interesse especial no valor da incognita a. E possivel mostrar, que o valor dessa incégnita
é

1 Ys—Y1 Y2~

T3 —To | T3 — Ty T2 —T1

a =

(2.6)

Levando-se em conta as consideracoes discutidas nessa secao, é possivel enun-

ciar, agora, o seguinte resultado:

Proposicao 2.3. Dados trés numeros reais distintos yy, Y2, Y3, existe um, e somente um,
terno de mimeros reais a,b,c tais que a funcio f(x) = ax® + bx + ¢ cumpre f(xy) = yi,

f(x2) =y e f(xs) = ys.

A fungio f(x) = az?+bx+c, pode nao ser quadrética, a menos que se assegure

que a # 0. O valor de a, obtido em (2.6), mostra que a é igual a zero se, e somente se,

Ys—Y1  Ya—Uh
T3 — T2 xQ_:Ul.

(2.7)

Mas, olhando-se para os pontos A = (x1,41), B = (22, 2) e C = (x3,y3) em R?, a condicao
em (2.7) significa que as retas suporte dos segmentos AC e AB tém a mesma inclinacdo,
isto é, que os pontos A, B e C' sao colineares (ou seja, estao sobre uma mesma reta). Dessa
forma, pode-se enunciar uma versao da Proposigao 2.3, agora, para fungoes quadraticas,

a saber:

Proposigao 2.4. Dados arbitrariamente A = (x1,y1), B = (z2,y2) ¢ C = (x3,y3) em R?,
com A, B e C nao colineares, existe um, e somente um, terno de nimeros reais a, b, ¢ tais
que a funcao quadrdtica f(x) = ax®+bx +c cumpre f(x1) = y1, f(22) = yo € f(x3) = ys.

2.2.1 A forma canonica do trindmio

Considere o trinomio do segundo grau

b
am2+bx+c:a{x2+—x+£].
a a
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As duas primeiras parcelas dentro do colchete sao as mesmas do desenvolvimento do

quadrado [z + b/2a]?. Completando o quadrado, é possivel escrever:

>+ bz + 2+b+b2 b2+c
ax xr c=a|x - — — = —
a 402  4a®  a

ou, equivalentemente,

ax’+br+c=a

x—i—i 2+4ac—b2
2a 4a? '

Esta maneira de escrever o trinémio do segundo grau (chamada a forma
candnica) tem algumas consequéncias. Em primeiro lugar, ela conduz imediatamente
a férmula que d4 as raizes da equacao ax? + bx + ¢ = 0. De fato, sendo a # 0, tem-se as

seguintes equivaléncias:

b dac — b?
2 _ 2 _
ar* +br+c=0 < (IB—F%) +4—612_0 (28)
b, b —dac
N 2.
— ($+2a) 4a? (2.9)
b Vb2 —4
— o4 =42 0 (2.10)
2a 2a
—b +£v/b? — 4ac
= = 5 . (2.11)
a

A passagem da equivaléncia em (2.9) para a equivaléncia em (2.10) sé tem

sentido quando o discriminante

A = b — dac

satisfaz a condigao A > 0. Caso se tenha A < 0, a equivaléncia entre as equagoes em (2.8)
e (2.9) significa que a equacao dada nao possui solucao real, pois o quadrado de x + b/2a

nao pode ser negativo.

Da equagao em (2.11) resulta imediatamente que, se o discriminante
A =b* — dac

é positivo, a equacao

ax’ +br+c=0.

tem duas raizes reais distintas, dadas por

_—b—vA

2a

 —b+VA

b 2a

(07
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com a < f3, cuja soma s e o produto p sao facilmente determinados. Neste caso, s = —b/a
e p = c/a. Em particular a média aritmética das raizes é —b/2a, ou seja, as raizes « e
3, sao equidistantes do ponto —b/2a. Quando A = 0, a equacao dada possui uma dnica

raiz, chamada raiz dupla, que, neste caso, pela equagao (2.11), deve ser igual a —b/2a.

Considere, agora, a forma canonica

b\®  4dac—b’
f(x)=ar® +bx+c=a (a:+—) —i—ac—], com a > 0.

2a 4a?

Essa forma exibe, no interior dos colchetes, uma soma de duas parcelas, onde a primeira
depende de x e é sempre nao-negativa, e a segunda é constante. O menor valor dessa
soma ¢ atingido quando a parcela [z + b/2a)? é igual a zero, ou seja, quando x = —b/2a.
Neste ponto, f(x) também assume seu valor minimo. Portanto, quando a > 0, o menor
valor assumido por f(x) = ax® +bx + ¢ é

f —_b B _E_Zlac—bz__é
2a - ¢ 4da  4a  4a’

Se a < 0, o valor f(—b/2a) é o maior dos nimeros f(z), qualquer que seja x € R. O ponto
V = (=b/2a,—A/4a) do plano R? ¢ conhecido na literatura como o vértice da pardbola
que representa o grafico da funcao quadratica que sera estudado na préxima subsecao

desta pesquisa.

Quando a > 0, f(z) = az? + bz + ¢ nao assume valor maximo: ¢ uma fungao
ilimitada superiormente. Analogamente, quando a < 0, f(x) nao assume valor minimo: é

ilimitada inferiormente.

A forma canonica também ajuda a responder ao seguinte questionamento:
~ 7. . /
dada uma fungao quadrética f(r) = ax® + bx + ¢ , para quais valores ¥ # z tem-se

f(z) = f(2'). Com efeito, olhando para a forma canénica, observa-se que f(z) = f(z)

b2 b\2

. 3 7 / . .
Consequentemente, como, por hipotese, esta se supondo x # x, a igualdade anterior

se, e somente se,

implica em

ou, ainda,




36

Portanto, a funcdo quadratica f(x) = ax? + bz + ¢ assume o mesmo valor
f(z) = f(2') para x # 7 se, e somente se, os pontos x e x sdo equidistantes de —b/2a

(ou seja, da abscissa do vértice da pardbola que representa o grafico dessa fungao).

O conhecimento do ponto onde uma funcao quadratica assume seu valor maximo
(ou minimo) permite obter rapidamente uma resposta para a tradicional questao de sa-
ber qual o valor maximo do produto de dois nimeros cuja soma ¢é constante. Ou seja,
considerando-se z e y dois nimeros tais que = 4+ y = s (ou, equivalentemente, y = s — x),
s constante, deseja-se saber qual o maior valor que a “fun¢ao produto” p(z) = z.y =
z(s —z) = —2? 4+ sz (que é uma fungdo quadratica) assume. Esse valor méximo é assu-
mido quando = = —b/2a = s/2 (o que acarreta y = s — x = s/2). Logo, o produto de
dois nimeros cuja soma é constante assume seu valor maximo quando esses ntimeros sao

iguais.

2.2.2 Origem dos problemas que envolvem funcoes quadraticas

Problemas que recaem numa equacao do segundo grau estao entre os mais
antigos da Matematica. Em textos cuneiformes, escritos pelos babilonios ha quase quatro
mil anos, encontra-se, por exemplo, a questao de achar dois nimeros, dados sua soma s

e seu produto p.

Em termos geométricos, este problema pede que se determinem os lados de um
retangulo conhecendo-se o seu semi-perimetro s e a sua area p. Os nimeros procurados

2 _sx+p=0. Com efeito, se um dos nimeros

sao as raizes da equagao do segundo grau x
’ ’ . d ’ o . - 2 L p d
é x, o outro é s — z e seu produto é p = z(s — z) = sv — z°. Logo, o nimero procurado
x, deve satisfazer a equacao

2’ — sz +p=0. (2.12)

2

Observe que se a é uma raiz da equacao dada em (2.12), isto é, o —sa+p = 0,

entao f = s — a também é raiz, pois

B —sB+p = (s—a) —s(s—a)+p
= 2 —2sa+a’—s+sa+p
2

= a"—sa+p
= 0.
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Achar as raizes da equacao x? — sz +p = 0 é, também, um conhecimento
milenar. Até o fim do século XVI, nao se usava uma féormula para os valores das raizes,
simplesmente porque nao se representavam por letras os coeficientes de uma equacao.
Isto comecgou a ser feito a partir de Francgois Viete, um matematico francés que viveu de
1540 a 1603. Antes disso, o que se tinha era uma receita que ensinava como proceder em

exemplos concretos (com coeficientes numéricos).

A regra para achar dois nimeros cuja soma e cujo produto sao dados era assim
enunciada pelos babilonios: FEleve ao quadrado a metade da soma, subtraia o produto e
extraia o raiz quadrada da diferenca. Some ao resultado a metade da soma. Isso dard
o maior dos numeros procurados. Subtraia-o da soma para obter o outro miumero. Na
notacao atual, esta regra fornece as raizes

51/ -5/
.I'—2 9 P e S .77—2 B P

2

para a equagao = — sz +p = 0.

Os autores dos textos cuneiformes nao deixaram registrado o argumento que
os levaram a esta conclusao, mas ha indicios de que pode ter sido algo do tipo descrito

abaixo.

Possivel demonstragcao do resultado enunciado pelos babilonios: Sejam a e [ os nimeros
procurados, com a < [, por exemplo. Esses ntimeros, a e (3, sao equidistantes da média
aritmética

s a+p
2 2

Se for conhecida a diferenga d = § — (s/2) = (s/2) — a tem-se os dois niimeros

a=(s/2)—de = (s/2)+d. Mas d é facil de ser encontrado, pois sendo

p = af
- G-+
O

tem-se

9 5\ 2 ) 5\ 2
d :<§) — p ou,equivalentemente, d =+ <§> —p.

Dai, escolhendo-se o sinal positivo para d (j& que a < f3), obtém-se

S S S\ 2 S S S\ 2
a=z=d=5y(5) —» ¢ B=gri=5n/(5) -»
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como se desejava. [ ]

Um fato curioso é que como os valores de s e p, dados no problema, eram sempre
nimeros positivos, os babilonios nunca tiveram preocupacao com eventuais solugoes nega-
tivas fornecidas por sua regra. Mas certamente deviam ocorrer casos em que (s/2)% < p,
como no problema de achar dois nimeros cuja soma e cujo produto sao ambos iguais
a 2. Isto porém nao os levou a inventarem os nimeros complexos. Nestes casos, eles
simplesmente diziam que os nimeros procurados nao existiam. O que é absolutamente

correto no ambito dos numeros reais.

Os numeros complexos s6 vieram a forgar sua admissao na Matemadatica no
século XVI, com a férmula para as raizes da equagao do terceiro grau, que fornecia as

raizes reais por meio de uma expressao contendo raizes quadradas de niimeros negativos.

2.2.3 Grafico da funcao quadratica

Como se é conhecido, o grafico de uma fungao quadratica é representado por

uma pardbola. Entende-se por pardbola o lugar geométrico descrito pela seguinte definicao:

Defini¢ao 2.4. (DELGADO; FRENSEL; CRISSAFF, 2017) Dados um ponto F' e uma
reta d que nao contém F', a pardbola P, de foco F e diretriz 4, é o conjunto dos pontos

do plano que equidistam de F' e de 4. Ou seja,

P={PeR*|d(P,F)=d(Pd)}.

Na defini¢ao dada anteriormente, d(P, F') denota a distancia entre os pontos
P e F ao passo que d(P, d) denota a distancia do ponto P a reta . Vale ressaltar que a
distancia de um ponto a uma reta é o comprimento do segmento perpendicular baixado

do ponto sobre a reta.

A reta perpendicular a diretriz, baixada a partir do foco, chama-se o eizo da
pardbola (ou reta focal). J4 o ponto da pardbola mais préximo da diretriz chama-se o
vértice dessa parabola, que é o ponto médio do segmento cujas extremidades sao o foco e
a intersecao do eixo com a diretriz. A Figura 2.5 ilustra um exemplo de uma parabola e

alguns de seus elementos.
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Figura 2.5: Parabola como lugar geométrico construida no Geogebra.

» Janela de Algebra

A={2,1)

ii-2x+1.05y= 44
E=(4,3.43)

131 = LugarGeométrico(E, C)
=243

j=243

eixo: x =2

by

~ Janela de Visualizagdo

O~

v 2w |

AL PO O N =2 )

Fonte: A prépria autora.

Como uma ilustracao de aplicacao de construgoes de pardabolas a partir do

software Geogebra, menciona-se que a Figura 2.5 pode ser construida, nesse software,

utilizando-se os seguintes passos:

192) Acessar o aplicativo Geogebra e abrir a janela de construcao.

29) Usando a ferramenta reta, construir uma reta d (diretriz). Em seguida, usar a

3

4

5

o

o

o

ferramenta ponto para criar um ponto C' movendo-se nessa diretriz.

parabola.

O proximo passo é construir um ponto F', fora da diretriz, que serd o foco da

Na sequencia, construir duas retas perpendiculares, a primeira passando em C' e

perpendicular a diretriz 4 e a segunda perpendicular ao segmento F'C e passando

pelo seu ponto médio, ou seja, construir a mediatriz do segmento F'C' (essas retas

podem ser construidas, respectivamente, com as ferramenta retas perpendiculares e

mediatriz).

Com o uso da ferramenta interseccao, construir o ponto de interseccao entre a me-

diatriz do segmento F'C' e a reta perpendicular a diretriz 4 que passa por C.

62) Finalmente, usar o comando lugar geométrico para desenhar o contorno da parébola.
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Pode-se observar, seguindo os passos da construcao acima, que a movimentagao
do foco também modifica, obviamente, o lugar geométrico obtido (que continuard sendo,
neste caso, uma parabola). A reta que passa pelo foco e é perpendicular a diretriz
d (eixo da pardbola), pode ser construida usando-se a ferramenta reta perpendicular.
Dessa forma, o aluno pode observar, geometricamente, que a parabola, de fato, é o lugar
geométrico dos pontos cuja distancia do foco F' a qualquer ponto E da parabola é igual

a distancia entre E e a diretriz 4.

2.2.4 Construcao do grafico da funcao quadratica no Geogebra

Para se construir o grafico da funcao quadratica no Geogebra é necessério

seguir os seguintes passos:
192) Acessar o aplicativo Geogebra e abrir a janela de construgao.

22) Na sequéncia, acessar a ferramenta controle deslizante e, em seguida, escolher os
intervalos para os coeficientes a,b e c. Na Figura 2.6, por exemplo, seleciona-se os

intervalos com extremidades -5 e 5.

392) Em seguida, na janela algébrica, digitar a funcao desejada, no caso, a quadrdtica.

Desse modo, os graficos assumirao as formas de acordo com os valores de a, b e c.

E possivel também exibir no grafico os pontos que representam o vértice e
as raizes da funcao. Para isso, basta digitar, respectivamente, na janela algébrica do
Geogebra, as expressoes:

b A —b4+VA —b—VA
Vz(—— ——), X, = L,O e Xo=|—0],
2a 2a

onde a expressao A = b* — 4ac deve ser digitada inicialmente nessa mesma janela.

Observe ainda, nesta mesma construcao, que se a > 0 a fungao tem concavi-
dade voltada para cima. Por outro lado, se a < 0 a fungao tem concavidade voltada para
baixo. Além disso, pode-se fazer uma analise grafica a partir dos valores de A. Ou seja,
se A < 0 o grafico nao intersecta o eixo OX, se A = 0 o grafico intersecta o eixo OX em

apenas um ponto e se A > 0 o grafico intersecta o eixo OX em dois pontos.

As Figuras 2.6 a 2.11 representam graficos de fungoes quadraticas feitos no

Geogebra que variam com relacao a concavidade e raizes de acordo com os valores de a e
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A, respectivamente. Observe que em cada dessas figuras é exibido um comando para os
valores de a, chamado controle deslizante, que permite verificar as diferentes concavidades
da parabola, ou seja, mudando-se a posicao do valor de a de maneira que a fique menor
que zero a parabola fica com concavidade voltada para baixo (Figuras 2.9 a 2.11), e se
a for maior que zero a pardbola fica com concavidade para cima (Figuras 2.6 a 2.8). Os
controles deslizantes de b e ¢ (juntamente com o de a) permitem determinar os possiveis

valores para A (A <0,A =0ou A > 0).

Observe que na Figura 2.6 tem-se A =1 > 0 e a = 2 > 0. Dessa forma,
o grafico tem concavidade para cima e intersecta o eixo OX em dois pontos, a saber,

X; = (1/2,0) e X5 = (0,0), cujas abscissas representam as raizes daquela fungao.

Figura 2.6: Parabola para o caso onde a > 0e A > 0.
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Fonte: A prépria autora.

Ja na Figura 2.7, com A =0ea = 2,1 > 0, o grafico da funcao quadrética,
isto é, a parabola, tem concavidade voltada para cima e intersecta o eixo OX em apenas
um ponto, no caso, X; = Xy = (0,0), sendo a abscissa 1 = xo = 0 uma raiz dupla da

funcao quadratica correspondente.
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Figura 2.7: Parabola para o caso onde a > 0e A = 0.
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Fonte: A prépria autora.

Na Figura 2.7, tem-se A = —2,82 < 0 e a = 2,1 > 0. Logo, para este

caso, o grafico tem concavidade para cima e nao corta o eixo OX, ou seja, a equacao

ax® 4 bx + ¢ = 0 nao possui raizes reais.

Figura 2.8: Parabola para o caso onde a > 0e A < 0.
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Fonte: A prépria autora.

Por sua vez, a Figura 2.9 ilustra um caso onde A =0,21 >0ea = —0,2 <0.

Para esta situacao, a concavidade da parabola que representa o grafico dessa funcao

quadratica esta voltada para cima, e este grafico corta o eixo OX em dois pontos distintos,
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no caso, X; = (—12/5,0) e Xy = (0,0), sendo as abscissas destes, x; = —12/5 = —2,4 ¢

x9 = 0 as raizes daquela funcao.

Figura 2.9: Parabola para o caso onde a < 0e A > 0.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: A prépria autora.

Nos dois ultimos exemplos dessa secao, representados, respectivamente, pelas
Figuras 2.10 e 2.11, apresenta-se mais dois casos de gréficos de fung¢oes quadréticas (cons-
truidos no Geogebra) com concavidades também voltadas para baixo, entretanto com
situagoes distintas para A. No primeiro caso, Figura 2.10, A =0e a = —0,8 < 0. Isto
implica, como pode ser visto, que o grafico intersepta o eixo OX em apenas um ponto, no
caso, X; = Xy = (0,0). A abscissa 1 =0 (ou 23 = 0) de X; (ou de X5) representa uma
raiz dupla da equacao ax? + bx + ¢ = 0 para os valores de a, b e ¢ fornecidos na Figura
2.10. J& no segundo caso, Figura 2.11, tem-se A <0 e a = —1,1 < 0, implicando que o
grafico, daquela fungao, tem concavidade voltada para cima e nao intersecta o eixo OX

em nenhum ponto, ou seja, nao existe valores de x que anulem a funcao.
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Figura 2.10: Parabola para o caso onde a < 0 e A = 0.

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: A prépria autora.

Figura 2.11: Parabola para o caso onde a < 0 e A < 0.

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
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X, indefinide
A=.-286
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i@ V=(0,-0.65)
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Fonte: A prépria autora.

Observe que os exemplos de construcoes de parabolas exibidos no final desta

segdo (Figuras 2.6 & 2.11) representam os possiveis casos “visuais”do grafico de uma

fungao quadratica quanto a concavidade (a > 0 ou a < 0) e quanto aos possiveis pontos

de interseccao com o eixo OX (A >0, A=0ou A <0).
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3 O GEOGEBRA E AS FUNCOES DO 1° E 2°

GRAUS: aplicacoes em sala de aula

Neste capitulo, apresenta-se um relato de experiéncia sobre uso do Geogebra
nas atividades, em sala de aula, com os alunos do Ensino Médio de uma escola piblica da
cidade de Sao Luis - MA. Particularmente, o estudo aqui relatado teve como participantes
os alunos do 1° ano, turmas com 40 alunos, para os quais foi apresentado o software
Geogebra, e proposto algumas atividades praticas, envolvendo, entre outros contetdos,
aqueles associados a funcoes afins e quadraticas. A proposta de tal experiéncia é facilitar
a absor¢ao daqueles contetidos, além, ¢ claro, da prépria aprendizagem no que diz respeito

ao conhecimento e uso do Geogebra por parte de professores e alunos.

3.1 Experiéncias com o Geogebra: da teoria a pratica

Como passo inicial da experiéncia aqui relatada, desenvolveu-se, com a turma
do 12 ano em andlise, algumas aulas de funcoes afins e quadréticas, além de construcoes
de graficos de forma interativa, usando como base o livro didatico: Matematica Paiva
(PAIVA, 2015). Foram utilizadas também, nessa experiéncia, a prova do Exame Nacional
do Ensino Médio (BRASIL, 2013), a prova da Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM,
2012), o banco de questdes das Olimpiadas Brasileiras de Matematica (ASSIS, 2015) e

um recurso nao tao convencional ao ensino em sala de aula, a saber: o celular.

Observou-se uma dificuldade em usar o laboratorio de computacao da escola,
pois o mesmo nao dispoe de recursos adequados para uma boa aplicagao da ferramenta

Geogebra. Todavia, tentou-se tirar o maximo possivel dos recursos ali disponiveis.

O primeiro passo para uso do Geogebra foi incentivar os alunos a baixarem a
versao desse software em forma de aplicativo disponivel para celulares. Nos computadores

da escola o aplicativo foi baixado pelo professor da disciplina.

Em seguida, apresentou-se a interface do aplicativo. Os alunos conheceram a
area de construcao do Geogebra (janela grafica ou janela de construgao), além de ferra-

mentas basicas disponiveis para o aplicativo, eixos, malhas etc. Os alunos também foram
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instruidos a usar as ferramentas e a se adaptarem com a linguagem do aplicativo.

Em geral observou-se uma facilidade dos alunos ao manusear o aplicativo Geo-
gebra. Acredita-se que tal facilidade ocorre pelo fato de muitos deles usarem o celular no

dia a dia para comunicacao e até mesmo para o lazer, como no uso para jogos.

Os discentes aprenderam, por exemplo, a localizar pontos no plano cartesiano,
familiarizando-se com o aplicativo e o conhecimento mateméatico. Dessa forma, dinamizou-
se a aula, na medida que os discentes foram os proprios construtores e observadores do
conhecimento matematico. Eles observaram a reta real, os eixos do plano cartesiano e os

pontos no préprio plano.

E fato que o docente foi essencial para ligar os conhecimentos matematicos que
ja haviam sido ministrados e a tecnologia disponivel pelo Geogebra. Ele foi um mediador
e criador de situacoes que fizeram os alunos revisarem e refletirem sobre conteudos de
funcoes, ministrado em aulas passadas, concedendo, assim, bases para que os alunos

pudesse entende-los.

Em posse do conhecimento de funcoes, os discentes aprenderam a construir
e analisar os graficos de funcoes do tipo afins e quadraticas no Geogebra. Pdde-se veri-
ficar que as construgoes feitas no aplicativo impulsionaram um melhor entendimento de
construgoes (do mesmo tipo) feitas pelo professor na lousa. Ou seja, a precisao das cons-
trucoes no aplicativo, além de tornarem o “layout”dos desenhos mais bonito, facilitaram
nas descobertas de simetrias, espacamentos, sequéncias, raizes, pontos de intersecao dos
graficos com os eixos dos OX e dos OY, a propria inclinacao das retas e identificacao das

taxas fixas e de variagoes na funcao afim, por exemplo.

Os alunos ficaram entusiasmados ao olhar suas proprias construcoes em seus
celulares. Tal entusiasmo facilitou nas resolucoes dos exercicios propostos para o desen-
volvimento da aprendizagem do aluno, ou seja, foi possivel resgatar o aluno para sua
realidade atual, em que ele é o detentor e experimentador dos conhecimentos tecnolégicos

do seu tempo.

Lista-se abaixo sete exemplos (Exemplos 3.1 a 3.7) onde é possivel utilizar o
Geogebra no processo de ensino e aprendizagem de conteidos relacionados a Matematica,
em especial, as fungoes afins e quadraticas. Nos Exemplos 3.1 e 3.2 sao apresentadas
algumas atividades realizadas com os alunos, em sala de aula, durante a experiéncia em

relato. Ja os exemplos 3.3 a 3.7 fornecem algumas atividades propostas a estes mesmos
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alunos e que s6 foram discutidas apds eles executarem cada uma das tarefas. Vale destacar
que os Exemplos 3.6 e 3.7 estao associados a um dos mais importantes programas de

olimpiadas de Matematica do Brasil: a OBMEP.

As atividades seguiram um cronograma de estudos de acordo com os curriculos
adotados pela BNCC. Além disso, o nivel de conhecimento exigido foi sequencial, de
maneira a levar o aluno a um grau de raciocinio adequado para enfrentar as possiveis

dificuldades que ocorrem ao se elaborar um pensamento matematico.

A primeira atividade consiste na representacao de pontos e de figuras geométricas
no Plano Cartesiano. Isso facilitard a ideia de plano, pontos, retas, poligonos, circun-
feréncia etc, auxiliando também o aluno na ambientagao com as construgoes geométricas

no Geogebra.
Exemplo 3.1. (PAIVA, 2015) Represente no Plano Cartesiano, usando o Geogebra:

a) Os pontos A = (5,3),B = (3,5),C = (=3,4),D = (4,-3),F = (-2,-4),F =
(=5,2),G = (—6,0), H = (0,—3) e I = (0,0).

b) O triangulo de vértices M = (—4,2),N = (5,4) e P = (0,0).
¢) O quadrado ABCD, dados A = (6,0), B = (0,6), C' = (—6,0 e D = (0, —6).
d) A circunferéncia de centro A = (0,0) e raio 5.

Solugao: a) Para localizar os pontos no plano cartesiano, foi solicitado aos alunos que
eles abrissem, inicialmente, a drea de constru¢ao do Geogebra (janela de visualizagdo ou
tela inicial). Os alunos puderam verificar que a janela de visualizagao ja vem no formato

do Plano Cartesiano.

Na sequéncia, informou-se aos alunos que eles poderiam clicar com o botao
direito do mouse na janela de visualizacao para ter acesso as opgoes de configuracao dessa
janela. Assim seria possivel escolher opg¢oes para olhar ou nao os eixos OX e OY, escolher
o tipo de malha, entre outras coisas. Para solucionar este exemplo, os alunos configuraram

a janela de visualizacao de maneira que aparecessem eixos e malhas.

Para localizar os pontos solicitados foi informado que existiam duas maneiras
de se fazer isso. Uma delas seria usar a ferramenta ponto e marcar diretamente no Plano

Cartesiano (da janela de visualizagdo) os pontos desejados, observando-se as respectivas
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abscissas, coordenada x do eixo OX, e ordenadas, coordenadas y do eixo OY, e o “en-
contro” delas no plano, para cada ponto (ou seja, localizar a coordenada = do eixo OX
que é a primeira coordenada do ponto, e seguir a reta da malha que é perpendicular ao
eixo OX. Fazer a mesma coisa para a coordenada y do eixo OY, e observar onde as
retas que formam as malhas de = e y se encontram - 14 serd a localizacdo do ponto).
A outra forma seria digitar, diretamente, na barra de entrada (janela algébrica), todos
os pontos desejados (por exemplo, para marcar o ponto A no plano, bastaria digitar a
expressao “A = (5,3)” na barra algébrica) e acionar a tecla “enter” que todos os pontos

seriam exibidos no Plano Cartesiano.

Apos as explicacoes os alunos puderam completar o exercicio solicitado, locali-
zando no Plano Cartesiano os pontos A, B,C, D, E, F, G, H e I como mostra a Figura 3.1.
Eles observaram, ainda, que digitar diretamente o ponto na barra de entrada as vezes ¢é
mais vantajoso que procurar nimeros reais na propria malha, pois a mesma esta dividida
em quarados de lados iguais e dependendo dos valores reias das coordenados do ponto
poderia ser dificil essa localizagao (por exemplo, pontos com coordenadas nao inteiras ou

irracionais).

A diferenca entre usar o aplicativo Geogebra e a lousa convencional para lo-
calizagao de pontos é imensa, sem contar no tempo que o professor leva para fazer os

desenhos.

Figura 3.1: Localizacao de pontos no Plano Cartesiano.

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

RoA

» Janela de Algebra

Entraga:

Fonte: A prépria autora.

No que se refere a localizacao dos pontos que representam os vértices do

triangulo e do quadrado, propostos nos itens b) e c¢), respectivamente, os alunos veri-
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ficaram que a metodologia é a mesma. Entretanto, apés a marcacao desses vértices, para
construcao de tais figuras poderiam ser percorridos dois caminhos: usar a ferramenta
segmento para fazer os lados do triangulo (assim como os lados do quadrado) ou, ainda,
usar a ferramenta poligono para a construcao daquelas figuras. Cada aluno percorreu seu

caminho e obteve respostas graficas como as ilustradas nas Figuras 3.2 e 3.3.

Figura 3.2: Triangulo construido a partir dos pontos que formam os seus vértices.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Al B OO Ll N =2

» Janela de Algebra 5 [ » Janela de Visualizagéio

Panto
® A-(0,0)

® B-(4,2)
® c=(54)

Segmento C
~® a=9.22 4
@ b=64

® c-447

Tridngulo

® po1-13 //_/3 A

Entrada

Fonte: A prépria autora.

Figura 3.3: Quadrado construido a partir dos pontos que formam os seus vértices

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: A prépria autora.

Por fim, com respeito ao item d), com os dados informados na questao, foi

mencionado ao aluno que era possivel construir a circunferéncia desejada usando-se, por
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exemplo, a ferramenta circulo dados centro e raio. Para isso, era necessario localizar
primeiro o centro da circunferéncia (que poderia ser construido com a ferramenta ponto),
e apos isso, digitar o valor do raio (na caixa da janela que aparece, na tela, ap6s selecionar
o ponto que representa o centro da circunferéncia). A ilustracao da circunferéncia desejada

neste item é dada na Figura 3.4.

Figura 3.4: Circulo construido conhecendo-se seu centro e seu raio.

Arquivo Editar Exibir OpeBies Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: A prépria autora. ]

O préximo exemplo é 1til para visualizar e conhecer um pouco do software
Geogebra na versao 3D. Para isso, utiliza-se a janela 3D do Geogebra, onde é possivel

trabalhar, também, com contetidos da Geometria Espacial.
Exemplo 3.2. Represente usando a janela 3D do Geogebra:

a) Os pontos A = (2,5,3),B = (—1,3,5),C = (3,-3,4),D = (1,4,-3) e E =
(=5, -2, —4).

b) O cubo ABCDQRST, dados A = (0,0,0) e B = (0,0,6).

Solugao: a) Para o caso de pontos no espaco tridimensional (sistema de coordenadas
OXY Z7), isto é, pontos com trés coordenadas, informou-se, inicialmente, aos alunos que
seria necessario abrir a janela 3D do Geogebra. Logo apds, como no caso de pontos no
espaco bidimensional, era suficiente digitar os pontos, diretamente, na barra de entrada
(janela algébrica), para exibir todos os pontos desejados. Aqui nao é recomendével loca-
lizar os pontos diretamente na janela de construcao (plano tridimensional) como no caso

do exemplo anterior, pois nao seria possivel exibir as malhas para a terceira coordenada
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(eixo OZ). A Figura 3.5 ilustra a solugdo obtida pelos alunos ao executarem a tarefa

proposta.

Figura 3.5: Pontos criados na janela 3D do Geogebra.

uuuu

¥ Janela de Algebra » Janela

=

Entrada:

Fonte: A prépria autora.

Em relagao ao item b), verificou-se que para criar o cubo na janela 3D, bastava
apenas aplicar a ferramenta cubo, na janela 3D, e selecionar seus dois vértices dados (que
poderiam ser construidos como sugerido no item a) deste exemplo) para que o mesmo
fosse exibido na janela de constru¢ao. Na Figura 3.6 ilustra-se o cubo construido para o

exemplo dado.

Figura 3.6: Construcao de um cubo conhecendo-se dois dos seus vértices.

|3/ B) 8= 1 5o i) FANNE E3 =

» Janela e Algedra » Janela de Visualizagé | » Janela de
® A=(0,0,0
® B-(0,0,6)
® a=216

Entrada:

Fonte: A prépria autora. ]

O exemplo a seguir ¢ uma proposta de aplicacao, em sala de aula, do soft-

ware Geogebra para discussao de contetiidos, como construcao e interpretacao de graficos,
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relacionados as fungoes afins.

Exemplo 3.3. (PAIVA, 2015, p.156) Ao submergir em dguas maritimas, o mergulhador
sofre aumento de pressao a medida que afunda. O grafico ilustrado na Figura 3.7 (o
professor poderd utilizar o Geogebra para fazer o grafico e interpretar os resultados)
descreve esse aumento de pressao, em atmosfera, em fungao da profundidade, em metro

(m). Para este caso, pergunta-se:
a) Qual é a pressao sofrida pelo mergulhador na superficie do mar?

b) Como vocé determina a pressao sofrida pelo mergulhador a 18 m de profundidade?

Solugao: De acordo com o exercicio proposto no texto de Paiva (2015, p.156), o gra-
fico para esse exemplo é uma reta que passa pelos pontos de coordenadas A = (0,1)
e B = (10,2). Como primeira sugestao, propoe-se solicitar ao aluno que construa a
reta indicada. Para construi-la no Geogebra, é suficiente usar a ferramenta ponto (para
determinar os pontos A e B na janela de construgao) e, em seguida, a ferramenta reta

para construir a reta que passa por A e B, como indicado na Figura 3.7.

Figura 3.7: Gréafico referente ao Exemplo 3.3.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: A prépria autora.

A segunda proposta, sugerida para este exemplo, é lembrar o aluno que ao
se estudar a fungao afim (como visto na Segao 2.1), estuda-se fungoes reais cujas leis de
formacao sdo do tipo: f(x) = ax + b. Para este caso, induzir o aluno a concluir que
f(z) = y serd o valor da pressao em fungao da profundidade z. Dai, conhecidos os valores

das coordenadas de pelo menos dois pontos por onde a reta passe, serd possivel encontrar
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o valor da taxa média de variagao (coeficiente angular a da reta que passa por esses dois

pontos), dado por
_ flz2) = flan)

B To — X1 ’
e da taxa fixa (coeficiente linear b), dada por b = f(0), permitindo-se assim obter respostas

para os itens solicitados nesse exemplo.

Portanto, para este exemplo, com os pontos A = (0,1) e B = (10, 2) dados, ou
seja, x1 = 0, zo = 10,f(x1) = 1 e f(xg) = 2, é possivel verificar que o coeficiente angular

da reta f é
2—1 1

‘-0 10
Observe que o valor de b ja é dado no gréfico, ja que b é o valor onde o grafico da funcao
f intersecta o eixo dos OY, ou seja b = f(0) = 1. Caso nao fosse possivel determinar o
valor de b observando-se diretamente o gréfico, bastaria substituir o valor de a = 1/10 e as
coordenadas, x e y, de um dos pontos na lei de formagao da func¢ao, ou seja, na expressao
f(z) = ax 4+ b (onde y = f(x)). Por exemplo, escolhendo-se o ponto B, de coordenadas
(10,2), tem-se

1
2—EX10+Z),

ou, ainda, b = 1.

Conhecendo-se os valores de a e b obtém-se, portanto, a lei de formagao da
fungao que gerou aquele grafico, a saber f(z) = (1/10)z+1. Observe que para determinar
essa lei, “matematicamente falando”, foi necessario a execucao de alguns cédlculos. No
entanto, ao se construir esse grafico no Geogebra com os pontos fornecidos, essa lei ja é
exibida automaticamente na janela algébrica, conforme pode ser observado na Figura 3.7

(f : x4 10y = 10 se, e somente se, f:y = (1/10)x + 1).

Portanto, a pressao sofrida pelo mergulhador ao submergir em dguas maritimas
é dada pela funcao afim f(z) = (1/10)x +1, onde x representa a profundidade, em metros
(m). Além disso, analisando-se graficamente, é possivel observar que quando z = 0, tem-
se y = f(0) = 1, ou seja, a pressao sofrida pelo mergulhador na superficie do mar é de
1 atmosfera, e isto responde ao questionamento do item a) desse exemplo. Note que é
possivel calcular esse mesmo valor por meio da expressao encontrada para a funcao f:

y=f(0)=(1/10) x 0+ 1=1.

Para responder o item b) basta substituir o valor da profundidade z = 18 m
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na lei de formacao da funcao afim, ou seja,

1 18
18) = — x1 l=—+1=2
f(18) 10>< 8+ 10+ , 8

que representa a pressao sofrida pelo mergulhador a 18 m de profundidade.

Uma ultima sugestao para este exemplo é aproveitar a construcao gréafica rea-
lizada para observar, por exemplo, que na medida que aumenta-se a profundidade da
submersao, aumenta-se também, de fato, a pressao, em atmosfera, sofrida no corpo do
mergulhador. Isto ocorre porque esse evento é modelado por uma funcao afim do tipo

crescente. (a =1/10 > 0) u

Nos proximos dois exemplos dessa secao, apresenta-se propostas de aplicagoes,
em sala de aula, do Geogebra como ferramenta metodolégica auxiliadora em discussoes de
contetdos, como construcao e interpretacao de graficos, relacionados as fungoes quadraticas.
O primeiro desses exemplos refere-se a uma questao da prova do Exame Nacional do En-

sino Médio (ENEM), do ano de 2013, e dado como segue.

Exemplo 3.4. (BRASIL, 2013, p.24) A parte interior de uma taga foi gerada pela rotagao
de uma parabola em torno de um eixo z, conforme mostra a Figura 3.8. A funcao real que
expressa a parabola, no plano cartesiano da figura, é dada pela lei f(z) = (3/2)2?—6x+C,
onde C é a medida da altura do liquido contido na taga, em centimetro. Sabe-se que o
ponto V', na figura, representa o vértice da pardbola, localizado sobre o eixo x. Nessas

condigoes, a altura do liquido contido na taga, em centimetros, é7

Figura 3.8: Taca gerada pela rotacao de uma pardbola.

Eixo de rolagan (z)
¥ (cm) A

: SEE R =]

Fonte: Brasil (2013, p.24).



95

Solucgao: Do ponto de vista algébrico, o problema proposto nao é dificil de ser resolvido.

De fato, a fungao do segundo grau f(z) = (3/2)2% — 6z + C (que expressa a pardbola no

plano cartesiano) apresenta duas raizes reais iguais, ja que, de acordo com a figura 3.8,

seu grafico corta o eixo OX em um tnico ponto. A condicdo para que isso aconteca é

que o discriminante A = b? — 4ac, associado aquela funcao quadratica, seja igual a zero.

Logo,

0=Azb2—4ac:(—6)2—4><ng’:36—60,

de onde segue que C' = 6. Portanto, a altura do liquido contido na taca é de, exatamente,

6 centimetros.

Essa mesma questao pode ser usada, em sala de aula, com objetivo de conhecer

um pouco mais da versao 3D do Geogebra. Para construir a parte interior da taca (citada

no problema) usando o Geogebra, é suficiente seguir os seguintes passos:

192) Acessar o aplicativo Geogebra e abrir sua janela de construgao 3D.

2%) Em seguida, na janela de entrada (janela algébrica), escrever a palavra “funcao” e

3

4

o

escolher a opcao que permite entrar com a expressao da fungao e os valores iniciais
e finais da varidvel z. Feito isto, digitar a expressao da fungao, no caso, (3/2)z* —
6+ 6, seguido pelos limitantes da varidvel z. Neste exemplo, como a coordenada x,
do vértice é x, = —b/(2a) = 6/3 = 2 existe simetria, com relagao ao eixo de rotagao
(que serd a reta x = 2), entre os pontos z tais que 0 < x <2 e 2 < x < 4. Pode-se
escolher entao um desses intervalos e o gréfico da fungao f(x) = (3/2)z* — 6z + 6,
0 <z <2 (ou2 <z <4, conforme a escolha) aparecera automaticamente na janela
de construcao do Geogebra. Como se é conhecido esse grafico é representado por

uma parabola.

O proximo passo é construir a reta que representard o eixo de rotagao da parabola,
neste caso, a reta x = 2 (reta que contém o vértice da pardbola). A construgao
dessa reta pode ser feita tanto na janela 3D do geogebra quanto na 2D (essas duas
janelas podem ser usadas simultaneamente: o que ¢ feito na janela 2D aparecera na

janela 3D).

Na sequéncia, com o uso da ferramenta girar em torno de uma reta, seleciona-se
(na janela de construgao) o grafico da funcao f(z) = (3/2)z* — 6x + 6, limitada

no intervalo escolhido do eixo Oz ([0,2] ou [2,4]), o eixo de rotagao (reta x = 2)
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e o angulo de rotacao (que serd solicitado em uma janela que é aberta ao usar tal
ferramenta). Para o valor do angulo, coloque um valor arbitrério a e acione a tecla
“OK” que automaticamente sera solicitado a criagao de um controle deslizante para
esse valor do angulo. Ajuste o intervalo do controle deslizante para 0 < a < 27 (ou

0 < a < 360).

59) O qltimo passo é construir o rastro da pardbola sendo rotacionada quando se mo-
vimenta o controle deslizante. Este rastro serd a parte interior da taca exibida na
Figura 3.9. Para construir o rastro da parabola rotacionada é suficiente clicar com
o botao direito na fungao “girar” (fun¢do que gerou a parabola rotacionada), lo-
calizada na janela élgebrica do Geogebra, e selecionar a opcao “exibir rastro”. A

Figura 3.9 ilustra o interior da taca construido a partir dos quatro passos descritos

acima.
Figura 3.9: Interior da taga construido no Geogebra.
.
&1 A2 B Pl e 4@ 1IN e[ .
» Janela de Algebra (%] | » Janela de Visualizagi| » Janela de Visualizagdo 3D =]
(x) = 37‘2 —6x+6
O Y R 3 e
eqrix=2 b
eq2x=4
® a=126"
x=318-050t
® s y:lSe(EStSd.%—ﬁt%»ﬁ)
z=162—081t
3 > | @ ¥
| EieE i ®

Fonte: A propria autora. ]

Exemplo 3.5. (PAIVA, 2015, p.195) Em um més de 30 dias, em certo pais, os valores F e
I, em milhoes de délares, das exportacoes e importacoes, respectivamente, acumulados até
o dia t, podem ser descritos pelas funcoes F(t) = (1/8)t*+(t/4) e I(t) = 3t. Considerando

o valor da balanca comercial até o final de cada dia, responda as questoes.
a) Durante quantos dias desse més a balanca comercial desse pais esteve em déficit?

b) Em algum dia desse més a balanga comercial desse pais esteve em superavit acima

dos 13 milhoes de dolares? Em caso afirmativo, quais foram esses dias?
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Nota: A balanca comercial de um pais, em determinado periodo, é a diferenca entre o

valor monetario total das exportacoes e o das importacoes, nessa ordem.

Solugao: a) A balanca comercial de um pais estda em déficit se a diferenca entre as
exportacoes e as importagoes é negativa. No caso do pais mencionado no problema em
andlise, isto equivale a dizer que E(t) — I(t) < 0 ou, ainda, t* — 22t < 0. Dessa forma,
para se descobrir por quantos dias a balanca comercial daquele pais esteve em déficit, é
suficiente resolver esta tultima inequacao. Para isto, deve-se estudar a variacao de sinais
da fungao quadrdtica f(t) = t* — 22t = ¢(t — 22), cujos zeros sao t; = 0 e ty = 22, e

descobrir para quais valores de ¢ tem-se f(t) < 0.

Pelo exposto anteriormente, sabe-se que, neste caso, a pardabola (que representa
o grafico de f) devera intersectar o eixo Ot nos pontos de abscissas 0 e 22. Além disso,
tal pardbola devera ter concavidade voltada para cima, pois o coeficiente de ¢? é positivo.
Mas, usando-se os mesmos passos descritos na Subsegao 2.2.4 (com a = 1,b = —22 e
¢ = 0) é possivel construir o grifico de f no Geogebra, como visto na Figura 3.10, e

observar todas essas informagoes sobre zeros, concavidade e sinais de f.

Figura 3.10: Grafico e sinais da funcao f.

Arquivo  Editar Exibir Opgoes Ferramentas Janela Ajuda

Janela de Algebra x| | » Janela de Visualizagio
flx) = x*—22x f

A=(0,0) I
B=(22,0) +

»
]
[ ]
[ ]
® tragol
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

trago2
trago3
tragod
textol = 22"

-40 -20 [1} 20 22 40 &0 a0

<20 ——

-G0

-80

-100

=120

Fonte: A prépria autora.
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Vale salientar que os sinais da func¢ao f, exibidos na Figura 3.10, foram cons-
truidos com o auxilio da ferramenta caneta. Além disso, uma anélise direta desses sinais
de f, na Figura 3.10), é suficiente para se concluir que do primeiro dia ao vigésimo pri-
meiro dia a balanca comercial esteve em déficit, o que correponde a um periodo de 21

dias.

Com relacao ao item b), dizer que a balanga comercial tem superavit acima
de 13 milhoes significa que a diferenca entre as exportagoes e importacoes foi superior a
13 milhoes, ou seja, F(t) — I(t) > 13. Mas, de acordo com as informagoes do problema,

isso também equivale a dizer que (1/8)t* + (¢/4) — 3t > 13 ou, ainda

t* — 22t — 104 > 0. (3.1)

Para resolver a inequagao dada em (3.1), deve-se estudar a variagao de sinais
da fungao g(t) = t* — 22t — 104 e descobrir os valores de t para os quais g(t) > 0. A
Figura 3.11 exibe o grafico de g (uma pardbola e seus respectivos sinais), construido no
Geogebra de modo andlogo aos procedimentos informados no item a).

Figura 3.11: Grafico e sinais da funcao g.

Arquivo  Editar Exioir Upcoes Ferramentas Janela Ajuda

Janela de Algebra X | » Janela de Visualizacio
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L
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B=(26,0) 20

trago5

-60/

-80

-100

=120

-160

-180

-200

-220

-240
Fonte: A prépria autora.

A partir do grafico de g, dado na Figura 3.11, é possivel observar informagoes



99

zeros, concavidade e sinais de g. Um cdlculo simples mostra que os zeros de g(t) =
t2 — 22t — 104 sao, de fato, t; = —4 e ty = 26. Além disso, como o coeficiente de t? é

positivo a parabola realmente deve ter concavidade voltada para cima.

Portanto, fazendo o estudo de sinais conforme exposto na Figura 3.11, pode-se

concluir que o conjunto solugao para a inequagao (3.1) é

S={teR|t<—4out> 26} (3.2)

Uma vez que a variavel ¢ se trata do tempo em dias, é necessario considerar
t > 0 e inteiro. Consequentemente, fazendo a interse¢ao da solugao dada em (3.2) com
a condicdo ¢t > 0 (t inteiro), conclui-se que a balanca comercial desse pais esteve em

superavit acima de 13 milhoes de ddlares do vigésimo sétimo dia ao trigésimo dia. [ ]

Observe que este tltimo exemplo proposto (Exemplo 3.5) é bem 1itil para se
aplicar a interdisciplinaridade entre areas do conhecimento, ja que ¢é possivel associar
conteudos da Economia a conteidos da Matematica. Além disso, a partir dos graficos
exibidos naquele exemplo, é possivel aproveitar a oportunidade para se trabalhar um

outro assunto bem importante da matemadtica: as inequagoes de 2° grau.

Como mencionado anteriormente, os dois 1ltimos exemplos dessa se¢ao sao
propostas de atividades associadas a OBMEP e que relacionam o uso do Geogebra as
fungoes quadraticas. O primeiro deles foi retirado do banco de questoes do ano de 2015 e

enunciado como segue.

Exemplo 3.6. (ASSIS et al, 2015, p. 58) Na equacao x? + px + ¢ = 0, os coeficientes p
e ¢ podem assumir quaisquer valores do intervalo [—1,1]. Quais sdo os possiveis valores

das raizes de tal equagao?

Solucao: Sabe-se que as raizes da equacao x? + px + ¢ = 0 sao dadas por

_ 2 _
r = piv; il (3.3)

Além disso, obviamente, o valor maximo « de tal expressao deve ocorrer quando —p e
+/p? — 4q forem méximos. Mas, sendo p e ¢ valores quaisquer do intervalo [—1, 1], entao
p? —4g<124+4=5e —p < 1. Dai, tem-se

1+v5
o

Por outro lado, para que a equacao dada possua raiz real, isto é, para que r € R, deve-se

ter p> —4q > 0 e como o maior valor possivel para p? — 4¢ é 5, entao, sendo —p > —1, o

valor minimo para r, expresso em (3.3), é —av.
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Pode-se verificar facilmente que se y é uma raiz da equacao 22 +pr+q=0e
m é tal que |m| < 1, entdo z = my é uma raiz de 2% + pmx + gm? = 0, com coeficientes
ainda estando no intervalo [—1, 1]. Consequentemente, se a € [—a, o], a arbitrério, entao,
como —a é raiz de x? + pz + g = 0, tem-se que a = n(—a), com n = a/(—a), n € [-1,1],
é uma raiz da equagao x? + pnx + qn® = 0, onde pn,qn* € [—1,1]. Logo, tomando-se
p = pn e § = qn?, conclui-se que a ¢ uma solucao de 2% + px + ¢ = 0, ou seja, todos os
nimeros do intervalo [—a, o] podem ser raizes da equagao dada e, como foi visto no inicio
da solucao, nenhum outro nimero fora deste intervalo pode ter essa propriedade, e isto

conclui, do ponto de vista algébrico, a solucao do exemplo proposto.

E possivel fazer uma anélise desse mesmo problema usando o software Geoge-
bra, ou seja, pode-se analisar os possiveis valores para as raizes da equacao 22 +pr+¢q = 0
quando p e ¢ variam no intervalo [—1,1]. Observe que as raizes vao variar no intervalo

[—a = x1, @ = x5, conforme mostra o gréifico dado na Figura 3.12.

Figura 3.12: Parabola associada ao problema das possiveis raizes

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

] Al el l™]l=] 4.

» Janela de Algebra
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o
@
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n

A

Ponto

@ V=(0.5,-1.25) p=1 15
@ X,=(0.62,0)
@ X,=(-162,0)
Reta

@ gx=-05

®

Fonte: A prépria autora.

Para verificacao de tais valores, deve-se seguir os processos de construcoes de
parabolas (vistos anteriormente), considerando para este caso a parabola que representa
o grafico da fungao f(x) = x* + px + ¢, e prestando atengao aos controles deslizantes
de a = 1, p e ¢, ou seja, ambos devem ficar em seus respectivos intervalos p,q € [—1,1].
Dessa forma ¢ s6 observar os valores formados na barra algébrica do Geogebra ao mover os

controles deslizantes e fazer a associacao entre a parte algébrica e geométrica. E possivel,
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ainda, com o uso da ferramenta rastro (que pode ser acionada ao clicar o botao direito
do mouse sobre o objeto a se exibir o rastro) observar que, de fato, as raizes reais de
2% + px + ¢ = 0 cobrem todo o intervalo [—a = xy, & = x5]. Para isso, basta acionar essa

ferramenta sobre a parabola e acionar os controles deslizantes de p e gq. |

O dltimo exemplo de atividade proposta nessa secao foi retirado diretamente
de uma prova, do ano de 2012 (segunda fase do nivel 3), da Olimpiada Brasileira de
Matematica (OBM) e foi interessante para se observar o comportamento tanto algébrico

quanto geométrico da solugao encontrada. Tal exemplo é enunciado a seguir.

Exemplo 3.7. (OBM, 2012, p.2) Considere a equagao az® + bx + ¢ = 0, em que a, b
e ¢ sao reais e a > 0. Suponha que esta equacgao tenha duas raizes reais r e s tais que

0<r<le0<s<1. Mostre que b+ c < 0.

Solugao: Da teoria estudada sobre fungdes do segundo grau, sabe-se que r + s = —b/a,
isto é, b = —a(r + s), e rs = c/a, ou seja, ¢ = ars. Logo, comoa > 0,0 <r < 1le

0 < s <1, tem-se

b+c = alrs—r—s)

= a(l-r)(1-s)-1)

< 0,

jAqued<l—r<le0<1—s<1garantem que (1 —r)(l —s) < 1. Outra maneira de
se provar que rs —r — s < 0 é observar que rs —r—s = —r(1—s)—s <0, pois 1 —s >0

e —s < 0.

Para verificar que b + ¢ < 0 usando o Geogebra, basta seguir os mesmos
processos de construcao de graficos anteriores, com algumas adaptacao. No caso, a deve
estar em um intervalo de valores positivos, ou seja, ao se criar o controle deslizante para
a, deve-se escolher apenas valores positivos. Em seguida digitar na barra de entrada o
valor d = b+ ¢ e rolar os controles deslizantes de maneira que as raizes, r e s fiquem
sempre entre 0 e 1. Dessa forma pode-se observar que os valores de d = b + ¢ sao sempre

negativos. A Figura 3.13 ilustra um exemplo para essa possivel construgao.



Figura 3.13: Construgao geométrica associada ao Exemplo 3.7.
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Consideracoes finais

Uma das motivagoes para a realizagao desta pesquisa foi observar, infelizmente,
a grande desmotivagao dos alunos para estudar mateméatica em sala de aula. Procurou-se,
portanto, nesta pesquisa, encontrar meios que favorecessem o processo de ensino e apren-
dizagem, em sala de aula, dos contetidos de Matematica, em especial aqueles associados as
fungoes do 19 e 22 graus (conhecidas, respectivamente, como fungoes afins e quadréticas)

afim de minimizar tal situacao.

Observou-se, ao longo dessa investigacao, que as funcoes podem ser associadas
as novas ferramentas da tecnologia atual, ou seja, aplicativos computacionais podem ser
usados para ministracao de aulas e resolugao de exercicios na Educacao Basica. Isso foi o
caso do software Geogebra que foi introduzido na experiéncia relatada no Capitulo 3 para
o estudo das funcoes afins e quadraticas, por exemplo. Tal recurso instigou o raciocinio
do aluno, pois a partir das construgoes realizadas, os alunos se mostraram bem motivados
e puderam visualizar os comportamentos das funcoes de maneira precisa, tanto na forma

algébrica quanto geométrica, facilitando sua compreensao e aplicagao no seu dia a dia.

Acredita-se que a variedade de exemplos tedricos e praticos apresentados no
Capitulo 3 pode ser explorada para motivar a introducao das funcoes afins e quadratica
na Educagao Basica via uso de uma das muitas ferramentas tecnoldégicas disponiveis na

atualidade - o Geogebra.

Com a metodologia adotada foi possivel inserir o aluno na sua realidade, ou
seja, a realidade do século XXI - que é o mundo da internet, dos jogos, da computacao
e do conhecimento belo, feito por aplicativos e tecnologias disponiveis, onde hé ajuda de
maquinas para embelezar e facilitar a interacao entre o homem e desenvolvimento da sua

consciéncia.

O homem do século XXI passa por mudancgas e os discentes e docentes com-
preendem isso, apesar de algumas instituigoes insistirem em continuar andando a passos
lentos. A realidade desta década precisa ser pintada pelos docentes e discentes. Eles pre-
cisam ser transformadores das escolas, muito mais que os governantes, pois a busca pelo

belo, e pelo conhecimento transmitido por esses aplicativos, requerera um esforgo interior
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para adaptacao e superacgao das préprias condicoes ofertadas pelas instituicoes, no caso

as escolas.

Foi diante desta situacao que esta experiéncia foi construida, onde, lamentavel-
mente, observou-se que a escola, em que foi aplicado esta metodologia, ainda nesta data,
nao esta preparada para aplicar o uso de softwares como recursos metodolégicos facilita-
dores no processo de ensino e aprendizagem de conteidos matematicos, e em particular,

aqueles associados as funcoes.

Os processos de transformacoes que envolvem a sociedade precisam ser encara-
dos e vividos com toda a seriedade e responsabilidade. Mesmo que alguns direcionadores
do Estado (ou seja, os governantes atuais) andem lentos no que diz respeito a educagao
publica, principalmente quando se fala em trazer a tecnologia para as escolas, deve-se sem-
pre buscar (e lutar) por melhores condigoes que favoregam o desenvolvimento cientifico e

intelectual da sociedade.

Salienta-se que um dos desafios a serem enfrentados pela proposta de inclusao
tecnoldgica na Matematica do Ensino Bésico é, justamente, o Estado encorajar, preparar
e estimular os professores a usarem os recursos tecnoldgicos em sala de aula, visto que, a

maior parte das escolas da Educacao Bésica nao estao preparas para esse processo.

Além dos desafios citados acima, o mundo também enfrenta a pandemia do
novo coronavirus (SARS-CoV-2), que infelizmente fechou as escolas do pais inteiro, difi-
cultando algumas aplicacoes da proposta. No entanto, apesar das intemperes o trabalho
estd concluido e sera aplicado de maneira mais eficiente quando as aulas retornarem pre-
sencialmente nas escolas publicas, visto que, muitas delas estao tendo aulas apenas online.
Vale ressaltar, que em aulas online o geogebra é um aplicativo importante, visto que, o
professor estd transmitindo as aulas pela internet, e a construgao de grafico nessa trans-
missao é essencial para melhor compreensao do assunto pelo aluno. Portanto, o momento
atual da histéria humana requer novos métodos para transmissao e desenvolvimento de

conhecimento e cultura e o software geogebra podera ser um caminho a se trilhar.
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