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RESUMO

PAULINO, R. A. F. Fracoes continuas: fundamentacao tedrica e possiveis abordagens na
Educacao Basica. 2020. 128 p. Disserta¢do (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em
Matemdtica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Mateméticas e de Computag@o, Universi-
dade de Sdo Paulo, Sao Carlos — SP, 2020.

Esta dissertacdo foi elaborada a partir de revisdo literdria e o seu tema central € a teoria elementar
das fragdes continuas simples e os seus aspectos de aproximacao, na perspectiva de possiveis
abordagens na Educagdo Bésica. As fracOes continuas sdo mais que uma forma diferente
de representagdo numérica, permitem explorar novas ideias e propriedades matemdticas e,
obter sequéncias de aproximagdes racionais para nimeros irracionais, possibilitando, no ciclo
bésico, uma significacdo mais efetiva dos nimeros reais. Das relacdes entre os convergentes
das fragdes continuas simples obtemos os resultados mais significativos a compreensao do
tema e necessdrios ao estabelecimento de métodos de aproximagdes racionais para nimeros
irracionais e, a comprovacgao de que as melhores aproximacdes racionais para nimeros irracionais
vém das fragdes continuas simples. Decorre desses aspectos de convergéncia que as fragdes
continuas simples constituem uma ferramenta alternativa para solucionar equagdes diofantinas
lineares com duas incégnitas e desempenham um papel essencial na resolucao da equacado de
Pell. Dedicaremos um capitulo a apresentacdo de um método alternativo que permite obter
expansdes, por fra¢des continuas, de nimeros irracionais algébricos da forma /y™. Ao final
deste capitulo, exibiremos algumas expansdes cldssicas para outros nimeros irracionais, inclusive
7 e e. Finalizaremos o trabalho propondo uma sequéncia de atividades a serem desenvolvidas,

em sala de aula, com alunos da Educac¢ao Bésica.

Palavras-chave: Fracoes continuas, Convergentes, Numeros racionais, Irracionais quadréaticos,

Equacgdes diofantinas lineares com duas incognitas e equagao de Pell.






ABSTRACT

PAULINO, R. A. F. Continued fractions: Theoretical foundation and possible approaches
in Basic Education. 2020. 128 p. Dissertagao (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional
em Matemadtica em Rede Nacional) — Instituto de Ci€ncias Matematicas e de Computagdo, Univer-
sidade de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2020.

This dissertation was elaborated from a literary review and its central theme is the elementary
theory of simple continued fractions and its approximation aspects, in the perspective of possible
approaches in Basic Education. Continued fractions are more than a different form of numerical
representation, they allow exploring new ideas and mathematical properties and obtaining
sequences of rational approximations for irrational numbers, allowing, in the basic cycle, a
more effective meaning of real numbers. From the relations between the convergent of simple
continued fractions we obtain the most significant results for the understanding of the theme and
necessary for the establishment of methods of rational approximations for irrational numbers
and, the proof that the best rational approximations for irrational numbers come from simple
continued fractions. It follows from these aspects of convergence that simple continued fractions
are an alternative tool to solve linear diophantine equations with two unknowns and play an
essential role in solving Pell’s equation. We will dedicate a chapter to the presentation of an
alternative method that allows to obtain expansions, by continued fractions, of irrational algebraic
numbers of the form /y". At the end of this chapter, we will display some classic expansions
for other irrational numbers, including 7 and e. We will end the work by proposing a sequence

of activities to be developed, in the classroom, with students of Basic Education.

Keywords: Continued Fractions, Convergents, Rational Numbers, Quadratic Irrationals, Two-

Unknown Linear Diophantine Equations and Pell Equation.
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CAPITULO

INTRODUCAO

As fracdes continuas sao consideradas um dos mais belos temas da Matematica Elementar
e um dos melhores instrumentos de investigacdao da natureza aritmética dos nimeros irracionais.
Tem aplicacdes na propria Matemadtica e em diferentes dreas do conhecimento. Suas bases
tedricas foram construidas ao longo de quase trés séculos, a partir das primeiras décadas do
século XVII e contou com a contribuicdo de diversos matemaéticos, dentre eles John Wallis
(1616 - 1703) que foi o primeiro a utilizar o termo fracdes continuas, em seu livro “Opera
Mathematica”, de 1695.

“Todo niimero real pode ser bem aproximado por niimeros racionais”. Essa propriedade
dos niimeros reais forneceu a motivacao necessaria para estudarmos e elaborarmos essa disserta-
¢do, cujos objetivos principais sdo mostrar, através de revisao literdria, a teoria elementar das
fracdes continuas simples e seus aspectos de aproximagao e discutir possiveis abordagens do

tema na Educagdo Bésica.

Na fundamentacao tedrica, apresentaremos os principais resultados relacionados ao tema,
procurando enuncid-los e comprova-los, de forma objetiva e acessivel. Sempre que possivel
e/ou necessario utilizaremos interpretacoes geométricas € exemplos numéricos para tornar a

compreensdo mais efetiva.

No Capitulo 2, definiremos fragcdes continuas simples, apresentaremos sua representa-
¢do geométrica e caracterizaremos as relagdes de recorréncias que possibilitam construir uma
sequéncia de convergentes, a partir de uma expansio, por fracao continuas simples. Ainda neste
capitulo, apresentaremos as propriedades fundamentais dos convergentes e alguns resultados que
permitem quantificar o erro e comprovar que as melhores aproximagdes racionais para nimeros

irracionais vém das fracdes continuas simples.

Mostraremos, no terceiro capitulo, que a teoria das fracdes continuas simples, quando
aplicada a nimeros racionais, fornece expansoes finitas em decorréncia da sua intima relagao

com o algoritmo de Euclides. Vém, desse tipo de expansdo, as informagdes necessarias para



28 Capitulo 1. Introdugdo

definirmos fracdes continuas simétricas e deduzirmos um método para solucionar equagdes

diofantinas lineares com duas incégnitas.

No quarto capitulo, definiremos irracionalidades quadraticas e apresentaremos os resulta-
dos que comprovam que esse tipo de nimero tem a periodicidade, na representacdo por fracoes
continuas simples, como caracteristica. Discutiremos dois casos particulares importantes: as
expansdes, por fragdes continuas simples, estritamente periddicas que representam os nimeros
irracionais quadraticos reduzidos e expansdes de irracionais quadraticos da forma /D, cujas

propriedades permitirdo o estabelecimento um método para solucionarmos equacdes de Pell.

Nao existe nenhum método elementar que permita obter expansdes, por fracdes continuas
simples, de numeros que ndo sejam racionais ou irracionais quadréticos. Descreveremos, no
quinto capitulo, um método alternativo que permitird obter expansdes, por fracdes continuas
gerais, de nimeros algébricos da forma /y”. O método permitird obter boas aproximagdes,
cujas comprovagdes se dardo através de exemplos numéricos. Ainda neste capitulo, reuniremos
algumas expansdes cldssicas, inclusive para os nimeros 7 e e. No entanto, nao apresentaremos
os métodos para obté-las, pois exigem recursos matematicos que estao além do escopo deste
trabalho.

Finalmente, no sexto e ultimo capitulo, proporemos uma sequéncia de atividades, media-
das pela teoria das fragcdes continuas, cujas resolu¢des implicardo na aplicacao de conceitos e
procedimentos proprios da drea temdtica nimeros, possibilitando o aprofundamento das propri-
edades operatodrias e do sentido numérico. A teoria elementar das fragdes continuas permitird
introduzir e aprofundar a no¢do de erro e de boas aproximacdes. Essa abordagem com enfoque
diferente viabilizard, ao aluno, alcancar o nivel de significacdo necessdria, do conjunto dos

numeros reais, ja na Educagao Bésica e, evidenciard o potencial pedagdgico do tema.

Documentos oficiais recomendam que, ao longo da Educagdo Basica, seja ofertado
um amplo espectro de conteidos, de modo que o aluno possa compreender as relagdes entre
diferentes conceitos e procedimentos dos diferentes campos da Matemdtica. Embora seja um
tema que estd fora do curriculo da Educacdo Bésica, as fracdes continuas t€m conexdes com
diversos topicos tratados neste nivel escolar, tais como: divisibilidade e algoritmo de Euclides,
recorréncias e sequéncias, padrdes e regularidades, razao e proporcao, aproximagdes e equacoes,
raizes ndo-exatas e logaritmos, etc. Desse modo, as fragdes continuas sdo um convite € um

campo amplo e fértil para o desenvolvimento de novas ideias matemaéticas e praticas de ensino.

Esperamos que este trabalho possa contribuir para uma compreensao mais clara, abran-
gente e significativa do tema, motivar e encorajar professores da Educacdo Bésica a utilizarem as

fragdes continuas para dar um enfoque mais significativo a abordagem dos nimeros irracionais.
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CAPITULO

FRACOES CONTINUAS: DEFINICOES
BASICAS, NOTACOES E PROPRIEDADES

Uma propriedade essencial de todo nimero real € que pode ser bem aproximado por
ndmeros racionais, pois o conjunto Q € denso no conjunto R. Para maiores detalhes, consultar a
referéncia (NETO; GUIMARAES, 2011, p. 22).

Definicao 1. Um subconjunto A C R é denso em R se todo intervalo aberto (a, b), a < b, temos

(a, b) N A # @. Aqui denotamos o conjunto vazio por &.

. ~ 7 . z /7 . m
Definicao 2. Um nimero racional € todo e qualquer nimero que pode ser escrito na forma —,
n
em que m € Z e n € Z*. O conjunto dos nimeros racionais € usualmente representado pelo
simbolo Q.

Teorema 1. O conjunto Q € denso em R, ou seja, dados quaisquer a, b € R, com b > a, existe

) m m
um racional denotado por —, talque: a < — <b,m e Zen € Z".
n n

. . . m .
Demonstragcdo. Provaremos que existe um nimero racional — no intervalo real aberto I = (a, b).
n

Sejam a, b € R, como b > a, a diferenca b —a > 0. Como o conjunto dos niimeros
naturais é ilimitado superiormente, a propriedade arquimediana' dos nimeros reais para b —a e
1 nos garante que existe n € N, tal que

1 1
n>—s0<-<b—asenb—a)>1<nb—na>1.
b—a n
Isso nos diz que o intervalo (na, nb), cujos extremos sdo na e nb, possui comprimento maior que

1. Assim, existe pelo menos um nimero inteiro m no intervalo real (na, nb), entdo

na m nb m
na<m<nbhs —< —< —&Sa< —<b.
n n n n

Propriedade arquimediana: Dados os nimeros reais a € b com 0 < a < b, existe algum inteiro
positivo n tal que na > b.

1
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Logo, entre dois nimeros reais distintos existe pelo menos um nimero racional. [

Esse resultado nos mostra que qualquer intervalo aberto (a, b), por menor que seja,
contém elemento de Q. Logo € possivel obter aproximagdes de nimeros reais por racionais. Mas,

como obter e quantificar o grau de precisdo dessas aproximagdes?

As fracoes continuas podem ser uma resposta a tais indagacdes. Além de constituirem
uma forma interessante de representacao numeérica, as fracdes continuas simples sdo importantes
em diversos ramos da Matematica, dentre eles, a teoria das aproximagOes diofantinas, pois
constituem uma forma eficiente de obtermos boas aproximacdes para nimeros reais.

Quase desconhecido dos estudantes ocidentais de matematica moderna,
o tema das fragdes continuas desempenha um papel extenso, se ndo
vital, na teoria analitica, bem como na teoria aritmética. Aplicacdes
poderosas envolvendo o uso de fragdes continuas existem com relacdo a
teoria de equacdes, polindmios ortogonais, séries de poténcias, matrizes
infinitas e formas quadrdticas em infinitas varidveis, integrais definidas,
problema de momento, fungdes analiticas e soma de séries divergentes
(COMPTON, 1973, p. 1).

Neste capitulo apresentaremos a defini¢do, a interpretacao geométrica e os resultados fun-
damentais concernentes as fragdes continuas simples. Alguns desses resultados comprovam que
as melhores aproximagdes racionais para nimeros irracionais vém desse tipo de representacao.
As defini¢des e demonstracdes, que mostraremos, t€ém como principal referéncia (MOREIRA;
MARTINEZ; SALDANHA, 2012, p. 151 - 176).

2.1 Fracoes continuas simples

As fracoes continuas simples também sdo denominadas fracées continuas regulares,
ou ainda, forma canénica de uma fracio continua. Nelas, os numeradores parciais sdo todos
iguais a 1 e os termos a,, com n € N, denominados quocientes parciais, sdo todos nimeros
inteiros positivos, com excecdo de ag. Em (2.1) e (2.2) temos, respectivamente, a forma expandida

e a forma abreviada desse tipo de expansao.

2.1.1 O algoritmo das fracoes continuas simples e definicao

Segundo Waldschmidt (2015, p. 61 - 62), dado um ntimero real x, existe um Unico nimero
inteiro | x|, denominado o maior inteiro menor do que ou igual a x e um dnico real {x} € [0, 1),

denominado parte fraciondria de x, tal que

x=|x]+{x}, com |x] €Ze0<{x} <.
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o , 1
Se x ndo for um ndmero inteiro, entdo {x} # 0 e definindo x| = ﬁ, temos
X

1 1
x= ij+x—l— [xJ+T.
{x}
- p . N ) 1
Novamente, se x; ndo for um nimero inteiro, entdo {x;} # 0 e definindo x, = ﬁ,
X
teremos :
1
x=|x|+ —T
Lxlj +—
X2

Esse processo termina, se para algum natural n > 1 ocorrer {x,} = 0, caso contrério, o

processo continua.

Exemplo 1. Aplicando o algoritmo das fracdes continuas, obteremos a expansao do nimero

racional — e constataremos que sua representacdo € um processo finito.

25 25 25 3 1 11
X=0p= = |77 +{—}:2+—:2+ﬁ:>{610=26 o =— #0;

11 [ 11] 11 11 3
3
o= (B 525 1 3 Sy
e N R T A T A T (e e e R
2
oc—3— ) + ) —1+1—1+1:> =1 _2 0;
2= 2y T T T e le =g A0
1
2 2 2
OC3:T: 1 + 1 :2+O:>{a3:26 oy =0.
Como oy = 0, o processo termina e a expansao por fracdes continuas € finita, como segue
25 25 1 1
H_LHJ—F T 1 —2—1——1 =12;3,1,2].
|+t T 34—+
3 3 N 1 1+l
2 2 2
1

O algoritmo descrito acima revela-nos que fracdes continuas sdo conceitualmente simples,
nao dependem de nenhuma escolha arbitraria de base. Permite-nos defini-las recursivamente,

bem como, obter a expansdao de um niimero real x.

Definicao 3. Dado x € R. Definimos a fragdo continua simples de x como a sequéncia de inteiros
. d . . .
(an), definidos por a, &) |0, |, paran=0,1,2,---, em que (), € obtido recursivamente

por

0o =x
1 1

o = =
n+1 {an} aﬂ_gﬂ?

onde oy, ¢ Z.
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1. Se, para algum n, o, = ay, ou seja, {a, } = 0, a representacdo € finita, como segue

1 def
x=ap+ ] = lavsar,az, -+, a1, a4y, 2.1
al +
ax+
' 1
an—l"’_
n
2. Caso contrario,
1 d
x=ag+ 1 Y lagiar,ay, - an,an ] Q22)
al +
ax+
) . |
a _ S —
n—1 an+...

Questdes sobre a convergéncia de (2.2) serdo discutidas na Subse¢do 2.1.3. Em particular,

veja Observacao 3.

Vimos, no Exemplo 1, uma representacdo finita. No entanto, ha infinitos casos cuja
expansao, por fragdes continuas simples, € um processo infinito, um deles € o nimero de ouro,
sobre o qual faremos um breve comentério e, em seguida, apresentaremos sua representacao por

fragdes continuas simples.

Das infinitas formas diferentes de dividir um segmento AB qualquer, em duas partes
desiguais, apenas uma € a mais “agraddvel ao espirito humano” e por isso € considerada a
proporcao da beleza, também chamada de propor¢do durea. Na natureza, a propor¢do durea esta
associada a padrdes de crescimento, a ideia de harmonia e de perfei¢do, ao que visualmente é
organizado e atraente. Essa propor¢do despertou o interesse de muitos estudiosos e pensadores ao
longo da Histéria, influenciando fortemente a arquitetura, a arte o design grafico. Na Matemadtica,
a proporcao durea estd presente em inumeras formas geométricas e, de modo especial, na

extraordindria relacdo com sequéncia de Fibonacci.

Segundo Francisco (2017, p. 20), o uso da letra ¢ foi adotado somente no século XX,
por sugestao do matemdtico americano Mark Barr, em 1899, para homenagear o escultor, pintor
e arquiteto grego Phidias (V a.C.) que construiu a Paternon.

Os gregos ja a conheciam antes do tempo de Euclides. Este, no Livro VI dos Elementos,
conforme Saraiva (2004, p. 118), da a seguinte defini¢do para esta razdo: um segmento de reta
se diz dividido em média e extrema razdo, se a razdo entre o maior e o menor dos segmentos é

igual a razdo entre o todo e o maior segmento.

Figura 1 — Razdo Aurea

A T P Y B
e

L ]

[ ]

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A Defini¢do de Euclides pode ser traduzida pela seguinte equacao

AP 4B
PB AP’

ou seja,
Toig )
y X

X

Fazendo — = ¢, obtemos

=1+ ! (2.3)
P .

. . 1
e, fazendo sucessivas substitui¢des de ¢ por 1+ 6 nesta mesma expressao, obteremos a expansao

de @, por fracdes continuas simples, como segue.

1

De (2.3) obtemos a equacio quadratica ¢2 — ¢ — 1 = 0, cuja raiz positiva é o niimero

1 5
V5 = 1,61803398875 - - - que € uma constante irracional algébrica conhecida como niimero

de ouro, geralmente é denotada pela letra grega ¢. Aplicando a Definicao 3, podemos obter sua

expansao, por fracdes continuas simples, como vemos no exemplo a seguir.

. o 1
Exemplo 2. Representaremos o nimero de ouro, ou seja, o irracional , por fracoes

continuas simples, e veremos que sua expansao € infinita.

1++/5 1+v5 1++/5 I++/5 5—1
b V5 [1HVE| [1VE) L 1eVE S
2 2 2 2 2
a():le
N 5 2(V5+1) 2(V5+1) 143
A
o +
Como a; = 0, 0 processo se repete, o que implicaque o, = Qg = ——— e a, =ap =1

2
para todo n natural. Logo a representacao de ¢, por fragdes continuas simples, € um processo

infinito, no qual

14+/5 1
_ tfr:1+ :
I+ ——

¢
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Exemplo 3. Aplicando o algoritmo das fracdes continuas simples, obteremos os trés primeiros

. .. - , . . 3
quocientes parciais da expansdo do niimero irracional v/3.

ap=1
a="3=|V3| +{va} =1+ V3-12 Of_ |
1_\7§_17
I B G C ) MR s v
1_%—1_(\3/3—1)<\3/?+3/§+1)_ 2
F/?JF%HJ {\73_2+%+1} V3 +V3+1

2

=2 2

R

o — 2 _ 2(V3-1) _ 2(V3-1)
VR V3-3 (V3+V3+1) 4| (V3-1) 2-4(V3-1)
231 _2(03-1) _ (VA1) (94695 +4VF)
24344 6-4Y3 (3-205) (94673 +4V3)

9V3+6V324+12—-9-6v3-4v32  2V3243V3+43

V32433 a =2
s

27412934 12V32 — 18Y/3— 1232 —24 3
| 2V/32+3V3+3 N 2V324+3v/3+43
N 3 3
23 2 3 23 2 3/7 a =73
=34 \/3_+33\/§+3—3:3+ \/3_+33ﬁ 6_ 3

03 = .
2v/32+3v3-6
Para os trés primeiros quocientes, temos a seguinte expansdo para v/3.
V3=][1;2,3,--].

Observacao 1. O algoritmo descrito na Subse¢do 2.1.1 mostrou-se bastante eficiente quando
aplicado a niimeros racionais e nimeros irracionais quadriticos. Mas, 0 mesmo ndo ocorre para
a expansao de irracionais algébricos nao quadraticos, como evidencia o Exemplo 3. No Capitulo
5, apresentaremos um método alternativo que permitird calcular boas aproximagdes para as
raizes de irracionais algébricos da forma (/y", em que, m < n sdo niimeros naturais ndo nulos.
Ainda neste capitulo, reuniremos algumas expansoes, por fracdes continuas, inclusive para os
nimeros irracionais transcendentes > 7 e e, mas nio comprovaremos os métodos de obtengio

dessas expansdes, pois estdo além do escopo deste trabalho.

2 Niimero transcendente: é um niimero real ou complexo que nio é raiz de nenhuma equagio polino-

mial de coeficientes inteiros.
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2.1.2 Representacao geométrica de fracoes continuas simples

Para maiores detalhes sobre representacdes geométricas de fragdes continuas simples,
consultar a referéncia (SILVA, 2016, p. 55 - 60). Seja um retangulo dimensdes L x [, veja Figura

2,comL, e Ri. Suponhamos, sem perda de generalidade, L > 1.

Figura 2 — Retangulo de dimensdes L x [

L

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para representar a razao 7 preenchemos a drea retangular de dimensdes L X [ com o
maior numero possivel de quadrados de lado / e obtemos ag que € a quantidade desses quadrados
que couberem a drea retangular, ou seja, obtemos ag quadrados de dreas iguais a [>. Se os ay
quadrados preencherem completamente a regido retangular L X [, entdo 7 € Q, caso contrério, o

Pprocesso continua e teremos

L |L| BN b Lmaod
1|1 [Ty A= I

Segue que [ e L —ag - Iy s@o as dimensdes da regido retangular ndo preenchida, sendo
[ >L—ap-1l>0.Regido retangular destacada na Figura 3.

Figura 3 — Representacao geométrica de ag + {%}

L L—a”xl

Fonte: Elaborada pelo autor.
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) L
Se L—ag -1 =0, entdo o processo de representagdo termina e 7= [ag] € Q.

Se L—ag -1 # 0, o processo de representacdo continua e, como antes, preenchemos com
o ndmero maximo de quadrados de lado (L — ag - I) que couberem no retingulo de dimensdes / -

(L—ag-1), obtendo a; quadrados de dreas iguais a (L — ag - 1)*. Se os a; quadrados preencherem

. L .
completamente a regido retangular, entdo 7 € Q, caso contrdrio, teremos

L I 1 B 1
[T A Y S DD TR U Y S
L—a()‘l L—ao-l L—ao-l ! L—Cl()‘l !
1 1
_00+a+l—a1(L—ao-l)_aO+a+l—a1(L—ao-l)'
: L—ag-1 ! L—ag-l

Segue, novamente, que L—ag-l el —aj (L —ap- 1) sdo as dimensdes da regido retangular
ndo preenchida, onde L —ag -1 > lp — a; (L —ag - ly) > 0. Regido retangular destacada na Figura
4.

Figura 4 — Representacdo geométrica de ag; a; + {L—#aol}

l—ﬂ,l(L—ﬂ,QXl!)

L L—G()Xl

Fonte: Elaborada pelo autor.

Se lp —aj (L—agp-lp) = 0, entdo o processo de representacdo estd concluido e temos
L
7= lao; a1] € Q.

Se lp—aj (L—agp-1lp) # 0, o processo de representacdo continua e na terceira iteracdo

obteremos o valor de a; e

L n 1
] =Aag I .
ay+—
a+ .
Continuando o processo de representagdo geométrica obteremos uma sequéncia de
. PR L e L A
ndmeros inteiros ag, ap, az, --- que serd finita se 7 € Q, ou infinita se 7 € R\ Q, em decorréncia
de (2.1) e (2.2). Assim,
L L

L L
7:[a0;alaa27"'an]7567€@7 ou 7:[00;01,02,"'0,1"‘],SCYGR\Q.
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Exemplo 4. Por meio de interpretacdo geométrica obteremos a expansao do nimero irracional

/6, por fragdes continuas simples.

Primeiramente, construimos um retangulo 1 x /6. A razdo entre os lados desse retingulo

¢ dada por
? = \/6, sendo {\/EJ =2 =ay.

Isto significa que cabem 2 quadrados de lados iguais a 1 no retingulo 1 x /6. Calculando

<\/6— 2 1> = <\/6—2), temos que a drea retangular ndo preenchida tem dimensdes 1 X

<\/6—2>,send0 1>v6-2>0.

A razao entre os lados da regido retangular 1 x <\/6 — 2) ¢ dada por

- 2

L _ 1<\/6+2> V642 sendo {\/6—1—2J =2=a
\/5—2_(\/6—2> (ve+2) 2 B

Assim, cabem 2 quadrados de lados iguais a v/6 — 2 no retangulo 1 x <\/6 — 2). Calculando
1-2 (\/8 — 2) = 5—24/6, temos que o retdngulo ndo preenchido tem dimensoes (\/8 — 2> X
<5—2\/6>, sendo v6—2>5—2v6> 0.

Novamente, a razao entre os lados da regido retangular <\/6 — 2) X (5 — 2\/6) ¢ dada
por

V-2 (V6-2)(5+2v6)
5-2v6 (5-2v6) (5+2v6)

Logo, cabem 4 quadrados de lados iguais a (5 — 2\/6> no retangulo (\/6 — 2) X <5 — 2\/6> e
calculando (\/6 — 2) —4 <5 — 2\/6> = 9v/6 — 22, temos que resta um retangulo de dimensdes
<5 — 2\/6> X (9\/6 — 22) a ser preenchido, sendo 5 — 276 >9v6—22 > 0.

=642, sendo {\/E-I-ZJ =4=a.

Calculando mais uma vez a razio entre os lados da drea retangular ndo preenchida, temos

s_av6  (5-2v6) (9v6+22) 5o - {ﬁw
W6-22 (9v6-22)(9v6+22) 2 2

J =2=a3=ay.

Este resultado mostra que as medidas dos retangulos (5 — 2\/6> X (9\/5 — 22) el x

<\/6 — 2) sdo proporcionais, o que implica a, = a,+2, Vn > 0, caracterizando a periodicidade e

a infinitude do processo de representacio de /6, por fracdes continuas simples.

Na Figura 5 visualizamos as primeiras etapas do processo de representagdo geométrica
do niimero irracional v/6.
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Figura 5 — Representacdo geométrica do niimero irracional v/6

Pov6 — 22
[T T TF—>5-2ve
1
NG V6 —2
Fonte: Elaborada pelo autor.
1 —
Logo, V6 =2+ : =[2:2,4,2,4,---]=[2:2,4].
2+ i
4+ i
24—
4+

2.1.3 Convergentes e suas propriedades fundamentais

Dada uma representacdo, por fracdes continuas simples, do truncamento ap6s um deter-
minado quociente parcial resultam os convergentes. Das relacdes entre eles derivam resultados
fundamentais a teoria elementar das fragdes continuas simples. Alguns desses resultados apre-

sentaremos nesta subse¢ao.

Definicao 4. Sejax = [ap; aj, az, -+, ay, ---]. Sejam p, € Z, g, € N*, primos entre si, tais que
Pn _ lao; a1, az, -+, ay), para todon > 0.
4n

A fragdo P _ C, é denominada n-ésima reduzida ou convergente da fragdo continua
n
do ndmero real x.

Proposicao 1. Seja a sequéncia (finita ou infinita) ag, a;, az, - -- € R tal que a,, > 0, para todo

n > 1, definimos as sequéncias (p,) e (¢g,) pelas recorréncias

_ — — 1
{Pn+2 Ap+2Pn+1+ Pn onde { po=ag, p1=aiap+1, (2.4)

qn+2 = An+29n+1 1T qn g=1, q=a.

Entao

P lao; a1, az, -+, ay|, paratodon > 0.

qn
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Essas recorréncias sdo conhecidas por formulas de Wallis, em homenagem ao matema-
tico John Wallis (1616 - 1703), pelo seu pioneirismo no estudo formal das fracdes continuas,
segundo Beltrdo (2016, p. 23).

Demonstragdo. Faremos a prova por indugdo em n.

e Paran =0, temos: [ap] = aTO Sy
q0

1 alao—f—l_&

e Paran =1, temos: [ag; aj] =ap+ — =
aj aj q1
Para n = 2, temos: [ag; — Lo :
e Paran =2, temos: [ao,al,az]—ao—l— i —a0+m
aj+— —_—
aj as
a2 _waiagtagtaz _ay(amag+1l)+ao _ p2
0" dhar +1 ara; + 1 aa + 1 Q@

A proposicao é valida paran =0, 1, 2. Suponhamos sua validez para n, ou seja,

1 anpPn—1-+Pn-2 Pn
lag; a1, az, -+ an—1, an| = ap + i = ===,
anqn—1tqn-—> qn

ay +

a2+_

a1+ —
an

Por defini¢do e usando a hipétese de inducao

1
lag; ar, as, ..., a1, Gn, Api1] = {00;017027 ey A1, (an+
ap+1

1
1 (an+ ) Pn-1+Pn2
an+1

= ao —l— 1 =
ap+ a, + dn—1+tqn-—2

ax+
' 1

()
a +
an+1

Gni18nPp—1 + Ani1Pn2+ Pt _ Gni1 (@nPn—1+Pn—2) +Pn-1
n1anGn—1 + n1Gn—2+ -1 Gnt1 (Angn-1 +qn—2) +qn—1

~~

qn

an+1

ap—1+

Pn

A\

_ Quy1PntDPn—1 _ Pnl
= = = i’H‘]‘
an+lQn+qn—l qn+1

O

23
Exemplo S. Escreveremos a sequéncia de convergentes do nimero racional 9= [2;1,1,4].
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Dada uma expansao, por fracdes continuas simples, aplicando (2.4), podemos determinar

os valores dos p,,’s € g,,’s, como mostra a Tabela 1.

. . . 23
Tabela 1 — Quocientes parciais e convergentes do racional )

n| —2|—1 0 1 2 3
a, | / / 2 1 1 4

pnl| O 1 12:140=2|1-241=3|1-342=5|4-54+43=23

qn | 1 0 [2:0+1=1|1-140=1|1-14+1=2| 4-241=9
DPn 2 3 5 23
Ch=— |1 / - - = —
" 1 1 2 9

Fonte: Elaborada pelo autor.
2 3 5 23 N
Segue que Cp = T C = T G = 3 e C3= 5 ¢ a sequéncia dos convergentes.

Proposicao 2. As sequéncias (p,,) e (¢,) definidas por (2.4) satisfazem a igualdade a seguir, que

€ conhecida como identidade fundamental

Pn+19n — Pnqn+1 = (_1)n, n > 0. 2.5)

Demonstragcdo. Faremos a prova por indu¢do em n. Consideremos as condi¢des iniciais:

po=ap, p1=aiap+1
go=1, qi=a.

Para n = 0, temos
P1go—poqi = (a1-ap+1)-1—ag-a; =1=(-1)°,

0 que mostra que a igualdade € verdadeira para n = 0.

Suponhamos que a igualdade seja valida para algum n € N, provemos para n+ 1. De

fato,

Pn+29n+1 — Pn+19n+2
= (ans1Pn+1+ Pn) dns1 — Pt (ng 1Ggn1 + Gn)
= Pnqn+1 — Pn+19n

=—(=1)"'=(=1)-(=1)" = (-1)""".
Logo, a igualdade é vélida para todo n € N. O]

Exemplo 6. Consideremos as informagdes contidas na Tabela 1 e mostremos que os numeradores

e denominadores de dois convergentes consecutivos satisfazem a identidade fundamental (2.5).
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Paran=0: p1go—poq1 =3-1—-2-1=1=(-1)%

Paran=1: poq1 —p1gap =5-1-3-2=—-1=(-1)};

Paran =2: p3gs — paq3 =23-2—5-9=1=(—1)%;

Paran =3: psq3 — p3gs =5-9—-23-2=—1=(—1)>.

Os valores numéricos comprovam a validez da identidade fundamental.

Proposicao 3. Se p,+1¢n — pngn+1 = (—1)", paran > 0, em que py, g, sdo inteiros ndo nulos,

entdo mdc(py,qn) = 1.
Demonstragcdo. Suponhamos que p, = kp, € g, = kq,, 0 < k € Z. Entao

Pni1kGn — kDnGni1 = (_1)n
e, dividindo ambos os membros por k

(-1
k

Pnt19n — Dndnt1 =
A igualdade € verdadeira para k = *1 e, portanto, p, € g, S0 coprimos. 0

Observacao 2. Como consequéncia, os p,’s € ¢,’s, obtidos por (2.4) sdo coprimos, ou seja,

os racionais 2" sdo fracdes irredutiveis, em termos de fracdes continuas, sdo reduzidas ou
qn
convergentes.

Corolario 1. Seja x = [ag; ay, az, -+, ap, Oy 1], €M que ;41 = [dpt1, Ant2, Anyt3, -+ |. Entdo,

para todo n € N, temos que

O 1PntPnai
X

_ Pn—1—4n—1X
Oy = ——"".
Opt19n +qn—1 qnX — Pn

(¢}

Demonstragdo. Pela Proposi¢do 1, temos que

Y= Oy 1Pn+ Pn—i
Opi1qn+gn—1

Isolando o4 1 na expressdo acima, obtemos

XOp+14n +XQn—l = Op+1Pn +pn—l
& Ot 1 (XGn — Pn) = Pn—1 — Xqn—1
Pn—1—qn—-1X

qnX — DPn

< Opy1 =
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Proposicao 4. Se x for um nimero irracional qualquer e (C,) a sequéncia dos convergentes
associados a fragdo continua de x, entdao

_ln
Croy—Cy= Dot P " oy (2.6)

Gn+1 Gn Gngnt1’

Demonstragdo. Este resultado decorre de (2.5).

n

Pn+1qn — Pngn+1 = (—1)",
dividindo todos os termos por ¢,q,+1

Pnt1Gn — Pndns1 _ (—1)
dndn+1 qndn+1
Pnri_Pa_ (1)

Gnil  Gn Gndnil

[]

Este resultado € positivo se n for um niimero par e negativo se n for um nimero impar,
o que implica que, para dois convergentes consecutivos, o de ordem impar € sempre maior que o

de ordem par.
Exemplo 7. Comparemos trés convergentes consecutivos de ¢.

Tabela 2 — Primeiros quocientes e convergentes de ¢

n|=2[—-1]0[1[2[3]4]35
ap | /| /L1111 ]1]1
| O] 1 [1[2]3][5[8]13
gl 1T O 1 ][1[2]3][5]8
Dn 1123|5813
C,==21 17117 |=]|2|2|2|=2|=
" g, 1[1/2[3]5] 8

Fonte: Elaborada pelo autor.

Comparando os convergentes C3, C4 € Cs respectivamente, temos

1++/5
2

Py _
q3

q4 q4

1 5 13

2 8 qs

W | W
| oo
W | oo

> > <

Proposicao S. A expansao, por fracdes continuas simples, de um nimero irracional € tnica.
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2.1. Fragées continuas simples

Demonstracdo. A demonstracio tem como referéncias das informacdes contidas em (BADAWI,
2016, p. 64 - 65).
Seja x um ndmero irracional. Suponhamos que ele tenha duas expansdes, por fragdes

continuas simples, ou seja
x=laosar,az, -+, an| = [bo; b1, by, -+, bn).
Se ap = | x| e byp = | x|, entdo ag = by, pois |x| é o dnico inteiro que satisfaz [x| <x < |x]| +1.

Aplicando a Proposi¢do 1, paran = 1, temos

1 1
xX=ayg+— x=by+—
q fl
xX—ap=— e x—by=—
ai 1[71
a) = b]z .
xX—ap x— by

Isso implica a; = b
Suponhamos que a; = by para todo k < n. Devemos provar que a,, = b,,.

Usando os quocientes completos podemos escrever
X = [a()a ap,az, - ,4y—1, an] == [bO’ b17 b27 e 7b}’l—17 ﬁn]

Segue do Corolario 1, que

Y= O Pn—1 +pn—2 _ ﬁnpnfl +pn72
Cngn—1 + dn-2 Bnanl + qn-2

Assim,
(anpnfl +pn72) (Bnanl + anZ) = (Bnpnfl +pn72) (ananl + Qn72) .
Isto implica que

Oy (pn—IQn—Z - pn—ZQn—l) = ﬁn (Pn—l‘]n—Z - Pn—2Qn—l)
O‘n(_l)ni2 = ﬁn(_l)niz

(o :ﬁn

Como o, = B, e ap, = |0 | = | Bn] = by, concluimos que a,, = b,

Portanto, provamos por inducdo que a fra¢do continua simples de um ndmero irracional
¢ tnica. [
Corolario 2. (Tamanho do erro) A diferenga entre um nimero irracional x e seu n-ésimo

convergente é dado por
_Pn_ (="

dn (OCn-i-IQn""Qn—I)Qn.
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Demonstragdo.

Pn _ Ont1PntPn—1  Pn _ On+1Pngn+ Pn—19n — On+1Pngn — Pnqn—1

qdn Oyi19n +qnr1 dn (O‘n+ICIn+Qn71)Qn
B U e e o ) B Gt VA (=1)"

(anJrIQn‘I’anl)Qn (anHQn‘I’anl)Qn (an+IQn+anl)CIn.

]

Proposicao 6. (Monotonicidade dos Convergentes). Consideremos as sequéncias (p,) € (¢n),
definidas na Proposicdo 1. Para todo n > 0, temos:

(i) os convergentes de ordem par crescem e os de ordem impar decrescem, a medida que suas
ordens aumentam.

(i1) os convergentes de ordem impar sdo sempre maiores que os de ordem par.

Isto €,
P2n < D2n+2 <x< DP2n+3 < Poant1
q92n qo2n+2 qo2n+3 qon+1

Demonstragdo. Para todo n > 0, tomando dois convergentes consecutivos de mesma ordem e
aplicando (2.4), temos que

Pnt2  Pn _ Gui2Pn+1+Pn Pn
Gni2  Gn Gni2Gnii F 40 dn
An+2Pn+19n + Pnqn — An+29n+1Pn — Pnqn
qn (@n+29n+1+qn)
an+2 (Pnt19n — Pngn+1)
qn (an+ZQn+1 + Qn)
_ (—=1)"an+2

B dn+29n

Este resultado € positivo se n for um nimero par e negativo se n for um niimero impar,
o que implica que a sequéncia de convergentes de ordem par (Cy,) € crescente e a sequéncia de

convergentes de ordem impar (Cy,,; 1) € decrescente. Isto prova o item (i) da Proposigao.

A prova do item (ii) segue do Coroldrio 2. De fato, temos que:

(a) Se n for par
x—& >0 =x> &;
dn qn

(b) Se n for impar
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Dos itens (a) e (b) concluimos que x € maior que qualquer convergente de ordem par
e menor que qualquer convergente de ordem fmpar. Isto prova o item (ii) e concluimos a

demonstracdo da Proposi¢ao 6. [

Este resultado mostra que a sequéncia dos convergentes de indices pares (Cy,) € crescente
e limitada superiormente por x, ao passo que a sequéncia dos convergentes de indices impares

(Cap+1) € decrescente e limitada inferiormente por x (veja Figura 6), isto é,

C <G <G < <Cp < ivx - <Oy < - <0 <Gy < (.

Como lim g, = +oo, pois a sequéncia (g,),~1 € estritamente crescente, segue de (2.5)
n—yoo

que

I
Pril _Pn)_ fim 0.

dn+1  4n n—=> gpdn+1
Além disso, em virtude da Proposi¢ao 6 e do Corolario 2

lim
n—oo

. Dn ) 1
lim |[x— —| = lim =0.
n—pee qn n—reo (anJrIQn + anl) qn
Logo,
lim 2% = x = [ag, a1, a2, ---]. 2.7)
n—oo qn

Este limite significa que os termos da sequéncia® (C,) se aproximam de x 2 medida que

n se torna grande.

Observacao 3. O limite (2.7) garante a convergéncia no caso de fragdes continuas simples com

infinitos termos x = [ag, ai, az, - -].

Figura 6 — Distribuicdo dos convergentes em torno do ndmero real x

Cu C;; C. 4 C(}‘/""_""\ 5 Cﬂ Cl

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os convergentes s3o aproximagodes para x, ora por falta, ora por excesso e quanto maior

for a ordem de um convergente, mais proximo estard o seu valor do valor de x. Podemos

3 Defini¢do: Dizemos que uma sequéncia (x,),>1 converge para um nimero real L, ou tem limite

o numero real L, se dado € > 0, pode-se encontrar ng € N, tal que para todo n > ng implica que
|x, — L| < &g, ou seja, 1i_r>n a, = L ou a, — L (NETO; GUIMARAES, 2011, p. 54).
n—oo
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visualizar essa convergéncia quando posicionamos 0s convergentes na reta numérica, como

vemos na Figura 6.

Vimos até agora que as fragdes continuas simples sdo um meio eficiente para obtermos
aproximagdes racionais para nimeros irracionais. Mas, quao boas sdo essas aproximagdes? Na
proxima subsecdo comprovaremos que as melhores dessas aproximagdes racionais para nimeros

irracionais vém das fragcdes continuas simples.

2.1.4 Resultados de aproximacoes

Nesta subsecdo mostraremos alguns resultados e teoremas importantes ao estudo dos mé-
todos de aproximacgdo de nimeros reais por nimeros racionais, tendo como base as informacdes
contidas nas referéncias (SOUZA, 2018, p. 16 - 17) e (MOREIRA; MARTINEZ; SALDANHA,
2012, p. 151 - 176).

A condic¢@o necessdria para que uma aproximacgao, por ndmeros racionais, seja consi-
derada boa € que o erro absoluto |x — d seja o menor possivel. Além disso, € apropriado que
os inteiros p e g ndo sejam grandes. Desse modo, devemos concentrar nossos esfor¢os para
minimizar o erro |x — P e o valor do denominador q.

q

.~ . . p 4 . = .
Defini¢cao 5. Um nimero racional —, g > 0, é a melhor aproximagdo para um nimero real x, se
q

s oA P _ . 4 coA .
a distncia de — até x, na reta real, € menor que a distancia de x a qualquer outro racional que

tenha denominador menor ou igual a g.

Mas, é possivel obter boas aproximagdes de modo que o denominador ¢ nio seja
tdo grande? Os resultados que apresentaremos a seguir responderdo a este questionamento
e confirmardo que as melhores aproximagdes para um nimero irracional vém justamente das

fragdes continuas.
Sejax € R, x = |x] +{x},com |x] € Ze0<{x} <1,ouseja, {x} =0,a1az---a, -,
coma; € {1,2,---,9}. Isso significa que se r, = a, + 10a,_| + 10%a,_ +---+ 10" 'ay, entdo

1
{gn <{x} < ”nl(—)f; e, portanto, |x| + % ¢ uma boa aproximagao de x no sentido de que o erro

1 1
absoluto ’x — (LxJ + [—6‘}1) ’ < o e 1o serd um nimero pequeno se n for grande.

Exemplo 8. Vamos obter as duas primeiras aproximacdes decimais para /6.

2 \? 3\? 2 3
(l_()o) <6<(1_00) = 0 <Vo<

24\ 2 25\ 2 24 25
(1—01) <6<(1—01) = ot <Vo< o

[S—

[S—
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A representacdo decimal de um nimero real fornece um sequéncia de aproximagdes por
racionais cujos denominadores g sdo poténcias de 10. Pela facilidade na realizacdo de célculos,
tornou-se a forma mais popular de representacdo de numeros reais, embora ndo forneca as

melhores aproximacoes.

1
Proposicao 7. Dado qualquer x € R e g € N*, existe p € Z tal que d <x< i
q

q

Demonstracdo. Paratodo x € R, existe p = |gx], tal que
p<gx<p+1.

Dividindo todos os termos por ¢, obtemos

1
q q
O
1 1
O ndmero x pertence ao intervalo de extremos PP + , Cujo comprimento é p — l—)' =
q q q
—. Logo, as aproximagdes de x por racionais t€m erro inferior a —, ou seja,
q q
1 1
x—£'<— e P2 (2.8)
q q q q
Adicionando os erros, temos
+1 +1 +1 1
X_BM _p+l :‘ _£‘+ prl_ _‘ _p pHl ':_
q q q q q q q

Esse resultado nos mostra que a soma dos erros absolutos por falta e por excesso €
de, no maximo, — e nos leva a inferir que pelo menos uma entre duas aproximagdes decimais

q
consecutivas tem erro absoluto menor que a metade do inverso do denominador ¢, ou seja,

x———| < —. (2.9)

x——‘g— ou

24 25
Exemplo 9. Sejam M e M duas aproximagdes decimais para v/6. Verifiquemos, numericamente,

a validade da Proposi¢do 7.

24 1 1 1 25 1
‘\/_—1—0 <35<15 © E<‘\/6_E <15

24
Ambas as aproximacoes satisfazem (2.8) e uma delas, 10’ satisfaz (2.9). Logo, o racional

( L o ) 25
T é uma aproximacio melhor para o irracional v/6, se comparado com o racional o

Para os proximos resultados consideraremos a Defini¢ao 4 e as condi¢des apresentadas

na Proposicao 1.
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Proposicao 8. Se x € um ndmero real qualquer, a sequéncia de convergentes da fragdo continua

de x é tal que

Pn (_l)n dn—1
x—Cp=x——= , onde 1= .
! qn (an+1 + Bn+1)Q% P qn
Em particular,
1 Pn 1 1
< x| = < :
(an+1+2)q7 ‘ gn|  (Os1+Bur1)qs  an143

Demonstragdo. Segue do Coroldrio 2, que

_ P _ (=1)" _ (="

p B B .
qn ( n1qn + qn I)Qn (an+l+qn 1)61%

n

Substituindo -1 por B, 1, teremos
n
1)
x—Cp=x— fa_ (=1 5
an (Cr1+Bur1)qn
Em particular,
Pn 1
x——| = . (2.10)
‘ dn (an—i-l +Bn+1)q%
T Opt1 > I_an—HJ = dp+1
emos que - o dn=l 1, ouseja, 0 < B, < 1.
dn
Assim,
nt1 < Oyt +Bn+1 < dpy1+2.
Logo,
1 1 DPn 1 1
< =x— < < .
(ant1+2)q2  (Ops1 + Brs1)q> ’ dn|  Out1G% G193
O

A seguir demonstraremos a expansio, por fragdes continuas simples, de S, 1.

po=ap, p1=ajap+1,

Corolario 3. Se o nimero real x = [ag, aj, a2, - -+ ay—1, ap|, com
gp=1 q=a,

dn—1

n

comn > 0, entdo 3,11 = =[0; an, ap—1, -+ , az, ai].

Demonstragcdo. Faremos a prova por indugdo em n.

Como g, 1 < gn, \‘MJ =0

n

1 1
e Paran=1: Bz=@=—=0+—=[0;a1],
q1 ai aj
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q1 ai 1 1
e Paran=2: fi=—=——-=0+—--—-=0+ =[0; az, ai]
aza; + 1 1 ’
q» ara; +1 2;4— a2+_
1
O coroldrio € vélido paran = 1 e n = 2, suponhamos sua Vahdade para algum n € N.
" Gnt1 Anp1dntqn-1 g, + dn=l @y +Burr’
4n
substituindo B+ por [0; an, ay—1, -+, az, a], temos
1 1
2= = = 0sant1, an, -+, a1
Bn-i— an+1+[0; Ap, Ap—1, " 7a1] [an-i-l;anyan—la 7a1] [ i " ]
Logo, o corolério € vélido para todo n € N. ]

po=ap, p1=aiap+1

Corolario 4. Se o niimero real x = [ag, ay, az, -+ ay—1, ay], com
qg=1, q1=ay,

com n > 0, entdo = [an; an—1, an—2, -+, az, ay].

dn—1
Demonstragdo. Decorre do Corolario 3 que

dn 1
ﬁn+2 p— pu— . .
dn+1 [an+1,an>an—17"'7al]

Invertendo a fracdo, temos para n+ 1

qn+1 .
= [al’l-i-l’al’h ap—1, """ 7a1]-
dn
E, paran
qn .
- [an, ap—1,0p-2""", al]'
dn—1

]

Exemplo 10. Sejax= /6= [2; 2, 4], cujos quocientes e convergentes estdo expressos na Tabela

3. Apliquemos a Proposi¢ao 8 ao convergente Cs.

Tabela 3 — Quocientes parciais e convergentes de v/6

n|—-2|—-1|0]1 2 3 4 5

a, |/ / 2121 4 2 4 2
pnl| O 1 21512249 | 218 | 485
gn | 1 0 1129 |20 89 198
Co— Pn / / 2152249 | 218 | 485
" 11219120 8 | 198

Fonte: Elaborada pelo autor.
Segue que

1 49 1
(4+2)-2 ‘%“‘ﬂ-zoz
1 1
2400 ‘f = 1600°
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O resultado a seguir mostra que o erro absoluto decorrente da substituicdo de x pelo

Pn
Convergente — € menor que — e pelO menos uma de duas aprox1magoes racionais COHSGCUthaS
qn n

1 1 .
tem erro absoluto menor que ~— ou menor que ——. Este resultado € muito melhor que o
mostrado em (2.9).

Teorema 2. (Teorema de Dirichlet) Todo convergente C,, = Pn e x satistaz a desigualdade
dn

1 1
< <=
qnqn+1 Qn

‘ Pn
x —_——
dn

Além disso,

1
2q%+1

Pn+1
dn+1

< —5 ou X —

Demonstragcdo. (Demonstragao via fragdes continuas) Para esta primeira parte da demonstra-

cdo, temos que x pertence ao intervalo de extremos Pn g Prl , Cujo comprimento €
dn  4n+1
‘pnﬂ e[t
dn+1  qn dndn+1 dnqn+1
Isso implica que

1 1

‘x _Dn < <—

qn dndn+1 61,,

Nesta segunda parte da demonstragdo suporemos, por absurdo, que

1 1

‘x Pn > — e ’x_pn+1 >

dn|~ 24q; In1| "~ 2q,,4

Segue que
(i) Se n for par, x € (pn Prnt1 ), entao
dn Y4n+1

1 _ Pnt1 Pn 2’)6—& +‘pn+1_x' 1 LTI 1

Gndn+1 |G+l Gn Gn| | Gn+1 2q7 247,

(i1) Se n for impar, x € <p"+1 i ) entao

qdn+1 qn
1 1 1
_|pn e :‘pnﬂ_@ :‘x_@ +’pn+1_ ‘ L L
gnqn+1 qdn  4n+1 gdn+1  4n qdn dn+1 2qn 2qn+1



2.1. Fragées continuas simples 51

ou seja,

1 S 1 n 1
Qndn+1 2q% 261ﬁ+1
1 > 613+1 +CI%

dndn+1 2q%q,%+1

=

< 2qnqn+1 quzH_] +CIr21
©0>qry ) —2qnqni1 +4;
< 0> (Qn—O—l _Qn)z

<02 4gnr1—qn-
Isso implica que g, = ¢,+1, 0 que € um absurdo, pois g, < gn+1- 0

Logo, todas as aproximacdes racionais que vém das fragdes continuas simples tém erro
absoluto menor que o inverso do denominador do convergente ao quadrado. Além disso, uma
entre duas aproximagdes consecutivas tem erro absoluto menor que a metade do inverso do

denominador do convergente ao quadrado.

Exemplo 11. Consideremos as informacdes da Tabela 3, tomemos dois de seus convergentes

consecutivos e comprovemos a validade do Teorema de Dirichlet, Teorema 2.

22 1 1
V6——=| <

22
e Para C; = ?, temos 9 2—92 < a;

49 1 1
——|< <.
Ve 20 2.20%2 " 202

49
e Para C3 = 20’ temos

Além disso,

1 1 1

<
9.20 =2.92 T 2.2
T T

<—+
180 = 162 ' 800
1 962 1

~Y

180 = 129600 _ 135

Os valores comprovam que as aproximagdes racionais que vém das fragdes continuas

satisfazem as condi¢des do Teorema de Dirichlet.

Observacao 4. O Teorema de Dirichlet marca o inicio do ramo da Matematica denominado
aproximacoes diofantinas. Aproximagdes diofantinas € uma drea da Matemadtica que conecta
questdes ligadas a Teoria dos Numeros com questdes de aproximacodes racionais de nimeros

irracionais.
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2.1.5 Boas aproximacoes sao convergentes

Nesta subse¢do apresentaremos dois teoremas que evidenciam que boas aproximacoes
racionais para um irracional x pertencem a sequéncia de convergentes associada a fracdo continua

de x.

Por definicao, o erro reduzido da aproximagdo de x por B, denotado por |gx— p| é a

~ p L. . ~ . . -
razdo entre |x — —| e o erro mdximo da aproximacao por falta com denominador ¢, que € igual a
q
1
q

Teorema 3. Para todo p, g € Z, com 0 < ¢ < g1, temos |gpx — py| < |gx— p|.

Além disso, se 0 < g < g, a desigualdade € estrita.

Demonstragdo. Segue da Proposi¢do 3 que o mdc(py, gn) = 1. Se tivermos P _ @, entio
dn
p = kpy, e g = kg, para algum inteiro k # 0 e, neste caso, temos que
lgue—pul = |2 2| = Llax—pl < fax—pl
X—ppl=|7——>F|=—|gx— xX—p|.
qnX — Pn & X qXx—p|>|gx—p
Isto que implica diretamente a desigualdade para k > 1.
Suponhamos que d # &, de modo que
q qn
1 )
‘B—& > — > , ViIsto que g < gp1.
q 4qn 949n  4nqn+1
Assim sendo, P esta fora do intervalo de extremos Pn e Pr+1 e, portanto,
q 9n  9n+1
1
[
q q qn q qn+1 q9n+1
o que implica
lgx—p| > > |gnx — pal -
n+1
e, por hipotese, g < ¢,+1, a igualdade sé pode ocorrer se g = g,+1. Logo, P _ Pril , donde

qdn+1
an+1 > 2, € qnt1 > 2qn, pois numa fracdo continua finita, como no algoritmo de Euclides, o

dltimo quociente a, é sempre maior que 1. Nesse caso, se g < g, a desigualdade € estrita, pois

qn < qn+1 € teremos

x—EIZ‘E—&—p"“_& ZL— 1 _ 1 =4 1 7
q q dn dn+1 4n q4n dnqn+1 qd9nqn+1 qqn+1
o que implica
lgx—p| > > |gnX — pal -
n+1
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Pn
X— —
qn

Corolario 5. Para todo g < gy,

<\x_£\.
q

~ . Dn ~ ~ , . .
Demonstracdo. Seja — um convergente da expansao de x, por fragdes continuas simples e, seja
n

P um ndmero racional, tal que g < gy,.

q
Segue do Teorema 3 que |gx — p| > |gnx — pn|. Assim,
'x_@ _ xan—pal _Ixq—pl _Ixq—pl _ 'x_g'_
dn 4n qn q q
Logo, x—& <‘x—g‘. O]
qn q

/
Corolario 6. Se |gx— p| < |¢'x— p|, para todo p’ e ¢’ < g, tais que P + p—,, entio £ & um
q9 4 q
convergente da fragdo continua de x.

Demonstragdo. Tomaremos n de modo que g, < g < gpn+1-

O Teorema 3 nos diz que |g,x — p,| < |gx — p|. Assim, a igualdade |g,x — p,| = |gx — p|

implica que P _Pn [
q dn
1
Teorema 4. Se |x — B‘ < 272 entao P € um convergente da fragdo continua de x.
q q q

Demonstragdo. Seja n tal que g, < g < g,+1. Suponhamos que P Pn
q

qn

Seque do Teorema 3 que |x — 1—7‘ > e desse modo p estd fora do intervalo de
q q4n+1 q
extremos 27 e Pt
qdn  4n+1
Sao duas as possibilidades:
1 1
(1) Seqg> 1 , entao |x — B‘ > > ——. Isso € um absurdo, pois contraria a hipotese
o q| " q9qn+1 ~ 2q
inicial de que g < gj+1;
(1) Seqg < dni1 , entao
x_z' > &_3‘_ M_&’ > L1 _dwmza 11
g " 1an  q| |gnv1 Gn|~ 990 Gndnt1 Q9ndnr1 2990 2q

0 que também € um absurdo.
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o L . P
Logo, se uma aproximacao do irracional x por um racional — tem erro absoluto menor que
: . .4 :
o inverso dobro do quadrado do denominador ¢, essa aproximacao de x pertence, necessariamente,

a sequéncia de convergentes da fracdo continua de x.

49 218
Exemplo 12. Novamente, consideremos p_ e — Pa _ da sequéncia de convergentes
g3 20 qs 89
9
de vV6ea apr0x1magao - =1[2;2,4,2,3] = o ndo pertencente a sequéncia de convergentes
q

e verifiquemos que as aproximacdes pertencentes a sequéncia de convergentes satisfazem as

condi¢des do Teorema 4.

p 1
X——= 1<z
q ’ 2¢*
169 169 1
e Para g =< ‘\/_ - 2' 62 (Nio satisfaz o teorema).
49 1
e Para ]q?j 0 : ‘\/5— —| < 720 (Satisfaz o teorema).
218 218 1
e Para — Pa _ V6 — (Satisfaz o teorema).
q4 2 892

O resultados numéricos comprovam que as aproximacdes de um numero irracional x

vindas da sequéncia de seus convergentes satisfazem o teorema.

Concluimos através dos resultados, teoremas e proposi¢des apresentados, nessa subsecao,

. D, . - . . % N N
que se o racional — é uma excelente aproximacao do irracional x, entdo — pertence a sequéncia
q J q
dos convergentes da fracdo continua de x.
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CAPITULO

FRACOES CONTINUAS DE NUMEROS
RACIONAIS

Neste capitulo estudaremos a expansdo, por fracdes continuas simples, de nimeros
racionais, mostrando a intima ligacao destas com o algoritmo de Euclides e representando-as
geometricamente. Definiremos fragdes continuas simples simétricas € mostraremos como a
sequéncia de aproximagdes associada a fragdo continua simples, de um ndmero racional, se
relaciona com uma solugdo particular de equacdes diofantinas lineares com duas incdgnitas. Tais
resultados baseiam-se em informacdes contidas nas referéncias (OLDS, 1963, p. 31 -45)e
(BONFIM, 2014, p. 18 -32).

3.1 Definicoes e propriedades basicas

Teorema 5. Se a representacdo, por fracdes continuas simples, de um niimero real x for finita,

entdo x € Q. Reciprocamente, se x € (Q, entdo sua representacio por fracdes continuas é finita.

Demonstracdo. Seja lag; ay, az, -+, a,) a representagdo, por fragdes continuas simples, do
nimero real x = B, emque p,qg <€ Zeq>0.
q

Aplicando o algoritmo de Euclides aos nimeros inteiros p € g, temos

Tabela 4 — Algoritmo de Euclides

Quocientes | ag | a; | ay | a3 | -+ | a2 | an—1 | an
Pl qQ |r || B3| | Th2| -1 |Tn
Restos | ry | rp | 13 | 74 | -+ | et 'n 0

Segue que
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p=apq+ri 0<r <gq
q=air;1+nr 0<mn<n
ryL=asry+r3 0<r<m

Fn2=0an 1rp—1+" 0§”n<”n—l

Tn—1 = apry, +0.

) Fi—
Fazendo g =rg e agp = {BJ , definimos ay e ry parak =1,2,---,n por a;y = {gJ ,
q Tk
onder; > ry > r3 > ---r, > 0.0 nimero r, é o mdc(p, q). Se o nimero racional P estiver na
q
sua forma irredutivel, entdo r,, = 1.
Agora, expandindo como fragdes continuas simples, temos
1 1
X===ap+—=ap+ 5 :ao—l——l =ap+ i
9 ap + r_l a) + Y ay + 1
@t ay+——;
az+ —
r3
1 def
=---=ap+ 1 - [6102611702»"'7an71,an]-
al +
ar + )

1
an1+—
n

O processo para encontrar a expansao, por fragdes continuas simples, de um nimero

racional d € essencialmente idéntico ao processo de aplicacdo do algoritmo de Euclides ao par
q

de inteiros p e g, no qual a sequéncia de restos obtidos é decrescente e formada por nimeros
inteiros nao negativos, ou seja, ro > r; > rp > -+ > r,41 = 0. Como existem apenas g — 1
ndmeros naturais nao nulos que sdo menores do que g, o processo de divisdes sucessivas € finito.
Equivalentemente, a representacdo de um racional, por fragdes continuas simples, também ¢é
um processo finito que termina quando obtemos {,} = 0. A reciproca do teorema segue da
Proposi¢do 1, na qual, [ag; ay, az, -+, ay| = &, para todo n > 0. O
n
Exemplo 13. Aplicando o algoritmo de Euclides obteremos a expansdes, por fracdes continuas

simples, de cada racional a seguir.

217 67 21

9 67 b 317 9~
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Tabela 5 — Algoritmo de Euclides aplicado ao racional 3

Quocientes | 3 | 4 |53 17
217 | 67|16 |3 — =[3;4,5,3];
Restos | 16] 3 |10 67

—

67
Tabela 6 — Algoritmo de Euclides aplicado ao racional ——

217
Quocientes | O 314 (5|3 67
67 | 217 | 67 | 16 1 — =10;3,4,5,3];
Restos | 67 | 16| 3 | 1]0 217
. . . . 21
Tabela 7 — Algoritmo de Euclides aplicado ao racional T
Quocientes | —2 | 1 |3 | 4 o1
=21 |17 | 13 1 = = =[-2:1,3,4].
Restos | 13 | 4 | 1|0 17

Vimos no Exemplo 13 que o algoritmo de Euclides € bastante ttil no processo de
representacdo de racionais, por fragdes continuas simples, pois além de assegurar a finitude do
processo, fornece os quocientes. E, como na expansao, por fracdes continuas simples, b, = 1,
para todo n € N, podemos obter facilmente a expansdo de qualquer nimero racional, sem a

realizacdo de célculos intermedidrios, usando apenas os quocientes fornecidos pelo algoritmo.

Exemplo 14. Também podemos obter a expansao, por fragdes continuas, aplicando a Definicdo

3, como segue.

67 217 21
67 1 1 1 1
67 & 67 A T
3
1
—0+ —— =[0:3,4,5,3]
5+~
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217 16 1 I 1
b) o =3+ 2 =3+ =3+ -3 —3+ —[3:4,5,3];
67 67 07 3 4yt a1
16 16 16 s 1
3 3
20 17 4 4 17 13 1 I
e =2 =24 =2
T A T AT 7 T +1+i
13 13
I 1
= 24— =24 ————=[-21,3,4]
1+§ 1‘|—3+—1
4 4

Exemplo 15. Através de operacdes elementares podemos obter um racional a partir de sua

expansao, por fracdes continuas simples, vejamos.

) £=[3:453 b) = =[-2:1,3,4]
q n

1 | 1 1 16 217
)l =[3453=3+———— =3+—— =3+ — =3+ =3+_ ="
q 44— 4+ 41> 67 67 67
5.t 16 16 16
3 3
1 1 1
b)%:[—2;1,3,4]:—2+ — =2+ =2t —p =240
I+ — 1 14+ — 2!
+3+1 +§ ME 13
4 4
_ L, B2
N 17 17

Sejam p € Z e q € Z*, respectivamente, o numerador € o denominador de um nimero
racional. Como mostra o Exemplo 14, na representacao, por fracdes continuas simples finita, o

primeiro quociente parcial ag pode ser positivo, nulo ou negativo, ou seja, hd trés casos distintos:

1. Se p > g, entdo ag > 0.
2. Se 0 < p < gq,entidoay=0.
3. Se P < 0, entdo ag < 0.

q

Teorema 6. Todo niimero racional pode ser representado de até duas maneiras distintas sob a

forma de fracdes continuas simples finitas.

Demonstragdo. De fato, podemos modificar o ultimo quociente parcial a,, da representacao, por

fracdes continuas simples finitas, como segue.
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(i) Se a, > 1, entdo

1 1 1
ao+ =ap+ =ap+
0 a1—|—‘ 0 a1+. 0 ay +
‘. + 1 . + 1 : + 1
ap—171T— L R an1+—
—1)+1 1
p ’ = (an—1)+7
€ 5 = [ao; ay, - 7an—17an] = [(l();al, Tty dp—1, (an_ 1)7 1]
(i) Se a, =1, entdo
+ 1 + ! + !
a = A = da
‘ ap+ 0 ap+ 0 ap+
.- 1 .- .- 1
ap—1+— an—1+ — a2+ —
n—1 a, n—1 1 n—2 (an—l+1)
e g = [ao; a1, -+, an—1, an] = [ag; a, -+, an—2, (an—1+1)].
Isto comprova a duplicidade na representacao. [

Observacao S. A representacdo de um nimero racional € inica desde que a, > 1.

Exemplo 16. Consideremos as expansodes [3;4,5, 3] e [3;4, 5, 2, 1], mostraremos que elas

representam o mesmo nimero racional, conforme Teorema 6.

1 1 1 1 16 217
3:4,5,3] =3+ ——— =3+ =3+ ——=3+==3+—-=".
4+L 4+i 4+i 67 67 67
5+1 16 16 16
3 3
1 1 1 1 1
[3;4,5,2,1]:3+—1:3+—1:3+ :3+—3:3+ﬁ
44 ————— 44— 44— 4+ — —
1 1 16 16 16
5+— 5+§ 3
2+T
B +16_217
a 67 67

No Exemplo 16 mostramos que existem duas representacdes distintas, por fracoes

217

continuas simples, para o nimero racional ok

3.1.1 Representacao geométrica de um racional

. . 25 ) o
Consideremos o racional —. Para representa-lo geometricamente construimos, inicial-
mente, um retangulo de dimensdes 25 x 11. Em cada etapa, devemos preencher, o retangulo livre

com o maior ndmero possivel de quadrados de dreas maximas.
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25
Figura 7 — Representagcdo geométrica do racional Bl

11

25

Fonte: Elaborada pelo autor.

Quocientes | 2 | 3 |1 |2 — Nimero de quadrados
25 | 11 1 — Medidas dos lados
Restos | 3 |2 [1]0

W

Relacionando o algoritmo de Euclides com a representacdo geométrica de um racional,
constatamos que os quocientes das divisoes sucessivas efetuadas (primeira linha do algoritmo)
nos informam quantos quadrados, de mesma drea, aparecem na representacdo. Ja os divisores
e dividendos das divisoes efetuadas (a partir do segundo elemento da segunda linha do algo-
ritmo) fornecem as medidas dos lados dos quadrados correspondentes aos quocientes. Assim, na
representacao geométrica do racional - temos 2 quadrados de lado 11, 3 quadrados de lado 3,

1 quadrado de lado 2 e 2 quadrados de lado 1, conforme Figura 7.

Proposiciao 9. Seja o racional B, com p>qep,q€Z. Se P _ lag; ay, az, -+, ayl, en-
q q
o L — [0; ag, a1, az, -+ -, ay|. Reciprocamente, se q_ 0, ag, a1, az, a3, -+ , ay], entdo P_
p q
lao; a1, az, az, -+, ay).
b 3 _la| P
emonstragdo. Se p > g, entdo | — | = 0. Por hipétese, — = [ag; aj, az, -+, ay].
p q
1 1
Segueque,g:?: =[0; ap, ar, az, -+, a].
p £ lagsar,a -, an

q

Reciprocamente, por hipétese, q_ [0; ag, ay, az, -+, an).
p

1 1

Assim, =—
[O’ a05a17a2a”'7an] g

p

zgz[ao;al,ag,---,an]. 0
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Exemplo 17. Obtenhamos a expansao, por fracdes continuas simples, de 17 sabendo que
217

2l _13;4,5,3].
<7 3:4,5,3]
67 1 1
= = = : 4 .
207 207 34,53 3453
67

Proposicao 10. Fracdes equivalentes t€m a mesma expansao por fracdes continuas simples.

Demonstragdo. Seja T, com mdc(m, n) =k, k # 0.
n

m k
Sem:kp,n:kqeg:[ao;al,az,---,an],entﬁo—:—ngz[ao;al,az,---,an]. O
q n kg q

100
Exemplo 18. Mostraremos que as fragdes 7 11 tém a mesma expansao por fragdes conti-

nuas simples.
25

Temos que mdc(100,44) =4 e 1= [2;3,1,2]
100 4.25 25

—=—=—=12;3,1,2].
44  4-11 11 [2:3,1,2]

3.2 Convergentes de nimeros racionais

As fragdes continuas sdo uteis na resolu¢cdo de muitos problemas, para tanto devemos

conhecer melhor suas propriedades.

C . . P . ~ ~ . .
onsideremos o racional —, com ¢ # 0, cuja expansio, por fragdes continuas simples,
q

finita € dada por

1 d
P ap+ . < lagrar, az, -+, an) = 22, 3.1
q a1+ ql’l

a2+.

1
a1+ —
n

.~ p . Pn . . .
Definicao 6. Os nimeros pj, € gy, tais que C,, = — sdo denominados, respectivamente, nume-
n

. . Pn . . A
rador e denominador do n-ésimo convergente e — = [ap; aj, -+, dy—1, ay] € a sequéncia de
qn

. ~ . p
reduzidas ou convergentes da fracdo continua de —.
q

Segue da Proposi¢do 1 que as sequéncias de inteiros (p,) e (g, ) satisfazem as recorréncias
(2.4) e a identidade fundamental (2.5).

Defini¢do 7. Uma fragdo continua [ag; a1, az, -+, ay—1, a,] é denominada simétrica se a; =

an_i, para0 <k <n.
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Proposicao 11. Seap>0e Pn _ lao; a1, az, -+ ,ay—1, ay), entdo = lan; an—1, -+, ai, apl,
qn » » Pn—1
para n > 0. Neste caso, as fracdes — e —— sdo denominadas fracdes simétricas.
dn  Pn—1

Demonstragcdo. Faremos a demonstragdo por inducio em k.

e Para k =0: [ag] = ? = Do,

ajap+1 _n

e Parak =1: [a;, ap) = .
ao Po

A proposigao € vélida para k = 0 e k = 1. Suponhamos sua validez para algum £, tal que

1 <k < n,ou seja, = ag; ax_1, -+ , a1, ap. Para k+ 1, segue que
Pk—1
1
k415 A, ag—1, -+, ar, ap] = g1 + —
la; ak—1, -+, a1, ao)
1 Pk—1 _ @ 1Pk+DPi—1 _ DPitl
= j+1 T =041+ = = :
T Pk - Pk Pk
Pi—1
Logo, a proposic¢ao € vélida paratodo k € N, com 1 <k < n. [

Exemplo 19. Vamos obter a fracdo simétrica do racional o

64
Segue que 9= 3;2,1,2,2]. Aplicando (2.4), temos

Tabela 8 — Quocientes e convergentes do racional i

n|2[-1]0[1] 23] 4
ap | /| /321212
ol O] 1 [3]7]10]27] 64
g, | 1O [2]3]87]19
Pn 31711027 | 64
C="21171 117 |3z =|>|=
" g, 1{2]3]8]19

Fonte: Elaborada pelo autor.

64 64
-t logo a frag@o simétrica de 0] é IIZ—: =57

Segue da Proposi¢do 11, que a fracdo simétrica € obtida tomando os termos na ordem

Pn

A fragdo simétrica é dada por

inversa, ou seja, se T [3;2, 1,2, 2], entdo, sua simétrica é [2; 2, 1, 2, 3]. Novamente, aplicando

(2.4), obtemos
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64
Tabela 9 — Quocientes e convergentes da fracdo simétrica de e

n|-—2[-1]0][1]2]3 ] 4
an| 1 | 7 |2]2]1] 2] 3
pnl 0 | 1 [2]5]7]19] 64
gn| 1 |0 |1]2]3] 827
e, =Pl |, 227|196
an 112138 |27

Fonte: Elaborada pelo autor.

64 64
Assim, a fragio simétrica de — é —_.
SS1m, a Ira¢ao simetrica de 19 c 27

.~ . r . ~ ~ p
Proposicao 12. Se o racional —, com mdc(r,s) = 1, possui representacdo, por fragdo continua,
S

simétrica [ag; a1, aa, -+ , ay), entdo, r | [s*+ (—1)"].
. , r B r=
Demonstragdo. Por hipétese mdc(r, s) = 1. Assim, se - = &, entdo Pn
S qn S ={qn.
r_ Pn e
Temos que - = — = [ap; aj, -+ , dp—1, A, € sua simétrica = |ap; ap—1, -+, ay, ap.
S qn Pn—1
r r=
Se [ao; ay, -+, an_1, ay) = [an; an_1, -+, ay, ap), entdo - = Pn_ o temos Pn
S Pn-1 S = Pn_1.
Substituindo, p,, por r, p,—1 por s € g, também por s em (2.5), temos
Pagn-1— Pn-1gn = (—1)"
2
qn—1—5"=(=1)"
2
rgn—1=s"+(—1)"
Logo, r| [s*+(—1)"]. O

149
Exemplo 20. Seja o ndmero racional R Verifiquemos que 149 divide 1937.

Pelo algoritmo de Euclides temos que mdc(149,44) = 1 e a expansdo, por fracdes
9
continuas simples finita, é dada por s [3;2,1, 1,2, 3]. Daf resulta n = 6, pois possui seis

quocientes parciais. Segue da Proposicdo 12 que r = 149 e

24 (—1)" =442+ (—1)° = 1936 +1 = 1937 = 13 - 149.

3.3 Fracoes continuas e equacoes diofantinas lineares com

duas incognitas

Nesta secdo, definiremos equacdes diofantinas lineares com duas incognitas, apresen-

taremos a condicao que as tornam soluciondveis e aplicaremos a teoria das fracdes continuas
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simples como um método alternativo para soluciond-las. Tendo como referéncias (NETO, 2016,
p. 86 - 88) e (BADAWI, 2016, p. 43 - 48).

Definicao 8. Sdo denominadas equacoes diofantinas as equagdes polinomiais com duas ou

mais incégnitas cujos coeficientes sdo nimeros inteiros.

Definicao 9. Uma equacdo diofantina com duas incégnitas € dita linear se for da forma ax+by =

c,emquea, bec e Z,coma e bnido nulos.

Geometricamente, a equacdo ax + by = c representa uma reta, no plano cartesiano, que €
ndo paralela a nenhum dos eixos. As solu¢des da equagdo ax + by = ¢ correspondem aos pontos
da reta cujas coordenadas sao nimeros inteiros. Na Figura 8 podemos visualizar a representacdo
da equagdo x + 2y = 12, na qual os pontos (0, 6), (2,5), (4,4), (6,3), (8,2) (10,1) e (12,0),
tém coordenadas inteiras e estdo sobre a reta, ou seja, sdo solugdes da equacdo. Por exemplo, o

par ordenado (6, 3) é uma solugdo particular da equagéo, pois 6+2-3 = 12.

Figura 8 — Representagdo geométrica equacio x +2y = 12

F = (10, 1)

G=(12,0) x

Fonte: Elaborada pelo autor.

De modo geral, resolver equagdes diofantinas consiste em determinar solugdes inteiras,
caso existam. Entretanto, dependendo do contexto, pode ser resolvida em outro conjunto, por
exemplo, no conjunto dos racionais. Mas, quais as condi¢des necessdrias e suficientes para que

existam solucdes? Se existem, quantas sao? E, como determind-las?
Uma solugdo inteira particular desse tipo de equagdo € um par ordenado de inteiros

(x0, yo) que satisfaz as igualdade axo + byy = c.

Teorema 7. Sejam a, b, ¢ € Z, com a e b ndo simultaneamente nulos. A equagdo linear ax+by =

¢ admite solucdo inteira em x e y se, e somente se, mdc(a, b)|c. Nesse caso, se d = mdc(a, b)

e X = X9, y = yo € uma soluc¢do inteira particular da equacao, entdo as férmulas x = xo + Et e

a o .o
y=Y0— Et’ para todo ¢ € 7Z, fornecem todas as solugdes inteiras possiveis.
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Demonstragdo. Se a equagdo ax + by = ¢ admite solug@o inteira, o mdc(a, b)|ax + by, entdo
mdc(a, b)|c. Reciprocamente, suponhamos que mdc(a, b)|c, ou seja, ¢ = kmdc(a, b), com k € Z.

Pelo Teorema de Bézout!, existem X0 € Yo, tais que

axo +byy = mdc(a, b).

Multiplicando a igualdade por k

k(axg+ byoy) = kmdc(a, D)
akxqy + bkyo = kmdc(a, b)

temos que x = kxp € y = kyop € uma solucdo da equacao.

Suponhamos, agora, que mdc(a, b)|c e que x = xp e y = yp € uma solugdo inteira. Se

x =Xx1 e y =y for outra solucido inteira, entao

axo+byyg=-c
axy +by; =c.

Segue que

axo+byy = ax; + by,
a(x; —xo) = b(yo—y1).

Dividindo essa igualdade por d = mdc(a, b), temos

a b

5 1 =x0) =~ (o —y1). (3.2)
b b b
Segue que y g(xl —Xp) €, como mdc (g, 3) = 1, temos que p | (x1 —xp). Logo,
b
Jt € Z tal que x| —xp = Et@xl :xo—l—gt.

o b
Agora, substituindo (x; — xg) por Et na equagdo (3.2), obtemos, de modo analogo,
a ) .. . ) . ~
Vi =Yyo— Et’ com ¢ € Z. Reciprocamente, é imediato verificar que tais expressdes fornecem, de

fato, as solugdes inteiras da equacao, para todo ¢ € Z.

Se o mdc (a, b) = 1, entdo a equacdo ax + by = c é soluciondvel para todo inteiro ¢ e, se
(x0, yo) for uma solug@o particular, entdo a solucdo geral é dada por x = xo + bt e y = yo — at,
t €. ]

! Teorema de Bézout: Dados os inteiros a, b € Z, tal que mdc(a, b) = d, entdo existem x, y € 7Z, tais

que ax+by =d.
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3.3.1 Resolvendo equacdes diofantinas pelo método das fracées con-
tinuas
Nesta subsecdo apresentaremos o método das fragdes continuas simples para resolver
equagdes diofantinas lineares com duas incdgnitas.

Seja a equag@o ax+ by = 1, na qual a, b e ¢ sdo nimeros inteiros e o mdc(a, b) = 1.
(Condigao de existéncia de solucdes inteiras).
Segundo Badawi (2016, p. 43 - 48), para determinar uma solucao particular da equagao

. . . . - . . a
diofantina linear ax + by = ¢ pelo método das fracdes continuas, devemos expressar o racional b

como uma frac¢do continua simples finita, ou seja,

C_l s [a N a a oo a ] — &
b 0,041,402, ", dy 0
Dentre os convergentes C; de g = &, comi=0,1,2,---,n, os dois dltimos, ou seja,
dn
Chr1= Pn-1 eC, = P _ g sdo a chave da solugdo da equacio, pois satisfazem (2.5).
dn—1 dn
Pndn—1—qnpn—1 = (—1)". (3.3)

Substituindo p, por a e g, por b, em (3.3), temos
agn—1—bpp—1 = (—1)"
e, multiplicando todos os termos da equagdo por (—1)", obtemos
a(—1)"gu1+b(=1)""ppy=1. (34)

Comparando (3.4) com a equacdo ax—+ by = 1, concluimos que o par ordenado (xg, yp) =

((— D" qu-1, (— 1)”71 pn_1> € uma solucdo particular para esta equacdo. E, teremos

(gn—1, —Pn—1), se n for par
(X(), )’0) - .
(—¢n—1, pn—1), se n for impar.

Temos quatro casos a considerar de acordo com os sinais de a e de b: ax+by=1c¢e,
comparando cada um deles com (3.4), obtemos suas respectivas solu¢des particulares, como

vemos no Quadro 1.

Quadro 1 — Solugdes particulares para os casos +ax+by =1

Equacdo Solucdo particular
ax+by =1 (%0, y0) = ((—1)”61;171, (—1)”_119”71)
ax+b(—y) =1 | (x0,50) = ((=1)" g1, (=1)" pa1)

a(=x)+by=1 | (x0,50) = ((—1)"_1 Gn-1; (—1)”_119"_1)
a(—=x)+b(=y) =1 | (x0,30) = (=1 a1y (=1)" a1

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Exemplo 21. Determinemos o menor inteiro positivo que dividido por 13 e 17 deixa restos 11 e
12, respectivamente.
N=13x+11

N=17y+12.

Segue que

13x+11=17y+12
Bx—17y=12—-11
1Bx—17y=1.

Tabela 10 — Algoritmo de Euclides aplicado ao racional i

Quocientes | 0 | 1 |3 |4
1317 | 13
Restos | 13 | 4

mdc (13, 17) = 1.

4

—| &

Como o mdc(13, 17) = 1, aequagdo 13x — 17y = 1 tem solugdes inteiras.

Segue que
a 13 Pn
—=—==10,1,3,4=—.
b 17 01,3, 4] qn

E, aplicando as recorréncias (2.4), temos

13
Tabela 11 — Quocientes parciais e convergentes de —

17

n|—-2|-1]0]1[]2] 3

a, | / /10| 1]3]| 4

pnl| O 1 10|13 13

gn | 1 O |1]1]4] 17

Pn O] 1313

Co=— 1|1 A e e

" 1]1/4]17
Fonte: Elaborada pelo autor.

13

A expansdo, por fragdes continuas simples, do racional i possui quatro quocientes
parciais, isto €, n = 4. Usando as informacdes contidas no Quadro 1, obtemos a soluc¢do particular,

coOmo segue
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Logo, o par ordenado (4, 3) é uma solugdo particular da equagdo 13x — 17y = 1, pois
13-4—-17-3=1.

Portanto, N = 13x+ 11 = 17y + 12 = 63 € a solucdo do problema.

A solugdo geral para equacao € dada por

—(—1)"q, 1 +bt =417t
S = x=( )nill it =S5= o
y=(-=1)""py1—at,t€Z y=3—13t,t € 7.

Substituindo o nimero 1 por outro nimero inteiro qualquer ¢, em cada um dos casos

dax+ by = 1, Quadro 1, obtemos +ax + by = ¢, que resolveremos considerando duas situagdes:

(i) +ax+by = c, onde a, b e ¢ sdo nimeros inteiros, com mdc(a, b) = 1.

Para resolver equacdes da forma +ax + by = ¢ o primeiro passo € encontrar uma solucao
particular (xq, yo) de ax+ by = 1, em seguida usar a férmula correspondente apresentada
no Quadro 1, de acordo com cada caso, como segue.

Assim, de taxg+byy = 1, temos +a(cxg) £b(cyp) = c.

Desse modo, (cxp, cyo) é uma solugéo da equacdo +ax + by = c.

(ii) +Ax+ By =C, onde A, B e C sido niimeros inteiros, com mdc(A, B) # 1.

Segue do Teorema 7, que as equacOes =Ax £ By = C serdo solucionaveis se, € somente
se, o mdc(A, B) for divisor de C. Se mdc(A, B) dividir C, entdo dividindo os termos de
+Ax+ By = C pelo mdc(A, B) obtemos +ax+y = ¢, cujo mdc(a, b) = 1 e cujas solugdes

sdo, certamente, solucdes da equacdo +Ax+ By =C.

As respectivas solugdes particulares para cada um dos casos decorrentes da substitui¢ido

do numero 1 por um ndmero inteiro ¢ e de acordo com os sinais de a e de b sdo dadas no Quadro
2.

Quadro 2 — Solugdes particulares para os casos ax+ by =c

Equacao Solugdo particular
ax+by=c (x0, ¥0) = <(—1)ncqn717 (-Unilcpnq)
ax+b(=y)=c | (0,30) = ((=1)"cg-1. (=1)"cpa1)

a(—x)+by=c (x0, y0) = <(_1)n71 Cqdn—1, (_1)n71 Cpnfl)
a(=x)+b(=y)=c | (0,30) ((=1)" " eqa1, (=1)"cpa1)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Finalmente, conhecida uma solugdo particular, Quatros 1 e 2, podemos aplicar o Teorema

7 e obter a solucao geral, dada por x = xo + bt € y = yp — at, onde ¢ € um inteiro arbitrario.
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Observacao 6. O método das fracdes continuas simples para resolver equagdes diofantinas

lineares com duas incognitas € equivalente ao método do algoritmo de Euclides. Contudo, gerar
. a . . . ~

os convergentes do racional 5 usando (2.4) é mais eficiente do que encontrar todas as equagdes

do algoritmo euclidiano e depois usd-las em ordem inversa.

Exemplo 22. Determinemos solu¢des inteiras da equagdo indeterminada 4x — 51y = —9.

4
Tabela 12 — Algoritmo de Euclides aplicado ao racional 31

Quocientes | 0 | 12 | 1
4151 4
Restos | 4 | 3 |1]0

mdc(4,51)=1.

Y

Como o mdc(4, 51) = 1, a equagdo tem solugdes inteiras.

a 4 Pn
—=—=10,12, 1, 3| = —.
b 51 [’ T ] qn

E, aplicando as recorréncias (2.4), temos

Tabela 13 — Quocientes parciais e convergentes de —

51

n] 2] -1]0] 1] 2] 3

an| /| 7 (012 1] 3
0 1 0| 1| 1] 4

| 1] 0 |1[12]13 ] 51

0 11| 4

=Ll S =2
n 11121351

Fonte: Elaborada pelo autor.

. . 4 . .
A expansao, por fragdes continuas simples, do racional 57 possui quatro quocientes

parciais, isto é, n = 4. Segue do Quadro 2 que a solugdo particular € dada por

(x0, y0) = ((—=1)"cqn-1, (=1)"cpa-1)
=((=D*(=9)-13, (=1)*-(=9)- 1) = (—117, =9)

Assim, o par ordenado (—117, —9) é uma solug@o particular da equag@o 4x — 51y = —9, pois
4.(=117)—51-(-9) = —-09.

A solucdo geral para a equacgdo é dada por

=(=1)"cg,_1 + bt =—117-51¢
5=y F= cant R
y=(-1)"""cpp_1—at,t €7 y=-9—-4t, t €.
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CAPITULO

FRACOES CONTINUAS DE NUMEROS
IRRACIONAIS QUADRATICOS

Neste Capitulo, apresentaremos alguns teoremas importantes relacionados a representa-
¢do, por fragdes continuas simples, de nimeros irracionais quadraticos, cujas representagdes
sdo sempre periddicas. Concluiremos mostrando que as fracdes continuas simples desempenham

um papel essencial na resolucdo da equacgdo de Pell.

4.1 Irracionalidades quadraticas

Nesta sec¢do definiremos nimeros irracionais quadraticos e conheceremos diferentes
aspectos de suas de representagdes, por fracdes continuas simples. Para maiores detalhes consultar
as referéncias (SOUZA, 2018, p. 43) e IKENAGA, 2019).

Definicao 10. Um nimero irracional @ € um nimero irracional quadratico se ele for uma raiz

da equacao quadratica da forma

aa® +bo+c =0, onde a,b,c € Zea+#0.

Denotamos por & a segunda raiz da equagdo quadrética satisfeita por o, dita raiz conju-

gada de «.

Primeiramente vejamos que todo nimero da forma v/D ¢ N ¢ irracional.

Lema 1. Se D € Ne D ¢ N, entdo v/D é irracional.
p p’
Demonstragdo. Se /D ==, onde p, g € N*, mdc(p, q) =1 e g > 1, teriamos D = — oqueé
q q

2
um absurdo, pois mdc(p, q) = 1 implica mdc (pz, qz) =1, donde p_2 ndo pode ser inteiro. Logo
q
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V/D é irracional. O

Proposicao 13. Um nimero irracional & € um irracional quadratico se, e somente se, puder

r4++/D r—+/D

ser escrito na forma ¢« = ——— e tem forma conjugada @ = ———, onde r, D, g € Z, com
q
q # 0 e D é um nimero positivo que nao é um quadrado perfeito.

Demonstracdo. Suponhamos que « seja um irracional quadratico, isto €, o é uma raiz da

equacdo quadritica aa® +bo+c=0,coma, b, c € Ze a # 0.
—b+Vb*—4ac

2a

Segue que o = , onde —b, b> — 4ac, 2a sido nimeros inteiros e 2a # 0.

e Se b —4ac =0, entio o0 = 2 € racional, contrariando o pressuposto inicial.
a

e Se b> —4ac < 0, entdo o € C\ R, também contraria a suposigio inicial.
Logo, b* —4ac > 0.

—b+Vb?—4ac |

é um racional.

e Se b?> —4ac for um niimero quadrado perfeito, entio o =

2a
Novamente contraria o pressuposto inicial.
Portanto, D = b*> — 4ac ndo é um quadrado perfeito.
) r+vD _ r—+D
Reciprocamente, se o0 = —\/_ ea= —\/_, onde r, D, g € Z, e q # 0, com g

q
positivo e D um ndmero positivo que ndo é um quadrado perfeito. Logo, pelo Lema 1 temos que

o € irracional e

r—l—\/l_)
o=—

q
= qa:r—l—\/l_)

& qou—r=VD
& (qa—r?=VD’
& q2a2—2qr(x—|—r2=D
& g*a? —2gra+ (r* = D) =0. (4.1)

A raiz conjugada o também satisfaz (4.1) que é uma equagdo quadratica com coeficientes

inteiros da forma ao® +ba+c =0, onde a = ¢>, b= —2qr e c = r> — D. [

6
Exemplo 23. Os niimeros irracionais v/6, V6 +2 e sdo raizes das equacdes quadraticas

X2—6=0,x*—4x—2=0e4x>*—20x+19=0, respectivamente, cujos coeficientes a, b, e ¢

sdo nimeros inteiros. Além disso, em cada caso, D = b* — 4ac é um nimero inteiro que nao

5—6
2

€ um quadrado perfeito e 2a € nimero inteiro ndo nulo. Logo, x = \/6 \/6 +2e sao

irracionais quadréaticos.
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Aplicando a Definicdo 3 a irracionais quadraticos, como vemos nos exemplos a seguir,

constatamos diferentes tipos de periodicidade em suas representacdes, por fracdes continuas

simples:
Exemplo 24.
V6+2=1[4,2,4,24,---]=[4,2]
Exemplo 25.
\/6:[2,274, 27 47 ]:[zaT]
ou
5—v6 -
Ve =[1;3,1,1,1,2,1,1,1,2,1,1,1,2,---] =[153, 1, 1, 1, 2].

2

A periodicidade na expansao, por fragdes continuas simples, caracteriza os nimeros

irracionais quadréticos e garante a infinitude de suas representagoes.

Na préxima se¢do veremos que a expansao, por fragdes continuas simples, de nimeros

irracionais quadréticos, em geral, tem uma das seguintes formas:

(i) fragdes continuas simples estritamente periddicas

o= [a())ala 7an71];

(i1) fracOes continuas simples parcialmente periddicas

o= [a07a17 "'7an7172a0]

ou

o= [Cl(); ap,az, -, ap—1,04p, Ap+1, Ap42, " * 7an+k—l]~

4.2 Fracoes continuas de nameros irracionais quadraticos

Nesta secao, definiremos as fracdes continuas periddicas e apresentaremos o Teorema
de Euler-Lagrange que generaliza a relacao entre as expansoes por fracdes continuas simples
e os ndmeros irracionais quadriticos. Em seguida, trataremos de dois casos importantes: as
expansoes, por fragdes continuas simples, de nimeros irracionais quadraticos reduzidos e de
irracionais da forma v/D. Consultar (MOREIRA; MARTINEZ; SALDANHA, 2012, p. 171 -
173) e (PAIXAO, 2011, p. 10 - 14), para maiores detalhes.

Definicao 11. Uma fragdo continua simples é denominada periédica se a sequéncia de quocien-

tes a, apresenta repeti¢ao (periodo) a partir de um certo ponto, que denotaremos por

[ao; ay,az, - ,dp—1,0n, Qpi1, A2, **° 7an+k71]7
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em que os valores ay, a, 11, -+ , Gy+kx—1 formam o periodo, com k termos, k > 0, que se repete

indefinidamente, sendo que a,, 1 = a,. No caso particular [ag; ar, az, -, a,_1) em que o periodo

inicia em ag, denominamos fracdo continua estritamente periodica.

Leonhard Euler (1707 - 1783), em 1737, provou que toda irracionalidade quadratica tem
representacdo periddica por fracdo continua simples. No mesmo século, em 1770, o matematico
italiano Joseph Louis Lagrange (1736 - 1813), demonstrou a reciproca desse teorema, ou seja, ele
mostrou que a fracao continua infinita simples que representa um nimero irracional € periddica
se, € somente se, esse ndmero irracional for raiz de um polind6mio, da forma ax* +bx+c=0,

onde a # 0, b e ¢ sdo nimeros inteiros.

Teorema 8. (Euler - Lagrange) Seja x € R\ Q, sua representagdo por fragdes continuas
lao; a1, ay, - - -] é periddica se, e somente se, existem, A, Be C € Z, A # 0, tais que Ax*+Bx+C=
0, ou seja, x é um irracional do tipo x = r & /D, com rnrDeQeD>0.

Demonstragdo. Lembremos a Definicdo 3, na qual a representacdo de x por fragdes continuas
simples, a,, o, sdo definidos recursivamente por
B B 1
0p = X, an = LaﬂJv Qpy1 = o, —a,

e pelo Corolario 1, temos
_ Pn—2—qn-2X

qn—1X— Pn—1

oy ,VHEN.

Se a frag@o continua de x for periddica, entdo existe k € N* tal que . = @, para todo
ny <n € N. Logo
_ Pntk=2 7 dn+k-2% _ Pn-27"4n-2X _ (4.2)
Qn+k—1X — Pntk—1  qn—1X— Pn—1

entdo, Ax%> + Bx+C = 0, onde

A= Gn-19n+k—2 — Gn—29n+k—1
B = Pn—29n+k—1t Pntk—19n—2 — Pn+k—29n—1 — Pn—19n+k—2

C = Pn-1Pntk—2 — Pn—2Pn+k—1-

. (o~ . -1 .- .
Notemos que o coeficiente de x> é ndo-nulo, pois n € uma fracdo irredutivel de
qn-2
denominador g, 2, pois py—1gn—2 — Pn—2qn—1 = (—1)" e nth-1 também € uma fragdo irredu-
dn+k-2
dn+k—1

tivel de denominador g, 1> > g,—2, donde dn-1 #* . Isso implica que q,,—1g,+k—2 —

dn—-2  4nt+k-2
dn—2qn+k—1 7 0. Logo, se x tem expansdo periddica, por fragcdes continuas simples, entdo é raiz

algébrica de um polindmio do segundo grau.

Reciprocamente, seja x uma irracionalidade quadratica, ou seja, x ¢ um nimero do tipo
r++vD,comr,D e Qe D > 0. Neste caso, existem a, b, ¢ inteiros tais que ax> +bx+c=0,
com b? —4ac > 0 e v/b? — dac irracional.
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Pelo Corolario 1, temos

X = DPn—100 + pn—2
qn—10y + qn—2 ’
substituindo em

Pn—104y +pn2)2 +b (pnlan +pn2) Ty

Gn—10n+qn—2 Gn—10n+qn—2

_ a(Gpa-i + Pu2)® b (Cpp—1 + Pu-2) (OuGn—1 +qn—2) + ¢ (Cugn—1 +qn—2)*
(anqn—l +Qn—2)2

Ozax2+bx+c:a<

Y

ou seja,
0=a (o pr_|+20upy_1Pn—2+Pi_s)
+b (ar%pn—IQn—l + OpPp—1qn—2 + O pn—2Ggn—1+ pn—ZCIn—Z)
+c (05361,21_1 + 2an£]anCInf2 + 613,_2) = Ai’lar% + B0, +C, = O;
onde
A, = ap%—l + bpnflCInfl + Cq%—l (43)
Bn — 2apn—1pn—2 +b (pn—l(In—Z + pn—2Qn—l) + 2CQn—IQn—2 (4~4)
Co=ap>_ 5 +bpp2qno+cqi_s. (4.5)

Logo, para concluir que o, € uma sequéncia periddica de nimeros irracionais, basta
mostrar que os coeficientes A, B, e C,, assumem um nimero finito de valores distintos. Como

C, = A,_1, basta mostrar tal propriedade para A,,, B,,.

Primeiramente, mostraremos que A, # 0 para todo n. De fato, se A, = 0 para algum n,

teriamos
apz_y +bpu_1qn-1+cqi_; =0,

cuja solugdo € dada por

—bg,_1 + \/(b2 —4ac)q>_,

Pn—1= 20 )
ou ainda,
gn (—b+ VP —dac)
Pn—1= 2a .
Portanto,
put  —bEVE dac
Gn-1 2a '
Isso implica que pn_; € R\ Q, o que é um absurdo. Logo A, # 0.
e
Segue do Teorema 2 que |x — Pnl < Pn_ Pnol) ! < 21 .
dn-1| G0 Gn-1| a1 ¢,
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Prl_ ——. com | 8] < 1, entdo

Agora, suponhamos que
qn—1 9n—1

0
DPn—1 =Xqn—1+ .

n—1

Substituindo o valor de p,,_| em (4.3), temos

s \° S )
Ay =alxqu,1+ +b | xqp—1+ Gn—-1+¢q,_1
qn—1 dn—1

52
=a (xzqﬁl +20x+ q2—> +bxq>_ | +bS+cq>
n—1

ad?
= ax’q>_| +2adx+ 2 +bxqa_y +bS +cqi_,
n—1

52
=q>_ 1 (ax® +bx+c) +2adx+ az_ + b6
n—1

52
=q>_ 1 (ax® +bx+c) +2a8x+bS + az—.
41

Como ax*> +bx+c =0,

52
A, =2a6x+bé + az—.
4n—1

E, desde que |6| < 1 e g,—1 > 1, temos

|An| < |2ax| + |b| + |al .

Logo, (A,) é limitada e por ser nimeros inteiros, hd apenas um nimero finito de valores

distintos possiveis para A,,.

Agora analisaremos B,,. Do discriminante, temos

B2 —4A,Cy = [2apn_1 pu—2+ b (Pu—1dn—2+ Pn—2Gn—1) +20qn-1qn—2]"
—4(apy_1 +bpu1Gn-1+cdy_1) (aps_o+bpn-2an—2+cqy_5) -

B2 —4A,Cy = (2apu_1Pn—2)" + [b(Pn—1dn—2 + Pn2dn-1)]> + (2¢qn_1qn—2)"
+ (2apn—1Pn—2) [b(Pn—19n—2+ Pn—2qn-1)]
+ (2apn-1Pn-2) (2¢qn-1Gn—2) + [b (Pn—1Gn—2 + Pn—2gn-1)| (2¢qn-1qn-2)
— (4> Ps_1 Py +4abpy_y Pa—2n—2 +4acp,_14,_»)
— (4abpy—1Pp_2Gn-1 + 40> Pu_1Gn—1Pn—2Gn—2 +4bCPp_14n—1q5_2)
— (4acpy_»q5 1 +4bcgn_ | pu—2qn—2+43q5 145 5) -
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By —4A,Cy = 44’ py_1Pp 2+ b 1Gp—2+ 267 Pu1Gn2Pn—2Gn 1 + 07Dy 24
+4c*qs_1qp_y +4abp,_ Pu-2qn—2 +4abpu_1Ps_2qn-1
+8aCPy—1Pn—2Gn-14n—2 + 4bCPu_1qp 2Gn—1 +4bCPu_2qp_1Gn—2
— (4 pr_\Ph_2 +4abpy_ 1 pu—2gn-2+4acpy_iqp )

— (4abpy_1Pi_sGn—1 + 4D Pu_1Gn—1 Pn—2Gn—2 + 4bCPr_1qn_1G5_>)
— (4acpy_odn_1 +4bcdy_1Pn2dn2+4 45 10, _2)

simplificando, temos

B2 —4A,C, = b* (p,2,_1 Tn2 = 2Pn1Gn—2Pn—2Gn—1 + P2 )
—4ac (p%_lq,%_z —2pn—19n—2Pn—24n—1+ p;%—ZCI%—I)
Bg —4A,C, = bz —4ac (pn—lqn—Z - pn—an—l)2 .

Como
(Pn—1@n—2 — Pu—2dn—1)” = [(=1)" P =1,
entio
B2 —4A,C, = b* —4ac.
Segue que

B} = b —dac+4A4,C, = b —4(ac—A,C) = By <\/0 —4(ac—ACy).

Logo, B, também ¢é limitado.

Conclufmos que h4 somente um niimero finito de possiveis equagdes quadraticas A, o> +
B, a, +C, = 0 e, portanto, de possiveis valores distintos para ¢,. Desse modo, para um periodo

k € N*, teremos, necessariamente, ¢, = 0, para todo ngp < n € N. O]
Exemplo 26. Mostraremos que o niimero & = [2; 3, 1,2, 1| é um irracional quadratico.

Tabela 14 — Primeiros quocientes parciais e convergentes de o

n|—=2|-110/1|23]4]|5
anp | / /1203111211
pnl O 1 21719253459
qn | 1 O (13 |4|11]15]|26

Fonte: Elaborada pelo autor.

«a tem expansdo periddica com periodo k = 3, iniciando em a,.
[OCnJ =dp =dap43 = [Ocn+3j , paraVn > 2.

Como a parte periddica tem inicio em ay, decorre de (4.2) que 0 = Q5, entdo

Po—4qox _ pP3—q3x
q1xX — P1 44X — P4
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Agora, considerando os valores da Tabela 14, temos

2—x B 25 —11x
3x—7 15x—34’

cuja forma quadratica é

18x% — 88x+ 107 = 0.

Logo,
444 +/10
X=——.
18
44 — /10 S 44+ /10 —
Temosquea:T:[2;3,1,2,l] e a:ﬁ—gz[2;1,1,1,1,1,2].

Portanto, o € um irracional quadrético e, considerando somente a parte periddica da
sua expansdo, temos: 0 = [1;2, 1], o3 = [2; 1, 1] e o4 = [1; 1, 2] que sdo, respectivamente,
as raizes positivas das equacgdes quadrdticas com coeficientes inteiros 30622 —20p -3 =0,
20632 —403—3=0¢ 30@% — 40y —2 = 0. Estas equagdes sao da forma An(x,% + B0, +C, =0,
mencionadas na reciproca do Teorema de Euler-Lagrange. Os irracionais quadraticos o, 03 €
o tém expansoes, por fragdes continuas simples, estritamente periddicas e sdo exatamente esses

casos que abordaremos na préxima subsecao.

4.2.1 Fracoes continuas de irracionais quadraticos reduzidos

Nesta subsecdo definiremos irracionais quadraticos reduzidos e apresentaremos suas

representacdes, sob a forma de fragdes continuas simples. Tais representacdes sao expansoes

estritamente periddicas, ou seja, sdo da forma a = [ag; ay, az, -~ -, a,—1). Mais detalhes podemos
encontrar nas seguintes referéncias (OLDS, 1963, p. 112 - 113), (YIU, 2008, p. 410 - 412),
(GLIGA, 2003, p. 2-3)e (MARTINEZ et al., 2013, p. 173 - 175).

Teorema 9. Se ag; aj, ay, -+, a,—1 sdo todos inteiros positivos, entdo a fragdo continua o =

laos ar, az, -+, a,—1| € maior que 1 e ¢ a raiz positiva de uma equagio quadrética com coefi-

cientes inteiros. Além disso, se B = [a,_1; an—2, -, a1, ap) for a fragdo continua de & com o
periodo invertido, entdo —— = o, em que @ € (—1,0) é o conjugado de a.

B

Demonstragdo. Seja oo um numero irracional cuja representacao por fragcdes continuas simples

¢ estritamente periddica, ou seja,

o= [ao;ab az, -, an—l]-

Nesta representacdo ag = a,, o que implica 0y = a,. Aplicando a igualdade (4.2), temos

P-2—4-2x _ Pn—2 —qn-2X
qd—1X—p—1 qdn—1X — Pn—1
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- p—2=0 g2=1 .
Decorre das recorréncias (2.4) que | e e substituindo na equa-
pP-1=
¢do acima, obtemos
0—x _ Pn—2—4n-2X

Ox—1 dn—1X — Pn—1

Pn—2 — gqn-2X
X=——"

, (4.6)
gn—1X — Pn—1

Pn—1 e Pn-2

qn—1 qn-2 .
de . A equagdo (4.6) se escreve na forma quadratica

onde

sdo definidos como os convergentes de ordens (n— 1) e (n —2) da expansdo

Gn1X* 4 (qu2 — Pu_1)X— Pu_2 =0, (4.7)

que tem duas raizes reais e distintas

(Pn—l —qn-2 + \/(pn—l - Qn—Z)z + 4pn—2Qn—l)

o= >1
2Qn—l
(pn—1 —qn-2— \/(pn—l —gua) 4pn—2qn—1)
o= < 0.
2Qn71

Além disso, temos que o primeiro membro de (4.7) vale —p,_» < 0, para x =0 e

(gn—1—qn—2)+ (pn—1—pn—2) >0, parax = —1, 0 que implica —1 < @ < 0. Sendo o da forma
r—l—\/B

,onde D é um inteiro que ndo pode ser quadrado perfeito, caso contrario, & seria um

namero racional.

Invertendo o periodo da expansédo de o obtemos a expansdo de 8 = [a,_1; -+, a1, do)>
cuja expansao, por fracdes continuas simples, também é estritamente periddica e os termos

a, 1, ,ay,do sao todos inteiros positivos. § € a raiz positiva da equagio

ﬁ — [an—l; s, at, ap, ﬁ] = [616;61/1,61/2, 7a;1—17 ﬁ]

Pelo Corolario 1, temos
/ /
ﬁ o Bpn—l +pn—2

By 1+
Ppoy P
onde ,”_1 e ,"_2 sdo definidos como os convergentes de ordens (n— 1) e (n —2) da expansio
qnfl qn72
de B.
Segue, das Proposi¢des 1 e 11 e do Corolario 4 que, se
Pn—1 .
- [610, ai,az, -, anfl]v
dn—1
DPn—1 P qn—1 2
entio = — = [a, 15+, ar, a0l = — e S =[ay 15, a, a1 = ——.
Pn—-2 n—1 qn-2 U]
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, obtemos

! or p,,_ d or p,,_
Agora, substituindo{ Pn—1 POT Pn—1 e { n—1 POT Pn—2

Ph_o POT g1 )5 POT G2

[3 _ Bpnfl +Qn71
Bpn—2+CIn—2

Logo B é a raiz positiva da equagdo quadriatica

Pn—2B*+ (@n-2—Pn-1) B —qn_1=0.

Dividindo ambos lados da equacéo por —2, B > 1, obtemos

dn—1 (—%) : +(gn—2— Pn—1) (—%) — pn_n =0.

1 ) ) ) .

Portanto, —E ¢ a segunda raiz, ou raiz conjugada, de (4.7), ou seja,
1 1 .

[an—l;an—27 aahaO] ﬁ ‘

]

Definicao 12. (Galois) Um irracional quadrético, @ > 1, € dito reduzido se for uma raiz de uma

equacao quadrética com coeficientes inteiros, cuja raiz conjugada @ situa-se entre —1 ¢ 0. Uma
r++vD

q

reducao irracional quadrética é dita associada a D se for escrita na forma o0 =

, onde

r, D, g sdo inteiros, comr, g > 0,e D > 1.

Exemplo 27. Mostraremos que o = [1; 3, 2] € um racional quadritico reduzido.

Como a expansdo de o € estritamente periddica, com periodo k = 3, entdo ag = a3

implica oy = 3. E, aplicando as recorréncias (2.4), temos

Tabela 15 — Quocientes parciais e convergentes do 1° periodo de o

n] 2[—-1]0[1]2
a | /| 7 [1[3]2
pnl O | 1 [ 1|49
gn| 1| 0 [1[3]7

Fonte: Elaborada pelo autor.

Segue de (4.2) que P27 42t _ P 1= a1t e, usando as informagdes da Tabela 15, temos
q-1X—p-1  Gg2X—p2
0—x 4-3x
Ox—1 7x-=9’

cuja forma quadratica é
7> —6x—4=0,
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da qual
3++/37
X=—".
7
3+V37 _  3—=V37
Logo,a:T e a:T.

O irracional 8 € obtido invertendo a ordem dos quocientes da expansdo de o. Assim,

B =1[2; 3, 1] também tem expansio estritamente periédica e é a raiz positiva da equagéo

B=123,1,B]
E, aplicando as recorréncias (2.4), temos

Tabela 16 — Quocientes parciais e convergentes de 3

n]—2]-1]0][1]2] 3
an| 7 | 7/ [213[1] B
pnl O 1 1 |2]719[98+7
gn| 1 | 0 [1]3]4]48+3

Fonte: Elaborada pelo autor.

Segue do Corolério 1 que

cuja forma quadrética é

donde

3437

4 4

De fato, —l = — 4 = 3= V3T
B 344/37 7

Teorema 10. (Reciproca do Teorema 9) Se a for um irracional quadrético reduzido, entdo sua

(¢
=|
I

B

=0.

representacdo, por fragdo continua simples, serd estritamente periddica.

Para provar este teorema utilizaremos os seguintes lemas.

Lema 2. Seja D € um inteiro que ndo € quadrado perfeito. Para qualquer D, existe apenas um

nimero finito de irracionais quadraticos reduzidos associados a ele.

D
Demonstragcdo. (Lema 2): Seja @ = ﬂ_, r, ¢ >0, D > 1 uma redugdo irracional quadratica

e, o € o seu conjugado, entdo por defini¢ao
_ r—D

D
r+\/_>1 e <= <0.
q q
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Como D é fixo, segue das desigualdades

r—vD
q

<O(:)r—\/5<0@r<\/5,

+vD
: q\/_>1(:)q<r+\/5(:)q<r+\/5<2\/5,

que os inteiros r e ¢ assumem apenas um niimero finito de valores distintos, pois 0 < r < v/D e

0 < ¢ < 2v/D. Isso conclui a prova do lema. ]

Lema 3. Todo irracional quadratico pode ser escrito na forma emque g | D—r2.

Demonstragcdo. (Lema 3): Seja um irracional quadraticoemquer, g #0, e D€ Ze

D nao é um quadrado perfeito.

Para todo m > 0 temos

r—i-\/B_ rm+ v Dm? _7+\/§

q qm q

Tomando m = kq, com k € Z, segue que

D_~2 D 2 2 D— 2
= Dm (rm) :m( r)EZ.

q qm

Portanto, ¢ | D —72. O

4
Exemplo 28. Escreveremos o irracional quadratico na forma especificada pelo Lema 3.

445  Am++V5m?
3 3m

Isto implica que 3m | 5m? —4°m? < 3| —11m. Assim, m = 3 é uma soluciio e podemos escrever

445 4-34V5.37 12445
3 3.3 9

45 — 122 12++/45

Segue que —5 € Z, logo o irracional quadratico —g estd da forma especificada no

Lema 3.

Demonstragdo. (Teorema 10): Como o € um irracional quadrético reduzido, pode ser expresso

;o r ~ . . .. , .
de forma unica, como o = ,onde r, D, g sdo inteiros positivos. Além disso,

q
VD—r

q

0< < 1.
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Fazendo @ = o, ¢ = qo e r = rp, podemos escrever como segue

o ro+\/5_
0

1
o= 0 ao+a>1,

onde ag € o maior inteiro menor que ¢ e pela Definicao 3

o = L 1 _ q0 _ qo [V'D+ (aoqo — ro)]
—ao rg+vVD a0 VD+r—aopqy  [VD—(aoqo—ro)] [V'D+ (aogo — ro)]
q0
_YDHlagw=ro) ntvD_ Ly (4.8)
D — (aoqo —10) q1 0%}
q0
em que

D—(apgo—10)> _D—r}
a) = \_OC]J, r1 = apqgo — ro e g1 = ( ) _ 1'
q0 q0

r1 é, claramente, um ndmero inteiro e g € Z, desde que ; seja um irracional quadratico da

forma especificada no Lema 3.

Continuando o processo de conversdo de ¢ em fracdes continuas simples e supondo que

0, seja um irracional quadrético reduzido, para cada etapa n, teremos

_r+VD

oy, an + > 1,
qn On+1
em que
D—r%
ap = Lanj7 r'n =an—19n—1 — "n—1, C dn=
qn—1
sdo niimeros inteiros positivos, desde que ¢, divida D —r2 e
D —
0< Q < 1.
qn
De fato,
\/5+rn \/5+rn \/5+rn_anQn \/B_rn—l-l
n—=—"""—"=a+———— —ap=a,+ =a,+ —~
dn dn qn qn
+ ! + ! + !
= d = da —_— = —
" qn (\/B+rn+l) " \/l_)+rn+1 " \/5+rn+1
(VD= ru1) (VD+ 1) D~y Gn+1

qn

\/5 + T+l
dn+1
Inicialmente, provaremos, por indug@o, que ¢/,s sdo inteiros positivos. De fato,

de modo que 04,41 = > 1 e, portanto, serd vdlido para todo n.

D — %H =D — (angn — rn)2 =D— (a%q% —2a,q,rn + r,%) =D— r% —qn (a%qn + 2anrn)
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2
D_rn—i-l

é miiltiplo de g, ja que, por hipétese, g, divide D — r2. Assim, g, | = serd um inteiro

4n

ndo nulo tal que g1 | D —r?

41 €, portanto, os qn’s sao inteiros.
Agora, provaremos, por inducio, que os g,’s € 0s r,’s sdo positivos, ou seja, g, > 0 e
0 < r, <vD, o que é verdadeiro para n = 0, pois ro =r > 0, go = g > 0 e D ndo € um quadrado

perfeito. Além disso pela definicdo dos a,,’s, temos

D-+r
n<@

= [an;an+17an+27 ] <ap,+1,
qn

a

donde, obtemos

anqn < \/B—f—l’n < anpqn+qn,

e, portanto, ja que g, > 0, por hipdtese de inducdo,

Tn+l = Qngn — T < \/5<anCIn_rn+Qn =TI'nt+1 1+ ¢n

2
D_rnJrl

e assim, 7,1 < VD, o que implica g,y = > 0 também. Agora, suponhamos por

n
absurdo, que r,+1 < 0. Neste caso teriamos ¢, > VD — r,+1 > v D. Mas como r,, < /D, por
hipétese de indugdo, teriamos r, < g, donde r,+1 = ayqgn — 12 > gn —rn > 0 0 que € uma

contradi¢do. Logo, r,,+1 > 0, completando a indugao.

Por fim, verificaremos que

\/B—Fn+1

0< <1.
dn+1
De fato,
\/B_rn+1:\/5_rn+1: \/l_)_rn+1 _ 1 _ qn
qn+1 D— 721—1-1 (\/B_rn—i-l) (\/5+rn+l) \/B+rn+l \/5+anQn_rn
dn qn qn
1 1 ) D—r,
= = €(0,1), pois a, >1 e O<L<l.
\/l_)+anqn—rn \/l_)—rn qn
an+-—=
qn qn
Assim, o, Q, 0, --- sdo todos irracionais quadraticos reduzidos associados a D e
ap, ai, az, -+ - S0 os quocientes parciais da expansao de o, por fragdes continuas simples.

Como o é um numero irracional, sua representagdo, por fracoes continuas simples, é
infinita. Mas, o Lema 2 estabelece que 0 < r,, < v/D e 0 < g, < 2v/D, o que implica na existéncia
de apenas um nudmero finito de irracionais quadraticos reduzidos associados a D. E, portanto,
um irracional quadratico reduzido que ja ocorrera, aparecera novamente. Suponhamos que na
sequéncia

O, Oy, -y Og—1, Oly =+ - Og—1, Oy - -
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0s quocientes completos o, o, - - -, 0y_1 sejam todos distintos, e que 0 seja o primeiro cujo

valor ja ocorrera, de modo que o = 0y, para 0 < k < [. Assim,

1 1
oy =a+——=aqp+—— =0y, 4.9)
041 Q11

€ como a; € a; SA0 0S maiores inteiros menores que ¢ € 0, respectivamente, podemos concluir
que a; = ai, o que implica 0y, = 0%1. Repetindo esse argumento, teremos Q17 = 0.2,
0y+3 = O3, --. [sso mostra que se um irracional quadrético reduzido associado repete, todos
0s quocientes completos subsequentes também se repetirdo, determinando a periodicidade da

fragdo continua de .

Para 0 < k < [, aigualdade oy = o implica oy =1, Q2 =2, -+, O = O
e, consequentemente, a sequéncia 0y, 0, 0 - - - € estritamente periddica. Para comprovar isto,
usaremos os respectivos conjugados dos quocientes completos oy e ;. Sejam O = &; 0s

conjugados dos quocientes completos iguais a o € y, segue que

1 1
e — 4.10
B 7R Bi (4.10)
Tomando os conjugados em (4.9), obtemos
[ + ! e o +—1 (4.11)
k=akT = [=atT ="y, .
Ckt1 &1
o _ 1 _ 1 _ 1 _ 1
e substituindo O por ——-, 0 por ——, O+ por ———— € 04| por ——— em (4.11), temos
B B Br+1 Brvi1
1 1 1
—a =at— =B S B =at o (4.12)
B _ B
Br+1
e
P Bt B . @.13)
—p a7 =a,— Pi+1 I+1 =4+ .
Bi 1 " " Bi
Br1

como 0y, oy sdo irracionais quadraticos reduzidos, temos que

1 1
0<-=-<1e O0<—o=—<1l.

k Bi

Em (4.12) e (4.13) a; e a; sdo os maiores inteiros menores que P € B, respec-

tivamente, e a; = a; implica By = B4 ja que By = B, em (4.10). Continuando o pro-

1
cesso e usando que B—,E € (0,1), concluimos que By 1 =Bi-1, ==+, Bo=PBr-k € axr_1 =
kPl
ap_, -+, ap = aj_. Logo a fracdo continua de o € estritamente periddica e podemos escrever
o = |ap; ar, az, -+, a;__1)- Isso completa a demonstragio do teorema. L]

Exemplo 29. Mostraremos que o = ¢ um irracional quadréatico reduzido e que sua

34437
7

representacio, por fragdes continuas simples, € estritamente periddica.
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> 1 € araiz positiva da equacao quadratica de coeficientes inteiros

V37-3 3—4/37
7 7

Temos que

Tx2—6x—4=0¢ 0<
3—4/37

< 1 implica —1 < < 0. Logo, a raiz conjugada

—1,0).
7 6 ( 9 )
an —
3+1/37 ’
Agora, fazendo oy = 7 =< qo="7
ro=23
'nyl =anqn —Tn
e, aplicando as recorréncias D— r}% +1 completamos a Tabela 17.
dn+1 = In )
Tabela 17 — Reduzidos associados a fracdo continua simples de o
n 0 1 2 3 4 5 6
an 1 3 2 1 3 2 1
qn 7 3 4 7 3 4 7
n 3 4 5 3 4 5 3
o 3+V37T | 4437 | 5+~37 | 3+V37 | 4+37 | 54+v37 | 3++/37
n
7 3 4 1 3 4 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Notemos que a3 = g e o periodo é kK = 3. Assim, os valores irdo se repetir de modo

. 3+vV37T —
que 0y = 043, Gn = Gn+3, t'n = 13 € ap = a,+3. Logo, o nimero 7 =[1;3,2] tem
expansdo, por fragdes continuas simples, estritamente periddica.
— 3437 1
Além disso, [2; 3, 1] = +4 = By e como B, =a,+ B_ temos
n
1 4 4+/37 1 1 4—37 __
3++/37 3437 7 B V37 +4 3
4 7
1 7 5++37 1 1 5—v37 __
44+/37 44+/37 3 p> V3745 4
7 3
1 3 3437 1 1 3—V37T
5++/37 5437 4 B3 V37+3 7
3 4

4.2.2 Fracées continuas de \/D

Apresentaremos a expansao por fracdes continuas simples de nimeros irracionais quadra-

ticos da forma /D, em que D é um nimero inteiro positivo, que ndo ¢ um quadrado perfeito. As
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expansoes desse tipo de nimero t€m caracteristicas interessantes que serdo tteis na determinacio
da solugdo da equagdo de Pell. Os resultados a seguir apoiam-se em informacdes contidas em
(OLDS, 1963, p. 112 - 113).

Teorema 11. Todo niimero inteiro positivo D, que ndo € um quadrado perfeito tem expansao,

por fracdes continuas simples, periddica, mais precisamente

VD = [ag; a, a2, -+, ap_1,2dp), para algum n.

Demonstracdo. Primeiramente, notemos que /D é maior que 1 e seu conjugado é —/D e ndo
estd entre —1 e 0. Logo, /D ndo é um irracional quadrético reduzido. Por outro lado, L\/l_)J =aqay
é o maior inteiro menor que v/D. O nimero v/D + ag é maior que 1 e seu conjugado ay — /D
situa-se entre —1 e 0, assim, \/D + ap € um irracional quadratico reduzido e pelo Teorema 10,

tem expansao estritamente periddica, ou seja,

1

\/B+a0:2ao+ 1 :[200;6117027"';an—1,2a07"']7
ap +
az—+
.. !
ap—1 +—2ao—|—---
que € equivalente a
1
VD + ag = 2ay+ T = [2a0; ay, a2, -+, an—1, 2ap).
a+
az—}-.
. !

Subtraindo ag de ambos os membros, concluimos que

\/5: [40;017027 ccr, dp—1, 2610]7

sendo que o periodo, denotaremos por k, inicia em a; e termina com o termo 2ag. O]

4.2.2.1 Alguns padrées simples da expans3o de \/D

Aplicando a Definicdo 3 a irracionais quadraticos da forma v/ D obtemos diversos padroes
simples que podem facilitar o processo de representacdo desse tipo de nimero, por fracoes

continuas simples. A seguir temos alguns desses padroes

a) Vk2+1=[k;2k], k>0 b) VK2 —1=[k—1;1,2(k—1)], k> 1
¢) VK2+2 =k k,2k], k>0 d) J/(k+1)2—1=[k;1,2k], k>0

&) Vi Tk =k 2K, k>0 D VR —k=[k—1;22(k—1)], k> 1
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No exemplo a seguir, verificaremos apenas o item e). Os demais itens podem ser verifica-

dos adotando-se método semelhante.

Exemplo 30. Mostraremos que, para todo inteiro positivo k, temos a seguinte expansio por

fracdes continuas simples v'k2 +k = [k; 2, 2k].

Consideremos oy = D = k? + k. Segue que

<D< (k+1)? = k<VD<k+1 = ay=r (4.14)
P S VD +k _VD+k _ VD+k _ VD+k
'"UD—k (VD—k)(VD+k) DK KRtk-k  k
De (4.14), temos
D+k 2k+1
k<\/5<k+1:>2k<\/l_)+k<2k+1:>2<\/_k+ < Ij:>a|:2.
1 k(vVD+k k(vD+k) k(vVD+k
VD+k ,  (VD-k)(VD+k)  D—k k2 +k—k
k

Novamente, de (4.14), temos

k<VD<k+1 = 2k<VD+k<2k+1 = ar=2k="2a.

Logo, Vk? +k = [k; 2, 2k|.

Exemplo 31. Aplicando os padrdes descritos acima, obteremos a expansao correspondente a

cada um deles, considerando k = 3.

a) V3741 =V10=36] b) V3 -T=v8=[214]

) V32+2=+11=[3;3,6] d) /B+1) =1=v15=[3;1, 6]
e) V32+3=V12=[3;2,6] f V32-3=16=1[2;2,4]

4.2.2.2 Simetrias nas expansoes de VD

Consideremos as expansoes

V29=152,1,1,2,100 e +31=[5T1,1,3,5,3,1,1, 10|,

cujos periodos sdo, respectivamente, k =5 e k = 8.

Notemos que a parte periddica tem inicio apds o primeiro quociente e termina com 0
termo 2ag. Com excec¢do do termo 2ag, a parte periddica € simétrica em relagdo ao centro do

periodo, mas essa parte simétrica pode nao ter um termo central.
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Para investigarmos essa simetria, lembremos que & = ag — v/ D € o conjugado de o =

) N I . ) N ) )
agp+ V/D. Assim, a expansdo de = ¢ idéntica a expansdo de ¢, mas com o periodo invertido.
Invertendo o periodo da expansdo de ¢, obtemos

1
—:a_;.
VD—ay Lt

e ,alaza(),an—la ]

1
o
Temos que

VD =lag: a1, -+, a1, 20, a1, az, -+ .

Para obtermos a expansdo de v/D — ag, devemos subtrair ap em ambos os lados da
equacao.
Vv D_a() — [O’ at, -+, 4p—1, 2a07a17027 ]

E o inverso desta expressdo €

1
VD —ag

Como as expansdes de nimeros irracionais, por fracdes continuas simples, sdo Unicas,

- [al;a27 e, Ap—1, 2610,611, ]

comparando as expansdes

1 1
=== = [an—l; ap—2, ' ,d,d1, 261(), ap—1, ap-2 ]
o  +/D-—a
e
1
= = [al;aZ, e, Ap—2,0p—1, 2(1(), a, az, ]
\/B—ao
temos que a,—1 =day, A,—2 =az, -+ ,a» = ay_2, A] = a,—1 = ajy. Isso nos leva a concluir que a

fracdo continua de \/D tem, necessariamente, a forma

VD = [ag; a1, a3, as, -+, a3, as, aj, 2ag).

4.3 Fracoes continuas e a equacao de Pell

Nesta secdo aplicaremos a teoria das fracdes continuas simples a irracionais quadraticos
da forma /D para determinarmos as solu¢des da equagio de Pell. Temos como referéncia as
informacdes contidas em (BADAWI, 2016, p. 81 - 88) e (YIU, 2008, p. 413 - 417).

Definicao 13. Denominamos equacao de Pell a equacio da forma
x>—Dy*=+1,naqualDeN, VD¢ Nex,ycZ.

A representagio, em coordenadas cartesianas, da equacdo de Pell x> — Dy? = 1 corres-

ponde a uma hipérbole. Na Figura 9 podemos visualizar a representagio da equagio x> — 3y> = 1,
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na qual os pontos (1,0), (2,1) e (7,4) tém coordenadas inteiras e estdo sobre a hipérbole,
ou seja, sdo solugdes da equagdo. Substituindo, por exemplo, as coordenados do ponto (7, 4)

verificamos que 72 — 3-4% = 49 — 48 = 1 é uma solucdo particular da equagio x> — 3y* = 1.
Exemplo 32. Vejamos a representacio geométrica da equagio x> — 3y* = 1.

Figura 9 — Representagio cartesiana da equacio x*> — 3y> = 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nosso interesse é determinar solugdes inteiras para a equagao de Pell, caso existam. Ha
um meio eficiente para decidirmos sobre a existéncia de solucdes? Se uma equacdo de Pell for

soluciondvel, quantas solugdes existem? E, como determind-las?

4.3.1 Determinando a solucao fundamental para a equacao de Pell

Nesta subse¢io, mostraremos que a resolugio da equacio x> — Dy> = +1 ndo se dé de
forma 6bvia. Obteremos a solucdo estabelecendo de um método que associa o par ordenado

(x,y), que satisfaz a equacdo, a sequéncia dos convergentes da fra¢do continua simples de VD.

e Se D for um quadrado perfeito, digamos, D = d” temos
P—dy =1 = (x—dy)-(x+dy)=1
que admite apenas as solugdes triviais (—1, 0), (1,0), e
P—dy=-1 = (x—dy)-(x+dy)=—1
que nao admite solugdes triviais.

e Se D ndo for um quadrado perfeito, entdo v/ D € um nimero irracional, Teorema 1. E este

0 caso que nos interessa e sobre o qual discutiremos.

Proposiciio 14. Se o par ordenado (x, y) € Z? é uma solugdo para equacio x> — Dy?> = +1, entdo

X = py € y = g, para algum convergente Pn 4a expansao da /D, por fracdes continuas.
n
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Demonstragdo. (i) Se (x,y) for uma solucio positiva da equagio x> — Dy? = 1, entio

xz—Dy2 =1

implica
x> y\/B.

Agora, escrevendo Xt — Dy2 = 1 na forma fatorada e substituindo x por y\/l_), temos

(x—yVD)(x+yVD) =1

‘x—y\/B‘— L . ! PRI
x+yVD yW/D+y/D 2yVD 2y

e, dividindo ambos os lados por y, obtemos

X 1
—— VDl < —
y \/_‘ 2y?
X .
e, pelo Teorema 4, = é um convergente da expansdo de /D por fragdes continuas simples.
y
(ii) Se (x,y) for uma solugéo positiva de x? — Dy? = —1, temos que
2
2 X 1
——=—=>0
"D
© 2
) X
——>0
7D
implica

2
x
Escrevendo y? — D na forma fatorada, temos que

(-55) )5

X 1
y—= = )
X
(e )
VD
dividindo ambos os lados por x e substituindo y por i, obtemos
VD
y 1 1 1 1 1
x D - N\ x X\ 2x2v/D <22
Dx(y—i——) Dx (—+—)
VD VD /D
Isto implica que
1

B

VD x

222
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Y . ~ 1 < L
e, pelo Teorema 4, = é um convergente da expansao de — por fragao continua simples.

x VD

1 .
Como D = [ag; a1, ay, - - -], segue que E =[0; ap, ai, az, - -], sendo o racional Y
X
< " X,
0; ap, ay, -+, ay|, para algum n. A vista disto, — = [ag; a1, az, -+, ap| = iy Portanto, — é um
y qn y
convergente de v/D. O

Exemplo 33. Os pares ordenados (2, 1), (7, 4) sdo solucdes da equagio x> — 3y*> = 1. Segue da
Tabela 18

Tabela 18 — Primeiros convergentes de v/3

n|-2 -1 0 1 2 3 4
mi, , 123570
qn I 1 3 4 11
Fonte: Elaborada pelo autor.
2 pi 7T _p3 ~ < . :
que 1= a 1= E sdo convergentes da expansdo de /3, por fracdo continuas simples.

As solugdes da equacio de Pell x> — Dy? = +1, se existirem, pertencem, inevitavelmente,
a sequéncia de convergentes da fracdo continua de v/D. Equagdes da forma x> — Dy?> = —1 nem
sempre tem solugio. Por exemplo, a equagio x> — 3y> = —1, néo possui solucdes inteiras. Por

outro lado, equacdes da forma x> — Dy? = 1 sempre possui solucio.

Teorema 12. SejaD € Ne /D ¢ N, com D = [ag; a1, as, -+ , a1, 2ap). Sejam também os

ndmeros p,_1 € g,—1 definidos pela Proposicao 1.

(i) Se o tamanho n do periodo for par entéo (x, y) = (pn—1, gn—1) € solugdo inteira da equagédo
x> —Dy*=1.

(ii) Se o tamanho n do periodo for impar entdo (x, y) = (pp—1, gu—1) € solugdo inteira da equa-

¢io x* —Dy* = —l e (x,3) = (p2n—1,4920-1) = (Pp_1 + Dy, 2Pn-19n-1) & solugio
inteira da equagdo x> — Dy? = 1.

Demonstragdo. Da Subsecdo 4.2.2, temos que

VD = lao; a1, az, -+, ay—1, 2a9, ay, az, -+, 2ag, - |.
VD = lag; ay, a2, -+, an_1, O).
o, = [2a0; a1, az, -+, 2a9, a1, az, -] = VD +ay.
OppPn—1~+ Pn—2 (\/l_)+ ao) Pn—1-+Pn-2
N Onqn—1+qn-—2 N (VD+a0) gu1+qn-2
Dgy—1 +aoqn-1VD+ gn—2VD = py_1VD+ appu—1 + pn-

VD
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Separando a parte racional da irracional obtemos as equagdes

Pn—2 =Dgy_1 —aopn—1 € dn—2 = Pn—1 —A04n—1- (4.15)

Segue de (2.5) que
Pn—19n—2 — Pn—-24n—1 = (_1)n72

e substituindo (4.15), obtemos

Pn—1 (pnfl _aOanl) —qn-1 (an,1 _aopnfl) = (_l)n—Z

Pi | —a1Pn19n1 — DGy +aopn_1gn1 = (—1)""2

pa_—Dgi_ = (-1)"?=(-1)",

onde n, comprimento do periodo, é o nimero de quocientes que precedem o termo 2ay.

(1) Se n for par

PP, —-Dg ,=(-1)"=1le Pr=l _ 0 gno o par ordenado (xo, Y0) = (Pn—1, gn—1) é
qn—1 Yo

a menor solugdo da equacio x> — Dy? = 1.

(i) Se n for impar
_ X
PP -Dg =(-1)"=-1e Z" i = y—z. Entio o par ordenado (xo, o) = (Pu_1, Gn_1)

e
¢ a menor solucdo da equacio x> — Dy?> = —1. Enquanto a menor solugio da equacdo

x> — Dy? = 1 ¢ dada pelo par ordenado (xo, yo) = (p2_, +Dq>_ |, 2Pn—1Gn—1).

Determinar o par ordenado (xo, yo) = ( P%A + Dqﬁfl, 2pn,1qn,1) consiste em avancar

para o segundo perfodo da expansio de /D, ou seja, obter o termo a,, pela segunda vez, como

segue
\/5: [aO;ahaZa cr, Ap—1, 2(1(), a,az, - ,d4y—1, 200, s, dat, ap, ]
\/5: [(1(); ap,az, - ,ap—1,0p, A1, " ** , Apn—1, Q2ps A2p+1, *** 5, A3n—1, A3pn, A3p+1, *° ]
2n—1 X0
Desse modo, p%nfl — Dq%w1 = (—1)2" =1le Pan—1 _ —. Logo, o par ordenado
qon—1 Yo

(x0,Y0) = (P2n—1, q2n_1) é a solucio fundamental da equacio x*> — Dy = 1.

Portanto, (p,—1, gs—1) € a solu¢do fundamental de

x> —Dy?> =1, sen for par
x> —Dy> = —1, sen for impar

e (x0,y0) = (P2n—1, G2n—1) = (p,%_l —i—Dq%_l, 2pn_1q,,_1) € a solucdo fundamental da equagio
x%> —Dy? = 1, se n for impar. O
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4.3.2 Determinando outras solucdes para a equacao de Pell

As demais solucdes positivas da equacio x> — Dy?> = 1 e da equacdo x> — Dy*> = —1,
quando esta for soluciondvel, também pertencem a sequéncia de convergentes da expansao de
v/ D, por fracdes continuas simples. Para obtermos tais solu¢des consideremos, para n > 0, a

seguinte equacdo geral, para o k-ésimo periodo da expansio de v/D.

2 2 k
Pin—1 _Dqkn—l = <_1) n,
onde, conforme Badawi (2016, p. 86):

2

(a) Todas as solugdes positivas da equagio x> — Dy? = 1 sdo dadas por

(x,y) = (Pkn—1, Gkn—1) , k € N* se n for par
7 (P2kn—15 Q2kn—1) , k € N* se n for impar.

(b) Todas as solugdes positivas da equacio x> — Dy> = —1 sdo dadas por

(x, y) = (P2k=1)n-1> 4(2k—1)n—1) , k € N* se n for impar
’ ndo h4 solugdes, se n for par.

Exemplo 34. Obteremos as cinco primeiras solugdes particulares da equagio x> — 3y> = 1.

Temos que /3 = [1; 1, 2], o periodo n = 2. Segue que a solugdo fundamental é (xg, yo) =

(p1, q1). Na Tabela 18, temos os primeiros convergentes da expansio de V3.

Tabela 19 — Quocientes parciais e convergentes de v/3

n|2]-1J0[1[2[3][4[5]6 7] 8
a | /|7 (1021212121
pn| O | 1 [ 125719267197 ]265]362
go | U | O [ T[T [3 411 [15]41]56]153]209
po| |, 1] 2)57 19267197265 | 362
dn 113 4] 11]15/[41[56]153] 209

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, (2, 1) é a solucdo fundamental da equag@o x> —3y? =1, pois 2> —3-1> = 1.

Além disso, o conjunto de todas as solugdes positivas de x> —3y? =1 é
(x, ) = {(P2k-1, q2x—1), k€ N"}.

Na tabela a seguir, Tabela 20, mostramos as solugdes parak = 1,2, 3,4, 5.
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Tabela 20 — Primeiras solucdes positivas de x> —3y? = 1

k (P2k—1, G2k—1) x2 — Dy?

1 (p1,q1)=(2,1) 22_3.12=1

2| (p3,q3)=(7,4) 723421

3] (ps,g5)=(26,15) | 26°—3-15°=1
41 (p7.q7)=(97,56) | 972—3-56* =1
5| (po, q9) = (362,209) | 3622 —3-209% = 1

Fonte: Elaborada pelo autor.

Exemplo 35. A equacdo x> —3y> = —1 ndo possui solugdes inteiras, pois v/3 = [1; 1, 2] tem
periodo n = 2 e equagdes da forma x*> — Dy> = —1 nio é soluciondvel se o n for par.

Exemplo 36. Vamos obter a solugio fundamental da equagio x> — 13y* = 1.

Temos que 13 =1[3; 1, 1, 1, 1, 6], o periodo n = 5. Segue que a solu¢do fundamental é
(x0, y0) = (P9, q9). Na Tabela 21, temos os primeiros convergentes da expansao de v/13.

Tabela 21 — Quocientes parciais e convergentes de v/13

n|—2]—-1]0]1]2 4156718797 10
an| 7/ | 7 |31 |11 [1] 6 |1 1 1 1 6
pnl O | 1 | 3|47 11 |18 119 | 137 | 256 | 393 | 649 | 4287
gn| 1 | 0 | 1|12 35 33|38 | 71 | 109 180 | 1189
po| |, |34 71118 ] 119 | 137 | 256 | 393 | 649 | 4287
an 11213 ] 5]33]38 ] 71 |109] 180 | 1189

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, o par ordenado (649, 180) é a solucdo fundamental da equagio x> — 13y? = 1,
pois 6492 —13.180% = 1.

Além disso, o conjunto de todas as solugdes positivas de x> — 13y> = 1 é
(x, ) = {(P1ok—1, qr0k-1) , k€ N"}.

Desse modo, o método de resolucao da equacdo de Pell através de fragdes continuas

simples possibilita obter, além da solu¢dao fundamental, as demais solugdes.
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CAPITULO

METODOS GERAIS PARA EXTRACAO DE
RAIZES ATRAVES DE FRACOES
CONTINUAS

Nos capitulos anteriores, conhecemos algumas propriedades relativas as representacoes,
por fragdes continuas simples, de nlimeros racionais € nimeros irracionais quadraticos. Mos-
tramos, através do Teorema 8, que as representacdes de nimeros irracionais quadraticos, por
fracdes continuas simples, sdo sempre periddicas. No entanto,

nenhuma prova andloga é conhecida para fragdes continuas represen-
tando nimeros irracionais algébricos de graus mais altos. Em geral, tudo
0 que se sabe sobre a aproximacao de nimeros algébricos de graus mais
altos por fragdes racionais equivale a alguns corolérios elementares do
teorema de Liouville, e algumas proposicdes mais recentes o fortalecem.
E interessante notar que, atualmente, no sabemos a expansio da fracdo
continua de um tnico ndmero algébrico de grau maior que 2. Nao sabe-
mos, por exemplo, se 0s conjuntos de elementos nessas expansdes sao
limitados ou ilimitado. Em geral, questdes relacionadas a expansao da
fracdo continua de nimeros algébricos de maior grau que o segundo sao
extremamente dificeis e tem sido pouco estudadas (KHINCHIN, 1964,

p. 50).

Em suma, nio existe nenhum método elementar eficiente que permita obter a expansao,

por fragdes continuas simples, de nimeros que nio sejam racionais ou irracionais quadraticos.

Nas proximas secoes, descreveremos um método alternativo que permitird representar,
por fragdes continuas, niimeros irracionais algébricos da forma /y™, tendo como referéncia as
informacdes contidas em Sardina (2007) e, devido a falta de comprovagdes formais, utilizaremos
exemplos numéricos para justificar a eficicia do método. Na ultima se¢@o, apresentaremos outras
expansoes, por fracoes continuas, inclusive para e e 7. Tais representa¢des foram obtidas por

matematicos que contribuiram para o desenvolvimento do tema ao longo de vdarias décadas.
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Algumas dessas representacdes estdo na forma geral que sdao expressoes cujas formas expandida

e abreviada sdo, respectivamente,

b by b b
x:a0—|— lb défao—{—a_l—l_a_z-l_a_n_l_
ap + 2 1 2 n

az+

b
an—1+ L

nas quais, os a,’s € b,’s sdo, respectivamente, os denominadores e numeradores parciais.

No que segue, seja b =y —a", em que a é uma primeira aproximagao, tomado como o

maior inteiro tal que a" <y e x é a aproximagdo que queremos determinar:

r={/y"= ()" = (@ +b)

m
n

=dad" +x. (5.1

5.1 Férmula geral para raizes quadradas

Seja a um numero inteiro tal que a* < y,comm=1en=2,em(5.1), podemos escrever.

1

1
r=y=)?= (a2+b)2 =a-+tx,
em que a € a primeira estimativa para a raiz, ou seja, r; = a. Segue que
112
{(a2 +b) 2} = (a+x)? & d>+b=d*+2ax+ %,

donde
b

o 2a+x

Esta férmula serd usada, recursivamente, para calcularmos estimativas mais precisas de x

€ a reescreveremos como

b
Xpp1=——,parak=0,1,2,---, em que xg =0. (5.2)
2a+ x;,
Segue que
b
X] = —
Y

€ a primeira estimativa de aproximagdo para x e a segunda aproximacao para r é

rn=a-+ P
Agora, temos que
b
Xy =
b
2a+ —

2a
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¢ a segunda estimativa de aproximacao para x € a terceira aproximagao para r € dada por

Para a k-ésima substitui¢do de x; por > ,em (5.2), obtemos
Xk

b b b b b
Xr = = — R— JR— © o 0 m—
k 2t b 2a+2a+2a+ 2a
2a+‘ kte?rglos
2a+ 5
2 il
a—l—za
e
n b n b b b b
1y =da =a i — e —
g a4 b N 2a +2a-+2a+ 2a1
2a—|—. k+1;grmos
2a+
2a+ —

2a

Continuando o processo, podemos obter a seguinte expansao para r.

b b b b
r=./y=a+ 5 _a+5+2_a+5+m' (5.3)
2a+ ———

2a+

2a+ .

Exemplo 37. Representaremos, por fragdes continuas, o irracional v/6.

Como y = 6, tomando a = 2, b = 2 e aplicando (5.3), temos

2 2 2 2
}":\/6:2+ :2+— — — SN
2 4+44+4+
A
4+ ——
4+
Tomandoy=6,a=1eb =35, temos
5 5 5 5
re Vo= 1+ g2 202
5 24+242+
2+
5
24—
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5 1
Tomando y =6, a = > eb= T temos

e W5 @G 6

5

Tomando y = 6,a =3 e b = —3, temos

r=v6=3-— & =3-

Observacao 7. Como vimos no Exemplo 37, a expressdo (5.3) permite-nos encontrar mais de
uma representacdo, por fracdes continuas gerais, para raiz quadrada de um nimero irracional.
Se y puder ser expresso como a” + 1, entdio b = 1 e a férmula nos d4 a representagio por fracio

continua simples.

5.2 Férmula geral para raizes da forma /y

Seja a um nimero inteiro tal que a < y,comm=1en=73,em(5.1), podemos escrever

1

r=yy=©y)= (a3+b)% =a+x,

em que a € a primeira aproximagao para a raiz, ou seja, r; = a. E, escrevendo
1 3
{(cﬁ—l—b)ﬂ —(a+x)P} o d®+b=0d>+3a’x+3ax’> +x°,

temos
b

Xr=—m—
3a? +3ax+x2
Esta férmula serd usada, recursivamente, para calcularmos estimativas mais precisas de x

€ a reescreveremos como

b
 3a? + 3ax —I—x,%

Xkt1 ,parak=0,1,2,---, em que xg = 0. 5.4)

Segue que
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¢ a primeira estimativa de aproximacgao para x e a segunda aproximacao da raiz é dada por

rzza—l—ﬁ.

Agora, substituindo x1, em (5.4), temos que

b b

b b \? b b
2 _ i 24 24—
3a7+3a (3612 ) (3a2 ) 3a a 9a*

e obtemos a terceira aproximacao da raiz, tomando a primeira nova fracdo de x,.

Xy =

r=a-+ =a+

2b°
3a®+ = 3a®+—
a 2a
Segue que
b
X3 = — 2
b b
3a%+3a +
3 +3a( L)+ (2 : 33 ( L)+ (2 :
a a\ —= —= a a\|\ —= —=
i 3a? 3a? 3a 3a?
b
- - 2
b b
3a% +3a P + DR
34—+ — 34—+ —
i a 9a* a 9a*
B b
B 3ab b?
3a2 + +
2 2 3 7
324+ 240 2 oat peapy 22 2 P
a 9a* 3a2  9a° 8lad
B b B b
B b b2 b
3ab (3a2+—+—4) +b? 9a’b+4b* + —
3 2+ a 9a 3a2_|_ 3a
T ot sp 20 b 0at +6ab+ 22 4 220y b
_ I - a a — — b
9a’+6ab+ 5+ 5+ 23 32 " 945 ' 8ld®
B b B b
= 2 — 5
3 i 3a% +
. b(9a +4b+3a3) a 9a4+6ab+ﬁ+2—b3+ i
as+ A 5p2 23 b 3a>  9a°  8lad
9a +6ab+g+@+m ; b2
9a —|—4b+—3
3a
b
- b
3 2
T

92 T 81 T 72948
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¢ a terceira estimativa de aproximacao para x, e tomando a primeira nova fracdo em x3, obtemos

a quarta aproximagao da raiz.

rp=at————=a+
2b
3a2 +

= 20+ —
a—+ Ry a-+ 922

A proxima iteragdo, em (5.4), permitird obtermos a quarta estimativa de aproximagao

para x
b
X4 = _ _
b
3a2+3a 5
b b
3a’> +3a 5|+ 5
I 3a®+3a (%) + (%) 3a®+3a <ﬁ> + <%> |
b
+ 2
b b
3a?+3a 5|+ 5
b b b b
I 3a?+3a (W) + (W) 3a?+3a (F) + (W) |

Ap06s as manipulagOes algébricas necessarias € tomando a primeira nova fracao em x4,

teremos a quinta aproximag¢ao para a raiz, ou seja,
b
rs=a-+ D
3a% +
2a+

4b

9a%2 4+ —
a+2a

e, continuando com este procedimento, podemos obter a seguinte aproximacao para r.

b
3a% +
b
5b
7b

2a+
9a? +

2a+ 3D

2a+ .

1542 +

. . . . . ~ . . 3
Exemplo 38. Determinaremos as cinco primeiras aproximacoes para o irracional v/28.
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Temosy=28,a=3,b=1n=3em=1.Segue de (5.5) que

r=v/28 = (28)3 = (3+x)}
1 1
6+ 57 6+ 3
9.324 71 81—!——7
234 —— 6+ ——
15324 1354 .
ri=3;
34 I 82
T T
1 1 3 249
r3 =3+ =3+ =3+ =3+ _—==—=;
2 1 82 82 82
27+ — 27+ = —
+6 * 3 3
1 1 1 1 245 20333
r4—3+27+ 3+27+L—3+27+—£—3+m—3+m—w,
i 2 245 245 245
81 81
1 1 1 1
27+3+ 3 27+3+ 3 27+3+ i) 27—1—%
5113 491 491 491
6 6
34 1 3y 1 34 1435 123243
- 274 1 ~ 740586 T 40586 40586
1485 1485
249 123243
Por exemplo, as aproximagdes racionilis, para v/28, r3 = %) ers= 40586 apresentam
respectivamente.

1
bsolutos inferi ’
CHTOS abSOIULOS THICTIONES & 577313 © 3225806451

5.3 Férmula geral para raizes da forma /y
Seja @ um nimero inteiro tal que a” <y,comm=1en € N,n > 1, em (5.1), podemos

€screver

1 1
r= 5= ) = (@ +b)F =atx,

na qual primeira aproximagdo para a raiz € a, ou seja, r| = da.



104 Capitulo 5. Métodos gerais para extragcdo de raizes através de fracées continuas

Segue que

[(a" -l—b)%]n = (a+x)"

1! 2! 3!
b nd" ' nn—1a"2x nn—-1)(n—2)a" 3
R T 2! 3! !
donde
b
X =
-2 n—3.2
Ly n(m—1)d"*x nn-1)(n—2)a" x>
na"—" + o + 3 +
0 que segue, usaremos a férmula recursiva para obtermos estimativas mais precisas
No q o férmul iva p b o is preci
para x
X1 = - ) (5.6)
—1)a"? n(n—1)(n—2)a"3x;
Dy D=2

2! * 3!

parak=0,1,2,---, em que xg = 0.

Temos que x| = € a primeira aproximacao para x € a segunda aproximagao para a

nan—l

raiz é dadaporr, =a+ ——
n

a1’
Segue que
b
Xy =
_ b _ b
1 nn—1)a"? <na"_1> nin—1)(n—2)a"3 (na"_l)
na*—' + o + 3 +-
e, tomando a primeira frag@o adicional em x;, obtemos a terceira aproximacao para a raiz
N b
r3 = .
3= 1, bn—1)
na"—! 4+ ———~
2a
Continuando com este procedimento podemos obter a seguinte aproximacao para r.
= /y=a+ b (5.7)
r=yy=a B b(n—1) ' '
na"—' +
b(n+1)
2a+
Inan—1 + b(2n—1)
b(2n+1)
2a+
Snar1 4+ b(3n—1)
b(3n+1
7nan—1 + t.

Observacao 8. Existe um padrao subjacente que pode ser constatado a partir da segunda fracao.

Os numeradores sdo da forma b(n — 1) ou b(n+ 1) e aumentam, constantemente, pela adi¢do
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de n. Ja os denominadores sdo, alternadamente, 2a, se k for par e kna" 1, se k for impar. Essa

regularidade permite-nos utilizar esta férmula para representar, por fracdes continuas, qualquer

raiz da forma \/y.

. . . . . ~ 5
Exemplo 39. Determinaremos as cinco primeiras aproximacoes para v/33.

Temosy=33,a=2,b=1,n=5em=1. Segue de (5.7) que

r=/33 = (33)5 = (25+1)%
1

=2+
1(5—1
5.25—1+ (5 )
1(5+1)
2.2+
350514 1(2-5-1)
1(2-5+1)
22 1(3-5—1)
5.5.25- 14—~ 2
2.24 .
1
=24+ 1
80+
6
S
400 + ——
44 -,
r=2;
1 161
=2 .
2=t T 80
- 1 1 163
}’3: = —:—;
4 81 81
80+ —
3
1 1 1 1 966
4+i 966 966 966
240 240
157446 26241
© 78240 13040°
1 1 1 1
rs =2+ =2+— =2+ =2+
80 4 80 4 80 4 80 4
+4+ 6 +4+ 6 +4+24 T 3900
24()+2 969 969 969
4 4
P 1 P 1 P 3900 635652 52971
- 80+3876_ 315876  © 315876 315876 26323

3900 3900
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Das aproximagéels racionais z;cima, para /33,1, = 20 ers= 76323 apresentam €rros
bsolutos inferi , ti te.
absolutos inferiores 2 o € T, respectivamente

5.4 Formula geral para raizes da forma /y"

Seja @ um ndmero inteiro tal que @ < y”, comm € N*en € N, n > m, de (5.1), temos

m
n

=a"+x.

=y =0)" = (d"+0)
A primeira aproximagdo para a raiz € a™, ou seja, ry = a™.
Segue que
[(a” + b)ﬂ . (@™ +x)"
& (d"+b)" = (" +x)"

PN f“ am(n—k)bk _ Zn: an(m—k)xk
k=0 k=0

g™y (m) an(m_l)b-|— (’721) an(m—Z)b2+ L (Y) am(n—l)b+ (Z) am(n—Z)b2+ .

1
= (T) an(m—l)b+ (zl) an(m—Z)bZ 4= (’;) am(n—l)b+ (Z) am(n—Z)bZ 4.
ma" " Vb  m(m—1)a""m2)p? B na""Vx  n(n—1)a""=2)x2
A TR 2l L TR 2! L
ma" " Vp  m(m—1)a""=2p? B na" "= p(n—1)am2x
T 2! L R TR 2! o
E, portanto,
ma"" Vb m(m—1)a""2Dp2 m(m—1)(m—2)a""3)p3
+
[T 2! 3!
na™" Y p(n—1a""2x  nn—1)(n—2)a""3)x?
1! 2! N 3! o

Usaremos a férmula recursiva, a seguir, para obtermos estimativas mais precisas para x.

ma"" Vb mm—1)a"" 2D m(m—1)(m—2)a"" 3

1! 21 31
_ : 5.8
el na"" Y p(n—1a"" 2y,  nn—1)(n— 2)am(”_3)x,% ©-8)
n 2! 31 o

parak=0,1,2,---,em que xo = 0.

Segue que
ma""m=p mb

- nam(n—1) T opgtm
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e a segunda aproximacao para a raiz € dada por

mb

na—m :

rzzam+

Utilizando os procedimentos adotados nas Se¢des 5.1 e 5.2 e fazendo sucessivas substitui¢des,

de x; por e em (5.8), obteremos a seguinte férmula geral.
bm
— m — m
na b(n+m)
2a™ +
Inarm 4+ b(2n—m)
b(2n+m)
2a™ +
Sna" ™+ b(3n—m)
2+ b(3n+m)
Tna*~m 4 "-.

Observacao 9. Novamente, existe um padrao subjacente que pode ser constatado em (5.9),
a partir da segunda fragdo. Os numeradores sdo da forma b(n —m) ou b(n+ m) e aumentam
constantemente pela adicdo de n. Ja os denominadores sdo, alternadamente, 2a™, se k for par e
kna"™"™", se k for impar. Essa regularidade permite-nos utilizar esta formula para representar, por

fracOes continuas, qualquer raiz da forma /y™.

Exemplo 40. Representaremos, por fragdes continuas, o irracional v/5.

Temosy=5,a=2,b=1,m=1en=2.Segue de (5.9) que

V=24 L
b 1 12=1)
. 12+1)
3.2.20@2-1) 1 12-2-1)
by 1(2-2+1)
5.2.2(2—1)+M
2:224 7.
=2+ 11 =2+ 11 =[2;4].
At 353 4+ T
4+ 33 4+ 1
12+3+ 55 4+ 1
4+ s R
205+ 44—
44 4+

Como mostra o Exemplo 40, a férmula (5.9) aplicada a irracionais da forma /D permite
representd-los, sob a forma de fracdes continuas simples. Vimos na Subsecao 2.1.5 que estas

fornecem as melhores aproximagdes racionais para nimeros irracionais.
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~ . . . 3 .
Exemplo 41. Representaremos, por fragdes continuas, o irracional v/282 e determinaremos as

quatro primeiras aproximacoes.

Temosy=28,a=3,b=1,m=2en=3. Segue de (5.9) que

1-2
V282 =32+
_ 13-2)
3.36-2) +
1(3+2)
23 1232
3.3.303-2) 1 (2-3-2)
1(2-3+2)
2:3 1332
5.3.303-2) 4 (3:3-2)
2-324 .
2
=9+ 0
9+
5
18+ 7
27+ 3
18-1-#
454 —+"
+ I3 +
r=9;
83
rn=9+-= 9’
2 2 36 1503
" +9+i 163 7 T 16 163
18 18
2 2 2 2 982
18+i 491 491 491
27 27
~ 40996 20498
4446 22237
83 20498
Das aproximagdes racionais acima, para V282, ) = ) ery = 2793 apresentam erros
1 1
absolutos inferiores a respectivamente.

€ ;
740 9054690
Enquanto a finitude caracteriza a representacdo, por fracdes continuas, de nimeros racio-

nais, a periodicidade € a principal caracteristica das expansoes de irracionais quadraticos. Os
nimeros irracionais algébricos nao quadraticos, quando representados por fracdes continuas,
também apresentam padrdes e regularidades que permitem prolongar suas expansdes o quanto
desejarmos, veja a expressao (5.9). Curiosamente, também podemos constatar padrdes e regula-
ridades nas representacoes, por fracdes continuas, de outros nlimeros irracionais, dentre eles e e

7. Isso veremos na proxima se¢ao.
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5.5 Outras expansoes, por fracoes continuas

Nesta secdo, reuniremos algumas representacdes classicas, por fracdes continuas. Tais
expansoes resultam do empenho de eminentes matematicos que contribuiram para a sistematiza-
cdo das bases tedricas das fracdes continuas ao longo de varias décadas, temos como referéncias
(OLDS, 1963), (BONFIM, 2014) e (WEISSTEIN, 1999). As expansdes aparecerdo na forma

simples ou na forma geral.

1. Esta é primeira expansao, por fracdes continuas, de 7.

1
9
25
49

81
24—

2+

4
_:1+
T 2+

2+
2+

Esse resultado foi demonstrado Leonhard Euler, em 1775 e fora apresentado por Lord

4 3.3.5.5.7-7-9.9....
Brouncker em 1658, que o obteve partir da seguinte identidade —

- : ) . O I T2 4.4.6.6.88-10.---
devida a John Wallis, que a havia publicado em seu livro Arithmetica Infinitorum, trés

anos antes.

2. Em 1737, Euler encontrou a seguinte expansao, por fragdes continuas simples, envolvendo

0 numero e, a base dos logaritmos naturais.

n
e =2.7182818284590--- = lim <1+1> .

n—o0 n

1
1
1
1
1
1
1

e—1=1+

= [17 1727 17 1745 17 1767 ]a

I+
2+

1+

1+

4+

L
1+ ——
6+ .

dondee=1[2;1,2,1,1,4,1,1,6,---].
Neste mesmo ano, Euler obteve as seguintes expansoes envolvendo o niimero e:

e—l_ 1

B 1
e+1 24

=[0;2,6, 10, 14, ---]

1
6+

10+

144 .
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= =[0;1,6, 10, 14, ---].

I
144 .

10+

3. Surpreendentemente, as expansoes, por fragdes continuas simples, de poténcias de e,

apresentam padrdes regulares.

o=
I

[151,1,1,5,1,1,9,1,1,13,---];
[1;2,1,1,8,1,1,14,1,1,20,---;
[1;3,1,1,11,1,1,19,1, 1,27, ---];
[152,1,1,14,1,1,24,1,1,34,---].

1

e
I

1

PN
Il

1

® ¢
® ¢
e ¢
® ¢5

A representacdo a seguir se destaca pela simplicidade e beleza.

1
e=2+ 1
2+
3
4+ —-
S5+
. Em 1766, Johann Heinrich Lambert comprovou que
ef—1 1 B 1
e+l 2 I © 18(x) = 7 I
X6 I x 3 I
x 710 1 x5 1
x | 14 x 7
x 14 x 1.
X X

donde concluiu que

(i) Se x for um nimero racional, ndo nulo, entdo e¢* ndo pode ser um racional.

(if) Se x for um nimero racional, ndo nulo, entéo 7g(x) nao pode ser um racional.

T T
Como g ( Z) = 1, os ndmeros 1 e 7 ndo podem ser racionais. Falhas nesta prova foram
corrigidas por Legendre, em 1794.

6. Em 1770, Lambert forneceu o primeira argumentacdo da irracionalidade de 7 e apresentou

as seguintes expansdes para rg(x) e 7.

tg(x) = 7
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=[3;7,15,1,292,1,1,1,2---].

15+

292 +

2+
7. Lambert e Lagrange, em 1770 e 1776, respectivamente, obtiveram a seguintes expansoes

arctg(x) = * 5 , x| < 1.

X
1+
4x2

0x?2

16x2
742

3+

S5+

94"

X
1%x
1%x
22x
22x
32x
3%x

log(14+x) =

, x| < 1.
1+

2+
3+

44

S5+
6+

T+
8. Em 1812, Carl Friedrich Gauss, apresentou a seguinte expansao

X

tgh(x) = 5
X
1+ 5
X
5+ 3
X
S+——m——
X
T+
9+
N 1+x
9. Em 1813, Lagrange obteve a representacio para log1 .
; 1+x 2x
(9] =
gl —X x?
_ e
3— .
9x
ST
5 _ 16x
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v/
10. Em 1833, Stern forneceu as expansdes para 5 e sen(x).

/4 1
521_3_ 23
: 12
_3 4.5
) 3.4
_3 6-7
B 5-6
]——
3
€
sen(x) = a 5
1+ a
2
(2.3-x2) 2-3x —
45—+ 5w
(6-7—x%)+ a
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CAPITULO

POSSIVEIS ABORDAGENS DAS FRACOES
CONTINUAS NA EDUCACAO BASICA

Ao longo da Educagdo Basica, os contetidos da unidade tematica niimeros devem ser
abordados de modo que o aluno compreenda seus diferentes usos e significados. Os nimeros
racionais, por exemplo, podem receber diferentes interpretacdes em fun¢do do contexto: niimero,
relagdo parte-todo, quociente, razdo, operador multiplicativo. J4 os nimeros irracionais sao
tradicionalmente definidos como niimeros cujos valores exatos nao podem ser expressos como o

quociente entre dois inteiros, ou seja, na forma —, onde p € Z e g € Z*, ou ainda, como nimeros

reais cujas representagdes decimais sdo infinitas e ndo periddicas. Estas defini¢des pouco revelam

da natureza dos ndmeros irracionais.

A constru¢do mais abrangente do conceito de nlimero, como recomenda a Base Nacional
Comum Curricular, constitui uma das tarefas mais desafiadoras da Educacao Bésica e pressupoe
a oferta de um amplo espectro de contetidos e abordagens que estabelecam relacdes entre o que
os alunos ja sabem e o objeto de conhecimento. Segundo Brasil (2017, p. 265), os alunos devem
compreender as relacdes entre conceitos e procedimentos dos diferentes campos da Matematica
(Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade), utilizar diferentes formas de
registros, procedimentos e ferramentas matematicas para modelar e resolver problemas. No
Ensino Médio, tais competéncias devem ser consolidadas e ampliadas, conforme Brasil (2018,
p. 523).

Nesse sentido, as fracdes continuas simples, mesmo ndo sendo um componente curricular,
poderao ser abordadas, na Educacio Basica, como um tema que propicia a discussiao de novas
ideias e possibilita o desenvolvimento de competéncias matematicas. Seu estudo demanda
a aplicacdo de conceitos e procedimentos proprios da drea temdtica nimeros, o que leva a
compreensao mais efetiva do significado das operagdes e ao aprofundamento do sentido numérico.
Além disso, t€ém conexdes com diversos topicos da Matematica da Educagao Bésica, tais como:

divisibilidade e algoritmo de Euclides, recorréncias e sequéncias, padrdes e regularidades, razdo



114 Capitulo 6. Possiveis abordagens das fracées continuas na Educagdo Bdsica

e propor¢do, aproximacdes e equacdes, etc. Elas fornecem um critério suficientemente claro
que permite afirmar se um niimero € racional ou irracional, j4 que expansoes finitas, por fracoes

continuas, representam nimeros racionais e expansoes infinitas nimeros irracionais.

Seus aspectos de convergéncia possibilitam obter boas aproximagdes para as raizes nao-
exatas, solucionar equagdes diofantinas lineares com duas incgnitas, equagdes de Pell e diversos
problemas que sdo modelados por estes tipos de equacdes. Além de permitir, segundo Pommer
(2012), discussdes que envolvem aspectos ligados aos pares finito/infinito, discreto/continuo,
exato/aproximado, possibilitando uma melhor entendimento do significado de valor aproximado,
tornando o estudo dos nimeros reais mais significativo e interessante e tornando sua compreensao

mais efetiva jd na Educacao Basica.

Propomos, a seguir, vérias atividades, mediadas pela teoria das fragdes continuas. Algu-
mas dessas atividades podem ser trabalhadas a partir dos anos finais do Ensino Fundamental, pois
os conhecimentos conceituais e procedimentais requeridos sdo compativeis com as expectativas
de aprendizagens para esse nivel escolar. No entanto, € importante considerar o nivel de conheci-
mento dos alunos, os recursos didéticos disponiveis e as adequagdes necessdrias para tornar as
atividades, ao mesmo tempo, acessiveis, interessantes e uteis. Além de tudo, é recomendavel

resolver, previamente, cada atividade afim de avaliar a viabilidade de sua aplicagao.

Objetivos a serem alcancados:

e Expressar, sob a forma de fracdes continuas simples, nimeros racionais ou irracionais

quadraticos, através da aplicacdo da Definicao 3 ou de processo geométrico.
e Obter a forma fraciondria ou decimal de ndmeros representados por fracdes continuas.

e Explorar aspectos de convergéncia para obter aproximacdes racionais para numeros ir-
racionais e solucionar equacdes diofantinas lineares com duas incégnitas e equagdes de
Pell.

e Evidenciar o potencial pedagégico das fragcdes continuas simples, no sentido de ampliar a
compreensdo do significado das operacdes e aprofundar o sentido numérico, contribuindo

para uma significacdo mais efetiva dos nimeros reais e a constru¢io de novos saberes.

A ideia fundamental € que durante a resolucdo das atividades o aluno possa aplicar
conceitos e procedimentos, explorar propriedades e comprovar resultados, num processo cons-
trutivo que permitird uma significacdo mais ampla e efetiva dos nimeros reais. Para que haja
maior agilidade e precisdo, as constru¢des geométricas poderdo ser feitas com auxilio de um
software de geometria dindmica, por exemplo, o GeoGebra', cujos recursos permitirio explorar

propriedades geométricas.

' Disponivel em <https://www.geogebra.org/.>


https://www.geogebra.org/.
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6.1 Sequéncia de atividades

As fragdes continuas € um tema amplo com conexdes com diversos topicos matematicos
da Educacdo Bdsica, o que possibilita a elaboracdo de intimeras atividades. A seguir, proporemos
uma sequéncia com diversas atividades, cuja resolugcdo exigird a aplicacdo de conceitos e
propriedades das fra¢des continuas, visando ampliar e fortalecer habilidades matematicas, das
quais destacamos: (EFO9MA02)? Reconhecer um niimero irracional como um nimero real cuja
representagdo decimal € infinita e ndo periddica. (EFOOMAO3) e (EFOOMAO04) Efetuar cdlculos,
resolver e elaborar problemas com nimeros reais, conforme Brasil (2017, p. 315). Algumas

atividades estardo acompanhadas de sugestao para resolucdo ou a solugao.

Atividade 1. Para cada representacdo geométrica, escrever a fracdo continua simples e a fracao

racional correspondente.

Figura 10 — Representacdes geométricas da fracdes continuas simples finitas

a) b)

5 5 4

Fonte: Elaborada pelo autor.

Atividade 2. Qual é o niimero minimo de quadrados de dreas médximas, em cada etapa, necessa-

rios para preencher completamente um retangulo, de dimensoes.

a) 8cm x S5cm? b) 51dm x 23dm?

Atividade 3. Expressar, sob a forma de fracdo continua simples finita, cada um dos seguintes

numeros racionais. Sugestdo: Veja Exemplo 14.

a) 87 b) 20 c) 395 d) 8
32 51 113 59
2 (EF09MAO02): Cédigo alfanumérico para identificaciio das habilidades propostas na BNCC (Base
Nacional Comum Curricular), em que: o primeiro par de letras indica a etapa de ensino; o primeiro
par de algarismos indica o(s) ano(s) a que se refere a habilidade; o segundo par de letras indica o
componente curricular e; o segundo par de algarismos a posicdo dentro do quadro de habilidades.
Neste caso, (EFO9MAQ2) significa habilidade 02 para Matematica do 9° ano do Ensino Fundamental.
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Atividade 4. Obter o nimero racional correspondente a cada uma das representacdes por fracdes

continuas simples finitas. Sugestdo: Veja Exemplo 15.

B

a) g:[3;6,2] b) = =[-2;1,1,3] 0 T=

2:2,2,2]
q n

61
Atividade 5. Determine o valor de x se 29 = [2;9, x, 2]. Sugestdo: Aplicar a Definigdo 3.

Atividade 6. Se B =a+———F
37 1

bt—

C—Fg

Atividade 7. Uma propriedade importante do conjunto dos niimeros racionais € que ele é denso

. Determine o valorde a+ b+ c+d.

. 37
no campo dos niimeros reais. - ¢um convergente da expansdo de 1o POr fragdes continuas

simples.

37 11 37
a) Escreva cinco aproximagdes para 10’ compreendidas entre 3 e 1o
pr 37

11
b) Mostre que existem infinitos racionais &, de modo que — < — < —.
9k 3 q 10

37 37k+11
Sugestdo: Faca 0= [3; 1,2, 3, k], aplique (2.4) e obtenha i]i]]: = —IOk—:— 3
+11

T0k+3 " se k se aproxima de zero? E, se k aumenta indefinidamente?

Atividade 8. Expressar 40 como a soma de dois inteiros positivos, de modo que um seja multiplo

O que ocorre com a fracio

de 7 e o outro seja multiplo de 13.

Resolucdo

Temos que 7x+ 13y = 40

7
Tabela 22 — Algoritmo de Euclides aplicado ao racional e

Quocientes | O |1 |1 |6
713 I = mde (7, 13) = 1.
Restos | 7 [ 6|1 |0
~ . a 7 Pn
Como o mdc(7, 13) = 1, a equagdo € soluciondvel e 3=13= 0, 1,1, 6] =—.
4n

7
Os convergentes da expansdo de el sdo:
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. . 7 )
Temos que a expansdo, por fragdes continuas simples, do racional 13 possui quatro

quocientes parciais, isto €, n = 4. Segue do Quadro 2 que a solugdo particular é dada por

(x0, 0) = ((—=1)*-2-40, (—1)?-1-40) = (80, —40)

Assim, o par ordenado (80, —40) é uma solugdo particular da equagdo 7x+ 13y = 40,
pois 7-80+ 13- (—40) = 40.

x=80-+13¢

A solucao geral para a equacao é dada por S =
ca0e P quac P {y:—40—7t,t€Z.

Como x e y sdo inteiros positivos, devemos ter x =80+ 13t >0ey=—-40—-7t >0, 0

que implicaem t = —6 e x =y = 2. Logo os nimeros procurados sdo 14 e 26.

Atividade 9. Expandir, por fra¢des continuas simples, os seguintes irracionais quadraticos.

Sugestdo: veja os padroes de v/D apresentados na Subsubsegio 4.2.2.1.

D VB b) V7 & VT 08/

Atividade 10. Mostrar que [2; 2] = V2+1.

Atividade 11. Escrever a equacdo quadritica sabendo que que x = [1; 3, 2] é uma de suas raizes.

Sugestdo: Aplique a férmula 4.2.

Atividade 12. Expressar, como fracdo continua simples, o valor da raiz positiva de cada equacao.

Sugestdo: Veja a expressao 2.3.

a) x>—5x—1=0 b) ¥*—nx—1=0

Atividade 13. Determinar, se houver, as duas primeiras solu¢des particulares das seguintes

equagoes: Sugestdo: Veja Exemplo 34.

a) x> — 15" =1 b) ¥ —10y* =1 c) ¥ 17y =—1

Atividade 14. Encontrar todos os tridngulos retangulos, com lados inteiros, tais que a diferenga
entre os catetos € 1 (MOREIRA; MARTINEZ; SALDANHA, 2012, p. 209).
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118

Resolucdo

Figura 11 — Tridngulo retingulo de catetos consecutivos

a+1

Fonte: Elaborada pelo autor.

a4 (a+1)72=c?
2a*+2a+1=c?
4a® +4a+2 =2c?
(2a+1)*+1=2¢*
(2a+1)> =22 =—1
subistituido 2a 4 1 por x e ¢ por y, temos

xz—Zy2 =—1.

Segue que V2 = [1; 2] tem perfodo n = 1 e os primeiros convergentes da expansio de

/2, por fragdes continuas simples sio:

1 3 7 17 41 99 239 577
CO_Tv Cl_ia C2_§7 C3_E7 C4_ﬁ7 CS_%a C6 @7 C7_4_08
O par ordenado (1, 1) é a solucdo fundamental, pois 12 —2- 1 = —1. Temos que a solucio

geral é dada por (x,y) = (p(Zk—l)n—lv Q(Zk—l)n—l) , k € N* se n for impar. Como k =n+ 1, segue
que (x,y) = {(pan, q20)} € 0s pares ordenados (1, 1), (7,5), (41, 29) sdo as primeiras solugdes.

Os lados dos tridngulos sdo dados pelas sequéncias (a,), (b,) € (cu), onde para n > 0.

As primeiras solu¢des sao mostradas na tabelas a seguir

Tabela 23 — Triangulo retangulo de catetos consecutivos

—1
n|a,= p2n2 b,=a,+1| ¢,
1 3 4 5
2 20 21 29
3 119 120 169
4 696 697 985

Fonte: Elaborada pelo autor.

Atividade 15. Expandir em fragdes continuas e obter as trés aproximagdes racionais para os

seguintes nimeros irracionais. Sugestdo: Aplique a férmula 5.8.
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a) V9 b) V17 c) V5?2

Observacao 10. As atividades de 16 a 28 t€ém como motivacio a presenga do nimero de
ouro, denotado pela letra grega ¢, em diferentes contextos: na natureza, em coisas criadas
pelo homem e na prépria Matemdtica. Muitos afirmam que ¢ estd presente em tudo. Serd que
esta afirmacgdo € verdadeira? Para responder a esta questao realizaremos algumas atividades de

natureza investigativa e exploratoria.

Atividade 16. Nesta atividade nos familiarizaremos com o nimero de ouro, assistindo aos
videos, do Canal Isto € Matematica, nos quais 0 matemadtico portugués Rogério Martins fala
sobre nimero de ouro e da propor¢do durea. A primeira parte do episddio estd disponivel em
<https://youtu.be/mfL6-g5mQw4>, acessado em 05/09/2019 e a segunda em <https://youtu.be/
xtsTXAwWWE20>, acessado em 05/09/2019. Para entender melhor o video, seguiremos o seguinte

roteiro.
a) Qual o tema dos videos? O que os realizadores dos videos tentaram nos contar? Eles
conseguiram passar sua mensagem? Justifique sua resposta.
b) Vocé assimilou/aprendeu alguma coisa com estes videos? O que?
¢) Algum elemento dos videos ndo foi compreendido?
d) Em quais situagdes aparece o nimero de ouro?
e) Quanto mede o angulo de ouro?

f) Qual o significado da expressao “esticar a corda”?

Atividade 17. O simbolo da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), Figura 12, € um

exemplo de aplicacdo da propor¢ao durea a criagdes humanas.

Figura 12 — Simbolo + Logotipo SBM

Fonte: SBM (2017, p. 5).


https://youtu.be/mfL6-g5mQw4
https://youtu.be/xtsTXAwWF20
https://youtu.be/xtsTXAwWF20
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Nesta atividade investigaremos diversas formas retangulares, presentes no nosso dia a dia e,
calcularemos a razao entre as suas dimensoes. Tais como: Cartdo de crédito, RG, Carteira
Nacional de Habilitacdo, Bandeira nacional, esponja de cozinha, livros, cadernos, folhas A4, etc.
Se compararmos os resultados obtidos com o ndmero de ouro, que geralmente é denotado pela
letra grega ¢, serd que os valores encontrados correspondem ao valor exato desse numero? Sao

aproximagodes desse numero? Podemos dizer que sdo boas aproximacgodes?

Atividade 18. Numa pesquisa rdpida na Internet encontramos inimeros exemplos da presenga
da propor¢ao durea na natureza, inclusive no corpo humano, como podemos visualizar na Figura
13. Nesta atividade investigaremos a ocorréncia da razao durea no corpo humano. Por exemplo,
na relacdo entre os comprimentos do antebraco e do braco, indicados por 9 e 10, respectivamente,
na Figura 13. Novamente, os valores encontrados correspondem ao valor exato do nimero de

ouro? Sdo aproximagdes desse nimero? Podemos dizer que sdo boas aproximacoes?

Figura 13 — Razdo aurea no corpo humano

10:11 = 11:12
13:14=14:15
15:16 = 16:17 =0,

Fonte: Santos (2009).

Atividade 19. Vimos nas atividades 17 e 18 que os valores obtidos sdo aproximacdes e ndo o
valor exato do nimero de ¢. Mas como obter o seu valor exato? Para obter o seu valor exato
utilizaremos a definicao dada por Euclides, apresentada no Capitulo 2, pagina 32: um segmento
de reta se diz dividido em média e extrema razdo, se a razdo entre o maior e o menor dos

segmentos é igual a razdo entre o todo e o maior segmento. Faremos isso em duas etapas:

a) Com auxilio de régua e compasso ou de um software de geometria dindmica, mostrar

como dividir geometricamente um segmento em média e extrema razdo, veja Figura 1.
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b) Obter a equacdo quadratica que modela a defini¢do de Euclides para segmento em média e

extrema razao e determinar sua raiz positiva.

Atividade 20. Nesta atividades mostraremos que ¢ € irracional. Sugest&o: considerar ¢ = B,

comp€Z,q€Z* emdc(p,q) =1, substituir ¢ por P ha equagdo obtida no item b) da atividade
q
4.

Atividade 21. Na atividade 20, item b), obtivemos o valor exato do ndmero de ouro, mais

precisamente, ¢ = . Nesta atividade iremos comparar a expansao, por fracdes continuas

simples, do nimero 5 que € uma aproximacao racional de ¢, com a expansdo do préprio ¢.

Qual a diferenga entre elas?

Atividade 22. A partir da atividade 22 e aplicando as recorréncias (2.4) preencheremos a tabela

a seguir.

Tabela 24 — Primeiros quocientes e convergentes de ¢

n| 2]-1]0[1]2[3[4[5[6]7[8]09
an 111

pml O | 1 |1]2]3
g | 1] 0 |11

Fonte: Elaborada pelo autor.

Atividade 23. Uma aproximacao serd considerada boa se respeitar o Teorema de Dirichlet,

1 . 14++5
< ? Considerando x = ¢ = 5

P
Teorema 2, em que |x — —

=1,6180339887499 - - -, pede-

Se:

a) Escrever trés aproximacgdes decimais para ¢ e verificar a validez do teorema para cada

uma delas.

. 8 ) . . .
b) O racional 3 pode ser considerado uma boa aproximacao para ¢? Verificar a validez do
teorema para outros convergentes obtidos na Tabela 24.

c) As aproximacgdes decimais sdo melhores que aproximacgdes obtidas via fracdes continuas?
Justifique sua resposta.

d) Quais devem ser os valores de p e g para que a aproximac¢do tenha um erro menor que
0,001?
AD BC
Atividade 24. Dada a Figura 14, mostre que — = — =
FA  BG
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Figura 14 — Quadrado inscrito no semicirculo

D C

A E B G

"

Fonte: Elaborada pelo autor.

Atividade 25. Os retingulos estdo por toda parte, das telas dos smartphones as fachadas de
edificios. Mas, qual deles € o mais bonito? O longo e estreito ou aquele que € quase um quadrado?
Ha séculos, o retangulo dureo é considerado o mais belo, pois expressa equilibrio, harmonia
e perfeicdo, isso o torna mais agradavel e atraente aos olhos humanos. Suas propor¢des lhe
conferem grande valor estético e exercem forte influéncia na Arte, na Arquitetura, no design e
em diversas criacoes humanas. Uma propriedade interessante e importante do retangulo dureo
é que ao retirarmos o quadrado de maior drea do retangulo original, o retdngulo restante
preserva a mesma razdo entre seus lados, ou seja, esse retangulo é semelhante ao original. Com
auxilio de régua e compasso ou de um software de geometria dindmica, mostrar como construir

geometricamente um retangulo dureo.

Atividade 26. Ao tracarmos as diagonais de um pentdgono regular, obtemos o pentagrama, ou
estrela de cinco pontas. Os cruzamentos dessas diagonais determinam segmentos que satisfazem
a propor¢do durea. O pentagrama foi o simbolo dos pitagoéricos e estd associado a aspectos
misticos e religiosos. Qual o comprimento da diagonal de um pentdgono regular cujos lados

medem 17

Figura 15 — Pentdgono regular

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Atividade 27. A divisdo de um segmento em média e extrema razao aparece no Livro VI de
Euclides e retangulos dureos sdao encontrados em esculturas e obras arquitetonicas da Grécia
antiga, o que leva atribuir a razdo durea aos gregos. Mas, a razdo durea ja estava presente nas

piramides, do Egito antigo.

Defini¢io 14. Todo tridngulo semelhante ao tridngulo de hipotenusa ¢ e catetos iguais a /@ e 1
€ um tridngulo dureo, pois a razdo entre a hipotenusa e o cateto maior e a razao entre o cateto

maior e o cateto menor igual a \/¢.

Definicao 15. Uma piramide regular de base quadrada € uma pirdmide durea se o tridngulo de

lados h, g e g, Figura 16, for um triangulo dureo.

Figura 16 — Piramide regular de base quadrada

Fonte: Elaborada pelo autor.

As dimensodes (em metros) das piraimides de Quéops (base quadrada), Quéfren (base

quadrada) e Miquerinos (base retangular) estdo expressas no Quadro 3.

Quadro 3 — Dimensdes das pirdmides, em metros

Quéops Quéfren Miquerinos
Altura da piramide 146,59 143,50 65,00

Dimensoes da base | 230,33 x 230,33 | 215,20 x 215,20 | 102,20 x 104,60
Fonte: Saraiva (2004, p. 120).

Considere as Defini¢des 14 e 15 e informacdes contidas no Quadro 3, para verificar se

alguma dessas piramides € uma piramide durea.

Atividade 28. Determine a solugo positiva da equacdo x = \/ 1+ \/ 1+ \/ I+vV1i+vV14---
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

Na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) o estudo dos nimeros tem por objetivo
desenvolver o pensamento numérico que vai além da mera aplicacdo de técnicas operatorias.
Tal estudo deve fortalecer, entre outras, as ideias de aproximagao, proporcionalidade, equiva-
léncia e ordem, num processo de sucessivas ampliagdes dos campos numéricos. No entanto, o
desenvolvimento do pensamento numérico ndo estard concluido ao final dos estudos da unidade
Numeros. Sua ampliagdo e aprofundamento ocorrerd através de situacdes e discussdes que

envolvam contetidos das demais unidades teméticas, conforme Brasil (2018, p. 266 - 267).

Nesta perspectiva, as fracdes continuas podem contribuir significativamente para a
ampliacdo e o fortalecimento do pensamento numérico na Educacdo Bésica, pois além de ser
uma das representagdes mais interessantes e reveladoras de nimeros reais, € uma maneira eficaz
de construirmos as melhores aproximacdes racionais para nimeros irracionais, o que evidencia
uma forte relacdo entre ambos, contrapondo-se as abordagens que sugerem a inexisténcia de tal

relagdo, ao definir nimero irracional como todo nimero real que nao é racional.

As fragdes continuas constituem um processo finito para representar nimeros racionais e
infinito para representar nimeros irracionais, revelando uma propriedade que permite dizer, de
forma clara e objetiva, se um niimero € irracional ou ndo. Também constituem um ferramenta
alternativa para solucionar equagdes diofantinas lineares com duas incégnitas e desempenham
um papel essencial na resolucao da equacgdes de Pell. Além disso, possibilita a discussao de

aspectos relativos aos pares discreto/continuo, exato/aproximado e finito/infinito.

Ao longo do texto apresentamos os principais resultados da teoria elementar das fragdes
continuas simples, comprovando que elas fornecem as melhores aproximagdes racionais para
ndmeros irracionais. Seu estudo vai além dos seus aspectos operatorios, pois permite estabelecer
conexdes com diferentes topicos da Matemdtica elementar e pode ser aplicada a resolugao

diversos problemas.

A introducido deste tema na Educacdo Bdsica permitird construir uma significagdo mais
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efetiva dos nimeros irracionais, mas exigird abordagens e atividades bem planejadas, que levem
em conta a complexidade do tema e os conhecimentos prévios dos alunos. Segundo Walle
(2009, p. 21), as acoes dos professores devem encorajar os alunos a pensar, questionar, resolver

problemas, discutir suas ideias, estratégias e resolucdes e atribuir significado ao que faz.
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