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RESUMO

SILVA, L. H. Equacdes diferenciais ordinarias e suas aplicacoes. 2020. 133 p. Disser-
tacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2020.

Neste trabalho, estudamos alguns conceitos da teoria de equacdes diferenciais ordinarias bem
como as demonstracdes de teoremas de existéncia e unicidade para equacdes diferenciais
ordindrias de primeira e segunda ordens. Também apresentamos alguns métodos de resolucao
para essas equacoes e varias aplicacdes relacionadas a esses métodos. Finalizamos o trabalho
estudando os métodos de Euler e Euler aperfeicoado, ambos métodos numéricos, para equacdes
diferenciais ordindrias de primeira ordem e descrevemos uma aplicacao feita com alunos do

ensino médio utilizando esses dois métodos.

Palavras-chave: Equacdes diferenciais ordindrias, Teorema de existéncia e unicidade, Método

das iteradas de Picard, Método de Euler.






ABSTRACT

SILVA, L. H. Ordinary differential equations and their applications. 2020. 133 p. Disser-
tacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) —
Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos —
SP, 2020.

In this work, we study some concepts of the theory of ordinary differential equations as well
as the proofs of existence and uniqueness theorems for differential equations first and second
order ordinary shares. We also present some methods of solving these equations and several
applications related to these methods. We finished the work studying the methods of Euler and
improved Euler, both numerical methods, for ordinary differential equations of first order and

describe an application made with high school students using these two methods.

Keywords: Ordinary differential equations, Existence and uniqueness theorem, Picard’s iterate

method, Euler method.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Muito se fala em contextualizacdo dos conteidos ensinados, no caso de matematica, ao
mesmo tempo em que hd diversas possibilidades para contextualizar os contetdos, hd também o
problema de gerar ddvidas, como "por que € deste jeito?" ou "por que se usa esse nimero e nao
o outro?". Um exemplo € quando se relaciona o conceito de fungdes exponenciais a populagdes

usando a poténcia de base e e ndo a base 2, questionamento esse feito por mim.

Para evitar esse tipo de diividas e até mesmo aprofundar mais no tema da contextualizagdo,
o ideal € que seja feita uma modelagem da situagdo que estd sendo trabalhada no momento. Em
muitos desses modelos, surgem equagdes envolvendo taxas de variacdes e, por consequéncia, as

chamadas equacgdes diferenciais.

O estudo das equagdes diferenciais foi iniciado no final do século XV, a partir dos
estudos de Issac Newton e Gottfried Leibniz sobre o Calculo Diferencial. Desde entdo, esses

tipos de equacdes vém atraindo a aten¢cdo de muitos matemaéticos.

Atualmente, a teoria de equagdes diferenciais é considerada uma das dreas mais im-
portantes, dindmicas e aplicadas da matemadtica. Especificamente, € uma teoria que estd em
constante desenvolvimento e possui um estreito relacionamento com diversas outras areas, pois
constitui uma ferramenta importante para a modelagem de problemas concretos que surgem, por

exemplo, em fisica, biologia, quimica, ciéncias da engenharia, economia, dentre outras.

O objetivo deste trabalho € o estudo de alguns conceitos, propriedades e aplicacdes da
teoria de equacdes diferenciais ordindrias. Especificamente, iniciamos o estudo apresentando
a definicdo de uma equacao diferencial ordindria, alguns problemas concretos que podem ser
modelados e estudados através de equagdes diferenciais ordindrias bem como um teorema de
existéncia e unicidade de solugdes. Além disso, estudamos alguns métodos de resolugdo para
equacodes diferenciais ordindrias de primeira e segunda ordens e algumas aplicacdes relacionadas
a esses métodos. Finalmente, apresentamos o estudo do método de Euler (um método numérico)

para equagdes de primeira ordem, para que fosse possivel uma aplicagcdo do estudo de equacdes



20 Capitulo 1. Introdugdo

diferenciais com alunos do ensino médio.

O estudo dos resultados e aplica¢des acima citados sdo apresentados de forma detalhada,
esperando que seja um material de facil leitura e que, a0 mesmo tempo, estimule o interesse do

leitor num tipo de equacio que esta estreitamente relacionado ao nosso dia-a-dia.

Este trabalho € baseado, principalmente, em (BOYCE; DIPRIMA, 2006), (JUNIOR;
LADEIRA, 2011), JUNIOR, 2013), (NAGLE; SAFF; SNIDER, 2012) e esta dividido em
quatro capitulos. A seguir descrevemos, brevemente, os contetidos abordados em cada um desses

capitulos.

No Capitulo 2, apresentamos os conceitos basicos de equagdes diferenciais, como sua
definicdo, alguns problemas concretos que podem ser modelados por equacdes diferenciais
ordindrias e também um teorema de existéncia e unicidade de soluc¢des para equagdes diferenciais
de primeira ordem utilizando o método das iteradas de Picard, e com a demonstracao baseada
em (BRAUN, 1992) e (CHINCHIO, 2012).

No Capitulo 3, apresentamos métodos para encontrar solucdes para alguns tipos de
equagoes diferenciais ordindrias de primeira ordem e algumas aplicacdes envolvendo equagdes
desse tipo como, por exemplo, a catendria, baseada em (FARIA, 2011) e (TEIXEIRA, 2012).
Além disso, vimos dois tipos de equagdes que ndo sdo de primeira ordem, mas podem ser

convertidas para esta forma.

No Capitulo 4, apresentamos métodos para encontrar solu¢des para equagdes diferenciais
ordindrias lineares de segunda ordem e algumas aplicacdes envolvendo esse tipo de equagao
como, por exemplo, um modelo para deteccdo de diabetes, baseado em (BRAUN, 1992) e
(CHINCHIO, 2012). Além disso, apresentamos a equacao de Cauchy-Euler, uma equagdo mais
geral do que as equacdes ordindrias de segunda ordem com coeficientes constantes, mas que

pode ser tratada de maneira similar a essas.

Finalmente, no Capitulo 5, apresentamos o método de aproximacoes de Euler, que é
um método numérico para obter aproximacoes de solugdes de equacoes diferenciais ordindrias
de primeira ordem e também o método de Euler aperfeicoado, baseado em (NAGLE; SAFF;
SNIDER, 2012). Além disso, apresentamos uma aplicacdo do ensino das equacdes diferenciais
feita para alguns alunos do ensino médio utilizando os dois métodos acima para resolvé-las. E,
por fim, apresentamos uma conclusdo sobre a possibilidade de integrar o conceito de equagdes

diferenciais ao ensino médio.
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CAPITULO

EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS E
UM TEOREMA DE EXISTENCIA E
UNICIDADE

A matematica se relaciona com diversos fendmenos da natureza e do universo, € muitos
modelos matemaéticos sdo desenvolvidos para auxiliar no entendimento desses fendmenos, os

quais, geralmente, envolvem mudangas com o passar do tempo.

Considerando que a derivada ill_)t) = f’(r) de uma fung¢do f pode ser vista como a taxa na
qual a quantidade y = f(¢) varia em relag@o a varidvel independente ¢, € natural esperar que os
modelos acima citados gerem equacdes envolvendo uma fun¢do desconhecida e suas derivadas.
Essas equacdes sao chamadas de equacdes diferenciais e serdo apresentadas e estudadas neste e

nos préoximos capitulos.

Especificamente, neste capitulo, estudamos conceitos importantes para uma classe de
equacdes diferenciais bem como alguns problemas concretos que podem ser modelados por essas

equagdes e um teorema de existéncia e unicidade de solugdes para algumas dessas equacoes.

2.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias
As equacdes diferenciais, em geral, sdo definidas da seguinte maneira.

Definicao 1. Uma equacao diferencial ¢ uma equacdo que envolve uma fun¢do incégnita e suas

derivadas.

A seguir temos alguns exemplos de equacdes diferenciais.

(1) (1) =3t+2
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2) Y'(6)+Y () =2y(1) =0

4

(3) y"(6) +¥'(¢)
@ (") + 0" () +1y(0) = ()
(5) ") +2y(1)y' (1) +1y(1) = 0

6) (/1)) —y(t)=0
dz(t,y) dz(t,y)

N =5+ 3 z(t,)
9%z(r,y) | d%(t,y)
®) “5 5+ 55 =

Uma equacao diferencial na qual a fun¢do incégnita depende apenas de uma variavel,
ou seja, s6 ha uma variavel independente, ¢ denominada equacao diferencial ordinaria (EDO),
e sdo exemplos de EDOs as equacgdes de (1) a (6) acima. As equagdes desse tipo serdo o foco
deste trabalho.

Quando a func¢do incognita depender de mais de uma varidvel, ou seja, quando houver
duas ou mais varidveis independentes, e a equacao envolver derivadas parciais da funcao incégnita
com relagdo a diferentes varidveis independentes, entdo a equacgdo diferencial € denominada
equacio diferencial parcial (EDP). Por exemplo, as equagdes (7) e (8) acima sdo EDPs, pois
em ambos os casos a fun¢@o incégnita z = z(¢,y) depende das varidveis ¢ e y e as equagdes
apresentam derivadas de z tanto em relagcdo a ¢ quanto a y. Neste trabalho ndo trataremos de

equagoes desse tipo.

Definicao 2. A ordem de uma equacio diferencial é a ordem da mais alta derivada que nela

aparece.

Por exemplo, as equagdes (1), (6) e (7) s@o de primeira ordem, j4 as equacdes (2), (3), (5)

e (8) sao de segunda ordem e a equacgdo (4) € de terceira ordem.

Definicao 3. O grau de uma equacao diferencial é o grau da derivada de mais alta ordem.

As equacdes (1), (2), (3), (5), (7), (8) sdo de primeiro grau. A equagdo (4) é de segundo
grau, pois embora ela possua 4 como o expoente de y”(r), o expoente que devemos analisar € o

de y"'(¢), porque esta é a derivada de maior ordem. J4 a equagdo (6) € de terceiro grau.

Defini¢do 4. Uma solu¢fo de uma equagio diferencial é uma funcdo y = y(¢), que juntamente

com suas derivadas, satisfaz essa equacao.
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Exemplo 1. A funcdo y(r) = 2¢' é solugdo da equag@o diferencial ordindria (1 —1)y” +1y' —y =0,

pois y = 2¢', y"" = 2¢' e substituindo na equagio temos
(1—1)(2") +1t(2¢") — (2¢') = (2¢')(1 =t +t—1) = 0.
Mais ainda, a fungéo z(¢) = 3¢ também é solug¢do da EDO dada, pois 7/ = 3, 7"/ = 0 e substituindo

na equacdio temos
(1—1)0+13—-3t=0.

Finalmente, é interessante observar que se considerarmos a fungéo f(¢) = y(¢) 4+ z(¢), ou seja,
f(t) =2¢' + 3t, ela também € solugdo da EDO dada, pois f = 2¢' + 3, f” = 2¢' e fazendo a

substituicao na equacgdo temos

(1—1)(2¢") +1(2¢" +3) — (2" +3t) = 2¢' —12e" +12e' +3t —2¢' — 3t = 0.

Utilizando uma notacio mais formal, podemos definir uma equagao diferencial ordindria

da seguinte forma.

Definicao 5. Uma equacao diferencial ordinaria é uma equacio da forma

F(t,y(t),Y (t),...y" (1)) =0, 2.1)

envolvendo uma fung@o incégnita, y = y(¢), e suas derivadas.

Na teoria de Equagdes Diferenciais Ordinéarias € comum representar a equacgao (2.1) da

seguinte forma
YE) = f(t.3(),) (), "D (0)). (2.2)

Observacdo 1. Para facilitar a nota¢do, muitas vezes escreveremos y = y(t). Neste caso, (2.2)

fica
Y = ft,3,y 0y "Y).

Como veremos mais adiante, € de grande utilidade classificar uma EDO como linear ou
nao linear. Portanto, a seguir apresentamos uma defini¢cao de linearidade e, mais para a frente,

apresentaremos uma outra definicao que serd mais adequada para os nossos estudos.

Definicao 6. Uma EDO € dita linear quando a varidvel dependente e suas derivadas aparecem

somadas e elevadas ao grau 1, da seguinte forma

L@y + fu Oy b (Y + fol)y = g(0).

Caso contrario chamamos a EDO de nao linear.

Assim, notamos que as equacgdes (1), (2), (3) acima sdo lineares, enquanto (4), (5) e (6)
sdo ndo lineares, pois tanto (4) quanto (6) apresentam termos elevados a graus diferentes de 1,
e (5) apresenta o termo 2y -y’, onde temos a varidvel dependente multiplicando uma de suas

derivadas.
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2.2 Problemas concretos envolvendo EDOs

2.2.1 Variacao da Temperatura de um Corpo

Sabemos que a taxa de variagdo da temperatura 7'(¢) de um corpo no instante ¢ é
proporcional a diferenca entre a temperatura do corpo e a temperatura do ambiente onde o corpo
se encontra. Denotando por 7, a temperatura do ambiente e considerando-a constante, essa

situacdo pode ser descrita pela equagdo

dT
Cr=—K(I()-T), K>0,

que pode ser reescrita como

T'(t)+KT(t) — KT, =0,
onde K € uma constante de proporcionalidade.

Note que o sinal — acompanhando K na equacdo acima deve-se ao fato de que o calor
flui da fonte quente para a fonte fria. Desse modo, quando a temperatura do corpo for maior que
a temperatura do ambiente, ocorre que a temperatura do corpo cai (decresce), portanto a variagdo

¢ negativa. Logo, como o fator (7' — T,) € positivo, devemos multiplica-lo por um valor negativo.
. dT
T(t) > T, = o corpo perde calor = T(t)—T(7) <0, set >7= o < 0.

Por outro lado, quando a temperatura do corpo € menor que a temperatura do ambiente, ocorre
que a temperatura do corpo aumenta (cresce), portanto a varia¢ao € positiva. Logo, como o fator

(T —T,) é negativo, devemos multiplica-lo por um valor negativo.

~ . drT
T(t) < T, = o corpo ganhacalor = T(¢t)—T(f) >0, set >7= o > 0.

2.2.2 Decaimento Radioativo

A taxa de desintegracdo (variagdo) de um elemento radioativo, em um dado instante,
€ proporcional a quantidade de elemento naquele instante. Tal situacdo pode ser descrita pela

equagao

dQ
—=-KQ, K>0
dt Q7 > Y

que equivale a
Q'(t) +KQ(1) =0,

onde Q(t) representa a quantidade do elemento no instante 7. Como se trata de decaimento,
ou seja, decrescimento, a quantidade do elemento presente em certo instante € menor que a
quantidade presente em qualquer instante anterior, ou seja, % < 0 e, por outro lado, a quantidade

Q(t) é maior ou igual a zero. Por isso, o fator pelo qual multiplicamos Q(¢) deve ser negativo.
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2.2.3 Corpo em Queda Livre com Influéncia do Atrito

Um corpo em queda livre estd sob influéncia da gravidade (agindo a favor do movimento)
e da resisténcia do ar (agindo contra o movimento) de forma proporcional a velocidade do corpo.
Tomando A(t) como a altura do corpo, em relagio ao solo, no instante ¢, obtemos pela 2¢ lei de

Newton (F = m - a) a equagdo do movimento como

que € equivalente a
mh” (t) = mg — KK (¢t),

onde m representa a massa do corpo, g(> 0) a aceleragio da gravidade e K(> 0) a contatante de

resisténcia do ar.

Chegamos a esse resultado, pois, da fisica, temos que a for¢a resultante F' de um corpo é
igual a soma das forcas que atuam no corpo. Assim sendo, a for¢a resultante equivale a m - a, onde
a aceleracao € obtida por meio da derivada da velocidade em relacdo ao tempo, e a velocidade,
por sua vez, da derivada da fun¢@o espaco (neste caso, h(z)) em relacdo ao tempo. Ou seja, a
aceleragdo corresponde a segunda derivada da fungdo espago em relag@o ao tempo (a = 1 (t)).
Por outro lado, a soma das for¢as que atuam sobre o corpo corresponde a gravidade subtraida a

resisténcia do ar, ou seja, m- g — Kh' (), assim chegamos a forma final da equagio.

2.2.4 Modelos Populacionais

2.24.1 Modelo de Malthus

Suponhamos que as taxas de natalidade e mortalidade de uma populacio sejam proporci-
onais a populagdo presente, suposta maior que zero. Assim, a variagdao populacional corresponde
a diferenca entre a taxa de natalidade e a taxa de mortalidade. Podemos descrever esta situacao

do seguinte modo,
dp

E = klp(t) —kzp(t) = (kl —kz)p(l‘),

ou seja,
p'(t) =kp(t),
onde p(t) representa a populagdo no instante ¢, sendo k; a constante de proporcionalidade da

taxa de natalidade, k, a constante de proporcionalidade da taxa de mortalidade e k = k| — k.

Note que se k; > kp, entdo k > 0 e a populacao cresce, mas se k| < kp, entdo k < 0Oe a

populacdo decresce.

2.2.4.2 Modelo de Verhulst

No modelo de Malthus considera-se apenas a mortalidade natural da populacdo. Entre-

tanto, sabemos que existem muitos outros fatores que afetam a mortalidade, tais como, escassez
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de alimento e 4gua, alguns tipos de doencas, entre outros. O modelo de Verhulst, também
conhecido como modelo logistico, considera fatores limitantes do ambiente, e pode ser expresso

na seguinte forma
P'(t) =kp(t) (1 - %) : (2.3)

onde p(t) representa a populagio no instante 7, k a taxa de crescimento na falta de fator limitante
e C € a capacidade de carga populacional suportada pelo ambiente em que a populacdo vive, ou

nivel de saturacao.

Especificamente, para que, no modelo de Malthus, a taxa de crescimento realmente
dependa da populag¢do devemos substituir a constante k por uma fungéo f(p), tal que, quando a
populagao for pequena, ela seja proxima de k > 0 (para uma populacdo devidamente pequena as
condi¢des do ambiente ndo serdo um fator limitante), decresca conforme a populacdo aumente
e f(p) < 0 quando a populagio for suficientemente grande. A fung¢do mais simples com tais
caracteristicas é f(p) =k — ap, onde a é uma constante positiva. Substituindo a constante k por
esta funcdo no modelo de Malthus, temos que a taxa de variacdo populacional para esse modelo

pode ser dada por
p' = (k—ap)p.
k
Colocando k em evidéncia e tomando o = g temos
dp p
2P _ g (1 . —> .
a P\

Podemos ver que a equacdo acima comporta-se como o esperado, ou seja, uma vez que

estamos interessados em p(z) > 0 temos que

a) p(t) >C= @ >1=1- I% < 0= p/(t) <0, o que representa um decrescimento da

populagao.
b) 0<p(t)<C=0< @ <l=1- @ > 0= p/(t) >0, 0 que representa um crescimento

da populacao.

Mais ainda, estes fatos justificam dizer que C € a capacidade de carga populacional suportada

pelo ambiente ou nivel de saturacdo.

2.2.4.3 Modelo Presa-predador

A relacdo predatdria entre duas espécies também pode ser expressa por uma equagao
diferencial ordindria e para tal, devemos considerar algumas hipdteses sobre a populagdo de

presas px(t), e a populagdo de predadores p,(t). Entdo,

e Na auséncia de predador, a populagdo de presas comporta-se de forma malthusiana, ou

seja, varia de acordo com a populagdo atual e, assim, % = ap,(t), onde a > 0 representa

a taxa de crescimento das presas.
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d
e Na auséncia de presas, a populacdo de predador diminui e, desse modo, % = —bp,(t),

onde b > 0 representa a taxa de mortalidade dos predadores.

e O numero de interacdes entre presa e predador € proporcional ao produto das duas espécies,
onde o crescimento da populacdo de predadores é estimulado e o da de presas € inibido.
Dessa forma, a taxa de variacdo da populacio de presas € afetada por um termo da forma

—Cpypy € a de predadores por um termo da forma K pypy, onde C, K > 0. Portanto, temos

que
d
2 = apu(t) = Cpa(0py (1),
by _ K
— = () HKpu(1)py(1).

Por meio desse modelo temos que se a populacdo de presas aumenta, entdo a populagao
de predadores aumenta, mas se a populacio de predadores aumentar excessivamente, a populagdo

de presas diminui em mesma proporcao, e a populacdo de predadores € forcada a diminuir.

2.3 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Note que para estudarmos as propriedades de solucdes de uma EDO, precisamos primeiro
ter informacdes sobre a existéncia dessas solucdes. Logo, o objetivo desta se¢ao € apresentar
um resultado de existéncia e unicidade de solucao para uma EDO de primeira ordem. Para isso,

precisamos ,inicialmente, introduzir alguns conceitos e defini¢des.

Para comecar, consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 2. Se um is6topo radioativo tem constante de desintegracao equivalente a 0,1733 ao

dia, temos que sua taxa de variacdo pode ser descrita pela seguinte EDO
Q'(t)+0,1733Q(t) = 0.

Mais ainda, se a quantidade do isétopo presente em algum momento for conhecido, por exemplo,
se a quantidade inicial do is6topo for de 200 gramas, podemos descrever o problema a ser
resolvido da seguinte forma

Q'(t) = —0,17330(1),

0(0) = 200.

O problema que surgiu apds o conhecimento da quantidade inicial de is6topo € o que

chamamos de problema de valor inicial. Formalmente, temos a seguinte defini¢do.

Definicao 7. Um Problema de Valor Inicial (P.V.I.) consiste em uma equacao diferencial

acompanhada do valor da funcdo incégnita em um determinado ponto, a condi¢do inicial.
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Assim, um P.V.I. para uma EDO de primeira ordem pode ser descrito na forma

Y(t) = f(t,5(1)),
y(to) = Yo,

(2.4)

onde f é uma funcdo definida num aberto A de R?, com (f9,yg) € A.

Note agora que, se estivermos no caso particular em que f : [a,b] — R é uma fung¢@o

continua, segue do Teorema Fundamental do Célculo, que a funcdo

t
F)= [ f)ds. a<e<b,
a
é diferencidvel em (a,b) e F'(t) = f(¢) para todo t € (a,b). Logo, F () é uma solu¢do da EDO
de primeira ordem
Y(t)=f(@), a<t<b.
Mais ainda, como F(a) = 0, temos que F(¢) é uma solugdo do P.V.I.
Y(t)

y(a)

f(t), a<t<b,
0.

Mas podemos questionar se F(¢) € a tinica solugdo para o P.V.I. acima. Neste caso, a

solugdo € tdnica, pois se G(¢) é uma outra solugdo, entdo
Gt)=ft)=F'(t)=(F-G)(t)=0= (F-G)(t)=c, t€(a,b),
onde ¢ é uma constante. Como F — G € uma fungdo continua em [a, b], podemos concluir que
(F—=G)(t)=c, Yt €a,b].
Por outro lado, temos que
(F—G)(a)=F(a)—G(a)=0—-0=0.
Desse modo, c =0¢ F (1) = G(t) para todo t € [a,b].

Entretanto, existem casos em que o P.V.I. dado ndo apresenta unicidade da solucao.

Considere, por exemplo, o P.V.I.

B —

Y()=Iy@)[2, teR,
¥(0) =0.

E facil verificar que ambas as fungdes y; (f) =0 e

(2.5)

t2

Z? t>07
ya(t) = 2

— t<0

4 )

sdo solugdes do P.V.I. (2.5). Assim, o P.V.I. (2.5) possui pelo menos duas solucdes.

Desse modo, dado o P.V.I. (2.4) surgem as seguintes questoes:
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1. Como sabemos se o P.V.I. (2.4) possui solugdo?

2. Caso exista uma solugao para (2.4), como saber se ela € tnica?

O teorema a seguir nos ajuda responder estas questdes.

d
Teorema 1. (Existéncia e Unicidade Local) Suponha que f e of sejam funcdes continuas

dy
no retdngulo R = {(r,y) | 1o <t <tp+a e |y—yo |< b} CA, onde a, b € R". Sejam ainda
b
M= (m?x | f(¢,y) | e@ =minX q, vl Entdo, o P.V.I. (2.4) possui uma dnica solugio y = y(r)
t,y)ER
no intervalo [fo, % + .

Antes de provar este teorema, introduzimos o seguinte resultado.

Proposic¢do 1. Seja a > 0 tal que (7,y(t)) € A para todo ¢ € [fy,tp + ¢]. Suponha que f seja
continua em A e que y seja continua em [fg, % + ¢]. Entdo, y = y(¢) é solugdo de (2.4) se, e

somente se,

t
y(t) =yo+ t f(s,y(s))ds, t € [to, 10+ t]. (2.6)

Demonstragdo. Seja'y uma solugdo de (2.4). Entdo, integrando ambos os membros da equagdo

y = f(t,y) em relagdo a t temos que

[[y@as= [ 7.5

que, pelo Teorema Fundamental do Calculo, resulta em

Y=y = [ Fl5.3(6))ds, 1€ lioto+al,

ou seja,
t
y(t) =yo+ t F(s,y(s))ds, t € [to,t0+ .
0

Reciprocamente, se
t

y(t)=yo+ | f(s,3(s))ds, t€ [to,to+

1o

como f e y sao continuas, quando derivamos em relagdo a ¢ temos que

v = 5 ([ rea6na)

= f(6,y().

Mais ainda, é claro que y(fp) = yo. Portanto, y = y(¢) é solugdo do P.V.I. (2.4) no intervalo
[t0,20 + at]. O

Observacao 2. A equacdo (2.6) é chamada Equacao Integral associada ao P.V.I. (2.4)
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A ideia da demonstracdo que apresentaremos para o Teorema 1 é de construir uma
sequéncia de fungdes (y, (7)), que seja convergente para uma fungdo y(¢) no intervalo [t, % + €]
que seja uma solucao continua de (2.6) e, portanto, do P.V.I. (2.4). Em seguida mostraremos que

a solugdo encontrada € Unica.

Supondo que as hipéteses Teorema 1 sejam verificadas, dividiremos sua demonstracao

nas 4 etapas a seguir.
1. Construciao da sequéncia de funcoes
Comegamos definindo yo () = yo. Para verificar se yo(r) € solugdo de (2.6) calculamos

t

yi(t) :==yo+ t £(s,y0(s))ds.

Se yi(t) = yo, t € [to, 1o+ ], entdo y(t) = yo é uma solugdo de (2.6). Caso contrério, verificamos
se y1(¢) é solucdo de (2.6) calculando

y2(t) :=yo+ /ttf(s,yl(s))ds.

Seya(t) =yi(t), t € [to,t0+ ], entdo y(r) = y; () é solugdo de (2.6). Caso contrdrio, verificamos
se y2(t) € solucdo de (2.6) calculando

y3(1) izyo+/ttf(s,y2(s))ds.

Se y3(t) =y2(t), t € [to,t0+ ], entdo y(1) = y(¢) € solugdo de (2.6). Caso contrério, verificamos
a préxima iterac@o e assim por diante. Desse modo, definimos uma sequéncia de fungdes (v, (¢))n,

onde

t
ya(t) =yo+ [ f(5,yn-1(s))ds.
Io
Definicao 8. Chamamos a sequéncia de funcdes
t
yn(t):y0+ f(sayn—l(s)>dsa neN,
lo
de Iteradas de Picard do P.V.I. (2.4).

Exemplo 3. Calculemos as iteradas de Picard do P.V.I.

Primeiramente, note que a equagio integral correspondente ao problema dado é

) =30+ [ ¥)ds =1+ [ s(s)as.
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Entdo, fazendo yo(7) = 1 temos que

t
yi(t) = 1+/ lds =1+t,
0

»(t) = 1—|—/()t(1—|—s)ds:1+t—|—;—2!,
t §2 2 3
y3(t) = 1+/0 (1+S+E)ds:l+t+5+§.
Continuando o processo acima podemos ver que
t 2 P n i
yn(t)zl—l—/oyn_1(s)ds:l+t+§+~~-+a:i§‘)5.
Além disso, € bem conhecido que
o i
lim ()= Y. 5 = ¢

i=0

que € solucao do P.V.I. dado.

O exemplo acima € uma motivac¢do para a proxima etapa em que mostramos que as

Iteradas de Picard sempre definem uma sequéncia que converge para uma solucao do P.V.I. (2.4).
2. Convergéncia das Iteradas de Picard

E importante notar que, em geral, as solu¢des de uma EDO podem nio existir para todos
os pontos ¢ do dominio. L.ogo, € natural pensar que as Iteradas de Picard podem ndo convergir
para todo ¢ do seu dominio, caso elas convirjam, realmente, para uma solucdo do P.V.I. (2.4).
Assim, para descobrir onde as Iteradas de Picard convergem, tentaremos, inicialmente, encontrar
um intervalo I em que (y,(¢)), seja uniformemente limitada, ou seja, | y,(¢) |< K para todo

ne Net el onde K é uma constante fixada.

Em outras palavras, buscaremos uma regido retangular R que contenha os gréaficos de
todas as iteradas de Picard. O lema a seguir mostra como encontrar esta regido.
Lema 1. Sejam a, b € R" tais que R = {(t,y) |10 <t <tfo+ae |y—yo |<b} CAe f seja

_ b
continuaem R. Se M = max | f(¢,y) | e @ = min vE entao

),

| yn(t) —yo [<K M(t —19), V1 € [ty,10+ t]. (2.7)

Demonstragdo. Provaremos o resultado por inducao sobre n. Para n = 0 € claro que (2.7) vale,
pois
| yo(t) =0 |=0,

para todo ¢. Agora, suponha que (2.7) vale para n — 1, ou seja,

| Yn—1(t) = yo [ M(t — 1), V't € [to,t0 + ],
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e note que

) =30 = |yo+ / F(5.3n1())ds — o |

[ 7(s.n-1(6))ds

<[ | F(synar(5)) | ds. 2.8)
Mas, para todo € [t, 19 + ],
| ya—1(t) = yo [S M(t —t0) & —M(t —t0) +yo < yu—1(t) < M(t —19) +Yo.
Assim, definindo as retas

roy(t)=—-M(t—t9)+yo, tER,
S:y(t):M(t_t0)+y07 r€R,

vemos que y,_(¢) fica entre r e s quando ¢ € [to, %) + &]. Mais ainda, aplicando essas retas no

ponto 7y + & e lembrando que & = min {a, 1%} temos que

r:y(t()—l—OC) :—M(t0+OC—t0)+y0:—M(X—Fyo)yo—b
s:y(to+a)=M(to+a—1ty)+yo=Ma+yy < yo+b.

Portanto, (z,y,_1(¢)) € R, para todo ¢ € [tg,%) + @], como mostra a Figura 1 a seguir. Assim,
| f(t,yn—1(2)) |< M, Yt€lt,to+ ]

Dai segue de (2.8) que

| yu(t) —yo |< /tt | f(s,yn-1(5)) | ds <M(t —t9), Yt € [to,to+ .

Note que, usando o mesmo raciocinio na demonstragdo do Lema 1, vemos que o resultado
deste Lema afirma que o grafico de y,(¢) estd entre as retas r e s, e que, portanto, (¢,y,(t)) € R,
para todo ¢ € [tg,79+ & e todo n =0, 1,2, ... Este significado geométrico estd apresentado na

Figura 1 a seguir.
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Figura 1 — Retas r e s delimitando a regido em que se encontram os termos da sequéncia de Picard

Yo+ b

y =y + M(t —tg)

y=yo+ M(t —ty)

Yo

y = yo — M(t —ty)

y=1yo— M(t —tg)

yp—b +

, , . ;
T T I I 1
ty to+a ty to+a to+a

b
(@ a=a b) o=

Fonte: Elaborada pelo autor.

Proposicio 2. Se % existe e é continua em R, entdo a sequéncia (y,(t)), definida pelas Iteradas

de Picard, converge uniformemente no intervalo [ty, % + ¢]. Ou seja, existe uma fungdo y(-) tal

que y,(t) — y(¢) para todo ¢ € [to, 1o+ .

Demonstragcdo. Primeiramente, vamos reduzir o problema de mostrar que a sequéncia de fungdes
(yn(t)), converge para o problema de mostrar que uma determinada série infinita converge. Para

isso, escrevemos y,(f) como

Ya(t) =yo(t) + 1(t) =yo ()] + [2(t) = y1 ()] + -+ -+ D1 (t) = Yn—2(8)] + [n(t) = yn-1(2)],

ou seja,
n

ya(t) =yo+ Y, k() = yi-1 (1))

k=1

Assim, (y,(t)), converge uniformemente em [ty,%) + o] se, e somente se, Z Vie(t) — ye_1(2)]
k=1
converge uniformemente em [, 7 + ¢].

Mostraremos a seguir que a série Z [vk(t) — yk—1(t)] converge uniformemente no inter-
k=1
valo [to,fo + ¢]. Para isso, note primeiro que

|yk(t) =y (1) | = |yo+/ttf(s7yk_1(S))ds—yo—/ttf(sayk_z(S))dS|

t t

] f(S,yk_](S))dS— ] f(S,yk_z(S)>dS

[ G160 = 321

0

< [ 1 FG5e1()) — f(5.32(s)) | ds.

To
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Agora, aplicando o Teorema do Valor Médio para fungdes de uma varidvel, ou seja, se f €
continua em [a, b] e derivdvel em (a,b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(a) — f(b) = f'(c)(b—a),

na segunda componente de f, obtemos que

t af(;’—f(s))‘ | Vi—1(8) —yx—2(s) | ds,

toz | £(s,yk-1(5)) = f(s,3%—2(s)) | ds :/

fo

onde &(s) é um valor entre y;_1(s) € yr_2(s). Logo, definindo

9f(f,y)’

L = max
(t,y)eR

dy

e notando que (s, (s)) € R para cada s € [fy, 7y + o], temos que

|yaw—yhm0k<z aﬂ

2D i) - seca0) s <L [ Toea(6) ) s

para todo 7y <t < 1o+ . Ou seja, temos

t
UHQ—MAﬁﬂéL[‘UpM@—MJOHd& <t <fo+a. 2.9)
0

Logo, aplicando a equagdo (2.9) para k = 2, segue do Lema 1 que

t—1
RIGESII |<L/|y1 s)|ds <L M(s—to)ds—ML( 2‘)),
fo

o que implica, para k = 3, que

t ‘(s—10)* 1 —1p)3
|)’3(l)—y2(t) |<L/[ |y2(s)_yl(s) |dS<ML2/t (S 20) dS:MLZ( 3'0) ‘
0 0 !

Por inducdo, podemos concluir que paratodofy <t <fy+

Vi) —ye—1()] < |ye(t) —yi—1(2)|
k—=1(, _ +\k
< ML (t —19)
k!
ML o
< -
k!
M (aL)*
L k!
Agora, a série Z (ocL)k converge, pois
> M ( M & M [& (aL) M
— — = = (e 1),
; L ! L,;l L (,;) ! ) A

Logo, pelo teste da comparacdo, a série Z [vk(t) — yk—1(t)] converge. Mais ainda, a série
k=1
converge uniformemente em [ty,7y + ¢|. Logo, (y,(¢)), converge uniformemente no intervalo

[t0, %0 + c]. Entdo, existe uma funcéo y(-) tal que y,(r) — y(t), para todo ¢ € [to,f + &]. O
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3. A existéncia de solucao
Proposicao 3. A fungio y(-) da Proposigdo 2 € solugdo do P.V.I. (2.4) em [, 19 + ¢].

Demonstragdo. Para cada t € [ty,to + o], sabemos que y, (1) = yo + f,f) f(s,yn—1(s))ds. Logo,

aplicando o limite quando n — oo obtemos que

1mwaw=gg(m+jvmywmwwﬁ,

n—oo

0 que resulta em
t
y(0) =yo+ lim | f(s,yn-1(s))ds. (2.10)
n—oo [0

Entao, basta mostrar que

fim [ F(sn1(9)ds = [ fs.(5))ds

n—oo to

Agora, como na Proposicao 2, usando o Teorema do Valor Médio segue que

[ sstnas= [ fooas < [ 1#) = Foels)lds

:/81‘(

< L 15() = yels) | ds.

Io

5= 56) ) s

Mas observe que
V) =ye(s) = ¥ i) =y,
o que implica, como na Proposicdo 2, que

v(s) =yi(s)] = I;Z i(s) = vj-1(s)]]

j=k+1
<Y ils) = y-1(s)]
j=k+1
M & (La)!
< My Lo @.11)
L, T
Logo,
> aL oL)/
|/fsyk /fsy ds<M(xZ(_>.
lo Jj=k+1 J!

Este somatério tende a zero quando k tende ao infinito, uma vez que se trata da parte final da

expansio da série de Taylor da fungdo e*". Desse modo, concluimos que

lim f(s yn(s))ds = lotf(s,y(s))ds

n—oo
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Desse modo,

y(t) =yo+ tf(svy(S))d&

fo
e, portanto, y(-) é solugdo de (2.6).
Mostremos agora que y(-) é continua em [fy,7) + a]. Para isso, devemos mostrar que,

parat € [fo,t) + ¢] e h suficientemente pequeno tal que ¢ + h € [fy,p + o], dado € > 0, existe
0 > 0 tal que

y(t+h) —y(t)] <&,

para |h| < 8. Ndo podemos comparar y(f + ) com y(z) diretamente, pois ndo conhecemos y()

. - : = (al) e
explicitamente. Entdo, escolhemos ng suficientemente grande de modo que — Z # < 3
j=no+1 I

Agora, observando que

Y(t+h) =y(t) = (e +h) = yug (1 4+ B)] + [yng (2 + 1) =Yg ()] + [y (1) = ¥(1)],

e prosseguindo como em (2.11) temos que

E

y(t4h) —yn,(t+1)| < g e |yn (1) —y(t)] < 3

Por outro lado, por construgdo, y,, ¢ uma fun¢do continua. Logo, existe § > 0 tal que,

E
|)’n0<t+h) _}’no(t)| < 57

para |h| < 8. Consequentemente, para |h| < & concluimos que

) =y < A ) = yng (£ + 1)+ [y (7 4 R) = g ()] |yng (1) = (1)]
< §+§+§:€,

0 que mostra que y(-) é continua para todo ¢ € [fy, 7y + &]. Logo, y(¢) é uma solucdo continua da

equagao (2.6) e, assim, pela Proposi¢ao 1 € uma solucdo do P.V.I. (2.4). ]

4. A unicidade de solucao

Para finalizar a demonstracdo do Teorema 1, mostraremos, nesta etapa, que a solugdo
encontrada na etapa 3 é tnica no intervalo [fy,7y) + @]. Para isso, provaremos, inicialmente, o

seguinte resultado.

Lema 2. Sejaw: [fp,c) — R, ¢ > 1y, uma fungdo continua e ndo negativa. Se
1
w(t) <K | w(s)ds, to<t<c,
Iy

onde K > 0, entdo w(t) = 0 para todo #p < 7 < c.
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Demonstragdo. Dado t € [ty,c) e € > 0 defina

U(t)=¢€e+ tw(s)ds.

1o
Entdo, como w é continua, temos que U’(1) = w(t) e, por hipdtese,

w(t) < K/ttw(s)ds

0

< K(£+ tw(s)ds)

I

= KU(1).

Ou seja, U'(t) < KU(t), o que implica que

e, portanto, que

Logo, integrando de 7y a ¢ temos que
InU(t) —InU (1) < K(t —19).

Ou seja,

Como € > 0 € arbitrario, fazendo € se aproximar de zero, concluimos que
e KI=0)y (1) <0,

o que implica que U (z) < 0, pois e X(=%) > 0. Por outro lado, é claro que U(t) > 0. Logo,
U(t) = 0. Assim, concluimos que 0 < w(f) < KU(t) = 0 para todo 1y < t < c, e, portanto, que
w(t) =0 paratodoty <1 <c. N

Proposicao 4. A solucdo do P.V.I. (2.4) encontrada na Proposi¢@o 3 € tnica.

Demonstragdo. Suponha que z(t) seja outra solugdo continua de (2.4). Entdo, temos que

y@=m+17mwwmse dw:m+t}@4mm.
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Logo,
pO=:0) = | [ Foro)ds= [ .z
< [ 1650) = fs3(5)lds

< L[ [y(s)~=(s)lds.

Iy
Fazendo agora |y(r) — z(¢)] = g(¢) temos que g é continua e ndo negativa em [fo,f) + ¢] e
g(t) < Lftgg(s)ds. Logo, pelo Lema 2, segue que g(z) = 0 para todo t € [fy,7) + @] e, assim,
y(t) — z(¢t) = 0 para todo 7 € [to, 7o+ ¢]. Ou seja, y(t) = z(¢) para todo ¢ € [to,t) + ¢]. Portanto,
concluimos a unicidade da solugdo. [

As quatro etapas apresentadas acima mostram que nas condi¢des do Teorema 1 existe
uma unica solugio y(-) de (2.4) em [tg, 79 + ¢t]. A seguir apresentaremos dois exemplos simples

envolvendo o Teorema 1.
Exemplo 4. Vejamos que o P.V.I.

Y =1+y+y*cos(t),
y(0)=0

possui uma unica solugdo em um intervalo especifico.

d
Primeiramente, note que f(¢,y) = 1 +y+y’cos(t) e of _ 1 + 2ycos(t) sdo continuas

dy
em qualquer retdngulo R = {(1,y) |0<t < a, |y |< b},em que ae b € RT. Assim, calculamos

M:(m?x | £(t,y) |=max{| 1 +y+y?cos(t) | JO0<t<a,|y| <b}=b*+b+1.
t,y)ER

b

m} . Como podemos tomar qualquer valor para a, temos

Desse modo, & = min {a,

que o maior valor de o serd quando for méximo (tomamos o maior valor de & a fim

2+b+1
de obter o maior intervalo em que garantimos a existéncia e unicidade local).

Lo ) 1 ) . 1
E fécil ver que o maximo de é —. Assim sendo, o maior valor de o é 3 e, pelo

b
b2+b+1 3
Teorema 1, temos que o P.V.I.

Y(t) = 1+y+y*cos(t),

y(0)=0
. L. - ) 1
possui uma unica solug@o no intervalo 0 <7 < 3
Exemplo S. Vejamos agora o seguinte P.V.1.
yy' —4t=0,

y(0) =0.
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4 Jdf 4t

Temos que f(t,y) = — e 3= Note que, embora ambas sejam continuas em algumas
Yy y
regides, nenhuma delas é continua em algum retdngulo da forma R = {(¢,y) |0 <t <a, |y |< b},

pois ndo estdo definidas no ponto (0, 0). Logo, ndo podemos garantir a unicidade das solucdes

para esse P.V.I.
Note que, neste caso, temos a existéncia de solu¢io, mas nao temos a unicidade. De fato,
temos, por exemplo, que tanto y(z) = 2¢ quanto z(¢) = —2¢ sdo solugdes para o P.V.I.
yy —4t =0,
y(0) =0,

) ) . d ) . N
pois considerando, primeiramente, y(f) = 2t temos que d_)t) =2 e, assim, substituindo na equacao,
obtemos que

2t-2—4t =4t — 4t =0,

d
e y(0) =0.J4 considerando z(t) = —2¢ temos que d—j = —2 e, entdo, ao substituirmos na equagao,
temos
(=2t)-(=2)—4t =4t —4r =0,

e z(0) =0.
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CAPITULO

EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE
PRIMEIRA ORDEM

Neste capitulo, nosso objetivo € apresentar alguns métodos de resolucdo para equagdes
diferenciais ordindrias de primeira ordem que aparecem de maneira mais frequente. Observamos
que o Teorema de Existéncia e Unicidade apresentado no capitulo anterior garante a existéncia

de solugdes dos problemas que serdo apresentados.

3.1 Equacoes Diferenciais Lineares

Iniciaremos nosso estudo com uma classe de EDOs de primeira ordem que sdo mais
simples e que aparecem com frequéncia em aplicacdes, as equacdes diferenciais lineares.
Definicao 9. Uma equacao diferencial linear de primeira ordem ¢ uma equacgao da forma

¥ +alt)y = b(), 3.1)
onde a(t) e b(t) sdo fung¢des continuas num intervalo 1.

Observacao 3. Note que se ay(?), ai(t) e bi(t) sdo fungdes continuas num intervalo 7, com

a1 (t) # 0 em I, entdo a equacdo
ay(t)y' +ao(t)y = b1 () (3.2)
pode ser reescrita na forma y’ +a(t)y = b(t), onde a(t) e b(t) sdo continuas em /.

Observacao 4. A equagdo (3.1) é chamada linear, pois a parte que depende de y € linear em y.
De fato, definindo g(¢,y) := a(t)y, temos que

glt,auyr +apy2) = alt)lony + apys]
= oqa(t)yr + aa(t)y:
= ag(t,y1) +ong(t,y2).
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Exemplo 6. A equagio y = t>sen(t) — ycos(t) é uma EDO linear de 1* ordem. De fato, note

que, neste caso, g(t,y) = ycos(t) e

glt,ouyr+ony:) = (ouyi+onys)cos(t)
= ayyicos(t) + opyrcos(t)

= ag(t,y1) + ong(t,y2).

Exemplo 7. A equacio y = ty?> + sen(t) ndo é uma EDO linear de 1* ordem. Neste caso,

gt,y)=ty*e

glt,ony1+oy2) = (ouyi+ony)’t
= (ouy1)*t +2(auy1)(0ny2)t + (0py2)*t
= o7g(t,y1) + 03g(t,y2) + 2001 0yt
# oug(t,yi) +ong(r,y2).

Observacao 5. Considere o P.V.I. associado a equagao (3.1)

Y 4al(t)y =b(t),
y(to) = Yo,

onde a(r) e b(t) sdo continuas num intervalo / ety € I. Entdo, pelo Teorema de Existéncia e
Unicidade, este P.V.I. possui uma dnica solugdo local, pois as fungdes f(z,y) = —a(t)y+b(t) e
d
a—f(ny) = —a(t) sdo continuas tanto em ¢ quanto em Y.
y
No que segue tentaremos encontrar uma solugdo para a equacao (3.1) e, assim, para um

P.V.I. associado a esta equacao.

3.1.1 Equacoées Homogéneas

Como ndo € imediato encontrar uma solugdo para equagao (3.1), inicialmente, iremos

simplifica-la, colocando b(t) = 0, e assim teremos

y +a(t)y=0. (3.3)

Definicao 10. A equacgdo (3.3) é chamada equacao diferencial linear homogénea de primeira
ordem [L.H.] associada a (3.1). J4 a equacdo (3.1) é chamada equacao diferencial linear nao

homogénea de primeira ordem [L.N.H.].

Supondo que y(r) # 0 em I, a equagado (3.3) pode facilmente ser resolvida. De fato,
isolando y’ e dividindo ambos os membros por y, obtemos

y_
v (t).
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/

y d
C —=—( t
omo &= £ (1n (1)

), podemos reescrever a equagdo acima como

—(In|y(t) |) = —a(t),

e agora, integrando ambos os membros desta equacao, ficamos com

In| y(t) |= —/a(t)dt—l—cl,
onde c¢; é uma constante de integracdo. Por meio da exponencial, obtemos
(= Ja(®)dt+c)
o que implica que
y(t) = ce™ AWt (3.4)

Assim, vemos que y(¢) dada por (3.4) é uma solugdo de (3.3) e, além disso, qualquer outra

solugdo serd desta forma para algum ¢ € R. Assim, podemos considerar a seguinte defini¢do.

Definicao 11. Dizemos que (3.4) € a solucao geral da equacao diferencial linear homogénea
[L.H.].

Exemplo 8. Encontremos a solu¢io do P.V.I.
Y +2y=0,
y(0) = 1.
Neste caso, a(t) = 2 e, assim, temos que a solugdo geral é dada por

—J2dt _ ce 2

(1) = ce
Agora, como y(0) = 1, temos que

1=y(0)=ce® = c=1.
Desse modo, a solucao do P.V.I. é dada por

y(t)=e

Proposicao 5. Sejam y; e y, solucdes da [L.H.]. Entdo:
(1) y1 +y2 também € solugao da [L.H.];
(i1) cy1, ¢ € R, também € solucao da [L.H.];

(iii) a fungdo y(r) = 0 é solugdo da [L.H.].
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Demonstragdo. (i) Substituindo y; 4y, em [L.H.] temos que

1 +y2) Fa() 1 +y2) = Yi+ysr+alt)yr+a(t)y:
= Oh+aly)+ (s +a(t)y2)
= 0,
pois y; e yz sdo solugdes de [L.H.]. Logo, y; +y; € solugdo da [L.H.].

(i1) Substituindo cy; em [L.H.] temos

(cy1)'+a(t)(eyr) = ey +ca(t)yr = c(y) +alt)y1) =0,

pois y; € solucdo de [L.H.]. Logo, cy; € solugdo da [L.H.].

(iii) Sendo y(z) = 0 entdo y'(¢) = 0 e substituindo em [L.H.] temos
y +a(t)y=0+a(t)0=0.
Portanto, y(t) = 0 € solugdo da [L.H.]. O

Observacao 6. A proposicdo anterior nos permite dizer que o conjunto das solucdes da [L.H.] é

um espaco vetorial de dimensao 1 e que y(7) = e~ JaWdt ¢ yma base para este espaco.

3.1.2 Equacoes Nao Homogéneas

Consideremos agora a equacao ndo homogénea

Y +alt)y =b(t)

e tentemos encontrar uma solugdo para ela como fizemos para a [L.H.]. Se pudéssemos fazer

algo para que a [L.N.H.] possa ser reescrita como

d
E(”algo”) =Db(t),

nosso problema estaria resolvido, pois bastaria integrar ambos os membros para encontrarmos o
valor de "algo”. Mas y' + a(t)y néo parece ser a derivada de uma expressdo simples. Procurare-
mos, entdo, uma fungdo pi(z), continua e diferencidvel, tal que multiplicando ambos os membros

da [L.N.H.] por u(t) e considerando a equagdo equivalente

w(e)y +p(r)a(t)y = u(e)b(t), (3.5)

a expressdo W(1)y + p(r)a(r)y seja a derivada de alguma sentenga simples.

Agora, observe que

d

S (w()y) = w(t)y +u'(t)y.
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Logo,

, d

ROy +a(p)y = —(k@)y) < w(n)y' +a()u()y = pu(r)y' +u'(r)y

/

pi(r) = at)u(r)
() —a(t)u(r) =0.

w'(t

Mas, note que, u'() —a(t)u () = 0 é uma EDO linear de primeira ordem homogénea, para
a qual ja temos um método de resolucao apresentado na Se¢do 3.1.1. Assim, resolvendo esta
equacgao temos que

() = cel a)dt

Como precisamos de apenas uma fungdo u () satisfazendo as condi¢des acima, podemos tomar

c =1 e, entdo, considerar a funcao

Ou seja,
3(t) :Ce—j‘a(t)dt+e—fa(r)dz/efa(z)dzb(t)dt (3.6)

¢ a solucao geral da equacdo linear ndo homogénea.

Observacao 7. Note que a 1? parcela da solugao geral de [L.N.H.] € a solu¢do geral da equa-
¢ao linear homogénea associada e que a 2% parcela é uma solugao particular da equacio nao

homogénea, obtida quando ¢ = 0, ou seja,
yp(t) — Qe Jal)dr +e dl/ Ja( dlb )dt = e~ dl/ Jalt dtb

Assim, a solucdo geral da [L.N.H.] € a soma da solugdo geral da [L.H.] associada com uma
solugdo particular da [L.N.H.]. Esta observagdo ser4 util quando tratarmos das EDOs de segunda

ordem.

Definiciio 12. A funcdo p(r) = e/ (4" ¢ chamada fator integrante para a equacio linear no
homogénea.
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Observacao 8. Note que para uma EDO linear ndo homogénea € mais simples repetir o processo

apresentado acima do que decorar a férmula (3.6).

Exemplo 9. Encontremos a solucao do P.V.I.

Agora, multiplicando toda a equagdo por () temos

/

y Y _

r
que equivale a

4 (X) _

dr \t '

Integrando ambos os membros da equagdo acima obtemos
}—]:/e’dt:>X:et+c.
t t
Logo,
y(t) =te' +tc.

Finalmente, como

y)=lel+le=e—1=etc=c=—1,

temos que a solucao do P.V.I. € dada por

y(t) =te —t.

3.1.3 Algumas Aplicacées
3.1.3.1 Modelo Populacional de Malthus

Como vimos anteriormente, a taxa de variacdo populacional segundo o modelo de
Malthus é dada pela EDO linear homogénea de primeira ordem p’ —kp =0, onde a(t) = —k e,
assim, tem como soluc¢ao

— [ —kdt _ . kt

p(t) =ce ce™.

Sendo a condigdo inicial p(0) = po temos que
po=p0) =ce® = py=c.

Desse modo,

p(t) = poe™.
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Note que, se a taxa de natalidade para essa populagcdo € maior que a de mortalidade, ou
seja, k > 0, entdo, como ja esperadvamos, a populacdo cresce. E se a taxa de natalidade para essa
populacdo € menor que a de mortalidade, ou seja, k < 0, entdo, também como j4 esperdvamos, a

populacdo decresce.

Exemplo 10. Uma col6nia de bactérias cresce a uma razdo proporcional ao nimero de bactérias
presente. Se o nimero duplica a cada 24 horas, quantas horas serao necessarias para que o

nimero de bactérias aumente cem vezes de sua quantidade inicial?

O ndmero de bactérias em um instante ¢ € dado por
p(t) = poe.
Sabemos que o nimero de bactérias dobra a cada 24 horas, entao
p(24) = poe®* = 2py = k= 0,029.

Desse modo,

p(l) _ p060,029t'

Como desejamos saber quando o numero de bactérias aumentard em cem vezes de sua quantidade

inicial, basta substituir p(¢t) = 100p e obtemos
100pg = poe® % = %92 — 100 = 1 £ 158, 8.

Desse modo, para que o nimero de bactérias aumente em cem vezes de sua quantidade inicial

sd0 necessarias aproximadamente 158 horas e 48 minutos.

Como j4 observamos anteriormente, no modelo de Malthus sé sdo consideradas as mortes
por causas naturais. Assim, ele ndo € um modelo adequado para todos os tipos de populagdes,
pois quando k < 0 e ¢ tende ao infinito temos que p(¢) tende a 0 e, assim, a populacdo serd
extinta, e quando k > 0 e ¢ tende ao infinito temos que p(¢) tende ao infinito e, assim, esta
populacdo crescera indefinidamente. Outro modelo populacional mais adequado (de Verhulst)

sera trabalhado mais a frente.

3.1.3.2 Decaimento Radioativo

Como também ja vimos, a taxa de desintegracdo de um elemento radioativo € dada pela
EDO linear homogénea de primeira ordem Q'+ KQ =0, com K > 0. Aqui a(r) = K e, assim, a
solucdo da EDO ¢ dada por
O(t) = ce™ 1K = oK1,

Considerando a condi¢ao inicial Q(0) = Qp temos

0o=0(0)=ce X0 = gy =c.
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Assim sendo, temos que

Q(t) = Qoe X.

Observemos que vale uma equacio semelhante quando, ao invés de considerarmos a
quantidade do elemento, consideramos a massa do elemento. Se m denota a massa do elemento,
o problema fica

m' +Km=0.
Se m(0) = my, a solugdo é dada por

m(t) = moe K.

Para o pré6ximo exemplo observamos que a meia-vida de um elemento ou substancia
radioativa € definida como o tempo necessario para a decomposicao da metade do elemento ou

da substancia.

Exemplo 11. Um quimico possui 200 gramas de um elemento radioativo e sabe que ele possui

meia-vida de 4 dias. Este quimico deseja saber em quanto tempo terd 75 gramas do elemento.

A quantidade de elemento em qualquer instante € dada por
m(t) = 200e X1, (3.7)

Além disso, como sabemos que a meia-vida desse elemento € de 4 dias, entdo

1 1
4) = -0y = =200 = 100.
0(4) 2Qo >

Por outro lado, por (3.7) temos que
Q(4) = 200e X4,
o que implica que
200e 4K =100 = ¢ 4K = % = K 20,1733.
Desse modo, a solucdo do nosso problema é dada por

Q(t) = 200173

Agora, como desejamos saber quando restard 75 gramas do elemento, basta substituir esse valor

em Q(¢) na equagdo acima, e obtemos
75 =200e 01733 = 01T — 375 = 1 =2 5, 66.

Ou seja, teremos 75 gramas do elemento aproximadamente em 5,66 dias, ou 5 dias, 15 horas e

50 minutos.

Observacdo 9. E interessante notar que a desintegracio radioativa é utilizada, por exemplo, na
datacao por carbono-14 e também para descobrir a falsificacdo de obras de arte, entre outras

aplicacoes.
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3.1.3.3 Diluicdo de Misturas

Consideremos um problema sobre mistura de fluidos num tanque, em que y(¢) representa
a quantidade da substincia no tanque no instante ¢, Tg () representa a taxa de entrada da
substincia no tanque no instante ¢ e Ts(#) representa a taxa de saida da substincia do tanque no

instante ¢.

Das consideragdes acima, a derivada de y com relacdo a ¢ pode ser entendida como a taxa
de variacdo da quantidade da substincia no tanque com relacdo ao tempo. Assim, se quisermos
encontrar a quantidade da substincia presente no tanque num dado instante ¢ podemos resolver a
seguinte EDO

Y =Tg(t) = Ts(1),

onde Tg(t) e Ts(t) podem depender de y(7). Mais ainda, a concentragio da substincia presente
y

(1)

no tanque no instante ¢ é dada por C(¢) = ==, onde k é a capacidade total do tanque.

Exemplo 12. Um tanque contém 100 litros de dgua salgada. E adicionado, neste tanque, dgua
salgada a razdo de 5 litros por minuto, com uma concentra¢do de sal de 2 g/¢. Ao mesmo
tempo, a mistura deixa o tanque através de um buraco a mesma razao. A mistura do tanque
€ continuamente agitada, de modo a manter a solu¢gdo homogénea, ou seja, a concentragao
¢ a mesma em todo tanque. Se, inicialmente, a mistura contém uma concentra¢do de 1 g//,

determine a concentra¢do num instante futuro.

Note primeiramente que, como a dgua que entra tem concentracio de sal de 2 g// e esté
entrando numa razdo de 5 ¢/min, entdo a quantidade de sal adicionado ao tanque corresponde a
2-5g/min = 10g/min. Da mesma forma, como a dgua deixa o tanque com uma concentragéo
de sal de yl(Tlgg /¢, numa razdo de 5 ¢/min, temos que a quantidade de sal deixando o tanque
corresponde a 5 - %g/min = yz(—é)g/min. Logo, temos que Tg(t) = 10 e Ts(t) = yz(_g) e a variagdo
da quantidade de sal no tanque € dada por

/ y(t)
t)=10——7=,
Y1) 20
ou seja,
()

") +=2< =10

que € uma EDO linear ndo homogénea de primeira ordem. Entdo, para resolver esta EDO
encontremos, inicialmente, o fator integrante. Como aqui a(t) = %, temos que

13

‘LL(I) _ ej'a(t)dt _ efz—lodt — 0.

Multiplicando a EDO por p(t) ficamos com

ou seja,
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Integrando ambos os membros da igualdade acima de 7o = 0 a t obtemos
e y(t) — y(0) = 200e2 — 200.
Como y(0) = 100, concluimos que
y(f) =200 — 100e ™.
Logo, a concentracao de sal no tanque no instante ¢ serd de
ey =) _o_ 5.
Observacao 10. Note que no exemplo acima

lim C(f) = lim (2 — ™) = 2.

t—oo t—oo
Ou seja, depois de muito tempo, a concentragdo de sal no tanque tende a ser de 2 g//.
Observacao 11. Problemas que envolvem a quantidade de um certo elemento presente em um

recipiente, geralmente, podem ser descritos da mesma forma que no Exemplo 12 como, por

exemplo, a concentracao de oxigénio em uma sala com ventilacdo controlada.

3.1.3.4 Variacdo da Temperatura de um Corpo

Como jé foi visto, a variagdo da temperatura de um corpo pode ser descrita pela EDO
T'(t)+KT(t) = KT,(1),

ou seja, a variacdo da temperatura do corpo € proporcional a diferenca entre as temperaturas do
corpo e do meio ambiente. A seguir consideramos o caso em que a temperatura 7, do ambiente é

constante € 0 caso em que esta temperatura varia com o tempo.
1° Caso: Temperatura do Ambiente Constante

Se a temperatura do ambiente é constante e ndo nula, ou seja, T,(¢) = T, # 0 para todo ¢,
entdo a EDO
T'(t)+KT(t) = KT,

€ uma EDO linear ndo homogénea de primeira ordem e, assim, sabemos encontrar sua solucao.

Como, neste caso, a(t) = K, entdo o fator integrante é dado por

:edet .

u(r)
Muliplicando a EDO por u(t) temos

KT (1) + X KT (1) = XK T,
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ou seja,
d

E(eKtT(t)) = KIKT,.
Integrando ambos os membros da igualdade acima obtemos
KT(r) = / KK T,dr
= T / K Kdt
= T, (eKt +c1)

= T8 +e.

Logo,
T(t)=ce X4+,

Supondo que a temperatura inicial é dada por 7 (0) = Tp, temos que
To=T0)=ce K04+ T, = c=Ty—T,,
ou seja, a temperatura do corpo, conhecida sua temperatura inicial, é dada por
T(1) = (Ty—T,)e X +1T,.
Observacio 12. E interessante notar os seguintes fatos:
1) Quando Ty > T, temos que
To—Tt)=To— [(To—T.)e X +T,] = (Th—T,)(1—e *") >0,

ou seja, T(t) < Tp. Assim, como jd esperdvamos, a temperatura do corpo deve diminuir com o

passar do tempo.
ii) Quando Ty < T, temos que
Th—T{t)=Ty— [(To—T.)e X +T,) = (Th—T.)(1-e X)) <0,

ou seja, T'(¢t) > Tp. Novamente, como esperdvamos, a temperatura do corpo deve aumentar com

o passar do tempo.
iii) Finalmente, quando 7y = 7, temos que
To—T(t)=To— [(To—T.)e X +T,] =0,
ou seja, T(t) = Tp. Ou seja, T (¢) permanece constante.
Observacdo 13. Note que, quando 7 tende ao infinito, 7'(¢) tende a T,. De fato,
lim 7(r) = lim [(To — To)e ™ + T,] =0+ 7, = T,.

Por este motivo, T, é chamada de temperatura de equilibrio.
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2° Caso: Temperatura do Ambiente nao Constante

Suponhamos agora que a temperatura do ambiente varia com o tempo ao receber ou
ceder calor ao corpo. Sejam m e m, as massas do corpo e do meio ambiente, respectivamente, € ¢
e ¢, os calores especificos do corpo e do meio ambiente, respectivamente. Supondo que ndo haja

mudancas de estado fisico, sabe-se que a lei de conserva¢do da quantidade de calor € descrita por
me(To—T) = mace(Ty — Tap),

onde T =T(t) e T, = T,(t) sdo as temperaturas do corpo e do ambiente, respectivamente, no
instante ¢, e Tp = 7'(0) e T, 0 = T,(0). Assim, temos que a temperatura do ambiente varia da

seguinte forma

mc
T, = (To—T)+Ta70.
MyCy

Substituindo na equagdo T’ + KT = KT, obtemos

mc

T+KT::K( (m—n+né)

MgCq

mc
= K( ) (TO—T)+KTG’().

Logo, temos a seguinte EDO

, mc mc
T +K(1+ T=K(To+——Tp).
maCa ata

mc

Como m, ¢, m, € ¢, sdo constantes, podemos tomar A = s-ea EDO acima fica

aCa

T'+K(14+A)T = K(T,0+ATp),

que ¢ uma EDO linear ndo homogénea de primeira ordem, com a(f) = K(1+A). Procedendo
como no caso anterior, vemos que sua solucdo satisfazendo a condi¢@o inicial 7'(0) = Ty é dada

por
O%:%—ﬂwé«umy Tap +ATy
1+A 1+A

Observacao 14. Novamente, € f4cil verificar os seguintes fatos:
i) To > T, 0 = T (t) decresce com o tempo e, por consequéncia, T, (1) cresce.
i) Ty < T, = T (t) cresce com o tempo e, por consequéncia, 7,(t) decresce.
iii) Tp =T, 0 = T (t) e T,(t) sdo constantes iguais a Tp.

Observacao 15. Note que

lim 7'(¢t) = lim
t—o0 t—o0

1+A 1+A 1+A
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Utilizando o que foi visto anteriormente, sabemos que 7,,(t) = A(To — T'(t)) + Tp.0. Assim,

lim 7,(r) = lim [A(Ty — T(r)) + o] = A (TO .

t—oo

Ta 0+ ATy  Tuo+AT
1+A a0~ T A

T,0+AT; s
Dessa forma, neste caso, chamaremos % de temperatura de equilibrio.

Exemplo 13. Um detetive encontra uma vitima de assassinato as 9 horas da manhd em um
quarto de hotel. A temperatura do corpo é de 32,4°C. Depois de uma hora a temperatura do
corpo € de 31,7°C. Sabendo que durante todo o tempo o ar-condicionado esteve ligado mantendo

a temperatura do quarto em 20,6°C, estimemos a hora do crime.

Sabemos que Ty = T'(0) = 32,4°C, T (1) = 31,7°C, e que a temperatura do ambiente é
constante igual a 7;, = 20,6°C. Logo, a temperatura do corpo em um instante qualquer é dada
por

T(t) = (To—T,)e X + T, = (32,4—20,6)e X" +20,6 = 11,8¢ X" +20,6.

Como sabemos o valor de T'(1), entdo
T(1)=11,8¢ K1 +20,6 = 31,7=11,8¢ X +20,6 = ¢ X 20,9408 = K = 0,061.
Desse modo, podemos tomar
T(1) = 11,8200 £ 20, 6.

Sabemos também que a temperatura de um ser humano saudavel varia entre 36°C e 37°C. Assim,

substituindo esses valores na equagao temos
37 =11,8¢"%%1 1 20,6 = 1 =~ —5,4;

36 =11,8¢7091 1.20,6 = r = —4,365.

Note que ja era esperado encontrar um tempo negativo, pois o assassinato ocorreu antes da
chegada do detetive, entdo, o corpo ja havia cedido calor. Agora, t = —5,4 equivale a 5 horas
e 24 minutos antes das 9 horas, ou seja, as 3 horas e 36 minutos da manha, e que t = —4,365
equivale a 4 horas e 22 minutos antes das 9 horas, ou seja, as 4 horas e 38 minutos da manha.

Entdo, o crime ocorreu entre as 3 : 36 e 4 : 38.

3.1.4 A Equacao de Bernoulli

Uma equagao da forma
Y+ p(t)y =q(t)y",
onde p(t) e g(t) sdo fungdes continuas em algum intervalo I dareta e n € R, é chamada Equacao

de Bernoulli. Observe que, quando n = 0 ou n = 1, a Equagao de Bernoulli € uma equagao

linear e pode ser resolvida como visto anteriormente. Entretanto, se n # 0 e n # 1 esta equagao
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ndo € linear, mas pode ser transformada em uma equacao linear fazendo a mudanga de varidvel

z =y~ De fato,
7

1—n =

1

l1—n
Substituindo na Equagdo de Bernoulli temos que

Z/

1—n

1 n

2T+ p(t)zT = g(t)zT 7.

Logo, multiplicando por (1 —n) encontramos

225 4+ (1—n)p(1)zm7 = (1—n)g(t)zT7.

Notando que z-z7-» = zT-» e substituindo na igualdade acima temos

Z20 4+ (1=n)p(1)zzT = (1 —n)g(t)z77,

que € equivalente a
74+ =n)p(t)z=(1-n)q(t). (3.8)
Veja que esta nova EDO ¢ linear ndao homogénea de primeira ordem e pode ser resolvida pelo

método do fator integrante visto na Se¢do 3.1.2. Assim, podemos encontrar uma solucio para a

equacao de Bernoulli.

Exemplo 14. Encontremos a solucio da equagio y' 412y = 12y

Neste exemplo, temos que n = 4, p(t) =12, g(t) = t*> e z = y~>. Substituindo na equacio
(3.8) obtemos
7 =322 = -3¢,

e, nesta EDO, a(t) = —3t? e o fator integrante é dado por

_ o J3rdr _

(1) e

Multiplicando a equagdo por pt(z) obtemos
eiﬁz' — eft33t2z = —e*t33t2,

que € equivalente a
d

dt
Integrando ambos os lados obtemos

3
3¢2.

3
()= e
3 3 3
e tZ:/—e "32dr =e" o,

o que implica que
z(t) =1 tee
Como y = z_%, a solucdo da equacao dada é

LI —

W(6) = (1+ce”)
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3.1.5 A Equacao de Ricatti

Uma equagdo da forma

Y+ p(t)y+a(t)y* = f(1),

onde p(t), ¢(t) e f(¢) sdo fungdes continuas em algum intervalo / dareta e g(r) #0 em I, é
chamada Equacao de Ricatti. Caso seja conhecida uma solucdo particular y; da Equagdo de
Ricatti podemos transformé-la em uma EDO linear de primeira ordem, fazendo a mudanca de
varidvel y =y + % De fato, observe, primeiramente, que y' = y| — ZZ—; Agora, substituindo na

Equacdo de Ricatti, obtemos

(y'l - j—;) +p(1) <y1 + %) +4(7) (yl + %)2 = f(1),

O+ PO +gyd) - 5+ PO 2 40 gy

Como y; € solugdo da Equacgdo de Ricatti, a igualdade acima fica

ou seja,

_ 2 p) ] 2q(0y q(;) _ ),
< < <

0 que equivale a

Multiplicando por z? obtemos
—Z +p(t)z+2q(1)y1z+4q(t) =0,
ou seja,

7 —[p(t) +2q(t)y1lz = q(z), (3.9)

que é uma EDO linear ndo homogénea de primeira ordem. Assim, conhecendo uma solu¢ao
particular da Equacdo de Ricatti, podemos transformd-la em uma EDO linear ndo homogénea de

primeira ordem e resolvé-la pelo método do fator integrante.

Exemplo 15. Encontremos a solugio da equacdo y' +ty?> — 2¢2y +1> =t 4+ 1 conhecendo a

solugdo y;(t) =1 — 1.
Aqui temos que p(t) = —2t2 e g(t) = t. Entio, substituindo na equacio (3.9) obtemos
7 —[-22+2(t— 1))z =1,
ou seja,
742z =1,
e, nesta equacdo, a(t) = 2t. Assim, temos que

2
:efztdz:ez )

1(1)
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Multiplicando a EDO acima por pi(¢) obtemos
7 e g = e’zt,

que € equivalente a

d
E(elzz) =t

Integrando ambos os membros da igualdade acima obtemos
1 1 1
etzz = /etztdt = §/€t22ldl‘ =5 <et2 —|—cl> =c+ ietz.

Logo,

1
Z?

Agora, como y = y| + -, a solu¢do da equagdo dada é

1

yt)=@t—1)+—7—7.
ce"+5

3.2 Equacoes Diferenciais Nao Lineares

Nesta secdo, estudaremos alguns tipos de equagdes diferenciais ndo lineares, com o obje-
tivo de buscar métodos para encontrar solu¢des para essas equagdes. Observamos, primeiramente,

que muitas vezes € conveniente escrever a equagao

y = f(t,y)
na forma
M(t,y)+N(t,)y" =0.

Note que isto serd sempre possivel, pois basta tomarmos M(¢,y) = —f(t,y) e N(t,y) = 1.

3.2.1 Equacoes Exatas

Definicao 13. Dada a equacio diferencial de primeira ordem
d
M(t7y> +N(t7y)_y =0
dt
ou

M(t,y)dt +N(t,y)dy =0, (3.10)

onde M,N : Q — R e Q é um subconjunto aberto do R?, dizemos que ela é uma equaciio

diferencial exata se existir uma funcdo V : Q — R tal que

V(t,y)
ot

oV(t,y)

=M(t,y) 2

=N(t,y),

para todo (¢,y) € Q.
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t3
Exemplo 16. A equacio (> + y?)dt + 2tydy = 0 é exata, pois V (t,y) = 3 +1y? é tal que

A%

2,2

— =t =M(t e — =2ty=N(t,y).

5, =1ty (t,y) 3y 2 (t,y)

Note ainda que esta ndo € uma equacao linear.

Observacdo 16. Note que, se y = y(t),7 € I, é solugdo da equacdo (3.10) e ela é exata, entdo

existe uma fung¢do V (¢,y) tal que %—‘t/(t,y) =M(t,y)e %—‘y/(t,y) = N(t,y) e, assim,

av A% dy
E(RY%L 8_y(t’y)$ =0.

Logo, se V(t,y) é diferencidvel, pela regra da cadeia, a equagdo acima é equivalente a

d
—V =0 1
V() =0, rel,

ou seja, V(z,y(t)) = ¢, paratodo r € I e algum ¢ € R. Logo, as solu¢des da equacdo exata sdo

dadas implicitamente pela equagdo V (¢,y) = c.

Definicao 14. A funcgdo V(¢,y) é chamada uma integral primeira de (3.10) e as curvas definidas

pela equagdo V (¢,y) = ¢ sdo chamadas curvas integrais de (3.10).

3
t
Exemplo 17. No Exemplo 16, V(t,y) = 3 +ty? é uma integral primeira da equacio dada e
3
t
3 +1y? = ¢ sdo as curvas integrais.

Observe que no Exemplo 16 foi f4cil concluir que a equagdo era exata e encontrar sua
solu¢do reconhecendo que o primeiro membro € a derivada de % +1y? em relagio a f e o segundo
membro € a derivada desta func¢do em relagcdo a y. No entanto, para equagdes mais complicadas
pode nao ser possivel fazer isto. O teorema a seguir nos fornece um critério para determinar se
uma equacdo dada é exata ou ndo.

o oM oN aN
"dy’ dt’dy’ ot

Teorema 2. Suponha que M sejam continuas num retangulo

R={(t,y) eER?|a<t<bec<y<d}.

Entdo (3.10) é uma equacdo diferencial exata se, e somente se,

oM JN
5 o (3.11)
para todo (¢,y) € R.

Demonstragdo. Suponhamos que (3.10) seja exata. Entéo existe uma fungdo V (¢,y) tal que

v, v

E: c a_y_N
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Assim,
oM 0*V ON 9V oM 9V . ON_ 9%V
ot 927 dy 2’ dy  dyot ot odtdy’
oM JdM ON JN
Como —, — —— sd0 continuas, segue que todas as derivadas parciais de 2% ordem de

or° 9y’ a1 9y

V sdo continuas. Desse modo, pelo Teorema de Schwarz, temos que

9%V 9%V
dydt  dtdy’
ou seja,
oM _ oN
dy  odt’

Reciprocamente, suponhamos que M e N satisfacam (3.11). Mostraremos que (3.10) é

exata, ou seja, vamos construir uma fungio V(z,y) satisfazendo

av av
EZM c a_y:

Note que integrando a primeira das equagdes acima em ¢ obtemos

N.

V() = [ Mleydi+h0).

onde A(y) é uma fungdo arbitraria de y. Derivando esta expressdo em relacdo a y, podemos

concluir que

Te) = [ G e+ H ),

) |4
Assim, —(¢,y) = N(t,y) se, e somente se,

dy

oM
Ney) = [ S+ )
Yy
ou seja, se, € somente se,
p oM
WO) =Ny - [ Sy (3.12)
Agora, note que o segundo membro de (3.12) depende apenas de y. De fato,

% (N(t,y) —/%(r,ﬁdt) = %L;/(t,y) — %ij(t,y) =0,

pois, por hipétese, M e N satisfazem (3.11). Assim, integrando (3.12) em y obtemos

h(y)z/ [N(t,y)—/%—ﬂyd(t,y)dt} dy.
Logo,
V(t,y) :/M(t,y)dﬂr/ {N(t,y)—/%—Ay/l(t,y)dt} dy

av A%
¢ uma fungdo talque — =M e — =N. U

ot dy
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Note que a demonstragcdo do Teorema 2 nos proporciona um método para calcularmos
V(t,y) e, desse modo, a solug¢do da equacdo (3.10). Veja ainda que é mais fécil repetir o processo
realizado no Teorema 2 do que utilizar a expressdo de V (z,y) obtida neste Teorema. Observamos
ainda que as solucdes sao dadas, na maioria dos casos, de forma implicita e nem sempre serd

possivel encontra-las na forma explicita.

Exemplo 18. Encontremos a soluc¢do do P.V.I.

(23 +3y)dt + (3t +y—1)dy =0,
y(0) =4.

Neste caso, temos que M(t,y) = 2t +3y e N(t,y) = 3¢t +y — 1. Esta equacdo é exata,

oM JdN
pois 5 = 3= 5 © assim, existe uma fungdo V (z,y) tal que
y
A% 2%

Integrando (i) em # obtemos

f4
V(t,y) = / (26 + 3y)dt +h(y) = 5 + 3ty h(y).

Derivando agora em relagdo a y e usando (ii) temos

/ av , y?
3t+h(y)=a—y=3t+y—1$h(y)=y—l;$h(y)=E—y-
Assim, as curvas integrais sdao dadas por
V(t,y) t4—}—3t +y2
== ——y=c.
)Y > yr 5 7Y

Aplicando a condig¢do inicial do P.V.I., ou seja, y(0) = 4, obtemos

02 2

4
— 04+ ——4= =4.
2+3O +2 c=c

Logo, a solu¢do do P.V.I. é dada implicitamente por
4 2

t y
Lofsmy+2l —y=a.
g TIVETTY

Observacao 17. E interessante observar que embora tenhamos comecado o processo por
V(t,y) = [M(t,y)dt + h(y), poderiamos ter comecado por V (z,y) = [N(t,y)dy+ g(t) e prosse-
guido de maneira similar ao que foi feito na demonstragdao do Teorema 2.

Para ilustrar a observagao acima, veja que no Exemplo 18 podemos comecar o processo

integrando (ii) em y e ficando com

2

V(t,y) = /(3t +y—1)dy+g(t) =3ty + yE —y+g(t).
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Derivando agora com relagdo a ¢ e usando (i) temos

/ v 3 ! 3 t4
3y+g(t) = o= 20 43y=g(t)=2"=g(t) = 7
Assim, as curvas integrais sao dadas por
V(t,y) t4+3t +y2
= — _—— = C
)Y 3 y 2 y )

que € a mesma fun¢do encontrada anteriormente.

3.2.2 Equacdes com Variaveis Separaveis
Definicao 15. Uma equac@o com varidveis separdaveis ¢ uma equacao da forma
M(#)N(y)dt +P(1)Q(y)dy = 0,

onde P(t) # 0 para todo t e N(y) # 0 para todo y.

Note que quando multiplicamos (3.13) por u(t,y) = m obtemos
M@) . O0)
dt + 22 gy — 0,
P@t) —  N(y)

o que justifica o nome dado para estas equagdes.
E claro que (3.14) é uma equacio exata, uma vez que
9 (M) _o-9 <@)
ay \ P(1) a1 \N(y)
Logo, as curvas integrais sao dadas por
M(t
V(t,y) = /%dt—f—/}%d}z =c,
que definem implicitamente a soluc@o y(¢) de (3.13). De fato, se V (¢,y) é tal que
V. M(t) IV _ 0®)

9 P(n) dy Ny’

integrando a primeira equagdo em ¢ temos que

V(t,y) :/A%dt—kh(y).

Derivando esta equacdo em y e substituindo a—(t,y) = % ficamos com
dy N()
o) J UM(I) ] /
—= = — | [ ==<dt|+h
o)~ av [ e
= 0+H(y)

= H(y),

(3.13)

(3.14)
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o que implica que h(y) = [ %dy e, portanto, que

V(t,y) :/A%dt—f—/]%dy.

Exemplo 19. Encontremos a solu¢do do P.V.I.

y +eYcost =0,
y(0) = 1.

Note que podemos escrever a equagao deste P.V.I. na forma
ldy+e Y costdt =0,

que é uma equac@o com varidveis separdveis onde M(t) = cost, N(y) =e >, P(t) =1e Q(y) = 1.

_ 1
T leY

Assim, u(t,y)

e multiplicando a equagdo por pi(z,y) ficamos com
e’dy+costdt = 0.

Logo, as curvas integrais da equacao sao dadas por

Vit,y) = /eydy+/costdt
= &'+ sent

= C,

o que implica que
e’ = c— sent.

Como y(0) = 1, concluimos que
el=c—sen0=c=e.
Portanto, a solu¢do do P.V.I. € dada por
y(t) =In(e— sent).

Exemplo 20. Encontremos a solugdo do P.V.I.

(1+13)dy —3t?ydt =0,
y(1)=4.
Note primeiro que, como no P.V.I. dado temos a condi¢@o inicial y(1) = 4, podemos

assumir que estamos procurando uma solugio em torno do ponto (1,y(1)) = (1,4). Especifica-

mente, podemos assumir que ¢,y > 0. Assim, temos uma equagdo com varidveis separdveis, onde
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M(t) = (=3t*),N(y) =y, P(t) = (1 +3) e Q(y) = 1. Assim, u(t,y) = ﬁ e multiplicando

a equacao por p(z,y) ficamos com

dy 3

A t=0.

y 1+8

Logo, as curvas integrais da equacao sao dadas por
dy 3¢2
vy = [T dr
(t,) y 1413
= In|y|—In|l +73

= Iny—In(1+7%)
= C’
o que implica que
Iny = c+In(1+7%),

e, assim
y(t)=¢€"-(1 +t3).

Como y(1) = 4, concluimos que
4=0¢2=¢"=2.

Portanto, a solu¢do do P.V.I. é dada por

y(t) =2(1+17%).

3.2.2.1 Equacées Autébmomas

Uma equacdo autonoma € aquela em que a varidvel independente ndo aparece explicita-

mente. Essas equagdes tém a forma
dy
ar S

E ficil observar que uma equacio autdnoma é uma equacio de varidveis separdveis, desde que
f(y) # 0 para todo y.

d
Exemplo 21. Resolva a equagio d_i) = 2y?, onde y(t) # O paratodo t € I.

: d : .
Temos que essa equacdo pode ser reescrita como 2—); —dt =0, e as curvas integrais da
y

dy
2—)}2—/611'26'1,

1
e f.
2y et

Portanto, a solucao da equacdo é dada por

equacdo sdo dadas por

de onde concluimos que
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3.2.3 Equacoes Homogéneas
Definicdo 16. Dizemos que uma fungdo f : D C R> — R é homogénea de grau n se
fAt,Ay) = A"f(1,y),
para todo A # 0 e todo (¢,y) € D tais que (Ar,Ay) € D.
Exemplo 22. A fungio f(¢,y) = t> —ty é homogénea de grau 2, pois
FAt,Ay) = (A1)? — (A1) (Ay) = A% = Aty = A2 (e —1y) = A2 £ (1,y).

Defini¢éio 17. Dizemos que a equagdo M(¢,y) + N(z,y)y’ = 0 é homogénea se M(t,y) e N(z,y)

sdo fun¢des homogéneas de mesmo grau.

Exemplo 23. A equagio (47 —3y) + (2y — 3t)y’ = 0 é homogénea de grau 1. De fato, neste caso,
M(t,y) =4t —3ye

M(At,Ay) =4At —3Ay = A (4t — 3y) = AM(t,y).
Do mesmo modo, N(t,y) =2y—3te
N(At,Ay) =24y —3At = A(2y —3t) = AN(t,y).

Exemplo 24. A equacio (1> +y?) + (> —y*)y’ = 0 ndo é homogénea. De fato, neste caso,
M(t,y)=t*+)*e

M(At,Ay) = A2+ 222 = A2 (2 +y%) = A2M(1,y).
Por outro lado, N(¢,y) =13 —y3 e
N(At,Ay) = 2313 = A3y} = A3 (2 — %) = A3N(1,y).

Logo, embora M(t,y) e N(z,y) sejam homogéneas, elas ndo sdo de mesmo grau. Portanto, a

equacao nao € homogénea.

Exemplo 25. A equagio (¢ + 3y) + (2t —y?)y = 0 ndo é homogénea. De fato, temos que
M(t,y)=t+3ye
M(At,Ay) = At +3Ay = A(t+3y) = AM(z,y).

Por outro lado, N(t,y) =2t —y* e
N(At,Ay) =21 — A%y?,

o que implica que N(¢,y) ndo é homogénea e, portanto, a equagdo ndo é homogénea.
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Para resolver a equagdo homogénea fazemos a mudanca de varidveis y(t) = 1v(r) e,
consequentemente, temos
dy =vdt +tdv.

Veremos que esta mudanga de varidveis transformara a equagdo homogénea em uma equagao

com varidveis separaveis.

M(t
Partindo de M(¢,y) +N(t,y)y’ =0 temos y = — ( ,y)7 ou seja,
N(t,y)
M(t
dy— M) 4,
N(t,y)

Portanto, supondo que a equacdo € homogénea de grau n e usando a mudanga de varidveis acima,

parat # 0 e (1,v) pertencente ao dominio de M e N, temos que

M(t-1,t-v)
dt +td —_—
vatay N(t-1,t-v)
o "M(1,v) .
 N(1,v)
M(1
— —Mdt,
N(1,v)
ou seja,
M(1,v)
dt+tdv=0 3.15
g e =o G
que € equivalente a seguinte equacdo com varidveis separaveis
1 1
—dt + —————dv=0.
t v+ M(1,v)
N(1v)

Exemplo 26. Encontremos a solugdo do P.V.I.

(4t —3y)+ (2y —3t)y =0,
y(1)=3.

Sabemos, do exemplo 23, que esta equacdo € homogénea. Assim, fazendo a substiui¢dao

y =tv temos que ela pode ser reescrita como
(4t —3tv)dt + (2tv —3t)(vdt +tdv) =0,
e reorganizando as derivadas temos
(4 — 6v+20°)tdt + (2v —3)t*dv = 0.
Separando as varidveis obtemos

Sdi+—2""2 gy=0
(Mt e a?
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Integrando ambos os membros, para encontrarmos as curvas integrais, ficamos com
2v—
/ —dt + / ——dv=c.
212 6v +4

1
1n|t|+§1n|v2—3v+2| =c,

Ou seja,

o que implica que
In [v? —3v+2|% =c—Inlt|.

Logo,

V2 — 3v—|—2\% = elemInl)

— . efln\t|

e —.
i

Utilizando a substitui¢do v = 2, concluimos que a solu¢do da equacdo é dada implicitamente por

Usando agora a condi¢do inicial y(1) = 3 obtemos
]9—9—1—2\% — "= =V2.

Logo, observando que podemos supor ¢ > 0, a solucdo do P.V.I. é dada implicitamente por

Observacao 18. Como vimos no Exemplo 26, em geral, € mais facil repetir o processo do que

decorar a equacao (3.15).

3.2.4 Fatores Integrantes

Suponha que a equacgdo diferencial
M(t,y)+N(t,y)y' =0 (3.16)

ndo seja exata, com varidveis separdveis ou homogénea. Entdo, para resolvé-la tentaremos

encontrar uma fung@o i (¢,y), chamada de fator integrante de (3.16), tal que

w(t,y)M(t,y) + p(t,y)N(t,y)y =0

seja uma EDO exata.
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Geralmente, € dificil determinarmos fatores integrantes, pois 1 (z,y) € fator integrante de

(3.16) se, e somente se,

d(uM) _ J(uN)

dy ot

ou seja,
M8u+ oM 8u+ ON
gy Moy TV THar
que ndo € uma equacao fécil de trabalhar. A seguir, veremos uma classe de EDOs cujo fator

integrante pode ser encontrado com facilidade.

Veja que, se for possivel encontrar um fator integrante para (3.16) que s6 dependa de ¢,
entdo a equacao

H(OM(t,y) +p(ON(,y)y =0

€ exata. Logo,

isto é,
au(r) oM du(r) JdN
M — =N—+- —_.
PR + (1) R o TR0
Assim,
du(t) 1 (dM ON
i TN (a—y o ) M-

.. . . 1 ([OM ON .

Observe agora que a equagdo acima s tem sentido quando N 8_y ~ 5 for uma fungdo que

s6 depende de ¢, ou seja,
1 /OM ON
—=—=)=f).
N < dy dt ) )

du(t)
o = fOR),

que ¢ uma EDO linear homogénea de primeira ordem, cuja solug¢do é dada por

Desse modo, temos

p(r) = el f0a

Analogamente, verificamos que se i depender somente de y teremos
1 (ON oJM\ o)
M\ o ay) 8V
e, entdo, i (y) = e/ 809 serd um fator integrante de (3.16).

Exemplo 27. Encontremos um fator integrante para a equagao

(3t%y 42ty +y*)dt + (12 +y*)dy = 0.
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oM
Neste caso, temos que M(t,y) = 3ty + 2ty +y e, entdo, — = 3> +2¢ + 3y%. Além

dy
ON
disso, N(t,y) = 12 +y? e, entdo, 5 = 2t. Logo, notando que
1 (oM ON\  3(2+)%) 3£
N\dy dt) 24y2 = ’

podemos procurar um fator integrante da forma pi(z), tal que
w(t) 3Py + 2ty 4y )de + u(t) (1 +y*)dy = 0
seja uma equagdo exata, ou seja,
d 2 3 d 2 2
gy MGy +2y+y7)) = S (RO +57).

Procedendo como acima, chegamos na seguinte EDO linear homogénea de primeira ordem

Resolvendo esta EDO, teremos que um fator integrante para a equagado diferencial é
H(I) _ ef3dz — ot

Observacao 19. Note que no Exemplo 27 ndo seria conveniente procurarmos um fator integrante
da forma u(y), pois

1 (IN IM\ = —3t*-3y° £ )
M\ ay)  32trayiy’ 8V

Exemplo 28. Encontremos um fator integrante para a equagio ydt + (2ty —e~2)dy = 0.

oM 5 _
Neste caso, temos que M(t,y) =y e, entdo, 5, = 1, e N(t,y) =2ty —e = e, entio,
y

JON
—— = 2y. Entdo, observando que

ot

1 (aN aM> 2y

M\ ar dy = y —g(Y)

podemos procurar um fator integrante da forma p(y), tal que

u(y)yde +pu(y)(2ty—e ?)dy =0

seja uma equacao exata, ou seja,

S0 = 5 (WO)2y—e ),

de onde obtemos
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Resolvendo esta EDO vemos que

2
I y
/ [2—;]dy e L

—dy
‘LLy = e Yy = e
b) )]

Observacao 20. Novamente, veja que no Exemplo 28 ndo seria conveniente procurarmos um

fator integrante da forma p(z), pois

1 (oM ON\ 12y
N (a—y—w) =T

Observacao 21. Veja que nos exemplos acima ndo nos preocupamos com a constante de

integracao, pois escolhemos "uma" dentre todas as fungdes [l que tornam a equagio exata.

3.2.5 Algumas Aplicacoes
3.2.5.1 Modelo Populacional de Verhulst

Como ja foi visto, a taxa de variacdo populacional segundo o modelo de Verhulst é dada

pela EDO
po =kl (1- 7).

Ou ainda,
14

d P
(1)
a P\ T ¢

onde k representa a taxa de crescimento na falta de fator limitante e C > 0 € a capacidade de

carga populacional suportada pelo ambiente em que a populagdo vive.

Note que esta EDO, desde que p(r) # 0 e p(t) # C, é uma equagdo com varidveis

separdveis e pode ser reescrita da forma

Logo, podemos obter sua solucdo integrando ambos os membros da equacdo. A integral do

dp = kdt. (3.17)

primeiro membro € encontrada pelo método das fracdes parciais. Especificamente, temos que

P
. A B A(l—E)—l—Bp

G R (A R 4

Logo, podemos concluir que
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A 1
o que implica que 1 = <B — E) p+A. Dai segue que devemos terA =1e B = c Logo,

Entao,

C
p
— In|p|—1 ‘1——
nlp|—In|1-=
P
=1
n -2
Logo, integrando a equacao (3.17) obtemos
In P =kt +cy,
e
o que implica que
14 c1 kt
ele
=
= ceM.

Logo, se p(0) = pg, com py > 0 e pg # C, temos que

Po
_Po|
1-2|
0 que implica que ¢ = Cpfgo, para po < C,ec = p’; (LCC, para pg > C. Considerando estas duas

situagcdes obtemos as seguintes conclusdes:

I) Para 0 < pg < C, podemos verificar que 0 < p(r) < C para qualquer ¢ e este fato sera
explicado mais adiante. Entdo,

p(t)
C

Y

i _PoC (I_P(f)) Lt P0C e PoC —p(r)ek P0

) = 1— e
Pl ‘ C—po C C—po C—po C—po

o que implica que
CeX po

)= ——— 20
pl) C — po+ poet

II) Para py > C, podemos verificar que p(t) > C para qualquer 7 e este fato serd também

explicado mais adiante. Entdo,

oM poC _ p(t)—l okt poC = p(r)ek PO _ ki poC
po—C C

p(t) )
po—C po—C po—C’

C

p(t) = ‘1—
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o que implica que

CeX po

pt) = —""%,
C — po+ poe

Note que obtemos a mesma equagdo para p(t) nos dois casos considerados acima, a qual é

equivalente a

_ Cpo
po+(C—po)e ™

Facilmente, da equacgdo (3.18), vemos que para ¢ suficientemente grande, a populagdo tende a

p(t) (3.18)

constante C, ou seja, a capacidade de carga populacional suportada pelo ambiente.

Note que, além da solugdo encontrada acima, tanto p;(f) = 0 quanto p,(¢) = C sdo
solugdes da equacdo de Verhulst e sdo chamadas solugdes de equilibrio, pois nao ha variacdo em

p(t) quando 7 cresce, ou seja, a populacdo ndo tem sua quantidade alterada.

Agora, note que, como a equacao de Verhulst estd de acordo com as condi¢des do
Teorema de Existéncia e Unicidade, entdo em cada ponto existe uma tnica solu¢do. Desse modo,
quando a populagdo inicial encontra-se entre O e C, a solu¢do para este caso deverd estar entre 0
e C. Assim, podemos afirmar que para 0 < py < C, temos 0 < p(#) < C para qualquer ¢ e, do
mesmo modo, temos que quando a populacao inicial encontra-se acima de C, a solu¢ao para
este caso deverd estar acima de C e, por consequéncia, podemos afirmar que para pg > C, temos
p(t) > C para qualquer 7.

Das consideragdes acima e de alguns argumentos de Célculo Diferencial vemos que os

gréficos das solugdes da equacao (3.17) podem ser ilustradas da seguinte forma

Figura 2 — Comportamento das solucdes de (3.17)

C pa(t) =C

| Q

pl(t) = 0

Fonte: Elaborada pelo autor.



3.2. Equacdes Diferenciais Ndo Lineares 71

Exemplo 29. Suponha que o modelo populacional de Verhulst serd aplicado a uma populacao
de linguados gigantes em determinada area do Oceano Pacifico. Para isso, considere que p(r)
seja a massa total, em quilogramas, da populacao de linguados gigantes no instante ¢, k = 0,71
ao ano e C = 80,5 - 10° kg. Considerando ainda que a massa total inicial seja po = 0,25C, qual

serd a massa total depois de 2 anos?

Substituindo os valores na equagao (3.18) obtemos

€0,25C
P2 = 0,25C+ (C—0,25C)e—0712
. 0,25¢?
~ 0,4313C
~ (,5797C
>~ 46,67 10°.

Assim, a massa total da populagdo de linguados gigantes, apds 2 anos, serd aproximadamente
46,67 -10° kg.

Exemplo 30. Considerando os dados fornecidos no Exemplo 29, calculemos o instante ¢# no qual

p(t) = 0,75C kg. Para isso, basta substituir p(¢) = 0,75C na Equacao (3.18), ou seja,

€0,25C
0.75¢ = 0,25+ (C—0,25C)e 0711
0,75 = m
e 0,25
2,25

L7 g
0,71/ = In9

t = 3,095

Logo, a massa total da populacdo de linguados gigantes atingird 0,75C em aproximadamente

3,095 anos, ou seja, em aproximadamente 3 anos e 1 més.

Exemplo 31. Uma pessoa infectada com o virus da gripe vai para uma ilha isolada onde habitam
outras 999 pessoas, totalizando, entdao, 1000 pessoas. Suponha que a taxa na qual o virus se
espalha € proporcional tanto a quantidade de pessoas infectadas quanto a de nao infectadas.
Determine quantas pessoas estardo infectadas apds 6 dias sabendo que depois de 4 dias havia 50

pessoas infectadas e que ninguém saiu da ilha.

Considerando p como a quantidade de pessoas infectadas temos que a situagdo pode ser

modelada pela equagdo

dp
£ — Kp(1000 —
= p( p),
que € equivalente a
dp P
£ = 1000K (1 ——) ,
di P\ T000
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que ¢é similar a equacdo do modelo populacional de Verhulst, onde kK = 1000K e C = 1000.

Assim, considerando p(0) = 1, a soluc@o da equagdo que modela o problema é dada por

1000
PU) = 17590, om0k

Como apds 4 dias havia 50 pessoas infectadas, temos que

1000

50 =
1 4 999¢—4000K

= K = 0,0009906 = 1000K = 0,9906.

Logo, substitiuindo 1000K = 0,9906 na tltima equacao, ficamos com

1000
PI) = {37590, 09%06:
e, entao, 1000
p(6) = 276.

= 11999 09906(6)

Assim, temos que apds 6 dias aproximadamente 276 pessoas estardo infactadas.

Limiar Critico

A seguir apresentamos, brevemente, a ideia do conceito de limiar critico, com o objetivo

de relacionar este conceito com o modelo de Verhulst. Para isso, consideremos a equagao

onde k e T sdo constantes positivas. Note que esta equagdo difere da Equacao de Verhulst apenas
pelo sinal negativo no lado direito da igualdade e na substituicdao da constante C pela constante
T. No entanto, veremos que o comportamento das solu¢des da equacio (3.19) é bem diferente

das solucdes da Equacgdo de Verhulst.

Observamos, inicialmente, que ‘fl—t =0 se, e somente se, p =0 ou p =T, correspondendo

as solugdes de equilibrio p; (1) =0e po(t) =T.

Agora, se 0 < p < T, entdo ‘é—f < 0, o que implica que p € decrescente como fung¢do de 7.

Por outro lado, se p > T, entdo ‘fl—f > 0 e p é crescente como funcgao de ¢.

De maneira mais especifica, utilizando o método de separacdo de varidveis obtemos,
de forma andloga ao que foi feito para a Equacdo de Verhulst, que a solucdo de (3.19) com
p(0) = po é dada por

Tpo
(1) = E
po+ (T —po)e

Logo, se 0 < pg < T, vemos facilmente que p(¢) — 0 quando ¢ — . Por outro lado, se pg > T,

(3.20)

entdo o denominador do lado direito de (3.20) se anula para algum valor finito de 7. Seja t* esse

valor. Entdo
po+ (T —po)e” =0,
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o que implica que

1
= -2
k po—T

Logo, lim p(t) = oo, ou seja, se a populagdo inicial estd acima de T, o grifico de p em fungio
t—t*

de ¢ tem uma assintota vertical em ¢ = ¢*. Ou seja, a populacdo se torna ilimitada em um tempo

finito que depende de pg, T e k.

Do estudo acima e de alguns argumentos de Célculo Diferencial, podemos esbogar o

comportamento das solugdes de (3.19) da seguinte forma

Figura 3 — Comportamento das soluc¢des de (3.19)

p /i

T | Pt) =T

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dizemos que 7', no estudo acima, é um limiar abaixo do qual ndo hé crescimento.

Algumas populacdes apresentam o fendmeno de limiar, ou seja, se existem poucos
individuos, essa populacdo tende a ser extinta. Entretanto, se for possivel reunir uma populacao
maior que o limiar, entdo ocorrerd um crescimento ainda maior. Por outro lado, € impossivel
uma populacdo tornar-se ilimitada. Logo, deve ser feita alguma modificacdo na equagdo (3.19) a

fim de evitar este problema.
Crescimento Logistico com Limiar

Como dissemos acima, o modelo com limiar deve ser modificado para evitar crescimento

ilimitado quando p(t) estd acima do limiar 7. A maneira mais simples de modificar a equagio

dp

(3.19), de modo que ndo ocorra um crescimento ilimitado, € introduzir um fator que tornard

negativo para p grande. Para isto, consideremos a equacao

- —o(1-2)(1-5)
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onde k >0e 0<T <C. A equacdo (3.21) é uma equacdo com varidveis separdveis e para

encontrar uma solucio integramos ambos os membros desta equacdo. Ou seja,

R =

Pelo método das fracdes parciais, € facil verificar que

1 _1 C - T
) p (C-T)T-p) (C-T)(C-p)

<
—~
[
|
NI
~—
—~
—
|
ars

Portanto, para encontrar a solu¢do da equacao (3.21) basta resolver

/I%dp+/(C—Tf(T—p)dp_/(C—T)T(C—p)dp:_/kdt'

Resolvendo as integrais temos

C T
1 — )m|T—p|-( =—— |InjC—p|=—
n|p|+<c_T> n|T — p| (C_T) n|C—p|=—kt+a,

que € equivalente a

C

T — p)c-T

AU L
(C—p)cT
Aplicando a exponencial obtemos

C

T —p)c-T

p( P)L —qe M
(C—p)cT

(3.22)

Note que (3.22) ndo € uma expressao fécil de trabalhar. Logo, para analisar e esbogar

o comportamento dessas solucdes usaremos a propria equacao (3.21). Inicialmente, observe

que pi(t) =0, pa(t) =T e p3(t) = C sdo solugdes de equilibrio da equagdo (3.21). Por outro

L A . dp
lado, € facil ver que para T < py < C devemos ter T < p(t) < C para todo ¢ e, assim, a > 0,

o que implica que p € crescente neste intervalo. Além disso, para py < T ou py > C devemos

ter p(t) < T ou p(t) > C para todo 7, respectivamente, e, assim, ‘2—’; < 0, o que implica que

p € decrescente nestes intervalos. Logo, deste raciocinio e de alguns argumentos de Calculo,

podemos esbogar o comportamento das solucdes da equacdo (3.21), como mostra a figura a

seguir.
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Figura 4 — Comportamento das solucdes de (3.21)

T p2(t) =T

3:1(0)=0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, da Figura 4, vemos que, se p comega abaixo do limiar 7', entdo p decresce até
chegar a sua extin¢do. Por outro lado, se p comecga acima de T, entdo p vai se aproximando
da capacidade de carga populacional C. Portanto, realmente, a equacdo (3.21) se mostra mais

adequada que a equacdo (3.19).

Exemplo 32. Certa espécie de 1€mure foi considerada em risco de extingao, portanto, com o
intuito de salvar a espécie, foram reunidas 3200 Iémures dessa espécie em uma ilha. Apds uma
década sabe-se que a populacdo € de 3503 Iémures. Sabendo que o limiar dessa espécie € de
2000 1émures e a ilha tem capacidade de suportar 4000 1€émures, em quanto tempo a populacdo

de 1émures devera se aproximar da capacidade da ilha?

Considerando a populacdo dada em unidade de milhar e a unidade de tempo como década,

temos p(0) = 3,2, p(1) = 3,503, T =2 e C =4 e o problema pode ser modelado pela equagio

= (-5)(-5)

cuja solugdo € dada pela equacao

Agora, usando que py = 3,2 temos que

3,2(2-3,2)?

> 0
p— p— 7'
1 32 ae’ = o=2>5,76

Da mesma forma, usando que p(1) = 3,503 obtemos

3,503(2 — 3,503)?

=0,64e * = —k=~1,017.
3503 0,64¢ F = —k=1,017
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Assim, temos que a soluc@o da equacgdo € dada por

p(1)(2—p(1))?
(4—p(t))

Logo, para saber em quanto tempo a populacdo de lémures devera se aproximar da capacidade

=5,76¢" 017",

da ilha, basta substituir p(¢) por 3,999, ou seja,

3,999(2 — 3,999)?

3999 —5,76¢! 017 — 1 =~ 7 796.

Ou seja, a populagdo de lémures deverd se aproximar da capacidade da ilha em 7,796 décadas,

ou seja, em aproximadamente 77 anos e 11,5 meses.

3.2.5.2 Reacdo Quimica

As reagdes quimicas sdo transformagdes da matéria, que ocorrem como resultado da
interacdo de certas substancias, chamadas de reagentes, e 0 que temos apds a reagao sao os

produtos.

Quando se mistura substancias que reagem entre si, ndo devemos esperar que tudo
acontega de imediato, pois € um processo em que os reagentes t€m as ligacdes enfraquecidas e

sdo formadas novas ligacoes.

Assim, sendo uma reacdo de sintese, ou de adi¢do, aquela em que dois ou mais reagentes
geram um Unico produto, temos que a variagdo da quantidade do produto final € proporcional
a quantidade presente dos reagentes. Especificamente, considerando os reagentes A € B com
quantidades, respectivamente, @ e b, o produto ¥ com quantidade y, a* a porcentagem de Y
oriunda de A, b* a porcentagem de Y oriunda de B, podemos modelar este problema da seguinte

forma

d -
S =kia—ay@-by).

que corresponde a

dy a b
Y kab L Z
Ou seja,
d
o =ka=y)(b-y). (3.23)

onde k(> 0) é uma constante, a = Cf‘;* eb= %. Note que a equacgdo (3.23) € uma equagdo com
variaveis separdveis e podemos reescrevé-la na forma
dy
(@=y)(b—y)

Agora, pelo método das fragdes parciais, € facil verificar que

= kdt.

1 1 1

(a—y)(b—y) (b—a)a—y) (b—a)(b—y)
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Logo, nossa equagdo corresponde a

dt dt
— = kdt.

(b—a)la=y) (b—a)(b—y)

Integrando ambos 0os membros obtemos

1
1 —y)|— In|(b—y)| =kt
gy Mla =)= gl =k e,
o que implica que
|22 = (b—a)(kt +c1)
=(b—a c
h_ y 1)
e, portanto,
u — e(b_a)kte(b_a)cl .
b—y
Logo, tomando ¢ = elb=a)ki 3 solucdo geral da equacao (3.23) € dada por
beelb—aki _ 4

(1) = (Ce(bfa)kt _ 1)'
Agora, sabendo que no inicio da reacdo ndo hd presenca do produto Y, o que equivale a y(0) =0,

temos que

bc—a
= = Cc =

a
0 z
(c—1) b’

e, assim,
beelb—akt _ b (%) elb—a)kt _ ab(e(b_a)kt - 1)

(ce—aki 1)~ (&) elb-ali —] ~ gelb-ali _p

Ou seja, a solucdo da equagdo (3.23) € dada por

B ab(e(b—a)kt o 1)

g C T (3.24)

y(t)

Exemplo 33. O icido sulftrico é um produto quimico de alta importincia, principalmente
comercial, pois € utilizado como matéria-prima para diversos produtos como fertilizantes e
detergentes. O 4cido sulftrico € obtido como produto da reacdo do triéxido de enxofre com
a dgua. A parte do acido sulfidrico oriunda do triéxido de enxofre corresponde a %, ja os %
restantes vém da dgua. Sabendo disso um quimico mistura 400 gramas de triéxido de enxofre
com 135 gramas de 4gua destilada. Ap6s 5 minutos ele ja possui 50 gramas de acido sulfurico.

Quantos gramas de acido sulftrico ele terd apés 20 minutos?

Primeiramente, temos que a equagdo que modela o problema € dada por

dy 40 9
27 _ 400 — — 135 — =
dt ki ( 00 49y) ( 35 49y)’

que corresponde a
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Ou seja,
dy

= k(490 —y)(735 —y).

Entdo, segue de (3.24), com a =490 e b = 735, que

(1) = 360150(*¥* — 1)
Y= 4906245k 735

Agora, como y(5) = 50, temos que

s0— 360150(e'??k — 1)
© 490e!225k — 735

— 245k 2 —0,0074.

Assim, a solu¢@o da equagdo que modela o problema é dada por

(1) = 360150(e= %0074 1)
M= 749000074 — 735

Portanto, para saber quantos gramas de 4cido sulftrico ele terd apds 20 minutos, basta calcular

—0,148 _
360150(e D) o 49545434 150 6

490¢—0:148 — 735 —312,409

¥(20) =

Logo, apds 20 minutos esse quimico terd aproximadamente 158,6 gramas de dcido sulfurico.

3.2.5.3 Catendria

A curva obtida quando um cabo, flexivel e inextensivel, € suspenso por suas extremidades

e submetido apenas a acdo do seu proprio peso € conhecida como catendria.

A primeira tentativa de resolver o problema de descrever matematicamente a forma
da curva formada por um fio suspenso entre dois pontos e sob acdo exclusiva da gravidade
foi de Galileu Galilei, conjecturando que a curva fosse uma pardbola. Entretanto, em 1647,
Huyghens, aos 17 anos, mostrou que a conjectura era falsa, mas sem descobrir a expressao da
curva. O problema foi resolvido somente em 1691 por Johann Bernoulli, Leibniz e Huyghens,

individualmente. As trés solucdes consistiam em uma descri¢ao geométrica da curva.

A fim de analisarmos este problema, consideremos um sistema de coordenadas com
origem O no ponto mais baixo da curva e o eixo y coincidindo com a vertical. Sendo P = (x,y)
um ponto do cabo, consideremos o equilibrio no trecho OP. Desse modo, H + T + ws = 0, onde
H ¢ a tensdo do cabo em seu ponto mais baixo, 7 € a tensdo no ponto P e ws é o peso do trecho
OP do cabo, em que ® € o peso por unidade de comprimento e s € o comprimento do arco OP.
Sabemos que devido a flexibilidade do fio, a tensdo 7" age na direcdo tangente. A figura a seguir

mostra a representacao geométrica dessa situacao.
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Figura 5 — Catendria

Y

H x

Fonte: Elaborada pelo autor.

Sendo 8 o angulo formado entre o eixo horizontal e a tensdo, temos que

Tcos()=H e Tsen(0)= ws.

Segue dai que
0]
tan(0) = —s.
(6) = s
@
Tomando g=ce observando que tan(6) = y'(x), pois y(x) é a equagdo da curva, podemos
escrever a equacgio acima como y' = cs. Logo, derivando em relagdo a x obtemos
"o @
dx

Claramente s depende de x, basta ver que quanto maior for x maior serd s. Mais ainda, sabe-se

ds dy 2
— =4/1 — .
dx * (dx)

Logo, fazendo a devida substitui¢io obtemos

Yi=c\/1+ ()% (3.25)

Para resolver a equacdo (3.25) podemos fazer a mudanga de varidvel p = y'. Desse modo, ficamos

pl=cV1+p?

e esta € uma equagao com varidveis separaveis. Entdo, podemos reescrevé-la na forma
dp
1+ p?

Integrando ambos os membros obtemos

que

com

= cdx.

(3.26)

d
/—p:/cdx.
V14 p?
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Fazendo a substitui¢do p = tan(6) e dp = sec*(0)d6 com 6 € [0, %), vemos que

/ sec?
\/l-l—tan2
_ /secz(e)de
sec(0)
= /sec(@)d@ =In <tan9—|— V/ 1+ tan? 6) :

Logo, a equacdo (3.26) fica da seguinte forma

ln<tan9+\/1+tan29> —ex+Cy, B¢ [o,g).

Reescrevendo a solu¢do em fungdo de p temos

n(p++/1+p?) =cx+Ci.

Uma vez que para x = 0 temos p(0) = y'(0) = 0, segue da iltima equagdo que C; = 0. Assim,

In(p++/1+p?) =cx.

[ 7=
N

Resolvendo a equacdo em p temos

(p+V1+p?) =€,

o que implica que

e —e
P="
d
Agora, como p = d—i temos
a’y eCX _ pmCxX
de 2

e integrando ambos 0os membros em relacio a x, obtemos

eCX + e—CX

=——+K.
y(x) e T
Uma vez que y(0) = 0, obtemos K = —c¢~ !, Portanto,
ecx + e*CX 1
y(x) = BV
o - : e e +e )
Mais ainda, como a fungdo cosseno hiperbélico é dada por cosh(a) = — concluimos que

y(x) = ¢ (cosh(cx) — 1).

E interessante observar que a forma da catendria pode ser vista nos fios usados para o
transporte de energia elétrica. Além disso, a catendria tem como caracteristica o fato de que uma
forca aplicada em um ponto qualquer da curva € distribuida uniformemente por todo o material
ao longo da curva e, por isso, ela € utilizada na fabricacdo de fundo de latas de refrigerante,

tineis e iglus.
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3.2.5.4 Corpo em Queda Livre com Influéncia do Atrito

Como j4 foi visto, a variacdo da velocidade de um corpo em queda livre com influéncia

do atrito pode ser estudada através da seguinte EDO
mv'(t) = mg — rg,

onde m é a massa do corpo, g € a aceleracdo da gravidade e r, > O representa a resisténcia do ar.
Uma vez que a resisténcia do ar pode depender, dentre outros fatores, da velocidade do corpo,
a equagdo acima pode ser tratada como uma EDO com varidveis separdveis, como mostra o

proximo exemplo.

Exemplo 34. Um paraquedista estd submetido a uma velocidade de 105 m/s no momento
oA . P2 c

em que o paraquedas se abre. Sabendo que a resisténcia do ar é ’;—VS N, onde P € o peso do

paraquedista mais o paraquedas, medidos em newtons, e considerando g = 10 m/s?, qual a

velocidade do paraquedista depois de 3 segundos?

Notando que m = % podemos modelar o problema dado através da EDO

P, P Pv?
—y = — J—

10 10 257

que € equivalente a

ldv 25-?
10dt 25 7
que € uma equacdo com varidveis separdveis. Entdo, podemos reescrevé-la como
dv 10 ,
25—v2 25
Integrando os dois membros da igualdade, e usando que [ azd_“uz = ﬁ In } Z%Z , temos
1 v+35 10
— = —t+cy.
10" v—S‘ 25 Ta
Logo,
5
In|2E ‘ — 4t +co,
v—35
o que implica que
\% + 5 . e4tc
v—5 ’

Assim, a solugdo geral para a velocidade do corpo no instante ¢ € dada por

ee+1
v(t) = ﬁ.

Aplicando agora a condi¢@o inicial v(0) = 105, obtemos

c+1

105=5—"—=c=11.

C —
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Assim, concluimos que

(1,1e% +1)
t)=5—-7—"+=.
) =S e
Portanto, podemos ver que
(1,12 +1) _ _179031,2706

v(3)=5

~5 5
(1,112 —1) 179029,2706 ’

ou seja, a velocidade do paraquedista depois de 3 segundos é de aproximadamente 5 m/s.
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CAPITULO

EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE
SEGUNDA ORDEM

O objetivo deste capitulo € apresentar métodos de resolucdo para alguns tipos de equagdes
diferenciais ordindrias de segunda ordem. Para isso, come¢amos lembrando que as EDOs de

segunda ordem, geralmente, podem ser escritas da seguinte forma

Y'=ft,Y), 4.1)
onde f é uma funcdo definida em algum subconjunto aberto A C R>.

Lembramos ainda que uma fun¢do y = y(¢) € uma soluc@o da equacao (4.1) num intervalo

I, se possui segunda derivada em [ e satisfaz y" () = f(¢,y(¢),y'(¢)) paratodo t € I.

2

Exemplo 35. As funcdes y|(t) = e e y5(t) = e~ sio solucdes da equagio y" = 4y, pois para

todo ¢ € R temos que

yi(t) = e = y'l (1) = 2% = y’ll(t) — 4e% = 4y (1)

yo(t) = e = Wh(t) = ) PR N Yo(t) = 4o — 4y, (1).

Agora, para motivar o conceito de um P.V.I. para uma equacdo de segunda ordem,
consideremos a equagio y” = 3. Para encontrarmos uma solucdo desta equagio basta integrarmos
duas vezes. De fato,

2

3t
V(1) =3 =y (1) :/3d1:3t—|—c1 ;»y(t)=/<3t+c1)dt=7+c1t+cz.

Observe que agora a solucdo geral apresenta duas constantes arbitrarias, ¢ € c2. Mas note que

se, por exemplo, y'(0) = 1 teremos

1=y(0)=3-0+cy,
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o que implica que c; =1 e, assim,
312
y(t) = - +1+c.

Além disso, se, por exemplo, y(0) = 2 teremos

2=y(0) = c2,
ou seja, co = 2 e, entdo,
312
y(l) = 7 +1+2

serd a solugdo do problema

y'=3,

¥(0) =2,

Y(0)=1.

Assim, podemos perceber que, para conseguirmos a unicidade de solugdo, precisamos de duas
condigdes, uma sobre y(z) e outra sobre y'(¢) num instante #y. Desse modo, um problema de

valor inicial para a equacdo (4.1) € dado por

Y = ft.yy),
y(to) = Yo,
Y (t0) = zo.

Agora, veja que para estudarmos métodos de resolucdo para a equagdo (4.1), precisamos,
inicialmente, ter informacdes sobre a existéncia de solugdes para esta equacdo. No entanto, em
geral, € dificil resolver a equagdo (4.1), e por esse motivo, € usual recorrer a equagdes mais
simples, como as lineares que sdo modelos aproximados de muitas equacgdes diferenciais niao
lineares. Portanto, nossa atengdo agora serd voltada para as equagdes lineares, introduzidas a

seguir.

4.1 Equacoes Diferenciais Lineares de Segunda Ordem

Definicao 18. Uma equacio diferencial linear de segunda ordem ¢ uma equagdo da forma
Y'+a(t)y +b(t)y=g(t), [LN.H]

onde a(t), b(t) e g(t) sdo fungdes continuas num intervalo / da reta. Esta equagdo é chamada de

linear ndo homogénea [L.N.H.]. Quando g(z) = 0 ela torna-se
Y/ +a(t)y +b(t)y =0, [L.H.]

e € chamada de linear homogénea [L.H.].
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Como estamos interessados em encontrar solugdes para equacoes lineares de segunda

ordem, apresentamos a seguir o Teorema de Existéncia e Unicidade para este caso particular.

Teorema 3. (Existéncia e Unicidade) Se as fungdes a(z), b(t) e g(t) sdo continuas num intervalo
I, entdo dados ro € I € yp, z0 € R, o P.V.I.

Y'+a(t)y' +b(t)y = g(1),

y(t0) = Yo,

Y (t0) = z0,

possui uma dnica solugdo y = y(¢), no intervalo /.

Demonstragdo. Do Teorema de Existéncia e Unicidade para EDOs de primeira ordem, sabemos

JdF
que se F' e — sdo fun¢do continuas, entdo o P.V.I.

dx
x'=F(t,x),
x(to) = xo,
possui uma unica solu¢io em I. Agora, note que fazendo y = x; e y = x,, a equagio
Y'+a(t)y +b(t)y = g(t)
pode ser escrita na forma x’ = F (¢, x), pois como x| =y’ =xy e x) =y" = —a(t)xa — b(t)x1 +g(2),
X

chamando x = ( 1> , temos que
X2

Lo -2
X —a(t)xy —b(t)x) +g(t) F(t,x) o

F . . - o
Neste caso, — representa a matriz Jacoblana de F (t,x1 ,xz) em relagao axp,xy,1sto €,

dx
JdF, JF
d(F1,F) I O 0 1
JF(t,x1,x) = =———~ = 1 92| = .
nn) = 5t ~ | 9h 0B “b(t) —alr)
dx; 0xp
< < . JIF _ )
Logo, como a(t), b(t) e g(t) sdo fungdes continuas em I, temos que F e 55 530 continuas em
X
uma vizinhanga de (79,xp) € o P.V.I.
x'=F(t,x)
x(t()) = X0

possui uma unica solugdo em /. Ou seja, o P.V.I.
Y'+a(t)y' +b(t)y = g(t),
¥(t0) = yo,
Y'(t0) = 20

possui uma unica solugdo em /. [
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Observacao 22. Note que, pelo teorema anterior, a tnica solu¢do da equagdo [L.H.] tal que
y(to) =y (1) = 0 € a fungéo y(r) = 0.

4.1.1 Equacoes Lineares Homogéneas

Nesta secdo, veremos alguns métodos de resolugdo para a equagdo linear homogénea. O
resultado a seguir € fundamental no estudo que faremos para encontrar o conjunto de solucdes

da equacao diferencial [L.H.].
Teorema 4. (Principio da Superposicdo) Se ¢;(¢) e ¢»(¢) sdo solugdes de [L.H.] e ¢ e ¢; sdo

constantes reais, entdo a fun¢do @(t) = c1 @y (r) + c2¢2(t) também é solugdo de [L.H.].

Demonstracdo. Substituindo ¢(¢) em [L.H.], temos

Yita@)y +b(t)y = ¢"(t)+a(t)e'(t) +b(t)e(r)
=l (t) +a(t) @) (t) +b(t) @i (1)) +c2[@3 (r) +a(r) 5 (t) +b(t) 9a(1)]
= 0,

pois @) (1) e @(t) sdo solugdes de [L.H.]. Logo, ¢(¢) é solucdo de [L.H.]. O

Observacao 23. Do Teorema 4, podemos concluir que o conjunto das solu¢des de [L.H.] é um
espaco vetorial de dimensdo 2 e veremos que, sob determinadas condi¢des, as funcdes @; € @

formam uma base para esse espaco.

Seja y(r) uma solugdo de [L.H.] e sejam yo = y(19), zo = ¥ (tp) com 1y € I fixado. Para
que y(t) seja dada por y(t) = c1y1(t) + caya(t), onde y; e y, sdo solugdes da [L.H.] devemos ter

c1y1(to) + c2y2(t0) = yo
c1yy(t0) + 25 (to) = 20,

que podemos considerar como um sistema de duas equacdes nas incognitas c| e c¢p. Para que

este sistema tenha solucdo tnica € necessdrio e suficiente que

0 que nos resulta no seguinte teorema.

Teorema 5. Sejam y;(¢) e y»(¢) solugdes de [L.H.] tais que

#0, 4.2)

para todo ¢ € I. Entdo, toda solucdo de [L.H.] é dada por y(t) = c1y1(t) + c2y2(t).
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Defini¢do 19. Nas condigdes do Teorema 5, y(t) = c1y1(t) + c2y2(¢) é chamada de solucdo
geral de [L.H.], ou y; () e y2(¢) sdo solu¢des linearmente independentes de [L.H.].

Definicio 20. O determinante (4.2) é chamado de Wronskiano de y;(7) e y,(¢) e serd denotado
por Wyy,y2](t) ou W(z).

Veremos que o Wronskiano desempenha um papel importante no estudo de [L.H.].

Observacao 24. Note que o Teorema 5 reduz o problema de encontrar a solug¢ao geral de [L.H.]
ao problema de encontrar duas solugdes "convenientes" y;(7) e y»(¢) (isto é, tais que para todo
t €1, Wlyp,»](t) #0, ou seja, y;(t) e y2(¢) sdo linearmente independentes).

Observacao 25. Se Wy, y,](t) = 0, podem existir solu¢des de [L.H.] que ndo sdo dadas por
y(t) = ciyi(t) + caya(1).

Exemplo 36. Consideremos a equacio y” —4y’ — 12y = 0 e tomemos y; () = % e y,(t) = 3¢%.
Temos que y (¢) e y2(¢) sdo solugdes de [L.H.] e é facil verificar que Wy;,y>|(¢) = 0. Agora, note

que y3(¢) = e~ % também & solucio da equacio, mas nio pode ser escrita como cje® +3c,e?.

Teorema 6. Sejam y;(7) e y»() solugdes de [L.H.] em I e 1y € I fixado. Seja W (¢) o Wronskiano
de y; e y;. Entao,
W(t)=W(t)e 0%  rer.

Em particular, como a fun¢@o exponencial nunca se anula, segue que se W(fy) # 0, entdo
W (t) # 0 paratodot € I.

Wi(t) = Y@y ) +yi(0)ya (1) =y (0)ya(r) =¥, (0)y5(0)
= yi()[=a(0)ys(t) = b(t)y2(r)] = ya (1) [=a(t)y' (£) — b(2)y1 (1))
= —a(t)[y1()ys(t) =Y (1)y2()]
= —a(t)W(t)

Ou seja, temos que W (¢) +a(t)W (¢) = 0, que € uma EDO linear de primeira ordem em W, cuja
solugdo geral é dada por
W () = ce o, (4.3)

No entanto, conhecendo o valor de W (1), da equacao (4.3) temos que ¢ = W (1) e, portanto,
W(t) = W(t)e 0?0 e,
[

Observacao 26. Note que as conclusdes do Teorema 6 referem-se apenas ao intervalo I onde as

fungdes a(t) e b(t) sdo continuas.



88 Capitulo 4. Equacgdes Diferenciais Ordindrias de Segunda Ordem

Finalmente, notamos que é sempre possivel obter duas solugdes y; e y, de [L.H.] tais
que Wy, y2](¢) # 0 para todo ¢ € I, pois fixado #y € I, basta definir y;(¢) como sendo a dnica
solucdo de [L.H.] tal que y(19) = 1 e y'(f9) = 0 e y, como sendo a tnica solugdo de [L.H.] tal
que y(tp) =0e y'(19) = 1. Assim, W (fy) = 1 e segue do Teorema 6 que W (¢) # 0 para todo 7 € I.

Dado isto podemos concluir o seguinte teorema.

Teorema 7. Suponhamos que a(t) e b(t) sejam fung¢des continuas no intervalo . Entdo, existem
duas solugdes y; (¢) e y2(¢) da equagdo [L.H.] tais que W[y, y2](f) # 0, para todo 7 € 1. Além
disso, a solucdo geral desta equagdo é dada por c1y;(t) 4+ c2y2(t), onde ¢; e ¢; sdo constantes

arbitrarias.

4.1.1.1 Método da Reducdo de Ordem

Suponha conhecida uma solu¢do ndo nula y;(¢) de [L.H.]. Sabemos que, para toda
constante ¢ € R, cy;(¢) também é solucdo de [L.H.]. Aqui temos uma motivagdo para tentarmos
encontrar uma outra soluc@o de [L.H.] da forma y,(¢) = v(¢)y;(¢), sendo v(¢) uma fungdo ndo
constante. Devido a D’ Alembert (1717 — 1783), esse método é usualmente chamado de método

da reducao de ordem. Agora, note que
y2 = vy1 = ¥y =Vy vy =y =V 20
Substituindo em [L.H.], temos
iy 2y v a0y + ]+ b(1) [vyr] =0,
e, organizando de modo adequado, obtemos
V2 +a(tyi] +vhi +a)y) +b(6)y] =0.

Como y; € solugdo de [L.H.], ficamos com
2 /
Vi (a(t) + ﬂ) vV =0.
Y1

Portanto, devemos encontrar a solugdo desta equag@o para encontrar v(¢) e, portanto, y,(z). Para

isso, fazemos a mudanga z = V' e ficamos com a seguinte EDO de primeira ordem

2/
7+ (a(t)%—%)z:o,
1

cuja solugdo € dada por
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Tomando ¢ = 1, temos que v(t) = [ g(¢)dt é uma fun¢do ndo constante e

ya(t) = v(Oyi(r)
= () [
¢ uma solugdo de [L.H.].

E fcil verificar que y;(f) e y»(t) sdo linearmente independentes num intervalo I tal que
yi(t) # 0, para todo ¢ € I. De fato,

W) = y1(t) »a(t)
yi(t) ¥5(t)
= n(Oya () =1 (O)ya(t)
= @O @Oy1() +v(O)yi(2) =1 E)v(E)y (1)
= V(i)
= 2(t)yi()
= g(nyi(t) #0,

paratodot € I.

Note que acima poderiamos ter tomado qualquer ¢ # 0.

Exemplo 37. Encontremos a segunda solugdo de y” — 2y’ +y = 0 sabendo que y; (t) = ¢’ é uma

solucdo desta equagao.
Vamos procurar y;(t) = v(t)y;(t) = ve'. Observe que y, = V'e' +ve' e também que
¥y =V"el +2Ve' 4 ve'. Logo, substituindo na EDO obtemos
(Ve +2ve +ve') —2(Ve' +ve') + (ve') = 0.

Simplificando, ficamos com

o que implica que
v(t) = ct.

Como desejamos apenas uma das possiveis fungdes y,(¢), com v(¢) ndo contante, podemos tomar

c¢=1e, assim,

yo(t) =té'.

Exemplo 38. Encontremos a segunda solugio de 2y” +2ty’ — 2y = 0 sabendo que y; () =1 é

uma solucdo desta equacao.

Vamos procurar y;(t) = v(t)y;(t) = vt. Observando que y, = V't +v e também que
¥y ="t +2V' e substituindo na EDO obtemos

20Vt 20+ 2t (Vi 4v) —2vr = 0.
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Simplificando, ficamos com
2V +4r =0
e fazendo z = V' obtemos a seguinte EDO em z
4
7 +4rfz=0=7+ -2=0,

que é uma equagio linear homogénea de primeira ordem, cuja solugio é z(t) = ct—*. Entdo,

1
v(t) = /ct_4dt =c (—§I_3 +c1> .

Como desejamos apenas uma das possiveis fungdes y,(¢) com v(7) ndo constante, podemos

concluimos que

tomarc =1ec; =0, assim,
1 -2
1) =—=t"".
»()=-3

4.1.1.2 Equacbes Homogéneas com Coeficientes Constantes
Consideremos a equagao
ay” +by +cy=0, 4.4)
onde a, b e ¢ sdo constantes reais com a # 0.

Nosso objetivo € encontrar duas solucdes linearmente independentes para esta equacao,

pois como ja vimos, todas as demais serdo combinacdes dessas.

Note que, se y(t) = ¢(¢) é uma solugdo da equacdo (4.4), entdo a soma dos termos
a@” (1), be'(t) e co(t) deve ser igual a zero para todo ¢. Para que isto ocorra as trés fungdes @(z),
¢'(t) e " (t), devem ser do "mesmo tipo". Por exemplo, a funcdo y(¢) = t* nunca ser4 solugio
de (4.4), pois os termos 12at?, 4bt> e ct* sdo polindmios de graus diferentes e sua soma nio se
cancela. J4 a funcdo y(r) = e*, onde A é constante, tem a propriedade de que tanto y', quanto y”

A

séo multiplos de y(r). Isto sugere tentarmos y(7) = e’ como solugéo de (4.4). Substituindo na

equagdo temos
a(e) +b(e*) +ce =0 = M (aA* +bA +¢) =0,

o que implica que
ar® + b +c=0. (4.5)

A

Portanto, y(z) = e*' é uma solugéo de (4.4) se, e somente se, A é raiz de (4.5).

Definicao 21. A equacdo (4.5) é chamada equacao caracteristica de (4.4).

Sabemos que as raizes da equagdo caracteristica sao

_—b+\/b2—4ac —b—+/b%?—4ac

A =
2a © 2 2a

M

A seguir, analisaremos as trés possibilidades para o discriminante 5% — 4ac.
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i b%> —4ac > 0 - Raizes reais distintas

Neste caso, A; # A, e, desse modo, y; (1) = €M’ e yy (1) = e’ sdo duas solugdes distintas
de (4.4). Além disso,

l]l‘ 12[

e
M eMt lzelzt

e

W () = = (A —Ny)ethtR)t £,

para todo ¢t € R. Logo, as solucdes s@o linearmente independentes e formam uma base para o

espaco das solugdes, isto €, qualquer solucao é da forma

y(t) = c1eM + cre™.

Exemplo 39. Encontremos a solucéo geral de y” — 5y’ + 6y = 0.

Para isso, note que a equagdo caracteristica para esta EDO €
A2 —514+6=0,
que tem como raizes A} = 3 e A, =2. Como A; # A, a solugio geral da EDO é

y(t) = c1e¥ 4+ cre?.

ii 5> —4ac =0 - Raizes reais iguais

b _b
Neste caso, A = A, = ~34 e, desse modo, temos apenas uma solugdo y; (1) = (=3,
a
Para encontrar outra solugdo, que nao seja multipla de y;, usaremos o método da redugao de
S - AV .
ordem, isto é, procuraremos v(¢) ndo constante tal que y,(¢) = v(t)e( %)t seja solucdo de (4.4).

Fazendo a substituicdo em (4.4), ficamos com

Como e(_%)’ ndo se anula, devemos ter necessariamente que
" > b N 0= o b? N b? b? — 4ac
av —— —+4c|v| = aww'=-—+——-clv=—— |
da 2a da 2a da
Como b? — 4ac = 0 concluimos que

a'=0=V=0=V=a=v=ar+8, a,B,eR.

Uma vez que queremos apenas uma das solug¢des, podemos tomar @ = 1 e B = 0. Sendo assim,

v(t) =t e a segunda solugdo de (4.4) é
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Exemplo 40. Encontremos a solu¢do do P.V.I.

y'+8y + 16y =0,
y(0) =1,
¥ (0) =2.

A equacio caracteristica dessa EDO €
A2 4+81+16=0,

que tem raizes reais iguais A; = A, = —4. Assim, uma das solugdes & y;(t) = e~* e ja vimos,
pelo método da redugdo de ordem, que a outra solugio é y,(t) = te~*. Portanto, a solugio geral

da EDO ¢ dada por
4t

y(t) =cre ¥ +cyte™,
o que implica que y'(t) = e~¥#(—4c| + c2 — 4cat). Aplicando a primeira condi¢io temos que
l=y0)=c=c1 =1,
e, aplicando a segunda condi¢do, obtemos
Y(0)=1(—4+c2—4c0) =2=c,—4=cr, =6.

Portanto, a solu¢do do P.V.I. € dada por

y(t) =e M +6re.

iii »>—4ac < 0 - Raizes complexas

Neste caso,
b ivV4ac—b? b ivV4ac—b?
PR AL D M A AL
2a 2a 2a 2a
Gostariamos que M e M fossem solugdes de (4.4). Contudo, devemos resolver primeiro dois

problemas que aparecem:

1) definir e para A complexo;

Ay

2) mesmo definindo Mt e eh! como solugcdes (com valores complexos), queremos solugdes

reais.

Inicialmente, voltemos nossa atenc¢ao para o segundo problema, pois sem ele o primeiro nao

teria sentido. Para isso, consideremos a seguinte defini¢o.
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Defini¢iio 22. Se F (1) = u(r) +iv(t), definimos F'(t) = u/(t) + v/ (¢).

Observacao 27. A definicdo acima faz sentido, pois podemos identificar F (1) = u(t) + iv(t)
como f(t) = (u(t),v(r)). Logo, f(t) é uma parametrizagdo de uma curva plana cujo vetor

velocidade é (i/(¢),V/(¢)). Desse modo, € natural a defini¢do dada.

Proposicao 6. Se y(t) = u(t) + iv(t) é uma solugdo complexa de (4.4), entdo u(t) e v(t) sdo

solugdes reais de (4.4).

Demonstragdo. Substituindo y(¢) = u(t) + iv(t) em (4.4) obtemos

ay"(t)+by (1) +cy=0 = a(ult)+iv(t))" +b(ut)+iv(t)) +c(u(t) +iv(t)) =0
= [au"(t) +bu' (1) + cu(r)] +i[av" (1) + bV (t) + cv(r)] = 0.

Agora, para que um nimero complexo seja zero € necessario que tanto sua parte real quanto sua

parte imagindria sejam zero, ou seja,
ad’(t)+bd' (t) +cu(t) =0 e a({t)+b/(t)+cv(t) =0.
Logo, u(t) e v(t) sdo solugdes reais de (4.4). O

Agora, com o segundo problema resolvido, podemos passar para o primeiro problema,
ou seja, definir M para A complexo. Para isso, veja que é natural pedir que a fungao satisfaca a

a+b

propriedade ¢**? = e%". Logo, se A = o + i} devemos ter

e/lz _ eOCt-Hﬁl _ ewe’ﬁt.

Desse modo, basta definir e/ Agora, sabemos que para todo x real vale
> _n 2 3

oy r AL
¢ _g%n!_l+x+2!+3f+ !

e esta equagdo também tem sentido para x complexo. Isto nos leva a colocar

(i6)* , (i0)°

0 _ ; . ...
e’ = 14i0+ 2 + 3 +
0% i’ of
B TR TRV TR
92 64 ‘ 3 95
= <1—?+Z— )—i-l(@—y—{-?—"')
6> o* 6 6°
Masébemconhecidoquecos@z1—5—#?—---esenGzG—?—ky—m.Logo,é

natural definirmos

¢ = cos @ +isend.

Portanto,
At (o+if) _ ot .
eM=e = e%(cos Bt +isenpPt).
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de/ll

Lema 3. Se A é um nimero complexo, entdo y7a At
Demonstracdo. Seja A = a+if3, a, B € R. Entéo,
R
dt dt dt
d
= [¢¥ (cos Br +isenPr)]
d d
= E(eo” cos fBt) —|—iE(e°“ senf?)

= (ae™cos Bt — Be™ senPt) +i(ae™ senft + Be™ cos Bt)
= ae™(cosBt+isenft)+ Bei(cos Bt +isenPt)
_ ae(a+iﬁ)t+iﬁe(a+iﬁ)t

= (o+iB)e* I =M.

[]
Agora, fica facil verificar que
y(t) = M = ¥ (cos Bt + i senfr),
onde o = _—b ef = L_bz, é uma solugdo complexa de (4.4), quando b> — 4ac < 0. Logo,

a
pela Proposi¢ao 6, deduzimos que
yi(t)=e%cosBt e yy(t) =e* senft

sao solugdes reais de (4.4).

Vejamos agora que y; e y> s@o solucdes linearmente independentes. Para isso, note que o

Wronskiano de y; e y, é dado por
e% cos Bt e™ senft
oe™ cos Bt — Be™ senBt  ae™ senfr+ Be* cos Bt
= ae*® cos Bt senft + Be*™ cos? Bt — ae*™ cos Bt senft + Be>™ sen’ Bt

= pe*#0,

Wiy, »lt) =

para todo ¢z, pois 8 # 0. Logo, y; € y» sdo solucdes linearmente independentes e a solugio geral
da EDO sera dada por
y(t) = e (cicos Bt + ¢ senPr).

A

Observaciio 28. E natural questionar se ¢’ originara outras duas solucdes reais para (4.4),

entretanto isso ndo ocorre, pois

M = @7 — 0O (cos Bt — i senft),
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e, portanto, denotando por R(e*') e 3(e*2') a parte real e a parte imaginaria de ¢*', respectiva-

mente, obtemos

F1(1) = R(eM') = e cos Bt =y (1),
Fa(t) = 3(e™') = —e™ senPt = —y1(1).
Exemplo 41. Encontremos a solucdo real do P.V.I.

y' =4y +13y =0,
¥(0) =1,
Y(0) =5.

A equagio caracteristica dessa EDO é A2 —4A 4 13 = 0, que tem raizes complexas
M=2+3i e Ih=2-3i

Assim,

Mt = (24301 _ ez’(cos 3t +isen3t)

€ uma solucdo complexa da EDO dada. Logo, pela Proposicao 6, sabemos que
yi(t) =R(M) =e*cos3t e yo(t) = 3(eM) = ¥ sen3t
sdo solugdes reais linearmente independentes da EDO e, assim, a solucdo geral € dada por
y(t) = €% (c1 cos 3t + ¢y sen3t),
onde c; e ¢, sdo constantes reais. Aplicando a primeira condi¢do inicial temos
¥(0) = € (c1 cos0+ ¢ sen0) = ¢y = 1

e, portanto,

y(t) = €% (cos 3t + ca sen3r),

o que implica y'(t) = 2% (cos3t + c3 sen3t) + e* (—3 sen3t + 3c; cos 3¢). Logo, aplicando a

segunda condig¢do inicial temos
' (0) = 2€%(cos 0 + ¢ sen0) + e®(—3 sen0 + 3c2cos0) = ¢ = 1.
Assim, a solu¢@o do P.V.I. é dada por

y(t) = e (cos 3t + sen3t).
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4.2 A Equacao Nao Homogénea

Consideremos agora a equagao linear ndo homogénea
Y'+a(t)y +b(t)y=g(t), [LN.H]

onde a(t), b(t) e g(t) sdo fungdes continuas num intervalo I e g(¢) # 0. E interessante observar
que nos fendmenos fisicos descritos por uma equagdo dessa forma, o termo g(¢), geralmente,

representa um "agente externo" atuando sobre o sistema.

Para a equag@o linear de primeira ordem ndo homogénea, y' + a(t)y = b(t), vimos que a

solucdo geral é composta de duas partes:
I) asolugdo geral da equagio homogénea associada y' + a(r)y = 0;
I1) uma solugdo particular da equagio ndo homogénea y +a(t)y = b(r).

Veremos a seguir que este fato também € verdadeiro para as equacdes lineares de segunda

ordem.

Teorema 8. Sejam y;(z) e y»(¢) solugdes linearmente independentes da equagdo linear homo-
génea y” +a(t)y +b(t)y = 0 [L.H.] e seja ¢(z) uma solugdo particular da equagdo linear nio
homogénea y” +a(t)y’ + b(t)y = g(¢) [L.N.H.]. Entdo, toda solu¢do de [L.N.H.] é da forma

y() = e (1) +cay2 (1) + 9(1), (4.6)

onde c; e ¢ sdo constantes reais.

Demonstragdo. Primeiramente, veja que, se @1 € ¢, sdo solucdes de [L.N.H.], entdo a fun¢do

(1) = @1(t) — @2(t) é solugdo de [L.H.]. De fato, substituindo y em [L.H.] temos que

(01— @) +a(t) (@1 — @) +b(t) (@1 —@2) = (@ +a(t)p;+b(t)p)
—(@3 +a(t)py +b(t) )
= g() ~g()=0.

Logo, se y(¢) é uma solucdo de [L.N.H.], entdo y(¢) = y(¢) — ¢(¢) é solucdo de [L.H.].
Por outro lado, como toda solucdo de [L.H.] € da forma cyy;(¢) 4 c2y»(t), concluimos que

V(1) = c1y1(t) + cay2(1). Ou seja, y(t) — (1) = c1y1(f) + c2y2(t), 0 que mostra que
y(t) = ciyi(t) +coya(t) + @(2).
O]

O teorema acima reduz nosso problema de encontrar todas as solucdes de [L.N.H.]
ao problema de encontrar duas solucdes linearmente independentes de [L.H.] e uma solugao
particular de [L.N.H.]. Ou seja, devemos encontrar a solucdo geral da equacao [L.H.] associada

e uma solucdo particular de [L.N.H.].
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Definicao 23. A expressao (4.6) é chamada solucao geral de [L.N.H.].

Exemplo 42. Encontremos a solucdo geral de y”’ —y = —t.

Primeiramente, determinemos duas solucdes linearmente independentes da equacao

homogénea associada y” —y = 0, cuja equacdo caracteristica é A2 — 1 = 0. Esta equagdo possui

raizes Ay =1 e Ap = —1 e, assim, y;(t) = €' € y(t) = ¢!

sdo duas solucdes linearmente
independentes de [L.H.]. Obviamente ¢(¢) = ¢ € uma solugéo particular de [L.N.H.]. Logo, pelo

Teorema 8, a solucio geral da equacdo y’ —y = —t é
y(t)=cre +cre" +t.

Exemplo 43. Sejam ¢;(t) =12, ¢o(t) = t*> +e* e @3(t) = 1 + 1> + €* trés solugdes de uma

equacgdo [L.N.H.] de segunda ordem. Encontremos a solugdo geral dessa equagao.

Note que as funcdes @, (t) — @1 (1) = e* e @3(t) — 2 (t) = 1 sdo duas solucdes linearmente
2
1

independentes da equacao homogénea associada, pois W (t) = 22 = 2% #£0, Vt. Logo,
e

a solugdo geral de EDO ¢é
y(t) = ¢ + cre” 412,

Observe que no Exemplo 43 podemos considerar qualquer uma das solugdes particulares.

Basta colocar os termos corretos em evidéncia.

Veremos a seguir dois métodos que permitem determinar uma solugdo particular de uma

equagao linear ndo homogénea.

4.2.1 Meétodo dos Coeficientes a Determinar

Estudemos a equagdo
ay” +by' +cy=g(t),

onde a, b e ¢ sdo constantes reais e g(¢) é uma fungéo exponencial, ou um polindmio, ou uma
das funcdes seno ou cosseno. Nesses casos veremos que nao € dificil encontrar uma solugao

particular. O método também se aplica ao produto de tais funcdes, ou seja,

g(t) =e¥(ap+ait + - +aut")(by senPt + by cos Bt).

Antes de estudarmos um procedimento geral vejamos os seguintes exemplos.

Exemplo 44. Encontremos uma solucdo particular da equacio y” — 3y —4y = ',

Tentaremos y,(t) = Ae>’, sendo assim yp(t) = 54¢> e yy(t) = 25A¢”. Substituindo na
equacio temos 25Ae” — 154> — 4Ae> = 6Ae” = !, portanto, A = % e assim
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Exemplo 45. Encontremos uma solugfo particular da equacéo y” + 3y’ + 2y = 3t.
Queremos encontrar uma fungdo y,(¢) tal que a soma dos termos yZ, 3y;, e 2y, seja igual

a 3t. Uma opgdo seria procurarmos uma funcdo da forma y,(t) = Ar. Mas ela ndo funciona, pois

yp(t) =At = y,(1) =A =y (1) =0,
e, entao,

Y43y, 4 2yp = 0+ 34 + 24t
Logo, se y, + 3y}, +2y, = 3A+2At = 3t devemos ter A =0 e A = 3, 0 que é impossivel. Por
outro lado, se tentarmos y,(¢) = At + B, temos que
yp(t) =At+B=y,(t) =A=y,(t) =0,

€, portanto,

Yy +3Y, 42y, = 0+3A+2(At + B).

Assim, 3
yg—|—3y;,—|—2yp =BA+B)+2At=3t=A= 5 ¢© B=——.

Desse modo, uma solugao particular da equagdo é

_3t 9

yp(t) 5 o

Exemplo 46. Encontremos uma solugio particular da equacdo y” — 3y’ +2y = sent.
Queremos encontrar uma fungdo y, () tal que a soma dos termos y7, —3y), e 2y, seja

igual a sen. E natural pensar na fungio yp(t) = Asent. Entretanto, em sua derivada surgird cost

e ndo conseguiremos a igualdade com a funcdo sent. Tentamos, entio, y,(t) = A sent + Bcost.

Assim,
yp(t) =Acost —Bsent e y,(t)=—Asent —Bcost.
Portanto,
Yp—3y,+2y, = —Asent —Bcost —3(Acost — Bsent) +2(A sent + Bcost)
= (A+3B)sent+ (—3A+ B)cost.
Assim,

¥y —3Y,+2y, = (A+3B) sent + (—3A + B) cost = sent,

o que implica que

A+3B=1 A
=
—3A4+B=0 B

Sl 3

Desse modo, uma solugdo particular da equagdo é

(1) = ! sent + ) cost
P\ =10 10"
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Os exemplos acima motivam os procedimentos que serdo apresentados a seguir para os

casos em que g(7) possui uma das formas:
D) Py(t) = ant" +ap 11" + - a1t +ap,
) e*P,(1),
D) e*P,(t) senft ou e* P,(t) cos Bt,

IV) combinacdes lineares das anteriores.

1° Caso: Se g(t) = P,(t), a, # 0, ficamos com a equagdo diferencial
ay’ +by +cy = ant" +ap_1t" 4 +ait +ap. 4.7

Assim, procuramos y,(t) de modo que a combinagao ayZ + by;, + cyp seja um polindmio de grau

n. Para isso, tomamos
yp(t) = Apt" +Ap 11" T4 Agt 4 Ay,
onde os coeficientes Ag, Ay, ..., A, devem ser determinados. Substituindo na equacao (4.7) temos

aln(n—1)At" 2+ (n—1)(n—2)A,_11" > +---6Ast +2A;]
bnA" 4+ (n— DA, 11" 2+ 4+ 2451 + A
ClAt"+ Ayt A+ Ag]

ant" +ay_ 11"+ 4 at+ao.

b

Igualando os coeficientes obtemos

.
cA, = ay,

cA,_1+nbA, = a,_
cAp—2+ (n—1)bA,_1+n(n—1)ad, = a,—» (4.8)

kCAO + bA| 4 2aA, = ay.

Se ¢ # 0, pela primeira equacio de (4.8) determinamos A,,. Logo, pela segunda equacao

determinamos A,_| e, assim, sucessivamente até determinarmos todos os A;, i =0,1,...,n.

Se c=0eb #0, entdo ayg + by;7 ¢ um polindmio de grau n — 1, enquanto que P,(¢) é
um polindmio de grau n e, assim, € impossivel resolver (4.7). Logo, para garantir que ayg + by;,
seja um polinémio de grau n, devemos escolher y,(f) como sendo um polindmio de grau n+ 1.
Assim, tomamos

yp(t) = t(Ant" + Ap 11" -+ At +Ay),
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e procedemos como anteriormente. Observe que omitimos o termo constante, pois y = constante

é uma solugdo da equagdo homogénea associada, ay” + by’ = 0.
Analogamente, se b = ¢ = 0 tomamos
Y1) = 2 (Ant" + Ay 11" At 4 Ag)
e procedemos como antes.

Exemplo 47. Encontremos uma solucdo particular da equacdo y” +2y' = 1 +12.

Note que, nesta EDO, ¢ =0 e b # 0, portanto tomamos
yp(t) = t(A? + Bt +C).
Entao, temos

Yo(t) = 3Ar+2Bi+C,
yp(t) = 6Ar+2B.

Substituindo na equacdo obtemos
6At 4+ 2B+ 2(3A1* + 2Bt +C) = 6At*> + (6A+4B)t +2(B+C) = 1 412,

o que implica que

1
2(B+C) =1 c=3
4
1 3 1 2 3 , ~ . ~
Logo, y,(t) = Et — é_ll + Zt € uma solucdo particular da equagdo dada.

2° Caso: Se g(t) = e P,(t), ficamos com a equagdo diferencial

ay” +by +cy =e¥P,(1). 4.9)

Note que se removermos o termo ¢* do segundo membro de (4.9), esta equagdo se
torna igual a equagdo (4.7). Podemos fazer isto tomando y = ¢%*'v. Entdo, y = ¢* (V' + av)
e y" = e* (V' +2av + o*v). Substituindo em (4.9) e cancelando o termo e* em ambos os
membros obtemos

a(V' +2av' + a®v) +b(V + av) +cv = P, (1),

ou seja,
av" 4+ (2a0 4+ b)V + (ac® + b+ c)v = Py (1). (4.10)
Desse modo, y(1) = e*v(r) é solugdo de (4.9) se, e somente se, v(z) é solugdo de (4.10), e este é

um problema que ja sabemos resolver.

Veja que para encontrar uma soluc@o particular v(¢) de (4.10) devemos analisar os

seguintes casos:
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(1) aa®> +ba+c #0;
(2) aa®>+ba+c =0, mas 2a0 +b # 0;

(3) ao®+bo+c =2a0+b=0.
A condicdo (1) diz que o nao € raiz da equagdo caracteristica
al>+bA+c=0, 4.11)

ou seja, e* ndo é solugio da equagido homogénea ay” + by’ + cy = 0. Por outro lado, neste caso,
temos que v(t) = Q,(¢), onde Q,(t) = Aut" +A, 11"~ 4 -+ At + Ao, e, portanto,

Yp(t) = On(t)e™.
Jd a condigdo (2) significa « é raiz simples da equag@o caracteristica (4.11), ou seja, e™

é solugdo da equagdo homogénea ay” + by’ + cy = 0, mas te® nio é. Por outro lado, neste caso,

temos que v(r) = tQy(t) e, desse modo,
yp(t) =10n(t)e™.
Finalmente, a condi¢do (3) significa que a € raiz dupla da equagdo caracteristica (4.11),

ou seja, tanto e* quanto re* sdo solugdes da equagdo homogénea ay” + by’ + cy = 0. Por outro

lado, neste caso, temos que v(t) = t>Q, (1) e, entio,
yp(t) = tan(I)eat'

Da descrigdo acima observamos que, para encontrar uma solugdo particular y,(t) de

(4.9), podemos estudar a equagio homogénea associada ay” + by’ + cy = 0 da seguinte forma:
(i) Se e% nido é solugdo da equagdo homogénea, entdo
yp(t) = On(t)e™.
(ii) Se e™ € solugdo da equagdo homogénea, mas te™ ndo €, entdo
yp(t) =10n(t)e™.

(iii) Se e™ e re™ sdo solugdes da equagdo homogénea, entdo

)’p(t) :tan(t)em.
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Exemplo 48. Encontremos uma solugdo particular da equagdo y” — 3y’ +2y = (4 —6t)e™".

A equacdo caracteristica A2 — 324 42 = 0 possui como raizes A; = 1 e A, = 2. Assim,

yi(t) =e ey (t) = e?
associada. Portanto, e’ ndo € solug¢do da equagdo homogénea e, desse modo, tomamos

" sd0 as duas solugdes linearmente independentes da equagdo homogénea

yp(t) = (A+Bt)e ™.
Entao, teremos

ypt) = Be'—(A+Bt)e' =(-A+B—Bt)e ',
yp(t) = —Be™'—(-A+B—Bt)e”' =(A—2B+Bt)e".

Substituindo na equag¢do e cancelando o fator comum e’ obtemos
A—2B+Bt—3(—A+B—Bt)+2(A+Bt) =6A—5B+ 6Bt =4 — 6t

o que implica que
1
6A—5B=4 A=——
= 6

1
Logo, y,(t) = (_6 — t> e~! é uma solugdo particular da equacio dada.

Exemplo 49. Encontremos uma solugdo particular da equagdo y” — 3y’ +2y = (4 — 61)¢'.

Como vimos no Exemplo 48, ¢’ € solu¢do da equagdo homogénea associada, entretanto e’
ndo ¢ solugdo. Logo, tomamos y,(r) =1(A+ Bt)e'. Substituindo y,(f) na equacdo e cancelando
o fator comum &' obtemos

—A+2B=4 A=2

—A+2B—2Bt =4 — 6t = =
—2B= -6 B=3

Logo, y,(t) =1(2+3t)e' é uma equagio particular da equagio dada.

Exemplo 50. Dada a equacio y”’ — 6y’ + 9y = (6 + 12¢ + 121> + 4013 4 42¢) e, encontremos
uma solugao particular para ela.

A equacio caracteristica A2 — 64 +9 = 0 possui raizes A; = A, = 3. Assim, y; (1) = e

ey (t) = te3! sdo duas solugdes linearmente independentes da equacio homogénea associada.
Logo, tomamos y,(t) = t2(Ag + A1t + Aat? + Ast> + Ast* + Ast®)e¥ . Como podemos observar,
substituir esta expressdo na equagdo dada seria muito trabalhoso. Neste caso, € muito mais

prético proceder da seguinte forma. Tome y(z) = e¥v(¢). Entio, teremos

V)= +3v)e¥ e y'(t)=("+6V4+9)e.
Substituindo na expressio e cancelando o fator comum e, obtemos

V=64 12 + 1212 +408° +42¢°.
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Logo, integrando duas vezes temos
v(t) =32 4208 +1* 4200 +1.
Portanto, uma solucdo particular da equagdo dada é

vo(t) = (B2 +1* 4205 417)e™
= PB+u+r 20 4+1)e.

3° caso: Se g(1) = e®P,(t) senft (ou g(t) = e*P,(t)cos ft) ficamos com a equagido
diferencial
ay” + by +cy = e™P,(t) senft (ou cos fBt).

Este problema pode ser reduzido ao anterior se notarmos que
1) e/ = cos Bt +isenpr;

2) se y(t) = u(t) +iv(t) é uma solugdo a valores complexos da equacdo
ay” +by +cy=gi(t) +igat),
onde a, b e ¢ sao constantes reais, entao

au” +bu' +cu=g(t)
av’ + bV +cv=g(1).

Provemos que a afirmacdo 2 € verdadeira. Note que
y&) =ult)+iv(t) =Y (@) =u () +i/(t) =Y'(t) =ud" (t) + " (1).
Substituindo na equagdo original obtemos
a" + ")+ b + V") +c(u+iv) = g1 +igo,
que € equivalente a
(ad” +bu' +cu) +i(av" +bV +cv) = g1 +iga.

Agora, para que dois nimeros complexos sejam iguais sabemos que suas partes real e imagindria

devem ser iguais. Logo, concluimos que

au” +bu' +cu=g(t)
av’ + bV +cv=g(1).

Tendo isso provado, temos que se ¢ (1) = u(t) +iv(t) é uma solugdo particular da equagio

ay”" +by +cy = (ag+ayt + -+ apt™)e TP
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ou, equivalentemente, fazendo Bt = cos Bt +isenft,
ay” +by +cy=e"(ap+ayt+---+ant")cos Bt +ie™ (ag +ait + - - - + a,t") senPt,
pela afirmacéo 2 acima, concluimos que u(t) = R[@(¢)] € uma solugdo de
ay” +by +cy=e"(ap+ayt+---+ayt")cos Bt,
e v(t) = 3[(t)] é uma solugdo de
ay’ +by' +cy =e¥(ap+ait +---+aut") senPt.

Exemplo 51. Encontremos uma solugio particular da equagdo y” — 3y’ + 2y = 20 sen2t.

Vamos determinar y,(¢) como sendo a parte imagindria de uma solugdo a valores com-
plexos @(t) da equagido
Y =3y 2y =20,

Como ji vimos no Exemplo 48, ¢* ndo é solugio da equacdo homogénea associada. Logo,

devemos tentar uma solugdo da forma @(t) = Ae?”. Entio, temos que
0 (1) =2iA*" e @"(1) = —4Ae".
Substituindo na equagdo ficamos com
(—4Ae*") —3(2iAe*") +2(Ae*") = (=2 — 6i)Ae?" = 206",

o que implica que

Logo,
Q1) = (—1+3i)e*" = (—1+3i)(cos2t +isen2t) = —cos2t — 3sen2s + i(3cos 2t — sen2t)

e, portanto,
yp(t) =3[e(t)] = 3cos2t — sen2t

€ uma solucdo particular da equagdo dada.

4° caso: Seja g(t) uma combinagdo linear de fun¢des dos tipos descritos nos casos
anteriores. Podemos resolver este caso usando o Principio da Superposicao de Solucoes que

vEeremos a SCgUiI' .

Teorema 9. (Principio da Superposi¢do de Solugdes) Suponha que ¢; seja solucao da equacao
ay” + by +cy = g1(t) e que @, seja solugdo da equagdo ay” + by +cy = ga(t). Se a; € @ sdo
constantes, entdo a func¢do @(r) = o @; (1) + o @2 (t) € solugdo da equagdo

ay”+by'+cy = (Xlgl(t)—l—(ngz(t).
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Demonstragdo. Substituindo ¢(f) na equagdo obtemos

a@”" +bo'+co = alaQ+ @)’ +b(aiQ+ e) + (@ + )

= ao @) +aon@y +bay @) +bor s +cai @ +corps

= ou(a@ +bo|+cor)+ 0p(ags +b¢;+cer).
Como, por hipétese, sabemos que @; € solugdo de ay” + by’ +cy = g1(t) e @2 é solugdo de
ay’ + by +cy = g(t), temos que

a1 (a@) +by +cor) + o (ap) +b) +cpr) = g (t) + g (1),

ou seja,

a@” (1) +b¢'(t)cp(t) = g (1) + 0nga(1),

0 que prova o resultado. [

Exemplo 52. Dada a equagdo y” — 3y’ +2y = (4 — 6t )¢’ + 20 sen2¢, encontremos uma solugao
particular para ela.

Para encontrar uma solugao particular dessa equagao devemos procurar uma solucao
particular y), (¢) da equagdo
y' =3y +2y=(4—6t)e”’
e uma solugao particular y,, () da equagdo

y" — 3y +2y =20 sen2t

e, entdo, somar as duas solugdes. Do Exemplo 49, sabemos que y,, =#(2+ 3¢)e’ e do Exemplo

51 que yp, = 3cos2t — sen2t. Logo,

Yp(t) = yp1 +yp2 =1(2431)e' +3cos2s — sen2s.

4.2.2 Método da Variacao de Parametros

A principal vantagem deste método € o fato de ser um método mais geral para encontrar
uma solucdo particular de uma EDO linear nao homogénea de segunda ordem, pois se aplica
também a equacdes com coeficientes varidveis. Entretanto, apresenta a desvantagem de, em

geral, conduzir ao calculo de integrais complicadas.
O método consiste em determinar uma solucdo particular da equagdo ndo homogénea
Y'+at)y +b(t)y=g(t), [L.N.H]
a partir de duas solucdes linearmente independentes da equacdo homogénea associada
y'4a(t)y +b(t)y=0.  [L.H.

Especificamente, dadas y;(¢) e y»(¢) duas solugdes linearmente independentes da [L.H.], quere-

mos encontrar uma solugéo particular y,(¢) da [L.N.H.] da forma

yp(t) = ur(t)y1 (1) +uz(t)ya(t). (4.12)
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Observacao 29. Inicialmente, isso parece complicar nosso trabalho, pois estamos trocando o
problema de encontrar uma funcdo desconhecida y,(¢) pelo problema de encontrar duas fungdes
igualmente desconhecidas u; () e u,(t). Entretanto, trabalhando corretamente encontraremos

ui(t) e up(t) como as solugdes de duas equagdes de primeira ordem muito simples.

Nosso objetivo, agora, € impor condi¢des sobre u; () e uy(¢) de modo que a expressao

yp+al(t)y,+b(t)y, se torne tao simples quanto possivel. Derivando (4.12), obtemos
’ / / / /
Yp = U1y +ugy; +uiyr +upys.

Para simplificar as expressdes de y), e y},, vamos impor sobre u;(¢) e u3(t) a condigao

wyy1 + iy = 0.
Assim, y, = u1y| +uzy e, portanto,

Yy = ury) + Yy +unys +uzys.
Substituindo y,, ¥/, e ¥, na equagio [L.N.H.] obtemos
Wy + ]+ Yy + uayy +alury) + uzys) +b(uryi +uzyz) = g
e reagrupando convenientemente temos
!/ !/ 1/ / // / .
Uy +upyy, +ur (y) +ay) +byr1) +ua(yy +ay, +byr) = g.

Como y; e y; sdo solucdes da equacdo homogénea, temos

Wy +uzys =g.
Entdo, y, = u1y| + u2y> sera solug¢do da equagio [L.N.H] se u; e u satisfazem as condi¢des

yiuy +yub =0

Yyt +your = 8,
que ¢ um sistema linear em u} e u}, cujo determinante da matriz dos coeficientes é Wy, y2|(¢),
que € sempre diferente de zero, uma vez que y; € y, sdo solucdes linearmente independentes da
equacdo [L.H.]. Logo, a solucdo desse sistema é dada por

r . 82
Uy =—=—-
w

1 8Y
l/l2——

1
W
Finalmente, por integragdo, obtemos u; e u, e, consequentemente, y,.

Exemplo 53. Encontremos uma solucio particular da equacdo y” — 5y’ + 6y = 2¢'

Primeiramente, devemos encontrar duas solu¢des linearmente independentes da equacao

homogénea associada y” — 5y’ 4+ 6y = 0. A equagio caracteristica A2 — 51 +6 = 0 tem duas
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3

raizes reais distintas A; = 2 e A, = 3. Portanto, y; (1) = ¢* e y2(t) = ¢* sio solugdes linearmente

independentes da homogénea associada, e ainda

eZt e3l

_ 5t
D2 3 =e'#0, VreR.

Wiyr,y2)(t) =

—g(ya(t)  —2ele¥ -2 2
ull(t) - W(f) - o5t :—[:>M1(l‘):—[,
foy L 8mi() _2e'e 2 _
u(t) = Wa T e E:uz(t) —
2 1
Portanto, u; (¢)y(t) = ;ezt =2 e up(t)y,(1) = —ﬁe” = —¢' e, entdo, uma solugdo particular

da equacao dada é

4.3 Equacao de Cauchy-Euler

Nesta secdo, abordaremos, brevemente, a Equaciao de Cauchy-Euler, que pode ser consi-

derada uma variacdo das equagdes diferenciais de 2* ordem com coeficientes constantes.
A Equacao de Cauchy-Euler ¢ a equacgao linear de segunda ordem da forma

at®y" + bty +cy = g(1), (4.13)

onde a, b e ¢ s@o constantes, a # 0. Temos, de modo equivalente, a forma padriao

b, c _g@)
1 /
+—=y+-—y="—5, t#0.
YT Ta? T ar 7
Note que, na verdade, a Equacao de Cauchy Euler apresenta uma forma mais geral do
que as equagdes de 2? ordem com coeficientes constantes. No entanto, veremos a seguir que
podemos tratd-las de maneira similar.

/

=t i tye

Especificamente, podemos procurar solu¢gdes da forma y , pois 0s termos 2

y sdo todos do mesmo tipo, ou seja,
y=t*, /=M e A =A1A-1Di*
Substituindo na equacdo homogénea associada a (4.13) obtemos
al (A — D)it* +bAt* +ct* = [aA?> + (b—a)A +cJt* =0,

o que implica que
al®+(b—a)d+c =0,
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que também chamaremos de equacao caracteristica da equagao homogénea associada a (4.13).

Assim como para equagdes homogéneas com coeficientes constantes, fazemos uma
andlise a respeito da quantidade de raizes da equacdo caracteristica e da forma de duas solugdes

linearmente independentes da EDO.

E ficil verificar que, se a equagdo caracteristica possui duas raizes reais distintas, entio
teremos duas solugdes linearmente independentes dadas por y; (1) =t e y,(r) = 1*. Se a
equacdo caracteristica possui duas raizes reais iguais, A = A; = A, entdo uma solucdo é dada por
yi(t) = t* e usamos o método da reducdo de ordem para encontrar a segunda solugo linearmente
—

independente com y; (¢), que serd dada por y,(¢) Inz. Finalmente, se a equagio caracteristica

possui duas raizes complexas, tomamos A; = a + i3 e como
10FB — 1 04iB — (@ BInt — 1@ lcog(B1nt) +isen(B1nr)],

teremos y; (1) =t%cos(BInt) e y,(¢) = t* sen(B Inr) duas soluc¢des linearmente independentes
da EDO.

Exemplo 54. Encontremos a solugdo geral da equagdo 12y" — 2ty' +2y = 3¢, t # 0.

A equagio caracteristica da equacio homogénea associada é dada por A2 —31+2 =0
e possui duas raizes reais distintas A; = 1 e Ay = 2. Portanto, y|(t) =t e y,(t) = t* sdo duas
solugdes linearmente independentes da equacdo homogénea. Agora usaremos o método da
variacdo dos parametros para achar uma solucdo particular. Para isso, devemos antes determinar
o Wronskiano de y; e y»,
t 1

W= =70

2 2 .
Entdo, usando a equagio na forma padrdo y” — ;y’ + Y= te', tomamos u (t) e up (1) tais que

—(te! 2
() = %:—tet:ul(z‘):—et(r—l),

uh(t) = (teg(t) = = u(t)=¢.

Assim, uma solugdo particular da equacao é dada por
yp(t) = —e'(t— D)t +et> =1?e —1%e +1e' =t
Logo, a solugdo geral da equacdo dada é
y(t) = cit +cat* +-te'.

Exemplo 55. Encontremos a solucio geral da equacdo 12y —2ty' +2y =172, ¢t #0.

Do Exemplo 54, sabemos que A; = 1 e A, = 2, portanto, y;(t) =t e y,(t) =t sio
duas solucdes linearmente independentes da equacao homogénea associada. Agora, usaremos o
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método da variacdo dos parametros para achar uma solucao particular. Para isso, devemos antes

determinar o Wronskiano de y; e y;, ou seja,

W(t) = v =120
o2 '

2 2 .
Entdo, usando a equagdo na forma padrdo y” — ;y’ oY= t~*, tomamos u; (t) e uy(t) tais que

_(+—4N\ (42

s = I el
—4

s = 0=

Assim, uma solucdo particular da equagdo € dada por

I 1, 1 1 1

= —t——t=—— — = —.
Yp(t) 33 414 32 42 122

Logo, a solu¢do geral da equacdo dada é

1
2

t)=cit+crt” + —=.

) =attal+ 5,

4.4 Algumas Aplicacoes

4.4.1 Corpo em Queda Livre com Influéncia do Atrito

Como j4 vimos, a variacao da altura em que um corpo em queda livre se encontra do
solo é dada pela equacgdo
mh" 4+ kh' = mg,

onde m representa a massa do corpo, g(> 0) é a aceleracdo da gravidade e k(> 0) é a constante

de resisténcia do ar.

Veja que a equacdo acima € uma equacdo linear de segunda ordem ndo homogénea com
coeficientes constantes e, assim, sabemos encontrar sua solucdo, que serd dada pela soma da
solucdo geral da equagdo homogénea associada com uma solucao particular da equagdo nao

homogénea.

Para encontrarmos a solug@o geral da equagdo homogénea associada, mh” +kh' = 0,

consideremos sua equacdo caracteristica
mA* 4+ kA = 0.
E facil verificar que as raizes dessa equagdo sdo dadas por A} =0e A, = —%. Assim,

mt)=e"=1 e ht)=e n
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s@o duas solucdes linearmente independentes da equagdo linear homogénea e sua solucdo geral é
dada por
_k
c1hy (l‘) +C2h2(l‘) =c1+ce m[,

onde ¢ e ¢, sdo constantes arbitrarias.

Por outro lado, podemos utilizar o Método dos Coeficientes a Determinar para encon-
trarmos uma solucgdo particular para a equacao nao homogénea. Neste caso, devemos tomar
hy(t) = tA, o que implica que &, (1) = A e h})(¢) = 0. Logo, substituindo na equagio temos que

mg

m~0—|—kA:mg:>A:7

mg

e, portanto, /(1) = 55t.
Assim a solugdo geral da equacdo é dada por
h(t) = ¢y +cpe n! + %t.

Tomando a posi¢do inicial do corpo , ou seja, a altura em que o corpo se encontra inicialmente

como /(0) = 0 e a velocidade inicial do corpo como 4'(0) = vy, temos que

h(O) :E0+C1+02e77k0 :O$0:CI+C2$C1 = —cs,

k
) k
' (0) = % - %026_7](0 =Vo = % <V0 - %) = —C3.
Logo, a solu¢cdo da EDO dada é
mg m mg —kt
h(r) = "8, —( ——> | —e). 4.14
(z) (o (1—em) (4.14)

Exemplo 56. Um objeto de 3 kg € solto do repouso de uma altura de 500 m. Suponha que a
forca gravitacional seja constante, com g = 9,81 m/sZ, e que a forca, devido a resisténcia do ar,
seja proporcional a velocidade do objeto, com constante de proporcionalidade k = 3 Ns/m. Em

que instante o objeto atingird o solo?

Para calcular o instante t em que o objeto atingird o solo basta calcular em que instante
ele terd percorrido 500 m. Substituindo os dados do problema na equagao (4.14) temos, num

instante ¢ qualquer, que

h(t) = (3)(2—’81)z+§ (0—(3)(2—’81)) (1—e3)=9,81r—9,81(1—¢ ™).

Portanto, fazendo A(¢) = 500, obtemos

500=9,81(t+e ') —9,81 =t+e ' 251,97

Infelizmente, ndo podemos resolver de modo explicito esta equacdo, mas podemos
fazer uma anélise para encontrar uma aproximagdo. Como ¢ + e~ = 51,97, podemos supor que
51 <t+e ' <52. Além disso, notando que 0 < e~ < 1 para todo 7 > 0, podemos concluir que
50 <t <52,



4.4. Algumas Aplicagées 111

Observacao 30. O modelo utilizado para um corpo em queda livre com influéncia do atrito pode
ser adaptado para outros tipos de movimento em que haja influéncia de duas forgas similares a

gravidade e a resisténcia do ar. Vejamos um exemplo a seguir.

Exemplo 57. Um pequeno barco de 20 kg é rebocado a uma velocidade de 7 m/s. No instante
em que o cabo do reboque € largado, um motor mantém o barco em movimento, exercendo uma
forca de 12 N. Sabendo que a resisténcia ao deslocamento, em N, € de 3 vezes a velocidade do

barco em m/s, qual o descolamento do barco depois de 20 segundos?

A equagdo que modela o deslocamento do barco em funcdo do tempo é dada por
207" +37 =12,
que corresponde a
Z"4+0,157 =0,6.

Primeiramente, devemos encontrar duas solu¢des linearmente independentes da equacao homo-
génea associada 7"/ + 0,157 = 0, a equagio caracteristica dessa equagiio é A2 40,154 =0 ¢
possui como raizes A} =0 e A, = —0, 15. Entdo, as solugdes linearmente independentes serdo
z1 =1ez =e %% Agora, pelo método dos coeficientes a determinar é fécil verificar que

zp(t) = 4t € uma solugdo particular da EDO. Assim, temos que a solu¢do geral da EDO ¢
2(1) = ¢y + e O 444

e, aplicando as condi¢des de que no inicio o barco estava a uma velocidade de 7 m/s e a distancia

percorrida passou a ser contada do momento inicial, ou seja, z(0) =0 e Z/(0) = 7, temos
72(0) = c14+c=0=c =—c,
7(0) = 4-0,15¢; =7= ¢, = —20.
Entdo, temos que a distancia percorrida pelo barco em fun¢do do tempo € dada por
2(1) =20 —20e 15" 1 4¢,

o que implica que z(20) = 99. Ou seja, depois de 20 segundos o deslocamento do barco é de 99

metros.

4.4.2 Aquecimento e Resfriamento de Prédios

Considerando um prédio como sendo um tnico compartimento e 7'(¢) a temperatura no
prédio no instante ¢, a taxa de variacao da temperatura ¢ determinada por todos os fatores que

geram ou dissipam calor.

Consideremos os trés fatores principais que afetam a temperatura dentro do prédio. O

primeiro € o calor produzido por pessoas, lampadas e mdquinas, que provoca um aumento na
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temperatura, indicado por H (¢), sempre ndo negativo. O segundo é o aquecimento ou resfriamento
fornecido por aquecedor, ou ar-condicionado, e essa variagdo na temperatura serd indicada por
U (t), que é positiva para aquecimento e negativa para resfriamento. O terceiro fator é o efeito
da temperatura externa M (t) sobre a interna 7' (¢) em que, pela lei de resfriamento de Newton,
a taxa de variac@o de T (¢) é proporcional a diferenga entre as temperaturas M(z) e T'(¢). Essa
proporcionalidade é dada por uma constante positiva K, que depende das propriedades fisicas do

prédio, como nimero de portas e janelas, e o tipo de isolamento.
Resumindo a descri¢do acima, temos que
dT
dt

Entretanto, € mais comum encontrarmos situagdes em que o prédio seja dividido em mais do que

KM(@)—T@)|+H(t)+U(r).

um compartimento. Por exemplo, se considerarmos que existam dois compartimentos, digamos
0 ambiente A e o ambiente B, podemos modelar a variagdo de temperatura nesses ambientes da

seguinte forma

ddltA = K1 [M(t) — Ta(t)) + Ka[T5(t) — Ta(t)] + Ha(t) + Ua(t)
ddlf = K3[M(t) — Tg(t)] + Ka[Ta (t) — Tp(t)] + Hp (1) + Up(¢)

em que K é a constante de proporcionalidade de troca de calor entre o ambiente A e o exterior
do prédio, K3 € a constante de proporcionalidade de troca de calor entre o ambiente B e o exterior

do prédio e K; é constante de proporcionalidade de troca de calor entre os ambientes A e B.

Exemplo 58. Uma casa consiste em dois ambientes, a drea do sotdo A e a drea de estar B que
€ resfriada por um ar-condicionado que remove 24000 Btu/h. Suponha que a capacidade de
calor da area B é de %OF por mil Btu, a constante de proporcionalidade entre a drea externa e
o ambiente A é %, entre a area externa e o ambiente B € % e entre os ambientes A e B é %. Se a

temperatura exterior permanece em 100°F, a que temperatura chega a drea A? E a drea B?
Dos dados do problema temos que K; = %, K, =K;= }1.

Agora assumimos que Hx(t) = Hp(t) =0, e Uy = 0, pois a drea A ndo é aquecida ou

resfriada. Da fisica, sabemos que como a capacidade de calor da drea B € de %OF por mil Btu e

que essa drea tem uma remogao de 24000Btu/h, entdo, Up(t) = — (%) (%) = —12. Logo,
dT,
d—t“‘ = 0,5[100 — Ty (1)] +0,25[Ts(r) — Ta (1)),
dTg
e 0,25[100 — Tp(1)] +0,25[T4(t) — Tp(t)] — 12,
que podem ser reescritas como
drT,
d—tA = —0,75T4 +0,25T5+50, (4.15)
dT;
B _0,5T34+0,25T, +13. (4.16)

dr
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Isolando 73 em (4.15) temos

_ T{40,75T4, — 50 o T/ +0,75T,

B 0.25 ~ B 025 '
e substituindo em (4.16) obtemos
T, +0,75T, T, +0,75T4 — 50
S 24 =_0,5 0,25T4 + 13
0,25 ’ 0,25 L

o que implica que
T, +1,25T, +0,3125T, = 28,25,
que € uma EDO linear de segunda ordem ndao homogenéa com coeficientes constantes e ¢é

equivalente a
16T} + 20T + 5T4 = 452. (4.17)

Entdo, tomando a equagdo caracteristica da equacdo homogénea associada, temos
16A%4+201 +5=0

e, assim, A; = —0,904 e A, = —0,345. Portanto, y;(t) = e 22 e y,(t) = ¢ 3% 530 duas

solugdes linearmente independentes da equagdo homogénea associada.

Agora, usando o método dos coeficientes a determinar podemos encontrar uma solucao
particular da equacdo dada. Devemos procurar y, = A € assim y;) = yg = 0. Consequentemente,

A= % =90,4 ey, =90,4. Logo, a solugao geral da equagao (4.17) € dada por

Ta(t) = 90,4 +cre” 09 4 cpe 0341

e daqui podemos notar que a temperatura da area A tende a 90,4°F.

Além disso, temos que

T/ —0,75Ty — 50

095 =71,2—0,616¢;1¢ "% 1 1,62¢,e7 034

TB<Z‘> =

o que implica que a temperatura da drea B tende a 71,2°F.

Nesse exemplo apareceram as temperaturas 100°F, 90,4°F e 71, 2°F que correspondem,

respectivamente, a aproximadamente 37,8°C, 32,4°C e 21,8°C.

4.4.3 Um Modelo para Deteccao de Diabetes

A glicose ¢ um dos mais importantes carboidratos, por ser usada como fonte de energia
pela maior parte dos organismos. Para cada individuo existe uma concentragdo ideal de glicose

no sangue e qualquer desvio excessivo acarreta certas condi¢des patologicas, inclusive a morte.

Os niveis de glicose no sangue tendem a ser auto regulatorios, mas eles também sao
influenciados e controlados por uma ampla variedade de hormdnios e outros metabdlitos, sendo

a insulina o principal deles.



114 Capitulo 4. Equacgdes Diferenciais Ordindrias de Segunda Ordem

O modelo bésico da concentracio de glicose e de hormdnios no sangue é descrito pelo
seguinte sistema de EDOs
dG
ar = Fl (GaH) +]<t)7
. (4.18)
dar = F. 2(G7H )7
onde G € a concentracdo de glicose no sangue, H é a concentracdo hormonal liquida no sangue e
J € a taxa externa em que a concentracdo de glicose no sangue é¢ aumentada. Muitas vezes temos

interesse em descobrir os desvios de G € H de seus valores ideais.

Suponhamos que G e H assumam os valores ideais, Gg e Hp, no tempo ¢ = ty, quando a
pessoa estd em jejum, isto é, G(ty) = Go, H(tp) = Hy, J (to) =0, F1(Go,Hy) =0 ¢ F>(Gy,Hp) =0.
Como estamos interessados em descobrir os desvios de G € H de seus valores ideais, conside-
ramos as varidveis g e h que correspondem a esses desvios, ou seja, g = G— Gg e h = H — H.

Assim, o sistema (4.18) é dado, nas novas varidveis, por

9 — Fy(Go + g, Ho+h) +J (1),

h (4.19)
% =P (Go+g,Hy+h).

Para facilitar o estudo do sistema (4.19) utilizaremos uma aproximacao das fungdes Fj e
F, em torno do ponto (G, Hp). Esta aproximagio é chamada de férmula de Taylor de 22 ordem
para fungdes de duas varidveis e € dada por

JdF; (Gy. H, oF (G, H
1(Go, o)gJr 1(Go, Hp)

F Hy+h) =F, H,
1(Go+g,Hy +h) = Fi(Go,Hp) + 3G SH

l’l+€1(g,h)

dF(Go,Hp) N dF(Go,Hp)
G ° oH
onde e1(g,h) e ex(g,h) sdo os erros cometidos nas aproximagdes e envolvem derivadas parciais

F>(Go +g,Ho+h) = F>(Go,Hp) +

h—|—€2(g,h),

de 2% ordem de F| e F;, respectivamente, no ponto (G, Hp). Notando que estes erros sdo muito
pequenos se estivermos muito préximos do ponto (Go, Hp), admitindo que G e H desviam-se
muito pouco de Gy e Hp, podemos desprezar os termos e (g,h) e e2(g,h), e teremos uma boa

aproximag¢do do modelo original

@ . 8F‘l (G07H0) aF‘l (G07H0)

— = o8 o h @) (4.20)
dh  JdFR(Go,Hy) | dF2(Go,Hy)
o= o St g 4.21)

Agora, a fim de resolvermos o sistema (4.20) - (4.21) determinaremos os sinais de
IFi(Go.Ho) 9Fi(Go.to) IF(Go.Ho) o 9F2(Go.Ho)
G ’ oH ’ G oH :

No que segue supomos que ndo hd influéncia externa na concentragdo de glicose, isto €,
J()=0.

Para g > 0 (ou seja, a quantidade de glicose no sangue € maior que o ideal) e 4 = 0 (ou

seja, nao ha desvio na concentragdo de hormonios no sangue), a concentragao de glicose no
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sangue diminuird por meio da absorcao pelos tecidos e do depdsito do excesso de glicose no
. ~ / R TIUNY. x . 9F1(Go,Ho)
figado. Entdo, temos G" < 0, o que implica g’ < 0, e da equagdo (4.20) concluimos que ——5~—-

€ negativo.

A mesma situagdo acima, g > 0 e h = 0, implica uma liberacdo de hormonios fazendo

aumentar a concentragdo dos mesmos no sangue, entdo, H > 0, o que implica 4’ > 0. Logo, da

dF>(Go,Hyp)
G

equacgdo (4.21) concluimos que € positivo.

Para g = 0 (ou seja, ndo ha desvio na concentracdo de glicose no sangue) e 2 > 0 (ou
seja, a quantidade de hormonios no sangue é maior que o ideal), a concentragdo de glicose no
sangue diminuird, pois o aumento da concentra¢do de hormdnios propicia a absor¢do de glicose

pelos tecidos e do depésito do excesso de glicose no figado. Entdo, temos G’ < 0, o que implica
9F1(Go,Ho)

/ ~ )3
g <0, e pela equagdo (4.20) concluimos que —5;

€ negativo.

A mesma situacdo acima, g =0 e 4 > 0, implica uma diminui¢ao na concentragdo de

horménios no sangue, pois o corpo tende a metaboliza-los. Entdo, H' < 0, o que implica i’ < 0,

dF5(Go,Hyp)
oH

e pela equacdo (4.21) concluimos que € negativo.

Portanto, € possivel escrever as equacdes (4.20) e (4.21) na forma

d
_df = —mig—mh+J(t), (4.22)
dh
i mag —m3h, (4.23)

onde my, my, m3 e my4 sdo constantes positivas. Como podemos medir apenas a concentragao de
glicose no sangue, € interessante isolarmos 4 na equacgdo (4.22), ou seja,
gl+m1g_-] , gll+m1g/_-]/
h=——=h="——"—"7"7"—
—mj —my
e substituindo na equagao (4.23)
g +mg —J g +mg—J
= 3 +m4g,
—my —my

ou seja,
!

g+ (my+m3)g' + (mamy +momy)g =m3J +J'.

Para facilitar nosso estudo, podemos reescrever a equacdo acima na forma

d*g dg -
— +200—+wg=S(t 4.24
g2 2ot etg=S0), (4.24)

onde o = @, ®> = mymy +mymy e S(t) = m3J +J'. Veja que o segundo membro da

equacdo (4.24) € identicamente nulo exceto no intervalo de tempo muito pequeno em que a dose
de glicose estd sendo ingerida. Seja t = 0 o instante no qual a dose de glicose foi completamente
ingerida, entdo, parat > 0, g(¢) satisfaz a equacao linear homogénea de segunda ordem

d’g . dg

— 120

7o -+ w’g =0, (4.25)
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cuja equagio caracteristica é dada por A% +2aA + ®* = 0. Dai segue que A = —a+ Vo2 — 02
Tomando 8 = Va2 — @2, estudemos os trés possiveis casos para &> — @°.

1° caso: (o> — w? > 0)
Neste caso, temos que a equagao possui duas raizes reais distintas. Além disso, as duas
raizes sd0 negativas, pois & = Va2 > va? — w? = 3, e a solugiio geral de (4.25) é dada por

8(1) = 1M - ere

onde A = —(X—Fﬁ,)vz: —Oc—ﬁ,ecl,cz e R.
2° caso: (a2 — 0? = 0)

Neste caso, temos que a equacdo possui uma raiz real dupla, A = —a. Assim, temos que
as duas solugdes linearmente independentes sdo g1 (1) = e~ * e g,(r) =te~*. Desse modo, a

solucdo geral de (4.25) € dada por
g(t) = (c1 +cat)e™ ™,
onde cq,cp € R.

3° caso: (a® — w? < 0)

Aqui temos A} = —a + Bie Ay = —a — Bi. Logo, como ja foi visto, a solugdo geral de
(4.25) ¢é dada por
g(t) = e ¥ (cycos(Bt) +cp sen(Bt)). (4.26)

Veja que a equagdo (4.26) pode ser escrita de duas formas diferentes. Tomemos primeira-

mente ¢; = Acos(d) e ¢c; = Asen(d). Substituindo em (4.26) ficamos com
g(t) =Ae ¥ cos(Bt —§).

Agora, tomando ¢; = A sen(y) e ¢c; = Acos() e substituindo em (4.26) temos
g(t) =Ae “sen(Bt+7).

Logo, é facil verificar que a solugdo (4.26) oscila entre —Ae~* e Ae~*'. Note ainda que nas

duas situagdes acima A = y/c? + 3. Além disso, na primeira situagdo temos § = arctan (Z—f) e
-1
— ay) — @
na segunda y = arctan <62> = arctan (Cl > .

E importante notar também que em qualquer caso, a solucdo de (4.25) tende a zero
quando 7 tende ao infinito, o que estd de acordo com o modelo proposto, pois se espera que a
quantidade de glicemia no sangue volte ao valor 6timo e, assim, ndo haja desvio desse valor, ou

seja, g = 0, apds aplicada uma dose de glicose.

Um problema deste modelo € que ele ndo considera varidveis como a adrenalina, que

aumenta os niveis de glicose no sangue. Uma forma de diagnosticar o diabetes Mellitus € através
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do teste de tolerancia a glicose (TTG), que € feito da seguinte maneira, o paciente, em jejum,
recebe uma solugdo com 75 gramas de glicose e s@o realizadas coletas de sangue de acordo com
o solicitado pelo médico, geralmente, uma apds 2 horas. O fato € que ha evidéncia indicando
um aumento considerdvel nos niveis de adrenalina durante a recuperacdo do TTG, (antes das
2 horas), pois em alguns pacientes ocorre uma variagdo muito grande dos niveis de glicose no
sangue, ficando abaixo do nivel medido em jejum, que € considerado o valor 6timo. Logo, o
corpo interpreta isso como uma emergéncia e secreta uma grande quantidade de adrenalina e,
portanto, de glicose no sangue. A seguir apresentamos um exemplo de um modelo que envolve o

TTG e a concentragdo de glicose no sangue de um determinado paciente.

Exemplo 59. A concentragado de glicose em 100 ml de sangue de um paciente satisfaz o P.V.I.
1 l ~_ 75
G"+ 3G + 255000 = 2500+
G(0) = 150,
G'(0) = —3,75,
apods absorver a quantidade de glicose proposta no TTG. Sabendo que a concentragdo de glicose
ideal no sangue desse paciente é de 75 mg de glicose / 100 ml de sangue e que se apds as 2 horas

a concentracao ¢ inferior a 140 mg de glicose / 100 ml de sangue ele nao é diabético, verifique

se este paciente é diabético ou ndo. Apds quanto tempo a concentracdo de glicose volta ao ideal?

Primeiramente, devemos encontrar a solu¢ao do P.V.I.. Para isso, precisamos encontrar

as duas solugdes linearmente independentes da equacdo homogénea

| |
Gt -Gt — G=0
t20Y T25007 =Y

cuja equacdo caracteristica é A2 + %/1 + Tloo =0, com solugdes A; = —0,01 e A, = —0,04.

Portanto, as duas solucdes linearmente independentes sio G () = cie %" e G (t) = coe™ 0%,

Além disso, obviamente temos que G, (t) = 75 € uma solugdo particular da equagio nao homo-

génea e, assim, a solucao geral € dada por
G(t) =75+ cre 001 4 ¢pe 004
Agora, aplicando as condi¢des iniciais temos

G(O) = T54+ci+cr=c1+cy =75,
G'(0) = —0,0lc;—0,04cs = —0,01c; — 0,042 = 3,75,

o que implica que ¢; = —25 e ¢, = 100. Logo, a solucao do P.V.I. € dada por
G(t) =75+ 100e 004 — 25,0017, (4.27)
Portanto, calculando G(120), obtemos

G(120) =75+ 100e 8 — 250712 =75 4.0,823 — 7,53 = 68,293.
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Assim, temos que esse paciente ndo é diabético, pois este valor € inferior a 140.

Além disso, temos que se G(1) = 75, entdo

—0,01¢

_ —0,04¢ —0,01¢ e
75 =754 100¢ —25¢ = 004

=4 =1=46,21.

Assim, a concentracao de glicose volta ao ideal apds aproximadamente 46 minutos e 12 segundos.
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CAPITULO

O METODO DE APROXIMACOES DE EULER
E UMA APLICACAO NA EDUCACAO BASICA

Neste capitulo, apresentamos um método numérico para aproximar solu¢des de uma
equacdo diferencial ordindria de 1* ordem. Especificamente, apresentamos o chamado método
de Euler bem como o método de Euler aperfeicoado. Em seguida, descreveremos como foi feita

uma aplicagdo desses dois métodos com alguns alunos do ensino médio.

5.1 O método de Euler

Considerando o P.V.I. de primeira ordem

D — f(t,y),

y(to) = Yo,

(5.1)

lembramos de dois fatos importantes. Se f e g—‘g sdo continuas, entdo o P.V.I. tem uma tnica

solugdo y = ¢ () em algum intervalo contendo o ponto inicial # = zy. Além disso, nem sempre
€ possivel encontrar a solu¢do ¢ manipulando diretamente a equagdo diferencial. Isto ocorre
na maioria dos casos, ou seja, as solu¢cdes da maioria dos P.V.I.s de primeira ordem ndao podem
ser encontradas por métodos analiticos, como os considerados no Capitulo 3 para alguns casos
especiais de equagOes de primeira ordem (lineares, separdveis e exatas). Assim, € interessante se
pudermos abordar o problema de outras maneiras. Veremos, neste capitulo, um método simples
que gera aproximagdes numéricas de solucdes para o P.V.I. (5.1). Este método foi desenvolvido

por Euler por volta de 1768 e € conhecido como método da reta tangente ou método de Euler.

Para entender como o método de Euler funciona notamos, inicialmente, que o grafico
da solugdo do P.V.I. (5.1) contém o ponto (zp,yp) € que a inclinagdo da reta tangente ao grafico

neste ponto € f(to,yo), pois ¥ (f9) = f(fo,y0). Assim, a equagdo da reta tangente ao gréifico da
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soluc@o em (7, yp) pode ser escrita como

y=yo+ f(t0,y0)(t —to).

Considerando um intervalo suficientemente pequeno, sabe-se que a reta tangente € uma boa
aproximacao para a curva solucdo de (5.1). Entdo, para #; suficientemente proximo de #y podemos
aproximar @ (1) pelo valor y;, que obtemos substituindo ¢ = #; na equag@o da reta tangente a

curva solucéo em (fg,yp), ou seja,

y1 =Yo+ f(to,y0)(t1 — t0)-
Veja na figura a seguir a representacao grafica desta situagao.

Figura 6 — Uma aproximagdo pela reta tangente

Y
Reta tangente
y = Yo+ f(to, o) (t — to)
Solugdo
y=o(t)
o
Pt ==77777777 |
|
Yol === === = - <
| |
| |
L
to ty t

Fonte: Elaborada pelo autor.

Para continuar, tentaremos repetir o processo acima para encontrarmos uma aproximacao
num certo ponto #, préximo ao ponto ¢, mas temos o problema de ndo conhecermos o valor de
¢ (7). Entretanto, podemos usar o valor aproximado yj, pois consideramos y; como uma boa

aproximacao de ¢ (7). Assim, consideramos a equacdo da reta que contém o ponto (¢,y;) €

coeficiente angular f(71,y1), pois ¥ (t1) = f(t1,y(t1)) = f(t1,y1), ou seja,
y=y1+f(t,y)(t—1).

Entdo, substituindo ¢ = t,, suficientemente préximo de #{, nesta equagao encontramos

y2=y1+f(ti,y1)(t2—11),

que serd uma aproximagdo de ¢ ().
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Do mesmo modo, repetiremos o0 processo acima para encontrarmos uma aproximagao
num certo ponto 73 proximo ao ponto f,, usando o valor aproximado y», pois consideramos y;
como uma boa aproximagio de ¢ (t;). Assim, consideramos a equagdo da reta que contém o

ponto (f,,y;) e coeficiente angular f(f2,y7), ou seja,

y=y+f(t2,y2)(t —1).

Entao, substituindo ¢ = #3, suficientemente préximo de 7, nesta equagao encontramos

v3=y2+ f(t2,y2)(t3 —12),

que serd uma aproximagdo de ¢ (73).

Continuando o processo acima, note que o valor de y calculado em cada etapa é usado
para calcular o coeficiente angular da etapa seguinte e a expressao geral para a reta tangente

passando por (#,,y,) é
Y=DXYn +f(tn>)’n)(t _tn)-

Logo, o valor aproximado y,y de ¢(t,+) é dado por

Yn+1 :yn+f(tn7yn)(tn+l_ln)a I’l:0,1,2,.... (52)

Agora, supondo que os pontos fy, t1, t2,... estdo igualmente espacados e que & é o nimero
positivo constante equivalente ao espacamento entre os pontos, temos que f,,+1 = ¢, + h. Neste

caso, chamamos % de tamanho do passo e a equagdo (5.2) pode ser escrita como
Yni+1 =Yn+hf(tn,yn), n=0,1,2,.... (5.3)

O procedimento acima € conhecido como o método de Euler, e para usd-lo devemos
calcular a equagao (5.2) ou a equacao (5.3) sistematicamente, escolhendo a equagao conforme

0s passos sejam constantes ou no.

Exemplo 60. Considerando o P.V.1.

Y =3-2t—3y,
y(0)=1,

usaremos o método de Euler, com passos de tamanho /# = 0,2, para encontrarmos uma aproxi-
macao da solu¢do em t = 0,2;0,4;0,6;0,8 e 1. Em seguida faremos uma comparagdo com os

valores correspondentes da solu¢do exata do P.V.I..

Neste caso, temos f(¢,y) =3 —2¢ — %y, fho=0eyy=1.Comozy=0eh=0,2, devemos

utilizar 5 passos do método de Euler para encontrarmos uma aproximacao da solucio nos pontos
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dados. Para isso, notemos que

1
yio= yo+hf(ro,yo)=1+o,2<(3—2(0)—§(1)):1,5,
1
y2 = y1+hf(t1,y1)=1,5+0,2(3—2(O,2)—§(1,5)>:1,87,

1
B = Sl = 187402 (3-20,4) - 1(1.87)) =2.123
1
y4a = y3+hf(t3,y3)=2,123+0,2<3—2(O,6)—§(2,123)) =2,2707,

1
Ys = ya+hfts,ys) =2,2707+0,2 (3 —2(0,8) — 5(2’2707)) = 2,32363.

Entdo, uma aproximacao para a solu¢do do P.V..emr=0,2éy; =1,5,emt=0,4¢éy, = 1,87,
emt=0,66y;=2,123,emt=0,8¢y, =2,2707,eemt =1 ¢ y; = 2,32363. Mais ainda, a
aproximacao pela reta tangente perto de t = 0 é

y=1+7£(0,1)(t—0)=1+2,5t.

Agora, note que a EDO do P.V.I. dado € linear e podemos resolvé-la usando o fator integrante ez

e podemos verificar que a solu¢do do P.V.I. € dada por
y(£) =14 —4t —13e7 2.

Assim, temos que a solucdo exatado PVI.emtr=0,2¢é y=1,44,emt =0,4¢y=1,7565, em
t=0,66y=1,9694,emt=0,8¢y=2,0858eemr=1&y=21151.

A Figura 7 a seguir mostra a representacdo geométrica da solucao e das aproximacoes

dadas pelo método de Euler obtidas neste exemplo.

Figura 7 — Gréfico da solucdo e da aproximacdo pela reta tangente visto no Exemplo 60

Aproximagbes _ _ -

08

06

04

0.2

02 04 06 08 1 12 ¢

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Exemplo 61. Consideremos o P.V.I.

Usaremos o método de Euler para encontrarmos aproximacoes da solucao do P.V.I dado, em
t = 1 usando passos de tamanhos 1, 1071,1072,10 3 e 10

Primeiramente, vejamos que

yi = Yo+hf(to,yo) =yo+hyo= (1+h)yo = (1+h),
Y2 = yi+hf(ti,y) =yi+hy = (1+h)y = (1+h)(1+h) = (1+h)%,
vi = yat+hf(ya,y2) =y2+hyy = (1+h)ys = (14+h)(1+h)*=(1+h),

e, por indugdo, é facil ver que
yn=(14+h)", n=1,2.73,... 5.4)

Como ty = 0 e desejamos obter aproximacdes para t = 1, devemos ter nh = 1 e a equagdo (5.4)
pode ser escrita como
1
yn=(14+h)n.

Logo, analisando cada passo temos

—l—

h=1 = y=y=(1+1)1=2"=2.

h=10" y:y10=(1+0,1)ﬁ

- =1,1""~2 59374,
h=10"2 = y=yi0=(1+0,01)707 = 1,01'% 222 70481.
h=10"° = y:y1000:(1+0,001)ﬁ=1,0011000%2,71692.
h=10"% = y:y10000:(1+0,OOOl)°»01001:1,00011000022,71815.

Por outro lado, sabemos que a solucéo exata desse P.V.I. é y(¢) = €' e, portanto, para ¢ = 1 temos
y(1) = e. Fagamos uma andlise comparando o tamanho do passo, a aproximagio de Euler e o

erro cometido na aproximacao.

Tabela 1 — Analise do erro do método de Euler

h | Aproximagdo de Euler: (1+ h)% Erro: e — (1 + h)%

1 2,00000 0,71828
1071 2.59374 0,12454
102 2,70481 0,01347
103 2,71692 0,00136
10°4 2,/71815 0,00014

Observacao 31. Na Tabela 1 dada no Exemplo 61 podemos perceber que o erro cometido na

aproximacdo diminui a medida que tomamos o tamanho de passo cada vez menor.
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Em geral, o método de Euler ndo nos dard uma boa aproximacao se os passos ndo forem
muito pequenos. Logo, € natural nos perguntarmos como poderiamos melhorar este método. A

proxima sec¢ao responde esta pergunta a partir de uma andlise do proprio método.

5.2 0O Método de Euler Aperfeicoado

Considerando a equagdo do P.V.I. (5.1) e integrando os dois membros de t,, a t,,.-; obtemos

/:“y'a)dr - /:Hf(t,y(t))dt

In+1

Y(tnr1) =y(ta) = f(t,y(t))dt

In
In+1

Yinpr) = )+ | f(ey(0)dr.
Aqui y(t) equivale a solug@o exata da equacdo e, assim, y(z) = ¢(¢). Entdo, temos a equacdo
Int+1

¢(tn+1) = ¢(tn) + f(t7¢(l))dt~ (5.5)

tn
Como ndo podemos integrar f(z,¢(¢)) sem conhecer ¢ (t), teremos que aproximar essa integral.

Para isso, podemos tentar a drea sob o grafico da func¢@o f(z,¢(z)) pelo retdngulo de base #,,,1 — 1,

e altura f(z,,¢(t,)), como podemos ver na figura a seguir.

Figura 8 — Aproximacao da integral por um retdngulo

A

! f(t, o(t))

-
tu. tn.+1 t

Fonte: Elaborada pelo autor.

Logo, a equacdo (5.5) pode ser reescrita como

O (tni1) = @ (tn) + (tar1 — tn) f (1, @ (2n))-

Agora, supondo conhecida a aproximagdo y, = ¢ (t,) e tomando passos igualmente espacados £,

a equacdo acima fica
Y1 =Yn+hf(tn,n), n=0,1,2,..., (5.6)

que € a férmula de Euler obtida na secao anterior.

Entretanto, nosso objetivo € encontrar uma forma de melhorar o método de Euler. Logo,

retomando o processo acima, vemos que isso pode ser feito se ao invés de aproximarmos a
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integral da fun¢do pela drea do retangulo sob a fun¢do, aproximarmos pela drea do trapezoide de

bases f(t,,d(ty)) € f(tns+1,9(ts11)) € altura t,, | — 1, como mostra a Figura 9 a seguir.

Figura 9 — Aproximacao da integral por um trapezoide

A
f
Fltpsr, o(tap ) — = = = = = — = f(t, o(t))
fltn ot — — /
tn tH+1 T

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, a equacao (5.5) pode ser reescrita na forma

(tnt1 = 1) [f (10, 0 (1)) + S (11, @ (tns1))]
5 .

Logo, supondo conhecida a aproximagio y, = ¢ (t,), tomando passos igualmente espacados e

¢(tn+1) - ¢(tn) +

substituindo na equacdo acima obtemos

h
Yn+1 :yl’l+ E[f(tnuy(tn)) +f(tn+17y(tn+1))]7 n= 07 1727"" (57)

Note que a equagdo (5.7) € um método implicito para obter y, |, pois aparece como um
argumento de f. Entretanto, podemos modificar esta equagcdo de modo a torné-la um método
explicito. Podemos fazer isso utilizando o método de Euler para aproximar o valor de y,,| no
segundo membro da equagdo da seguinte forma

h
Ynt+1 =Yn+ E[f(tmy(tn)) +f(ln+ha)’n +hf(tn7Yn))]a n=0,1,2,... (5.8)

Este método explicito é conhecido como método de Euler aperfeicoado e ¢ um método
previsor-corretor, pois primeiro prevé o valor de y,+1 pelo método de Euler e depois utiliza esse

valor na equacdo (5.8) para uma aproximagao melhor, ou seja, "mais correta".
Exemplo 62. Considerando o P.V.I.

Y =3-2—3y,

y(0) =1,

utilizaremos o método de Euler aperfeicoado, com passos de tamanho & = 0, 5, para encontrarmos

uma aproximacao da solu¢ioem ¢ = 1.
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Como h = 0,5 teremos 2 passos. Logo, sabendo que f(r,y) =3 —2t — %y, to=0eyy=1,

temos

=

yi = Yo+ E[f(lovyo) + f(to+h,yo+hf(to,y0))]

_ 1+%f<o,1>+f<o,5,1+o,5f<o,1)>]

1 1 1
- 1+0,25K3—0e—§)+(3—1—§(1+0,5<3—0—§)>>}
= 1,84375=2 1,844,

y2» = yi+ g[f(lhyl) + f(t1 +h,y1 +hf(t1,1))]

0,5
= 1,844+’T[f(l,1,844)—|—f(1,5,1+0,5f(1,1,844))]

1,844 1 1,844
= 17844+0,25{(3—1—’T>+(3—2—§((1,844)+0,5<3—1——’2 )))]

= 2,065626 = 2,066,

Entdo, uma aproximacao para a solugdo do PV..em¢=1¢y=2,066.

Note que o P.V.I. do Exemplo 62 € o mesmo do Exemplo 60, e que com apenas 2 passos
o método de Euler aperfeigcoado fornece uma aproximagdao melhor que o método de Euler. Mais
ainda, se utilizarmos o método de Euler aperfeicoado com i = 0,2, ou seja, 5 passos, obteremos

como aproximacao o valor 2, 108, uma aproximacao ainda melhor da solu¢do exataem ¢ = 1.

Exemplo 63. Considere o P.V.I.

Utilizaremos o método de Euler aperfeicoado para encontrarmos aproximacdes em ¢ = 1 usando
passos de tamanhos 1, 1071, 102 1073,

Primeiramente, note que

yi = Yo+ ;[f(fo,yo) + f(to+h,yo+hf(t0,y0))]

h h2 h2
= Yo+ gbo+Oothyo)l = (1+h+7Z Jyo=(1+r+7 ),

2 = n+ g[f(tlayl) + f(t1+h,yi+hf(ti,))]

2 2

2 2 R\
- <1+h+?> (1+h+7)—<1+h+?> :

h h?
= yi+=zm+O0i+m)]=(14+h+—= |0
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v = yat P (tayn) + st hya 4 hf(12,72))]

2
h h?
= y2+§[yz+(y2+hyz)]= 1+h+? 2

2 2\ 2\ >
— (1 2 (1 ) = (1 T
(+h+2)< +h+2> (+h+2) |

e, por indugdo, € facil verificar que

n\"
yn:(l—l—h—l—?) , n=1,2.73,... (5.9)

Como 1y = 0 e desejamos obter aproximagdes da solu¢do para ¢t = 1, devemos ter nh = 1. Assim,

a equacgao (5.9) pode ser escrita como

Logo, analisando cada passo temos

1
12 1
h = 1:>y:y1:(1—|—1+7) =2,5'=25.

1
—1 0’12 o 10 ~v
h = 100 =y=y)o= 1+0’1+T =1,105" = 2,71408.

1

0,012

0,01
h = 10_2:>y:y100:(1—|—0,01+ ) =1,01005'%0 =~ 2 71824.

0,0012

1
0,001
h = 103:>y:y1000:(1—|—0,001+ ) =1,0010005'%%° >~ 2 71828.

Por outro lado, sabemos que a solugio exata desse P.V.I. é y(r) = ¢’ e, portanto, para t = 1 temos
y(1) = e. Fagamos uma anélise comparando o tamanho do passo, a aproximagio aperfeicoada de

Euler e o erro cometido na aproximagao.

Tabela 2 — Andlise do erro do método de Euler aperfeicoado

T T

h | Aproximagdo: (H—h—l—%z)h Erro: e — <l+h+h—22)h
1 2.50000 0,21828
1071 2,71408 0,00420
1072 271824 0,00004
1073 271828 0,00000

Observacao 32. Comparando a Tabela 2 no Exemplo 63 com a Tabela 1 no Exemplo 61, vemos
novamente que o método aperfeicoado de Euler nos fornece uma aproximagao muito mais precisa
da solucgdo exata. No entanto, a dltima linha da Tabela 2 deve ser analisada com cautela, pois
tomamos aproximagdes com cinco casas decimais, tanto para 0 método quanto para o valor de e

e assim temos a sensacdo de ndo haver erro, o que ndo ocorre.
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Exemplo 64. Um quimico possui 200 gramas de um elemento radioativo. Esse elemento tem
variagdo anual de massa segundo a equacgdo m’ = —0,1733m. O quimico deseja saber quantos

gramas aproximadamente ele terd desse elemento daqui a 1 ano.
Usando o método de Euler teremos

m = mO+h(—O, 1733m0)

m; = m +h(—0, 1733m1)

m3y = mp—+ h(—O, 1733H’L2)

mo(1—0,1733h) = 200(1 —0,1733h),
mi(1—0,1733h) = 200(1 —0,1733h)?,
my(1—0,1733h) = 200(1 —0,1733h)°,

e, por indugdo, é facil ver que
m, = 200(1—0,1733h)".
Tomando, por exemplo, 5 passos temos
ms = 200(1 —0,1733(0,2)) = 167,661.
Para 10 passos temos
myo = 200(1 —0,1733(0,1))'° 2 167,922.
E com 20 passos temos

mag = 200(1 —0,1733(0,05))%° = 168, 05.

Agora, usando o método de Euler aperfeicoado teremos

h
= mp(1—0,1733h40,015016445h%)]
= 200(1—0,1733h+0,015016445h2),

h
m, = m1—|—E[(—O,1733y1)+(—0,1733(y1+h(—0,1733y1)))
= my(1—0,1733h+0,015016445h%)]
= 200(1—0,1733h+0,0150164451%)?,

h
my = m2+5[(—0,1733y2)-I—(—O,1733(y2+h(—0,1733y2)))
= my(1—0,1733h40,015016445h%)]
= 200(1—0,1733h+0,0150164451)3,

e, por indugdo, € facil ver que
my, = 200(1 —0,1733h+0,015016445h%)".
Logo, tomando 5 passos temos

ms = 200(1 —0,1733(0,2) +0,015016445(0,2)?)° = 168, 183.
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Agora, observando que a solucio exata desse problema é dada por m(t) = 200e=%173% ¢,
entdo, m(1) = 200e %1733 = 168,177, podemos ver que o método de Euler aperfeicoado fornece

uma aproximag¢ao muito melhor com 5 passos que o método de Euler com 20 passos.

Exemplo 65. Suponha que determinada populacdo tenha uma taxa de crescimento que varia

com o tempo da seguinte forma

dy _ (0,5+ sent)y
dr 5 ’
¥(0) = a.

Estimemos o instante no qual a populagdo dobra de tamanho.

Como desejamos uma aproximagdo, tomamos passos de tamanho 1, ou seja, h = 1.
Veremos que isso, além de ndo resultar em uma aproximacao ruim, facilitard os calculos. Faremos

esta aproximacao pelo método de Euler e também pelo método de Euler aperfeicoado.
Pelo método de Euler temos

(0,5+ senty,)

Ynt1 = Yn+hf(tn,yn) = YntYn e

Logo,

0,5+ sen0
yi = a+aT =1,1a,

0,5+ senl
v = Lla+1, lg-2t %

=1,395a
5 ) )

0,5+ sen2
ys = 1,3950+ 1,395a’+% ~ 1,788,

0,5+ sen3
ya = 1,788a+1,788a’+%%2,017a.

Pelo método de Euler aperfeicoado temos

h
Yo+l = Ynt E[f(tna)’n) +f(tn+hvyn+hf<tnayn))]

1 (0,54 sent, 0,5+ sent, 5,5+ sent,
g [Bme] P )

= Ity 5 5 5

B 1 (0,54 sent,) n (0,5+ sent,+1) | [ 5,5+ sent,
- nTIngy 5 5 5 ‘
1

1
[ a+(x—{(0’5+ sen0) N {(0,5+ sen )} [5,5+ senO]}ng%a,

2 5 5 5

1 1 2 1
v = 1’198a+17198a§{(0,5—|—b_sen )+ [(0,5—|-5sen )} {S,SA—SSen ]}21,573%

1 2 2
T 1,573a+1,573a§{(0’5256n ), [(0’525‘3“3)} {5’52“’“ ”%,92405.

Concluimos, portanto, que a populacdo dobra em aproximadamente 3 unidades de tempo.
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Agora, observamos que a solucdo exata desse P.V.1. € dada por

0,5t—cost+5Ina+1 0,5¢t—cost+1
y(t)=e 5 =e 5 q,

e daqui vemos que no terceiro periodo de tempo temos

1,5—cos3+1

y3)=e 5 a=2,0la.

Da solugdo exata vemos que y(z) possui caracteristicas de uma senoide, assim, hd mais de
um momento em que a populagcdo corresponde ao dobro da populagdo inicial, sendo o primeiro
deles em 7 =2 2,963, com y(2,963) = 1,9999.

Podemos ver na Figura 10 a seguir uma comparacao entre a solucdo exata, os valores

obtidos pelo método de Euler, e os obtidos pelo método de Euler aperfeicoado, para ot = 1.

Figura 10 — Comparacdo das solugdes

0.5t —cos(f)+1
(& 5

Euler aperfeigoado

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.3 Uma Aplicacao na Educacao Basica
Foram realizadas aulas com quatro alunos do 1° ano do ensino médio da Escola Estadual
Nazle Jabur, situada na cidade de Passos em Minas Gerais.

A quantidade de alunos presentes deve-se ao fato de sé esses possuirem interesse no

assunto e disponibilidade para permanecer na escola apds o hordrio de aula.

Nas aulas regulares os alunos haviam concluido recentemente o estudo das fungdes de

primeiro grau, portanto, ja possuiam conhecimento prévio a respeito de funcdes.

5.3.1 A aplicacao

Primeiramente, foi apresentado aos alunos o conceito de derivada como uma taxa de

variacdo e a relagdo desta com os modelos matematicos, citando, como exemplo, que as popula-
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cOes variam conforme passa o tempo e, relacionando com o que ja haviam estudado em fisica, a

distancia percorrida variando de acordo com a velocidade.

Depois foi visto que os modelos que apresentam essas taxas de variagdes, ou seja,
que possuem derivadas podem ser modelados por equacdes que recebem o nome de equagdes
diferenciais. Entdo, foi explicado aos alunos a diferenca entre as equacdes diferenciais ordindrias

e as parciais e também a classificacdo das equacdes diferenciais pela ordem.

Em seguida, foi explicado aos alunos o método da aproximacao de Euler e apresentado um
exemplo modificado do Exemplo 61, em que a condigdo inicial era y(0) = 2. Foram comparados

os resultados encontrados para 5, 10 e 20 passos com o resultado exato.

Entao houve uma abordagem sobre o método de Euler aperfeicoado e foi apresentado
um exemplo modificado do Exemplo 63 em que, novamente, a condi¢ao inicial era y(0) = 2.

Outra vez comparamos os resultados encontrados para 5, 10 e 20 passos com o resultado exato.

O Exemplo 65 foi feito passo-a-passo com os alunos. Dado isso os alunos foram divididos

em duas duplas e apresentados aos seguintes problemas:

1. Um is6topo radioativo tem a variacdo de sua massa anual de acordo com a equacado
m'(t) = —0,2m. Quanto, um quimico que possui inicialmente 200 gramas desse is6topo,

terd daqui a 1 ano?

2. Uma colodnia de bactérias cresce a uma razao proporcional ao nimero de bactérias presente,
da seguinte forma p’ = 0, 1p. Sabendo que, inicialmente, haviam 500 bactérias, quantas

bactérias haverdo depois de 6 horas?

Debatemos a respeito das caracteristicas do resultado do problema 1 e uma das duplas
resolveu usando o método de Euler para 5 e 10 passos, enquanto a outra resolveu usando o

método de Euler aperfeicoado também para 5 e 10 passos.

Do mesmo modo, procedemos, inicialmente, com o problema 2, debatendo a respeito
das caracteristicas do resultado. Entdo, os alunos tiveram que resolvé-lo usando o método de
Euler. Nesse dia nao foi possivel uma das alunas participar da aula e, entdo, um aluno resolveu

para 5 passos, outro para 10 e outro para 20.

Entdo, os alunos foram questionados a respeito de onde eles imaginavam o uso de

equagoes diferencias ordindrias, e houve um debate sobre este assunto.

5.3.2 Resultados

Durante a explicag@o sobre o método de Euler, quando dito que ele gerava aproximagdes
da resposta exata, os alunos questionaram se nao era possivel encontrar essa resposta exata e

nao aproximacodes, entdo foi-lhes explicado que para isso s@o necessarios resultados de calculo
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diferencial e integral e que esse ndo era um contetdo estudado no ensino médio e que também

ha EDOs que ndo podemos encontrar a solu¢do exata.

No momento de verificar as respostas referentes ao problema 1 foi possivel verificar que
a dupla responsavel por utilizar o método de Euler aperfeicoado apresentou mais dificuldade
do que a dupla que utilizou o método de Euler, o que era esperado devido aquele possuir mais

célculos. Ja no problema 2 ndo houve diferencas notaveis entre os resultados.

Quando questionados a cerca de onde eles imaginavam o uso de equagdes diferenciais
ordindrias houve respostas como, por exemplo, a quantidade de mercadorias vendidas de acordo

com o tempo e o dinheiro guardado na poupanca mudar também de acordo com o tempo.

Foi comentado com os alunos que aquelas aulas faziam parte de um estudo a respeito da
possibilidade de ensinar para alunos do ensino médio sobre equacdes diferenciais ordindrias. Os
proprios alunos demonstraram interesse em saber como isso seria feito e comentaram que, com

mais tempo, seria possivel trabalhar melhor o assunto.

5.3.3 Conclusao

Acreditamos que os quatro alunos que fizeram parte desse estudo foram beneficiados uma
vez que tiveram a oportunidade de ter contato com o estudo de um tépico de grande importancia,
principalmente para aqueles que desejam seguir caminho pela drea das ciéncias exatas de algum

modo.

Por fim, visto que os alunos mostraram bom desempenho e interesse, acreditamos que
seria possivel inserir o estudo das equagdes diferenciais no ensino médio, por meio de métodos
numéricos, como, por exemplo, o método de Euler, devido os resultados apresentados, tendo

como motivagao as aplicagdes nas mais diversas dreas do conhecimento.
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