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Resumo

Essa dissertacdo apresenta uma proposta de ensino de inequagbes e médias,
onde utiliza-se uma abordagem geométrica afim de apresentar uma forma mais suave
de ensino ao estudante, faz-se uso do software GeoGebra e também de tabelas feitas
no PowerPoint.

O intuito é gerar um material didatico para apoio a profissionais no ensino da
matematica para a educacdo basica, sdo propostas algumas atividades didaticas para
desenvolvimento do conhecimento geométrico dos estudantes, alinhando a teoria com

a pratica.

Palavras-chave: Inequac¢des, médias, Tic’s na educacgao.



Abstract

This dissertation presents a proposal for teaching inequalities and averages. So a
geometric approach is used to demonstrate a gentler way of learning to the student,
using the GeoGebra software and also tables made in PowerPoint.

The intention is to generate didactic material to support professionals in the
teaching of mathematics for students of junior high school with didactic activities that
are proposed for the development of student's geometric knowledge, aligning theory

with practice.

Keywords: Inequalities, averages, Tic's in education.
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INTRODUCAO

O ensino de inequac0es e de sua representacao grafica é de suma importancia para
a formacéo do aluno do ensino fundamental e médio, utilizar métodos classicos para a
sua abordagem ainda é uma das principais escolhas adotadas por professores da rede
publica e particular. O seu entendimento permite ao estudante compreender noc¢des
matematicas como a teoria dos conjuntos, aritmética, algebra e geometria sendo assim é
um contetdo bastante completo.

Todas as figuras contidas nesse trabalho foram feitas e/ou editadas pelo autor,
utilizando o software GeoGebra, ou ainda a ferramenta PowerPoint do pacote office do
Windows, 0 GeoGebra pode ser baixado atraveés do site

https://www.geogebra.org/download, tendo versdes para o Windows e ainda para

Smartphones, tendo ainda Versao online em

https://www.geogebra.org/classic?lang=pt PT ndo havendo a necessidade de baixar, é

um Software completo e gratuito, que permite sua utilizacdo em diversas etapas de ensino.
Esse trabalho tem o intuito de expressar formas de ensinar esse conteudo atraves
do software GeoGebra, software este gratuito e com diferentes formas de acesso, tal
metodologia se insere na légica de que os estudantes demonstram geralmente maior
compreensdo e interesse quando se utiliza ferramentas geométricas e visuais afim de
apoiar o ensino de contetdos de todas as areas do saber, e ainda visa a utilizacao de novas
tecnologias familiarizando o estudante a ferramentas poderosas de calculo matematico.
A atual geragdo que se encontra na sala de aula é conhecida pela familiaridade
com as TICs - Tecnologias da Informacdo e Comunicacéo -, desde cedo estdo a utilizar
ferramentas e equipamentos como smartphones, computadores e video games, percebe-
se certa facilidade de aprendizado da referida geracdo, em contrapartida perdem o
interesse e foco rapidamente se as atividades em sala ndo forem interessantes, logo o
professor deve incorporar as suas aulas as TICs saindo do modelo tradicional praticado a
muito tempo.
As tecnologias sao pontes que abrem a sala de aula para o mundo, que
representam, medeiam o nosso conhecimento do mundo. Sao
diferentes formas de representacdo da realidade, de forma mais
abstrata ou concreta, mais estatica ou dindamica, mais linear ou paralela,
mas todas elas, combinadas, integradas, possibilitam uma melhor

apreensao da realidade e o desenvolvimento de todas as
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potencialidades do educando, dos diferentes tipos de inteligéncia,

habilidades e atitudes (MORAN, 2007, p. 164).

Pensadores classicos como Piaget, Wallon, Dewey, Leif, Vygotsky, defendem que
0 uso do ludico € essencial para a pratica educacional, no sentido da busca do
desenvolvimento cognitivo, intelectual e social dos alunos. Tais defini¢gdes motivam a
buscar sempre novos mecanismos de ensino que tenha efeito lidico nos estudantes
trazendo assim uma abordagem mais suave dos contetdos sem perder o rigor matematico
envolvido.

No capitulo 1, abordaremos o contetdo motivacional que levou a estruturacdo
desse trabalho, levando em consideragéo a experiéncia pessoal do autor em sala de aula,
suas percepcOes em relacdo a aplicabilidade de maneiras geométricas de ensinar em

consonancia com a parte algébrica dos contetdos.

Ja no capitulo 2, foi introduzido os contetddos que se sugestiona ao professor em
sala de aula reforcar antes de comecar com o método sugerido nesse trabalho, como
definir funcGes, dominio, contradominio e imagem, conteldos esses que se faz de suma

importancia afim de atingir os objetivos nesse trabalho descrito.

No capitulo 4, explana-se 0 método pratico para a resolucdo de inequacdes de n

raizes, apoiando-se em dois teoremas importantes apresentados no capitulo.

No capitulo 5, apresenta-se sistemas de inequacdes e métodos para a sua solucéo,

tudo de maneira ilustradas através de figuras utilizando o GeoGebra.

No capitulo 6, aborda-se médias aritméticas, geométricas, harmonicas e
quadraticas e ainda se demonstra a desigualdade entre de médias de forma algébrica e
geométrica, mostrando assim as vantagens da utilizacdo dessa abordagem, ainda se

resolve exemplos utilizando destas desigualdades.

Ainda é apresentado um apéndice com um exemplo da aplicacdo da abordagem

geométrica em sala de aula como sugestdo ao docente.
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CAPITULO 1- FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesse capitulo serd tratado sobre a motivacdo deste trabalho e a busca por
utilizacdes de ferramentas digitais em sala de aula, afim de aproximar a geracdo de
estudantes do ensino basico de hoje ao saber matematico, sabendo ainda que esses jovens
possuem certa facilidade ao se tratar de TICs, porém perdem o interesse rapido em aulas
classicas, foi ainda, pensando no professor em sala de aula e em sugestfes de ensino de
inequacdes que surgiu o trabalho que aqui segue.

A estruturacdo da matemaética na realidade dos educandos brasileiros, possui o
preceito da dificuldade como intrinseca para 0s mesmos, tornando-se necessario aos
educadores a busca pela transversalidade do saber, sendo assim, as flexibilizacGes da
abordagem das matérias trouxeram o trato com o ludico, em que o educador deixa de ser
0 Unico detentor do conhecimento e garante a horizontalidade do ensino.

“A Matematica ¢ uma disciplina que se destaca em
relacdo as outras, muito mais pela dificuldade que representa para
muitos alunos do que pela sua importancia enquanto area de
conhecimento. Dificuldade entendida como algo complexo,
complicado, custoso de entender e de fazer”. (Thomaz, 1999).

Para Damn 1999,

“A matematica trabalha com objetos abstratos. Ou seja,
0s objetos matematicos ndo sdo diretamente acessiveis a
percepcdo, necessitando para sua apreensdo 0 uso de uma
representacdo. Neste caso as representagdes através de simbolos,
signos, codigos, tabelas, graficos, algoritmos, desenhos sao
bastante significativos, pois permitem a comunicagdo entre os
sujeitos e as atividades cognitivas do pensamento, permitindo
registros de representacdo diferentes de um mesmo objeto
matematico. Por exemplo, a funcéo pode ser representada através
da expressdo algébrica, tabelas e/ou gréficos que sdo diferentes
registros de representagdo (DAMM, 1999, p. 137).”

A BNCC e 0 PCN visam a flexibilizacdo da abordagem da matematica, onde € possivel
verificarmos a importancia do aprendizado como um todo. Ao tirarmos a Visdo
conteudista é possivel ter como embasamento tal preceito o que coopera com o trato de
assuntos ateé entdo mistificados, tais quais as funces, as inequagdes, a media geométrica
e a média harménica.

13



Ao aprofundarmos o estudo algebrico dos discentes que ndo obtiveram contato
com o ludico, percebe-se que o conhecimento sobre funcdes, equacdes e inequacdes sdo
superficiais e resultado de exercicios de memorizacdo, fazendo com que o aluno néao
compreenda a relagéo entre equaces e fungdes, e téo poucas inequagdes. Segundo Duval,
R. 2003.

“As representacdoes mentais, ocultam o conjunto de
imagens e, mais globalmente, as concepcBes que um individuo
pode ter sobre um objeto, sobre uma situacdo e sobre o que Ihes
esta associado”.

Ressalta-se a importancia da psicologia da aprendizagem, para a formacédo do
conhecer como um todo, levando em consideracdo todas as vertentes presentes no
processo de ensino e aprendizagem.

[...]Jo ensino de Matematica, assim como todo ensino,
contribui (ou ndo) para as transformacdes sociais ndo apenas
através da socializa¢do (em si mesma) do conteido matematico,
mas também através de uma dimens&o politica que é intrinseca a
essa socializagdo. Trata-se da dimensdo politica contida na
prépria relacdo entre o contedo matematico e a forma de sua
transmissédo assimilacdo Duarte, Newton.1987.

Ainda sobre a BNCC (Base Nacional Curricular Comum) os educandos
desenvolvem o pensamento algébrico, em que ele pode utilizar diferentes escritas
algébricas a fim de identificar a dependéncia entre duas grandezas, e ainda solucionar
situacOes problema utilizando equacdes e inequacdes.

Os documentos regulatorios da educacédo fixam gque o conceito de inequacdo deve
ser tratado desde as séries iniciais do ensino fundamental Il até ser aprofundado no ensino
médio. Considerando a dificuldade que os alunos tém para compreender inequagdes como
um todo, buscou-se auxiliar na compreensdo deste saber matematico, com tal intuito
utilizamos o software GeoGebra, pretendendo-se obter representacdes geométricas.
Elucidou-se que a abordagem de inequacdes atraves da visualizacdo favorece a fixacao
do contetido de inequacdes, bem como a troca de conhecimentos envolvendo este topico.

Sobre isso, Duval, R. 2003, diz que: E essencial, na
atividade matematica, poder mobilizar muitos registros de
representacdo semiotica (figuras, graficos, escrituras simbdlicas,
linguagem natural, etc.) no decorrer de um mesmo passo, poder
escolher um registro no lugar de outro. [...] O recurso a muitos

registros parece mesmo uma condi¢do necesséria para que 0S
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objetos matematicos ndo sejam confundidos com suas
representacdes e que possam também ser reconhecidos em cada
uma de suas representacdes

Ainda sobre esta Gtica Bardin, Laurence, 1977 afirma que,

“Nao se trata de um instrumento, mas de um leque de
apetrechos; ou, com maior rigor, sera um Unico instrumento, mas
marcado por uma grande disparidade de formas e adaptavel aum
campo muito vasto” (BARDIN, 2011, p. 37).

Partindo da concepcdo de que o conhecimento nada mais é do que agrupamento
de diversos outros precedentes, buscou-se correlacionar a tematica das inequagdes com
médias, mais precisamente a questdo das desigualdades que ocorrem entre as médias
aritméticas, harmoénicas e geométricas. Logo, demonstrando a importancia de ressaltar a
familiaridade presente nos topicos matematicos. Segundo os Parametros Curriculares
Nacionais (PCN — Matematica, p.29 — 1997).

“Ao relacionar ideias matemadticas entre si, podem
reconhecer principios gerais, como proporcionalidade,
igualdade, composigao e incluséo e perceber que processos como
0 estabelecimento de analogias, indugdo e perceber que
processos como 0 estabelecimento de analogias, inducdo e
deducdo estdo presentes tanto no trabalho com nudmeros e
operacgBes como em espaco, forma e medidas. O estabelecimento
de relac@es é tdo importante quanto a exploracdo dos conteidos
matematicos, pois, abordados de forma isolada, os contetdos
podem acabar representando muito pouco para a formacéo do
aluno, particularmente para a formagao da cidadania...”

Para estabelece uma metodologia matematica alternativa, buscou-se a utilizacao
do Software GeoGebra, com isso constatou-se que era favoravel o envolvimento de
tecnologias, pois se trata de uma compreensao da ciéncia no meio social em que o aluno
estéd inserido. O enfoque deste trabalho foi trabalhar na expansdo dos relacionamentos
entre ideias matematicas, e tomar como viés a utilizacdo da informatica nos topicos
matematicos, buscando emergir o interesse dos educandos na importancia do aprendizado
de estruturas algebricas, essa geracdo com tal engajamento em midias sociais e TICs é
ainda chamada de nativos digitais. Referente a tal embasamento,

Borba, Marcelo de C. M. G. Penteado, 2001, explana que
além de trazer a visualizagdo para o centro da aprendizagem

matematica, as novas midias, como 0s computadores com
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softwares gréaficos e calculadoras gréaficas, permitem que o aluno
experimente bastante, de modo semelhante ao que faz em aulas
experimentais de biologia e de fisica.

Visando sobrepujar as barreiras existentes sobre o ensino de inequagées, buscou-
se neste trabalho formalizar a relacéo entre inequacgdes algébricas e o software Geogebra,
onde a visualiza¢do do comportamento deste contetdo € responsavel pelo complemento
da aprendizagem. A abordagem do GeoGebra para a construcdo de figuras permite aos
educandos compreender intuitivamente a questdo das desigualdades e até mesmo
concilia-las com demonstrac6es algébricas. Como afirma Assis, Cibelle de Castro,2014.

A utilizagdo dos softwares em sala de aula deve ser
norteada por interesses pedag6gicos, pois o software em si, ndo
implica em nenhuma mudanga no processo educacional. Com a
introdugdo do computador como mediador didético,
desenvolveram-se softwares especificos para serem utilizados
em contextos de ensino aprendizagem.

Este software foi desenvolvido por Markus Horenwarter, da Universidade de
Salzburg, para estudos de diversas areas da matematica e, principalmente, da geometria,
destacada neste trabalho. O GeoGebra esté disponivel para download, € gratuito, de facil
acesso e entendimento. Este recurso favoreceu a percepcdo grafica das figuras estudadas
e a investigacao dos conceitos que a compdem. Alguns autores como Borba, Marcelo de C.
M. G. Penteado,2001, destacam que o uso do GeoGebra pode substituir o uso do caderno
de desenho geométrico.

O software GeoGebra pode substituir satisfatoriamente
o caderno de desenho geométrico. Podemos utilizar sua interface
grafica e suas ferramentas para tracar retas, angulos,
circunferéncias etc. uma das vantagens do uso do GeoGebra é
que as construcfes sdo dinamicas, isto é, sem a perda dos
vinculos geométricos. Isso permite que o usuério faga grande
guantidade de experimentacdes que lhe possibilite construir

proposicOes geométricas.

16



CAPITULO 2- NOCOES BASICAS

Neste capitulo introduziremos conceitos fundamentais de fung¢ao, tendo em
vista que esse conceito é de extrema importancia para a compreensdo do método que
serd apresentara a seguir, afim de explorarmos um método alternativo no ensino de

inequacdes, as definicdes matematicas desse capitulo seguem do autor Gelson lezzi,

Carlos Murakami, 2013.

2.1 - Definicéo de funcdo, Dominio, Contradominio, imagem e
igualdade de funcéo.
2.1.1 - Funcao

Dados dois conjunto A e B® nio vazios, uma relagio f S Ax B de Aem B
recebe 0 nome de aplicacdo de A em B ou funcdo definida em A com imagem em B sg, e

somente se, para todo x € A existe um sO y € B tal que (x,y) € f.
f éaplicagigode AemB < (Vx € A, 3|y €B| (x,y) € f)

f

Figura 1-Defini¢do de fungdo

(*) Em todo o nosso estudo de fungdes, fica estabelecido que A e B séo conjuntos
formados de nimeros reais, isto €, A e B contidos em R. Vejamos agora com o auxilio do

esquema de flechas alguns exemplos e casos de funcdes e de ndo funcgdes:

1. O diagrama a seguir representa uma funcgédo?

A

Figura 2-Exemplo 1

N&o é uma funcdo, pois é necessario que todo elemento x € A participe de pelo menos

um par (x,y) € f,isto &, todo elemento de A deve servir como ponto de partida de flecha.

2. O diagrama a seguir representa uma funcéo?
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Figura 3-Exemplo 2

E funcéo, pois para todo elemento x € A, sem excecio, existe um so elemento y € B tal

que (x,y) € f. Ou seja todo elemento de A serve como ponto de partida de uma flecha.

3. O diagrama a seguir representa uma fungéo?

Figura 4- Exemplo 3

E funcdo, pois para todo elemento x € A, sem excecdo, existe um s6 elemento y € B tal

que (x,y) € f. Ou seja, todo elemento de A serve como ponto de partida de uma flecha.
4. O diagrama a seguir representa uma func¢ao?
Figura 5- Exemplo 4

E funcéo, pois para todo elemento x € A4, sem excecio, existe um so elemento y € B tal

que (x,y) € f. Ou seja, todo elemento de A serve como ponto de partida de uma flecha.

5. O diagrama a seguir representa uma funcéo?

Figura 6- Exemplo 5

N&o € funcdo pois existe x € A tal que x se relaciona com dois elementos distintos de
B, ou seja ndo é funcdo se existir um elemento de A do qual partam duas ou mais

flechas.
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6. O diagrama a seguir representa uma funcéo?

A

Figura 7- Exemplo 6

. E funcéo, pois para todo elemento x € A, sem excecao, existe um so elemento y € B
tal que (x,y) € f. Ou seja todo elemento de A serve como ponto de partida de uma

flecha.

7. O diagrama a seguir representa uma funcéo?

Figura 8- Exemplo 7

f néo é funcdo pois os elementos de A ndo corresponde com nenhum elemento de

B, afinal B é um conjunto vazio.

8. O diagrama a seguir representa uma fungéo?

Figura 9 - Exemplo 9

f néo é funcdo, pois é necessario que todo elemento x € A participe de pelo menos
um par (x,y) € f, isto é, todo elemento de A deve servir como ponto de partida de

uma Unica flecha.

Toda funcdo € uma relacdo binaria de A em B; portanto, toda funcdo é um
conjunto de pares ordenados.

Para indicarmos uma funcdo f, definida em A com imagens em B segundo a lei de
correspondéncia y = f(x), usaremos uma das seguintes notacoes:

f
f:A-B ou A-B
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x— f(x) x — f(x)

Como toda funcdo f de A em B € uma relagdo binaria, entdo f tem um dominio e uma
imagem.-.

2.1.2 - Dominio e Contradominio

Chamamos de Dominio da func¢do o conjunto D formado pelos elementos x €
A para o0s quais existem y € B tal que (x, y) € f. Como, pela definicdo de funcéo, todo
elemento de A tem essa propriedade, temos nas funcoes:

dominio = conjunto de partida
istoé: D = A,
Chamamos de Contradominio da fungdo o conjunto B.

2.1.3 - Imagem
Chamamos de imagem o conjunto Im dos elementos y € B para 0s quais existe
x € Atalque (x,y) € f.

Segue abaixo uma representacdo usando diagrama de flechas:

dominio contradominio

Figura 10 - Dominio, contradominio e imagem

No caso do Dominio (D) e Imagem (Im) serem conjuntos nao discretos temos as seguintes
formas de interpreta-los através dos graficos das fungdes:

(D) é o conjunto das abscissas dos pontos tais que as retas verticais conduzidas
por esses pontos interceptam o gréfico de f, isto é, é o conjunto formado por todas as
abscissas dos pontos do gréafico de f.

(Im) é o conjunto das ordenadas dos pontos tais que as retas horizontais
conduzidas por esses pontos interceptam o grafico de f, isto €, é o conjunto formado por
todas as ordenadas dos pontos do gréafico de f.

',* T‘ VT
% neg-=1 4 s
{ N\ >
S 1 it —
\ | | ...I 1 "
1A \ ) g
\.._\_L,z'/ P k! - L/
2 o :l.- 2 '\_"‘ L -2

Figura 11 - Exemplos Grdficos
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D={xeR|-2<x<1} D={xeR|-2<x<3} D={xeR|x=+0}

Im={yeR|0<y<4} Im={yeR|-1<y<4} Im={yeR|-2<y<Ooul<y<?2}

Quando nos referimos a funcdo f e damos apenas a sentenga abertay = f(x)
que a define, subentendemos que D é o conjunto dos nimeros reais x cujas imagens pela
aplicacdo f sdo numeros reais, isto é, D é formado por todos 0s numeros reais x para 0s

quais é possivel calcular f(x).

XxX€EDo f(x)ER

Exemplos
1.
A B
)] D = (147)
‘{9 CD = {1'4'61718;9;12}
Im = {6,9,12}
2.
; ¢ D = {~1,0234}
_1 _1 8
2 > ; b CD = {~1,0,1,5,6,7,8,9}
3 P Im = {-1,1,5,7,9}
4 9
3.
A B D = {1,2’3’4'5}

\ 7 €D = {1,2,3,4,5,6,7}

Im = {2,3,4,5,6}

2.1.4 - lgualdade de Funcgoes

Duas funcdes, f de Aem B e g de C em D sdo iguais se, e somente se, A = C,

B=Def(x) =g(x) paratodo x € A.

Exemplos:
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1° Sejam f(x) =x*2 —1 e g(x) = (x — 1)(x + 1) funcBes de R — R entdo, temos

que f(x) e g(x) séo iguais, pois
g =-Dx+D=xEG+D-(x+D)=x*+x—-x—-1=x*—-1=f(x)
Ou seja, para qualquer x, € R temos que: f(xg) = g(xo).

29) As fungdes f(x) = Va2 e g(x) = |x| de R em R sdo iguais, pois Vx2 = |x|, Vx €
R.

3% As fungles f(x) = x e g(x) = |x| de R em R ndo sdo iguais, pois x # |x| para x <
0.
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CAPITULO 3 - INTRODUCAO SOBRE INEQUACOES

Neste capitulo vamos introduzir os conceitos e defini¢cGes sobre inequacdes assim
como abordar um método do ponto de vista geométrico no ensino de inequacfes; para

Isto usamos como referéncia principal (lezzi, 2013).

Sejam as funcdes f e g cujos dominios sdo respectivamente D; c Re D, c R.

Chamamos inequac@es na incognita x, a qualquer uma das sentencas abertas abaixo:
fx) > g(x)
fx) <g(x)
fx) = g(x)
f) <g()
Exemplos:
1°) 5x — 4 > x é uma inequacdo onde f(x) = 5x —4e g(x) = x.
2°) —x — 5 < 2 éumainequacdo onde f(x) = —x —5e g(x) = 2.
1

39 4x2 -3 > ié uma inequacéo onde f(x) = 4x? —3e g(x) = -

4°)8x —2 < ﬁé uma inequacao onde f(x) = v8x —2e g(x) = ﬁ '

3.1 - Dominio de validade
Chamamos de dominio de validade da inequacéo f(x) < g(x) o conjunto D =

D, n D, onde D, é o dominio da funcéo f e D, é o dominio da funcdo g. E evidente que
para todo x, € D, estdo definidos f(x,) € g(x,), isto é: x, € D < (x, € D, € xo € D)
= (f(xo) e Reg(x) €R.)

Nos exemplos anteriores, temos:
19D=RNR=R

20D =RNR =R
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3)D=RNR =R
4°)D={xE]R§|x2i}n{xE]R|x ¢5}={xER|x2%ex¢5}

3.2 - Conjunto Solucao
O numero real x, é solucdo da inequacdo f(x) > g(x) se, e somente se, é

verdadeira a sentenca f(x,) > g(x,). O conjunto S de todos 0s nimeros reais x tais que

f(x) > g(x) é uma sentenca verdadeira, chamamos de conjunto-solucéo da inequacé&o.
Exemplo
O namero real 3 € uma solucéo da inequacéo 2x + 1 > x + 3, pois
f3)>yg@3)
23+1>3+3

é uma sentenca verdadeira. Sendo que o conjunto solucdo da inequagéo 2x +1 > x + 3
€ S={xeR|x>2}, isto & para qualquer x, €S a sentenca 2.x, +1>x,+3 é
verdadeira

Se ndo existir o numero real x tal que a sentenca f(x) > g(x) seja verdadeira,
diremos que a inequagédo f(x) > g(x) é impossivel e indicaremos o conjunto solugdo por
S=0.

Exemplo

O conjunto-solucdo da inequacdo x + 1 > x + 2 € S = @, pois ndo existe x, € R

tal que a sentenga x, + 1 > x, + 2 seja verdadeira.

Resolver uma inequacéo significa determinar o seu conjunto-solucédo. Se x, € R
é solucdo da inequacdo f(x) > g(x), entdo, x, é tal que f(x,) € Re g(x,) € R, isto &,

Xo € D (dominio de validade da inequacéo). Assim sendo, temos
Xg€ES =>xy€ED
ou seja, 0 conjunto-solucéo é sempre subconjunto do dominio de validade da inequacéo.

Duas inequagdes sdo equivalentes em D c R se 0 conjunto-solugdo da primeira é igual

ao conjunto-solucao da segunda.

Exemplos:
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1°) 3x + 6 > 0ex + 2 > 0sdo equivalentes em R, pois o0 conjunto-solucdo de ambas

éS={xeR|x>2}

29) x < 1ex? < 1 ndo sdo equivalentes em R, pois x, = —2 € solugdo da primeira mas

ndo € da segunda.

O conjunto solugdo da inequagdo f(x) > g(x) pode ser interpretado geometricamente
como sendo o conjunto dos valores x para 0s quais a imagem f (x) esta acima da imagem

g(x). Considere por exemplo o grafico abaixo

)1
a(x)+

(x)

/.

Figura 12 — Representagdo Geométrica Inequagdo

Observe que para x > x, 0s valores f(x) estdo acima dos valores de g(x), assim o

conjunto solucdo da inequagdo f(x) > g(x) € S={x e R| x > x,}.

Em particular quando encontramos o0 conjunto solucdo da Inequagdo f(x) > 0,
estamos procurando para quais valores de x, o valor da imagem f(x) esta acima do

grafico da funcdo nula g(x) = 0, ou seja, para quais valores f(x) esta acima do eixo x.

3.3 - Inequac0es de funcdes Afim
As fungdes cuja lei de associagao sdo dadas por f(x) = ax + b, coma # 0 sdo

~ - b
chamadas de fungdes afins. Observe que para x = — — temos

(=D =a(-2)+b=-b+b=0.

a

Analisemos agora, através de analise grafica, para quais valores ocorre f(x) > 0
ou f(x) <0.
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Lembremos que o gréfico da funcdo afim f(x) = ax + b € uma reta. Sendo que o sinal
de a (denominado coeficiente angular) mostra se a reta tera inclinagédo positiva (a > 0)
quando a fungéo for crescente ou inclinagcdo negativa (a < 0) quando a funcdo for

decrescente como ilustrado abaixo:

1°caso:a >0

Figura 13 - Crescente

2°caso:a <0

alw

Figura 14 — Decrescente

No decorrer da dissertagdo usaremos a seguinte representagao tabular:

(o} — flxl=ax+b - s +
flxd=ax+h + - a =0 | 4

oz 0

-G =1 ale
=

Figura 15 - Andlise Tabular

3.4 - Inequacdes de 2° grau
Se a # 0 as inequacdes ax?+bx+c>0, ax?+bx+c<0,ax’?+bx+c>0c¢e

ax? + bx + ¢ < 0 sdo denominadas inequacg@es do 2° grau.

Resolver, por exemplo, a inequacéo
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ax’+bx+c>0

E equivalente a responder a seguinte pergunta: “ existe x real tal que f(x) = ax? + bx +
¢ seja positiva?” Como comentado anteriormente a resposta a essa pergunta se encontra

no grafico da funcdo f. Assim, analisando seu gréafico obtemos a seguinte configurag&o:

a>0 a<0
/\
ﬂ>0 X \&‘._—'I'X
S={xe R |x) <x<x}
Xi= XJ
- - :-x
a=0| , .
L
X1= X2
S={xeR|xr#x]} =0
- - X
A<O
+ + + - X
S5=ERk v=0

Figura 16 - Andlise de concavidade e raizes

3.5 - Principios

Na resolugdo de uma inequagdo procuramos sempre transforma-la em outra
equivalente e mais “simples”, em que o conjunto-solugdo possa ser obtido com maior
facilidade. Surge, entdo a indagagdo “quais transformagdes podem ser feitas em uma
inequacgéo para obter-se uma inequagéo equivalente? . A resposta a esta indagagdo sao

os dois principios dados a seguir:

P-1) Sejam as funcdes f e g definidas em D; e D,, respectivamente. Se a fungdo h é

definida em D; N D,, as inequagdes
fx) <gx) e f(x)+h(x) <gk)+h(x)

sdo equivalentes em D; N D,.
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Uma inequacdo da forma f(x) > g(x) pode ser entendida como uma representacdo de

uma balanca de dois pratos

\

f(x)

Figura 13 - balang¢a inequagdo

onde no lado esquerdo é colocado uma quantidade pesando f(x) e do lado direito uma
quantidade pesando g(x); e neste caso a inequacao f(x) > g(x) simboliza que o lado
esquerdo tem uma quantidade que pesa mais que a quantidade da direita. Além disso, se
adicionarmos a mesma quantidade h(x) de ambos os lados a balanga ainda ficara na
mesma posicdo, ou seja, f(x) + h(x) > g(x) + h(x) obtendo assim um interpretagdo

da validade do principio P-1.

Exemplo:
Considere a inequagéo
3x—1>2x+3 (1)
adicionando h(x) = —2x + 1 em ambos 0s membros:

BGx—1D+(2x+1)>2x+3)+(—2x+1)
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Efetuando as simplificacGes possiveis obtemos:
x>4 (2)
portanto, como (1) é equivalente a (2), temos:
S={xeR|x >4}
Observe que temos a seguinte consequéncia da propriedade P-1 :

f() <h(x) +g(x) & f(x) —h(x) < g(x).

De fato, ao somarmos - h(x) em ambos os lados da inequacéo f(x) < h(x) +

g(x), obtemos

f) + (=h() < (h(x) + g(x)) + (=h(®)) = f(x) — h(x) < g(x).
Assim, no exemplo anterior, teriamos:
3x—1>2x+3e3x—-1-2x>3 & x >4

P-2) Sejam as funcdes f e g definidas em D, e D,, respectivamente. Se a fungdo h(x) é

definida em D; n D, e tem sinal constante, entdo:

a) se h(x) > 0, asinequagdes f(x) < g(x)e f(x)-h(x) < g(x) - h(x) séo
equivalentes em D; N D,.

b) se h(x) < 0, as inequages f(x) < g(x) e f(x) - h(x) > g(x) - h(x) sdo
equivalentesem D; N D,.

Exemplos

1°) ;x— % > % e 6x —9 > 4 sdo equivalentes em R, pois a segunda inequacao foi
obtida a partir da primeira através de uma multiplicacdo por 12, ou seja, multiplicamos

ambos os lados pela funcdo constante h(x) = 2.

2°) —2x% 4+ 3x > 1e 2x%? — 3x < —1 sdo equivalentes em R, pois a segunda foi
obtida da primeira através de uma multiplicacdo por —1 e inversdo de sentido da
desigualdade. Observe que neste caso multiplicamos ambos os lados pela funcdo

constante h(x) = —2.

39 23 S 0edx —3 > 0sdo equivalentes em R. Notemos que a segunda foi obtida
x2+1

da primeira através da multiplicagdo por x2 + 1> 0,V x € R.
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Na prética, aplicamos a propriedade P-2 com o seguinte enunciado:

“em uma inequacdo podemos multiplicar o dois membros pela mesma expressao
mantendo ou invertendo o sentido da desigualdade, conforme essa expressdo seja

positiva ou negativa, respectivamente.”

Observe que os casos mais basicos de fungdes que mantém o sinal séo as funcoes

constantes h(x) =c¢ (¢ # 0) e neste caso temos

c-f(x)>c-glx), %) @ ( caso ¢ >0)
f(x)>glx) o 0 <er oo, %) g( ) Ccaso e <0)
Exemplos:
\Vamos resolver em R, a inequacio
2x—3 3x+1 -

5 T3 -
Solucao:

A inequacdo proposta é equivalente a inequacdo que se obtém multiplicando pelo
m.m.c.(5,3) = 15:

3(2x —3) +5(3x + 1) = 15x.
Efetuando as operacdes, temos:
21x — 4 = 15x,
ou ainda
6x = 4.

Dividindo ambos os membros por 6, temos

X =

wil N

e, portanto,
2
S = {x ER|x=> 3}
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2) Resolver em R, a inequacéo:

Solucéo:

. ~ . - 2x—-3 .
A inequagdo proposta é equivalente a %—ZSOque reduzindo a0 mesmo

. . -1
denominador, fica — <0.

~ -1 . ~ . P .
Notemos que a fracdo — devera ser ndo positiva, como o numerador —1 € negativo,

entdo o denominador x — 1 devera ser positivo. Lembrando que o denominador nédo

podera ser nulo

x—1>0ex>1
e, portanto,

S={xeR|x>1}.

Muitos estudantes de matematica ao ver um exercicio como esse se sentiriam tentados a

multiplicar a inequacao por x — 1 em ambos os lados da desigualdade obtendo

2x —3<2(x—-1) e 2x-3 <2x-2 -3 < -2

como —3 < —2 é uma sentenca verdadeira, o conjunto solucdo da inequacdo seria S =
R, chegando assim em uma resposta incorreta. O erro ao se fazer tal procedimento esta
no fato de que x — 1 pode assumir valores negativos e sendo assim haveria a necessidade

de estudar os casos e inverter o sinal da inequacdo em um deles.

Resolveremos agora esses problemas de comparagao entre inequagdes fazendo o uso das
visualizagdes graficas de cada funcdo e utilizando o GeoGebra como o nosso software de

apoio:
Exemplo : Resolver em R, a inequagéo:

2x—4>x+1

31



seja f(x) =2x—4 e g(x) =x+1 construindo simultaneamente as fungdes no

software obtemos a seguinte figura:

Figura 18-Comparagdo entre fungbes

Observemos que a fungédo f assume valores maiores que g(x) a partir do ponto
de intersecdo em x = 5, em outras palavras, para todo valor de x > 5 temos f(x) >
g(x), ou seja,

S={xeR|x>5}

Exemplo : Resolver em IR, a seguinte inequacao: (essa construcao segue passa a passo no
apéndice do trabalho)

x2—x—-12>2x—-18

Tomemos f(x) = x? —x — 12 e g(x) = 2x — 8, construindo no mesmo eixo
cartesiano ambos os gréaficos das fungdes f e g, temos:
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Figura 19- exemplo comparagdo pardbola

Observamos que o grafico de f (pardbola) é maior ou igual ao de g(x) na éarea azul da
figura ou seja:

S={xeR|x<—-1loux =>4}

3.5.1 -Inequacg0bes Simultaneas
A dupla desigualdade f(x) < g(x) < h(x) se decompde em duas inequagdes

simultaneas, isto é, equivale a um sistema de duas equagdes em x, separadas pelo

conectivo e:

f)<glx) O
fO) <g(x) <h(x) & e
g(x) <h(x) (D

Indicando com S; o conjunto-solucéo de (1) e S, o conjunto-solugéo de (I1), o conjunto-

solucdo da dupla desigualdade é S = S; N S,.
Exemplo
Resolver3x +2 < —x+3<x+4

Temos que resolver duas inequacdes:

(D3x+2<-x+3=4x<1=x<-
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(2) —x+3Sx+4=>—2xS1=>x2—%
A interseccdo desses dois conjuntos é

S={x€]R| —%Sx<i}.

3.5.2 - Inequac0Oes Produto
Sendo f e g duas fungdes na variavel x, as inequac@es f(x) - g(x) > 0, f(x) -

gx) <0, f(x)-glx)=0¢e f(x) g(x) <0 sdo denominados inequagdes-produto.
Vejamos, por exemplo, como determinamos o conjunto solucdo S da inequagéo f(x) -

gx) > 0.

De acordo com a regra de sinais do produtos de niumeros reais, um numero x, é
solucdo da inequacédo f(x) - g(x) > 0 se, e somente se, f(x,) € g(x,) sdo ndo nulos e

tem o mesmo sinal. Assim, sdo possiveis dois casos:
19 f(x) >0eg(x)>0

Se S; e S, sdo respectivamente, 0s conjuntos-solucdes dessas inequacdes entdo

S, NS, é o conjunto-solucdo do sistema.
2°) f(x)<0egx)<O

Se S5 e S, sdo, respectivamente, 0s conjuntos-solucdes dessas inequacdes, entdo
S; NS, é o conjunto-solucgdo do sistema.

Dai concluimos que o conjunto-solucdo da inequagdo do produto f(x) - g(x) >0
é S = (Sl ﬂSZ)U (S3 054)

Raciocinio analogo seria feito para a inequagédo
fx)-gx) <O0.
Exemplo:
Resolver em R a inequacdo (2x — 4)(x + 1) > 0.

Analisando os dois casos possiveis
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1°) caso
Cada um dos fatores é positivo, isto é:
2x—4>0=>x>2 ex+1>0=>x>—-1.

A interseccdo das duas solucdes é

sSsnS,={xeR|x>2}
2°) caso
Cada um dos fatores € negativo, isto €:
2x—4<0=>x<2 ex+1<0=>x<-1
A interseccdo das duas solugdes é

SsNnS,={xeR|x<—-1}.
O conjunto-solucdo da inequacdo (2x —4)(x +1) > 0 é:

S=(E1NSHUGS;NS) ={xeR|x>2JU{xeR|x < —1}.
Portanto
S={xeR|x<—-1oux> 2}

Vejamos agora outro processo para a resolucdo dessa inequacao:

Na inequacdo (2x —4)(x+ 1) > 0 chamaremos 2x —4 e x+ 1 de f(x) e g(x)

respectivamente, cujos graficos sdo dados abaixo

H + + + ++ + + + +
1

2 3 4 L}

Figura 14 - Andlise de sinais
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Assim, temos a seguinte representacao dos sinais de f,g e f - g.

—————————————————————————— ++++++++ 44
1 | .

i |
—————m—m————— =l + + ++++++ FF++FF A+
| l o | { L | -

I I i I 1 h

| |
-1 0
: |
1 ]
I I
++++++++++++E e —————— Lttt ++++++++
: : O * : o } i >
-1 0 2

Figura 15 - Andlise Tabular
Portanto o conjunto solucéo da inequacédo f(x) - g(x) > 0 é dado por :

S={xeR|x<-1loux>2}

A inequagdo f(x) - g(x) = 0 tem por conjunto-solucdo S a reunido do conjunto-
solucdo S; da inequacdo f(x)-g(x) > 0 com o conjunto solucdo S, da equacao
f(x)-g(x)=0,isto é

fx)-g(x) >0

f(x)-glx) =20 ou
f(x)-glx)=0

Exemplo
Resolver a inequacdo (2x — 4)(x + 1) = 0 em R.
A inequacdo (2x — 4)(x + 1) = 0 € equivalente a:

Cx—-4H)x+1)>0 ()

ou

Qx—4x+1) =0 UD
Pelo exemplo anterior obtemos asolugdode (I): S; ={x ER|x < —-1loux > 2}
Resolvendo (IT) temos S, = {—1,2 }.
O conjunto-solucdo é:

S=5US,={xeR|x<-3o0oux>2}U{-12}={xeR|x < -3oux =2}
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Exemplo: Resolver em R a inequagdo (x? —x — 12)(2x — 8) < 0.

Seja f(x) = x2 —x — 12 e g(x) = 2x — 8 e fazendo a analise tabular, temos:

+ + + - - = - - - - - % + o+
f(X) T ) T T |-_3 t f (I) } } '|I4 t t f >
T - - - = 4o
glx) —+—+ 7'*. — : —
| 0 |
TR U T e T
T P S N G Bl el et " T T
0 4

Figura 16 - Andlise Tabular

Portanto o conjunto solucéo de nossa inequacéo fica:
S={xeR|x < -3}

Dentre as inequagdes-produto, sdo importantes as inequagdes: [f(x)]™ > 0,

FOI"<0,[f)]"=0e[f(x)]* <0,0onden € N*

Para resolvermos estas inequagdes, vamos lembrar duas propriedades das poténcias de

base real e expoente inteiro:
1°) “toda poténcia de base real e expoente impar conserva o sinal da base”, isto €

a?"l>s0ea>0
APl =0eoa=0
a?"l <0 a<0 (neN)

2°) “toda poténcia de base real e expoente par ¢ um numero real ndo negativo”, isto é
a’™ >0,vyn €N
Assim sendo temos as seguintes equivaléncias:

n f(x) > 0sen éimpar
Gl >O@{f(x)¢0 sen épar

n f(x) < 0senéimpar
el <O@{ Ax € R senépar
f(x) = 0senéimpar

e 20 {5 D(f) sen épar
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f(x) < 0senéimpar

[f(x)]ns()(:{ f(x) =0 senépar

Exemplos:

19(3x-2°>0&3r-2>0; S={xeR[x>2}
2°9) (4x —3)°>0 © 4x —3 # 0; 5={XER|x¢%}
)@ +1°<0e2+1<0; S={xeR[x< 3}
2 (x-2)*<0; S=90

59 (3—-5x)" >0 3 —5x = 0; S={xe]R{|xS§}
69 (4x —5)2>0; S=R

79 (8-2x)*<0 ©8—2x=0; S={4}

3.5.3 - Inequagbes Quociente

Sendo f e g duas fungdes na variavel x, as inequacdes

@, @ _ @ @,

90" g0 " 3¢ y»*=

sdo denominadas inequac@es-quociente.

Considerando que as regras de sinais do produto e do quociente de nimeros reais sao
analogas, podemos fazer a analise tabular da mesma forma que feito com o produto,
observando o fato de que o denominador de uma fragdo ndo pode ser nulo.

3.6 - Inequacdes com Raizes Racionais

Nesta secdo mostraremos alguns resultados da algebra que podem ser til na resolucgéo de

inequacdes do tipo f(x) > 0, onde f possui raizes racionais.
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A seguir apresentaremos um teorema que mostra como encontrar os candidatos a raiz

racional de um polinbmio com coeficientes inteiros.

Teorema l: Sejam p e q inteiros primos entre si. Se § é umasolucgdo daequagdo P(x) =

0, onde P(x) =apx™+ap_x" 1+ +axt+a, (a,#0eay,#0), cujos

coeficientes sdo inteiros, entdo p € divisor de a, € q € divisor de a,,.

Demonstracdo: Se Z é raiz da equacdo a,x™ + a,_1x" 1+ -+ a;x' + a5 = 0, entdo

devemos ter:

p" p" ! p
an (q—n) + An_1 <F> + -4 aq (a) + ag = 0

anp" + ap_1p" g+ o+ apq" T + aeg™ = 0
p(anp™™! + apap"?q + -+ a1q"71) = —apq" =

n
aoq

APt A" Pq et agqt T = — -

Vemos que o primeiro membro da igualdade representa um namero inteiro (afinal
p,a,ay,ay, Ap_q, -., 1€ Ay SA0 NUMeros inteiros), assim —ay,q™/p também € um
namero inteiro. Logo, ayq™ é divisivel por p e, como p e g sdo primos entre si, segue que

p é divisor de a,.
Analogamente obtemos

_ anp"
q

anq" t + an_apq" i+t a,pt Tt =

e, seguindo raciocinio analogo, podemos concluir que q é divisor de a,,.

E importante observar que essa propriedade ndo garante a existéncia de raizes
racionais nas equacdes algébricas com coeficientes inteiros, mas se estas existirem, a

propriedade nos apresenta um critério para determina-las.

Definicdo. Considerando os polinbmios p(x) e h(x), com h(x) ndo nulo, dividir p(x)
por h(x) é determinar os polindmios q(x) e r(x) tais que:

p(x) = h(x) - q(x) = r(x)
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grau(r) < grau(h) our(x) = 0.

A diferenga entre o grau do dividendo e o do divisor, ou seja, grau(q) =
grau(p) — grau(h) determina o grau do quociente na divisdo de polinémios. Quando é
obtido r(x) = 0 dizemos que p(x) é divisivel por h(x). A divisdo ndo exata estard
finalizada quando grau(r) < grau(h).

Teorema 2 : O resto da divisdo de um polinémio f(x) por x —a é igual a f (a).

Demonstragdo: Da divisdo de f(x) por x —a, podemos escrever: f(x) = (x —a) -
q(x) + r(x), com q(x) e r(x) unicamente determinados e tais que r(x) tem grau menor
do que o grau de (x — a) = 1. Assim, r(x) é um polinémio constante, isto ¢, r(x) = c.

Calculando os valores desses polindbmios para x = a, vem
fl@)=(a—-a)-q(a) +1(a)
Isto é, r(a) = f(a). Comor(x) =r(a) =cer(a) = f(a) segue que r(x) = f(a).

Uma consequéncia importante do Teorema do Resto é o Teorema de D’Alembert, que
enunciamos e demonstraremos a seguir:

Teorema 3: Um polindmio f(x) é divisivel por x — a se, e somente se, a for raiz de f.
Demonstragdo: H& duas implicacGes a provar:
(i) f(x) ser divisivel por x — a implicar que a é raiz de f. De fato, se f(x) é
divisivel por x — a, temos r = 0 ¢, pelo Teorema do resto, r = f(a) = 0, do
que concluimos que a é raiz de f.
(i)  aeéraizde f(x) implicar que f(x) é divisivel por x — a. Com efeito, como a
é raiz de f(x), temos f(a) = 0, pelo Teorema do resto, o resto r da divisao

de f(x) por x — a éigual a f(a). Assim, r = f(a) = 0, mostrando que f(x)
é divisivel por x — a.

A seguir veremos como utilizar estes teoremas na resolucéo de inequagdes

Exemplo
. ~ 1 1
Resolver em R a inequagdo: x3 — Exz +x—>>0.

Resolucéo:

Primeiro obtemos uma inequagao equivalente em termos de uma funcéo polinomial com
coeficientes inteiros.

40



Temos

1 1
x3—§x2+x—§>0 o 2x3—x>+2x—-1>0

Considere agora f(x) =2x3—x?>+2x—1onde az =2 € ao =—1 . Pelo
teorema 1 se Z é uma raiz de f(x) entdo p divide (—1) e gq divide 2, assim o0s
candidatos a raiz racional de f(x) é §= i—l,i% . Calculando os valores
fQ),f,f G) ef (— %) é verificado que apenas% é raiz de f(x). Agora segue do

teorema 3 que f(x) é divisivel por x — %

Efetuando a divisdo de f(x) por x —%, obtemos f(x) = (x - %) (x2 +1).

Observe que g(x) = (x? + 1) é uma funcdo quadratica onde a = 1 > 0, b% - 4ac =
02—4-1-1=—-4 < 0 assim g(x) > 0 paratodo x € R.

Assim o sinal de f(x) = (x — %) (x? + 1), coincide com o sinal de x — % ou seja,

3 12+ 1>0<:> 1>0<:> >1
X —oxtx—3 x =3 x>

. . ~ 1 1 ’
Portanto, o conjunto da inequagéo x3 — Exz +x—>>0 ¢

1
S = {xE[R{|x>E}.
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CAPITULO 4 - METODO PRATICO PARA INEQUACOES COM
RAIZES SIMPLES

Nesta secdo apresentaremos um método prético de resolucdo de inequacdes do
tipo f(x) > 0, para uma funcéo polinomial f(x) dada por

f(x) = ap(x-1)(x-13) ... (x-1),
onde a, € R', e 1y, 1y,...,1, sS40 nUmeros reais, distintos dois a dois.

Podemos supor que r, < 1, <...< 1r, sem perda de generalidade. Entdo,
as n raizes (com n € N*) determinam n + 1 intervalos abertos, como segue:
Int1

l1 l2 I3 In

ri r2 r3 rn-1 n X

Figura 17- intervalos
A seguir demonstraremos o seguinte resultado:

Teorema 1: Seja f(x) um polinbmio real com todas as suas raizes r; reais e simples.
Sejal, = (rp_l,rp) e seja xo, um elemento qualquer de I,. Nessas condigdes:

e Sef(xy) >0, entdo f(x) >0, paratodo x € I,;
e Sef(xp) <0, entdo f(x) < 0, paratodo x € I,.

Isto €, dentro de I,,, f(x) ndo muda de sinal.

Demonstracdo: Um dos segredos para agilizar a demonstracdo consiste em
representar esses intervalos de maneira prolixa; em vezdel; = {x e R|x < nry},
gue é uma maneira correta, usamos a seguinte notacao, também correta, mas redundante:

h={xeRl(x<r)h(x <n)h.. Al <r)h

De forma analoga, o intervalo I, = {x € R|r,_; < x < r,}, pode ser dado como
segue:

I, = {x ER|(x >rh(x >r) Ao A(x > r A
(x <)M (x <y A (x < rn)}.

O ultimo intervalo, I,,, 1, Sera expresso assim:

Lhyi={x ER|(x>r)Mh(x >nr)h. Al > nr)}.
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Com essas consideracdes, deste ponto em diante, usaremos 0 termo raizes
consecutivas para indicar qualquer par de raizes {rp, rp+1}. Também usaremos o
termo intervalos consecutivos para indicar qualquer par de intervalos {I , Ip+1}.

Encerrando estas preliminares, vamos observar que as inequagdes x <
r e x—-r < 0sdo equivalentes, assim como as inequagdes x > sex—-s > 0 sdo
equivalentes. Logo, fica estabelecido que o intervalo I,,, com 1 < p < n, pode ser
descrito como segue:

L ={x eR|(x-1,> 0) A A(x-1y > 0)A(x-1 < A (x-Tpyy <
0)h...A(x-1 < 0)}.

Vamos retomar o polindmio descrito anteriormente,

f(x) = apgx-m)(x-12) ... (x-13),

e atribuir a x dois wvalores u e v , ambos num mesmo
intervalo I, (r,_1,7,) . Analisemos, agora, o produto f(w) . f(v):

f@ =a | - e f@) =a0| [@-m

Empregando as propriedades associativa e comutativa da multiplicacdo, obtemos:
n
f@ f@ =at | [a-rw-mn )
i=1

Comou e v estdo ambos num mesmo intervalo I, = (r,_4,17,) se tivermos u- r; > 0,
resultara também que v-r,> 0 . Do mesmo modo, se para um
certo i, tivermos u—r; < 0, resulta também v-r;, < 0.

Assim,
[(u-r)(v-1;)] > 0, paratodo ieN, 1 < i < n.
Além disso, a3 > 0, pois a, € R*.

Segue que o segundo membro de (x*) € um produto de fatores todos positivos e,
portanto, f(u).f(v) > 0. Assim, f(u) >0e f(v)>0,0u f(u)<0e f(v) <O,

ou seja, f(x) ndo muda de sinal em cada intervalo ,. [

Mostraremos agora como se comporta o sinal da f em intervalos consecutivos.
Teorema 2: Seja, f(x) um polindmio real com todas as suas raizes reais e simples, e
sejam I, e I, dois intervalos consecutivos quaisquer. Entdo, em I, e I, f(x)

tera sinais contrarios. Isto &, f(x) assume valores numéricos de sinais contrarios,
quando a variavel x passa de um intervalo a um intervalo consecutivo.
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Demonstracao:

Considere o polinbmio f(x) descrito anteriormente, vamos detalhar f(x) do seguinte
modo:

fO) = ag(x-m)(x=-12) . (X=Tp_))(X= 1) (X~ Tp41) . (X T).

Desta vez atribuiremos a varidvel x dois valores u e v pertencentes a intervalos
consecutivos: u € I,e v € Ip,4.

Como no polindbmio anterior, iremos obter o sinal do produto f(u) - f(v) e, para isso,
vamos explicitar os seus fatores do seguinte modo:

p—1 n
f@-f@ =ai-| [la-me-ml-1@-n)w-m- | | @-mne-m]
i=1 i=p+1

Com relacdo ao segundo membro, observe-se que:

- de a, € R*, tem-se que a3 > 0,

- paratodo i €N, talque 1 <i <p-1, tem-seque u > r; e

v >r1 (pois u € I, e v € L,,4) e, portanto, segue que:
5 [(w =) =] > 0.

Agora para todo i € R, tal que p+1 <i<n,tem-se que u<r e
v <1 (pois u €1, e v € I,,4) e, portanto, segue que:

p—1
[ [t@-me-mi>o.

Resta analisar o produto (u-1,)(v-1,). Ora,
uel,>u—1n<0e veEl,; >v-1n >0
Logo, (u-1n)(w-m7,) < 0.

Dessas quatro observacGes, podemos concluir que f(u). f(v) <0, ou seja f(u) e
f (v) tem sinais trocados em I,,.

Os dois teoremas demonstrados nos itens anteriores nos permitem afirmar que o
sinal do polinémio f(x) alterna quando x passade um intervalo a um intervalo
consecutivo (situado a sua esquerda ou a sua direita, indiferentemente).

44



Ora, isso permite obter adistribuicdo completa, de sinais de  f(x)
em R-{r,n,..., 1}, bastando conhecer as raizes e o sinal de f(x) em apenas um
valor de x escolhido em qualquer dos intervalos I,,.

Exemplo
Dar a distribuigdo de sinais do polindmio
f(x) = 14(x-5)(x + 3)(7- 4x)(x + 1), x €R.

Resolucéo:

Inicialmente vamos reescrever f(x) como no teorema anterior.

Temos f(x) = 14(x — 5)(x + 3).(—4) (x — %) (x + 1), ouseja,

fG) = =56(x = (=3)(x = (-1)) (x = 2) (x - 5).

., ~ 7 . . . .
As raizes, que sdo —3, —1,2 e 5, determinam os intervalos descritos abaixo:

Figura 18 - intervalos

Vamos escolher (arbitrariamente) x = 0 (0 € I3).

£ = ~56(-5)3) (- 1) 1)

f(0) < 0 (trés fatores negativos).

Logo, f(x) énegativoem I;. Entdo, aplicando os teoremas 1 e 2:

Sinal

| | - | |
| [ |
-3 -1 7/4 5 X

A

Figura 19 - sinais
Exemplo

Resolver em R ainequacdo : (4x3-9x)(x-3) < 16 (x? - 3x).

45



Resolucao:

Inicialmente, devemos obter uma inequagdo g(x) < 0, equivalente a inequagdo dada
e com g(x) na forma definida anteriormente.

x(4x?-9)(x-3)—16x(x-3) < 0 & x(x-3)(4x*>-25) < 0 &

4x(x—3)(x2—§)<0@4x(x—3)<x—;)<x+;><0

Observa-se que o polinémio g(x) = 4 (x + g) (%) (x + g) (x — 3) satisfaz todas as
condicdes dos Teoremas 1 e 2. Suas raizes determinam os seguintes intervalos:

v

-5/2 0 5/2 3 X
Figura 20 - intervalos

Vamos atribuira x ovalor 10 (escolhido arbitrariamente em I):
5 5
g(10) = 4 (10 + E) (10) (10 - 5) (10-3)>0
Logo, g(x) € positivo em Is. Pelos teoremas 2 e 3, resulta:

|1 < l2 < B — la < Is

(+) Sinal:g(x)

X

o-to
w-to

Figura 21 - intervalos

Finalmente, a inequagdo g(x) < 0, que é equivalente & inequacdo dada, tem como
conjunto solucdo a unido dos intervalos I, e I,:

5 5
S={x€]R | (—§<x<0>ou(§<x<3)}.

4.1 - Inequacdes Racionais com Raizes Simples

O meétodo aqui exposto para resolver inequacdes de fungdes polinomiais com raizes reais
e simples pode ser aplicado para resolver inequacdes quociente do tipo

[ _ @ S

0" @Y = yw="

46



onde f(x) e g(x) séo fungdes polinomiais com raizes e simples. De fato, como o

sinal de ﬁ coincide com o sinal de g(x) para g(x) # 0, entdo

o sinal de ;E—z; coincide com o sinal de f(x) - g(x) para g(x) # O.

Exemplo

2(—=15-5x)(x+1) > 0
x2-16 -

Resolver em R a inequagéo:

Resolucéo:

A inequacdo dada pode ser expressa na forma:

> 0que éda forma L% > o,
gx)

—10(x+3)(x+1)
(x—4)(x+4)

Asraizes —3 e —1de f(x),4 e —4 de g(x) determinam 0s seguintes intervalos:

Figura 22 - intervalos

Sendo x = 10, obtemos

—-10(10+3)(10+1)
(10—4)(10+4)

< 0 (o quociente é negativo em I5)

Aplicando os teoremas 2 e 3, temos a seguinte distribuicdo de sinais:

e

Figura 23-intervalos e sinais
Segue que o conjunto solucéo é:

S={xeR|(-4<x<-3)ou(-1<x<4)}
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4.2 - Inequacdes com Raizes Multiplas

Consideremos, agora, um polindmio do tipo A(x) = (x-r)*™, onde meN*er €
R. Neste caso diz-se que r é uma raiz de A(x) de multiplicidade 2m (par). Quanto
aos sinais de A(x) temos

e A(x) = 0 se,esomentese, x = r,;
e paratodo x e R, x #r, tem-se A(x) > 0.

Usando esta observagdo podemos concluir que se P(x) = g(x). (x-1)?™, comm €
N*er € R, e onde g(x) € um polindmio do qual r ndo € raiz., entdo

P(r) = 0,eparax # r, P(x) terd a mesma distribuicdo de sinais que g(x).

Isto é, para obter a distribuicdo de sinais de P(x), com x # r, pode-se omitir o fator
(x - r)#™ e estudar a distribuicdo de sinal de g(x).

Exemplo
Resolver em R a inequacdo: (x-1)(x-2)(x-3)° < 0.
Resolucao:

Estudemos a distribuicdo do sinal de f(x) = (x- 1)(x- 2), obtido pela omissdo de
(x - 3)°. Repare-se que f(0) > 0 (logo, f(x) € positivoem I,).

11 12 13
Sinal
@ 0 - 0 + de f(x)
g 2 -
Figura 24 - sinais de f(x)
A distribuicdo de sinal de P(x) = f(x). (x-3)¢¢é:
Sinal
@ 0 . 0 + 0 + deP(x)

Figura 25 - Sinal P(X)
O conjunto solugdo da inequacdo dada é

S={xeR|1<x<2}uU {3}k
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Sejaagora P(x) = g(x). (x-7)?>™*1 ondem € N*,r € Re g(x) é um polindmio
do qual r ndo seja raiz. Neste caso r € uma raiz de multiplicidade impar de P(x).

Note-se que P(x) = g(x)(x-7)(x-1)?™ e, consequentemente, P(x) tem a mesma
distribuicdo de sinais que g(x) . (x-r1).

Finalmente, seja P(x) = f(x)(ax?+ bx +c),ondea > 0,b%-4ac < 0 e f(x) é
um polinédmio como foi definido anteriormente.

Nessas condicdes, ax? + bx + ¢ € positivo para todo x€R e,
consequentemente, P(x) terd a mesma distribuicdo de sinais que f(x). Portanto, para
estudar o sinal de P(x), pode-se simplesmente omitir o fator ax? + bx + c.

4.3 - Analise grafica do Teorema de Raizes Simples
O teorema 1 acima vale inclusive para o caso em que a funcdo ndo se decompde como
produto de n raizes simples. De fato, considere uma funcéo polinomial:

fx) =apx™ + an_1x™ 1+ -+ ayx + a

comraizesry <r; < .. < 1. Em particular f(x) é uma funcéo continua, assim se
u,v €1, = (1p—1,7 ) €NtA0

casol: f(u)>0¢e f(v) >0 ;
casoll: f(u)<0ef(v)<O,

De fato, supondo sem perda de generalidade que u < v com f(u) >0 e f(v) <0,
entdo pela continuidade de f(x) existiriaum x € (u,v) tal que f(x) =0,

flu) = = = = v
f(v) -——/—--—

Figura 26 - Representagdo

ousejaexistiriax € I, = (r,-1,7, ) talque f(x) = 0, contrariando o fato de ndo existir
raiz entre duas raizes consecutivas.

A afirmacéo de que o sinal da funcdo alterna entre intervalos consecutivos verificada no
teorema 2, continua verdadeira inclusive para o caso mais geral onde a fungédo néo possui
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necessariamente todas as n raizes reais e simples, basta que as raizes reais que existirem
sejam simples. De fato, considere uma funcgéo polinomial:

f(x) = apx™ + ap_x™ 1+ -+ ayx + ag,
comraizesry <r; < .. < 1, onde cada raiz r;é simples.
Suponha por absurdo que existam w € I,, e v € I, taisque f(u) >0e f(v) >0

Como ry, éraizde f(x) e peloteoremaanterior f(x) mantémosinalem I, e L, 4, entdo
emtornoder, f(x) seriadaforma

fw |-

I
I
|
!
I

f) |= ==\ = =
| ﬁ
u

(5
T'p L

Figura 27 - Curva

Observe que neste caso devemos ter f'(r,) = 0.

Por outro lado, reescrevendo

fG) = (x—1,) g(x), com g(x) = ao [Ty (x — 1) ,

i#p
temos f'(x) = (x —1,) g(x) + ') (x = 1,) = g(x) + g’ ) (x — 13,).

Aplicando em r,, obtemos f'(r,) = g(r,) # 0. Analogamente n&o podemos ter u € I,
ev € L, taisque f(u) <0e f(v) <0, portanto parau € I, e v € I,,, temos f(u)
e f(v) com sinais alternados.
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CAPITULO 5 - INEQUACOES DO TIPO f(x) <y < g(x).
O conjunto solugdo de uma inequagdo da forma y > f(x), é o conjunto

{xy)e RxR | y>f(x)}

Graficamente este conjunto solucéo representa a parte superior do grafico da funcéo y =
f(x), como ilustrado na imagem abaixo:

P> f() fmmmm e ) ‘

-
-

¥ = ) e} (. f(x))
F

Figura 28 - Conjunto solugdo

Analogamente o conjunto solugcdo de y < f(x) é o conjunto

{xy)e Rx R | y<f(x)}

Graficamente este conjunto solucgdo representa a parte inferior do gréfico da funcéo y =

f(x).

Exemplo

Abaixo temos uma representacdo do conjunto solucdo da equacdo y = 2x e das
inequagdes y > 2xe y < 2x
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3 d 3 i
3 J ,
’ £
2’ I
'l ’
2 2 f) 2 "'
U
r '
) L
l "
1 1{ 11
F) I
' £
) '
r L
2 -1 1 2 =z -1 o 1 2 -2 -1 0 1 2
/’ £
N £
-1 -1 71—
! [
: r)
. y = 2x
y=2x ¥y = 2x
Figura 29 - Conjunto solugéo
Exemplo

Abaixo temos uma representacio das inequages y > x% ey < x?

I|I|- 3 _‘ Il
! !
A 37 ' 1 34 A
1 I i ]
\ r i r
"I. I i I
I L) I
' 21 ' ' 2 ’
A [ v :
L) I ) f
L] Fi 1 F]
A3 i ) I
] 11 ’ i 1 ’
) F ] ’
b} i * *
* ’ % s
\‘ - * +
T T — ‘I‘ T T T T ‘- " T T
-2 -1 ] 1 2 3 -2 -1 0 1 2
-1 -1
y = x? y > 2l

Figura 30 - Conjunto Solugéo

O conjunto solucdo de um sistema da forma

{y > f(x)
y<gXx)

é o0 conjunto
{xy)e RxR | y>f(x)e y< g}

Graficamente este conjunto solucdo representa a interseccao da parte superior ao grafico
da funcdo y = f(x) e da parte inferior ao grafico da funcdo y = g(x)
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Figura 31 - Conjunto Solugéo

Exemplo
Abaixo temos uma representacéo da solucdo do sistema

y> x
{y<—x2+1

Figura 32 - Intersecgdes de curvas
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Exemplo
Abaixo temos uma representacdo da solucéo da inequacdo x? + y? < 1.

Observe que esta inequacdo se traduz em um sistema de equac0es, de fato

y > —41-—x2
y <+1-—x?

+y?2<1 © y?’<1-x? &

Abaixo temos a representacdo das inequacdesy > —V1—x? ey < V1 —x2

i 1
1 31 1 3
i i
' ]
i i
| ]
i 21 i 21
' ]
i i
| ]
i | i e
1 1 1 .f'.* o
1 1 F »

l , g \
! ! ! ]
2 N 0 I 2 2§ 0 ] 2
k y i I
S : :

:‘T—-- : —1 g i
i [
1 I
0 [
2 vo2f
v.» —I=x2 y < Vi-xf

Figura 33 - Conjunto Solugéo

Assim, o conjunto solucdo da inequacdo x?+y? <1 é solucdo do sistema

y > —vV1—-x2 . e .
e e representado graficamente pela regido interior ao circulo
y <V1-—x?

unitario centrado na origem
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F A
b
:r i
1 ]
3 2 4 0 2 2 3
kY r
. r

Figura 34 — Circunferéncia
Observe que x2 + y? = 1 representa a equacdo de um circulo unitario centrado na
origem, e o conjunto solucdo da inequacdo x? + y2 < 1 é representado graficamente
pela regido interior a este circulo. De maneira analoga obtém-se que o conjunto solugédo

da inequacdo x* + y% > 1 é representado graficamente pela regido exterior a este
quag y p g p

circulo
2 4
:"4 i -""-;‘
:’ x
I L 1
1 i
2 4 o il 2
Y F
» #
~1*“"'
_2 4

Figura 35 — Circunferéncia complementar

Utilizando a geometria analitica é possivel chegar a solucGes de inequagdes mais geral do

tipoax? + by’ +cxy+dx +ey +f >0.
Exemplo
Representar graficamente a solucéo da inequacéo

9x%2 —4y%2 —54x +8y+ 113> 0.
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Agrupando os termos de mesma variavel, temos
(9x% — 54 x) — (4 y?> — 8y) > —113.
Colocando em evidéncia os coeficientes de x? e y?
9(x? — 6x) —4(y%? — 2y) > —113
Ou, 9(x2—6x+9) —4(y2—2y+1) > —1134+9(9) — 4(1)
Obtendo 9(x — 3)? - 4(y — 1)? > —36.
Dividindo ambos os lados da inequacao por -36 obtemos

(y—1?* (x—3)?
9 4

<1

Sabemos que

-1 (-37?_

9 4 1

é equacdo de uma hipérbole com centro em C = (3,1) e eixo real paralelo ao eixo y

Figura 36 - Hipérbole

Y-1?  (x-3)2

Da equacéo < 1, obtemos

_2)2
+1 e -17<9%L 49

r-1)? < (x-3)*
9 4
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Assim, a solucdo da inequagdo 9x? — 4 y?

inequacoes

y—1< j9(x_3)2

—1>—\/9(x 3)2

y<1+ \/9(x 3)2

y>1— j9(x_3)2

{y > f(x)
y<gx)

ou

ou

—54x +8y+113 > 0 é solucdo das

para f(x) ==1— / 9(x Dk +9eg(x)=1+ / 9(x 3)° + 9, e a representacdo

grafica é dada por

. ’

LY ¥

»
"
6%
“ ,
- ’
S ’
s, glx) e

4_ “---’

2_

] 2 4
—2 4 . --"""l-‘_‘

# x
ra f{:] ‘\
’ “
s -
44,
>
¢

’ L]
# .
' .

Figura 37 - Hipérbole
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Exemplo
Representar graficamente a solucéo da inequacéo
2x2 4 2xy + 2y2 + 7V2 x + 5V2y +10< 0

Observe que neste caso o termo 2x.y impossibilita realizar um completamento de

quadrado como no caso anterior; neste caso fazendo a seguinte mudanca de variavel

p x y
X'=—=- =
N
’—i+l
Y R V2

Podemos reescrever a inequagdo acima da seguinte forma
3x2 +y?2+12x' -2y +10< 0

E realizando um completamento de quadrados assim como feito no exemplo anterior

obtemos

®+27° (-1

<1
1 3

Para um estudo sobre reconhecimento de conicas que envolve mudanca de variavel vide

(Santos, 2019). Isolando y’ na inequagdo acima obtemos

v -2

1
3 1

(y—1)2>3x +2)%-3

>1 3(x' +2)2-3
@{y + V3 +2)

y <1-—-3(x'+2)2+3

Assim, a solugédo da inequagéo

2x% 4+ 2xy + 2y + 7V2 x + 5vV2y +10< 0

é solucéo das inequacdes

{y’ > f(x)
y' < g(x)
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para f(x) = 1+ 3(x'+2)2-3 eg(x)=1—- /-3(x'+2)2+3 ,ea

representacdo grafica é dada por

Figura 38 - Elipse
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CAPITULO 6 - DESIGUALDADES ENTRE MEDIAS

Neste capitulo sera mostrado através de métodos geometricos as desigualdades de
médias e ainda através dessas desigualdades sera feito aplicacfes dessas desigualdades
na resolucdo de problemas matematicos, mostrando que o conhecimento basico dessa
desigualdade € importante na resolucdo simples de diversificados problemas
matematicos, neste capitulo usamos como referéncia (Souza, 2015), (Pereira, 2014),
(Carvalho,2012), (Ferreira,2017) e (Velame,2014).

6.1 - Média Aritmética Simples e Média Ponderada
Dados n numeros reais x;, x5, ..., X, com n > 1 a média aritmética M, entre eles é dada
por

Xp+x++x
MA= 1 2 n

n

Neste caso todos 0os numeros tém o mesmo peso no calculo da média. Ja no caso de
cada valor x; ter um certo peso p; usamos a chamada média ponderada M, que é dada
por

R Tl A R

Mp
p1+p2+ -ty

6.2 - Média Geométrica e Harmobnica

Dados n numeros reais x,, x,, ..., X, com n > 1 a média geométrica M; e Média
Harmdnica M entre eles sdo dadas respectivamente por

Mg = Jx1" X5 .. Xy

n

MH:
R

X1 X3 n

A seguir iremos demonstrar como se relacionam estas médias M,, M, e My para 0 caso
de duas variaveis x; e x,.

Proposicdo: Dados x;,x, € R* com médias

— — 2 _X1+x2
MG =X1. X2, MH —m EMA =

X1 X3
Entdo M, > M; > My. Alem disso, as igualdades ocorrem se, e somente se, x; = x, .
Prova: Mostremos inicialmente que M, > M.
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Temos (VX1 —/%2)? =0 © x; — 24/x; "X, +x, =0
x1+x2 > foJm
X + X,
2 Zﬂxl'XZ.

Portanto, M, = > +/x; - x, = M. Note que a igualdade ocorre, se e somente se,
WX =Vx2)? =0 © Vx; —Vx; =0 © Vx; = Vx; © x; = xs.
Mostremos agora que M; = M.

Temos (Vx; —/%2)? =20 © x; —24/x "% +x, >0
X, +x 24/x1 " x 24/x1 " X
S xt+x = 2\x 0 \x, & Lo 22V 2t 2

xX1+x,

X1 +x, X1+ X Tox Xy
val'xz val xz 2'x1'x2

slz2— o 1 "X X1 Xy S XXy =
X1 + %, 22 Ty, VTR L

Vxl " x2 xl - xz Vxl " x2 1 Vxl - xz 1
= = (=14 > = >

X1+ Xy

X1 X2 X1 X2
VX1. 1 .
Portanto, M; = x;xz > 1= My. Note que a igualdade ocorre, se e somente se,
X1 X2

W1 —Vx2)? =0 © V=V, =0 & VX1 =V © x; = x.

6.1.1 - Demonstracdo Geométrica de m, > M; = M,,.

Vamos aqui demonstrar a ja conhecida desigualdade das médias utilizando a geometria
plana.

Figura 39 - Demonstrag¢éo média aritmética

Observemos na figura uma circunferéncia, onde o diametro € dado por a + b, ou seja

Sejar o raio da circunferéncia, temos:

61



2r=a+b

_a+b
T

Logo podemos dizer que r € a média aritmética de a e b, ou seja,
My(a,b) =r.

Dai, observemos a figura abaixo:

h

Figura 40 - Demonstragdo média geométrica

Do mesmo circulo onde temos que a + b é o diametro tracamos a altura h na intersecao
entre os segmentos a e b e fechamos um triangulo como o descrito na figura, observe que
se trata de um triangulo retangulo, pois se um triangulo esta dentro de uma circunferéncia
e um dos seu lados € um diametro, segue de geometria que se trata de um triangulo
retangulo de hipotenusa a + b, ainda se faz importante saber as relacfes métricas validas
em um triangulo retangulo, dentre essas relacfes a uma que faz valer a seguinte igualdade
neste caso:

h?=a-b
h=vVa-b
ora, temos assim que:
M;(a,b) = h

Ou seja, a média geométrica de a e b é igual a altura nesse triangulo, e geometricamente
podemos observar que

r=>h.

’ . T +b ,
Além disso, temos que r = h se, somente se, 0 ponto médio (aT) de onde ¢é tracado a
altura coincide com o centro da circunferéncia, ou seja, se, e somentese, a =b .
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Podemos ainda construir a seguinte figura partindo da primeira figura:

Figura 41 - Demonstragdo média harménica

Observemos na figura que temos agora trés triangulos semelhantes, e que a distancia do
ponto O até a circunferéncia é igual a r, segue de semelhanga de tridngulos que:

x_h
h r
h2
X =—
r

Usando as igualdades obtidas anteriormente temos que:

h> a.b 2ab

Por outro lado sabemos que a média harménica de a e b é dada por:

1 2 2ab
MH(a:b)=l 1=a_+b=a+b'
a

S

ab

Logo temos de (*) que My(a, b) = x, ora, temos que:
r=>h2>=x.

Portanto, M, (a, b) = M;(a, b) = My(a, b), como queriamos demonstrar.
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6.2 - Desigualdade com a Média Quadratica para dois valores

Figura 42 - desigualdade geométrica

A média quadratica (M) entre dois valores
a e b, é araiz quadrada da média aritmética
dos quadrados de a e b e é dada pela
expressao:

a2+b?

MQ(a, b) = >

Podemos verificar a relagdo de ordem
existente entre a média aritmética e a média
quadrética através de um quadrado de lado
a + b, como a feito na figura 42.

Pela forma como foi decomposto o
quadrado podemos utilizar a desigualdade
triangular entre os triangulos para
estabelecer mais uma relagdo entre médias.

Como apenas queremos usar as medias de a e b, vamos determinar c e d em fungdo de a

e b, através do Teorema de Pitagoras.

¢ € a hipotenusa do triangulo retangulo de catetos a + b e por isso:

=2(a+b)? = V2y/(a + b)? = V2(a + b).

Ainda temos que d, € a hipotenusa dos triangulos de catetos a e b, assim:

= a? + b2

Observando a figura 42, podemos verificar que pela desigualdade triangular, c < d + d,

pois cada um dos lados tem que ser menor que a soma da medida dos outros dois, logo:

a+b a? + b2
V2(a+b) < 2ya? + b2 & N_ / —

64



Através da figura 43 construindo o
segmento CE, também podemos
demonstrar a relacdo estabelecida entre as
duas médias.

CE = JOE? + 0C?
— JOE? + 0D — CD?

a+ b\?
= 2( 2 ) —ab
a? + b?
2

—_— a+b L, . .
0 > COMmo Ja vimaos anteriormente.

Por construgdo podemos afirmar que OE < CE.

Sendo assim, também se prova através dessa figura que

a+b

<
2

Problema 1. A fim de encher um tanque, tem-se que as trés torneiras T, T, e T3, ligadas
sozinhas podem enche-lo em 3 horas, 4 horas e 6 horas respectivamente. Ao abrir-se as

Figura 43 - Média Quadrdtica

trés torneiras simultaneamente em quanto tempo o tanque ira ser enchido?

Solucdo. Considerando que o volume do tanque é x, que vy, v, e v5 representam as
respectivas vazOes das torneiras Ty, T, e T5 € lembrando que a vazdo é definida como a
divisdo do volume pelo tempo, temos: v; = x/3,v, = x/4 e v3 = x/6. Seja v a razéo
simultdnea das trés torneiras, e t 0 tempo necessario para que as bombas encham o

tanque, temos:

v =

Sabemos também que v = v; + v, + v3 (*,*). Igualando as equacdes (*) e (*,*),

obtemos:

X X+X+X (
= — — —=X"
6

t 3 4

1

4

3

Portanto, o tempo necessario é de 4/3 de hora, o que equivale a 1 hora e 20 minutos.

Qual relacdo desse problema com as médias? Observe que a média harménica H dos
tempos que as torneiras levam para encher o tanque € :



e que dividindo esse valor por 3 chegamos na resposta do problema. Podemos explicar
essa relagcdo notando que na resolucdo obtivemos a equagéo

1

Uy

>t =

N -

_.|_

W[ =
e

_.|_ —_—
T, 1,1
3 4 6

que, quando multiplicada pela fragéo 3/3, forma-se a equagao

=
w

t = i i
N\t )3T\ T 3T
3 4 6 3 4 6

W[ =
w| =

Portanto, para resolvermos os classicos problemas que envolvem as torneiras, basta
calcular a média harménica e depois dividirmos o resultado pelo nimero de torneiras.

Problema 2. Para encher um tanque sdo necessarias duas torneiras T; e T, que enchem
separadamente esse tanque em 5 horas e 8 horas respectivamente. Com o intuito de
esvaziar o tangue € preciso uma terceira torneira T5, que leva 10 horas para esvazia-lo.
Caso as trés torneiras sejam ligadas simultaneamente, quanto tempo levara para o tanque
encher?

Solugdo. Como vimos acima, basta calcularmos a média harménica dos tempos e
dividirmos o resultado pelo nimero de torneiras. Um detalhe importante a observar antes
de efetuarmos os célculos é a necessidade de considerarmos os tempos das torneiras
T, e T, como positivos, pois elas enchem o tanque e o tempo da torneira T; como
negativo, pois esta esvazia o tanque. Assim temos,

u 3 3 3 _3_,. 40 _40
_l+l+L l+l_i 5+8—4 2 9_ 3
5 8 —-10 5 8 10 40 40
Entdo, o tempo t procurado é :
40 40
t=——+ = —
3 9

que ¢é aproximadamente 4 horas e 26 minutos.
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Problema 3. Mostre que, entre todos os retangulos de perimetro 2p, o quadrado € o de
maior area.

Solugéo. Sejam a e b os lados do retangulo, entdo o perimetro 2p é dado por 2a + 2b,
que implicap = a + b. Seja S a area do retangulo, assim S = a - b. Pela desigualdade
das médias M, > M temos:

b 2
at > a-b—>§2\/§—>5£pz.

A maior érea possivel é S = p?/4, que ocorre quando a = b, portanto, o retangulo de
maior area € um quadrado.

Problema 4. Veremos a seguir uma adaptacdo do Teorema de Euclides, o qual
resolveremos usando desigualdade entre médias.

De todos os retangulos com o mesmo perimetro, qual tem area méxima?

Consideramos os lados do retangulo x e y e o perimetro 2p, entdo temos que x + y = p,
com média aritmética de x e y igual a 2. A é&rea do retangulo é A = xy. Aplicando a
desigualdade entre a média aritmética e a geométrica temos

ﬁsz_ysx;yzg.
Logo,
PZ
ASZ

E a igualdade sé € obtida quando x = y. Portanto, o retangulo de maior area é o quadrado
2

P P
de &rea —.
4

Problema 5. Iremos trabalhar um problema envolvendo a geometria plana, onde
abordamos a figura do retangulo, perimetro e diagonal. Para tanto utilizaremos a
desigualdades entre as médias aritméticas e quadraticas.

Sejam a, b, c = 0, em que a, b sdo 0s comprimentos dos lados do retangulo e ¢ a média
da diagonal do retangulo, de acordo a figura a seguir. Concluir que de todos os retangulos
com medidas de lado e com a diagonal o que tem maior perimetro é o quadrado de medida

de lado 2v2c e o que tem a maior area é o quadrado de medida de lado c?/2.
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Figura 44 - Paralelepipedo, diagonal

6.3 - Desigualdade de Cauchy- Schwarz no Plano

A desigualdade de Cauchy-Schwarz no plano é uma importante desigualdade que afirma
que, se (a,b) e (c,d) forem vetores de R? , entdo o valor absoluto de seu produto
escalar ndo excedera o produto de seus comprimentos, ou seja:

la-c+b-d| < a2 +b2+/c2 + d2
Além disso, a igualdade é valida se, e somente se, (a,b) é paralelo a (c,d), ou um dos
vetores € nulo. Como aplicacdo direta dessa desigualdade obtemos a desigualdade
triangular no plano que afirma a dado um triangulo A de vértice em A, B e C entdo

Iac]l < [|AB]| + |[BC]
Ou seja, o comprimento de um dos lados é sempre menor que a soma dos outros dois

Figura 45 - Trigngulo ABC

De fato, considere os vérticesem A, B e C, assim obtemos os vetores
AB = (a,b), BC = (b,c) com
AC = AB+ BC.
Como os vetores AB e BC sio vetores ndo nulos e nio paralelos, segue da
desigualdade de Cauchy-Schwarz que

la-c+b-d| < Va2 +b2/c2+d? = ||AB|||BC|| (*).
Observe que
—— 2 — 2
|AB|| +2-(a-c+b-d)+ |[BC|| =a?+b%2+ 2(a-c+b-d)+c? + d?
=(@+0o)?+ (b+d>

Por outro lado,
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I2B + BE|” = lIGab) + (d)I? = @+ cb+c) [? = (a+c)?+ (b+d)>.
Assim, segue que
JAC]|” = |[a8 + B¢
= |[aB|° +2-(a-c+b-d)+ |[BE|" < ||AB||" + 2" lac + bd| + |[BE||".
Utilizando (*) obtemos
— 2 — — 2 — 2 — — — 2 — — 1\ 2
|ac|” = [|aB + BC||" < [|aB||" + 2 [|aB[||[BC|| + [[BC|| = (]lAB|| + [[BC])) -

Assim, ||—Aff||2 < (||aB]| + ||ﬁf||)2 e tomando a raiz quadrada de ambos os lados
obtemos

IAC]l < [|AB[| + [[BC]

Uma demonstracdo geométrica da desigualdade de Cauchy-Schwarz é devida a R.
Nelsen na revista Mathematics Magazine v. 67, n° 1, fevereiro de 1994, e baseia-se na
afirmacéo evidente:
Afirmacao: Fixados os comprimentos dos lados de um paralelogramo, sua area maxima
ocorreré quando ele for um retangulo.

Justificando a Afirmagédo: Considere um paralelogramo cujos lados medem x e y cujo
angulo entre eles seja 0 < 6 < g como indicado na figura abaixo

h /

Figura 46 - Paralelogramo Theta

Como sen(6) = g eaareaé dadapor A = x -y, obtemos
A=x-y-sen(0)
Como 0 < sen(@) < 1, entdo o maior valor da area é obtido para sen(6) = 1, com
0= g . Considere entéo as figuras:

69



a

S<xy

Figura 38 - Paralelepipedo Figura 39 - Retdngulo

Pela afirmacédo acima, a area da figura da esquerda ndo excede a da direita, isto é:
c.d

a-b
(a+d)(b+c)s2-T+2-T+x-y

Desenvolvendo o lado esquerdo obtemosa-b+a-c +b-d + c-d. Por outro lado
como x e y sdo hipotenusas segue do teorema de Pitagoras que x = Va2 + b? e
y =2 + d? , assim o lado esquerdo fica 2 -aZ;b+2 -%+\/a2 +b2-Vc2+d:=a-
b+c-d+Va?+b?-Vc? +d2.
Portanto, obtemos

ab+a-c+b-d+c-d <a-b+c-d++/a?+b2-/c?+d2
Segue que

ac+b-d < Va?+b?2-Vc2+d?,

obtendo assim a desigualdade de Cauchy-Schwarz para nimeros reais positivos.
Levando em conta, porém, que |la-c+b-d| < |a|-|c|+ |b|-|d| segue que
la-c+b-d| < |a|-|c|+|b|-|d] < /]al?+|b|%-+/|c|? + |d|%.
Como x2 = |x|?, para qualquer x € R, entdo
la-c+b-d|l < va?+b%-c?+d2
Essa ideia pode ser usada também para mostrar quando é que ocorrera a igualdade

na desigualdade de Cauchy-Schwarz. De fato, a igualdade das areas das duas figuras
ocorrera se, e somente se, o paralelogramo da esquerda for retdngulo; nesse caso, da

semelhanca dos tridngulos que o cercam obtemos % = S, ou seja, 0s vetores de
coordenadas positivas (a,b) e (c, d) serdo paralelos e de mesmo sentido.
Para o caso geral se tivermos
la-c+b-d| = a2 +b2-/c2 +d?,
podemos utilizar novamente que |a-c+ b-d| < |al-|c|+ |b|-|d]| e obter
va? +b%-Vc2 +d? < la|-|c| + |b]-|dl.
Além disso, da desigualdade de Cauchy-schwarz para nimeros positivos temos
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la| - |c| + |b| - |d| £ Va? + b2 -VcZ + d? , ou seja,
Vaz+b2-y/c2+d? < |a||c| +|b|.|d] < Va? +b2-/c? +d?-
Concluimos assim que |a| - |c| + |b] - |d| = Va2 + b2 -Vc2 +d% = /|a|? + |b|? -

Viel* +1d|?.

Pelo caso anterior se 0s vetores sdo ndo nulos, devemos ter que esta igualdade é
verdadeira se, e somente se, os vetores (|al,|b|) e (|c|, |d|) s&o paralelos.

Se ¢ = 0 entdo usando que os vetores (|a|, |b|) e (|c|,|d]|) s@o paralelos
devemos ter a = 0, de onde segue (a, b) = (0, b) é paralelo a (c,d) =
(0,d); analogamente se d = 0 entdo b = 0, de onde segue (a, b) = (a, 0) é paralelo a
(¢c,d) = (c,0).

Resta analisar o caso c # 0 e d # 0 . Neste caso como (|al,|b]) e (|c|,|d]) sé&o

x lal _ bl a__ b a b
paralelos, entdo — = — de onde segue que —=- ou — = —-.
|c| |d| c d c d
a b ~ ~ .
Observe que se — =~ entdo os vetores (a,b) e (¢, d) sdo paralelos. Assim, resta
. a b
analisar o caso em que — = —~ ocorre. Neste caso devemoster a-c>0 e b-d <

0, oua-c<0eb-d=0.

como |a| - |c| + |b| - |d| = Va2 + b2-Vc2 +d? =|a.c+b.d|, sea-c=>0 e b-
d < 0, entéo
la-c+b-d|l =lal-|c|+|b|-|d|=a-c —b-d.
Como |a-c+b-d|l =a-c+b-doula-c+b-dl =—a-c—b-d echegamos
que |a.c +b.d| =a.c —b.d, entdo ocorre uma das possibilidades
{a-c+b-d=a-c—b-d = b-d=0 =>b=0
—a‘c—bd=ac—b-d 2ac=0>=>a=0
Além disso, como % = —g, entdio a=0 < b =0, concluindo assim que o vetor
(a,b) € nulo. Analogamente sea-c<0 e b-d > 0,obtemos que o vetor (a,b) é
nulo.

Portanto,

la-c+b-d|l = a2+ b%+/c?+d?
se, e somente se, (a,b) é paralelo a (c,d), ou um dos vetores é nulo.

Problema 6. Esta aplicacdo faz uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz, abordando
propriedades de triangulos retangulos.

Entre todos os triangulos retangulos de catetos a e b e hipotenusa c fixada, o que tem
maior soma dos catetos S = a + b é o tridngulo Isdsceles. Temos que

a+b=a-1+b-1<+a?+b%/12+12 = V2,

e este maximo é obtidoquandoa =a-leb=a-1oul=a-ael =a-b. Emtodo
caso devemos ter que a = b.
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CONSIDERACOES FINAIS

No desenvolvimento desse trabalho é possivel observar que ao se trabalhar com
desigualdades, ferramentas gréficas de visualizacdo se mostram eficazes e de suma
Importancia para a compreenséo do estudante, vimos ainda que algumas demonstragdes
feitas de forma meramente algébrica, podem ser visualizadas de maneira geométrica
permitindo assim melhor compreensao e aflorando o intuitivo matematico.

A utilizacdo de ferramentas visuais e de tecnologias para o ensino-aprendizagem
de matematica é uma acep¢do emergente e muitas vezes o professor em sala de aula ndo
sabe como expressar determinados conteldos de cunho meramente algébrico de forma
que o estudante possa visualizar e compreender os fendmenos matematicos ali
demonstrados, dessa forma o GeoGebra e até mesmo as ferramentas bésicas do Office
ajudam a expressar essas grandezas e essa interpretacdo, por mais que imagens possam
ndo demonstrar, elas sdo capazes de facilitar a assimilacdo de diversos assuntos
relacionados a matematica e outros saberes, esse trabalho ainda oferece vasta

aplicabilidade de desigualdades até mesmo em se tratando de diferentes tipos de médias.

72



Bibliografia

Almouloud, S.A. Fundamentos da diddtica da matemdtica e metodologia de pesquisa. Sao
Paulo : CEMA-PUC, 1997. Vol. lll.

Assis, Cibelle de Castro. Formacgdo continuada para professores de Matemdtica: integrando
softwares educativos a prdtica docente. In: Xlll Conferéncia interamericana de Educacdo

Matematica - CIAEM, p.1-12. Recife: Jun 2011. Disponivel em:
http://cimm.ucr.ac.cr/ocs/index.php/xiii_ciaem/xiii_ciaem/paper/view/629. Acesso em
10/08/2020

Bardin, Laurence. Andlise de conteudo. Lisboa: Edi¢gdes 70, 1977.

Bicudo, M.2V. (org.). Pesquisa em educacdo matemdtica: concepgdes e perspectivas. Sdo Paulo :
Unesp, 1999.

Boavida, A.M. Resolugdo de problemas: que rumos para a educa¢Go matemadtica? In: Educacdo
Matematica. J.P. Pontes (org.). : Instituto de Inovacdo Educacional, p.115-122, 1992.

Borba, Marcelo de C. M. G. Penteado. Informdtica e Educa¢do Matemdtica. Auténtica, 2001.

Borba, M. C. Tecnologias da informdtica na educa¢do matemdtica e reorganizagdo do
pensamento. In: BICUDO, M. A. V. (org). Pesquisa em educa¢do matemdtica: concep¢oes e
perspectivas. Sdo Paulo: UNESP, 1999.

Carneiro, José Paulo Q. Demonstragées Visuais. Revista do Professor de Matemadtica (RPM). 27.

Carvalho,L.M.A.C. Problemas com Desigualdades para o Ensino secunddrio. Portugal :
Universidade de Lisboa, 2012.

Damm, R. F. Registros de Representa¢do. In: MACHADO, S. D. A. et al. Educagdo Matematica:
uma introducgdo. Sdo Paulo: Educ, p. 135-153, 1999.

Duarte, Newton. O Ensino de Matemdtica na Educagdo de Adultos. Sdo Paulo: Cortez, 1987.

Duval, R. Registros de representacbes semidtica e funcionamento cognitivo da compreensdo em
matemdtica. In: MACHADO, S.D.A. (Org.). Aprendizagem em matemdtica: registros de
representagdo semidtica. Campinas: Papirus, 2003. p. 11- 33.

Ferreira, Luiz da Silva. Uma abordagem sobre médias e suas aplicagées no ensino médio. s.l. :
Macap3, 2017.

Fink, A. M. An Essay on the History of Inequalities. s.I. : Journal of Mathematical Analysis and
Applications, 2000. v.249, p.118-134.

lezzi, Gelson; Murakami ,Carlos. Fundamentos de Matemdtica Elementar 1. S3o Paulo : Atual,
2013. 99 Edicdo.

73



Geronimo, Jodo Roberto; BARROS, Rui Marcos de Oliveira; FRANCO, Valdeni Soliani. Geometria
Euclidiana Plana: Um estudo com o software Geogebra. Maringd. EDUEM, 2010.

Pereira, Jakson Da Cruz. Médias: Aritmética, Geométrica e Harménica. Campinas SP:UNICAMP,
2014.

Junior, Armando Traldi. A importéncia dos registros de representa¢do no estudo de sistemas de
inequag¢des. Faculdades de Guarulhos : s.n.

Moran, José Manuel. As Midias na Educacgado- texto publicado no livro: Desafios na Comunicagdo
Pessoal. 32 Ed. S3o Paulo: Paulinas, 2007, p. 162-166.

Nelsen, Roger B. proofs without Words. s.I. : Mathematical Association of America, 1997. ISBN
978-0-88385-700-7.

Oliveira, K.I.M; Fernandes, A.J.C. Iniciagdo a Matemdtica: Um Curso com Problemas e Solugdes.
Rio de Janeiro : s.n., 2010.

Parametros Curriculares Nacionais : matemdtica / Secretaria de Educa¢do Fundamental. —
Brasilia : MEC/SEF, 1997.

Santos, Thayna da Silva. Reconhecimento de Cénicas e Interpretacdo Geométrica de Sistemas
Lineares. Trés Lagoas : UFMS, 2019.

Silva, Karina Alessandra PessGa da. Modelagem matemdtica e semidtica: algumas relagées.
Londrina : s.n., 2008.

Souza, Fabio Henrique Teixeira de. Desigualdades — Aula 6 — Desigualdade das Médias Aritmética
e Geométrica (MA-MG) (19m43s). Disponivel em:<
https://www.youtube.com/watch?v=dalpripZniQ>. Acesso em: 02 AGO 2020.

Thomaz, T.C. Ndo gostar de Matemadtica: que fenémeno é este? Cadernos de Educagdo/UFPel,
Pelotas, n. 12, 1999.

Velame, Gabriel Carvalho. Uma Abordagem sobre Desigualdades e suas Aplica¢cdes. Cruz das
Almas, 2014.

74



Apéndice A

Construcoes no GeoGebra

Construcdo de funcdes e interseccdes no Software GeoGebra.

Passo 1 : Abrir o GeoGebra Clicar com o botao direito do mouse clique em malha, para
remover a malha quadriculada afim de nao gerar poluigdo visual.

¥ GeaGebra Classic -

Rld A OO & N = Q
+  Enira =A

=]

g Il =

5
4

3
Janela de Visualizagao
@ Eixos
#  Malha
Barra de Navegacéo
EixoX : EixoY 3
Q, Zoom
Ampliar para enquadrar
Visualizacdo Padrdo
£¥ Janela de Visualizaco -
-2

B B 7T ks 5 L h

-3

-4

-5

-

Figura 47 - imagem apéndice

Passo 2 : Agora clique em entrada, no lado superior esquerdo e digite a fungédo f(x) =

x%2 — x — 12 de Enter.

2 GeoGebra Classic -

x
] >0 04N = Q=
— f —
O f=x-x-1 Y @
+ Entra . ¢
2
—14 -12 -10 -8 -6 4 -2 0 2 6 8 10 12 14
-2
—4
-5
-8
10 ~
Q
-12
Q
14

Figura 48 - imagem apéndice
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Passo 3: Agora clique no o botdo esquerdo do mouse na bolinha do lado na funcdo na
caixa de entrada, repare que o grafico da funcdo f(x) ir4 sumir, e ainda clicando em

entrada novamente adicione o gréfico da funcdo g(x) = 2x — 8.

{2 GeolGebra Classic - X
I ~ .
K] -~ 4 > 0O 4N = ¢ Q =
O f(x) = x> —x— 12 Y &
Q@ glx) =2x-8 ¢
+ 2
-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 ] 8 10 12 14
-2
-4
-6
&
~10 ~
-12
Q
14
5] g

Figura 49 - imagem apéndice
Passo 4: Clique novamente na bolinha ao lado de f(x) para desocultar o grafico, tendo

assim ambos os graficos simultaneamente no mesmo eixo cartesiano.

€7 GeoGebra Classic - x
B>~ 0O &N = e Q =
@ flx) = x* —x—12 Y ! &
@ g(x) = 2x -8 : ¢
+ 2
=14 =12 =10 -8 -6 2 6 8 10 12 14
L
[}
8

Figura 50 - imagem apéndice
Passo 5: Agora nas func6es do GeoGebra encontre a intersecdo entre dois objetos, e clique

respectivamente nas duas curvas, tal funcdo dara os pontos aonde as curvas se encontram.
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€2 GeoGebra Classic - X
K D004 N = e o0 Q=
@ 4 romo e ! EN

@ \.;‘\ Ponto em Objeto
‘/ Vincular / Desvincular Ponto

>-( Intersec&o de Dois Objetos

O .~' Ponto Médio ou Centro

+ .Z Numero Complexo

[\a/ Otimizacéo
f\ ,I Raizes

fo)

Interseg3o de Dois Objetos
Selecione a intersec3o ou dois objetos em sequéncia

Figura 51 - imagem apéndice
Passo 6: Como queremos visualizar aonde f(x) > g(x), basta analisarmos por inspecao
aonde que a curva f encontra maiores valores em y do que a curva g, dai para efeito
visual no campo entrada adicione a curva x < —1 de enter, e ainda a curva x > 4 que €

aonde a curva f encontra os maiores valores do que a curva g emyy.

€2 GeoGebra Classic - X
5 P 004N e S5c Q=
Q@ f=-x-x-12 = ] 1 N
Q@ w=2x-38 i
® Intersegio(f, g)

— A = (-1, -10)

@ - B =(4.0) B -12 -10 -8 -5 6 8 10 12 14

Q@ a:ix<-1

@ b:x>4

+
”
&
Q

=

Figura 52 - imagem apéndice

Encontramos assim a solugéo para esse sistema de inequacdes dada pela regido em azul.

S={xeR|[x<—-1oux>4}
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