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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo abordar a ideia de projecoes geométricas na
resolucao de problemas de fluxo elétrico, de forma a contribuir na interdisciplinaridade
na docéncia, aproximando os contetidos da aula ao cotidiano do aluno, de modo que o
ensino se torne mais dinamico. Dessa forma, serd usado como embasamento tedrico o
estudo das projecoes geométricas na matematica com aplicabilidade na fisica, levando-
se em consideracao o fluxo elétrico, e tomando como base as diretrizes dos Parémetros
Curriculares Nacionais (PCN). Parte-se da apresentagao das motivagoes dessa anélise,
seguido da defini¢ao de conicas, tratativa da elipse e da projecao do circulo da superficie

em um plano, até chegar aos exemplos de fluxo elétrico.

Palavras-chave: Interdisciplinaridade, Ensino, Projecoes Geométricas, Fluxo Elétrico.



ABSTRACT

This paper aims to address the idea of geometric projections in solving electrical
flow problems, in order to contribute to interdisciplinary teaching, bringing the contents
of the class closer to the student’s daily life, so that teaching becomes more dynamic.
Thus, the study of geometric projections in mathematics with applicability in physics
will be used as a theoretical basis, taking into account the electrical flow, and based
on the guidelines of the National Curriculum Parameters (PCN).It starts with the
presentation of the motivations of this analysis, followed by the definition of conics,
dealing with the ellipse and the projection of the circle of the surface on a plane, until

reaching the examples of electrical flow.

Keywords: Interdisciplinarity, Teaching, Geometric Projections, Electrical Flow.
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1 Introducao

Falar de projecao geométrica é tratar de fenémenos fisicos que ocorrem rotineira-
mente na natureza. E o processo pelo qual se incidem raios sobre um objeto em um
plano, determinando, assim, sua representacao grafica. Os raios solares e raios lumi-
nosos sao exemplos classicos disso. A geometria projetista é um area da matematica
que se d& em diversos segmentos do nosso cotidiano. De acordo com os Parametros
Curriculares do Ensino Médio (PCN):

[...]| é fudamental que os estudos do espaco e forma sejam explorados a partir de
objetos do mundo fisico, de obras de artes, pinturas, desenhos, esculturas e artesanatos,
de modo que permita ao aluno estabelecer conexoes entre a Matematica e outras areas
do conhecimento. (BRASIL, 1990)

Nesse contexto, a realizagao deste trabalho surgiu da observagao da pratica docente,
da qual percebe-se a necessidade de se expandir o estudo de projecoes geométricas a
outras areas do conhecimento, pelo fato de sua aplicabilidade fazer parte do nosso co-
tidiano; desenvolvendo, dessa forma, a interdisciplinaridade entre as matérias e cursos.

Os PCN orientam para o desenvolvimento de um curriculo que contemple a inte-
gracao das areas. Sob essa Otica, o presente material visa a abordagem da interde-
pendéncia entre a matemética e a fisica, que se tratam de duas ciéncias da mesma
natureza e, portanto, ideais para o entendimento desse processo.

“O significado da Matematica para o aluno resulta das conexdes que ele estabelece
entre ela e as demais disciplinas,|...]” (BRASIL, 1999)

Essa analise tem por objetivo contribuir de forma significativa no entretenimento
das aulas, tornado-as mais dinamicas e, consequentemente, melhorando, também, o

relacionamento entre professor e aluno. A ideia parte de apresentar outras maneiras,
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por exemplo, de resolver uma determinada situacao de fisica, abrindo-se um leque de
possibilidades para as solugoes que forem apresentadas.

E notorio que o processo de ensino e aprendizagem vem enfrentando algumas di-
ficuldades. Avaliacoes externas demonstram isso e, muitas vezes, sdo resultantes de
conteudos escolares desvinculados da realidade ou com a maneira que sao apresentados
em sala de aula, sem aproximacgao e aplicacao dos contetidos ensinados e o cotidiano
do educando, em um enfoque disciplinar.

Com isso, pode-se afirmar que o tema proposto vai auxiliar na comunicagao em sala
de aula, impulsionando o aluno na simplificacao de calculo e na otimizacao de tempo,
proporcionando, assim, maior dominio e seguranca na disciplina.

Para ficar claro ao leitor a sequéncia do trabalho, o primeiro capitulo contempla
a introducao onde sao apresentados as motivagoes, justificativas que nortearam este
estudo, a questao da pesquisa e o objetivo em sua maior dimensao.

Os capitulos dois e trés contard com a definicao de conicas, seguido pelo principio
de Cavalieri, em que serd abordada a area da elipse e a ideia de projecao de um circulo
da superficie esférica em um dado plano. Por fim, nos demais capitulos, serd feita a

exposicao de fluxo elétrico, com exemplos da fisica e, também, consideracoes finais.

16



2 Conicas

Consideremos duas retas e e g concorrentes em V' e ndo perpendiculares (Figura 1).

Figura 1: Retas e e g concorrentes e nao perpendiculares

Com a reta e fixa pelo ponto V facamos g girar 360° em torno de e, mantendo
constante o angulo 6 formado por elas. A reta g gera uma superficie denominada

superficie conica de duas folhas (Figura 2). A reta g é chamada geratriz dessa superficie.

Figura 2: Surperficie conicas de duas folhas

17



Segundo (DELGADO et al., 2017), historiadores atribuem a Menaecmo (380 - 320
a.C. aproximadamente), matematico e discipulo de Eudoxio na academia de Platéo, a
descoberta das conicas. Ele mostrou que as curvas que mais tarde foram denominadas
elipses, hipérboles e parabolas sao obtidas como seccoes de um cone quando cortado por
um plano nao paralelo & sua base. Esta descoberta se deu enquanto Menaecmo resolvia
um problema sobre a duplicacao do cubo, pois sabia que a parabola e a hipérbole
ofereciam as propriedades necessérias para a solucao desse problema, descobrindo ai a
elipse.

Ainda, segundo o autor acima citado, nos escritos de Pappus de Alexandria (290
-350 aproximadamente) que é creditado a Aristeu (370 - 300 a.C.) se encontra a
publicacao do primeiro tratado sobre seccoes conicas que, mais tarde, o matemaético
e astronomo grego Apolonio de Perga realizou uma nova compilagao aprimorada so-
bre esse assunto em sua obra Secgoes Conicas, onde finalmente as curvas receberam
os nomes pelas quais sao conhecidas atualmente, no entanto, os nomes hipérbole e
parabola ja tinham sido usados anteriormente. As obras Seccoes Conicas de Apoldnio
e Elementos de FEuclides sao consideradas o apice da mateméatica grega.

Segundo (IEZZI et al., 2017), os estudos das curvas obtidas com as seccoes de
uma superficie conica por um plano realizado por Apolonio de Perga por volta de 200
a.C. se mostraram de grande ajuda a muitos pensadores sobretudo aos astronomos, a
exemplo de Copérnico, Kepler, Halley e Newton que a utilizaram para explicar diversos
fendmenos fisicos, tais como as trajetorias percorridas por planetas e as descritas por
projéteis.

Apolénio de Perga, iniciou o estudo das curvas obtidas quando se seciona uma
superficie conica por um plano «. Dependendo da posicao desse plano «, diferentes

secoes podem ser obtidas.
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Se o plano « é perpendicular a reta e, a secao obtida ¢ uma circunferéncia. Em

particular, se « passa por V, a secao obtida ¢ um ponto.

Figura 3: Plano « perpendicular a reta e

Se o plano « é obliquo a reta e, mas corta apenas uma das folhas da superficie

codnica, a secao obtida é uma elipse.

Figura 4: Plano « obliquo a reta e

Se o plano « é paralelo a uma geratriz g da superficie conica, a secao obtida é uma

parabola.
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Figura 5: Plano «a é paralelo a uma geratriz g

Se o plano a é obliquo a reta e e corta as duas folhas da superficie conica, a secao

obtida é uma hipérbole.

Figura 6: Plano « é obliquo a reta e e corta as duas folhas da superficie conica
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2.1 Elipse

Dados dois pontos distintos F; e F3, pertencentes a um plano «, seja 2c¢ a distancia
entre eles e O o ponto médio de F}F,. Elipse é o conjunto dos pontos de « cuja soma

das distancias a F} e F, ¢ igual a constante 2a (2a > 2c¢).

oQF + QF, =2a

oRFy + RFy =2a

oSF, + SFy, =2a
oA Fy + A Fy = 2a
o1 Fy + B1F, = 2a

QAQFl + A2F2 = 2a

.BQFl —+ BQFQ = 2@

Figura 7: Elipse
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Notemos que A1 Ay = 2a, pois A1 F1 + A1 Fy = Ay Fy + Ay Fy. Dai,
z+ (z42¢) =y + (y+20),
e, consequentemente, r = y. Entao,
AAy=A Il + FiF+ FAy =2+ 2c+y=2(x+¢) = 2a.

Na figura 8 é possivel compreender o tragado de uma elipse.

Figura 8: Tracado de uma elipse

2.2 Elementos principais

Figura 9: Elipse e seus elementos
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o [ e F: focos
e (: centro
e A Ay eixo maior
e B, B,y eixo menor
e 2¢: distancia focal
e 2a: medida do eixo maior
e 2b: medida do eixo menor
C . .
e —: excentricidade
a
Numa elipse, a medida do semieixo maior (a), a medida do semieixo menor (b) e a

metade da distancia focal (¢) verificam a relagao a? = b? + 2, que decorre do teorema

de Pitagoras aplicado ao AOF,B;.

2.3 Equacao reduzida da elipse

Fixando um plano cartesiano, dois casos de equacao da elipse podem ser obtidos.
1° Caso: Equagao da elipse com centro na origem do sistema de coordenadas.
a): O eixo maior contido no eixo das abscissas:
Tomemos um sistema cartesiano ortogonal (Figura 10) tal que os segmentos A; A,
e BB, estao contidos em x e y, respectivamente.
E notoério que os focos sdo os pontos Fl( —c, 0) e [ (c, O).
Chama-se equacao reduzida da elipse a equacao que o ponto genérico P(x,y) da

curva verifica. Assim, P € elipse se, e somente se PF; + PF, = 2a.
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Figura 10: Elipse com focos no eixo das abscissas.

Deduzindo a féomula, temos:

e+ + -0+ 60’ +(y-0°=2

isto é,

\/(:v—l—c)2+y2:2a—\/(:v—c)2+y2.

Elevando ao quadrado e desenvolvendo, vem:

(z+¢)?+y° =4a2—4a\/m+ (z— )+

ou seja,

x2+20x+02+y2:4a2—4a\/(x—c)2+y2+x2—20x+02+y2,

assim,

dex — 4a® = —day/ (z — 6)2 + 2.

Portanto,

a (x—c)2+y2=a2—cx.
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Elevando ao quadrado novamente, temos

a*(z — 0)2 +a’y® = (a* — cx)?,

ou seja,
a’2® — 2d%cx + a*c® + a*y? = o' — 2d’cx + o,

assim,

22® — P2 + a%P = d* — a?C,
consequentemente,

(a* = *)a® + a’y? = a*(a® — ).
Portanto,

b22? + a2y? = b,
2 2
que dividindo por a®b%, resulta — + 7= 1.
a

b) O eixo maior contido no eixo das ordenadas.
Analogamente, se a elipse apresenta os segmentos A; As e By Bs contidos em x e vy,

respectivamente, temos

PF +PF=2a= /(1 —0) + (y+¢)*+ /(&= 0) + (y - o)
2 .ZUQ

que, repetindo o raciocinio anterior, decorre novamente a equacao da elipse —2—1-? = 1.
a

2° Caso: Equacao da elipse com centro fora da origem do sistema de coordenadas.
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Pix v)

F,(0, #C)

Figura 11: Elipse com focos no eixo das ordenadas.

Analogamente ao que acontece com uma elipse com centro na origem O(0,0), uma
elipse cujo centro é um ponto qualquer C(zg,yo), distinto de O e com seus eixos
paralelos aos eixos coordenados, podemos citar duas possibilidades, a do eixo maior
Aq A, ser paralelo ao eixo Ox ou ao eixo Oy.

Na figura 12 podemos observar que o sistema cartesiano de coordenadas x'C'y’ € um
sistema tal que 2’ || z e 3/ || y e 2’ e ¥ tem respectivamente o mesmo sentido positivo
de z e y logo, 2’Cy’ pode ser considerado uma translagao do sistema xOy. Podemos

observar ainda que no eixo Ox, temos
OPleCi—i—CiPl :>$:I0+JI/,

e no eixo Oy, temos

OP,=0C,+CoPy = y=yo+y.
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Figura 12: Sistema de coordenadas x'Cy/

a) O eixo maior A; A, é paralelo ao eixo Ox.
Na figura 13 vemos uma elipse cujo centro é o ponto C(xg, o), seu eixo maior esté

contido no eixo x’ e seu eixo menor esta contido no eixo . Assim, sua equacao reduzida

- : oy (@) )
em relagdo ao sistema 2'C'y’ & representada por —— + R 1.
a
Substituindo = e y pelas formulas da translagao vistas anteriormente, a equacao

reduzida da elipse em relacao ao sistema auxiliar 2’C'y’ fica representada por

(z — 300)2 i (y — Z/o)2

2 0 =1
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Figura 13: Elipse de centro C(xg, ) e A1 Ay paralelo a Oy

Na figura 14 a elipse tem centro C(zo, o), seu eixo maior esta contido no eixo ¢’
e seu eixo menor estd contido no eixo x’ e, raciocinando de modo analogo ao caso

anterior, se o eixo maior A; A, é paralelo ao eixo Oy sua equagao reduzida em relagao

(z — fl'o>2 + (y — 90)2

P2 2 = 1.

ao sistema x'C'y’ passa a ser representada por

V'R

Plx, u)

¥o |====3

Figura 14: Elipse de centro C'(zg,yo) e A1 A, paralelo a Oy
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2.4 Hipérbole

Dados dois pontos distintos F; e F3, pertencentes a um plano «, seja 2c¢ a distancia
entre eles e O o ponto médio do segmento Fy Fy (Figura 15). Hipérbole é o conjunto dos
pontos de « cuja diferenca (em valor absoluto) das distancias a Fy e F» é a constante
2a (com 0 < 2a < 2¢).

Assim, temos:

Figura 15: Conjunto dos pontos do plano « cujas distancias aos pontos fixos Fj e Fy

de o tém uma diferenca, em modulo, é igual a 2a.

o|QF, — QF| = 2a

o|RFy, — RFy| = 2a

o|SF| — SFy| = 2a
o| A1 Fy — A1 Fy| = 2a
o| Ay Fy — AsFy| = 2a

Na figura 16, temos m = n, onde m e n sao,respectivamente, os segmentos F;A; e

Ao Fy. De fato, pois de
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|A2F1 — A2F2| = 2a = AQFl — A2F2 = 2a = (20 — TL) —n= 20,7

segue que ¢ = a + n, e de

|A1F2 — A1F1| =2a = A1F2 — AlFl = 2a = (20— m) —m = 2(1,

segue que c =a+m. Logo, c=a+n=a+m=m =n.

L =]
s
™

Figura 16: Hipérbole cujos ramos passam por A; e As, respectivamente.

2.5 Elementos principais

Figura 17: Elementos de uma hipérbole

o [ e Fy: focos
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e O: centro

e A, A, eixo real ou transverso

e 2¢: distancia focal, em que ¢ = OF; = OF,

e 2a: medida do eixo real, em que a = OA; = OA,

& ..
e —: excentricidade
a

2.6 Equacao reduzida da hipérbole

Fixando um plano cartesiano, podemos obter a equacao reduzida da hipérbole em
dois casos.
1° Caso: Equacao da hipérbole com centro na origem do sistema de coordenadas

a) O eixo real contido no eixo das abscissas:

Figura 18: Hiperbole com centro em O e A;A; C Ox

Tomemos um sistema cartesiano ortogonal tal que Fi F; esteja contido no eixo x e a
reta perpendicular a esse segmento, passando por O (ponto médio de I} F3) seja o eixo

y. O eixo real ¢ A; Ay e sua medida é 2a. Os focos sdo os pontos Fi(—c,0) e Fy(c,0).

P € hipérbole < |PF; — PFy| = 2a
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Chama-se equacao reduzida da hipérbole a equacao que o ponto genérico da hipér-
bole, P(z,y), verifica.
Deduzindo, temos

|PF1—PF2’:2CL:>

= @+ e+ (y—02—(z—c?+(y—02=42a=

= V@t+e)P+y2=(r—c)P+y*+2a

Elevando os dois membros ao quadrado e desenvolvendo, temos
(z+c)+y* = (v —c) +y*+da/ (v —c)? +y?+4a* =

= dex — 4a* = Hdar/(z — )2 + 92 = cx — a® = +a/ (v — a)? + y?
Elevando novamente os dois membros ao quadrado, temos
2)2

(cx —a*)? =a* (v —c)* +ad%y* =

= 22? — 2a%cx + ot = a®2* — 2d%cx + *F + *y? =

= (P — )2 — Py = (P — )
Chamando ¢? — a? = b?, observando que a < ¢ = ¢ — a? > 0, temos que

B — at? = a?b?.

Dividindo ambos os membros por a?b?, resulta na equacao reduzida da hipérbole:

2 2
Y g,
a? b2
Observe que, se x = 0, temos
0 g y? 9 5
?—ﬁzlibjz—lzﬂl = —0b".
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Figura 19: Hipérbole com eixo imaginério contido no eixo das ordenadas.

Como b € R, temos que y € R. Desse modo, nao ha pontos em comum entre
a hipérbole e o eixo y. Os pontos B1(0,b) e By(0,—b) nao pertencem a hipérbole
mas determinam o segmento B; B, de medida 2b, que é chamado eixo imaginario da
hipérbole.

Dai surge a relacao notével ¢ = a? + b2

Tracando por A; e Ay retas verticais e tracando por B; e B, retas horizontais,

obtemos o retangulo CDEF', cujos vértices sao as intersecoes dessas retas.

y

C B D

! i

I i

! 1
\\i l#_.

' i

F1 l.l';iur'ﬁ'l 0 Azr'- F, X

/! A
- 1Y,

| |

| I

| |
P B, E

b
Figura 20: Hipérbole de assintotas y = +—.
a
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A reta suporte da diagonal DF passa por O(0,0) e tem coeficiente angular igual a
tgl = 2. Sua equacao reduzida é y = ax.

Analogamente, a equacio da reta suporte da diagonal CF é y = —ax.

As retas de equacoes y = :tg sao chamadas assintotas da hipérbole. E estas nao
intersectam a hipérbole, mas, na medida em que tomamos pontos da hipérbole muito
afastados do centro O (para a esquerda de O ou a direita de O), o tragado da hipérbole
aproxima-se das assintotas.

b) O eixo real contido no eixo das ordenadas:

Analogamente ao que vimos, se a hipérbole apresenta eixo real A; A, e eixo imaginario

B, B, contidos em y e x, respectivamente, temos F;(0, —c) e F5(0,¢) em que ¢ > 0.

Se P(x,y) pertence & hipérbole, entao:

. ¥ a?
Figura 21: Grafico da hipérbole primi Tl 1.

\PFl—PFQI:2a$PF1—PF2::i:2a:>

= V@—02+ W+ - (@—02+(y—c)? =42

2 2
Dai obtemos a equagao da hipérbole = — i 1 e suas assintotas tém equacoes
a
a
=*-z.
YT

2° Caso: Equacao da hipérbole com centro fora da origem do sistema de coordenadas
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Se uma hipérbole tem centro no ponto O'(zg,yo) € A1 Ay || Oz, sua equagdo em

(=) _ W)

relagao ao sistema auxiliar 2’0"y’ ¢ ~—— — 2 = 1.
a
¥4 v
\ | /
| /
\ 1 ,."l
\I'. B1 T ||ll|ll
|I : II| F
| |
Y- e ——— - — e ———— -
’ F, .'hﬂ 0" |A, X
[ om0\
/o |
/LN
8] % X

_ 2 _ 2
Figura 22: Grafico da hipérbole (v 23;0) — (y beO) =1.
a

(z — $0)2 (y — y0)2

Portanto, sua equacao relativamente ao sistema xQOy é 5 — 72 =1.
a
Observe a hibérbole a seguir (Figura 23), que tem centro no ponto O'(zo, o)
2
e AjAs || Oy. Analogamente, sua equagao relativa ao sistema zQy é M —
(x — )* _1
b2
y L
Nt S
+
B, i C B,
Ya ____‘___b_.':’ __________________ ;.
VAR N
f/ : N
0/ X, A X
2 2
. . - r—
Figura 23: Grafico da hipérbole (v = 0) — ( 0) =1.

a? b2
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2.7 Parabola

Dados um ponto F' pertencente a um plano « e uma reta d contida em «, com F € d,
seja p a distancia entre o ponto F' e a reta d. Pardbola é o conjunto dos pontos de «

que estao & mesma distancia de F' e de d, ou seja, é o conjunto {P € a|PF = PP/}.

Figura 24: Parabola representada pelo conjunto {P € &!PF = PP’}.

Assim, temos VE =VV', PF = PP, QF = QQ', RF = RR', SFF = S5'.

2.8 Elementos principais

e F': foco

e d: diretriz

e p: parametro

o /. vértice

e VF: eixo de simetria (¢ a reta que passa por F e é perpendicular & diretriz)

Relacao notavel: VF = g, pois VF =VV".
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2.9 Equacao reduzida da parabola

1° Caso: Pardbola com vértice na origem e eixo de simetria sobre um dos eixos coor-
denados
a) O eixo de simetria contido no eixo das abscissas:

Tomemos um sistema cartesiano ortogonal com origem no vértice da parabola e
eixo das abscissas passando pelo foco. Como a distancia entre F' e d é p, temos que

F (g, 0), e a diretriz d tem equacao x = —E.

2
d y
P' %1
_k v

Figura 25: Grafico de y? = 2px.

Nessas condicoes, chama-se equacao reduzida da parabola a equacao que o ponto

genérico da curva P(a:, y) vai verificar. Vamos deduzi-la.
P € pardbola & PF = PP’

Entao,

JE-B) v w-0r= /(=) v -

elevando ambos os membros ao quadrado, segue

2 2 2 2
(:E—22> —I—y2: <x+—> :>x2—px+%+y2:x2+px+pz.
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Simplificando, resulta 3?> = 2px.
b): O eixo de simetria contido no eixo das ordenadas.
Analogamente ao que ja vimos, se a parabola apresentar vértice na origem e foco

no eixo das ordenadas, temos:

Figura 26: Grafico de 22 = 2py.

PF:PP’:>\/(x—O)2+(y—g>2=\/(as—x)2+<y+g>2.

Dai, decorre a equacdo da pardbola 22 = 2py.
2° caso: Parabola com vértice V'(xg,yo) e eixo de simetria paralelo a um dos eixos
coordenados
a) Vertice V (z,yo) e eixo de simetria paralelo ao eixo das abscissas:

Se uma parabola tem vértice no ponto V (zg, o) € VF || Oz, sua equacio em relacio

ao sistema auxiliar 2'Vy' ¢ (v')?* = 2pa’.
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:

0 X, X

Figura 27: Grafico de (y — yo)? = 2p(z — x0).

Portanto, sua equagao relativamente ao sistema xOy ¢ (y — yo)* = 2p(z — x).

b) Vértice V'(zo, o) e eixo de simetria paralelo ao eixo das abscissas:

y y' 1"

1

1

1

1

1

1

\\\-.. *: ’-.-"r/f’

yu"""""""":':; """"" Y

d
O ;{U x

Figura 28: Grafico de (z — z0)* = 2p(y — vo)-

Analogamente, se uma parabola tem vértice no ponto V(zg,y0) e VF || Oy, sua

equagao relativamente ao sistema xOy ¢ (v — x0)* = 2p(y — yo).

2.10 Equacoes quadraticas e rotacao de eixos

Nesta secao, examinamos o grafico da equagao

Ax? + Bxy + Cy* + Dx+ Ey + F = 0, (1)

39



em que A, B e C' nao sao todos nulos, e mostramos que ela é quase sempre uma secao
elipse ou uma hipérbole ou uma parabola. As excecbes sao 0s casos nos quais podem
também representar um par de retas, uma s6 reta, um ponto ou o conjunto vazio,
que sdo as chamadas conicas degeneradas. E convencido chamar todos os graficos da
equagao (1), curvos ou nao, de curvas quadraticas.

Suponha um sistema cartesiano ortogonal Ozy (Figura 29). Neste sistema é dado
um ponto P (z,y). Rotacionando o sistema Ozy em torno de O um angulo 6 (0 < 6 <
7 X . X
5) pode-se obter um outro sistema cartesiano ortogonal Ox’y’, mantendo em cada eixo
a mesma escala do sistema de origem. Neste novo sistema as coordenadas de P agora

sao P (2,y).

\ ')
\
\ P
. u |
\"'\._ ] ey *\\
\ -
Y T
\ e \
£ -1 v
\ .- . .
- ¥ =
y ~
' ! . o
N\ "
Y (L a e
N\
._\. 8
-
£ T

Figura 29: Uma rotacao de angulo # em torno da origem no sentido anti-horario.

E possivel obter uma relacao entre as coordenadas de P nos dois eixos. Supondo
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que o segmento OP de medida r faz um angulo a com o eixo z’, obtemos

sen (0 + a) = g =y =rsen (6 +«) =r(senfcosa + cosfsen )
r

cos (0 + a) = E = x =rcos (6 + a) = r(cosf cosa — sen fsen )
r

Como
/ /
Yy r T r_
sena == =y =rsena e cosa = — = ' =rcosaq,
r r

segue que

y =1 (senfcosa+ cosfsena) = y = a’senf + y' cos b

xz =1 (cosfcosa —senfsena) = = = 2’/ cosf — y' sen 6

(2)

(4)

Quando aplicamos as equagoes (4) & equagdo quadratica (1), rotacionamos os eixos

desta, transformando-a em uma nova equacao quadratica da forma
A/x/Q +B’x’y’+C’y’2 —I—D/.T/—l-E,y/—l—F/ -0
Desse modo, obtemos:

A (2 cosf — y'sen)” + B (2 cos O — yfsen 0) (z'sen 0 4 4/ cos 0) +
C (z'send + ¢ cos0)” + D (2’ cos 0 — y'sen 0) +

E (2'senf + y' cos ) + F = 0.

(5)

Desenvolvendo a equacao e colocando em evidéncia os coeficientes A, B, C, D e E,

respectivamente, segue

A (:plz cos? 0 — 22'y'sen 0 cos 0 + y/°sen® 0) +

B (x’Qsen 0 cos + 'y cos® 0 — x'y/sen® O — ¢/ *sen 6 cos 0) +
C (:c’zsen2 0 + 22"y'sen 0 cos 0 + y* cos 9) +

D (2’ cos — y'senf) + E (z'senf + 3 cos ) + F = 0,
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organizando a equacao, temos

(Acos® 6 + Bsen cos § + C'sen” §) o +

[—2Asen fcosf + B (0032 6 — sen? 9) + 2C'sen f cos 9} 'y +
(Asen? @ — Bsen 6 cosf + C cos®0) y* + (D cos + Esen ) 2’ +
(—Dsenf + Ecosf)y + F =0,

usando as relacoes trigonométricas, segue

B
(A cos? 0 + 5 sen 260 + Csen? 0) 2 4+ [(C — A)sen 20 + B cos 20 2’y +

B
(Asen2 0 — - sen 260 + C cos? «9) y'? + (D cosO + Esen ) ' +
(—Dsenf + Ecosf)y + F = 0.

Portanto a equacao é dada por

B
(A cos? 0 + 3 sen 26 + C'sen® 6) 2+ [(C — A)sen 20 + B cos 20 2’y +

B
(Asen2 6 — - sen 20 + C cos? 6) y? + (D cosf + Esenf) z' +
(—Dsenf + Ecosf)y + F =0 (6)

Logo, de (5) e (6), resulta:
(

A= Acos® 0 + gsen 20 + Csen? 0
B' = (C — A)sen20 + B cos 20

C' = Asen? 0 — gsen 20 + C cos*
D" = Dcosf + Esenf

E'= —Dsenf + E cosf

F'=F
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Essas equagoes em (7) mostram, entre outras coisas, que, quando comegamos com
uma equagao de uma curva na qual o termo misto esta presente (B # 0), podemos
determinar um angulo de rotacao 6 que produz uma equacao na qual nenhum termo
misto aparece. Para tanto, fazemos B = 0 na segunda equagao em (7) e resolvermos a
equacao resultante

(C — A)sen20 + Bcos20 =0,

para determinar 6, observando-se, nesse caso, que para A = C, teremos

Bcos29:0<:>9:%

B
e, ainda, para A # C, teremos tg20 = 1 Como 1 + tg? 20 = sec? 20, segue
1 B 1 B

, se > 0, ou cos20 = , se <
V14 tg?20 A-C V1 -+ tg? 20 A-C

pois, sendo 6 € <0, g) implica 20 € (0,7), cos 20 e tg 260 tém o mesmo sinal.

que cos 26 = 0,

Conhecendo cos 26, podemos determinar o angulo 0 € <0, g), por meio das relacoes

) . 1 + cos 26 1 — cos 20
trigonométricas cosf = — e senf) = —

Exemplo 2.1. Reduza, por uma rotacao dos eixos coordenados, a equacao
522 4 day + 2y° 4 202 4+ 20y + 44 =0 (8)

em outra equacao desprovida do termo misto de grau dois e, em sequida, determine a

sua excentricidade.

Resolugao.

Sejam A=5 B=4,C=2,D =20, F =20, F =44, os coeficientes da equacao
(8). Seja, ainda, Oz'y’ o sistema de eixos ortogonais obtido girando os eixos Oz e Oy
de um angulo 6 € (0, g), no sentido positivo, de modo que a equacao (8) fique na

forma canonica nas coordenadas z’ e 3/ deste sistema.
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4 4
A-C 5—-2 3

1 1
cos 20 = = :§>O,

1+ tg?20 14+16/9 9

Como A # C, temos tg 260 =

de onde obtemos:

\/1+C0829 \/1+3/5 4 25
cosf = = =

2 2 5 5’
\/1—60329 \/1—3/5 1 5
senf = = =4/ ==,
2 2 5 5
Assim, as equagoes de mudanga de coordenadas sao:
/ / 2\/5$/ — \/gy/
xr=2a"cosf —y senﬁzf
9
) ) \/gx/ + 2\/gy/ ( )
y=2a"senf +y' cost = —

Substituindo-se as equagoes de (9) na equagao (8), obtemos

5 <_2\/5x/ — \/Sy’>2 +4 (2\/5x/ - \/Sy’) (\/gx’ + 2\/51/) 4+

) ) )

/ N 2 o / / /
2 <—\/5x 22\/3‘”> +20 (—2‘/550 - ﬁy) 120 <—¢5x EN@) 44 =0.

Desenvolvendo os quadrados e aplicando a propriedade distributiva da multipli-

cagao, segue

12 10 12 12 I, 12
+ 12 -8 22" + 8 + 8
- x5y g4 = Zgy A 8v/5x' — 4v/5y +
45" 4+ 85y + 44 = 0.

427 — Aoy + % +

Multiplicando a equagao por 5, temos

62 4+ vy + 12v62 + 4V5y + 44 =0
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onde, completando os quadrados, seque que

6 (x’2 + 2\/5:15’) + (y’2 + 4\/53/) — 44,

Completando quadrados, segue

6 (x'2 + 25z + 5) n (y’2 4V + 20) — 44+ 30 + 20.

Consequentemente, temos

6 (:c’+\/5>2 + <y’+2\/3>2 = 6.

Dividindo ambos os membros por 6, segue

2
2 "+ 25
(o4 vB) + w 1
(@ —x0)° (v =)
b2 + a?
a? = b? + ¢ implica 6 = 1 + 2, assim ¢ = /5 e, consequentemente, sua excentricidade

¢c_ V5 _ V30

, - 1 _
€ 1gual a € a \/6 6

A proposicao a seguir traz duas consequéncias interessantes que, juntamente com

que é a equacao de uma elipse de forma canoénica = 1. Logo,

uma especifica translacao de eixos, permitem determinar a excentricidade da equacao

do exemplo anterior de uma outra maneira.

Proposicao 2.1. Seja Oxy um sistema de eizos ortogonais, e considere o sistema Ox'y/
obtido girando os eixos Ox e Oy de um dngulo 0, 0 € [O, g), no sentido positivo, em
torno da origem. Se Az’ + B'z'y' + C'y* + D'a’ + E'y' + F' = 0 ¢ a equacio de
sequndo grau Az? + Bxy + Cy? + Dz + Ey + F = 0, nas coordenadas x' e 1, entdo
A+C' =A+C eB?—44C" = B2 — 4AC, para todo 0 € [0, g)
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Demonstragao. De fato, tomando-se as equagoes de (7), segue que

B B
A+C = (A cos? 6 + Esen 260 + C'sen? 9) + <Asen2 0 — isen 20 + C cos® 0)

= A(sen®0+ cos®§) + C (sen’f + cos’ ) = A+ C

B? —4A'C" = [(C — A)sen20 + Bcos26)” —
4 |Acos® 0 + gsen 260 + Csen? 9} {Asen2 0 — gsen 20 + C' cos® 0
— (C — A)*sen®260 + 2B (C — A)sen 20 cos 20 + B? cos® 20 —
(A2 + 02) sen? 20 — 4AC (sen4 0 + cos* 0) + 2ABsen 26 cos 20 —
2BCsen 26 cos 20 + B?sen® 20
= —2ACsen?20 + 2B (C — A)sen 26 cos 20 —
2B (C' — A)sen 26 cos 20 + B (sen” 260 + cos” 20) —
4AC (1 — 2sen® cos? 9)
= —2ACsen?20 + B? — 4AC + 8ACsen? ) cos® 0
= —2ACsen®20 + B* — 4AC + 2ACsen® 20

= B?_—4AC
O

Voltando a discussao quanto a determinacao da excentricidade do exemplo 2.1,
inicialmente, faremos uma translacao de eixos de modo que os termos de 1° grau sejam

nulos. Para tanto, substituimos © = 2’ + h e y = ¢’ + k na equacao (8), isto é,

5(x'+h)+4@ +h) (Y + k) +2@ + k) +20 " +h) 444 =0,
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que, apo6s simplificacao, obtemos

5a’* 4+ 4x'y’ + 2y + (10h + 4k + 20) 2’ + (4h + 4k + 20) y/ +

5h® + 4hk + 2k* + 20k + 44 = 0 (10)

Pondo os coeficientes de 2" e y' da equagao (10) iguais a zero, segue que

10h + 4k = —20
S h=0e k=-5 (11)

4h + 4k = —20

De (10) e (11), tem-se
52"% + 42’y + 2> — 6 = 0. (12)

Em seguida, transformaremos a equagao (12) da forma Ax? + Bxy + Cy? + Dx +
Fy+F =0,onde A=5 B=4,C=2 D =FE=0eF = —6, em uma equagao
A//I//2 + B//x//y// + C”y”2 _|_ D//SE” + E//y// + F// — O Onde B// — O e F// — F — _6
Para isso, utilizaremos a proposi¢ao (2.1). Assim, A+ C' = A4+ C =5+2="Te
B"? —4A"C" = B? — 4AC implica em —4A"C" =42 —4.5-2, sendo A”"C” = 6. Logo,
o sistema

A"+ C" =7
A//C// — 6

"2
admite como solugao o par (A", C") = (1,6), que conduz a nova equagao ry +y"? =1,

. - 30 . . . .
que representa uma elipse de excentricidade 5 e eixo maior contido no eixo Ox. Por
72

outro lado, o par (A”,C") = (6, 1)) é outra solugao, que conduz a equagao :I:”z—i—? =1,

. - 30 . . . .
que também representa uma elipse de excentricidade —— e eixo maior contido no eixo
6
. . , . . 7T ~
Oy. A tnica diferenca é que se trata de outro sistema, rotacionando 5 em relacao ao

utilizado anteriormente.
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Como os eixos podem ser rodados para eliminar o termo misto, entao nao ha perda

de generalidade em supor que isso foi feito e nossa equacao tem a forma
Az’ 4+ By +Cy* + Dx+ Ey + F =0,
que pode representar:

a) uma circunferéncia se A = C' # 0 (casos especiais: o grafico ¢ um ponto ou nao

hé grafico);
b) uma parabola se a equacdo é quadratica em uma variavel e linear na outra,

¢) uma elipse se A e C' sdo ambos positivos ou ambos negativos (casos especiais:

circulo, um tnico ponto ou nao ha grafico);

d) uma hipérbole se A e C tém sinais opostos (casos especiais: um par de retas

concorrentes);
e) uma reta de A e C sdo nulos e pelo menos um entre D e E é diferente de zero;

f) uma ou duas retas se o lado esquerdo da equagao puder ser decomposto como

um produto de dois fatores lineares.

A proposigao (2.1) nos diz que para uma rotagdo de eixos de um angulo 0 tem-se
B% — 4AC = B” — 4A'C’, o que significa dizer que B% — 4AC ¢é invariante. Dai, se
tomarmos B’ = 0,

B? —4AC = —4A'C’,

que nos ajuda a dizer, de acordo com a classificacdo acima da equacao Ax? + Bxy +
Cy*+Dax+Ey+F =0, quese A'C' = 0, a curva ¢ uma parabola, uma elipse se A’C’ > 0

e uma hipérbole se A’C" < 0. Entdo, a curva tem de ser uma parabola se B>—4AC = 0,
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uma elipse se B2 —4AC < 0 e uma hipérbole se B> —4AC > 0. Chamaremos o nimero

B? — 4AC de o discriminante da equacao Az* + Bxy + Cy?> + Dx + Ey+ F = 0.
Se a unica informacao que queremos é dizer que tipo de secao conica determinada

equagao representa, colecionamos, na proposicao a seguir, a classificacao das curvas

quadraticas através do discriminante das mesmas.

Proposigao 2.2. (Teste do discriminante) Entendendo que casos degenerados ocasionais
podem ocorrer, a curva quadrdtica Ax* + Bxy+ Cy* + Dx+ Ey+ F =0 ¢é (para apro-

fundamento seque [3]):
a) uma pardbola se [ = B> — 4AC =0,
b) uma elipse se [ = B> — 4AC < 0,
¢) uma hipérbole se I = B?> — 4AC > 0.

Exemplo 2.2. Sejam Y uma esfera de equacio x> + y?> + 2> = R? e Q um plano de
equacao ax + by + cz = d, sendo a, b e ¢ nao simultaneamente nulos. Considerando-se
0s hemisférios da esfera 3 determinados pelo plano Oxy, mostrar que a projecdo da

curva X N Q no plano Oxy € uma elipse.

Demonstracao.
Com efeito, sem perda de generalidade, tomaremos z > 0; logo, ¢ # 0. Sendo
d—ax —by

z = —, temos
c

2
N (W) _ R

C

que, apos simplicacao, obtém a forma

(a® + %) 2° + 2abay + (V> + %) y* — 2adz — 2bdy + d* — R*¢® = 0.
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Pondo A = a? +c?, B=2ab, C = b+ *, D = —2ad, E = —2bd e F = d*> — R*¢?,

obtemos a equacao geral do segundo grau
Az® 4+ Bay +Cy? + Dx+ Ey + F =0,

nas varidveis r e y, que é exatamente a equacao da projecao da curva > N €2 no plano
XOY.

Como I = B? —4AC pode nos dizer se tal equacao quadrética ¢ parabola (I = 0),
elipse (I < 0) ou hipérbole (I > 0), de acordo com a proposi¢io (2.2), faremos as

devidas substituicoes para obtermos o discriminante /. Assim,

I = B?>—4AC
= (2ab)2 —4. (a2 + 02) . (62 + 02)
= 4a®* — 4 (a262 +a?c + b+ 04)

= —4(a’F+bc+ ). (13)

Sabendo-se que dentre os valores a, b e ¢, referentes a equacao do plano €2, pelo
menos um deles seja diferente de zero, segue que a?c® + b?c? + ¢* > 0 e, consequente-
mente, I < 0. Logo, a equacao quadratica em andlise é uma elipse, ou, em caso
especial, seria uma circunferéncia se o plano {2 fosse paralelo ao plano XOY que acon-
tece quando o vetor normal do plano € tem a forma (0,0, ¢), isto é, quando a = b =10
e ¢ # 0. Além disso, é imediato descartar os casos degenerados ser um tnico ponto e

nao existir grafico. []

Exemplo 2.3. Sejam a esfera S : (x —3)*> + (y + 2)> + (z — 1) = 100 e o plano
w:2x — 2y —y = —9. Mostre que a projecio do circulo C = S N7 no plano Oxy
representa uma elipse.

Demonstracao.
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A esfera S tem centro no ponto O = (3,—2,1) e raio p = 10, e o plano 7 é

perpendicular ao vetor v = (2, —2, —1) e passa pelo ponto (0,0,9). Sendo

_|2(3)—2(—2)—1+9]_1_8_ B
e e T

d(O, )

a esfera S e o plano 7 de fato se intersectam ao longo de um circulo C.
Substituindo-se z = 5x + 2y — 3 na equagao (z — 3)? + (y + 2)* + (2 — 1)? = 100,

obtemos a projecao do circulo C' no plano Oxy representada pela equacgao
522 — 8y + 5y° + 262 — 28y — 23 = 0. (14)

Comparando-se a equagao (14) com a equagao Az*+ Bry+Cy*+ Dz +Ey+F =0,
temos A = C' = 5. Logo, pela Proposicao 2.1, tem-se 6§ = % por angulo de rotacao.

Assim, as equacoes de rotacao sao:

7r ™
x = a'cos— —y'sen— 9 9

M ey ey L. 1)
y = x’senz—i—y’cosz

Substituindo-se as equagbes (15) na equacao (14), obtemos apos algumas simpli-
cacoes a equacao

2+ 9y — V22" — 272y — 23 =0,

que completando quadrados, segue que

2?49y — V2 =27V —23=0 —
2 2
Qﬂ—vim)+ﬂ<y—3v2@>-4u—23=0 PR

(=32 (v -3vER)
64 64/9 ’

que representa uma elipse. Portanto, a projecao do circulo C' = S N« no plano Ozy é

uma elipse. O
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3 O Principio de Cavalieri

O estudo de volumes de so6lidos no ensino médio tem como base o Principio de
Cavalieri. Esse principio também pode ser usado para areas de regioes do plano.
Existem, inclusive, versoes mais gerais desse principio, tanto para &reas como para
volumes, em que a razao entre os comprimentos, ou areas das fatias nao precisa ser 1,
mas pode ser uma razao positiva qualquer.

O Principio de Cavalieri, normalmente adotado como postulado nos textos para
ensino da Matematica Elementar, é, na verdade, um teorema. Para demonstra-lo é
suficiente usar alguns poucos conceitos da teoria de integracao de funcoes reais. O
Principio de Cavalieri ¢ adotado sem demonstracao para evitar as dificuldades de se
apresentar precocemente essa teoria. As dificuldades ficam concentradas em uma tnica
afirmacao, que é assumida como plausivel mediante uma boa explicacao do professor.
A ideia traduzida por esse principio é facil de entender, e parece que os estudantes do
ensino médio nao tém resisténcia em aceita-la.

Esses principios levam o nome do matemaético italiano Bonaventura Francesco Cav-
alieri (1598-1647), que os chamava de método dos indivisiveis e os divulgou (em versoes
mais restritas) através de seu famoso livro Geometria Indivisibilibus, de 1635. Mas,
na verdade, esse método é muito anterior a Cavalieri. Era conhecido dos antigos gre-
gos, que o utilizavam para obter volumes de solidos. Esses resultados eram depois
demonstrados pelo método da dupla reducao ao absurdo, ja que na época nao tinham
uma teoria de integragao. O mesmo faziam muitos matematicos dos séculos XVI e
XVII.

Vejamos duas versoes desse principio, uma para areas e outra para volumes. As

demonstragoes podem ser encontradas em [13]
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Principio de Cavalieri para areas. Sejam R e S regides limitadas de um plano, e
seja r uma reta desse plano. Suponha que, para toda reta s paralela a r, as intersecoes
de R e S com s sejam vazias ou segmentos tais que a razao entre seus comprimentos é

constante. Entao a razao entre as areas de R e S é essa constante.

E possivel demonstrar esse resultado desde que as regides nio sejam muito compli-
cadas. Em particular, vale para discos e regioes elipticas. A ideia inicial da demonstracao
¢ simples: estamos “fatiando” as duas regioes. Se a quantidade de fatias for finita e
se cada fatia de uma regiao tiver area sempre na mesma razao que a fatia correspon-
dente da outra regido, entao somamos as areas das fatias de cada regiao e obtemos o
resultado. A dificuldade é que, no Principio de Cavalieri, as “fatias” sao segmentos.
Portanto, nao tém area, mas comprimentos, e sua quantidade é infinita. Assim, para
a demonstracao, precisamos de uma técnica que permita obter a area de uma regiao
através da soma dos comprimentos de infinitos segmentos. Essa técnica é fornecida
pela teoria de integracao de fungoes reais, estudada nos cursos de Célculo Diferencial

e Integral.

Principio de Cavalieri para volumes. Sejam P e () solidos limitados, e seja «
um plano. Suponha que, para todo plano [ paralelo a «, as intersecoes de P e () com
£ sejam vazias ou regioes tais que a razao entre suas areas é constante. Entao a razao

entre os volumes de P e () é essa constante.

3.1 Area da elipse

N .

A seguir apresentamos a area da elipse, relacionada a projecao ortogonal de um

circulo contido em uma esfera de um plano que contém o seu centro ser uma elipse.

53



Proposicao 3.1. A drea da regido eliptica de semieizos a e b € igual a wab.

Demonstracao.

Suponhamos b > a > 0, e consideremos, em um sistema de coordenadas Ozy, a

22 P
regiao R dada por —+ = <1ley>0.

a? b2

uy Y
//F)\ b
/__\: _____________ ; / \\
[R] | [ s ‘x
a x b =

Figura 30: Calculando a area da elipse.

Sejam f1(y) = —a 1—’1;—22 e foly) = ay/1— g;—z, para 0 < y < b. Agora, con-
sideremos a regido S dada por 22 +y*> < 0 e y > 0. Sejam gi(y) = —/b?> — 42 e
g2(y) = \/W, para 0 <y < b. Tomando uma reta paralela ao eixo Oz e de orde-
nada y, a intersecao dessa reta com R é um segmento de comprimento f2(y) — f1(y), e

com S é um segmento de comprimento gs(y) — ¢g1(y). Observemos que

2 2

a
foy) = fily) = 2a4/1 — Z—z =5 VO =yt = lea(y) - auy)):
Concluimos, entao, pelo Principio de Cavalieri, que A(R) = %A(S), isto é,
a wb* Tab
A - .- -
(R) =7 5

que é a area da regiao semieliptica. Assim, duplicando essa area, segue o resultado

esperado. O
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3.2 A esfera e a calota esférica

A esfera e a calota esférica é muito utilizada em diversos problemas de fluxo elétrico.

Assim, considere a proposicao a seguir.

Definicao 1. Sejam dados um ponto O do espaco e um real positivo R. A esfera ¥,
de centro O e raio R, denotada ¥ (O; R), é o lugar geométrico dos pontos do espago

que distam R de O (conforme Figura 31).

Figura 31: A esfera de centro O e raio R.

Definicao 2. Seccionando uma superficie esférica por dois planos paralelos entre si,
dividimos essa superficie em trés partes; a que estd entre os dois planos, reunida as duas
circunferéncias-secdio, € chamada zona esférica, e cada uma das outras duas, reunidas

a respectiva circunferéncia-se¢ao, é chamada calota esférica (conforme Figura 32).
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Figura 32: Calotas e zona esféricas.

Definicao 3. Consideremos um segmento circular de duas bases e um eizo (reta)
perpendicular a essas bases pelo centro e que divide o segmento em duas partes congru-
entes. Girando uma dessas partes em torno do eixo, obtém-se um sdlido que é chamado

segmento esférico de duas bases (conforme Figura 33).

Figura 33: O segmento esférico de duas bases e altura h
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Definicao 4. Consideremos um segmento circular de uma base e um eizo (reta) perpen-
dicular a ela pelo centro e que divide o segmento em duas partes congruentes. Girando
uma dessas partes em torno do eixo, obtém-se um solido que € chamado segmento

esférico de uma base (conforme Figura 34).

Figura 34: Segmentos esféricos de uma base e altura h.

4
Proposicao 3.2. O volume de uma esfera de raio R é igual a —wR3.

Demonstracao.

Seja C' um cilindro so6lido de altura 2R, tendo por bases dois circulos de raio R
(conforme figura 35, a esquerda).

Inscreva em C' dois cones solidos, ambos com altura R e tendo por bases as bases
do cilindro; entao, o vértice dos cones coincide com o centro do quadrado. Por fim,

seja S o solido formado pela porcao do cilindro exterior & uniao dos cones.
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Sejam « o plano de uma das bases do cilindro e E' uma esfera de centro O e raio R,
tangente a « e situada, em relacdo a «, no mesmo semiespago que C' (conforme figura

35, a direita).

Figura 35: Calculando o volume da esfera.

Seja o’ um plano paralelo a «, contido no mesmo semiespaco, em relacao a «, que
S e F, e situado a distancia d do ponto O, com d < R. Como C' tem altura igual ao
diametro de E, segue que o intersecta S se, e sO se, intersecta E. Sendo esse o caso,
temos que o secciona S segundo uma coroa circular de raios UW =de UZ = R, e,
portanto, area igual a 7 (R? — d?), enquanto secciona E em um disco de centro A e raio
AB = V/R? — d?, e, portanto, 4rea igual a 7r? = 7 (VR? — d2)2 = 7 (R?* — d?). Logo,
as areas de tais segOes sao sempre iguais, de forma que, pelo Principio de Cavalieri, S
e F tém volumes iguais.

Por fim, como o volume de S ¢ a diferenca entre os volumes do cilindro solido C' e
da uniao dos dois cones de vértices V', temos

1 4
V(E)=V(C) -2V (cone) = TR*- 2R — 2 - §7rR2 ‘R = §7TR3,

]

Proposicao 3.3. Seja X uma esfera de raio R. O volume do segmento esférico de X
2
com apenas uma base e altura h € igual a % (B3R —h).
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Demonstracao.

Nas condigoes da figura 35, inicialmente, consideremos a calota de altura h < R.
Sendo esse o caso, o volume da calota esférica, pelo Principio de Cavalieri, é igual ao
volume do cilindro de altura h e raio R subtraido do tronco de cone de altura h e raios
R e R — h, uma vez que as secoes obtidas, as do circulo de raio AB = r e a da coroa

circular de raios d e R, tem sempre a mesma area para qualquer valor de d. Logo,

h
V::alota - WRQh_%[R2+R(R—h)+(R—h)2]

= WRQ-h—%h(SRQ—SRh+h2)
h2
= %(3R—h).

O mesmo ocorre para h > R, basta ver que os volumes dos dois segmentos, um de

altura h e outro de altura 2R — h > R, resulta o volume da esfera 3, isto é,

h2 2R — h)?
‘/esfera = % (3R — h) + % [3R - (2R — h)]
= % [3Rh? — B® + (4R? — 4Rh + h?) (R + h)]
4
= §7TR3.

]

Mostramos a seguir, que as féormulas para célculo do volume apresentadas nas
Proposicoes 3.2 e 3.3 permitem divisar um argumento heuristico instrutivo para o
calculo da area de uma esfera e de uma calota esférica.

Para tanto, considere esferas concéntricas X e 3, de raios respectivamente R e R+e,
onde € > 0, e seja S o s6lido compreendido entre as esferas ¥ e Y. Particione ¥ em um
numero finito de triangulos esféricos. Se tais triangulos forem suficientemente pequenos,
é razoavel supor, para € muito pequeno em relacao a R, que possamos considerar S

como uma reuniao de um ndamero finito de “prismas”, todos de altura € e tendo por
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bases os triangulos esféricos em questao. Portanto, poderemos aproximar o volume de
S pela soma dos volumes desses “prismas” de altura €, os quais sao tais que a soma das
areas de suas bases é igual & area A de 3.

Mas, como o volume de S também ¢ igual & diferenca entre os volumes das esferas

Y e X, segue que

4 3 4 2 2 e’
GA%Jg’]T(R—l—E) —gﬂ'R =47 | R°c + Re +§ ,

ou, ainda,

2
A4 (R2+Re+%).

Por fim, como também ¢é plausivel supor que a aproximacao acima seja tanto melhor
quanto menor for o € tomado, concluimos, fazendo € — 0, que A = 47 R2.

Agora, de modo inteiramente analogo, podemos determinar a area de uma calota
esférica tomando-se a diferenca entre os volumes dos segmentos esféricos concéntricos
aproximadamente igual ao volume de “prismas” reunidos cuja altura de cada um é € e
a soma de suas bases igual a A’ de X, isto &,

7 (h+e¢) mh?

A = 3 [3(R+e)—(h+e)]—?(3R—h).

Desenvolvendo o quadrado e aplicando a propriedade distributiva da multiplicacao,

segue

2

eA’gg(h2+2he+62) (3R—h+2e)—%(3R—h).

Organizando a equacao, temos

2rh%e  m(2he + €2)

Al
¢ 5 3

(BR — h + 2¢).
Consequentemente
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Portanto

2
A" =2 927thR + whe + mRe + %

onde, para € — 0, temos A" = Acalota = 2ThRR.

3.3 Projecao

Na Secao 2.10 foi mostrado que um circulo contido numa esfera tem uma elipse por
projecao ortogonal em um plano que contém o seu centro. No que segue, apresentamos
uma outra maneira mais direta e mais geral de verificar que a projecao, ortogonal ou
ndo, de um circulo sobre um plano, que forma um angulo « com o plano do circulo, é
reconhecidamente uma elipse e, em seguida, determinamos a relacao entre as areas do

circulo e a elipse

Figura 36: Obtendo as coordenadas de P, a partir de P.
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Dados os planos v, 71 e a reta r, nao paralela a v nem a v, seja F' : v — v a
projecao paralelamente a r. Se esses planos sao paralelos entao I’ é uma isometria, ou
seja, um movimento rigido, que preserva distancias, logo qualquer circunferéncia em ~
se projeta por F' numa circunferéncia de mesmo raio. Suponhamos entao que os planos
v e v nao sejam paralelos e que sua intersecao seja a reta s (ver Figura 36).

Consideremos inicialmente uma circunferéncia C, de raio r, cujo centro O esta sobre
a reta s. Tomemos em v um sistema OXY de eixos ortogonais cuja origem é O e cujo
eixo OX das abcissas coincide com s. Em v tomamos outro sistema OXY], com a
mesma origem O e mesmo eixo de abcissas OX. Sabemos que a projecao F': v — 7,
leva um ponto P = (z,y) no ponto F'(P) = P, = (x1,y1), cujas coordenadas no
sistema OXY] sdo x1 e y; = ycosa — ysena - cotg f = y (cosa — sena - cotg 5). Em
particular, quando F' é a projecao ortogonal de v sobre 7, temos 5 = 90° e, com isso,

Y1 = Y Ccos .

Y sin a

= 1 sinacotg

I CO8 O

Figura 37: Relacao entre y e y;.

O ponto P pertence a circunferéncia C se, e somente se, 22 +y? = r2. Esta igualdade

equivale a
2 2.2 2
1+ <£> =1r?, ou seja, —12 + 2 5
a T (Ta)

=1, (16)
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onde a = cosa — sena - cotg [.

Portanto, P = (z,y) esta na circunferéncia C' se, e somente se, sua projecao P, =
(x1,41) esta na elipse definida pela equagao (16).

Se o centro de C' nao estiver na reta s, intersecao de v e v, tomamos um novo plano
~', paralelo a 71, passando por esse centro. Pelo que acabamos de ver, a projecao de
C sobre ' paralelamente a r é uma elipse E’. Entao a projecao de C' sobre v; é uma
elispe F, congruente a F’, concluindo a demonstracao.

Reciprocamente, toda elipse num plano v; pode ser obtida como projecao de uma
circunferéncia situada noutro plano v. A projecao pode até mesmo ser tomada ortogonal
a 7y;. Com efeito, tomando no plano y; um sistema de eixos O X;Y; no qual OX; e OY;

sao os eixos da elipse, a equacao dessa curva se escreve como

7,2 a\ 2
wr () er=a (17)
ou seja,
2
7% + (%) =r? (18)

Sem perda de generalidade, podemos admitir que b < a, de modo que 0 < (%) i < 1.
Seja v um plano que corta y; ao longo do eixo OX, e forma com v, um angulo « tal que
cosa = e Em 7, consideramos um sistema OXY de eixos ortogonais com a mesma
origem O, e com OX = 0X;.

A circunferéncia C, de centro O e raio a no plano v, é formada pelos pontos P =
(z,y) tais que x* + y? = a®. Sua proje¢ao ortogonal sobre v ¢ formada pelos pontos

Py = (x1,y1) tais que x; =z e y; = ycosa = —y, portanto pelos pontos (z1,y;) em v,
a

tais que
2 a? 2 2
1"+ = (19)
ou ainda,
2 2
T hn
oy + T 1. (20)



Assim, a elipse inicialmente considerada no plano 7; é a projecao ortogonal da
circunferéncia C, situada no plano 7.

Conforme os exemplos 2.2, 2.3 e, agora, com o que foi mostrado acima, o circulo
contido na superficie esférica tem uma elipse como proje¢ao no plano Oxy (ver figura
38). Nesse caso, sendo r o raio do circulo, e colocando AP = 2b e AB = 2r, segue, da

razao trigonométrica aplicada ao triangulo retangulo ABP, que

AP 2b
COSG—E—géb—WCOSG.

2

Sabe-se que a area do circulo é dada por A, = 7r° e a area da elipse, de acordo

com a proposicao 3.1, por A, = wab. Entao,

A, mab r-rcosf
A w2 = = A, = A.-cosb.

Figura 38: Projecao do circulo sobre o plano Oxy.

64



4 Fluxo Elétrico

Até o presente momento foram vistos, as defini¢oes, propriedades e toda a teo-
ria matematica necessaria para um bom entendimento de projecoes para ajudar na
resolucao de problemas de fluxo elétricos que até entao sao resolvidos por integrais, no
qual serd apresentada. Dessa forma, sendo este o foco deste trabalho, este capitulo visa
a aplicacao de projecoes na resolucao de situacoes problemas na Fisica, visto que pro-
jecoes é um conteiido ministrado no ensino fundamental e médio, além de evidenciar a
importancia da interdisciplinaridade das matérias de Fisica e Matemaética, ja que essas
duas areas das ciéncias exatas tem em certos momentos conteidos semelhantes.

A interdisciplinaridade também constitui um elemento muito importante que pode
ser agregado a este trabalho. Conforme os Paramentros Curriculares Nacionais (BRASIL,
2000) “Na perspectiva escolar, a interdisciplinaridade ndo tem a pretensao de criar no-
vas disciplinas ou saberes, mas de utilizar os conhecimentos de varias disciplinas para
resolver um problema concreto ou compreender um determinado fenémeno sob difer-
entes pontos de vista’.

Assim, serd exposto na secao a seguir a ideia de fluxo elétrico e problemas de
fluxo elétrico desenvolvidos por integrais e por projecoes, contribuindo assim para um
ensino de fluxo elétrico mais pratico, servindo dessa forma como um referencial para os
professores de matemética e fisica do Ensino Basico. Quem acompanha noticiirios em
feriados prolongados estd a todo momento sendo informado que passam tantos carros
por minuto no posto da Policia Federal da BR. Quanto maior o niimero de carros por
minuto, maior o fluxo. Dali, ja introduzimos basicamente o conceito de fluxo. Da mesma
forma, o proprietario de um parque de diversao mede a sua clientela pela quantidade
de gente que passa pela porta de entrada, em determinado intervalo de tempo.

Qualquer que seja o caso, veremos facilmente que o fluxo depende da quantidade
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daquilo que flui e da area através da qual passa o “fluido”. Portanto, quanto maior o
numero de clientes ou quanto maior a porta de entrada, maior sera o fluxo de clientes
para o interior do parque. Essa nocao intuitiva estd na origem daquilo que podemos
denominar fluxo do campo elétrico.

Define-se o fluxo elétrico por analogia com um fluido incompressivel!. No escoa-
mento do fluido, as linhas de campo sao tangentes a velocidade do fluido em cada ponto
e o fluxo do campo de velocidades é igual ao volume de fluido que passa através da
superficie, por unidade de tempo. Em outras palavras “quanto de uma determinada
grandeza passa através de uma érea especifica”. (A palavra “fluxo” deriva do latim e a
palavra “escoamento” geralmente ¢ usada como sinéonimo de “fluxo”).

Por exemplo, podemos analisar o fluxo de luz solar através de uma placa de vidro
completamente transparente em sua area maior. Na anélise da figura 39 definirmos o
vetor S associado & intensidade e direcao da luz solar, o vetor A associado ao tamanho

—

da area da placa e com orientagao igual ao vetor normal & superficie ( A = 7iA) e 0 ,

— —

como o angulo entre os vetores S e A .

Y 5
g Ed

Lado2

Lado 1

Lada2

(2) (b)

Figura 39: (a) Placa de vidro perpendicular aos raios solares e (b) placa de vidro

—

paralela aos raios solares. Nesta figura definimos o vetor A , que é normal & superficie

frontal da placa, como apontado no sentido do lado 2 para o 1.

!Incompressivel significa que a densidade do fluido é independente da pressdo, no intervalo de

pressoes considerado. Para mais detalhes em [14].
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Uma outra situagao é o fluxo elétrico liquido através de uma superficie fechada, do
qual, é diretamente proporcional & carga liquida existente no interior dessa superficie.
Para ficar mais claro, vamos mostra a analogia entre um campo elétrico e um campo
de velocidade no escoamento de um fluido. (Lembrando de que isso é somente uma

analogia; um campo elétrico nao escoa.)

Figura 40: Uma espira retangular em um fluido

A figura 40 indica um fluido escoando de modo constante da esquerda para a direita.
Assim é possivel examinar a vazao volumétrica s (digamos, em metros cubicos por
segundo) através da espira retangular de arame com area A. Quando a area estd
perpendicular & velocidade do escoamento (Figura 40) e a velocidade do escoamento &
a mesma em todos os pontos do fluido, a vazao volumétrica i é igual ao produto da

area A pelo modulo da velocidade v (para se aprofundar no assunto, temos [15]):

av
— =V A
dt

Quando o retangulo esta inclinado a um angulo 0 (Figura 41), de modo que sua
face nao é perpendicular a v, a drea que conta é o perfil da drea quando observamos o
retangulo na direcdo de v, ou seja, é a area da projecao que o retangulo A faz sobre um

plano que seja perpendicular ao vetor v. Chamando essa area projetada de A, temos
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que:

Figura 41: A espira retangular inclinada a um angulo 6

cos@-%@XW-XP-cos@ (21)
e que
A =XP-PQ (22)
Como a vazao volumétrica % é igual ao produto da area A, pelo modulo da
velocidade v, segue que:
%:v-/ﬁ(:)(il—‘tlewXP-PQ, (23)

onde A, = XP- PQ.
Pela figura 41, é notério que o retangulo XY QP nada mais é que a projecao que
o retangulo XY ZW faz sobre o plano XY P. Assim, é facil perceber que o triangulo

XWQ é retangulo em (). Dessa forma temos que:

XP
= —— XP=XW. 24
cos 6 g W - cos@ (24)

Como QP = ZW e XQ.ZW = A, podemos concluir que:
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%:U-XP-QP:U-XW-COSQ-ZW

Fazendo as respectivas substituicoes, temos:

ﬂ:v-A-cosﬁ.

dt

Portanto, para calcular o fluxo elétrico liquido de uma superficie fechada podemos
usar:

— =wv-A-cosb.

dt
Quando 6 for igual a QOO,E = 0; o retangulo ¢ paralelo ao escoamento e nao
passa nenhum fluido através dele (exemplo da Figura 29.b). Além disso, vcos6 é o

componente do vetor perpendicular ao plano da area A. Usando o simbolo v, para

esse componente, podemos reescrever a vazao volumeétrica na forma:

%:/UJ_A.

Podemos expressar mais resumidamente a vazao volumétrica usando o conceito
de vetor area ff, uma grandeza vetorial cujo médulo fornece area A e cuja diregao é
perpendicular ao plano da area que estamos descrevendo. O vetor area A indica o
tamanho da area e sua orientacao no espaco. Com base na area /Y, podemos escrever
a vazao volumétrica do fluido através do retangulo indicado na figura 41 como um
produto escalar:
av

G A
a

Veja que usamos a analogia entre campo elétrico e escoamento de um fluido, assim
podemos definir o fluxo elétrico com um método semelhante ao que acabamos de usar
para definir a vazao volumétrica de um fluido; basta substituir a velocidade ¥ pelo

campo elétrico F.
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4.1 Fluxo de um campo elétrico uniforme

Para fluxo elétrico, usamos o simbolo ®g (letra grega maitscula phi com o indice
inferior £ para lembrarmos que estamos considerando fluxo elétrico). Inicialmente,
considere uma superficie plana com area A perpendicular a um campo elétrico uniforme

(Figura 42).

A =0
=1
o - F

Figura 42: A superficie é frontal ao campo elétrico: E e A sdo paralelos (o angulo entre

EeAsfh=0.

Definimos o fluxo elétrico através dessa area como o produto do médulo E pela
area A:

bp=FE-A.

De modo aproximado, podemos descrever & em termos das linhas de campo que
passam através da area A. Quando a area aumenta, um ntmero maior de linhas de
E passa através dela, fazendo aumentar o fluxo elétrico; campos elétricos mais fortes
correspondem a linhas de E agrupadas mais compactamente e, portanto, mais linhas
por unidade de area, de modo que, novamente, o fluxo elétrico é maior.

Quando a area A é plana, mas nao perpendicular ao campo E (Figura 43), um

ntimero menor de linhas passa através dela. Nesse caso, a area que conta é o perfil dela
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quando a observamos na direcao de E. Essa area é indicada pelo simbolo A, sendo

dada por A - cosf (como visto anteriormente).

Figura 43: A superficie esta inclinada em relagao a uma orientagao frontal, formando

um angulo ¢

Generalizamos a definicao de fluxo elétrico para um campo elétrico uniforme por
meio da relacao.

by =FE-A-cosf. (25)

Como E cos 0 é o componente da perpendicular & area, podemos reescrever a equacao
(25) na forma

®p=FE, A (26)

Com base no vetor da area A perpendicular a area, podemos escrever o fluxo elétrico

como o produto escalar entre os vetores E e A:
dp=FE- A (27)

As equagbes (25), (26) e (27) sdo formas equivalentes para calcular o fluxo elétrico
para o caso de uma superficie plana e um campo elétrico uniforme. No SI, a unidade
de fluxo elétrico ¢ 1 N - m?/C. Note que, se a area for lateral ao campo (Figura 44),

—

E e A serao perpendiculares e o fluxo serd igual a zero.
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& =90°

-

w11

Figura 44: A superficie é lateral ao campo elétrico: E e A sdo perpendiculares (o

—

angulo entre EeAéd=090.

Podemos representar um vetor area A usando um vetor unitario 7 perpendicular a

area; 7. representa a palavra “normal”. Logo,
A=A-n

Uma superficie possui dois lados, portanto, existem dois sentidos possiveis para
os vetores A e 7. Devemos sempre especificar qual é o sentido escolhido. Na figura
45, relacionamos a carga no interior de uma superficie fechada com o fluxo elétrico
que passa através da superficie. Quando a superficie é fechada, sempre escolhemos o

sentido de 7 para fora e dizemos que o fluxo elétrico sai dela fechada.

S

P S T~

=1

Figura 45: Carga positiva dentro da caixa, fluxo de dentro para fora.
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Logo, quando falamos que “um fluxo elétrico sai da superficie”, queremos dizer que
) )
® é positivo, e quando falamos que “um fluxo elétrico entra na superficie”, queremos

dizer que ®g é negativo. Na figura 46 temos uma carga negativa no interior de uma

:\H/

vy

superficie fechada.

s

/I\

Figura 46: Carga negativa dentro da caixa, fluxo de fora para dentro.

4.2 Fluxo de um campo elétrico nao uniforme

O Fluxo de um campo elétrico é considerado nao uniforme quando parte da superficie
de A é curva (ver figura 47), ou seja, o campo elétrico E' nao é uniforme, pois cada

ponto ao longo da superficie varia em relacao a outro.

dA

Figura 47: Fluxo elétrico através de uma esfera centrada sobre uma carga puntiforme.
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Assim, dividimos a figura 47 em pequenos elementos de superficie de area dA.
Cada um deles possui um vetor unitario perpendicular & respectiva superficie e um
vetor area dA = 1idA. Calculamos o fluxo elétrico através de cada um desses elementos

e integramos o resultado para obter o fluxo elétrico total:

qﬁE:/E-cose-dA:/EldA:/E-dff

Na féormula apresentada temos E como médulo do campo elétrico E. O cosf como
angulo entre E e normal & superficie, 0 dA como elemento da area da superficie, o F/|
como componente de E perpendicular a superficie e dA como elemento vetorial da 4rea
da superficie.

Essa integral é chamada integral de superficie do componente F, sobre a area

considerada ou a integral de superficie E - dA. Para se aprofundar, temos [16]

4.3 Leil de Gauss

A lei de gauss é uma alternativa elegante e rapida para resolver célculos de campo
elétrico toda vez que nossa configuracao de cargas exibir uma simetria alta. Esta lei
relaciona os valores do campo elétrico em pontos de uma superficie (gaussiana) com a
carga total dentro da superficie.

Antes de apresentarmos a lei de Gauss precisamos ter a ideia de angulo sélido.

O angulo soélido é o andlogo tridimensional de um angulo ordinario. O angulo plano
é determinado quando duas semirretas se encontram em um vértice. No caso do angulo
solido ele sera determinado por uma figura tridimensional que tem sua origem também
em um ponto.

Podemos definir o angulo sélido como o angulo do espacgo que cobre um objeto visto
de um ponto, que corresponde & area do espaco limitada pelas linhas que se projetam

do objeto para o observador. Explicado de forma simples, podemos saber o angulo que
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uma figura forma, conhecendo a superficie (S) que ela cria em uma esfera ao dividir a
superficie pelo raio total (R) ao quadrado. Nao é necessariamente necessario ver que
se trata de uma esfera, pode ser obtida a qualquer distancia conhecendo sua superficie
e raio.

Imagine uma esfera e um objeto conico ou piramidal como na figura 48.

do

Figura 48: Esfera e um objeto piramidal.

E notoério que o volume da piramide ou do cone divide o espago em duas regioes. O

angulo entre a esfera e o objeto delimita na superficie da esfera uma calota de superficie
. A .
A e raio r,onde () = 2 Essa formula ¢ uma analogia com um angulo plano.

Dada uma carga puntiforme ¢ a uma distancia r, considere uma superficie dA cuja
a normal nao é paralela a r.

Como vimos anteriormente, definimos o angulo sélido em uma esfera onde ela é
perpendicular ao raio, ou seja, devemos projetar a area dA numa direcao perpendicular
a r, como mostrado na figura 49.

Veja que se dA forma com E’(F) um angulo 6, entdao o angulo entre as superficies
também serd 6. Assim temos que a area projetada sera dA cos 6.

Portanto, podemos representar o angulo sélido por:

B dAcosf

a0 ==

<= dAcosf = dQ) - r? (28)
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dAcos@  E(7)

Figura 49: Carga puntiforme ¢ a uma distancia r, onde uma superficie dA cuja a

normal nao é paralela a r.

Vamos considerar o campo elétrico de uma tnica carga puntiforme positiva q. As
linhas de campo se irradiam para fora da carga igualmente em todas as diregoes. Colo-
camos essa carga no centro de uma superficie esférica imaginéaria de raio r. Substituindo

a equacdo (28) na formula do fluxo elétrico, segue que
@E:/EcosédA@Q)E:/E-dQ-rQ. (29)
Como a carga ¢ puntiforme entao o moédulo do campo elétrico ¢ dado por
q
F=—— 30
A - e - r? (30)

Substituindo o modulo do campo elétrico na formula do fluxo, segue que

_ q 2 __ 4
@E_/—Me'ﬂ 2. ) 47m/dQ. (31)

Como a superficie é fechada entao o df2 da uma volta inteira, dai podemos consid-

erar:
/ dQ = 4. (32)

Substituindo (32) em (31), segue que

p=—"1 yr=2ao=1 (33)
4 - € € €
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O fluxo elétrico é independente do raio R da esfera. Ele depende apenas da carga

q existente no interior da esfera.

4.4 Forca do campo elétrico devido a um copo hemisférico oco

com carga uniforme

Exemplo 4.1. A figura 50 mostra um corpo hemisférico oco uniformemente carregado
e com densidade de carga superficial ocoul/m?. Determine a forca do campo elétrico

em seu centro C.

7
| Rsind

aCloul fm?

=Y

Figura 50: Corpo hemisférico oco uniformemente carregado.

Resolucao 1.

Consideramos um anel elementar em sua superficie de largura angular df em um
angulo 6 de seu eixo.

A largura do anel pode ser descrita pela forma simplificada do comprimento de arco

(figura 41), ¢ = Rd6, onde ¢ é a largura do anel, R é o raio da circunferéncia e df é a
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variacao infinitesimal do angulo central.

A

r=r.sinf 1l = Rdf

0 T o} T T

Figura 51: Construcao dos elementos diferencias de area em coordenadas polares

Mas, se este anel tiver largura infinitesimal, os raios se confundem e o perimetro do

anel de largura infinitesimal é dado por:

C(z) = 2nx, (34)

observando que o mesmo esta em funcao do raio x.

xTr

[]

0

Figura 52: Triangulo retangulo

Fazendo uma transformacgao para coordenadas polares, destacamos o triangulo

retangulo da figura 51 e representado na figura 52, obtendo-se
r = R-sin(f), (35)

onde R? = x? + (2.
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Substituindo o membro da direita da equacao (35) em (34), segue que:
C(0) =27 - R -sin(0). (36)

Vejam que agora o perimetro C' esta em funcao do angulo central §. Entao, a
area da superficie do anel de largura infinitesimal (dA) sera dada pelo produto de seu
perimetro C' por sua altura ¢:

dAG) = C() - £ =21 - R-sin(d) - R-df = 2n R*sin(6)d. (37)

A carga neste anel do elemento é:

dq = odA = 027 R*sin(6)db. (38)
Agora, devido a este anel, a forca elétrica no centro C' pode ser dada como:
K, -d, 21 - K, -0+ R?-sinf - db

-cosf = -cos @

R2 R?
= 21K, 0-sinf-cosfd) =7 - K,-0-(2-sinf - cosf)dd

dEr = dFE -cosf =

= 7 K,-0-sin(20)d0. (39)

Como o angulo 6 varia de 0 a g, obtemos anéis da esfera somente na parte superior
ao eixo dos x, e, consequentemente, somente a metade da area de sua superficie. Para
encontrar a area total, basta multiplicar por 2.

O campo elétrico liquido no centro pode ser obtido integrando esta expressao entre

.. m .
os limites de 0 a Bx assim temos que:

Er = /27T-Ko-0~sen29d6’:7r-Ko-a-/2sen29d9
0 0

1 2 1 i
= - -a‘/2sen29d9:7r~ 'a-—~/ sen u du
Ame, 0 dre, 2 Jo
1 1 x o
= T L0y [cosuly = e (40)

Portanto, o fluxo elétrico do campo elétrico é dado por:

o
de,’

Er (41)
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Resolucgao 2.
Seja AE a contribuic¢ao infinitesimal do campo elétrico devido a uma carga in-
finitesimal Aq no centro de uma esfera em que se distrubui a carga total do l6bulo

(superficie esférica) mostrado na figura 53 .

Figura 53: Contribuicao infinitesimal de um campo elétrico devido a um elemento de

carga do hemisfério uniformemente carregado

Logo, o médulo da contribuicao infinitesimal do campo elétrico sera:
| AE|=—-]Aql (42)

Sabe-se que a densidade superficial de cargas o do 16bulo é constante, assim pode-

maos escrever:

Aq

g

Substituindo-se o resultado da equacio (42) na equagao (43) obtemos:

\AE\_%-U.AA. (44)

A componete vertical do campo elétrico no ponto O produzida pelo elemento de
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superficie AA é dada por:
‘Aﬁy|:|AE‘-COSQ. (45)

Substituindo-se a equagao (44) na equagao (45) conclui-se que:
K
| A Ey‘ = -0 - AA-cosb. (46)

Em que 6 é o dngulo entre a normal ao elemento de area e a vertical. Mas AA-cos@
é a area de projecao do elemento AA no plano horizontal. Assim, o campo elétrico

resultante no ponto O pode ser determinado pela equacao:

’ER} = — 0-ANA-cosb
=1 R2

. K, N

‘ER} = R—g-a-(ZAA cos@)

E facil perceber que:

N
Z AA-cost = Aprojetada
i=1
N
= K
‘ER‘ - Z ‘ A EY’ ©0 - AprOJetada

i=1
Veja que Aprojetada € @ drea projetada do 16bulo no plano horizontal. Para o problema

proposto, temos Aprojetada = T - R2. Logo:

Ko

}ER’ =— 0 (7R

0(7rR2) Y

R|:47r-50-1~22_4_50

Em resumo, para calotas esféricas ou l6bulos podemos afirmar que o campo elétrico

no centro da esfera serd dado por:

|ER‘ Z | A EY‘ R2 c 0 AprOJetada

Assim, podemos concluir pelas duas resolucoes o resultado foi o0 mesmo.
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Exemplo 4.2. As cargas pontuais +q e —q situam-se a uwma distancia 2L uma da
outra. Determine o fluzo eletrostdtico através do circulo de raio R. Seja £, a permis-

sividade do meto.

Figura 54: Duas cargas a uma distancia 2L e circulo que é perpendicular & distancia e

localizado no ponto médio entre as cargas.

Resolucao 1.

Primeiro, vamos dividir o circulo em varios coroas concéntricas e vamos destacar
uma coroa de raio R’ e espessura dr como apresentada na figura 55.

Na figura 55, temos um triangulo retangulo de catetos e hipotenusa medindo, re-

spectivamente, L, R’ e r, e uma coroa de comprimento 2rR’ e espessura dR’. Dai,

temos
r? =L+ R?=r=(L*+ R??, (47)
L
cosf = o (48)
R/
tg9:Z:R':L-tgé’:dr:L-seCQHdQ. (49)

Temos, também, que se esta coroa tiver largura infinitesimal, os raios se confundem

e o perimetro do anel de largura infinitesimal é dado por:
C(R) =2nR (50)
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‘ dR'
— 27R" —|

Figura 55: Coroa de raio R’ e espessura dR’ a uma distancia L da carga q+.

Veja que o perimetro C' esta em funcao do raio R’. Com isso, definimos a area:
dA =27 - dR’ (51)

Sabemos que o fluxo elétrico é definido como um valor escalar (um nimero) que
corresponde as linhas de campo elétrico que atravessam a superficie na mesma diregao
de dA, ou seja, o fluxo elétrico é uma medida do quao perpendicular o campo elétrico

é em relacao a essa superficie. Um elemento infinitesimal de fluxo elétrico seria:
dop = E - dA = |E|dA cos(0). (52)

Substituindo o valor de |E| e a equacdo (51) em (52), segue que

L
dop = 2R - dr.—.
& dme, - 12 mh - dr r (53)
Substituindo, (48) em (53), segue que:
R -dr-L
dop = 51— (54)

28, (L24792)3
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Agora substituindo (49) em (54), temos que:

g L-tan@-L*-sec®0df
2 (L2472

dop (55)

A expressao (L? + 7“2)% da equagao (55), pode ser representa da seguinte forma:

(L* + 7“2)% = (L* + L* - tan® «9)% = L*(1 + tan? 9)% = L*sec’ 0.

3
2

Vamos substituir o valor da expressao (L? + 72)2 na equagao (55). Assim, temos

que:
g L-tan®-L?-sec?0db
d P . . 56
¢p 2¢e, L3sec? 0 (56)
Portanto,
g tan@df
d = . ) 57
o5 2e, secf (57)
Assim, o fluxo da carga ¢+ ¢ dada por
0 0
g tand q tan 0
o5 /0 2¢, secl 2¢e, /0 sec
0 _: 0
q sinff 1 q _
= — ——df = . 0do 58
2¢, /0 cosf 1 %, /0 st (58)
cos 6
= ng (1 —cos®). (59)

O processo feito foi para determinar a fluxo que uma carga faz sobre uma superficie
circular, cuja distancia entre elas ¢ L. Veja que a segunda carga —q também estd
a uma distancia L da superficie. Dessa forma, para encontrar a carga na superficie
gerada pelas duas cargas, basta pegar o fluxo que uma carga faz sobre a superficie e

.. q
multiplicar por 2. Portanto, ¢pp = — - (1 — cos#).
€o
Resolucgao 2.
Imagine uma superficie gaussiana esférica de raio r em torno da carga, de tal modo

que o circulo determine uma calota como mostrado na figura 56.
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Figura 56: Esfera de raio R e carga @) localizada em seu centro.

Devido a simetria em todos os pontos da superficie esférica, o médulo do vetor
campo elétrico serd constante e paralelo ao vetor normal em cada ponto da mesma.
Para a superficie esférica, podemos determinar a relacao entre os fluxos elétricos

total e parcial usando a definicao de fluxo elétrico:
(I)parcial =F- Aparcial

(I)total =F- Atotal

CI)parcial . E- Aparcial (I)parcial o Aparcial

q)total E- Atotal (I)total Atotal

Sabe-se que a area total sera igual a area da superficie esférica que é dada por
Aioral = 41 - R%, enquanto a area parcial sera dada pela area da calota esférica, que é
Atotal =2r-R-h.

H
Dai, por geometria elementar, temos cos = 7 = H = R-cosf. Assim,
h=R—H=R—R-cosf = h=R(1—cosb).

Por fim,

Aparcial = 2m - R2 : (1 — COS 9)

85



Logo,

Pparcial 2 - R? - (1 — cosf) N Dparcial (1 — cosb)

(I)total 4 - R2 i 2
Eo
= Oparcial = QZ (1 —cos@).

Podemos perceber que o fluxo elétrico sobre a calota esférica (AB) serd um mesmo
de um disco de raio r(AB), ja que o nimero de linhas que atravessam ambas as super-
ficies sao iguais.

Seguindo a mesma linha da solugao anterior, temos que, para encontrar a carga
na superficie circular gerada pelas duas cargas, basta pegar o fluxo que uma carga faz

sobre a superficie e multiplicar por 2. Assim, segue que

D parcial = 4. (1 — cosf).
5

o

Exemplo 4.3. Uma carga elétrica puntiforme q encontra-se no centro do cilindro de

altura 2L e raio da base R. Determine o fluzo do campo elétrico no cilindro (figura

57).

@

Figura 57: Cilindro com uma carga ¢ no seu centro.

Resolugao.
Neste exemplo serd usada apenas a ideia de projecao ja vista nos problemas ante-

riores. Observe que o fluxo gerado na bases ¢ o mesmo processo da questao anterior.
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Lembrando que a carga estd a uma distancia L de um circulo de raio R. Sendo assim,

temos que o fluxo das bases serd dado por:

Dpaces = 4. (1 —cos).
€

o

87



5 Conclusao

O presente trabalho discorre sobre a importancia da interdisciplinaridade na sala
de aula, de modo que proporcione ao educador novas metodologias de ensino, unindo
clareza, seguranca e interesse do aluno.

Nesse sentido, foi apresentado um estudo para resolver problemas de fluxo elétrico
usando apenas a ideia de projecoes que, por se tratar de uma area pouco abordada
em livros e artigos escritos, representa uma forma de complementar essa caréncia e dar
uma base para aqueles que desejam se aventurar nesse desafiador universo.

Essa abordagem ¢ direcionada, principalmente, ao professor de matematica e fisica,
com o objetivo de oferecer um contetido mais refinado e, com isso, proporcionar ao
docente outras técnicas de resolucao de questoes e situacgoes, tornando a pratica mais
dinamica.

Portanto, é relevante que o professor trabalhe suas aulas com uma didéatica contex-
tualizada, relacionando as informagoes e as disciplinas para aprofundar o conhecimento.
E através do ensino interdisciplinar que os professores possibilitardo aos alunos uma

inovagao na aprendizagem, integrando, de maneira reciproca, varias ciéncias.
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