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RESUMO

A Aplicacdo do Software GeoGebra no ensino da Geometria Plana consiste em
uma alternativa para o professor de Matematica ou areas afins, que deseja implementar em
suas aulas, uma metodologia dindmica de ensino. O objetivo é levar aos alunos do ensino
basico, uma ferramenta tecnoldgica contemporanea e educativa, que auxilia no ensino de
Geometria Plana, fomentando os alunos na retiradas de possiveis davidas quanto visualizar
desenhos geométricos, acompanhado de sua algebra relacionada.

Todo o trabalho, foi desenvolvido principalmente com o auxilio do software
GeoGebra (versdo 4.2.30) e do livro Matematica Elementar (vol. 9 - 1999, de Osvaldo Dolce
e José Nicolau Pompeo), e em geral, tem caracteristicas de acdo, ou seja, busca novos
métodos de ensino e aprendizagem a serem implementados no ensino basico, com o propdsito

de melhorar o nivel de aprendizagem dos alunos.



ABSTRACT

The Application Software GeoGebra in teaching plane geometry consists of an
alternative to the teacher of Mathematics or related fields who wish to implement in their
classes, dynamic methodology of teaching. The goal is to bring basic education students a
contemporary technological and educational tool that assists in teaching plane geometry,
encouraging students withdrawn in view of possible doubt as geometric designs, accompanied
by his algebra related.

All work was mainly developed with the help of GeoGebra software (version
4.2.30) and the book Elementary Mathematics (vol. 9-1999, Osvaldo Dolce and Joseph
Nicholas Pompeo), and generally have characteristics of action, or is, seeking new methods of
teaching and learning to be implemented in basic education, in order to improve the level of

student learning.



Figural -

Figura 2 -

Figura 3 -

Figura 4 -

Figuras -

Figura 6 -

Figura 7 -

Figura 8 -

Figura 9 -

Figura 10 -
Figura 11 -
Figura 12 -
Figura 13 -
Figura 14 -
Figura 15 -
Figura 16 -
Figura 17 -
Figura 18 -
Figura 19 -
Figura 20 -
Figura 21 -
Figura 22 -
Figura 23 -
Figura 24 -
Figura 25 -
Figura 26 -
Figura 27 -
Figura 28 -
Figura 29 -
Figura 30 -
Figura 31 -
Figura 32 -

LISTA DE ILUSTRACOES

Pagina para download ............cccceieeiiiiiiic e

INTEITACE UO GROGEDIA ..t eeeeneeeneneen

Ferramentas de SEIEGAD. .........oieiiiiiiiece e

Ferramentas de PONTO ......oooovveeee e

Ferramentas e RETA .........ooveee oo

Ferramentas de Retas ESPeCifiCas ........ccocuvvvriienniine e

Ferramentas de POligONO0S.........cviiieiiiieieise e

Ferramentas de CUMVAS........ccciiiiiieiie ettt

Ferramentas A8 CONICAS. .......eee et e e e e e eeeeans

Ferramentas de MEAIAAS. ......coove e

Ferramentas de Translagao ..........ccovreririieieniesi e

Ferramentas Extras.

Ferramentas de Visualizag8o...........ccccoovvveiieiiiciie e

Ferramentas de EXIDICAO .........cccviveiieiiiiie e

Tridngulo ABC........

Feixe de retas..........

Segmento de reta AB..........oviiicice e

Janela do segmento de comprimento FiX0 .........cccovvreriniiieneicne e

ANGUIOS CONSECULIVOS ........cvvvirvreieeieieseeieseeseeeseseeee s s s entaneneas

Janela do angulo com amplitude fiXa..........cccocovvveveiieiiicii i

Bissetriz......ccc........

Tridngulos ABC € DEF ......oooiiiiee s

Baricentro...............

Incentro......cccco........

EXIbir/Ocultar 0DJELOS ......ccuvevieeieciece e

EXIDir/Ocultar ODJELOS ......ccvevieeieciece e

Incentro...................
Circulo inscrito.......

Circuncentro...........

Circulo circunscrito

10
11
12
13
14
15
16
16
17
18
19
20
21
22
24
25
26
26
28
28
29
30
31
32
33
33
33
34
35
36



Figura 33 -
Figura 34 -
Figura 35 -
Figura 36 -
Figura 37 -
Figura 38 -
Figura 39 -
Figura 40 -
Figura 41 -
Figura 42 -
Figura 43 -
Figura 44 -
Figura 45 -
Figura 46 -
Figura 47 -
Figura 48 -
Figura 49 -
Figura 50 -
Figura51 -
Figura 52 -
Figura 53 -
Figura 54 -
Figura 55 -
Figura 56 -
Figura 57 -
Figura 58 -
Figura 59 -
Figura 60 -
Figura 61 -
Figura 62 -
Figura 63 -
Figura 64 -
Figura 65 -

(0] (1oL =] 01 (o AT TR

Renomear Um ODJELO .......cccvoviiiiiiece e

TEOIEMA U TAIES ..ot e e e e e e e e e e e eaaan

CampPO e ENLra0a.........ooerviiiiiiiiieee e

BiSSEIIIZ INTEINA ..o

Bissetriz Interna e Teorema de TaleS ...oooooeeeeeeee e,

Bissetriz externa

Bissetriz Externa

e Teorema de TaleS ..o

Criando 0 triANQUIO ABC ..o

Triangulo ABC ¢
Semelhancade T
Quadrilateros.....
Paralelogramo....
Losango.............
Retangulo ..........
NUmero de lados
Quadrado...........
Trapézio.............
Base Médiado T

ONSETUTAO .t

FIANQUIOS. ...

do poligono regular.........cccceeeeieece s

10 1-7.4 o F OSSR

PoligoN0o CONVEXO OU CONCAVO........eeiveeieieieiieeiesieesieesie st sie e e e see e e

Numero de diago

MAUES ettt e e e e ettt ettt et e e e e e e e et e e e e et r e ——raaaaaaaaa

Soma dos ANQUIOS EXTEIMOS ........couiiiiiieieierie e

Medida do raio ..

Circunferéncias..

Elementos das CIrCUNTEIENCIAS .......vveeeeee e

Reta secante € Reta tangente ...........ocovvvieiiiiieie e

Raio perpendicular @ COMda....... ..o

Relacdo entre duas Circunfer€nCias ...........ccoevevveeeeve e

Angulo Central ..

Angulo Inscrito..

ANguIO EXCENIICO INTEIION. ......cuveveieereeeic e,

ANgUIO EXCENEIICO EXIEION.......cuvevereerieeeereiceeceeeeesaeseeseeses s,

Teorema do Bico

37
38
39
39
40
41
43
44
46
46
47
48
49
50
51
52
52
53
54
55
57
58
59
59
60
61
61
62
63
63
63
63
64



1.1

1.2

1.3
1.3.1
1311
13.1.2
1.3.1.3
1.3.14
1.3.15
1.3.1.6
1.3.1.7
1.3.1.8
1.3.1.9
1.3.1.10
1.3.1.11
1.3.1.12

3.1
3.11
3.1.2
3.13
3.2
3.3
3.4
34.1
3.4.2
3.4.3
344
3.5

SUMARIO

[N ERI0] 516 107:Y0 IS
APRESENTACAO DO SOFTWARE GEOGEBRA..........cccoooviinieennen.

Origem do

GO G I . ..ttt ettt e et nnnnnennnne

INStalac@o dO SOFtWAKE.........couiiiiiie e

Interface do Programa..........ccccoveiieiieiic i

Caixa de Ferramentas d0 GEOGEDIa........uveeeeeieieeeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeenennes

Ferramentas de SEIECEAOD .......cc.ovviiiiiiire s

Ferramentas de PONTO......coooo oo

Ferramentas de Reta ...

Ferramentas de Retas ESPECIfiCas ........cccocvvvveiieie i

Ferramentas de POIgONO0S ... e

Ferramentas 08 CUINVAS........ccooiieiie it

Ferramentas 08 CONICAS ......ueeee ettt e et e e e e e e e e eeeeeeens

Ferramentas de MEAIAAS ........ooooi oot eee e

Ferramentas de Translagao ...........ccoovviiiiiiieic s

FrTamMENTIAS EXIIAS. ... . i ieeeee ettt e et e e ettt e e e e e e e e s e e e e e eernaeas

Ferramentas de VISUaliZag8o...........cccovveeiiiiiice e

Ferramentas de EXIDICAO ..........ccccviieiieic e
APLICACAO DO GEOGEBRA NO ENSINO MATEMATICA .............
APLICAC}AO DO GEOGEBRA NA GEOMETRIA PLANA ..................
Reta, Semirreta e Segmento de Reta ..........ccceeveeiiiiiiec e

SEYMENTO A8 FBLA ....ecveeieieiieee e

Angulos.....

Triangulos

Pontos notaveis de um triangulo..........cccooovevieii i

Baricentro.

Incentro ....

I G UGBTI et nennnnnemnen

Ortocentro.

Proporcgoes

© ©O© 0 00 o0

10
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
22
23
23
24
25
26
27
29
31
31
32
34
36
38



3.5.1
3.5.2
3.5.3
3.54
3.6

3.6.1
3.6.2
3.6.3
3.6.4
3.6.5
3.7

3.7.1
3.7.2
3.7.3
3.8

3.8.1
3.8.2
3.8.3
3.8.4
3.9

Teorema de Tales.......cccoovvvevviiniennne.
Teorema da Bissetriz Interna..............
Teorema da Bissetriz Externa.............
Semelhanca de Triangulos .................
Quadrilateros........ccoveveveieveieenenns
Paralelogramo........ccccceeveevieiiicinnnn,
LOSANGO ...vvveiiiieiiieeciee e
Retangulo........ccoceviviiiiie e
Quadrado........ccoovevveieiieneee e
Trapezio ...ccveeeieieierieee e
Poligonos ...,
Elementos do poligono...........cccc.c.......

Nomenclatura dos poligonos ..............

Diagonais, Angulos internos @ Angulos eXterN0S.............ccovveveveversreneennsens

Circunferéncias e seus componentes

Posicdes relativas entre retas e Circunferéncias ..........cccoecevvveveiieieecesieennn

Posicdes relativas entre duas circunfe

Angulos na circunferéncia..................

FENCHIAS ©evvveeeeeeeeeeenenee

Quadrilatero circunscrito e inscrito na circunferéncia............coceeeeeeveeenneee.

Atividades de Geometria Plana com auxilio do GeoGebra........c.ccccece.....

CONCLUSAO ..o
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICA

38
40
42
44
48
49
50
50
51
52
54
55
56
57
58
60
62
63
64
65
72
73



INTRODUCAO

O GeoGebra é um software educativo gratuito, que é voltado para o campo da
Matematica. Foi desenvolvido por Markus Hohenwarter da Universidade de Salburg para ser
utilizado em ambiente de sala de aula. O projeto foi iniciado em 2001 e vem sendo atualizado
a cada ano. O GeoGebra é um aplicativo de matemaética dindmica que combina conceitos de
geometria e algebra, permitindo realizar constru¢cdes geométricas com a utilizacdo de pontos,
retas, segmentos de reta, poligonos etc., assim como permite inserir funcdes e alterar todos
esses objetos dinamicamente, apds a construcao finalizada.

A iniciativa deste trabalho partiu da necessidade de procurar outros mecanismos
pedagdgicos para ser implementado em aulas de matematica do ensino basico. Em uma breve
experiéncia em sala de aula, com turmas do ensino fundamental, utilizando o software
GeoGebra, foi observado uma grade evolucdo na motivacéo e facilidade de entendimento dos
alunos, pois, 0 GeoGebra é um aplicativo de matemaética dindmica, que leva o aluno a
visualizar figuras geomeétrica e algebra relacionada em consonancia.

Este trabalho foi dividido em quatro capitulos. E mostrado no primeiro capitulo,
os procedimentos da instalacdo do programa e sua interface de forma detalhada, apresentando
suas principais ferramentas. No segundo capitulo tem-se uma visdo geral da aplicacdo do
software GeoGebra no ensino da Matematica. No terceiro capitulo, o software GeoGebra é
direcionado para ser aplicado em um campo especifico da Matematica, ou seja, no campo da
Geometria Plana do Ensino Basico. Ja no quarto capitulo, traz uma série de exercicios que

podem ser solucionados com o auxilio do software GeoGebra.



1. APRESENTACAO DO SOFTWARE GEOGEBRA

1.1 Origem do GeoGebra

O GeoGebra é um software gratuito e de acesso livre, de modo que pode ser
copiado e distribuido sem fins lucrativos. Tal software foi desenvolvido com o intuito de ser
uma ferramenta educacional que auxilia, de forma dindmica, no ensino da Matematica através
de funcionalidades que envolvem o uso de geometria, algebra, calculo, tabelas, estatistica,
dentre outras. Sua criacdo se deve a Markus Hohenwarter, da Universidade de Salzburg, que

iniciou o projeto no ano de 2001.

1.2 Instalacao do Software

Para baixar e instalar gratuitamente a ultima versdo do Software GeoGebra no idioma
portugués, basta ir ao sitio eletrdnico http://www.geogebra.org/cms/pt_BR/installers e
proceder aos comandos indicados na pagina, apds selecionar o sistema operacional em uso no
computador que recebera o software, conforme a figura abaixo, que representa a interface de

instalacdo do programa.

GeaGebra

Portuguese (Brazil) v

Sobre  Download Ajuda  Materiais  Community

Baixar  InstalacBes  Portavel

Programas Instaladores do GeoGebra

Baixe e instale 0 GeoGebra em seu computador usando um dos programas de instalac3o abaixo. Vocé pode copiar, distribuir e transmitir o GeoGebra para fins ndo
comerciais. Por favor, consulte a licenga do GeoGebra para detalhes.

I/ )
1,,"! Windows

”

. Mac 05 X

Ubuntu & Debian (.deh)
& openSUSE, Fedora and Mandriva (.rpm)
) Other Unix

I —

Figura 1: Pagina para download




1.3 Interface do Programa

Apds a instalacdo do software, faz-se necessaria a analise da janela inicial do
GeoGebra, que ¢ composta por uma barra de menus, barra de ferramentas, janela de
visualizacdo, janela de &lgebra, campo para entrada de férmulas, conforme se visualiza na

figura a seguir.

Arquivo Editar Exibir OpgBes Femamentas Janela Ajuda = Barra de Menus

. m ) mmﬂmm ¢ Caixa de Ferramentas D,f

» Janela de Algebra ~ Janela| giipse
= Cénica H—lﬁ\ ¢ Selecione dois focos e, depois, um ponto da elipse |3 -
LG k(x+0.98F+{y-56P=03] — —

S0 p:32.69x7-6.44x y + 30.57° 84
= Poligono

“-@ pol1=1524

= Ponta 5

9 A=(-326,25
-3 B=(3.06,42) B

9 C=(-046,3.84) P Cad
-@ D={0.32,218) f‘ e
@ E-(152.366) | |

Janela de Visualizagédo
Janela de
Algebra

-@ L=(1.86,3.2)
I M=(2.62,4.26)
@ N=(3.44,4.56)
= Reta

LG 0T4X* 1.5y =351 A 5
= Segmento
-@ a=1mn
@ b=262 -
-@ €=167
@ d=236
-@ e=3.28 -24
@ =336

-@ g=1.56

@ h=222 -3+
@ =167

< 2 J
Entiada: Campo de Entrada g

Figura 2: Interface do GeoGebra

Importante se faz a analise de cada um desses componentes, bem como de suas
possiveis utilizacbes, desse modo, os subtopicos seguintes serdo dedicados ao estudo dos

icones e suas funcionalidades.

1.3.1 Caixa de Ferramentas do GeoGebra

Na caixa de ferramentas estdo localizados os principais icones para a utilizacdo
das funcionalidades do software GeoGebra. Abaixo, para acessa-los, basta clicar em cada um
dos icones e selecionar a opcao desejada. Os icones serdo apresentados um a um, assim como

suas funcdes.



1.3.1.1 Ferramentas de selecéo

Este icone apresenta trés opcdes de ferramentas: “Mover”, “Rotacdo em Torno de
um Ponto” e “Gravar para Planilha de Calculos”, para expandir as opgdes, basta clicar no

canto inferior direito do botdo, conforme demonstra a figura abaixo:

. GeoGebra (=153
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
| | A . . o . .
% ®_ I\‘ * =) ABC_ 2_ ‘%’_ g
v v 7 7 v 7 Y v v 7 7] P
% Mover de Visualizagio

Cw

% Rotagio em Torno de um Ponto
.

56
f; % Gravar para a Planilha de Célculos

75,068
Entrada: ©

Figura 3: Ferramentas de selecéo

K Mover: Permite arrastar ou selecionar um ou mais objetos.

depois, rotacionar o objeto.

Rotacdo em torno de um ponto: Permite selecionar primeiro o centro de rotacéo e,

36
#R Gravar para planilha de célculos: Permite selecionar primeiro o objeto que sera

rastreado e, depois, alterar a construcao.
1.3.1.2 Ferramentas de Ponto

A ferramenta ponto apresenta seis possibilidades de funcionalidade: “Novo
Ponto”, “Ponto em Objeto”, “Vincular/Desvincular Ponto”, “Insercdo de Dois Objetos”,

“Ponto Médio ou Centro” e “Numero Complexo”, que podem ser selecionadas apds clicar no

canto inferior direito do icone, conforme se visualiza na figura abaixo.
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" GeoGebra g@g‘

Arquivo Editar Exibir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda

[ LA AL o] o) 4l xede] +] 5

Je Visualizagdo
- -v ® v ALw

f.‘“ Ponto em Objeto ]

D i .A Novo Ponto

»
{’ Vincular / Desvincular Ponto
5]

>\/ Intersecio de Dois Objetos
4

. 4
o* | Ponto Médio ou Centro

.Z Nimero Complexo

(7.6.066)

€1}

Entrada:

Figura 4: Ferramentas de Ponto

A - - - Ve - - - - ~
® ' Novo ponto: Permite inserir pontos através do clique na janela de visualizagdo ou sobre
um objeto.
[+ Ponto em Objeto: Permite inserir pontos através do clique no interior de um objeto ou
em sua fronteira.

vl Vincular / Desvincular ponto: Para vincular os itens, cligue em um ponto e em um

objeto.

X Intersecdo de dois objetos: Selecione dois objetos ou clique diretamente na intersecéo.

«° | Ponto médio ou centro: Selecione dois pontos, um segmento, um circulo ou uma conica.

z .. : : e . .
®  Nuamero Complexo: Clique na janela de visualizacdo para criar um nimero complexo.

1.3.1.3 Ferramentas de Reta

A ferramenta de reta apresenta ao usuario sete alternativas: “Reta definida por
Dois Pontos”, “Segmento definido por Dois Pontos”, “Segmento com Comprimento Fixo”,
“Semirreta Definida por Dois Pontos”, “Caminho Poligonal”, “Vetor Definido por Dois

Pontos” e “Vetor a Partir de um Ponto”, de acordo com a seguinte figura:

11
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Arquivo  Editar Exibir OpgBes Femramentas Janela Ajuda

IIDIHIEIIEII o

b Janela dEN / Reta definida por Dois Pontos
/ Segmento definido por Dois Pontos
."/’ Segmento com Comprimento Fixo
,/" Semirreta Definida por Dois Pontos
=
'53_ Caminho Poligonal
2

/" Vetor Definido por Dois Pontos

/; Vetor a Partir de um Ponto 2

(7.6.0.68)

Entrada: (]

Figura 5: Ferramentas de Reta

- Reta definida por dois pontos: Selecionam-se dois pontos para defini a reta.

4 Segmento definido por dois pontos: Selecione dois pontos para ser a extremidade do

seguimento.

am

* Segmento com comprimento fixo: Selecione primeiro um ponto e, depois, digite o

comprimento do segmento, esse segmento ficara paralelo ao eixo-x.

" Semirreta definida por dois pontos: Selecione primeiro a origem e, depois, outro

ponto ao qual a semirreta passara.

.:§

<= Caminho poligonal: Selecione todos os Vvértices e, entdo, clique novamente no vértice
inicial.

d Vetor definido por dois pontos: Selecione primeiro a origem e, depois, a outra

extremidade.

-7 \etor a partir de um ponto: Selecione primeiro o ponto de origem e, depois, um vetor.
1.3.1.4 Ferramentas de Retas Especificas

A ferramenta de retas especificas apresenta oito ramificagdes: ‘“Reta
Perpendicular”, “Reta Paralela”, “Mediatriz”, “Bissetriz”, “Reta Tangente”, “Reta Polar ou

Diametral”, “Reta de Regressdo Linear” e “Lugar Geométrico”, representadas na figura

abaixo.

12



Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

...DH.!..E.. ) i

b Janela de Mgehra Reta Perpendicular

/ _ Reta Paralela
X Mediatriz
df‘ Bissetriz
’O Reta Tangente
@ Reta Polar ou Diametral 34

e
;/’- Reta de Regress&o Linear 24

& Lugar Geométrica 1

Entrada ©

(7.6,0.68)

Figura 6: Ferramentas de Retas Especificas
— Reta perpendicular: Selecione primeiro 0 ponto em que a reta ira passar, depois, uma
reta (ou segmento, ou semirreta, ou vetor) ao qual deseja que a reta criada seja perpendicular.

— Reta paralela: Selecione primeiro 0 ponto em que a reta ira passar, depois, uma reta (ou

segmento, ou semirreta, ou vetor) ao qual deseja que a reta criada se paralela.
< Mediatriz: Selecione dois pontos ou um segmento.

‘i Bissetriz: Selecione trés pontos ou duas retas.

Reta tangente: Selecione primeiro um ponto e, depois, um circulo, uma cénica ou uma

funcéo.

Q Reta polar ou diametral: Selecione primeiro um ponto ou uma reta e, depois, um

circulo ou uma conica.

ot

#" | Reta ou regresséo linear: Selecione pontos usando o retangulo de selecio ou selecione
uma lista de pontos.

Jon Lugar geométrico: Selecione o ponto do lugar geométrico e, depois, o ponto sobre o
objeto ou o controle deslizante.

1.3.1.5 Ferramentas de Poligonos

A opcédo ferramenta de poligonos permite 0 uso de quatro icones: “Poligonos”,
“Poligono Regular”, “Poligono rigido” e “Poligono semideformavel”, conforme demonstrado

na figura abaixo colacionada:
13



" GeoGebra gﬁ]gl

Arquivo  Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra ::3 Poligono

_'_..- Poligono Regular 5]

S
I Poligona Rigida
s

“)- Poligono Semideformavel
4] <

7.8.088)
Entrada: ©@

Figura 7: Ferramentas de poligonos

.
+ Poligono: Selecione todos 0s vértices e, ento, clique novamente no vértice inicial.

-

*<" Poligono regular: Selecione primeiro dois pontos e, depois, digite 0 nimero de vértices.

" Poligono rigido: Selecione todos os vértices e, entdo clique no primeiro vertice

novamente (ou apenas clique sobre um poligono para fazer uma copia rigida).

I Poligono semideformavel: Selecione todos os vértices e, entdo, clique novamente no

vértice inicial.
1.3.1.6 Ferramentas de Curvas

A ferramenta de curvas permite a selecdo de sete funcionalidades: “Circulo dados
Centro e Um de seus Pontos”, “Circulo dados Centro e Raio”, “Compasso”, “Circulo definido
por Trés Pontos”, “Semicirculo Definido por Trés Pontos”, “Arco Circular dados Centro e
Dois Pontos”, “Arco Circular definido por Trés Pontos”, “Setor Circular dados Centro e Dois

Pontos” e “Setor Circular Definido por Trés Pontos”, conforme se v€ adiante:
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Arquivo Editar Exibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda

@
BNEEEcERNCED .

> Jansla de Algebra | @ Circulo dados Centro & Um de seus Pontos
(-_4 @ Circulo dados Centro & Raio

\*7 Compasso

Q Circulo definido por Trés Pontos

P Semicirculo Definido por Dois Pontos
.\ Arco Circular dades Centro e Dois Pontos
'/) Arco Circular definido por Trés Pontos
Q Setor Circular dados Centro e Dois Pontos

(7.6, 0.66)
Q Setor Circular definida por Trés Pontos E'

Entrada:

Figura 8: Ferramentas de Curvas

© Circulo dados o centro e um de seus pontos: Selecione o centro e, depois, um ponto

do circulo.
© Circulo dados o centro e o raio: Selecione o centro e, depois, digite a medida do raio.

[ H

et Compasso Selecione um segmento ou dois pontos para definir o raio e, depois, 0

centro.

O Circulo definido por trés pontos: Selecione trés pontos do circulo.

e Semicirculo definido por dois pontos: Selecione dois pontos.

) Arco circular dados o centro e dois pontos: Selecione o centro e, depois, dois pontos.
r} Arco circular definido por trés pontos: Selecione trés pontos.

4 Setor circular dados o centro e dois pontos: Selecione o centro e, depois, dois pontos.

Y Setor circular definido por trés pontos: Selecione trés pontos.
1.3.1.7 Ferramentas de Conicas

A funcionalidade de conicas apresenta quatro opgdes: “Elipse”, “Hipérbole”,

“Parabola” e “Conica definida por Cinco Pontos”, de acordo com a figura baixo:
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Arquive Editar Exibir OpcGes Ferramentas Janela Ajuda

I3 [ B2 13 (6] w0 FAN S R ) 0%
L D &

] Jane\ade.ﬂ\lgebra > Janela ./ Elipse
H—Iﬁl <
L .
(-4.3,8.3) ;\‘ Hipérbole
\*_ Parabola
[~
O Cdnica definida por Cinco Pontos
x 4
3
2
1
(7.5,0.68)
| @

Entrada:

Figura 9: Ferramentas de Conicas

@ Elipse: Selecione dois focos e, depois, um ponto da elipse.
o Hipérbole: Selecione dois focos e, depois, um ponto da hipérbole.
~X parabola: Selecione primeiro o foco e, depois, a diretriz.

O Cénica definida por cinco pontos: Selecione cinco pontos da conica.

1.3.1.8 Ferramentas de Medidas

As ferramentas de medidas sdo divididas em seis opcdes de icones: “Angulo”,

“Angulo com Amplitude Fixa”, “Distancia, Comprimento ou Perimetro”, “Area”, “Inclinagdo

e “Criar Lista”, de acordo com a seguinte figura:

EBEX

Arquive Editar Exibir OpcGes Ferramentas Janela Ajuda

AL oo fa] Nl -

B 0o
&

b Janela de Algebra + Janela de Visuz 'd: Angulo
CLiEle- 1 -
(43,63 ,Q‘ Angulo com Amplitude Fixa
:m ~| Distancia, Comprimento ou Perimetro
zZ.
GB Area
4
/ Inclinacio
{1,2} Criar Lista
2
1
(7.8,0.68)
| @

Entrada:

Figura 10: Ferramentas de Medidas

'{1 Angulo: Selecione trés pontos ou duas retas.
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-
“% Angulo com amplitude fixa: Selecione um ponto, um vértice e uma amplitude para o
angulo

cm

-~ | Disténcia, comprimento ou perimetro: Selecione dois pontos, um segmento, um

poligono ou circulo.

cmz

= Area: Selecione um poligono, um circulo ou uma elipse.

/ Inclinacdo: Selecione uma reta (ou semirreta ou um segmento).

1,2 . . n .
%2 Criar listar: Arraste e marque um retangulo em torno dos objetos.

1.3.1.9 Ferramentas de Translacéo

A ferramenta de translacdo apresenta seis possibilidades de utilizagdo: “Reflexao
em Relacdo a uma Reta”, “Reflexdo em Rela¢do a um Ponto”, “Reflexdo em Relagdo a um
Circulo (Inversdo)”, “Rotagdo em Torno de um Ponto por um Angulo”, “Translagdo por um

Vetor” e “Homotetia dados Centro e Razdo”, de acordo com a figura a seguir:

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
olE . i &)
B
) ) ) = V] vJ ] V] ¥, ) ) ) Y G
¢ Janela de Algebra '_Ja_ne\a de Visualizacao N Reflexdio em Relagio a uma Reta
EEE .
(4.3,6.3) o Reflexdo em Relacio a um Ponto
\\ . = = . =
o Reflexio em Relagdo a um Circulo (Invers3ao)
Joe Rotacio em Torno de um Ponto por um .f\ngulo
- ~ 4
o Translagdo por um Vetor
..- * Homotetia dados Cenlro e Razio
2
1
(7.6.088)
Entrada: =

Figura 11: Ferramentas de Translacdo

x Reflexdo em relacdo a uma reta: Selecione primeiro o objeto e, depois, a reta de
reflexdo.

** | Reflexdo com relagdo a um ponto: Selecione primeiro o objeto e, depois, o centro da

reflexdo.

\ &

* - Reflex&o em relacdo a um circulo (invers&o): Selecione primeiro o objeto e, depois, 0

circulo.
17



«"* Rotacdo em torno de um ponto por um angulo: Selecione primeiro o objeto, depois 0

centro e, entdo, o angulo de rotagéo.

7 Translacdo por um vetor: Selecione primeiro o objeto a ser transladado e, depois, um

vetor.

homotetia.

1.3.1.10 Ferramentas Extras

A ferramenta de extra apresenta, conforme figura abaixo, sete opcdes de icones

** ' Homotetia dados centro e razdo: Selecione o objeto, depois o centro e, a razdo da

variados: “Inserir Texto”, “Inserir Imagem”, “Caneta”, “Func¢do a Mao Livre”, “Relagdo entre

Dois Objetos”, “Calculadora de Probabilidades” e “Inspetor de Fungdes”.

+'* GeaGebra [ [=1E3]
Arquwu Editar Exibir Opgues Ferramentas Janela Ajuda
I ). ABC D
b Janela deNgebra Janela de\flsua\lzat;ao ABC Inserir Texto
|J:|§‘;- E~ A~ -
(4.3,8.3) = '_, Inserir Imagem
[
L/ Caneta
ﬂ/ Fungdo a M3o Livre
i
7
a=b Relacio entre Dois Objetos
l Calculadora de Probabilidades
E:'/ Inspetor de Fungbes
1
(7.6,0.88)
Entrada: @

Figura 12: Ferramentas Extras

C - . , .
Inserir texto: Clique na area de trabalho ou em um ponto para criar um texto.

S» o . ] ] e . . .
% Inserir imagem: Clique na janela de visualizag&o para inserir a da imagem.

v Caneta: Escreva na janela de visualizacdo. Mude a cor usando a barra de estilo.

fn‘-f Funcdo a méao livre: Desenha uma funcdo ou um objeto arrastando-se 0 mouse.

=5 Relacéo entre dois objetos: Selecione dois objetos.
A Calculadora de probabilidades: Calculo de probabilidades.

=4 N , «
-/ Inspetor de fungdes: Selecione uma fungéo.
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1.3.1.11 Ferramentas de Visualizacdo

A opcgédo de visualizagcdo apresenta quatro ferramentas, como se vé a seguir:
“Controle Deslizante”, “Caixa para Exibir/Esconder Objetos”, “Inserir Botdao” e “Inserir
Campo de Entrada”.
- GeoGebra EEX

Arquivo Editar Exibir OpcBes Feramentas Janela Ajuda
A LIRS @ £ » ™ (@]l
- I\. \ . b - = ‘$’ ;
) =i %] V) =i V] il =i v, 7 ¥
¢ Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagdo 2=2| Confrole Deslizants
U e |- ~
(-43,63) | ‘ Caixa para Exibir / Esconder Objetos
Inserir Botio
5
a: Inserir Campo de Entrada
N 4
2
2]
1
(7.6.0.68)
Entrada: ©

Figura 13: Ferramentas de Visualizagéo

a=2 . . - - - ~ - = =~
—= Controle deslizante: Clique na janela de visualizagdo para especificar a posi¢do do

controle deslizante.
& - - - - - ’ - -
- Caixa para exibir / Esconder objetos: Clique na area de trabalho para criar uma caixa.
OK . ~ - - . . ~ . . ~
Inserir botédo: Clique na janela de visualizagéo para inserir um bot&o.

- Inserir campo de entrada: Cligue na janela de visualizacdo para inserir um campo de

texto.
1.3.1.12 Ferramentas de Exibicao

A opcdo ferramentas de exibicdo apresenta sete icones de funcionalidades,
conforme a figura seguinte. Sao elas: “Mover Janela de Visualizagdo”, “Ampliar”, “Reduzir”,

“Exibir/Esconder Objeto”, “Exibir/Esconder Rotulo”, “Copiar Estilo Visual” e “Apagar
Objeto”.

19



Arquivo Editar Exibir OpgBes Femramentas Janela Ajuda
: ol . ) @
E! Sy 5
¢ Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagdo ‘% Mover Janela e Visualizagio
[ e~
(4.3,63) & @\ Ampliar
&, | Reduzr
54
o y Exibir / Esconder Objeto
4 <
A /A Exibir/ Esconder Rétulo
3 <! | Copiar Estilo Visual
2 /| Apagar Objeto
1
(7.8,0.88)
Entrada: ®@

Figura 14: Ferramentas de Exibicéo

K Mover janela de visualizacdo: Arraste a janela de visualizagdo ou um eixo (shift +
arrastar).

A Ampliar: Clique na area de trabalho para amplia-la (ou movimente a roda do mouse)
2 Reduzir: Clique na area de trabalho para reduzi-la (ou movimente a roda do mouse)

Exibir / Esconder objetos: Selecione os objetos e, em seguida, ative uma ou outra

ferramenta.
A% Exibir / Esconder rétulos: Selecione o objeto para exibir / esconder o seu rétulo.

bl Copiar estilo visual: Clique no objeto modelo e, em seguida, naquele(s) cujo estilo

pretende alterar.

= Apagar objeto: Selecione o objeto para apaga-lo.
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2. APLICACAO DO GEOGEBRA NO ENSINO MATEMATICA

O objetivo do uso do software GeoGebra € auxiliar o professor a ministrar aulas
de matematica, possibilitando a ele apresentar de forma mais dindmica conteldos
relacionados a Geometria Plana, Geometria Analitica, Geometria Trigonométrica, FuncGes
Gréficas, dentre outros conteudos. Para que o profissional da area possa fazer uso do software
em sala de aula, sera necessario que a escola possua laboratério de informatica ou projetor
multimidia, vulgarmente conhecido como data show.

Dentre as funcionalidades apresentadas pelo software, destaca-se a funcdo de
animar objetos (um poligono, o grafico de uma funcéo, o ciclo trigonométrico, etc.), haja vista
que é possivel compatibilizar um desenho geométrico e a algebra a ele relacionada. Um
exemplo simples dessa animacao é a realizacdo do calculo da area de um poligono qualquer.

Sendo vejamos a area do triangulo na figura a seguir.

' GeoGebra (=1t}
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

. A . [N 5w || em? . _ D
ﬂv ° ABCV - 27 Q.V 9§
» Janela de Algebra = Janela de Visualizagio
- Ponto J'» ﬁ c~-

@ A=(57)
~@ B=(2,2)
@ C=(13.78,3.64)
= Segmento 74
@ a=11.89
@ b=94
~@ c=583
= Tridngulo
~@ pol =26.99

Arzade ABC =

Entrada: @

Figura 15: Triangulo ABC

A construgdo de tal figura € possivel com a simples utilizacdo da ferramenta

73 r 9’ . ’ I.:Tb p . .
poligono”, representada pelo seguinte icone '« |, que esta localizado na caixa de
ferramentas. Com essa ferramenta ativada, basta clicar na janela de visualizacdo e escolher

onde inserir os trés vértices, de modo a construir a imagem do triangulo. Apds isso, formado o

em?

tridangulo, pode-se clicar na opgdo “area”, representado pelo icone d e, em seguida, na
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figura. Feito isso, o software indicara o valor da &rea correspondente ao triangulo. Pode-se,

ainda, clicar na op¢ao “mover”, representada pelo icone k , @ em seguida selecionar um dos
vértices e movimenta-lo livremente. Na medida em que se vai alterando as dimensGes do
triangulo pela movimentacdo de seu vértice, 0 GeoGebra vai, automaticamente atualizando o
valor da area.

E durante 0 momento dessa animacdo, entre o formato do poligono e sua area
relacionada, que podemos dinamizar uma aula de matematica. Considerando o exemplo
supracitado, € possivel continuar a abordagem do contetdo através da construcdo de duas

retas paralelas fazendo uso das ferramentas “segmento com comprimento fixo” e “reta

2k :
perpendicular”, representadas, respectivamente pelos icones (¢ e — . Criam-se duas retas

paralelas com uma distancia fixa, em seguida, constréi outro triangulo, de forma que dois
veértices fiquem sobre uma reta e o terceiro vértice fique na outra.

Feita essa construcdo em uma sala de aula de 6* ou 72 séries do ensino
fundamental, o professor orientador pode demonstrar aos alunos que triangulos de formatos
diferentes, mas que possuam ao menos um lado e altura referente a esse lado com as mesmas
medidas, terdo a mesma area. Para tanto, basta selecionar novamente o icone “area” e em
seguida, clicar no triangulo, para designar a area correspondente. E com o icone “mover”,
seleciona-se 0 vértice que estd sozinho sobre uma das retas, para movimenta-lo. Na figura

abaixo, movimenta-se o “vértice C” do tridngulo CDE sobre a reta.

Arquivo  Editar Exibir Opcles Femamentas Janela Ajuda

) || om . [
BRFPNEER s

» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagio
= Ndmero L e~ v A~ N i Pequeno  ~ |7

L0 distanciaBA=6 —
0 distanciaDE = 3.66
= Panta

ie@ A=(-0.46,4.28)
L-@ B=(048,172)
i@ C=(10.3,4.25)
L@ D=(342,-1.73) A
L@ E=(1.08,-172)

= Reta

1@ b:0.02x + 6y = 2567
L0 €:0.02x + 6y =-10.33
= Segmento

@ a=6

i@ €,=366

i@ d=6.78

L@ e=8.12 BA-6
= Tridngulo
L@ poll=109

Areade CDE=10.9

DE = 3.66

Entrada: (o}

Figura 16: Tridngulo CDE sendo animado

22



Percebe-se que o tridngulo vai se modificando, porém o valor de sua éarea
permanece fixo. Por meio dessa demonstracdo pode-se chamar a atencdo dos alunos de que
triangulos com a mesma base e mesma altura terdo a mesma area.

E evidente que ndo se podem abandonar os métodos tradicionais e seus recursos,
tais quais pincel e lousa, porém, com o objetivo de dinamizar as aulas, o software GeoGebra
possibilita a representagdo de “figuras em movimento”. Esse recurso, por sua vez, permite a0S
alunos captarem mais facilmente a explicacdo que o professor esta explanando e este podera,
em seguida, proceder a proposicdo de exercicios relacionados ao contetdo.

Em sintese, para o uso do software GeoGebra, a fim de complementar e dinamizar
as aulas, sdo necessarios recursos fisicos a serem disponibilizados pela escola, como
computadores para todos os alunos e um data show para o professor realizar uma
demonstragdo geral. Com esses recursos, o professor podera ministrar uma aula “pratica
virtual”, em que ele designara os comandos e os alunos os reproduzirdo no GeoGebra. No
capitulo 3 serd abordado uma Metodologia de Ensino em Matematica, no Campo da

Geometria Plana, com o uso do software GeoGebra.

3. APLICACAO DO GEOGEBRA NA GEOMETRIA PLANA

Iniciamos esse capitulo com apresentacfes de determinados conteldos da
Geometria Plana que podem ser ensinados com o auxilio do software GeoGebra. A
metodologia apresentada serve de apoio aos professores de Matematica que pretendem usar

tal software em suas aulas.

3.1 Reta, Semirreta e Segmento de Reta

Em uma sala de aula com alunos de 6 série do ensino fundamental, encontramos
um publico que, geralmente, ainda ndo possui uma visdo abstrata do que venha a ser ponto,
reta e plano. Com alguns recursos do programa em questdo, é possivel demonstrar de forma
animada e intuitiva tais conceitos. Vale salientar que algumas das futuras demonstracdes a

serem apresentadas nesse trabalho ndo sdo rigorosas, ndo tendo, portanto, a intencdo de
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demonstrar a veracidade de um teorema. A intencdo, nesta obra, € apresentar uma alternativa

que auxilie na aprendizagem de alunos ainda leigos na disciplina de Geometria Plana.

3.1.1 Reta

Em uma primeira aula de Geometria, com o0 uso do GeoGebra e baseado no livro
Fundamentos de Matematica Elementar — VVolume 9 sera tratado as proposicdes primitivas. E
possivel ilustrar na “janela de visualizagdo” do software o Postulado da Determinacdo da
Reta, no qual dois pontos distintos determinam uma Unica reta. Para isso, com a ferramenta
“Reta definida por dois pontos” ativada, seleciona-se algum lugar da janela de visualizacao
para determinar o primeiro ponto, em seguida, é possivel observar que ao movimentar o
cursor, surgira uma linha que passa pelo ponto ja criado e o cursor. A linha em comento
representard uma reta ap6s a determinagdo do segundo ponto. A equacdo algébrica dessa reta

estara representada na “janela de algebra”

" Geotebra BEE
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
A X alelsl &)
P s
b Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagéo
= Ponto | |H e~
@ A=(22,14)
@ B=(6.22,3.24) [
= Reta
@ ar1.84x +4.02y=1.58
5
4
B
3
2 N 4
.
0
q 3 2 1 [ 1 2 3 a 5 [ 7 [ [ 0 1 12 13 14
-1
2
3
Entrada: @

Figura 17: Reta AB

Conforme ja citado, é esperado que o software GeoGebra possibilite uma aula
mais dinamica, nessa esteira, pode-se aproveitar a reta criada, que fora definida pelos pontos
A e B, e dar seguimento a aula com a inser¢do do conceito de pontos colineares e pontos néo
colineares. Nessa ocasido, é importante que o aluno tenha acesso a um computador com o

programa instalado, a fim de realizar os comandos indicados pelo professor.
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Pode-se proceder a criacdo de uma nova reta, tal que essa nova reta intersecte a
reta AB em um dos pontos A ou B. Para tanto, ainda com a ferramenta “reta definida por dois
pontos”, clica-se, por exemplo, no ponto A e, a0 movimentar o cursor em uma regido fora da
reta A, observa-se que hd de ser criada uma nova reta AC, de equacdo completamente
diferente da reta AB. Porém, ao movimentar o cursor sobre qualquer ponto da reta AB, ha de

se formar uma reta de equacOes equivalentes.

. GeoGebra (=13
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

. A s el : @)

| IS ABC7 - 27 ‘{*7 )
b Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagéo
= Ponto Lﬁ,—_- .- ® v Anw

S A=(22,14)
L9 B=(622,3.24) 8
@ €=(10.25,5.00)

LG a1.84x+402y=158
@ br-3.69x + 8.05y = 3.16
LG c34x+T2y=17.56 = 4

Entrada: ®

Figura 18: Feixe de retas

Nessa ilustracdo acima, foi designada, de acordo com a definicdo de pontos
colineares e pontos ndo colineares, que os pontos A, B e C sdo colineares, pois estdo contidos
na mesma reta, ja os pontos A, B e D ndo sdo colineares, pois ndo estdo contidos em uma

mesma reta.

3.1.2 Semirreta

Segue-se com a defini¢do de semirreta: “dados dois pontos distintos A e B, a
reunido do segmento de reta AB com o conjunto dos pontos X, tais que B estd entre Ae X é a
semirreta AB de origem no ponto A”. Nessa ocasido, utiliza-se a ferramenta “semirreta
definida por dois pontos” para criar uma semirreta. O procedimento ¢ idéntico ao da reta,

ressaltando, apenas, que o primeiro ponto criado, serd a origem da semirreta.
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3.1.3 Segmento de reta

Quando dados dois pontos distintos, a reunido do conjunto desses dois pontos com
0 conjunto dos pontos que estdo entre eles € um segmento de reta. Para a construcdo do
segmento de reta, ¢ necessario o uso da ferramenta “segmento definido por dois pontos”. Com
essa ferramenta ativa, basta ir a janela de visualizacdo do GeoGebra e escolher a regido onde
se deseja fixar as extremidades do segmento. A titulo de exemplo, cria-se 0o segmento AB de
extremidades A e B. Feito isso, nota-se que, na janela de algebra, € indicado o valor da
medida do segmento criado. E possivel observar ainda que com a ferramenta “mover”, é
possivel aumentar ou diminuir o tamanho do segmento e, simultaneamente a esse movimento,

o valor da medida do segmento vai se alterando na “janela de algebra”.

Arquive Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

Sl - @
b Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagio
= Ponto Lﬁ c~ .- o v ALw

@ A=(3.2,370)

J B=(13.9,2.94)
=/ Segmento

@ a=1073

Enirada: =

Figura 19: Segmento de reta AB

Outra alternativa de construgdo de segmento de reta com medida pré-definida, é
usar a ferramenta “segmento com comprimento fixo”, que ao clicar na “janela de

visualiza¢do”, aparecerd a seguinte janela a qual € possivel fixar uma medida.

" Segmento com Comprimento Fixo

Comprimento

| 1

Figura 20: Janela do segmento de comprimento fixo
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Utilizando a ferramenta “distancia, comprimento ou perimetro” sobre o objeto,
nesse caso 0 segmento de reta, é possivel visualizar sua medida na “janela de visualizagao”.

Apenas com o auxilio das ferramentas “segmentos definido por dois pontos”,
“segmento com comprimento fixo” e “segmento com comprimento fixo”, é possivel que o
professor teorize 0s conceitos de segmentos consecutivos, segmentos colineares, segmentos

adjacentes e congruéncia de segmentos.

3.2 Angulos

Abordaremos nesse topico o conceito de angulo, que se define como toda regido
convexa do plano determinada por duas semirretas de mesma origem. No que tange a
aplicacdo desse conceito ao uso do software GeoGebra, o professor pode solicitar aos alunos
que, na “janela de visualizagdo”, construam angulos com medidas aleatorias ou com medidas

predeterminadas. Para tanto, sera necessario 0 uso das ferramentas: “semirreta”, “angulo”,

“angulo com amplitude fixa” e “mover”. Com o auxilio da ferramenta “semirreta”, constroi-se

0 angulo BAC, de vértice A e lados AB e AC . Feito isso, solicita-se do aluno que, com a
ferramenta “angulo”, meca tal angulo e que, em seguida, utilize a ferramenta “mover”, para
movimentar uma das semirretas, de modo que o aluno possa visualizar as variacbes que
ocorrem na medida do angulo. Nessa ocasido, o professor podera definir o que é: angulo nulo,
angulo agudo, angulo reto, angulo obtuso e angulo raso.

Ainda com a mesma figura, solicita-se do aluno que construa uma nova semirreta
AD, nesse caso, havera trés semirretas de mesma origem. Nesse momento, o professor
poderd definir o que sdo: angulos complementares, angulos suplementares, angulos

replementares, angulos consecutivos, angulos adjacentes e angulos congruentes.
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Figura 21: Angulos consecutivos

Com a ferramenta “angulo com amplitude fixa” ¢ possivel predeterminar a medida
de um angulo a se construir. Para isso, ao clicar duas vezes na janela de visualizacéo,
determinando o primeiro lado do angulo, surgird a janela a seguir, solicitando o valor da

medida do angulo.

- Angulo com Amplitude Fixa

Angulo
45° )|

(%) sentido anti-horario

() sentido hordrio

Figura 22: Janela do angulo com amplitude fixa

Entdo, basta digitar o valor da medida desejada. Caso o aluno tenha curiosidade
de digitar um valor acima de 360°, ele vera a medida do angulo representado como sendo o0
resto da divisdo do valor digitado por 360. Nesse momento, ele perceberd que a semirreta se
movimentara em torno da origem (o ponto A), variando o valor da medida de 0° a 365,99°
(caso esteja nessa configuracdo de medida de angulo) e retornando a 0°.

Com o auxilio da ferramenta “bissetriz”, ¢ possivel encontrar a reta bissetriz de

um angulo qualquer.
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Figura 23: Bissetriz

Basta clicar nos pontos que definem as semirretas que formam um angulo. Caso
deseje encontrar as retas bissetrizes de duas retas concorrentes, basta clicar sobre as duas
retas. Nesse momento, o professor podera fazer exercicios relacionados as retas concorrentes,
retas bissetrizes e os angulos formados por essas, fazendo questionamento do tipo: Ha retas
que sdo perpendiculares? Por qué? Se forem perpendiculares, quais ferramentas mostrardo
que os angulos sdo retos (medindo 90°)? Outras perguntas do tipo: Ha angulos adjacentes? Ha
angulos concorrentes? Ha angulos consecutivos? Ha angulos complementares? Ha angulos
suplementares? Ha angulos replementares? Qual relacdo ha entre angulos opostos pelo

vértice?

3.3 Triangulos

Nesse topico, abordaremos, através do GeoGebra, o conceito de triangulo, que
pode ser definido como a reunido dos segmentos AB, BC e AC, quando os pontos A, Be C
néo sdo colineares.

Com a ferramenta “poligono” ¢ possivel a construgdo de tridngulos, clicando em
trés pontos ndo colineares, na “janela de visualizagdo”. Nesse momento, o professor vem a

explicar o que sdo e onde se localizam os vértices, os lados e os angulos do triangulo
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construido. Com a ferramenta “angulo” é possivel diagnosticar os valores dos angulos do
triangulo construido. Com a ferramenta “mover” para modificar o formato do tridngulo,
verifica-se na janela de algebra, que em todo triangulo formado, a soma dos angulos internos

é sempre 180°.
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Figura 24: Triangulos ABC e DEF

Acrescentando o uso da ferramenta “distancia, comprimento ou perimetro”, para
medir os lados do triangulo, podemos deformar o tridngulo ABC, de modo que possamos
obter especificamente: um tridngulo acutdngulo, um triangulo retangulo, um triangulo
obtusangulo, um triangulo equilatero, um triangulo isdsceles, ou, ainda, um triangulo
escaleno.

Nos casos de congruéncias de triangulos, facilita-se a compreensdo do aluno se,
apos a construcdo de dois triangulos, esses contiverem em comum as medidas de pelo menos:
dois lados e um angulo entre esse lado, ou de dois angulos e um lado entre esse angulo, ou de
trés lados, ou de um lado com angulo adjacente e um angulo oposto a esse lado. Na ocasiéo,
com a ferramenta “mover”, move-se um dos triangulos, tentando sobrepor sobre o outro
triangulo. Caso as coordenadas mostradas na janela de algebra coincidam, entdo os triangulos
serdo congruentes. Se necessario, usa-se a ferramenta “reflexao em relagdo a um ponto” para

refletir o triangulo.
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3.4 Pontos notaveis de um triangulo

Em um novo tridngulo AABC, serdo trabalhados os pontos notaveis, como o

baricentro, incentro, circuncentro e o ortocentro.

3.4.1 Baricentro

Para determinacédo do baricentro, utiliza-se a ferramenta “ponto médio ou centro”,
que determina o ponto médio de cada lado do triangulo. Antes disso, com a ferramenta
“poligono”, constroi-se um triangulo ABC. Ativa a ferramenta “ponto médio ou centro” para
determinar os pontos médios relativos a cada lado do tridngulo ABC. Em seguida, com a
ferramenta “segmento”, constroi-se as medianas AD, BE e CF. Verifica-se, com a ferramenta
“interser¢do de dois objetos”, se o ponto de intersecdo das medianas AD e BE possuem as
mesmas coordenadas do ponto de intersecdo das medianas AD e CE. Caso afirmativo, fica
ilustrado que a intersecdo das trés medianas de um tridngulo € um dnico ponto, que é

denominado de “baricentro”.
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Figura 25: Baricentro

Para verificar que essa propriedade ocorre em outros triangulos, usa-se a

ferramenta “mover” para deformar o tridngulo ja construido. E possivel observar que as
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coordenadas do ponto de interse¢do entre as medianas AD e BE e as coordenadas do ponto de

intersecdo das medianas AD e CF vdo continuar idénticas.

3.4.2 Incentro

Para determinagdo do incentro, utiliza-se a ferramenta “bissetriz”. Para isso, €
necessario construir-se um novo triangulo ABC e determinar a reta bissetriz relativa a cada

angulo, clicando nos vértices na sequéncia ABC, BCA e CAB.
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Figura 26: Incentro

Verifica-se, com a ferramenta “intersegdo de dois objetos”, se o ponto de
intersecdo entre as bissetrizes relativas aos vertices A e B, possuem as mesmas coordenadas
do ponto de intersecdo das bissetrizes relativas aos vertices A e C. Em caso afirmativo, fica
ilustrado que a intersegdo das trés bissetrizes de um tridngulo, assim como o caso das
medianas, € um unico ponto, que é chamado, nesse caso, de incentro. Para ratificar o conceito
de incentro atraves de ilustracdes de outros triangulos, basta novamente utilizar a ferramenta
“mover” e deformar o tridngulo construido.

Uma outra caracteristica interessante do incentro, é que ele coincide com o centro
de um circulo inscrito em um tridngulo ao qual ele pertence. Para visualizar essa propriedade
através do triangulo acima construido, o procedimento sera:

Passo 1: Ocultar as bissetrizes existentes para uma melhor visualizacdo do
triangulo. Para tanto, na “janela de algebra”, no local indicado na figura 27 a seguir, clica-se
no local indicado, que corresponde a equacdo da reta bissetriz, ou com o botdo direito do
mouse, clica-se sobre as bissetrizes, aparecera a janela que é representada no presente trabalho

pela figura 28, dai é s6 desabilitar a opgao “exibir objeto”.
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Passo 2: Usado-se a ferramenta “reta perpendicular”, cria-se as retas
perpendiculares de cada lado do triangulo, que passam pelo incentro. Fazendo-se essa
operacgdo trés vezes, uma vez para cada lado. Em seguida, com a ferramenta “interse¢do de

dois objetos”, encontram-Se 0S pontos de intersecdo entre cada lado e a reta perpendicular

correspondente.
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Figura 29: Incentro

Passo 3: Com a ferramenta “circulo dados centro e um de seus pontos”, escolhe-se
o0 incentro do tridngulo para ser o centro do circulo e um dos pontos de interse¢do de um lado
e sua perpendicular. Por exemplo, o ponto G do lado AC. Note que nesse momento aparecera

um circulo que aparenta ser inscrito no triangulo.
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Figura 30: Circulo inscrito

Passo 5: Por fim, com o uso da ferramenta “interse¢@o de dois objetos”, ¢ possivel
verificar se ha intersecdo entre o circulo e o lado AB. Em caso afirmativo, comparam-se as
coordenadas desse ponto de intersecdo com o ponto de intersecdo da perpendicular relativa ao
lado AB e que passa pelo incentro. Verificado que as coordenadas coincidem, entdo se
conclui que o lado AB ¢ tangente ao circulo. Repete-se esse procedimento para o lado BC.
Dai, entdo, pode-se concluir se o circulo é ou ndo inscrito ao triangulo.

Concluido esse procedimento, é possivel notar, baseado nas afirmativas do
GeoGebra, que o incentro de um tridngulo possui as mesmas coordenadas do centro de um
circulo inscrito em tal triangulo. Ainda mais, sempre podemos usar a ferramenta “mover” para
deformar o triangulo. Como todos os pontos criados na “janela de visualizagdo” estdo
vinculados ao triangulo, ao usar a ferramenta “mover” sobre um dos vértices e arrastar, fara
com que o tridangulo se deforme, mas os pontos vinculados ao tridngulo manterdo suas

propriedades.

3.4.3 Circuncentro

Antes de definir o que é circuncentro, é necessario esclarecer o que é uma reta
mediatriz de um segmento. A mediatriz de um segmento de reta € a reta perpendicular a esse
segmento pelo ponto médio. O circuncentro, por sua vez, pode ser definido como o ponto de

intersecdo entre as mediatrizes de um triangulo.
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A principio, surge uma pergunta: se o circuncentro é a intersecdo das trés
mediatrizes do tridngulo, entdo essas mediatrizes intersectam em um Gnico ponto? E o que
veremos.

Construido um novo tridngulo ABC, encontraremos o circuncentro da seguinte
forma: com o uso da ferramenta “mediatriz”, determina-se as mediatrizes dos lados do
triangulo clicando-se, na sequéncia, nos veértices A e B (criando a mediatriz relativa ao lado
AB), no Vértice B e C (criando a mediatriz relativa ao lado BC) e nos vértices A e C (criando

a mediatriz relativa ao lado AC).

1+ GeoGebra FEX
Arquvo Editar Exibir Opgbes Femamentas Janela Ajuda

NN GCIEERS i @
) &
» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagdo
= Ponte | #Hc~

LD A=(8,5)
F-@ B=(0,-1)
L@ C=(8,-1)
i@ D=(41)
L@ E={4,1)

= Reta

F-@ d:-9x=-36
G er1x+6y=5
e fBx+5y=41
= Segmento

@ a=9

2 b=8

@ c=10

= Tridngule

i3 polt=27

Entrada:

Figura 31: Circuncentro

Verifica-se, com a ferramenta “intersecdo de dois objetos”, que, 0 ponto de
intersecdo entre as mediatrizes relativas aos lados AB e BC, possuem as mesmas coordenadas
do ponto de intersecdo das mediatrizes relativas aos lados AB e AC. Perceba que a ilustragdo
mostrara que a intersecao das trés mediatrizes € um Unico ponto.

Na mesma situacdo dos pontos notdveis apresentados anteriormente, podemos
usar a ferramenta “mover” para obter outros formatos de tridngulos a partir do triangulo
anteriormente elaborado. Nessas variagdes de triangulos, é possivel notar que o ponto que
representa a circunferéncia varia sua posi¢do em relagdo ao triangulo; localizando-se dentro
do triangulo (caso o triangulo seja acutangulo), ou localizando-se sobre um dos lados do
triangulo (caso o triangulo seja retangulo), ou, ainda, localizando-se fora do triangulo (caso o

triangulo seja obtusangulo).
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O circuncentro possui uma caracteristica semelhante ao incentro, mencionado
anteriormente. O circuncentro de um tridngulo coincide com o centro de um circulo
circunscrito no mesmo triangulo. Para comprovar essa caracteristica, usando 0s recursos do
software GeoGebra, deve se proceder da seguinte maneira: com a ferramenta “circulo dados
centro e um de seus pontos”, escolhe-se o circuncentro da figura acima construida para ser o
centro do circulo a se formar. Em seguida, escolhe-se um dos vértices do triangulo (por

exemplo, o veértice A).
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Figura 32: Circulo circunscrito

Apos a aparicdo do circulo, esse aparenta ser circunscrito ao triangulo ABC. Para
comprovar esse fato, usa-se a ferramenta “intersecdo de dois objetos” para intersectar o
circulo e o lado BC. Caso haja intersecdo, verifica se as coordenadas dos pontos de intersecdo
coincidem com as coordenadas dos vértices B e C. Em caso afirmativo, verifica-se, entéo,
que, de fato, o circulo formado é circunscrito no tridngulo e possui 0 seu centro coincidente
com o circuncentro do tridngulo em questao.

Vale ressaltar que, novamente, podemos usar a ferramenta “mover” para animar a

figura construida, observando-se, assim, a movimentacgéo do circulo e do triangulo.

3.4.4 Ortocentro

Define-se ortocentro como sendo o ponto de interse¢cdo das alturas de um

triangulo. Para que essa definicdo faca sentido, € necessario que a intersecdo das alturas
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coincida, ou seja, o ponto de intersecdo das alturas relativas aos vértices A e B coincida com o
ponto de intersecdo das alturas relativas aos vértices A e C. Na nova construcao a seguir, pode
se verificar se isso acontece.

Com a construgdo de um novo triangulo ABC e com o auxilio da ferramenta “reta
perpendicular”, constroi-se as alturas do triangulo, clicando-se no vértice do qual se deseja
obter a altura e no lado oposto a esse Vértice. Prossegue-se usando a ferramenta “intersegdo de
dois objetos” para verificar se as coordenadas do ponto de interse¢do das alturas relativas aos
vértices A e B coincidem com as coordenadas do ponto de intersecdo das alturas relativas aos
vértices A e C. Caso coincidam as intersecdes, para esse triangulo em particular, usa-se a
ferramenta “mover” para, novamente, modificar o formato do triangulo e verificar se, para

todo novo tridngulo obtido, o ortocentro continuara um Gnico ponto de intersecao entre as trés

alturas.
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Figura 33: Ortocentro

Observa-se que, durante as variagdes do triangulo ABC, o ponto que representa o
ortocentro se localizara em regides diferentes, ou seja, estara localizado dentro do triangulo
(caso o triangulo seja acutangulo), ou localiza-se sobre um dos vértices (caso o triangulo seja
retangulo), ou localiza-se fora do triangulo (caso o triangulo seja obtusangulo).

E possivel nomear um objeto, seja ele um ponto, uma reta, um poligono, um
circulo, dentre outros, dentro da janela de visualizacdo do GeoGebra. Para isso, deve se

proceder da seguinte maneira: com a ferramenta “mover” ativada, manuseia-Se 0 cursor sobre
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0 objeto que se deseja nomear. Ao perceber que o objeto ficou destacado, clica-se com o

botdo direito do mouse. Feito isso, aparecera a seguinte janela:

Ponto A
Coordenadas Polares

¥ “. Exibir Objeto
v s Exibir Rétulo
& Habilitar Rastro

7 Apagar

.2 Propriedades ...

Figura 34: Renomear um Objeto

Dai, basta selecionar a opg¢ao “renomear” e adicionar um novo nome ao objeto.

3.5 Proporcoes

3.5.1 Teorema de Tales

O Teorema de Tales afirma que se duas retas sdo transversais de um feixe de retas
paralelas, entdo a razdo entre dois segmentos quaisquer de uma delas € igual a razdo entre os
respectivos segmentos correspondentes da outra.

Usando os recursos do GeoGebra, é possivel verificar se esse teorema € valido
para um caso particular. Em caso afirmativo, utiliza-se a ferramenta “mover”, para animar as
retas a serem construidas e podendo, assim, verificar se é valida para outros modelos,
incluindo inclusive, uma quantidade maior de retas paralelas.

A principio, cria-se uma reta qualquer com o uso da ferramenta “reta definida por
dois pontos”. Com a ferramenta “reta paralela”, cria-se mais duas retas distintas e paralelas a
primeira reta criada. Em seguida, usa-se novamente a ferramenta “reta definida por dois
pontos”, para criar mais duas retas distintas e ndo paralelas, sendo essas, transversais as
primeiras trés retas criadas. Dai, com a ferramenta “interse¢do de dois objetos”, determinam-
se 0s pontos de intersecdo entre cada reta. Feito isso, usa-se a ferramenta “distancia,
comprimento ou perimetro” para descobrir as medidas dos segmentos de reta formados sobre

as retas transversais.
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Figura 35: Teorema de Tales
Observa-se que realizando uma operacdo de divisdo, a razdo entre a medida do
segmento AB e o0 segmento BC, na ilustracdo acima, tem o valor proximo da razdo da medida
do segmento DE e o segmento EF, resaltando que o GeoGebra arredonda em algumas casa
decimais e por isso, a proporgédo nesse caso pode ser diferente.
De modo geral, pode-se digitar no “campo de entrada” do GeoGebra (indicado na
figura abaixo), o comando AB/CD, que fornecera a razao entre as medidas do segmento AB e
BC, exposto na janela de algebra.
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PO T2+ 1.24y=7.26
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Figura 36: Campo de Entrada

De modo anélogo, efetua o comando DE/EF no “campo de entrada”. Verifica-se
dai que, ambas razdes sdo idénticas. Como todos os objetos citados estdo vinculados a
primeira reta, utiliza-se a ferramenta “mover” para movimentar a primeira reta. Percebe-se
que ao distanciar as retas entre si ou mudar sua inclinacéo, a razdo entre 0s segmentos AB e

BC e a razéo entre os segmentos DE e EF poderdo variar, mas permanecerao iguais entre si.
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3.5.2 Teorema da Bissetriz Interna

De acordo com Teorema da Bissetriz Interna, dado um triangulo qualquer, esse
possui as suas bissetrizes internas dividindo seus lados em dois segmentos (aditivos)
proporcionais aos lados adjacentes. Com base no Teorema de Tales e nas ferramentas do
GeoGebra, serad possivel demonstrar que o Teorema da Bissetriz Interna é valida para todo e
qualquer triangulo.

Com a ferramenta “poligono”, constroi-se um tridngulo ABC. Escolhe-se um
angulo qualquer para se obter a bissetriz interna. A titulo de exemplo, pode-se escolher o
angulo do vértice “A”; com a ferramenta “bissetriz”, cria-se a reta bissetriz desse angulo e,
com a ferramenta “interse¢do de dois objetos”, intersecta-se essa bissetriz com o lado oposto

BC. E possivel notar que essa intersecao sera representada pelo ponto D.
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Figura 37: Bissetriz interna

Caso queira que apareca apenas 0 segmento AD e ndo a reta AD, basta ocultar a
reta AD selecionando-a e, com o botdo direito do mouse, escolhe-se a opgao “exibir objeto”.
Dai, € s6 usar a ferramenta “segmento definido por dois pontos” e criar o segmento AD.

Usando-se apenas o “campo de entrada” do GeoGebra, ja serd possivel verificar
que a razdo entre as medidas dos segmentos AB e BD € igual a razdo entre as medidas dos
segmentos AC e DC. Basta digitar a entrada “AB/BD”, apertar a tecla enter e, em seguida,
digitar a entrada “AC/DC” e teclar novamente no enter. Verificar-se-a na janela de algebra

que os numeros “e” e “f” que correspondem, respectivamente, as razdes “AB/BC” e “AC/CD”.
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Nota-se que “e”= “f’. E possivel, ainda, deformar o tridngulo ABC, percebendo-se, porém,

[IP2d

que o nimero “e” sera sempre igual a “f”.

Pode-se demonstrar o Teorema da Bissetriz Interna com o auxilio do Teorema de
Tales da seguinte maneira:

Passo 1: pelo vértice B e C, cria-se, com a ferramenta “reta paralela”, uma reta
paralela, a reta bissetriz do angulo BAC.

Passo 2: sobre o lado AB, cria-se, com a ferramenta “reta definida por dois
pontos”, uma reta suporte.

Passo 3: intersecta a reta suporte no lado AB com a reta que passa sobre o vértice
C no ponto E.

Passo 4: com a ferramenta “distancia, comprimento ou perimetro”, diagnostica-se
0 comprimento dos segmentos AB, BD, DC, CA e AE.

= EEX
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INEED e
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+@ b=868
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= Tridngulo
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BD = 6.88 D

Entrada:

Figura 38: Bissetriz Interna e Teorema de Tales

Importante perceber que os segmentos AC e AE possuem a mesma medida,
significando que o tridngulo ACE ¢ isosceles de base CE. Geometricamente, esse fato sempre
pode ser verificado, pois, como a reta bissetriz do angulo BAC e a reta que passa pelo vértice

C séo paralelas, os angulos CAD e ACE sdo congruentes, pois sdo angulos alternos internos,

assim, como os angulos BAD e AEC também sdo congruentes, pois sdo angulos

correspondentes. Como o angulo BAD é congruente ao angulo DAC devido a reta AD ser

bissetriz do angulo BAC, entdo, por transitividade, os angulos AEC e ACE sio congruente.
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Dai resulta que o triangulo ACE é sempre isosceles de base CE, ocorrendo que sempre 0s
segmentos AC e AE possuem a mesma medida.

Usando o Teorema de Tales, a razdo entre as medidas dos segmentos AB e BD é
sempre igual a razdo das medidas dos segmentos AE e CD. Como os segmentos AE e AC sdo
sempre congruentes, conforme exposto no paragrafo anterior, entdo a razdo entre as medidas
dos segmentos AB e BE é sempre igual a razdo das medidas dos segmentos AC e CD,

resultando que o Teorema da Bissetriz Interna é sempre valido.

3.5.3 Teorema da Bissetriz Externa

O Teorema da Bissetriz Externa é citado por Dolce (1999), no livro Fundamentos
de Matematica Elementar, volume 9, da seguinte maneira: “se a bissetriz de um angulo
externo de um tridngulo intersecta a reta que contém o lado oposto, entdo ela divide este lado
oposto externamente em segmentos (subtrativos) proporcionais aos lados adjacentes”.

De modo semelhante ao que foi exposto no Teorema da Bissetriz Interna, sera
demonstrado que o Teorema da Bissetriz Externa também ¢é valido para todo e qualquer
triangulo.

Passo 1: com a ferramenta “poligono”, constréi-se um tridngulo AABC.

Passo 2: usa-se a ferramenta “reta definida por dois pontos” para criar uma reta
suporte sobre os lados AB e BC.

Passo 3: usando a ferramenta “novo ponto”, cria-se um ponto “D” sobre a reta
suporte do lado AB, como representado na ilustragdo abaixo.

Passo 4: ativa-se a ferramenta “bissetriz” para criar a reta bissetriz do angulo
CAD.

Passo 5: com a ferramenta “interse¢do de dois objetos”, determina-se o ponto de
intersecao “E” entre a reta bissetriz criada e a reta suporte do lado BC.

Passo 6: usando-se apenas o “campo de entrada” do GeoGebra, ja sera possivel
verificar que a razdo entre as medidas dos segmentos AB e BE ¢ igual a razdo entre as
medidas dos segmentos AC e CF. Basta digitar a entrada “AB/AE” ¢ teclar enter e em

seguida, digitar a entrada “AC/CE” e teclar novamente enter.
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Figura 39: Bissetriz externa

Verificar-se-a na janela de algebra os ntimeros “g” e “h”, que correspondem,
respectivamente, as razes AB/AE e AC/CE. Nota-se que “g”’=“h”. Com a ferramenta

[YPb)

“mover”, pode-se deformar o tridngulo ABC e perceber, no entanto, que o nimero “g” sera
sempre igual a “h”.

Aproveitando-se essa construgdo, € possivel demonstrar o Teorema da Bissetriz
Externa com o auxilio do Teorema de Tales da seguinte maneira:

Passo 1: pelo vértice B e C, cria-se, com a ferramenta “reta paralela”, uma reta
p

paralela a reta bissetriz do angulo CAD.

Passo 2: intersecta com a ferramenta “intersecdo de dois objetos” a reta que

contém o ponto C e a reta suporte do lado AB, no ponto F.

Passo 3: com a ferramenta “distancia, comprimento ou perimetro”, diagnostica-se

0 comprimento dos segmentos AB, AC, AF, BE CE.
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Figura 40: Bissetriz Externa e Teorema de Tales

Importante perceber que o segmento AC e AF possuem a mesma medida,
significando que o tridngulo ACF é isdscele de base CF. Geometricamente, esse fato sempre

pode ser verificado, pois como a reta bissetriz do angulo CAD e a reta que passa por pelo
vértice C sdo paralelas, os angulos ACF e CAE sdo congruentes, pois sio angulos alternos

internos, assim como os angulos AFC e DAE também sdo congruentes, pois sdo angulos

correspondentes. Como o angulo CAE é congruente ao angulo DAE, devido a reta AE ser

bissetriz do angulo CAD, ent#o, por transitividade, os angulos AFC e ACF sdo congruentes.
Dai resulta que o triangulo ACF é sempre isdsceles, de base CF, ocorrendo que sempre 0s
segmentos AC e AF possuirdo a mesma medida.

Usando o Teorema de Tales, a razdo entre as medidas dos segmentos AB e BE é
sempre igual a razdo das medidas dos segmentos AF e CE. Como os segmentos AF e AC séo
sempre congruentes, conforme dito no paragrafo anterior, entdo, as razdo entre as medidas dos
segmentos AB e BE é sempre igual a razdo das medidas dos segmentos AC e CE, resultando

que o Teorema da Bissetriz Externa é sempre valido.
3.5.4 Semelhanca de Triangulos

Dois triangulos sdo semelhantes quando os angulos de um deles possuem as

mesmas medidas dos angulos do outro.
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Caso 1: para que dois triangulos sejam semelhantes, é suficiente saber que ambos
os triangulos possuem dois angulos congruentes.

Caso 2: quando dois triangulos sdo semelhantes, significa que os seus lados
correspondentes sdo proporcionais.

Com os recursos do GeoGebra e com o auxilio do Teorema de Tales, sera possivel
demonstrar a veracidade dos casos supracitados.

O “caso 17 ¢ de facil verificacdo, pois se os tridngulos possuem angulos
correspondentes congruentes, entdo o terceiro angulo também serd congruente, haja vista que,
se os angulos do primeiro tridngulo tenham medidas X, y e z e 0 segundo triangulo tenha
medidas X', y' e ', com x=X' e y=Yy'. Entdo

X+Yy+z=180°=z=180°-x—-y
X'+y'+z2'=180°=1z"'=180°—x"'-y'
Resulta que z=z".

No GeoGebra, pode-se usar a ferramenta “angulo” para diagnosticar as medidas
dos angulos e dai verificar-se que os angulos correspondentes sdo congruentes.

Antes de se demonstrar a veracidade do “caso 2” através do GeoGebra, é
necessario saber construir um tridngulo com as medidas dos angulos predeterminadas. Para
1SS0, devem-se seguir 0s seguintes passos:

Passo 1: com a ferramenta “angulo com amplitude fixa”, determina-Se primeiro os
dois pontos que vao determinar o primeiro lado do triangulo, sendo que o segundo ponto
criado seré o vertice.

Passo 2: surgird a janela representada aqui pela figura 20, solicitando o valor do
angulo desejado. Digite, por exemplo, o valor de 45°, escolha a opgdo “sentido anti-horario” e
efetue o “ok”.

Passo 3: deve-se criar as semirretas AB e A'B com a ferramenta “semirreta reta
definida por dois pontos”.

Passo 4: cria-se outro angulo com medida predeterminada, estando o vértice desse
angulo sobre o ponto A da reta AB. Tendo a ferramenta “angulo com amplitude fixa” ativada,
deve se clicar primeiramente sobre o ponto B e depois no ponto A. No seguinte exemplo, foi

digitado o valor de 60° e escolhida & op¢ao “horaria”.
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Figura 41: Criando o triangulo ABC

Passo 5: constrdi-se a semirreta AB'. Em seguida, com a ferramenta “interse¢io
de dois objetos”, ativa-se o ponto “D”, interse¢io entre as semirretas BA' e AB'.

Passo 6: Caso se deseje que apenas o tridngulo ABD apareca na “jancla de
visualiza¢ao” do GeoGebra, ¢ necessario que na “janela de algebra” se desative os objetos
desnecessarios. Para esse caso, temos que desativar os pontos A' e B' e as equacdes das retas
“a”, “b” e “c”

c”. Desativando esses objetos, restardo na “janela de visualizagdo”, apenas os

pontos A, B e C. Dai, basta usar a ferramenta “poligono” para destacar o tridngulo AABC.
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Figura 42: Triangulo ABC construido
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Sabendo construir triangulos com as medidas dos angulos predeterminadas, pode-
se verificar o “caso 2” utilizando-se do seguinte artificio:

Primeiro constroi-se dois triangulos semelhantes de tamanhos diferentes, em
seguida, faz:

1* verificagdo do “caso 2”: com a ferramenta “distancia, comprimento ou
perimetro”, diagnostica-se 0 comprimento de cada lado dos tridngulos. Depois, basta calcular
a razdo dos lados correspondentes.

2% verificagdo do “caso 2”: caso construam-se tridangulos os ABC e DEF, tendo o
primeiro os lados AB, BC e AC correspondentes respectivamente aos lados DE, EF e DF do
triangulo DEF, basta ir ao “campo de entrada” do GeoGebra e digitar os comandos “AB/DE”,
“BC/EF” ¢ “AC/DF”. Dai, verifica-se na “janela de algebra” se os valores das razdes
calculadas séo iguais.

3* verificacdo do “caso 2”: essa verificagdo ¢ a mais utilizada quando ndo se tem
acesso ao software GeoGebra como auxilio. Na ocasido, é realizada com auxilio do Teorema
de Tales. Para isso, € necessario transportar um dos triangulos para cima do outro, de modo
que possuam um dos angulos congruentes, exatamente na mesma regido, como mostra a

figura abaixo, para os tridngulos ABC e A’B'C..

' GeaGebra DEx
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Entrada: )

Figura 43: Semelhanga de Tridngulos

Nota-se que os angulos ACB e sdo congruentes, significando que as retas suporte

de BC e B'C' séo paralelas. Nessa ocasido, pelo Teorema de Tales, mostra-se que as medidas
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dos lados AB e AB' possuem a mesma razéo entre as medidas dos lados AC e AC'. De modo

analogo, é possivel demonstrar que a razdo entre as medidas dos lados BC e B'C' é a mesma.

3.6 Quadrilateros

Pode-se construir e definir um quadrilatero criando-se os pontos A, B, C e D na

janela de visualizacdo, e em seguida fazendo uso da ferramenta “segmento definido por dois

pontos”, para construir os segmentos AB, BC, CD e AD. A reunido desses quatro
segmentos € um quadrilatero.

O quadrilatero sera convexo quando dois pontos quaisquer, pertencentes ao seu
interior, sdo extremidades de um segmento contido nesse quadrilatero. Caso contrério, o

quadrilatero sera céncavo.

o - [B]x]
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Figura 44: Quadrilateros

Em geral, todos os quadrilateros convexos possuem a soma de seus angulos
internos igual a 360°. Basta observar que uma diagonal qualquer do quadrilatero divide-o em
dois triangulos. Como a soma dos angulos internos de um triangulo qualquer é sempre igual a
180°, resulta que a soma dos angulos internos de dois tridangulos, compondo um quadrilatero,
é 360°.

48



Alguns quadrilateros, por serem mais comuns, tém nomes especiais. Sao eles: 0s
paralelogramos, os losangos, os retangulos, os quadrados e os trapézios. A seguir, sdo

demonstradas as propriedades que caracterizam cada caso, assim como suas construcoes.
3.6.1 Paralelogramo

Paralelogramo é o quadrilatero convexo que tem os lados opostos paralelos. Para
construir um paralelogramo na janela de visualizagdo do GeoGebra, faz-se uso das
ferramentas “reta definida por dois pontos”, “reta paralela”, “interse¢do de dois objetos” e
“poligono”.

Com a ferramenta “reta definida por dois pontos” constroem-Se as retas AB e

AC concorrentes em A. Usando a ferramenta “reta paralela”, constr6i-se uma reta paralela a

reta AB passando pelo ponto B e uma reta paralela a reta AC passando pelo ponto C. J& com
a ferramenta “interse¢do de dois objetos”, determina-se o ponto de intersecdo entre essas duas
Gltimas retas construidas. Por fim, basta utilizar a ferramenta “Poligono” para destacar o
paralelogramo designado pelos pontos A, B, C e D. Ainda é possivel ocultar a apari¢do das

retas atraves da janela de &lgebra, de modo que apareca somente a figura do paralelogramo.
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Figura 45: Paralelogramo

Com algumas ferramentas de inspecdo do GeoGebra, como as ferramentas
“angulo” e “distancia, comprimento Ou perimetro”, é possivel observar que os paralelogramos

sempre possuem os lados opostos congruentes e angulos opostos congruentes.
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3.6.2 Losango

Losango é o quadrilatero convexo que tem os quatro lados congruentes. Para

construir um losango na janela de visualizagdo do GeoGebra, faz-se uso das ferramentas

29 ¢ 99 Ceq

“segmento com comprimento fixo”, “reta paralela”, “interse¢@o de dois objetos” e “poligono”.

Com a ferramenta “segmento com comprimento fixo” constroem-se 0os segmentos
AB e AC de extremidade no ponto A em comum. Usando a ferramenta “reta paralela”,

constréi-se uma reta paralela ao segmento AB e uma reta paralela ao segmento AC . J& com a
ferramenta “intersecdo de dois objetos” determina-se o ponto de intersecdo entre essas duas
ultimas retas construidas. Por fim, basta usar a ferramenta “poligono” para destacar o losango.
Em seguida é possivel selecionar o losango e ir a propriedades para configurar a espessura de

seus lados, assim como a cor do seu interior.

. GeoGebra EEX
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Figura 46: Losango

Pode-se verificar com as ferramentas “angulo” e “distancia, comprimento ou
perimetro” que qualquer losango construido tem seus lados congruentes, seus angulos opostos

congruentes e suas diagonais perpendiculares e se cruzando ao meio.

3.6.3 Retangulo

Retangulo é o quadrilatero convexo que tem os quatro angulos retos. Para a

construcdo de um retangulo na janela de visualizacdo do GeoGebra, em uma das maneiras
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diversas, faz-se necessario do uso das ferramentas “reta definida por dois pontos”, “reta

EE T3 % ¢

paralela”, “reta perpendicular”, “interse¢do de dois objetos” e “poligono”.

A principio, um dos caminhos € construir com a ferramenta “reta definida por dois
pontos”, uma reta AB para ser suporte de um dos lados do retangulo. Em seguida, com a

ferramenta “reta perpendicular”, constroi-se duas retas perpendiculares a reta AB, uma

passando pelo ponto A e a outra passando pelo ponto B. Ativando a ferramenta “reta paralela”

em cima de uma dessas retas perpendiculares, passa-se uma reta paralela a reta AB. Usa-se a
ferramenta “interse¢do de dois objetos” para determinar o ponto de interse¢a0 entre essas duas
Gltimas retas relacionadas e, por fim, com a ferramenta “poligono”, destaca-se 0 retangulo que

é designado pelos pontos A, B, C e D criados.
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Figura 47: Retangulo

E possivel verificar com as ferramentas de medidas do GeoGebra, que todo
retangulo construido possuird as mesma propriedades do paralelogramo, além do mais, terd

seus angulos internos medindo 90° e diagonais congruentes que se intercepta ao meio.

3.6.4 Quadrado

Quadrado é o quadrilatero convexo que tem os quatro lados congruentes e 0s
quatro angulos retos. E possivel construir um quadrado na janela de visualizagdo do

GeoGebra, fazendo uso apenas da ferramenta “poligono regular”.
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Para construir o quadrado, basta ativar a ferramenta “poligono regular” sobre a
janela de visualizacdo do GeoGebra, e, apds escolher duas regides onde se localizardo as
extremidades de um lado do quadrado, aparecera a janela a seguir solicitando a quantidades

de lados do poligono regular.

+ Poligono Regular

Vértices

Figura 48: Namero de lados do poligono regular

Dai basta digitar o nimero 4 e instantaneamente aparecera o quadrado. Nota-se
novamente com as ferramentas de inspecdo de medidas do GeoGebra que qualquer quadrado
construido tera as mesmas propriedades do retangulo, acrescentando que seus lados sempre

serdo congruentes.

+ GeoGebra [ [=0(E3]
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= Segmento
~@ a=5
9 e=8

Entrada: [}

Figura 49: Quadrado

3.6.5 Trapézio

Trapézio é o quadrilatero convexo que tem pelo menos dois lados opostos
paralelos. Os trapézios por sua vez, podem ser subdivididos em trés categorias, sendo o
trapézio escaleno, o trapézio isosceles e o trapézio retangulo.

Para a construgdo de um trapézio qualquer na janela de visualizacdo do GeoGebra,

2 ¢

faz-se uso das ferramentas “reta definida por dois pontos”, “reta paralela” e “poligono”.

52



Com a ferramenta “reta definida por dois pontos”, cria-se sobre a janela de
visualizacdo uma reta AB. Usando a ferramenta “reta paralela”, cria-se uma reta paralela a
AB, tal que essa reta passa por um ponto C ndo pertencente a reta AB. Em seguida, basta
usar a ferramenta “poligono” para determinar o trapézio, de modo que os pontos A, B, C e um

ponto D pertencente & Gltima reta construida sejam seus vértices.

+ GeoGebra [9[=1[E3]
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Figura 50: Trapézio

Depois de criado o trapézio, podemos deforma-lo para obter outros formatos e dai
verificar com a ferramenta “angulo”, que ha sempre dois pares de angulos suplementares.
Caso os lados apoiados nas retas paralelas tenham medidas diferentes, entdo o maior lado é
chamado de “base maior” e o menor lado ¢ chamado de “base menor”.

Chama-se “base média do trapézio” o segmento de reta paralelo as bases
anteriormente citadas e de extremidades nos pontos médio dos outros dois lados.

Aproveitando o trapézio anteriormente construido, usa-se a ferramenta “ponto

médio ou centro” para determinar o ponto médio dos segmentos AB e BC, e ja com a
ferramenta “segmento de reta” constroi-se a base média. Ao inspecionar a medida dessa base
média, é possivel notar que sua medida sera igual a semi-soma de suas bases. Prosseguindo
com o0 uso das ferramentas “segmento de reta” e “intersecdo de dois objetos”, determinam-se
as diagonais do trapézio e seus pontos de intersecdo com a base média de acordo com a

ilustracao a seguir:
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Figura 51: Base Media do Trapézio

Com as ferramentas de inspecdo de medida, verificar-se-4 também, que:

AB. HF-1AB.EH-2DC.GF-'DCeGH-: DC_AB .
2 2 2 2

rl'l
()
I
N| =

3.7 Poligono

A palavra "poligono™ advém do grego e quer dizer muitos (poly) e angulos (gon).
A definicdo usada por Euclides para poligono era a de uma figura limitada por linhas retas,
sendo que estas linhas deveriam ser mais de quatro, e figura qualquer regido do plano cercada
por uma ou mais bordas. Consideramos aqui uma definicdo mais geral do que vem a ser

poligono. Segundo Dolce (1999),

Dada uma sequéncia de pontos de um plano (A;,A,,...,A;) com n>3, todos distintos,
onde trés pontos consecutivos ndo sdo colineares, considerando-se consecutivos A,
1 Ay e Ag, assim como A, A, € Ay, chama-se poligono a reunido dos segmentos
AsAs, ANAs, ..., AniAn, AnAL

Indicacdo: Poligono AjAxAs... AnaA, ou, simplesmente, AjANAs... AntAn.

Como j& usado anteriormente em alguns casos de construcdo de triangulos e

quadrilateros, a ferramenta “poligono” ¢ capaz de fazer poligonos de quantos lados se queira.
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Ainda em sua quinta caixa de ferramentas do GeoGebra, encontra-se as ferramentas “poligono
regular” (usado anteriormente para a constru¢ao do quadrado), “poligono rigido” e “poligono

semideformavel”.

3.7.1 Elementos do poligono
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Figura 52: Poligono convexo ou céncavo

Os elementos de um poligono séo:

Lado: E cada um dos segmentos de reta que une vértices consecutivos.

Vértice: Ponto de encontro dos segmentos.

Diagonal: Segmentos que unem dois veértices ndo consecutivos.

Angulos internos: Angulos formados por dois lados consecutivos.

Angulos externos: Angulos formados por um lado e pelo prolongamento do lado a
ele consecutivo.

Quando dois lados de um poligono tém um vértice em comum, eles sdo chamados
de lados consecutivos. Por outro lado, quando dois lados ndo possuirem um vértice em
comum, serdo chamados de lados ndo consecutivos. De modo semelhante, dois angulos de um
poligono sdo chamados de angulos consecutivos se possuirem um lado em comum, e, caso
contrério, serdo chamados de &ngulos ndo consecutivos.

Um poligono de n vértices possui n lados e n angulos, e a soma das medidas dos n
lados do poligono é chamado de perimetro do poligono.

Segundo Dolce (1999),
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O poligono é considerado convexo se, e somente se, a reta determinada por dois
vértices consecutivos quaisquer deixa todos os demais (n-2) vértices num mesmo
semiplano dos dois que ela determina.
Se um poligono nédo é convexo, diremos que ele é um poligono céncavo.

Um poligono é equilatero quando possui seus lados congruentes.

Um poligono é equiangulo quando possui seus angulos congruentes.

Um poligono é regular quando é simultaneamente equilatero e equiangulo.

3.7.2 Nomenclatura dos poligonos

Alguns poligonos recebem nomes de acordo com seu namero de lados, dentre

alguns deles, apresenta-se na tabela a seguir.

N° de Lados Nome
nao existe
nao existe
triangulo
quadrilatero
pentagono
hexagono
heptagono
octégono
eneagono
decagono

© 0o N o oW N e

=y
o

N° de Lados Nome

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

undecagono
dodecagono
tridecagono
tetradecagono
pentadecagono
hexadecéagono
heptadecagono
octodecagono
eneadecagono
icosagono

3.7.3 Diagonais, Angulos internos e Angulos externos

O numero de Diagonais de um poligono qualquer é

N° de Lados Nome

30
40
50
60
70
80
90
100

triacontagono
tetracontagono
pentacontagono
hexacontagono
heptacontagono
octacontagono
eneacontagono
hectagono

——, onde n é o nUmero

de vertices. Essa formula pode ser deduzida a partir da combinacdo de dois vertices dentre 0s

n vértices, excluindo vértices que se combinam para formar os segmentos referentes aos lados

do poligono.
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Figura 53: NUmero de diagonais

Nota-se que em cada vértice é possivel partir (n-3) diagonais. Como ha n vértices
e levando em consideracdo que se conta cada diagonal duas vezes, tem-se entdo a férmula
acima.

Observando que em um poligono de n lados pode ser composto por (n-2)
triangulos disjuntos e como a soma dos angulos internos de cada triangulo é 180°, resulta que
a soma dos angulos internos desse poligono é Sj,= (n-2) '180°. A titulo de exemplo, ver o
poligono acima, o qual tem nove lados e é composto por sete triangulos.

Angulo externo de um poligono é o angulo formado por um lado e o
prolongamento do lado adjacente. A soma de todos os angulos externos de um poligono pode
ser deduzido observando que cada angulo externo é suplementar a um angulo interno, como
ha& n angulos externos em um sentido de prolongamento dos lados, entdo a soma dos angulos

internos e externos de um poligono € igual a n180°.
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Figura 54: Soma dos angulos externos

Assim somente a soma dos angulos externos é:
S,, =Nn-180°—(n—2)180°

S, =(n—n+2)-180°

S, =2-180°

S,, =360°

3.8 Circunferéncias e seus componentes

Segundo Dolce (1999, p. 147), “Circunferéncia é um conjunto dos pontos de um
plano cuja distancia a um ponto dado desse plano é igual a uma distancia (ndo nula) dada. O
ponto dado é o centro e a distancia dada € o raio da circunferéncia”.

Ainda segundo Dolce (1999, p. 149), “Circulo (ou disco) ¢ um conjunto dos
pontos de um plano cuja distancia a um ponto dado desse plano é menor ou igual a uma
distancia (ndo nula) dada”.

O GeoGebra possibilita construir uma circunferéncia ou circulo de forma livre e
no tamanho que se desejar.
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A primeira maneira de construir uma circunferéncia é ativando a ferramenta
“circulo dados centro e um de seus pontos”, e em seguida escolhendo a regido onde se
localizara seu centro e a regido onde passard um de seus pontos.

A segunda maneira de construir uma circunferéncia é ativando a ferramenta
“circulo dados centro ¢ raio”, pré-determinar a regido onde se localizara o centro e determinar
na janela a seguir a medida do raio.

Raio

Figura 55: Medida do raio

A terceira maneira de construir um circulo é ativar a ferramenta “circulo definido

por trés pontos” e escolher trés regides distintas por onde se deseja que passe a circunferéncia.
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Figura 56: Circunferéncias

A ferramenta “compasso” serve para fazer uma copia de outra circunferéncia ja
construida ou encontrar a medida da distancia entre dois pontos para ser o raio de uma

circunferéncia nova.

Na figura a seguir sdo ilustrados os elementos de uma circunferéncia
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Figura 57: Elementos das circunferéncias

3.8.1 Posicdes relativas entre retas e circunferéncias

Quando uma reta intercepta uma circunferéncia em dois pontos, ela é chamada de
reta secante, caso intercepte em apenas um ponto, ela € chamada de reta tangente.

Para fazer uma reta ser secante a uma circunferéncia no GeoGebra, basta criar
uma circunferéncia escolhendo um dos métodos acima e, em seguida, escolher dois de seus
pontos para, com a ferramenta “reta definida por dois pontos”, criar uma reta interceptando-a.

Para fazer uma reta ser tangente a uma circunferéncia no GeoGebra, deve-se
construir uma circunferéncia, designar o seu raio usando a ferramenta “segmento definido por
dois pontos” pondo as extremidades no centro e em dos pontos da circunferéncia, e por fim,
usar a ferramenta “reta perpendicular” para definir uma reta perpendicular ao segmento

construido a pouco, passando pela extremidade desse segmento que pertence a circunferéncia.
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D c(x+0F+(y-3P=8
D d(x-MP+(y-27=5
= Ponto

Reta secante

Reta tangente

Entrada | @

Figura 58: Reta secante e Reta tangente

Com as ferramentas do GeoGebra, € possivel mostrar que o raio de um circulo é
perpendicular a uma corda qualquer em seu ponto médio. Para tanto, ap6s construir um
circulo. Determina-se sobre ela uma corda usando a ferramenta “segmento definido por dois
pontos” e o ponto médio dessa corda usando a ferramenta “ponto médio ou centro”. Com a
ferramenta “semirreta definida por dois pontos” cria-se uma semirreta de origem no centro do
circulo passando pelo ponto medio da corda construida. Oculta-se essa semirreta e com a
ferramenta “segmento de reta definida por dois pontos” designa-se 0 raio do circulo que passa
pelo ponto médio da corda. Quando inspecionado o angulo entre a corda e o raio do circulo
com a ferramenta “angulo”, nota-se que esse angulo é reto. Para verificar outras situagoes,
basta com a ferramenta “mover” aumentar ou diminuir o tamanho do circulo e animar uma

das extremidades da corda.
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Figura 59: Raio perpendicular a corda
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Sem o auxilio do GeoGebra, esse fato acima é demonstrado geometricamente,

verificando que os triangulos ADE e ACE séo congruentes pelo caso (lado,lado,lado).
3.8.2 Posicdes relativas entre duas circunferéncias

Com auxilio da ferramenta “intersecdo de dois objetos” pode-se identificar as
posicdes relativas de duas circunferéncias A; ¢ A,. Sendo ry e rp respectivamente os raios de Aq
e A2. A relagdo que A; pode ser em relacdo a A, da seguinte forma:

Interna: Quando A; tem todos seus pontos internos a A,. Nesse caso a distancia
entre os centros de Ay € A, € menor que ry-r; .

Tangente interna: Quando A; tem apenas um ponto comum com X, e 0s demais
pontos de A; sdo internos a A,. Nesse caso a distdncia entre os centros de A; e A, € igual a

rL-rp.

Secante: Quando A; intercepta em somente dois pontos com Ap. Nesse caso a
distancia entre os centros de A; € A € maior que ry-r, e menorque ri+r;.

Tangente externa: Quando A; tem apenas um ponto comum com A, € 0S demais
pontos de A; sdo externos a A,. Nesse caso a distancia entre os centros de A; ¢ A, € igual a
rh+r.

Externa: Quando A; tém todos seus pontos externos a A,. Nesse caso a distancia

entre os centros de Ay e A, € maior que ry +r;.
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Figura 60: Relacdo entre duas circunferéncias
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3.8.3 Angulos na circunferéncia

Angulo central relativo a uma circunferéncia é o angulo que tem vértice no centro

da circunferéncia. A medida desse angulo corresponde a medida do arco equivalente.

Figura 61: angulo central
Angulo inscrito relativo a uma circunferéncia € um angulo que tem o Vértice na
circunferéncia e os lados sdo secantes a ela. A medida desse angulo €é igual a metade da

medida do angulo central correspondente.
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Figura 62: angulo inscrito

Angulo excéntrico interior relativo a uma circunferéncia é o angulo que tem o
vértice no interior da circunferéncia e os lados sdo secantes a ela. A medida desse angulo é

igual a semi-soma dos angulos centrais correspondentes.

Figura 63: angulo excéntrico interior
Angulo excéntrico exterior relativo a uma circunferéncia é o angulo que tem o
vértice no exterior da circunferéncia e os lados sdo secantes ou tangentes a ela. A medida

desse angulo é igual ao mddulo da semi-diferenca dos angulos centrais correspondentes.

Figura 64: angulo excéntrico exterior
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3.8.3 Quadrilatero circunscrito e inscrito na circunferéncia

Teorema do bico: Se de um ponto P conduzir os segmentos PA e PB, ambos

tangentes a uma circunferéncia, com A e B na circunferéncia, entéo PA =PB.

Figura 65: Teorema do bico

Um quadrilatero convexo é circunscrito a uma circunferéncia se, e somente se,
seus quatro lados sdo tangentes a circunferéncia.

Caso um quadrilatero seja circunscrito a uma circunferéncia, entdo a soma de dois
lados opostos é igual a soma dos outros dois. 1sso pode ser verificado algebricamente usando
o teorema do bico.

Para tanto, basta verificar se os tridngulos APO e BPO sdo congruentes. Nessa
ocasido, tem-se que o lado POé comum aos dois triangulos, e os lados AO e BO
corresponde ao raio do circulo, e portando, tem a mesma medida. Como os lados AP e BP,
s&o tangentes ao circulo, resulta que os angulos PAO e PBO medem 90°. Dai, 0s triangulos

APO e BPO sédo congruentes pelo caso LAL.

Utilizando as ferramentas do GeoGebra, como as ferramentas de inspecdo de

medida de angulo e segmento, é possivel averiguar que os seguimentos AO e BO possuem a

mesma medida.
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3.9 Atividades de Geometria Plana sugerido com o auxilio do GeoGebra.

As atividades aqui sugeridas tem o intuito de fundamentar a teoria de geometria
plana, de forma “mais concreta”, ou seja, embora o GeoGebra seja apenas um software, o
mesmo é capaz de introduzir imagens dindmicas ao aluno do ensino béasico, de forma a
apresentar uma visdo mais apurada do que vem a ser determinados conceitos da geometria
plana. Os exercicios a principio sdo simples na visdo de um puablico mais amadurecido no
assunto, mas a intencdo € que eles sejam aplicados aos alunos do ensino basico que tem
dificuldades em visualizar e entender os conceitos da geometria plana.

Nas atividades que se segue, pressupde que o professor tenha ensinado a teoria
equivalente a cada assunto. Os exercicios, em sua maioria, sdo construtivos, ou seja, 0s alunos
aprimora o0s conceitos de geometria plana, com as aplicacdes das ferramentas inseridas no

software GeoGebra.

Propriedade da mediatriz

1- Construa um segmento AB.

2- Coloque o ponto médio M de AB.

3- Trace a mediatriz de AB.

4- Coloque um ponto P#M sobre a mediatriz.
5- Encontre as distancias de P a A e de P a B.

6- Mova os pontos A, B e P. Que sera observada.

Propriedade da Bissetriz

1- Construa um angulo com vértice A e construa a bissetriz do angulo.

2- Coloque um ponto P sobre a bissetriz, P£A.

3- Encontre a distancia do ponto P a cada lado do angulo (como é definida a
distancia do ponto a reta?).

4- Mova o ponto P sobre a bisstriz e altere o angulo, que propriedade é
observada?

5- Aproveitando o que foi feito, construa também os segmentos que fornecem as

distancias.
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Quadrilatero com vértices nos pontos médios de outro quadrilatero

Construa um quadrilatero qualquer.

Encontre os pontos médios de seus lados.

Construa um quadrilatero com vértices nesses pontos médios.

Mova os Vértices do quadrilatero inicial.

O que vocé pode observar no quadrilatero com vértices nos pontos médios?

Ele possui alguma propriedade em especial?

Quadrilatero inscrito

Construa uma circunferéncia.

Construa um quadrilatero convexo inscrito nessa circunferéncia.

Determine as medidas dos angulos internos do quadrilatero.

Procure encontrar alguma propriedade que se mantém no quadrilatero
movendo seus Vértices sobre a circunferéncia.

O que vocé pode observar no quadrilatero? Ele possui alguma propriedade em

especial?

Quadrilatero circunscrito

Construa uma circunferéncia.

Construa um quadrilatero convexo inscrito nessa circunferéncia.

Determine as medidas dos lados do quadrilatero.

Procure encontrar alguma propriedade que se mantém no quadrilatero sobre a
circunferéncia ao movimentar os vértices do quadrilatero.

O que vocé pode observar no quadrilatero? Ele possui alguma propriedade em

especial?

Circunferéncia inscrita em um quadrado

1-
2-
3-

Construa um quadrado.
Inscreva uma circunferéncia neste quadrado.

Obtenha o perimetro do quadrado.
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Obtenha o perimetro do quadrado.

Obtenha o comprimento da circunferéncia.

Calcule a razdo entre o perimetro e comprimento.

Movimente um dos vértices do quadrado, alternado assim o tamanho da
figura.

Verifique novamente a razéo.

O que vocé concluiu? Procure justificar a sua conclusao.

Poténcia de ponto

Construa uma circunferéncia de raio qualquer.

Marque um ponto P qualquer, interno a essa circunferéncia. Por este ponto
trace duas retas distintas que interseccionam a circunferéncia.

Chame as retas de PR e PS. Os pontos de interse¢cdo da reta PR com a
circunferéncia chame de A e B e os da reta OS, chame de C e D.

Meca o comprimento dos segmentos PA, PB, PC e PD.

Verifigue o que acontece com 0s produtos do item anterior, quando se

movimenta o ponto P.

Mediana de um triangulo retéangulo

Construa duas retas perpendiculares r e s e chame de P o ponto de interse¢ao
deres.

Coloque um ponto A sobre r e um ponto B sobre s.

Construa o segmento AB.

Obtenha o ponto médio M do segmento AB.

Construa o segmento MP.

Movimente os pontos A e B e verifique se existe alguma relacdo entre as
medidas da mediana MP e da hipotenusa AB do triangulo retangulo ABP.

Enuncie a propriedade observada.
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Propriedades do triangulo isésceles

Construa um triangulo iséscele e verifique:

1- A mediana coincide com a bissetriz e a altura relativa a base?

2- A mediana coincide com a bissetriz e a altura relativas a dos lados
congruentes?

3- As medianas relativas aos angulos da base sdo congruentes?

4- As bissetrizes relativas aos angulos da base sdo congruentes?

5- As alturas relativas aos angulos da base sdo congruentes?

Propriedades do triangulo retangulo

Construa um tridngulo retangulo e verifique:

1- O teorema de Pitagoras € satisfeito?

2- Qual relacdo ha entre a mediana relativa a hipotenusa e a hipotenusa?

3- Qual relacdo ha entre o produto das medidas entre os catetos e o produto da

medida da hipotenusa com altura relativa a hipotenusa.

Propriedades do triangulo retangulo

Construa um triangulo equilatero e verifique:

1- Suas alturas possuem a mesma medida?

2- Qual relagdo existe entre a distancia de um vértice ao baricentro e a distancia
do mesmo vértice ao ponto de intersecdo da mediana com o lado oposto ao

vértice referido?

Propriedades do paralelogramo

Construa um paralelogramo e verifique:
1
2
3

4- Quando suas diagonais sdo congruentes?

Qual a relacdo entre angulos opostos?

Qual a relacdo entre lados opostos?

Que caracteristica tem o ponto de intersecdo entre as diagonais?

5- Quando suas diagonais sao bissetrizes de seus angulos internos?
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6- Quando suas diagonais sdo perpendiculares?
Propriedades do trapézio

Construa um trapézio iséscele, um trapézio retangulo e um trapézio escaleno e
verifique se:

1- Quais dos trapézios possuem suas diagonais congruentes.

2- O que se pode dizer a respeito das medidas dos angulos de uma mesma base?

3- Que relacdo ha entre as bases e a base média?
Exercicios retirados do Matematica Elementar, v.9 , 1999, de Dolce, Osvaldo.

1. P, A e B sdo trés pontos distintos de uma reta. Se P estd entre A e B, que

relacéo deve ser valida entre os segmentos PA, PB e AB.

2. Sejam P, A, Q e B pontos dispostos sobre uma reta r, nessa ordem. Se PA e

QB séo segmentos congruentes, mostre que PQ e AB sd0 congruentes.

3. Prove que as bissetrizes relativas aos lados congruentes de um triangulo

isdsceles sdo congruentes.

4. Prove que, a bissetriz relativa a um lado de um triangulo € também mediana

relativa a esse lado, entdo esse tridngulo € isosceles.

5. Se P é um ponto interno de um triangulo ABC, mostre que BPC é maior que

6. Se P € um ponto interno de um triangulo ABC e x=PA, y=PB e z=PC,

mostre que X+ Y+Z esta entre o semiperimetro e o perimetro do triangulo.

7. Se m, € a mediana relativa ao lado a de um triangulo de lados a, b e c, entdo:

b+c
<m, <——

f2

b-c
2
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8. Prove que a soma das medianas de um tridngulo € menor que o perimetro e

maior que o semiperimetro.

9. Prove que no triangulo ABC, da figura, vale a relacdo o—p=B-C, sendo

AD bissetriz do angulo BAC.

10. Determine a medida do angulo do vértice A do tridngulo isdsceles ABC,

sabendo que os segmentos BC, CD, DE, EF e FA sdo congruentes.

A

c B

11. Mostre que, se uma mediana relativa a um lado de um triangulo mede a

metade desse lado, entdo o triangulo é retangulo.

12. Toda reta que passa pelo ponto médio de um segmento € equidistante das

extremidades do segmento.

13. Prove que a altura relativa a qualquer lado de um triangulo € menor que a

média aritmética dos lados adjacentes.

14. Se ABCD ¢é quadrado e ABP é triangulo equilatero, determine X nos casos:

D, c,
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15. Prove que os pontos médios dos lados de um quadrilatero qualquer sdo

vértices de um paralelogramo.

16. A que condi¢des devem obedecer as diagonais de um quadrilatero convexo

para que os pontos médios de seus lados sejam vértices de um losango? E de um retangulo?

17. A que condicBGes devem obedecer as diagonais de um quadrilatero convexo

para que os pontos médios de seus lados sejam vértices de um quadrado?

18. Seja ABCD um trapézio de base maior AB e base menor CD. Sejam M o
ponto médio do lado AD e N o ponto médio de BC. Os pontos P e Q sdo os pontos de

intersecdo de MN com as diagonais AC e BD, respectivamente. Dados AB=a e CD=Db,
calcule MN, MP, MQ, NP, NQ e PQ.

19. Podem os angulos internos e externos de poligono regular apresentar medidas

iguais? Em que caso isso ocorre?

20. Quantas diagonais podemaos tracar, partindo de um vértice de um poligono de
20 lados?

21. A distancia entre os centros de duas circunferéncias tangentes internamente é

5cm. Se a soma dos raios é 11cm, determine 0s raios.

22. Duas circunferéncias de centro A e B sdo tangentes externamente e
tangenciam internamente uma circunferéncia de centro C. Sendo AB=12m, AC 17m e

BC=13m, determine os raios dessas circunferéncias.

23. Considere um triangulo ABC de lado AB=c, AC=beBC=a,esejamP, Q

e R os pontos em que os lados BC, AC ¢ AB tangenciam a circunferéncia inscrita. Calcule

os segmentos AR=x,BP=ye CQ =z

24. A hipotenusa de um triangulo retdngulo mede 10cm e o raio do circulo

inscrito mede 1 cm. Calcule o perimetro do tridngulo.
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25. Qual a quantidade maxima de intersecdes entre n circunferéncias distintas em

um plano?

26. Qual a quantidade maxima de interse¢des entre n retas distintas em um plano?

27. Na figura a seguir, ABC é um triangulo arbitrario. Determine P de modo que o

paralelogramo BMPN tenha area maxima.

A

28. Dentre os triangulos de base e perimetros fixados, prove que o isésceles tem a

maior area.

29. As retas r e s sdo paralelas e o segmento AB é perpendicular a ambos. Os
segmentos AD e BC cortam-se em P.

a) Mostre que as areas dos triangulos PAB e PCD sdo iguais.

b) Dados AB =1, BD =7 e AC = 18, calcule a area do triangulo PDC.

30. No paralelogramo ABCD de érea 1, os pontos P, Q e R, nesta ordem, dividem

a diagonal AC em quatro partes iguais, Qual é a area do triangulo DPQ?
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CONCLUSAO

A principal intencdo desse trabalho é disseminar as utilidades de uma nova
tecnologia, que tem caractere educativo, para Professores que lecionam Matematica ou areas
afins. Considerando que as dificuldades apresentadas no dominio de conceitos geométricos
pelos alunos do ensino bésico é uma preocupacao dos sistemas de ensino em nosso cotidiano
e partindo da premissa que os professores necessitam melhorar a aprendizagem de seus
alunos, foi feito um trabalho que envolvesse um recurso novo, a qual se possa utilizar em sala
de aula. Tal recurso trata-se de um software educativo, que se chama Geogebra. O intuito foi
apresentar uma alternativa pedagdgica nova de ensino da geometria plana, especificamente
ensinado no ensino basico. Em questdo, o software é apresentado como um mecanismo de
aprendizagem dinamico, a qual os alunos conseguem se envolver em suas ferramentas,

adquirindo conhecimentos quando manipulam figuras geometricas.
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