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Resumo

O presente trabalho demonstra, a partir de definigoes e exemplos, uma forma alternativa
de representar os nimeros reais através das fracoes continuas. Uma fracao continua fi-
nita (simples) representa um nimero racional e a principal ferramenta para obtencao de
um numero racional, representado como fragao continua, é o algoritmo de Euclides. Uma
fragdo continua infinta (simples) representa um nimero irracional e a principal ferramenta
para obtencao de um nimero irracional é a racionalizacao. Com isso, podemos utilizar as
fracoes continuas para alunos do ensino médio. Os ntimeros racionais conseguimos repre-
sentar de forma exata e os nimeros irracionais conseguimos excelentes aproximagoes por
meio dos nuimeros racionais. As principais aplicacoes das fragoes continuas sao: equagoes

diofantinas lineares e equagao de Pell.

Palavras-chave: Numeros reais; nimeros racionais; algoritmo de Euclides; equagao
diofantina; congruéncia linear; niimeros irracionais; racionalizagao; aproximagoes; equagao

de Pell.



Abstract

This present work shows, from definition and examples, an alternative form of representing
of real numbers by continued fractions. A finite continued fraction represents a rational
number and the principal tool for representing a racional number as a continued faction
is the Euclid‘s algorithm. With this tool for representing continued fractions, we can
introduce the study of continued fractions in college school.

We can represent rational numbers in an exact form while for irrational numbers we
obtain excellent approximations. The main applications of continued fractions are: Di-

ophantine linear equation and equation of Pell.

Keywords: Real numbers; rational numbers; Euclid’s algorithm; Diophantine equa-
tion; linear congruence; irrational numbers; rationalization; approximations; Pell’s equa-

tion.
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Capitulo 1
Definicao e notacao

A expressao da forma:

by
&1—1-—,]2
as +

— 5
az+—3-

E chamada de fracdao continua. Em geral, os nimeros ay, as, -+ ,ap, - €by, by, -+ by, -+
sao numeros reais ou complexos e o nimero de termos pode ser finito ou infinito. Aqui
trabalharemos somente com as fragoes continuas onde todos os b; = 1. Sao chamadas de
fracoes continuas simples:

1
a1+a T 1 :[al;a27a37"'}
2 az+—+—

Onde o primeiro termo a; é um inteiro que pode ser positivo, zero,ou negativo e os

termos as, ag, aq, - - - sao inteiros positivos.

Quando a fracao continua tem a formas:

1
a; + 1 :afl;a27"'7an]
az +

., 1
‘+E

E chamada de fracdo continua finita simples, pois possui um nimero finito de termos
ai,Qs, -+ ,a,. Os termos ai,as,as,--- sao chamados de quocientes parciais ou simples-

mente termos da fracdo continua.



Parte inteira e parte fracionaria de um nimero real

Definicao 1.1. Chamamos de parte inteira de um numero real o maior inteiro menor

ou iqual ao numero.

Definicao 1.2. Chamamos de parte fraciondria de um nimero real a diferenca entre

0 numero e sua parte inteira.

Exemplo 1.1. Alguns exzemplos da parte inteira e a parte fraciondria de um nimero real:

(a) A parte inteira e a parte fraciondria de %

A parte inteira de g ¢ 2, pois 2 é o maior inteiro menor que ou igual a g

Temos:

5
2< -<3
-2

%, pois a diferenca entre 2 e sua parte inteira é 1

A parte fracionaria de 2 é 5 5

2

Temos:

1
) Y
2

N Ot

A parte inteira e a parte fraciondria de 4,25.
A parte inteira de 4,25 é 4, pois 4 é o maior inteiro menor que ou igual a 4, 25.

Temos:

4<4,25<5

A parte fracionaria de 4,25 é 0,25, pois a diferenca entre 4,25 e sua parte
inteira é 0, 25.
Temos:

4,25 —4=0,25
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(¢c) A parte inteira e a parte fraciondria de —%.

A parte inteira de —g é —3, pois —3 é o maior inteiro menor que ou igual a

Nt

Temos:
-3 < 5 <=2
- 2

5 41
2 €3

3

A parte fracionaria de — 5

, pois a diferenca entre —= e sua parte inteira é

1

3-

Temos:

A parte inteira e a parte fraciondria de /6.
A parte inteira de v/6 é 2, pois 2 é o maior inteiro menor que ou igual a v/6.

Temos:

2=V4<V6<v9=3

A parte fracionaria de V6 é V6 — 2, pois V6—26a diferenca entre V6 e sua

parte inteira.

A parte inteira e a parte fraciondria de v/13 — 1.

A parte inteira de /13 — 1 é 2, pois 2 é o maior inteiro menor que ou igual a
V13 — 1.

Temos:

3=v/9<V13<V16=14

Entao:

3—-1<v13-1<4-1
2<V13-1<3
A parte fraciondria de /13 —1é (V13 —1) —2 =+/13 — 3.

A parte inteira e a parte fraciondria de —7+2V L2

A parte inteira de HT V15 & 5, pois 5 é o maior inteiro menor que ou igual a

7+v/15
YIS,
3< V15 <4
T4+3<7T+V15<T7+4

11



100<7+V15 <11

Portanto:
7+ V15
. 2

TY15 ¢ a diferenca entre 75

T+VI5) o =3+V15
2 B 2

5

A parte fracionaria de

e sua parte inteira, entao

(g) A parte inteira e a parte fraciondria de 7
A parte inteira de 7 é 3, pois 3 é maior inteiro menor que ou igual a 7. Como
m = 3,1415..., temos que:
3<3,1415... < 4

A parte fracionaria de 7 é a diferenca entre 7 e sua parte inteira,

(m—3) = 0,1415...

Expandir um nimero real é escrever na forma de fracao continua. De um modo geral,
para expandir um ntimero real, separamos sua parte inteira da sua parte fracionéria, onde
a parte inteira é o primeiro termo da sequéncia de termos da fra¢do continua (podendo
ser um inteiro positivo, negativo ou zero). Invertemos a parte fraciondria, novamente
separamos a parte inteira da parte fracionéria, obtendo o segundo termo da sequéncia (a
partir daqui todos os termos sdo inteiros positivos), vamos repetindo o processo. Se a parte
fraciondria em alguma etapa é zero, o processo € finito e representa um ntmero racional. O
algoritmo de Euclides é a principal ferramenta para expandir niimeros racionais. Quando
a parte fraciondria em nenhuma etapa ¢ igual zero, o processo ¢ infinito e representa
um numero irracional. A principal ferramenta para expandir niimeros irracionais é a

racionalizacao.

12



Capitulo 2

Fracoes Continuas Finitas

Neste capitulo veremos como expandir um nimero racional. Todo niimero racional (deci-
mal exato ou dizima periédica) pode ser escrito na forma %’, com p e q inteiros e ¢ > 0. Um
nimero racional é representado por uma fracdo continua finita (simples). O algoritmo

de Euclides ¢é a principal ferramenta para expandir niimeros racionais.

2.1 Expansao Racional

Vamos comecar expandir nimeros racionais. O algoritmo de Euclides nos diz que todo

nimero inteiro p pode ser escrito da forma
p=nqg—+r

Os numeros n, q e r sao inteiros, com ¢ > 0e 0 <7 < q.

Exemplo 2.1. Qual ¢ a fragao continua que representa o numero racional % ?

A parte inteira de 1—70 ¢ 1, entao pelo algoritmo de Euclides:

10=7-1+3
Dividindo por 7:

10_1+3

T T

Ou seja, separamos a parte inteira da parte fracionaria.

A parte fracionaria de % é %

13



Fazendo % = +, entao:
3

O inverso da parte fracionaria % é % A parte inteira de % é 2, usando novamente o

algoritmo de Euclides:

7T=3-2+4+1
Dividindo por 3;
7 1
Z_—94 =
3 +3
Entao:
10
—~ 1
7 +2+§

A parte fraciondria de 57) é %

1

Fazendo % = 5 e usando novamente o algoritmo de Euclides:

=1co|

3=1-340

Como r = 0, nao podemos inverter a parte fracionaria, entao termina o processo.

Portanto:

Temos a sequéncia de termos a1 =1, as = 2 e ag = 3.
A sequéncia da coluna dos quocientes coincide com a sequéncia de termos da fracao

continua;

10=7-14+3
7T=3-2+1
3=1-3+4+0

Ou, de forma mais pratica;

1007131

14



Podemos representar o nimero 1—70 das seguintes formas:

10 1
=1+ =123

7 243

Exemplo 2.2. Representar % como fracao continua.

A parte inteira de é 1, pelo algoritmo de Euclides:

15=11-1+14
Dividindo por 11;
15 _ 4
n=1+x
A parte fracionaria de 22 é %
Fazendo 2 7= L, entdo:
T
15 _ 1
n= 1+ i
O inverso da parte fracionaria % é 14—1. A parte inteira de
algoritmo de Euclides:
11=4-2+43
Dividindo por 4;
1n_ 3
T =21

A parte fracionaria de 11 ¢ %.

Fazendo 2 1 = 7, entao:

o,u;|>—t

[y

1:2+

=
SIPNEE

O inverso da parte fracionaria % é %. A parte inteira de 4

algoritmo de Euclides;
4=3-1+1

Dividindo por 3;

O
I
—_
_l_
W=

15

11

4

3

¢ 2, usando novamente o

¢ 1, usando novamente o



4 144
A fracao inicial fica:
15 _ 1
=1t 2+—1p
1+%

A sequéncia de termos da fracao continua é: a; =1, a,, =2, a3 =1¢e ay = 3.
Usando o algoritmo (prético) de Euclides também conseguimos encontrar a sequéncia de

termos da fracao continua:

ql 12113«

15111431
r{4(131]1]0

Podemos representar % das seguintes formas:

15 1 — 1.
=t =[1213
1+§

Teorema 2.1. Um numero é RACIONAL se, e somente se sua expansdo € uma fracao

continua (simples) FINITA.

Demonstragcao. Basta mostrar que » = 0 em alguma etapa.
Seja § um numero racional, com ¢ > 0. Onde a; é um nimero inteiro tnico de forma a
deixar o resto 0 < r < ¢. O termo a; pode ser inteiro positivo, inteiro negativo ou zero;

Pelo algoritmo de Euclides temos:
p=ar-q+n
Onde a; ¢é a parte inteira de g. Dividindo por ¢;
§:a1—|—%,com0§r1<q

A parte fracionaria de § é %1.

Se 1 = 0, termina o processo e £ ¢ um nimero inteiro. Entao £ = a; = [a].

ESHS]

Se r # 0, fazemos %1 =

= ‘ml»—l

§:a1+£,com0<r1<q
1

q

O inverso da parte fraciondria % é L

16



A parte inteira de % é ao, usando novamente o algoritmo de Euclides para %:
q=az- Ty +T12

aqa T2
Tl—a2+rl,com0§r2<r1

T2

A parte fraciondria de L é 2,
1 1

Se ro = 0, termina o processo. Entao % = ay. A fracao g fica:

P=a+ . = w0

Se ry # 0, fazemos 2 = -

T2

ESELS]

=a; + —r, com 0 <7y <1y
1

az+-r

2

O inverso da parte fracionéria ;—f é :—;

A parte inteira de ;—; ¢ az. Usamos novamente o algoritmo de Euclides e continuamos o
processo até encontrar em alguma etapa um resto igual a zero. Surge a seguinte pergunta,
serd que para todo numero racional o processo € finito? Seria possivel nunca achar em
alguma etapa um r; = 07

Vamos supor que a sequéncia ¢, 71,7, - - - seja uma sequencia infinta. Todo subconjunto de
inteiros positivos possui um menor elemento. Como ¢ > ry > ry > - -+ é uma sequéncia de-
crescente de inteiros positivos, a sequéncia nao pode ser infinita, pois seria uma sequéncia
decrescente infinita de inteiros positivos menores que ¢, o que é um absurdo. Por esse
motivo, alguma etapa encontramos um r; = 0.

Continuando as etapas:
§:a1+%,com0<rl<q
i:ag—i-:—f,como<7”2<7“1

—:a3+:—§,com0<7“3<7‘2

™Tm—3 __ Tn—1

oy = Gn—1 7t 5=, cOm 0<rp_1<rpo paran >4
=2 = q, + 2 =gq, + -2 com 1, =0,n >3
Tn—1 n Tn—1 n Trn—1" n 9 il

Tnoo = (ay) - Tn_1 + rn, paran >3

17



Observagao. A expressao acima é uma recorréncia de segunda ordem.

Reciprocamente, a sequéncia finita [a;; as, ..., a,] representa o niimero g.

A sequéncia representa a fragao continua:

lai; ag, .., a,) = a1 + T ——
a3+
. -Jrﬁ
Sabemos que:
a, = ==2 com n > 3.
Tn—1
Substituimos na fragao continua expandida:
) _ 1
[a/laCLQ)")an] _a1+a2+ T
az+ 1
R)
Tn—1
. _ 1
[alva/Q?"?an] _a1+a2+ 11
an—1+70=3
Mas;
Tn—3 __ Tn—1
e, = Op—1 + =, com n > 4.
Substituindo;
) _ 1
[a17a2a"aan] _al+a2+ 1
g
"Tn—2

Continuando o processo, voltamos ao nimero g.

~ ~ 9
Exemplo 2.3. Escrever a expansao da fragao ;.

9=7-1+2

Dividindo por 7;

~|©
I
—_
+
o

Temos que % = +, entao:

l\.’)\\llb—‘

~|©
Il
—_
_I_

oI~ =

18



Usando novamente o algoritmo de Euclides;
7=2-3+1

Dividindo por 2;

Entao:

Exemplo 2.4. Representar % como fragao continua.
Vamos usar o algoritmo de Euclides:

18=1-14+14
Dividindo por 14;

18 __ 4 _ 1 _
H=l+f=1l+a=1+

NI

Usando novamente o algoritmo de Euclides;

7T=2-3+1
Dividindo por 2;
7 _ 1
3=3+3
Entao:
18 _ 1 _ 1.
14 — L+ 3+ T [1a372]
Observacao. Observando que % = %. Fragoes equivalentes geram a mesma sequéncia,

por isso é mais interessante trabalhar com as fracoes irredutiveis.
Teorema 2.2. Seja g irredutivel. A expansdo § = lay; ag, ..., a,| € unica.

Demonstra¢ao. Vamos supor que as sequéncias [as; ag, ..., a,] € [by;ba, ..., b,] representem
o0 numero g. A parte inteira de § é ay, por outro lado, a parte inteira de § também é
bi1. Mas pela definicao da parte inteira de uma fracao continua, a parte inteira é o maior

inteiro menor que a fracgao, portanto é tinico. Concluimos que a; = b;.

19



Entao:

§:a1+%:b1+%,com0<m<q

mos 2L = . r racao -+ rte inteir L ¢ qy r outr L ¢ by.
Te os”"q1 1 Paaafa(;aofl,a arte inte aderqle , PO otolado,rqleb

1
Concluimos que ay = bs.

Entao:

4 _ ra _ r2
Tlfa2+rlfbg+rl,com0<r2<r1

Continuando o raciocinio, temos a; = by, as = by ,..., a, = b,; concluimos que as
sequéncias sao iguais. Portanto, da maneira que sao obtidos os a;, através do
algoritimo de Euclides (a parte inteira de um um nimero é tnica), a sequéncia
¢é Unica. ]

A sequéncia [ay;as, .., a,] da expansdo de g, da forma que foi obtida é tnica, mas

podemos alterar o ultimo termo. Veremos no teorema abaixo:

Teorema 2.3. Uma fracdo continua tem no mdximo duas representacoes. Podemos mo-
dificar o ultimo termo da fracao continua de forma a deizar o numero de termos PAR ou

IMPAR.

Demonstracao. A fragao nao pode ter mais de duas representagoes, pois para ¢ > 1 0s a;

sao inteiros positivos entao sé temos duas possibilidades para o 1ltimo termo:
a, =1oua, > 1.
Seja £ = [ay; asg, ...a,], vamos modificar o dltimo termo;
q

e Se a, > 1, temos:

1 1 1 1

an an+(1-1) (an—1)+1 7 (an—1)+1

§ = [al;aQ, Oy, Ay — 1, 1]

A sequéncia passa a ter n + 1 termos.

e Se a, = 1, temos:

an—l"l‘ﬁ T an—1+1

20



ESHks}

B =lay;ag,...,apn—9,0n_1 + 1]

A sequéncia passa a ter n — 1 termos.

Observacao. Nos exemplos 2.3 e 2.4, podiamos representar como

TR =[1;3,2] = [1;3,1,1]
3+% 3—’—1—"];% ] YY)

Teorema 2.4. Se g = [ay; a9, ...,a,) €0 < q < p entao % = [0; ay, az, ..., ay].

Demonstragio. £ = [a1; s, ..., an] = a1 + ——5——
C R —
.+ﬁ
Temos:
4 —0+9=0+1
P - p + A
Entao;
a_ 1
p + a1+a m 1 T
R E—
Portanto:
qa _ 1.
p [07 a1,02, ..., an]

Observagao. A reciproca do teorema é verdadeira.
Exemplo 2.5. Representarg como fra¢ao continua.

Pelo exemplo 2.3, sabemos que % = [1;3, 2], entdo g =[0;1,3,2].

Exemplo 2.6. Escrever 74—‘17 como fracdo continua.

A parte inteira de ;—?f é —1, pois —1 < 74—3517 < 0, pelo algoritmo de Euclides:

—37=—44+7
Dividindo por 44;

—37 _ .

T

21



SN 37 4 7T
A parte fraciondria de —3" é ;7.

7o 1.
Fazendo i =

7
=37 1

A parte inteira de 4—74 ¢ 6.

Usando novamente o algoritmo de Euclides:

4 =7-642
Dividindo por 7;
a4 _ 2
T=6+7
. (. 44 7 2
A parte fraciondria de = é Z.
Fazendo % = };
2
44 _ 1
= =06+ T
A parte inteira de % é 3.
Usando o algoritmo de Euclides;
7 _ 1
3=3+3
A fracao inicial fica:
—37 _ 1
v e
2
Ou
2 =1[-1;6,3,2] = [-1;6,3,1,1]

44

Exemplo 2.7. Representar ’3—‘;4 como fra¢do continua.

A parte inteira de _3—1;4 é —2, pois —2 < _3—‘;4 < —1.

Pelo algoritmo de Euclides, nés temos:
—44 =37-(-2)+ 30

22



Dividindo por 37;

44 o, 30
o= 2+
S —44 4 30
A parte fraciondria de —= ¢ 3.
Fazendo % =4
30
44 o5 1
7 = 2t T
O inverso da parte fracionéria % é %. A parte inteira de g—g é 1.

Usando o algoritmo de Euclides novamente:

37=30-1+4+7

Dividindo por 30;

37 _ 7

s =1t35

. Y 37 2 7

A parte fraciondria de 55 ¢ 5.
Fazendo 3—70 = i;

=1+ 4

7
O inverso da parte fracionaria % é %. A parte inteira de 3—70 é 4.
Usando o algoritmo de Euclides:
30=7-4+42

Dividindo por 7;

30 _ 2

7 =447

. Y 30 2 2
A parte fraciondria de = é =.
Fazendo % =1
2
P=4+1

23



A parte inteira de g é 3.

7T=2-3+1

Dividindo por 2;

NI~
|
w
+

o=

N

A parte fracionaria de % é
A parte inteira de 2 é 2 e a parte fracionaria é 0

Entao:
—44 1
— =24+ ——=1-2:4.3,2|=1—2;4,3,1,1
37 +4+311 [777][7777]
3
Exemplo 2.8. Encontrar a fracao § sabendo que [1;1,1,2].
11,1, = 14—
) Lty - T 1
1 1 3 8
I+ =1+—=1+°="
I+ 142 55

Exemplo 2.9. Encontrar a fracdao § sabendo que [3;7,15,1]

_ 1
T

3715, =3+

16 _ 355

. :3"{'&:34"113_113

34— — =3+
ta Tt R a
1

Teorema 2.5. O maior divisor comum entre p e q € termo r,_1, comn > 2
Demonstracao. p=ay-q+ 1y, com 0 <1y <gq

g=ay- -1+ 19, com0<ry <mry

ri=a3-Te+ 173, com0 <rg<ry

Tneg = Gp_1°Tno+Tnh_1,com0<r, 1 <r,o comn=>4

Tneo = (Gp)  Th_1+7Tp =0, 1,1 +0,comr,=0en>3

Temos que
Th—9 = 0p - Tph_1+ 0, comn >3

24



Ou seja, r,_o é multiplo de r,_1.

Olhando para:
Tp—g = Qp_1*Tpn—2 + Tp_1, comn >4
como 7,_» ¢ multiplo de r,_1, substituimos:

The3 = Qp_1"Qp " Tp_1 T Th_1

Tneg = (Gpn_1-an+1)-71,_1, comn >4

Portanto, r,_3 também é multiplo de r,,_1, 7,,—4 também é muiltiplo de r,_;.
Continuando o processo, p e ¢ sao multiplos de r,_;. Logo, r,_1 é o maior divisor comum

entre p e q. ]

2.2 Convergentes da fragao continua

Definicao 2.1. Chamamos de convergentes da fracao continua os termos da sequéncia

C1,Ca, ...Cp tal que:

1
[
a3++

cp, =" =a

n dn 1 + a2+
o

O termo c¢; é chamado de primeira convergente, o termo ¢y é chamado de sequnda con-

vergente, assim sucessivamente.

Temos que:

o
[
S [=
I
»—AlS

Onde py =a1eq = 1.

Para o segundo termo ou segunda convergente;

I
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— P2 _ 1 _ arrae+l _ p2
02 q2 a]' + az a2 q2
Onde ps =a;-as+1 e g = as.
Para o terceiro termo ou terceira convergente;
C3=01+ —T =a1 + e = a1 + —28_—
3 1 a2+% 1 W 1 ag-az+1
3
Ca = al‘(0«2'113+1)+(13 __ aj-a2-aztaitas
3= az-a3+1 o az-az+1
Cq — G1-G2:a3taztar _ (araz+l)-aszta
3 az-az+1 (ag)-a3+1
3 = (a1-a2+1)-a3+ai _ pzastpr _ p3

(a2)-az+1 g2-a3+q1 a3

Onde p3 = py-az +p1 e g3 = q2 - a3 + qi.

O quarto termo ou quarta convergente depois de algumas manipulagoes;

__ p3-agtpz __ p4
cy = = — £2
4 q3-a4+q2 q4

Onde py = p3 - as +p2 € g1 = g3 - a4 + qo.

Nos sugere um termo geral da forma (ou n-ésima convergente):

— Pn—1-Gn+Pn—2 — DPn

C
n dn—1-ant+qn—2 qn

Vamos provar no teorema abaixo.

Teorema 2.6. O numerador p, e o denominador q, do n-ésimo termo ¢, da fracdao

continua |ay; as, as, ..., a,], satisfaz as recorréncias:

Pn = Dn—1"0n + Pn_2
On = Gn-1*0n + qn_2

Comp,=a;,pp=as-a;+1eq =1, gg =as. Paran > 3.

Demonstracao. A prova é feita por inducao;
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Sejam aq, as, .., a, reais, entao:
Para o cason =3

(a1-ag+1)-as+a1r __ prasgtp1 _ p3
(az)-az+1 g2-a3+q1 a3

C3 = = [a1;a27613

Vamos supor que seja verdadeiro para n = k:

_ Pk—10ktPr—2 __ Pk

Gk—1"0ktqK—2 qk - [al; az, .- Ak

Ck

Vamos provar para n = k + 1:

Temos;

Cr+1 = a1+ T
ag+ 1
! 1
kAT
Vamos fazer um pequeno artificio:
Cre1 = a1 + 11 = |a1; a2 ..CLkl(CLk—F 1)]
+ as+ 1 ) 9 -1 apr1
ag+
T 1
(‘Ug'?ﬁ)

Com isso, transformamos em uma sequéncia com k elementos (nossa hipétese de indugao

é verdade para n = k). Podemos usar a férmula de recorréncia para k elementos. O

1

k-ésimo termo é (ay, +
A1

). Temos:

Pr—1-(akt+ =) +pu—2

_ Ak+1 _ . 1
C = = lai;as, .., ar_1, (a +
k+1 qk*l'(ak+ak1+1)+qk72 [ 1, 42, .., Uk 17( k ak+1>]
Multiplicando o numerador e o denominador por ay1:
c _ Pe—1(ak- a1 +1)+pr_2-Grin
k+1 r—1-(ag-apr1+1)+qp_2-ar41
Reagrupando os termos:
c _ kg1 (Pr—10k+Pr—2)+Pr—1
k+1 k41 (qk—1-0x+qr—2)+qK—1
Entao:
_ Ok41Pk+PEk—1 __ Pk+1 __ .
Ck+1 = = = la1;aq, .., , ay, Gpy1]

Ok+1°GktaK—1 Qk+1

Logo, as recorréncias sao validas para todo n > 3.
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No comeco da prova usamos como hipdtese ay, as, ..., a, reais, pois no artificio, o niimero

ap + a;iH pode nao ser inteiro, por isso, nossa hipotese é o que torna as formulas validas.

Se sao validas para reais, também sao véalidas para inteiros. O

Observacao. Temos ¢,+1 > ¢, pois a, > 0 para n > 2.
Podemos definir para que as convergentes valham para todo n > 1. Para isso, teriamos

que definir os termos pg, p_1, ¢o € q_1.

Vamos definir os termos iniciais:
p=lep1=0
Gpo=0eq1=1

Para n =1, temos:

C = arpotp-1 __ a1-140 _ a1
1 a1-qo+q—-1 a1-0+1 1
Para n = 2, temos:
Co = 22P1tP0 _ araztl _ ay-agdl
= = =

a2-q1+qo az-a1+0 az

Com os valores iniciais pg, p_1, o € g—1, a férmula da convergente vale para todo n

natural. Observando que z—g e % nao sao convergentes.
Exemplo 2.10. Encontrar as convergentes da fragao [5;1,3, 5]
Vamos considerar os valores iniciais:

pp=lep1=0

go=0eq =1
O primeiro termo ou primeira convergente:

pr=a1-po+p-1=95-1+0
Gi=a-q@+qg1=50+1
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Para o segundo termo ou segunda convergente:

pp=az-p1+p=1-5+1=6
G2=a2-q1+qgp=1-1+0=1

_m_6
€2 = q2 1

Para o terceiro termo ou terceira convergente:
p3=az-p2+p=3-6+5=23
GBG=a3-@t+qa=3-1+1=4

—p3 _ 23
€3 q3 4

Para o quarto termo ou quarta convergente:
Ps =04 p3+p2=25-23+6=121
Gr=a4 @3+q@p=5-4+1=21
__pa __ 121

Ca= "0 = 21

2.3 Tabela de convergentes

Podemos encontrar as convergentes através de uma tabela. A primeira coluna é formada

por n, ay,, Pn, z—" respectivamente. A primeira linha é formada pelos valores de n, como
n

na tabela abaixo:

A primeira etapa é preencher a linha dos a,, (ou até o n da convergente desejada).

n|-1/01]2|3 4

Qp, ay | G2 | a3 | G4
pn| 0|1
G| 1|0

Pn
an

Para encontrar o p;, vamos usar a férmula para entender de forma pratica de como

preencher a tabela de convergentes:
P1 = ai-po+p-1
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n | -1 0 1
an () \/ ai
pn | 0| (+)1
P2 = a2 - pP1+ Do
n|-110 1 2
an ax (-)  as

Multiplicamos o a; em diagonal pela coluna anterior e linha abaixo, e somamos na

mesma linha o termo da coluna anterior (como indicado nas setas). Em seguida, marcamos

o resultado na mesma coluna, na linha abaixo.

Para encontrar o ¢, ”esquecemos”a linha dos p,, e procedemos da mesma forma:

n |-1 0 1
an, () )/ ai
o | 1 | (+)<0

Assim, completamos a tabela toda.

Exemplo 2.11. Encontrar as convergentes da fracao [5;1,3,5], usando a tabela.

A primeira etapa é preencher todos a, (ou até a convergente desejada):

n|-170|1 314
an, D 315
pn| 0|1

g, | 1 10

Z_Z
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Procedendo como foi exposto, preenchemos toda tabela:

n|-170(1]2] 3 4
an 5111 3 5
Pl O11(15]6]23|121
g | 110 1]1] 4] 21
Pn 516 | 23 121
dn 1 1 4 21

Olhando para a tltima linha, temos todas as convergentes.

Portanto as convergentes sao:

23

01:5, C2:6, C3 = 1 €C4:E

21

Uma desvantagem do processo, ¢ que para encontrar uma convergente dependemos
dos termos (convergentes) anteriores. Veremos adiante que existe outro processo para en-

contrar as convergentes de uma fracao continua sem precisar das convergentes anteriores.

y4 _ . q _ .
Lema 2.1. P2 = [an; an_1, ..., a2,a1] e = = [a,; an_1, ..., o]
n—1 dn—1

Demonstrac¢ao. Sabemos que p, = pn_1 * Ay + Pp_2, €Ntao:

Pn_ __ Pn—2 __ Pn __ 1
= Q _— = =
Pn—1 n + Pn—1 Pn—1 n/+_ Pn—1
Pn—2
Pn _1
Pn—1 an %_ Pn—1
Pn—2

Sabemos que p,_1 = Pp_2 * Un_1 + Pn_3, entao:

Pn—1 __ Pn=3 _ Pn-1 __ 1
Pn—-2 - anil + Pn—2 - Pn—-2 anil + Pn—2
Pn—-3
Pn-1 _ 1
p:72 - an—l + Pn—2
Pn—-3
Substituindo na primeira;
Pn 1
Pn—1 n an_1+7m%§
Pn—3
Se continuarmos o processo, chegaremos pp”1 = an—i-a++ = [an; ap_1, ..., a2, ay).
n— n—1T——
. .a2+%
Para provar % = [an; ap_1,...,as] é feito de forma andloga. Usaremos o resultado
—
em algumas demostragoes. [
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Exemplo 2.12. Calcular a quarta convergente da fragdo continua [6,3,2, 3]

Vamos considerar pp=1ep_1=0;¢=0eq 1 =1

pr=a;-po+p-1=6-140
qlzal-qo+q_1:6-0+1

_p1 _ 6
Cl =5 ==
1 Q1 1

Para o segundo termo ou segunda convergente;

pr=ay-p1+pp=3-6+1=19
G=ayqg1+qgp=3-1+0=3

Para o terceiro termo ou terceira convergente;

p3=az-p2+p1=2-19+6 =44
Gs=a3 - @+ =2-3+1=7

Para o quarto termo ou quarta convergente;
Py =ay4-p3+py=3-44+19 =151
qa=a4-q3+q=3-7T+3=24

— pa __ 151
=g =

Usando a tabela:

n|-1{0/1(2 |3 ]| 4

3| 2 3
19 | 44 | 151

Qn,

6
Pl 0116

| 1]10]1] 3|7 24

Pn
an

19 | 44 | 151
3 7 24

6
1

Observando a tabela, temos algumas propriedades interessantes.
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Po q-1—pP-1-Gp=1-1-0-0=1

Fazendo a diferenca dos produtos ”cruzados”, comecando pela coluna da direita:

n -1 0
Pn () \1 0 () )/ 1
dn (‘)T 1 0

P1-@—po-qu=6-0—-1-1=-1

n 0 1
Pr| ()N ()6
An (_)T 0 1

P21t —pP1-q=19-1—-6-3=1

n 1 2
Po | ()N6 | ()19
dn (')T 1 3

P3-Qa—p2-q3=44-3 —19.-7=—1

n 2 3
Po | () N19 ] (1) 44
an (')T 3 7

Pa-q3—pP3-qa=151-7—-44-24=1

n -1 0
Po | () NO| ()1
qn (')T 1 0

Fazendo a diferenca dos produtos ”cruzados”, encontramos 1 ou —1 no exemplo. Mas

sera que é sempre valido encontrar 1 ou —17
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A resposta esta no teorema abaixo:

Teorema 2.7. Se

Pn = Pn—1 " Qp + Pp—2
Gn = Qn—1 " Gp + Qn—2

Comp1=0,p=1eq1=1, qo =0, entao:

P Qn-1 — Pn—1-qn = (—1)", Paran >0

Demonstragao. e Por indugao:

Para n = 0:

pO'qfl_pfl'QO:1'1_0'02(_1)0

Para n = 1:

pl‘QO_pO'QI:al'O_l'lz(_1)1

Para n = 2:

p2'Q1—pl'ql:(al'a2+1)'1—a1‘a2:1:(—1)2

Vamos supor que seja valida para n = k;

DPr Qo1 — Pt qr = (—1)F

Vamos provar que é valido para n = k + 1;
Pit1 Qe — Pk - Qo1 = Pk~ Qg1 + Pi—1) - Qe — Pk - (@ - Qg1 + Q1)
Dk * Q41 * Gk + Pk—1 " Qk — Pk * Gk * Ok4+1 — Pk * Qk—1 =
Dk * Q41 * Gk — Pk * Q41 * Gk + Ph—1 " Gk — Dk * Qk—1 =

Ph—1- Q& — Dk - Q-1 = (—1)(Dk - Gh—1 — Dr—1 - Qi)
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Por Hipétese de inducao, py - gr—1 — pr—1 - qx = (—1)*, entdo:

(=D @ - @1 = D1 - @) = (1) (=1)F = (=)

e Uma segunda prova:
PnGn-1 = Pn-1"Gn =
(Pn—1 - n 4+ DPn-2) * Gn-1 — Pn—1 " (Gn-1 - an + @n—2) =
(=) (Pn-1 " Gn—2 — P2 Gu—1)
Mas;
Pn1 Gn2=Pn2 Gn1=(=1)(Pn2 @3 —Pn3"Gn2)
Temos:
P @1 = Pu—t Gn = (=1)* (P2 " @3 — Pn-3 " Gn—2)

Continuando o processo;

Pn4n—-1 — Pn-1"Qqn = (_1)n

2.4 Convergentes e determinantes

Como vimos, usando a férmula de convergentes (ver teorema 2.6) ou a tabela, precisamos
de todos os termos anteriores para determinar uma convergente. Por exemplo, se qui-
sermos achar a n-ésima convergente c¢,, precisamos de todos os p, e ¢, anteriores (com
—1 < n). Para encontrar as convergentes sem auxilio dos termos anteriores temos a

seguinte forma:

D1 =DpPo- a1+ p-
D2 = P1 - a2+ Po
P3 =p2-a3+ P
D4 = P3 - Q4+ P2
D5 = P4 a5 + P3
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Reescrevendo;

O=—p1+po-ar+p
0= —p2+p1-a2+po
0=—-ps+p2-as+p
0= —ps+ps-as+p2
0= —ps+ps-as+ps

Substituindo os valores iniciais, p_.1 = 0, pp = 1, g1 = 1 e ¢op = 0, temos o sistema de

equacoes:

—a1 = DN
—1=—py+p1-a
0= —ps+p2-as+p
0= —ps+ps-as+ps

0= —ps+ps-as+p3

\

Reescrevendo o sistema;

P =
p1-az —pe = —1
pr+p2-a3—p3=0
p2+p3-as—ps=0

\ P3+ps-as—ps =0

Temos um sistema com cinco equagoes e cinco incognitas, de um modo geral temos um
sistema com n equagoes e n incégnitas. Para encontrar o valor de ps, basta resolver o

sistema.
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Temos:

det| 1 asy — 1 0

Ps = T

a1 ay -1 0 0
0 1 a; -1 0
0 0 1 a -1

O denominador da expressao resulta em (—1), pois o determinante é o produto dos
termos da diagonal principal. De um modo geral, o denominador de p,, resulta em (—1)".
No determinante, cada troca de coluna mudamos o sinal. Queremos colocar a coluna
5 na primeira coluna. Fazemos entao a troca da coluna 5 pela coluna 4, coluna 4 pela
coluna 3, coluna 3 pela coluna 2 e a coluna 2 pela coluna 1. Fizemos 4 trocas ou n — 1
trocas de sinal. Também mudando os sinais dos elementos em uma coluna, muda o si-
nal do determinante. Nos fizemos (n — 1) + 1 mudangas do sinal do determinante, que
é o mesmo que fazer as alteragoes do determinante mencionado acima e, em seguida,
multiplicando o determinante por (—1)". Mas lembre-se que o determinante do deno-
minador é igual a (—1)" também, ent@o esses valores se cancelam independentemente do

n ser par ou impar. Entao para ps (o numerador da quinta convergente), temos o seguinte:

ps = det

[a) jan) @] —
S
—_
Q
Ny
|
[u—

A forma do determinante é facil de lembrar; os termos a; sao os termos da diagonal
principal. Os termos imediatamente acima da diagonal principal sao todos —1 e os termos
imediatamente abaixo dos elementos da diagonal principal sao todos 1, completamos o

determinante com todos os outros termos com 0. Determinantes desse tipo sao chamados
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de continuantes ou cumulativos. Para encontrar o determinante para ¢, (o denominador
da quinta convergente), procedemos da mesma forma que fizemos para p,. Fazendo isso,

nos obtemos o seguinte:

1 -1 0 0 O
0 a9 —1 0 0
¢Gs=det [0 1 a3 —1 0
0 0 1 a4 -1
0 0 0 1 as
Simplificando;
a9 —1 0 0
1 as -1 0
qs = det

0 0 1 a3

det

Cy =

det
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Generalizando, o termo geral ¢, da sequéncia das convergentes;

det

det

O determinante pode ser resolvido pelo método de sua preferéncia. Noés usaremos o
determinante de Laplace. Escolhemos os termos da primeira linha e j-ésima coluna e
construimos uma matriz suprimindo a linha e a coluna do termo escolhido. A primeira
parcela do determinante é o termo da primeira linha e primeira coluna multiplicado pelo
determinante da matriz com a primeira linha e a primeira coluna suprimida. Para a
segunda parcela, escolhemos o termo da primeira linha e segunda coluna e construimos
uma matriz suprimindo a linha do termo e a coluna do termo. Mas o sinal de cada
parcela depende da posigao. Se soma da posicao da linha e da coluna for um ntmero
par, mantemos o sinal e se for um nimero fmpar, multiplicamos por (—1). Portanto
na segunda parcela o sinal é negativo e a segunda parcela do determinante é o segundo
termo multiplicado pelo determinante matriz com a linha e a coluna suprimidas. Para o

numerador, fazemos:

a —1 0 0 1 -1 0 0

1 . -1 0 0 a3z -1 0
Pn = a1 | det —(=1) | det

0 1 a,1 —1 0 1 -1

0 0 1 9a, 0 0 1 oa,

Com isso, vamos reduzindo até encontrar o valor do determinante. Para o denominador

0 processo ¢ analogo.
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Exemplo 2.13. Calcular a quinta convergente de [2;2,4,8,2]

Vamos resolver:

2 -1 0 0 0
1 2 -1 0 0
det|l) 1 4 -1 0
00 1 8 -1
00 0 1 2
05— — = =
2 -1 0 0
1 4 -1 0
det
0 1 8 -1
00 1 2

Fazendo pelo determinante de Laplace;

2 1 0 0] 1 -1 0 0
1 4 -1 0 0 4 -1 0
2| det —(=1)| det

01 8 -1 01 8 -1

00 1 2 00 1 2
4 —1 0] 1 -1 0 N

o|aet|t 8 —1||-v|atlo 8 —1
01 2 0 1 2

Repetindo o processo para o numerador;
4 —1 0 1 -1 0 4 —1 0 0 -1 0

4| det|] 8 —11 [+2] det|() 8 —1 |+ det]|] 8 —11| |+ det|() 8 —1
0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2

4 -1 0 1 -1 0
2|det|] 8 —1||+|detl0 8 —1
0 1 2 0 1 2
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Agrupando os determinantes;

4 -1 0 1 -1 0
5ldet|1 8 —1| [+2]|det|l0 & —1
0 1 2 0 1 2
4 -1 O 1 -1 0
2] det|] 8 —1 + | det|() 8 —1
0 1 2 0 1 2
Resolvendo os determinantes;
e — DT0+217 _ 384
5 7 270417 157
Podemos conferir na tabela:
n|-110(1]2] 3 4 5
ay, 2121 4 8 2
pn | O 11125 ]22] 181 | 384
g, | 110|129 | 74 | 157
c 2|6 (22| 181 | 384
n 1|10 74 | 157
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Capitulo 3

Aplicacoes das Fracoes Continuas

Finitas

3.1 Equacoes diofantinas lineares

Vamos pensar no seguinte problema:

Queremos comprar um objeto que custa 100 reais, mas temos apenas notas de 2 ou 5
reais. Se tivermos 50 notas de 2 reais, conseguimos pagar o objeto. E uma solugao do
problema. Se tivermos 18 notas de 5 reais e 5 notas de 2 reais, também conseguimos
pagar o objeto, sao algumas das solugoes do problema.

Temos:
2-(50)+5-(0) =100
2-(5)+5-(18) =100
Assim, modelamos a seguinte equacao:

2X +5Y =100

Caimos no problema classico das equacoes diofantinas lineares. A equacao chama-se dio-

fantina em homenagem a Diofanto de Alexandria.

Definicao 3.1. Toda equacao da forma aX + bY = ¢, com a,b,c, X e Y inteiros é

chamada de equacao diofantina.
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Algumas equacoes diofantinas nao tem solucao, por exemplo:

4X +6Y =3

Nao tem solucao. Porque a primeira e a segunda parcelas sao pares e a soma de pares
¢ um numero par. A soma nunca vai ser igual a 3.

Seja:
aX +b0Y =c¢
Para que uma equacgao diofantina tenha solucao (inteira),
mdc(a, b) divide ¢, ou ¢ é miltiplo do mdc(a, b).

Teorema 3.1. A equagio aX +bY = ¢ tem solugao se, e somente , se o mdc(a,b) dividir

C.

Demonstragao. e Se aX 4 bY = ¢ tem solugao :
Dizer que aX + bY = ¢ tem solugao é o mesmo que dizer que existem z e y inteiros

tais que ax + by = c. Pelas regras de divisibilidade:

Como mdc(a, b) divide a entdo, mdc(a, b) divide ax

Como mdc(a, b) divide b entao, mdc(a, b) divide by

Como mdc(a, b) divide ax e by entdo mdc(a, b) divide a soma ax + by = ¢

e Se mdc(a,b) divide c:

O teorema de Bezout nos diz que existem m e n inteiros tais que:

am + bn=mdc(a, b)

Como mdc(a, b) divide ¢, existe um k inteiro tal que ¢ = k- mdc(a,b), entao:

am + bn=mdc(a, b)

Multiplicando por k;
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a(km) + b(kn) = ax + by=Fk-mdc(a,b) = ¢

Portanto, a equacao tem solucao.

Fazendo:

r=kmey=kn

x e y sao chamadas de solugoes particulares.

Com um par de solucgoes particulares encontramos as solugoes gerais;
Se x e y sao solugoes particulares da equagao, queremos encontrar todos X e Y inteiros

que sao solucao da equacao:
aX +bY =c=azx+by
aX +0Y =ax + by
aX —ar =by — by
a(X —z)=by—-Y)
Para que a igualdade seja verdadeira, fazemos;
X—x=btey—Y =at

a(X—z)=by—Y)
—— ——
bt at

Temos:
X=zx+bteY =y—at

Portanto;

As solugoes gerais sao:

X=x+0bt
Y =y—at
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O sistema fornece todas as solucoes da equacao para t inteiro.
Exemplo 3.1. Encontrar as solu¢oes nao negativas da equacao 2X + 5Y = 100.

Por Bezout, existem m e n inteiros tais que:

am—+bn =1
2m +5n=2(—-2)+5(1) =1
Multiplicando por 100;
2(—200) + 5(100) = 100

Tem como solucao geral:

X =x+bt =-200+ 5t
Y =y—at=100—2t
Para que as solugoes sejam nao negativas;
—20045t>0e 100 —2t >0

Temos:

40 <t <50

A relagao entre equagoes diofantinas e fragoes continuas surge como consequéncia do

teorema 2.7:

n

Pn - Gn-1 — Pn—1"4n = (_1>

Fazemos:

Slis]
I
S5
33
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Entao:

Q- qn-1— b- Pn—1 = (_1)71

@ Gn1+b-(=pp—1) = (=1)"
Se n é par, entao:
@ Gn1+b-(=pp-1) =1

Multiplicando por ¢;

a(c - gn-1) +b(c- (—pn-1)) = ¢
Portanto:

X =c-q,1eY =c-(—py,) sdo solugoes da equagao.

Se n é impar, multiplicamos a equacao por —1.

Exemplo 3.2. Encontrar as solucoes da equacao 83X + 118Y =5

W=l g =[1;2,2,1,2,4]
e i
1+ﬂ

Olhando pra tabela:

n|-1/0/1]2(3/4|5]| 6
an 1]2(2[1]2] 4
pn| O 1|1[3|7]10]|27]118
g | 110]1]2]5| 7 19| 83

Utilizando a diferenca dos produtos cruzados;

Pn4n-1 — Pn-1"Qqn = (_1)n

Para n = 6;
n 5) 6
P | () N27 | (1) 118
Gn | ()T 19 83
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118(19) — 83(27) = 1
Multiplicando por 5;
118(5-19) — 83(5-27) =5
Ordenando;
83(—135) + 118(95) = 5
O par (z,y) = (—135,95) é solugao particular da equagao.

A solucgao geral é:

X=x+0b=-135+118¢t

Y =y—at =95—83t

3.2 Congruéncias e fracoes continuas

Definicao 3.2. O numero a, quando dividido por n deiza resto b. Dizemos que a é con-

gruente a b modulo n, quando a e b deizam o mesmo resto na divisao por n. Escrevemos:
a = b(mod n)

De forma equivalente, dizemos que a = b( mod n), quando a — b é multiplo de n.

Quando dividimos a por n, encontramos o resto igual a b, entao podemos escrever:
a=nqg+b
Somando —b;
a—b=nqg+b—>
Entao:
a—b=ng
Ou seja, a — b é multiplo de n, escrevemos:
a—b=0 (mod n)
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Existem infintos multiplos de n, ou seja, existem infinitos niimeros que quando divididos
por n deixam resto zero. O resto de a na divisao por n é b, mas existem outros niimeros
que também deixam resto b quando divididos por n. Quando n = 1, a divisao da o
préprio nimero, ou seja, o resto é sempre zero. Por isso a congruéncia a = b (mod 1) nao
é interessante, pois a e b podem assumir qualquer valor inteiro, por isso vamos considerar
n > 1.

Quando dividimos a por b com a > n, os restos sao sempre menores que n. Os restos

possiveis sao 0,1,2,...,n — 1.

Exemplo 3.3.

(a) 10 = 3(mod 7), pois 10 =7-1+ 3

(b) 17 =10 = 3(mod 7), pois 17=7-2+3 e 10 = 7- 1+ 3, deixam o mesmo resto

quando divididos por 7
(¢) 4= —3(mod 7), pois 4 + 3 = 0(mod 7).
Temos:
a = b(mod n)
E equivalente a;
a=nqg+b
Somando o inteiro k;
a+k=ng+ (b+k)
Entao:
a+k=b+ k(mod n)
Ou seja, podemos somar nas congruéncias. Também podemos multiplicar:
a=mnq+Db
Multiplicando por k;
ka = k(ng + b) = knq + kb
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E equivalente a;
ak = bk(mod n)

Portanto podemos somar e multiplicar nas congruéncias.

Outro problema interessante é resolver a equacao:

aX = b(mod m)
E equivalente a;
aX =mY +b
Entao:
aX —mY =b

A forma acima é uma equacao diofantina. Portanto, a equacao s6 tem solucao, se
mdc(a, m) dividir b, ou se b for multiplo do mdc(a, m) (Ver teorema 3.1).

Lembrando (teorema 2.6) que:

n

PnQn-1 — Pn-1"qn = (_1)

Considerando;
s-n
Substituindo;
a:Gna—m-py1=(=1)"
Entao:

@ f4pn-1 = (_1>n +m- (pnfl)
Comparando com a equacao;
aX =a-(q1)=(=1)"+m- (pr_1)

Vamos dividir por m e olhar para os restos; o resto de m - (p,—1) é zero, mas o resto de

(—=1)™ depende de n. Se n é par, (—1)" = 1, portanto (g,_1) é solugdo da equagao:

aX = 1( mod m)
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Se n é fmpar, (—g,—1) é solugao:

aX =a-(—gn-1) = =((=1)" +m- (po1)) = (=1)"" = m - (pn)

Quando dividimos por m, o resto de —m - (p,_1) é zero, e o resto de (—1)"*1 ¢ 1.

Temos que aX = 1(mod m), mas queremos aX = b(mod m), basta multiplicar a pri-

meira equagao por b:
aX = a(¢n—1) = 1(mod m)
Multiplicando por b;
aX =a(b- ¢,—1) = b(mod m)
Concluimos que:

e Se o numero de termos da sequéncia é par;

(b gn_1) é solugao de aX = b(mod m)
e Se o numero de termos da sequéncia é impar;

(=b - @n_1) é solucdo de aX = b(mod m)

Assim como nas equagoes diofantinas, temos as solucoes geral:
X =mt+ (b-gy_1), com t inteiro.
Exemplo 3.4. Resolver a equagio 7X = 9(mod 5):

Vamos comparar aX = b(mod m) e 7X = 9(mod m), entao:

Temos que n é impar, pois n = 3. Olhando para a tabela:

n|[-1/0/1]2]3
an 1122
bl O1]1]3]7
g | 1]0[1]2]5
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Temos ¢,_1 = ¢ = 2, mas o nimero de termos da sequéncia é impar, entao a solucao da

equagao aX = 1(mod m) é —g,_1 = —q2 = —2:
7X =1(mod 5)
Substituindo —g, = —2;
7-(=2) =1(mod 5)
Multiplicando por 9;
7-(=2-9)=7-(—18) = 9(mod 5)
Temos como solucao geral:

X =5t —18
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Capitulo 4

Fracoes continuas infinitas

Neste capitulo veremos as fragoes continuas infinitas. Quando o processo de expansao
nao termina, o nimero ¢ irracional, ou seja, uma fracao continua infinita representa um
nimero irracional. Alguns niimeros a sequéncia a; dos termos da fracao continua sao
facilmente encontradas, pois a sequéncia é peridédica a partir de algum termo e a maior
ferramenta é a racionalizacao. Esses nimeros chamados de irracionais quadraticos. J& os
outros numeros irracionais, por exemplo 7, a sequéncia a; dos termos da fracao continua
sao mais dificeis de ser encontrados, pois a sequéncia nao é periédica. O maior objetivo
deste capitulo é obter boas aproximagoes de um numero irracional por meio dos nimeros

racionais.

4.1 Expansao de nimeros irracionais

Veremos como expandir ntimeros irracionais, como vimos, para expandir um nimero real,
separamos sua parte inteira da sua parte fracionéaria, onde a parte inteira é o primeiro
termo da sequéncia de termos da fragao continua (podendo ser um inteiro positivo, ne-
gativo ou zero). Invertemos a parte fraciondria, novamente separamos a parte inteira da
parte fracionéria, obtendo o segundo termo da sequéncia (a partir daqui todos os termos
sao inteiros positivos), vamos repetindo o processo. Como a parte fraciondria em nenhuma
etapa é zero, o processo € infinito e representa um ntmero irracional. O processo € infinito

como mostra o teorema abaixo:

Teorema 4.1. Um numero € irracional se, e somente se sua erpansdao € uma fracdao

continua infinta
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Demonstracao. e Se x éirracional entao sua expansao é uma fracao continua infinita.

Seja um x irracional, temos:
o 1 1
$—I1—a1+x—2,COIIlO<E<1

O termo a; é inteiro, pois é a parte inteira de x = z1, entao:

To = ! > 1
r1—a1

Na igualdade acima, o denominador ¢ irracional, pois x; ¢ irracional e a subtragao

de um irracional por um racional é irracional, portanto x5 é irracional.

Da mesma forma:

x2:a2+%,com0<é<1ea221

O termo as € inteiro, pois é a parte inteira de x5, entao:

Ty = 1 >1
To—as

Também ¢ irracional.

Repetindo o raciocinio, temos:
e 1 1
r=1r=a+ com0<5<1

To = a9 + com0<m—3<1ea221

x3’

T3 = as + —, com0<x—4<1ea321

x4

1
Tn+1

<lea,>1

1
xn:an+m, com 0 <
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- 1 — 1 - _—
x—al—i—m al—i—aﬁ% a1+a2+ T
3 a3+ﬁ

Todos os x; sao irracionas, por isso, nunca encontraremos um resto igual a zero.

Portanto, a expansao ¢ infinta.

e Se a expansao de um nimero x é uma fracao continua infinita, entao  é um nimero

irracional.

Vamos supor por absurdo que a expansao de x seja infinita e x represente um
nimero racional, entao chegamos em uma contradicao, pois foi provado que um

numero racional tem expansao finita. Logo x ¢ irracional.

Exemplo 4.1. Encontre a expansio de /2
Temos que 1 < V2 < 2, entao a; = 1.

\/§:a1+i:1+m—12

Racionalizando o denominador;

_ 1 Vo+1l
x2_\/§f1'ﬁ+1_\/§+1

Entéo, como z, = v/2 + 1:

_ 1 1
ﬂ_a1+5_1+\/§+1
Como 1 < /2 < 2, temos que 2 < /241 < 3, entéo ay = 2.

_ 1 _ 1
xQ—CLQ—FE—Q—'—E

Ta = = 1 = 1
37 m—az T (V2+1)-2  V2-1

Racionalizando o denominador;

_ 1 V241l
353_\/5—1'\/5+1_\/§+1

Entao:
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V2=a1+ 2+ =1+ "1
a2+a 2+\/§+1

Observando que x5 =23 = ... = 1, = 24+ 1

_ 1 _ 1
\/§_Q1+a2+i_1+z+ I

2_;'_#

Exemplo 4.2. Encontre a expansio de /7
Temos que 2 < /7 < 3, entdo a; = 2. Fazemos:

\/7:@1—%:%2:2-1—l

Racionalizando o denominador;

1 V742 V742

Y2 = 775 Vite 3

Entao, como zy = @:

ﬁ:al—f—x—gzl‘i‘@
3

Temosl<@ < 2, entao ay = 1.
332:&24-%:1—'—5

Ta = 1 _ 1 _ 1
PUmee T (R ()

Racionalizando o denominador;

e — 3 VTHL _ 3(VTH1) _ (V7H1)
37 V-1 Vit 6 2
Entao:
\/7 =a;+ L =24+ ——
0«2“!‘@ 1+ D)
2
Entao, como 3 = ‘/?2“:
Vi=a+—tr =24+ 21—
0«2“!‘% 1+ \/72+1

Temos 1 < @ < 2, entao az = 1.

1 1
ZE3:G3+H:1+E
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Racionalizando o denominador;

oy = 2 MTHL 2V (V)
4= 71 Vier T 6 T 3

Entao:

\/7:@1—1-;11:2-1—;1

T4

Entao, como x4 = \/?3“:

VTEL 1 1
3 _a'4+z5_]'+\ﬁ

Temos 1 < @ < 2, entao ag = 1.

$4:a4+i:1+i

Racionalizando o denominador;

_ 3 . VT+2 _ 3(VTH2)
Us =A% Ve =~ 3 =V7+2

Entao:
1 1
\/7 = a;l _l_ aat T - 2 —‘I_ I+ T
2 T 1 T
a3+a T L + T 1
4T zg Vi+2

Como x5 = V7 + 2;
Temos 4 < 7T+ 2 < 5, entao as = 4.

‘775261154‘%:44—L

Racionalizando o denominador;

e 1 VTE2 _ (/T42)
67 V2 V7+2 3

Entao:
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ﬁ:al_i_a 11 :2+1+ 11

2+a3+ L= 1+1 -
a4+ﬁ7a T +74+ T
5T z6 (V7+2)
3
742
Temos rg = 19 = (‘[TJF)

A partir daqui os termos comegam a repetir, concluimos que:

T = To, Ty = T3, ..., Tpiq = T, paran > 2.

ou;
Tpaak = Tp paran >2e k > 1.
Portanto:
1 1
=a =2
\/7 1 + az+ T - + 1+ 11
agz+ T 1+
ag+ 1+

Exemplo 4.3. Encontre a expansao do niumero 24’1—7 V15

Temos que 1 < %ﬁ < 2, entao a; = 1.

24—\/ﬁ:a+L_1+i

17 1 z2 T2

o — 1T THVI5 _ 17(T+V15)
2= 715 T+V/15 34

Entao, como xy = % V15,

24—/15 __ 1 1
17 =a;+ =1+ 119+17/15
34

Como 5 < %ﬁ < 6, entao as = 5.

_ 15,1
IQ—G2+m3—5+x3

1 1 1 1

T3 = To—as = (119+17\/15)_5 T —514+17V15 —3+4.15
34 34

Racionalizando o denominador;

B — 2 =3=V15 _ 642V15 _ 3415
37 T31V/15  —3-+/15 6 3
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Entao:
24—+/15 1
o= at T =1t e
2T 25 3+:\3/ﬁ

Como 2 < 3+v15 3V 15 < 3,entao ag = 2.
1 1
$3—a3+a—2+x—4

RO S 1 _ 1 _ _ 3
47 az—as (3Y15) o =34y15 —3+/15
Racionalizando o denominador;
g — — 3 . =3=V15 _ 943V15 _ 3+V15
47 33V —3—V1s 6 2
Entao:
24—+/15 1 1
= Q = 1
17 1"'a2+a,+1i —|_5+2+ L
3Ty 3+%/ﬁ
Como 2 < 38 < 3 entdo ag = 3.
_ 1 _a9, 1
$4—a4—|—x5 _3+x5
g — 1 1 1 2
5 T4—04 (3+5/ﬁ)_3 - —3-&-2\/5 T 3415
Racionalizando o denominador;
e — 2 . =3=V15 _ 64215 _ 3+V15
57 3%V15  —3—V15 6 3
Entao:

24—\/1526114_(“L L :1+5+ L
2 ag+—7L 2+3+1
+ 3+%/ﬁ

17
a4+%

Observando que x3 = x5, encontraremos xg = o4, de um modo geral x,, = T,,2, para
n impar e n > 3, e x, = T,40, para n par e n > 4. Portanto, a partir daqui a fragao

continua comega repetir.
24—15 _ 1
e S —
R —
5+
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A seguir vamos mostrar uma outra forma de expandir um ntimero irracional. Seguimos
trés passos em cada etapa; primeiro separamos a parte inteira da parte fracionaria; o
segundo passo é inverter a parte fraciondria e o terceiro é racionalizar o denominador do

inverso da parte fraciondria.
Exemplo 4.4. Encontrar a ezpansio de \/6.
Em cada etapa faremos os trés passos:

e 1°passo

A parte inteira de V6 é 2. Escrevemos:

VE=V6+0=16+2-2=2+(-2+06)

e 2°passo
Escrevemos:
(—2+V6)
e 3° passo

Racionalizar o denominador:

1 _ 1 (2+v6) _ (2+V6)
(—2+V6) — (—24+V6) (2+v6) 2

A expansao fica:

1
V6=2+ Gy

Vamos aplicar os trés passos para (2+2\/6):
e 1°passo
A parte inteira de (zgﬂ é 2. Escrevemos:
CrvB) _ @00 o= @0 999y (24 BBy _ 9 220V
e 2°passo
Escrevemos:

(—=24V6) 1
- 2
(—24+V6)




e 3° passo

Racionalizar o denominador:

2 _ 2 (2+V6) _
(=24V6)  (—24+V6) (2+V6) (2+6)
A expansao fica:

\/6:2+—11

2+ 2+v6

Vamos aplicar os trés passos para 2 + v/6:

e 1°passo

A parte inteira de 2 + /6 é 4. Escrevemos:

24vV6=2+vV6+0=2+V6+4—4=4+(-4+2+6) =4+ (—2+6)

e 2°passo
Escrevemos:
(—24+v6) _ 1
- 1
1 (—2++/6)
e 3° passo

Racionalizar o denominador:

1 _ 1 (2+V6) _ 246
(=2+v6)  (—2+V6) 2+V6) 2

A expansao fica:

_ 1
Vo=24 57—
+2+\/§
245

246
2

J4 fizemos para o nimero , ou seja, a partir daqui comeca a repetir.

Vamos observar a tabela das convergentes:

n|[-110/1(2]3 4|5 |6 | 7
an 20242 4| 2] 4
pn| 0125 |22]49 218 485 | 2158
gn| 110129 [20] 89 | 198 | 881

60



O nimero v/6 aproximado para dez casas decimais é 2, 4494897428.
A quinta convergente % = 2,4494382022 (para dez casa decimais).

A sexta convergente % = 2,4494949495 (para dez casa decimais).

A sétima convergente % = 2,4494892168 (para dez casa decimais).

Pelos resultados acima, cada convergente fica mais préximo de v/6, vamos mostrar que

¢ verdade nos teoremas de aproximacao.

4.2 Teoremas de aproximacao

Teorema 4.2 (Diferenga de convergentes). Seja ¢, a sequéncia das convergentes de uma

fragdo continua |ay;ag, as, ..], entdo

Cp — Cpe1 = qf:q% para todo n > 2.

Demonstrag¢ao. Sabemos que:

Pn _ Pn=1 _ Pn'dn-1"Pn-1'qn
dn dn—1 dn-qn—1

Mas pelo teorema 2.7:

Pn - Gn-1 — Pn—-1"4n = (_1)71

Entao:
I T
Ou
Cpt1 — Cp = p”+1'qn*.pn'Qn+1 _ (_1)7.1+1
nt17dn Gn+1-Gn
Portanto:
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(a) Sen épar, (=1)"=1e (—=1)"" = —1.

(b) Se n é fmpar, (—=1)" = —1e (—1)" =1.

Observacao. Em qualquer caso, ¢,+1 — ¢, € ¢, — ¢,—1 tem sinais contrarios.

Teorema 4.3 (Diferenca de convergentes de indices com a mesma paridade). Seja ¢, a

sequéncia das convergentes de uma fra¢ao continua [ay;as,as,..], entao:
Cp — Cp—g = % para todo n > 3.
Demonstracao. Seja a diferenca;
Cp — Cp—2 = Z_: - Z:_:z

Pn _ Pn-2 — Pn'n—2—"Pn—2'4n
qn qn—2 qn-qn—2

Usando o teorema 2.6:
Dn = Gp * Pp—1 + Pp—2
Gn = On " Gn—1 + qn—2
Substituindo no numerador (teorema 2.7);
P Gn-2=DPn2 Gn=(Gn Pn1+Pn2) Gn2—Pn2 (AnGn1+ Gn2) =
=n (Pn1 Gn2 = Pn-2 " Gn-1) = an(—1)""

Entao:

an(il)n—l
4n-qn—2

Cn — Cp—2 =

Assim, provando o teorema.

]

Teorema 4.4. As convergentes de indice impar formam uma sequéncia crescente e as

convergentes de indice par formam uma Sequéncia decrescente.

Demonstracao. Vamos usar o teorema anterior, e considerar dois casos:
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(a) Quando n é par:

O teorema é valido para n > 3, vamos considerar n = 4;

as(—1)3 . .
Cy — Cy = % < O, 1mphca que ¢4 < Co

Vamos supor que seja verdade para n = 2k;

an(_1)2k—1 . .
Cok — Cok— = —p—oo < 0, implica que cop < Cop_o
Provar para n = 2(k + 1);
an(71)2k+1 . .
Cok+2 — Cok = = — " —— < 0, implica que copy2 < Cop

Portanto a sequéncia de indices pares (n = 2k, com k inteiro positivo) é de-

crescente.

(b) Quando n é impar:
Vamos considerar n = 3;

az(—1)?

s 0, implica que c3 > ¢;

C3 — C1 =

Vamos supor que seja verdade para n = 2k + 1:

an(—1)%F . .
—_— 1m 11 _
q2k+1-92k—1 >0, plica que Cag1 > Cap—1

C2k+1 — C2k—1 =
Provar para n = 2(k + 1) + 1;

an(_l)Qk’—Q

s >0, implica que cory3 > Copt1

Cok+3 — C2k+1 =

Portanto a sequéncia de indices impares (n = 2k + 1, com k inteiro positivo),

é crescente.

Teorema 4.5. Uma convergente estd entre as duas convergentes precedentes.

Demonstragao. Para provar precisamos dos teoremas 4.2 e 4.3.

Vamos usar o teorema da diferenca de convergentes (teorema 4.2):

Q== > 0, implica que c; > ¢

€3 —Cy= = < 0, implica que c3 < ¢y

Usando a diferenga de convergentes de indices com mesma paridade ( teorema 4.3):
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an(=1)

2
C3—C = == > 0, implica que c3 > ¢;

Temos uma sequéncia de desigualdades:
¢ <c3< e
Procedendo da mesma forma; (usando teorema 4.2)
1

€3 —Cp= - < 0, implica que c3 < ¢

€y — C3 = q;% > 0, implica que ¢4 > c3

Usando a diferenga de convergentes de indices com mesma paridade ( teorema 4.3):

an(=1)%

< 0, implica que ¢4 < ¢

Cqy — Cy =
Temos uma sequéncia de desigualdades:
Cy < Cq4 < C2
Continuando o processo, temos a sequéncia de desigualdades:

c3 < C5 < 4y
Cs < Cg < g
Cs; < c7 < Cg

Combinando as desigualdades, concluimos que:
1 <3< ...<Cop1 < ...<. . <Cgp<...<yu <y

]

Corolario 4.1. O conjunto de todas as convergentes de um nimero x € limitado (estdo

no intervalo [cy, cs])

Demonstracao. Pois existe um numero real k; tal que k; < ¢;, também existe um nimero

real ko tal que ¢o < ko, Temos:

ki <c <co <k
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Temos pelo teorema 4.5,

1 < ¢ < Co

Para k > 3.
Portanto, o conjunto das convergentes é limitado.

]

Corolario 4.2. Os termos pares da sequéncia das convergentes sao sempre maiores que

0s termos impares da sequéncia das convergentes.

Demonstra¢ao. (a) Se n é par, (—1)" = 1.

Ou seja, a convergente de indice par é maior que a convergente de indice impar.

(b) Se n é impar, (—1)" = —1.

Ou seja, a convergente de indice impar é menor que a convergente de indice
par.
Concluimos que qualquer termo de indice par é maior que qualquer termo de indice

impar. O

Queremos provar que a sequéncia das convergentes de uma fragdo continua converge
(possui limite). Com o resultado acima, mostramos que a sequéncia das convergentes
¢ limitada. Se a sequéncia das convergentes fosse toda crescente (ou toda decrescente,
ou toda constante), o teorema estaria provado (toda sequéncia mondtona e limitada,
converge). Vamos mostrar que sequéncia de indices impares converge, a sequéncia de

indices pares também converge, e as duas convergem para 0 mesmo numero.

Lema 4.1. A sequéncia co, 1 das convergentes de indices impares, converge para um

numero real L

65



Demonstragao. A sequéncia de indices impares c1, ¢s, .., C2p—1, ... ¢ limitada (teorema 4.5),
pois todos os termos sao menores que ¢, para todo n. Como a sequéncia é crescente, vamos
mostrar que ela converge para um valor L. Vamos considerar um L tal que L =Sup co,_1.
Dado um € > 0, o nimero L — € nao é cota superior de co,_1. Logo existe um ny natural
tal que L — € < copy—1 < L.

Entao, se n > ng implica L — € < ¢g,,-1 < L < L+ €, 0 que implica que a sequéncia ca,—1

converge para L. O

Lema 4.2. A sequéncia de cs, das convergentes de indices pares, converge para um

numero real K.

Demonstracao. A sequéncia de indices pares ¢, C4, ..., Cay, ... € limitada por ¢; para todo
n. Como a sequéncia ¢ decrescente, vamos mostrar que ela converge para um valor K.
Vamos considerar um K tal que K =Inf ¢y, para todo n. Dado um € > 0, o nimero k + ¢
nao cota inferior de cq,. Logo existe um ng natural tal que K < cgp,, < K + €.

Entao, se n > ngy implica K + € < K < ¢3,, < K + €, 0 que implica que a sequéncia cy,

converge para K. O]
Teorema 4.6. Toda fracao continua infinita simples a sequéncia ¢, converge.

Demonstra¢ao. Usando o teorema da diferenga de convergentes:

_ (=

Con — Con—1 = o,—— para todo n > 2

Quando aumentamos o n, o denominador também aumenta (g, > ¢,_1 pelo teorema 2.6)
e as diferencas ficam cada vez mais proximas de zero. Temos os intervalos encaixados
[c1, ¢a] D [es,cq] D [e5,¢6] D oo D [c2n-1,C2n] D ..., como é uma sequéncia decrescente de
intervalos limitados, existe um [ real tal que [ pertence a todos intervalos [ca,—1, ¢2,], para

todo n.
ﬂ [0271—17 CQn] - {l}
n=1

Foi provado no lema 2.1 que a sequéncia cg,_1 dos termos de indice impar converge
para L. Portanto co,_1 < L < [, para todo n. Todos os termos da sequéncia co,_1
sao menores que os termos da sequéncia cs,,, todos os termos da sequéncia cs,, sao cotas
superiores da sequéncia cs,_1, para todo n. Por outro lado, todos os termos da sequéncia
Can—1 SA0 cotas inferiores da sequéncia co,, para todo n. Temos | < K < ¢y,. Como [ esta

em todo intervalo [cg,_1, ¢2,], concluimos que L =1 = K. O
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Teorema 4.7. O numero x sempre estd entre duas convergentes consecutivas.

Demonstragao. Seja

1 1
n n+an+l+% n+xn+1
antat—1-

Temos que x,,1 é o resto da fragao, onde:

‘,L‘n-‘rl prm (Ln+1 + an+2+
an

como x, > 0, implica que:

T, > ap

De forma anéloga;

1 1

Tp41 > Apy+1 OU

An+1 Tn+1
Como:
_ 1
In - an + Tn+1
Entao:
1
x, < a, + Py

Temos as desigualdades;

Temos:

cn+1:&1+a2+ T 11
a3 —_—

+
an+

T
An+1

sO precisamos comparar a, , T € a,11, invertendo as desigualdades:

_1
An41



Entao:

Cn < T < Cpyp OUCryip << Cp

portanto, = esta entre duas convergentes consecutivas.
1 €G3 Con—1 Con ¢y C2
oo eieie o
Corolario 4.3.
[o.¢]
([c2n1, con] = {1} = {=}
n=1
Demonstracao. Resultado direto dos teoremas 4.6 e 4.7.

Seja a expansao do numero irracional z,

r=a
1+a2+

ag+——m———
Onde

T4l = Qpy1 +

Vamos escrever o niimero na forma:

T = [a1;a9, ..., Qp, Ty

an+2+7

Onde os a; sao inteiros e x,,1 ¢ um numero real.

Usamos o mesmo resultado das fragoes continuas finitas para as fragoes continuas infintas:

xr = [ay;ag, ...an, Tni1] =

_ PnTnsi +pn—1
Gn Tnt+1+tqn-1
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Teorema 4.8. Quanto maior o n, a fra¢do continua fica mais préoxima do numero x (as

n-ésimas convergentes se tornam boas aprorimagoes de z, a medida que n aumenta).

Demonstracao. Sejam
Pn = Dn—1"0n + Pn_2
n = Qn—1* Gn + Qn—2

Sabemos que:

PrnTnt+1t+Pn—1

Tr =
Qn'zn+1+qn71

x(‘]n * Tn+1 + Qn—l) = Pn * Tn+1 + Pn—1

Tps1(T - @y —pn) = —(T - ¢ue1 — Dn—1)

— bac1)

Tt - @u(T — B2) = =g (z — 225

Dividindo por z, 1 - Gn;

- (e - )

a =
dn Tn+1-9n dn—1
Tomando os médulos;
T — Pn — dn—1 _ DPn-1
dn Tn+1'Gn dn—1

Como para n > 2, x,.1 € positivo e 0 < ¢,_1 < ¢, temos:

0< =L 1

Tn+1-Gn
0< |-l <1
Tn+1'qn
T — Pn| dn—1 _ DPn-1
dn Tn+1-Gn dn—1
e
0<|-=1<1
Tn+1'qn
Concluimos que:
’x—’ﬁ < ’x—p"‘l , para n > 2
dn dn—1

ou

|z — ¢,| < |z — cpo1|, para n > 2
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A diferenca (ou erro da aproximagao) entre = e ¢, é menor que a diferenga (erro) entre x

€ Cp_1- ]

Teorema 4.9. E vdlida a desigualdade:

Ll clrg -1 L maran>1
2¢n+1-qn qn In+1-Qn qn
Demonstrag¢ao. Sabemos que:
(=yr*
Cnt+1 — Cp = dnt1-Gn
Tomando os mddulos;
ens = al =
n dn+1-9n

Como foi provado que x sempre esta entre duas convergentes (sem perda de generalidade,

para n fmpar):

Cn < T < Cpy
Subtraindo c¢,:
0<xz—cp,<cpy1—Cn
Tomando os médulos, entao:
’ZL’ - Cn’ < |Cn+1 — Cp
Como ¢, 41 estd mais proximo de x que c,, entao:

|cn+1 - Cn|

5 < |z — eyl

Temos a seguinte desigualdade:

‘CnJrl_Cn'
=l <r — e < lengr — ¢
Como:
1
Cp+1 Cn| -
QR+1 dn
Entao:
s < ‘x — b1
dn+1-9n dn dn+1-9n

Sabemos que:
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Gn+1 > Adn

Multiplicando a desigualdade por q,;

Gn Qo1 > @2

Invertendo;

)

qn-gn+1 an

Temos portanto a desigualdade:

1
2qn+1-Gn

1

< _
dn+1-9dn

<q%,paran21

< |lx —Bn
an

]

Teorema 4.10 (Dirichilet). se x € irracional, a desigualdade ’a: — %’ < q% tem infinitas

solucoes racionais §

Demonstracao. Usando a desigualdade do teorema acima:

qn

<qi2,paran21

r n racao £ = &, mo x ¢ irracion m infin nvergentes. rtan
Para todo n, a fragao Iqo 2” Como z é irracional, te fintas convergentes. Portanto
n

existem infinitos valores para §. O

O teorema acima nos diz que escolhendo uma convergente, a diferenca entre o niimero e a

convergente ¢ menor que o quadrado do inverso do denominador da convergente escolhida.
Exemplo 4.5. Encontrar aproximacoes racionais do numero e = 2, 718281...

O nimero e nao é um irracional quadratico, portanto a sequéncia de termos nao é
periodica.

A parte inteira de z =1 é a; = 2
v =2, =2+0,71828...

, entao:

Fazendo 0, 71828... = ﬁ temos que 5 = grrizs

0,71828...

x:2+—( L

0,71828... )

A parte inteira de x5 = =1,3922... é ay = 1, entao:

1
0,71828...
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=2+ L

1+0,3922...
Fazendo 0, 3922... = L temos que x5 = W, entao:
(0,39224.4) ’
(0,391224.4)
A parte inteira de z3 = W = 2,5496... é a3 = 2, entao:
_ 1
T =2 + 1+2+ 11
(0,54196...>
A parte inteira de m =1,8194... ¢ ay =1
A parte inteira de ggo— = 1,2205... ¢ a5 =1
A parte inteira de m =4,5356... ¢ ag =4
A parte inteira de m =1,8672... ¢ a; =1
A parte inteira de ggim— = 1,1532... é ag =1
A parte inteira de W =6,5277... ¢ ag = 6

Apareceu uma sequéncia nao periddica muito interessante; se continuarmos o processo,

temos:
e = [2; 1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8, ey A3(n—1)5 1,1, asy, ]

Temos a1 = 2, az, = 2n e a; = 1 com k # 3n, para todo n.

Vamos observar a tabela de convergentes:

n(-110(1}2|3[4 5|6/ 7 8 9
an, 2711|2114 1 1 6
po | 01 2]3]8|11 19|87 |106 | 193 | 1264
g | 1O [T 13| 4 |7 |32]39 | 71 | 465

Vamos verificar o erro entre x e cr;




O erro entre = e cg;
| | 1264 < 1
r—cgl=e— ——
* 465 | 4652

O erro entre x e ¢,;
|z — ¢,,| cada vez fica mais préximo de zero.
Exemplo 4.6. Encontrar aproximacoes racionais para o nimero m

Olhando para o nimero m = 3, 14159265358979323846..., existem fracoes que dao uma
boa aproximac¢ao do nimero 7.

Arquimedes usava a fracao % para aproximar o nimero T;

2 = 3,14285714..

Se consideramos a fracao %;

355 __
295 — 3,141592...

A fracao % ¢ uma melhor aproximacao do m que a fracao % Tanto % como % sao
convergentes do numero 7. O primeiro passo é encontrar a sequéncia [ay; as, ..., Gp, ...].
A sequéncia nao é periddica, pois ™ nao é um numero irracional quadratico. Mas com
auxilio de uma calculadora conseguimos encontrar alguns termos a,, da fracado continua.

A parte inteira de 1 = z1 é a1 = 3:

T =3+0,14159..

_ 1 _ 1 .
Fazendo 0,14159.. = ——, temos que x5 = 14150, ~cntao:
0,14159..
1
T=3+ B
0,14159..
- 1 o . . _ 1 ’ . .
Como z9 = TS 7,0625..., a parte inteira de xo = 9T, € @2 = 7
_ 1
™ =3+ 7500655,
_ 1 _ 1 .
Fazendo 0,0625.. = (o)’ temos que x3 = 00625 entao:
0,0625...
1
T=3+ 07—
7+ 7
(0,0625...)
_ 1 _ . . _ 1
Como x3 = 9065 15,9965.., a parte inteira de x3 = g5 € a3 = 15

73



7T:3“|_ 11

7+ 15+0,9965...

Fazendo 0,9965... = L temos que x4 = W, entao:
(0,99654.4) ’
_ 1
™= 3 + ra — T %
(oot )
Como x4 = m = 1,0034..., a parte inteira de x4 = W é ay, = 1, entao:
Y R S—
™+ 15+W
Fazendo 0,0034.. = —1— temos que x5 = m, entao:
(0,0034.4) ’ h
mw = 3 + 7 11
+W
(oo )
Como x5 = m = 292,6463.., a parte inteira de m é as = 292
™= 3 + 7 11
T — —
1+292+L
Vejamos as convergentes:
n|-1701] 2 3 4 5
an, 31 7| 15 1 292
pn| O [ 1]3]22]333 | 355 | 103993
G | 1[0 | 1] 7 |106 | 113 | 33102

Usando o teorema 4.9:

dn dn+1'dn
Escolhendo a fracao f]’—; = %
’W -2l = |1 - 2| < gz = 0,001347709

O erro é menor que 0,001347709.

333

Escolhendo a fracao & =
> q3 106
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= ‘7r - @’ < == = 0,0000834864

b3
106 113-106

q3

O erro é menor que 0,0000834864.

Do teorema 4.9;

Adn dn+1'Gn

Temos um resultado mais interessante para o erro.

Teorema 4.11. Seja x um numero irracional; Escolhendo um n > 1, pelo menos para

Pn+1

um dos numeros f;—", o O desigualdade:
n n

E vdlida.

Demonstrag¢ao. Vamos supor por absurdo que

_ Pn 1
’LE n > 2.2 © dn+l > qn-
Temos:
1 _pn+1_&_pn+1_m+x_x‘§‘x_p_n _{_‘x_pn+1
dn+1-dn qn+1 qn dn+1 qn qn dn+1
Por outro lado, por hipétese:
Pn Pn+1 1 1
r— 2 xr — = 5> + 55—
) dn + ‘ qn+1 | — 2‘1% + 2qn+1
Temos que ‘x — Z—" + ’x — ’q’"—i ¢é o comprimento do intervalo entre as convergentes ¢, e
n n
Cn+1, €ntao:
1 _ Pn Pn+1 1 1
—— = |- r— >
Qn+1-qn ) Qn’ + ‘ Gnt1| — 242 2¢2 4
2 2 _ 2
Gnsr = 200 - Gnsr + @ = (Gns1 — ¢a)” <0
Implica que:
dn = 4n+1
O que é um absurdo, pois ¢,11 > ¢y. [
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Se tentarmos melhorar a aproximacao e considerarmos a desigualdade:

Dn 1
r——|<

para todo n > 1, a constante k tem um limite para deixar a desigualdade valida. O mais
interessante que o niimero v/5 é o maior niimero que deixa o teorema é valido. O teorema

de Hurwitz refina o resultado acima.

Teorema 4.12 (Hurwitz-Markov.). Seja x um nimero irracional. Escolhendo umn > 1,

pelo menos para um dos nimeros En=t Pn Pntl

o , a desigualdade:
dn—1"4n ' gn+1

1
Vo3’

Pn
an

< para todo n > 1

’x B
E vdlida.
Para provar o teorema precisamos de trés convergentes consecutivas.

Demonstragcdao. Sabemos que:

‘x I
qn dn+1°'4n
Mas
Gn+1 = Tp+1qn + qn—1
Entao:
r— B —1
an (Tnt+19n+qn—1)-gn
Pn 1
x [ i
’ 4n ($n+1+qn_l ) 721

an

Vamos olhar para q’;—‘l;
n

0<"Z—;1<1,poisqn>qn,1>0

A fragdo I = [an; an_1, ..., as], entao q’;—” = [0;an, an_1, ..., as] (ver Lema 2.1).

qn— n

Também sabemos que:

L+l = [(In+1; An+12, ]

Vamos provar que pelo menos uma das desigualdades é verdadeira;

(8) Ty + 222 > /5

(b) xn+gz—j>\/5

76



(€) Tp1 + 2L > /5

qn

Vamos supor por absurdo que:
(2) 1 + 222 <5

qn—

(C) Tn41 + (17:1_;1 S \/g

Como /5 < 3, devemos ter a, < z,, < 3, como a, é a parte inteira da fracdo continua

entao, a, < 2. Da mesma forma, a, 1 <2 e a,;q < 2.

V5>, 4+ 22 >,

Vamos mostrar que a,, = 1;

Se a, = 2;
VB2 =2+ i
Mas
Tpal = Apa1 + Wﬁ <3
Portanto: |

\/52$n22+wﬁ>2+%>\/5

Absurdo, portanto a,, = 1. Analogamente a, 1 =1 e a,;1 = 1.

Sejam a = e f= q’;fl. Temos:
n

Tnit
() s +5<V5
(b) 1+a+B<+V5
(€ t+5<V5
Olhando para segunda expressao:
l+a+B<V5
l+a<+V5-8
Vamos comparar com a primeira:
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Como £(v/5 — ) > 1, entdo */52_1 <p< \/52“.

Por outro lado;

Vamos comparar com a terceira:

1, 1 1 I - N
a T 1+ =z V5—p—1 + 1+8 = (1+8)(V5—B—1)

Como (1 + 8)(vV5 — B —1) > 1, entdo Y53 < g < ¥5=1 (Com os dois resultados,

2
V5-1
2

dn—1

p é racional. Com isso, provamos que o
n

concluimos que # = , absurdo pois =
teorema é verdadeiro. Falta provar que v/5 é o maior nimero que satisfaz a desigualdade,

antes vamos a um exemplo que usaremos para provar que v/5 é o maior niimero com essa

propriedade. O
Exemplo 4.7. Encontrar a expansdo do nimero de ouro. x = 1+2\/5
A parte inteira de %5 ¢ o nimero a; = 1.

1+v5 _ 1+v5
+T_1+ +2 -1

1+\/g:1+—1—5\/5:1+ 1

—1+v5
Racionalizando;
2 (+Vh) _ 20+V5) _ 145
—1+V6 1+v5 4 2
Entao:
1+2\/5 -1+ 1+1\/g

Um resultado muito interessante, pois o niimero se repete no denominador da segunda

parcela. Temos:

L5 — (1511,

Essa fracao continua é interessante, nao sé por repetir o mesmo ntimero no denominador
da segunda parcela;y a sequéncia de termos é toda igual a 1, ou seja, a; = a, = ... = 1.
Passando a parte inteira para o outro lado da desigualdade, temos no numerador, o niimero

—1 4 /5 que é menor que 2, entdo:
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“LY5 — (0,1, 1, ...]

Com isso, as duas fracoes continuas sao as "menores”, pois 1 é o menor inteiro positivo.
Vamos usar o resultado para provar que v/5 é o maior nimero que deixa valido o teorema

de Hurwitz.

Teorema 4.13. Seja a desigualdade:

para todo n > 1, o nimero k = /5 € o maior nimero que deiza o desigualdade vdlida .

Demonstracao. Vamos supor que exista um nimero k > V5 > 2, que deixe o teorema

vélido. Seja z = 1+2‘/‘F’. Entao:

1+V5 _p 1 1
‘ 2 q < k-q? < 242"
Como 2 = E»:
q dn
V6 pnf 1 1
2 an (@nr1+2L)g2  kap

Para que a desigualdade acima seja verdadeira;

(.Tn+1 + qnil) >k > \/3

n

Mas

Tri1 = [Ong1; Gng, ] = [15 1,1, ] = 1+2\/5

B = 2t = 0300 0, ] = [051,1,.., 1]

qn

—14+V5
2

Temos que a cada n, a fracao [ se aproxima de entao, para um n grande,

(Tpg1 + q;;l) = 1+2\/g + _1'2“/‘?’ = /5. Temos:

(Tpy1 + qz—;l) =5 >k > +/5, absurdo!

Portanto, v/5 é o maior nimero que deixa a desigualdade vélida, sendo o teorema de

Hurwitz-Markov o melhor resultado. O
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4.2.1 Fracgoes continuas e logaritmos
Sejam a, b e ¢ numeros reais, com a > 0 e a # 1. Sabemos que:
a*=celog,c=1b
Vamos calcular o logaritmo
logy, b1, onde 1 < by < by

Vamos considerar a sequéncia;

by, b1, ba, ...
E uma outra sequéncia;

ny, Ng, N3, ..
Os numeros nq, by, no, b3, ... sao determinados pela seguinte relagao:

b < by < BT by = b%—ol

by? < by < by, by =M
2

n, ng+1 br—1
bt <bp—1 <b ", by = B
Assim, primeiro encontramos um ntimero inteiro ny tal que:

b?l < bo < b?ﬁ_l, bg = bl:L_Ol
1

Isto mostra que:

Onde i < 1, entao:
by = %
by
E determinamos um ntimero inteiro no tal que:
1
bh? < by < byt
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Se ny é um numero inteiro, entao:

1

na+ o
by = b, com xy > 1
Continuamos calculando, procuramos um ntimero inteiro ns tal que:
1
by3 < by < byt

Se n3 é um numero inteiro, entao:

Temos:
by =1bo- by = b:wﬁ b = bf%
ou
by = b3!
Por outro lado;
bl _ b;w-&-%

E, portanto, podemos escrever:

_ 1
131—n2+x—2

Analogamente;
_ 1
To9 = N3 + s
Temos:
! 1
1 ny+—2I—
T m+—Ll n2+.7
bi=by T =by T =...=p
1 =Y = 0p = =10
Entao:
1
S E—
n2+*1—
3

Pela definicao de logaritmos;
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1

1
mt——L—
n2+%
ng+——

loggé =

Exemplo 4.8. Calcular o log®,:
Temos by =10 e by = 15
VI < by < DM e by = bb—
5'<10<b?eby =2 =2

Entao ny = 1.

Temos by =5 e by =2
Vo2 < by < b2t e by = B

2 <5<Peby=2=1,25

22

Entao n, = 2.

Temos by =2 e b3 =1,25

n3 n3+1 —

1,25% <2< 1,25 e by = —25 = 1,024

1,255 —

Entao ny, = 3.

Temos by = 1,25 e by = 1,024
byt < by < b}t e by = bb—

1,0249 < 1,25 < 1,024 ¢ by = =22

T30 =
Entao ny = 9.
Em resumo:
b = n =1
bo =2 ng=2

by =1,25 mny =3

b4:1,024 n4:9
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Temos:

logry = 0+ ———

ey -
9+ 1
Olhando para tabela de convergentes:
n|-1/0/1(2/3]4]5 ]| 6 7
a, 011239 2 2
pn | O 1101 ]2] 7 |65]137 339
G | 1|01 [1]3]10|93] 196 | 485

A convergente % =~ 0, 698979 e log3, =2 0,698970.

10%?0 -

ﬂ‘ U S
196] /5 - 1962

O erro menor que 0,00001.

4.3 Fracoes continuas infinitas periédicas

Vimos que a expansao de alguns nimeros se repetem. Os nimeros irracionais dos exemplos
4.1, 4.2, 4.3 e 4.4; a sequéncia de termos a, a partir de um certo ponto comecam a
repetir, esses nimeros sao chamados irracionais quadraticos. Vamos estudar os niimeros
irracionais quadraticos e veremos como expandir e converter fracao continua periédica em

um irracional quadratico.
Definicao 4.1. Um niumero irracional quadratico é da forma:
% com A, B e C inteiros, com B >0 e C' # 0.

Comecamos a expandir o niimero %, para isso vamos usar os trés passos. Seja ap

¢ a parte inteira de z = x; = AJFO*/E = AlJCFI\/E, temos:

_ A+VB _ 1
xl—T—al—Fg
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1°passo (parte inteira):

A1+VB
!E1=a1+(%ﬁ—@1)
1
A1—=Ch- B
x1:a1+(1 1Ca1+\F)
1
2°passo:
_ 1
Ty =01+ ——<——
A1—Cy-a1+VB
_ 1
Ty =a1 +——o——

A1—Cp-a1+VB
3°passo (racionalizando o denominador):

_ 1 _ 1
T1 =01+ C1l(A1=Ci-a1)-VB] a + T2

(A1—C1-a1)2-B

Podemos escrever:

_ 1 _ 1
L= 0¥ Grerayve = M T Groayive
(A1-Cy-a)?-B B—(a;-C1—A)?

[ef [ef

(a1-C1—A1)+VB
B—(a1-C1-41)?
C1

Temos que z9 = , portanto x5 é um irracional do tipo %ﬁ.
Seja aq é a parte inteira de xs.

1°passo (parte inteira):

Ty = a2 + (—A%Q\/E — ag)
To = as + (Az—Cgéz;2+\/§)

2°passo (invertendo a parte fraciondria):

1
Ty =0Qy + ——7;——

Ag—Co-ag+VB

3°passo (racionalizando o denominador):

_ 1
Tg = az + Cal(A2—Cy-a3)—VB]
(A3—C3-a2)?2-B

Podemos escrever;

_ 1 _ 1
T2 = a2+ (Ag—Cg-a9)—vVB az + (ag:Co—Ag)+VB
(Ay—Cy-a)2—B B—(ap-Co—Ag)?

Ca Cy

Entao;
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_ 1 1 _ 1
$2 — (Ig + T3 — a2 + A3+\/§ — a2 + (a2-CQ—A2)+\/§
C3 B—(ag-Co—Ap)?

Ca

Comparando as expressoes:

(a) AgZGQ'OQ—AQ

(b) Cy =
(c) x5 = %ﬁ

(d) a3 = parte inteira de z3

Continuando o processo, podemos generalizar as expressoes:

A+VB _ Ai+VB
e =

Definicao 4.2. Seja v = 2, = o

(a) Ay =an_1-Cpq — Ap_1, paran > 2.
(b) C, = lé;—i’%‘, para n > 2.
(c) z, = An+VB

= =222 para todo n.
n

(d) a, = parte inteira de x,,

Definigao 4.3. O nimero da forma /B, com B inteiro positivo, é chamado de irracional
quadrdtico puro.
Exemplo 4.9. Encontre os termos da fracio continua para v/31
A parte inteira de V31 é 5, escrevemos:
\/3_1 =a; + (%ﬁ - Gl)
ou

VAL =5+ (25 _5)

Os termos A; = 0 e C; = 1 sempre que for irracional quadratico puro.

Vamos colocar os valores em uma tabela, como a tabela abaixo:

n 1] 2 |3
A, | O
Cn |1

ay, | O

Temos:
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(a) AQZCl,l'Cl—A1:5'1—0

(b) Cy = Pt = 332 =6

(€ 22 = A28 = 2y

(d) ap = parte inteira de x5 = 1

Nao é necessario memorizar as férmulas, marque os primeiros termos e com observagao
de como os termos estao dispostos, e um pouco de pratica, conseguimos preencher a tabela

até o n desejado.

n (1234|567 ]8]9]10)|11
A, 10514551415 |51
Co |1|165|13|2[3[5]6|]1]6]5
a, 511|353 |1]1]10| 1 |1

Os termos Ay = A e Cy = (Y, ou seja, os termos da décima coluna sao iguais aos
termos da segunda coluna. Os termos A3 = Ay e U5 = (41, os termos da décima primeira
coluna sao iguais aos termos da terceira coluna. A partir do n = 10 comeca a repetigao.

As formulas valem também para A; e C negativos.

Exemplo 4.10. Encontre os termos da fra¢do continua 71_;2ﬁ

A parte inteira de _1_;2*ﬁ é —1, temos Ay = —1e () = —2.

Colocando na tabela:

n |1[2/3[4|5]6|7
Ay | -1 1312 11]1]2]2
Co|-21113[2]3|1|3
anp |-1 |51 [1]14]1

Os termos comecam a repetir a partir da sétima coluna.
Pode acontecer em alguma etapa encontrarmos algum A, ou C,, que nao seja inteiro?

Se tentarmos com %6,

86



Colocando na tabela:

n 1(2]3
A, |11
Cpl2]7
a, |1

AQZCLl'Cl—AlIl'Q—lIl

Temos que g nao ¢ inteiro!

Temos como saber se em alguma etapa o A,, ou C,, nao é um inteiro. O teorema abaixo

nos fornece um critério:

Teorema 4.14. Na expansdo de um numero da forma % na forma de fracao quadrdtica,

se B — A? for divisivel por C' entio B — A2 serd divisivel por C,_.

Demonstracao. Por inducao:
Supondo que B — A? seja divisivel por C.

paran =1

_ B-A? _ B-A}
Cy = c T T

Temos que Cy é inteiro, pois Ay = Ae C; =C.
Portanto é verdade para n = 1.

Vamos supor que seja verdade para, 1,2,....,n. Paran = k;

2
B—A?

Cr = Cr_1

Vamos provar que é verdade para n = k + 1;

B-A{.1 _ B—(agCp—Ap)? _

Crr = [ Ck -
_ B—(ag-CR-2ApapCx+A}) _ B-Aj42ApapCx—af-C}
Ck Ck

Gy Ck
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A primeira parcela é verdadeira por hipétese de indugao. Como B — A% e Cy_; sao

_ A2
inteiros, e verdade para C} = %ki’“ (Cy. é inteiro), entdo B — A? = Cj,_; - C. Portanto,
_ A2
Croq = BC:"“ (Ck—_1 é inteiro). A segunda parcela claramente ¢ divisivel por C. O

Entdo para construir a tabela, verificamos antes se B — A% divide C. Se nao for

divisivel, multiplicamos o numerador e o denominador por C"

A+VB | _ A+VB  C _ AC+VBC?
c c ' C c?

Agora, o numerador é divisivel pelo denominador C, pois BC? — AC ¢ divisivel por C.

No caso de 1+2\/6 =2t 526'22, temos B — A? = 20 é divisivel por C? = 4.

4.3.1 Equagao quadratica de uma uma fragao continua

Vamos observar uma fracao continua periédica que se repete a partir do primeiro termo

e o periodo com n termos:

Seja
r=a + 1
= T
a
2+a3+ T
S L
an+ 1 T
(11 @ + T
JEN
AL — —
’ 1

an—+——

Observe que a; nao pode ser negativo, como [ay; as, ...ay,, ai, az, ..], temos que a; = a,11 =
Ant2 = ..., se a; fosse negativo o a,4; também seria negativo, mas todo a; com j > 2
tem que ser positivo por definicao. Portanto, a; nao pode ser negativo na fragao continua
que repete a partir do primeiro termo com n termos no periodo.

Temos:

an+%
Vamos utilizar a férmula da (n + 1)-ésima convergente;

_ Pnt1 __ xn+l'pn+pnfl

15 = =
ntl = g Tng1-Gntan—_1
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Mas ¢ = ¢41 = Tpi1, entao:

T =c _ Pn+1 __ TPntPn—i1
n+1 dn41 T-gn+qn—1

Temos:
Qn'x2+Qn—1 X =T Pp +pn—1

Entao:

dn - z? + (Qn—l - pn)l’ — Pn-1= 0

Definigao 4.4. Chamamos a equagao ¢, x>+ (qn_1—pn)T—pn_1 = 0, equagao quadrdtica

da fragao continua de repeticao inicial.

E uma equacao de segundo grau, vamos observar as raizes da equagao e provar o

seguinte teorema:

Teorema 4.15. A equacao quadrdtica para uma fracao continua de repeticao inicial sem-

pre tem uma raiz positiva e uma 1aiz negativa.

Demonstracao. Na equagao,
ar’? +bxr +c=0

Temos como raizes:

_ —b+Vb2—4ac
v =g
a
€
__ —b—vb2—4dac
L= 2a

Comparando os termos da equacao de segundo grau com equacao quadratica da fracao

continua de repeticao inicial:

a = (n
= (qn—l _pn)
C= —Pn-1

Temos como delta da equacao:
b* —dac = (gu-1 — pn)* = 4an)(=Pn-1) = (@1 = Pn)? + 4(¢n) (Pn-1)
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E sempre maior que zero, pois (¢,—1 — pn)* é maior que zero (todo quadrado de um
nimero diferente de zero é positivo) e 4(q,)(p,—1) também é maior que zero, pois ¢, ¢n_1,
DPn € Pn_1 Sa0 todos inteiros positivos. Portanto, a equacgao da fracao continua de repeticao

inicial sempre tem duas raizes. ]
Exemplo 4.11. Encontre o numero x que gerou a expansdao da fragcao continua:

1
r=14 ——-—
+1+71

L W
P
Como:
r=1+ it 11
1+ L
1+ T
1+
Temos:
r=1+ %
T = x+1
X
Entao:
?=x+1
Portanto:

2?—r—1=0

E a equacao procurada, tem como solucoes:

Tr =

1+V5
2

Concluimos que x = , pois é maior que zero.

Observacao. 1+2‘/5 é um numero especial, o niumero de ouro. A equagao coincide com

a equagao caracteristica da recorréncia que gera a sequéncia de Fibonacci, como con-
sequencia:

Os numeros da forma
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sao exatamente os termos da sequéencia de Fibonacci.

Podemos também utilizar a tabela para encontrar a equacao, como a partir de x5 comeca

a repeticao, fazemos ay = x:

n|-1/0|1] 2

an, 1 X

oo | 0|11 ]x+1

g, | 1 |0 1] x

Olhando para a segunda convergente:

— _ p2 _ xz+l
.T—Cg—q—2—7

Também encontramos a equagao:
2> —x—-1=0

Exemplo 4.12. Encontre a equacao quadrdtica da fra¢ao continua e o niumero que gerou

a erpansao:
r=2+ T 1 T
24 L
v
Como:
_ 1
=2+ T 11
24 T
1+ T
2+
Entao:
1
T =2
+ s
1
xr = 2 + z4+1
=
S X
r=2+ 711
T = 2(z+1)+= — 3z+2

z+1 r+1
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— 3z+2
x+1

Entao:
r(r+1)=3x+2
r?+1x=3r+2
Portanto:
22 -2 —-2=0

E a equacao procurada, tem como solucoes:

T = 2+V12
2
e
T = 2—V/12

2

%ﬁ = 1+ /3, pois é maior que zero. Podemos também utilizar

Concluimos que x =
a tabela para encontrar a equacao. Como a partir de x3 comega a repeticao, fazemos

as = x:

n|-1/0]1}2] 3

an,
o | 0|1
G | 10| 1]1| x+1

NI )

3| 3x+2

Olhando para a terceira convergente;

— — D3 3x+42
r =03 = g3 = x+1
Também encontramos a equagao:
2 _
x> —2x—-2=0

Exemplo 4.13. Encontre o nimero x que gerou a expansao da fracao continua:
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Observando que a fracao continua nao repete do inicio, fazemos

1
3+ L
Ty

Temos duas equagoes:

De (b), temos;

v=3+ 3k

_ 3ttty _ 4y+3
y y+1 y+1

Entao:
yly+1) =4y +3
v +y=4y+3
Portanto:
y? —3y—3=0
Tem com solugao;
y = 3+%/ﬁ
e
y = =2
Vamos usar apenas y = 3+;/ﬁ, pois é maior que zero. Vamos substituir na equagao (a):
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Substituindo;

_ 2
$_2+3+\/ﬁ

_ 2 3—V21\ _ —6+2/21
x_2+<3+\/ﬁ) ' (3—\/ﬁ> =2+ =5

184221 _ 9421
12 - 6

Tr =

Podemos também utilizar a tabela para encontrar a equacao, mas como a fracao
continua nao repete do inicio, usamos a tabela para encontrar y. Como a partir de ys3

comega a repeticao, fazemos az = y:

n|-1/0]1]2] 3

an
pn| 0|1
G | 1101 ]1] y+1

w | W

4 | 4y+3

Olhando para a terceira convergente;

— _ p3 _ 4y+3
Yy=6=4 = yn
Também encontramos a equacao:
2 _
y —3y—3=0

Encontramos as raizes e substituimos na equagao (a).

4.4 Reduzido quadratico

Nesta secao estudaremos os reduzidos quadraticos. Reduzidos quadraticos sao tipos espe-
ciais de irracionais quadraticos. Identificamos os reduzidos quadraticos pelas propriedades

que resultam de uma relacao direta com seu conjugado.

Definicao 4.5. Um Irracional quadrdtico que a sequéncia de sua fracao continua repete

do inicio é chamado de reduzido quadrdtico.
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Vamos investigar porque em alguns irracionais quadraticos a sequéncia repete do
comeco e outros nao. Mas todos irracionais quadraticos repetem a partir de um certo

ponto (Lagrange).

P - _ Pn _ P _
Definigao 4.6. Sejam x = = la1, ag, .., an, a1, a9,...] ey = - = [y Qp1y @1, Ay Q1.

fracoes continuas. Flas sao chamadas de fracoes continuas de periodo reverso.

Teorema 4.16. Seja x > 1 uma fragao continua de repeticao inicial, e seja y fragao

continua de periodo reverso de x, e &' conjugado de x, entao —% =12 e—-1<a <0.

Demonstragao. Seja :

T = 2’—: = [ay; ag, ..., ay)

Com a equacao quadratica da fracao continua de repeticao inicial

Gn - 2% + (Gn-1 — Pn)T — Pp—1 =0

associada a x .

E seja y a fracao continua de periodo reverso. Vamos usar o resultado do lema 2.1.

_ pn—ll
Gn—1"

pn’

q’e -
n

dn—1

ekl

Yy = » Qp; Gp—1, '--7a2;a1] - = [an;an—la "'7a2]

n—1

Da primeira concluimos que:
. / —
Pn=Pn €Pn-1={(n
Da segunda;

dn = pn—l, € dn—1 = Qn-1

Entao:
_ _ pn+1, _ y‘pn/'f‘pn—l/
Y=Cnt1 = nt1l’  Yqn'+qn_1’
/ 2 / / /
@' Y+ (Gt =P )y = Paa’ =0
Substituindo:;

Pre1 Y2+ (Guo1 —Pa)Y — ¢ =0

A relacao entre as equactes é que elas tem os coeficientes dos extremos com a ordem

trocada.
(a) Gn-2*+ (gn-1— Pn)T — Pn—1 =10
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D) poc1 Y+ (@1 —Pa)Y — @ =0

Vamos olhar para os niimeros que geraram as expansoes (solugoes das equagoes) e
procurar alguma relacao entre eles. Fazendo ¢, = a, (¢4—1 — pn) = b e pp1 = ¢. As

equacgoes ficam:

(a) a-2>+br—c=0
(b) c-y*+by—a=0

A primeira equagao tem como raizes:

T = —b+vb%+4ac
o 2a

e
= —b—vb%2+4ac
- 2a
A segunda equacao tem como raizes:
_ —b++vVb%+4ac
y= 2c
e
1 —=b—=+vb%+4ac
y = 2c

Observando que 2’ é conjugado de x e 3 é conjugado de y.

. —_ /b2 . , . . ,
Vamos considerar z = W, pois é maior que zero (z > 1 por hipdtese).
N 1 — _ 2a . =b—vb’+4dac
T —b+vb2+4ac —b+Vb2+4ac —b—vb2+4ac
2a
_ —2a-(=b—Vb2F4ac) __ —2a-(=b—b2F4ac) __ —b—/D2+dac __ ./
o b2 —b2—4ac - —4ac o 2c =Y
Concluimos que:
_1_
O ntimero —1 é conjugado de y.
xT
Olhando para v;
_ —=b+vb%+4ac
y= 2c
Da mesma forma:
N 1 _ 2c [ =b=vb2Hdac) _ —b—vb2+dac _ 7!
y —b+1/b2+4ac —b+vb2+4ac —b—v/b2+4ac 2a

2c
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Concluimos que:

1 !
—= =XT.
Y
O ntumero —i é conjugado de z. Ou seja, —i é solucao da primeira equacao e —% é

solugao da segunda equacao.

Temos os seguintes resultados:
e I e Yy sao positivos, pois a; > 0
e Se y > 1, entao i < 1. Multiplicando por —1 temos, —5 > —1.
e Como 2/ = —i, entdo —1 < 2/ < 0.

Com os resultados acima concluimos que quando x é um irracional quadratico de

repeticao inicial, com z > 1, seu conjugado z’ é maior que —1 e menor que 0. O

Exemplo 4.14. Encontrar as equagoes quadraticas da fracoes continuas, os numeros que

geraram a expansao e encontre alguma relacao entre eles:

r=1+ L
2+ T
3+ .
Yo T —
€
1
y=3+ I
24 T
—_
3to— 71—
2+

Sao fragoes continuas de periodo reverso.

Para resolver, vamos utilizar a tabela:

n|-1]0[1[2]|3 4
an, 1123 X
po| O] 111]3]10| 10x+3
Go | 1O |12 7 | Tx+42
Olhando para a quarta convergente;
— _ __ 10z+3
UL EL
__ 10x+3
T = T2

97



x(7z +2) =10z + 3
T —8r —3=0

Temos como solugao:

8+v148 __ 4437
- 7

L= "3

Utilizando a tabela para o outro nimero;

n|-1/0/1]2]3| 4
an 31201 vy
pe | 0| 1]3]7]|10| 10y+7
g | 110[1]2] 3| 3y+2

Olhando para a quarta convergente;

y(By+2) =10y +7
32 —8y—7=0

Temos como solucgao:

_ 8+/48 _ 44+/37
Y="% = "3

Observando as equagoes;
(a) 722 —8xr —3=0
(b) 3y* =8y —7=0
Vamos olhar para os nimeros que geraram as expansoes (solugoes das equagoes) e verificar

a relagao entre eles.

Escolhendo z:

_ 84+148 _ 4+4+/37
=" = 7
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Vamos considerar;

_ —TA-(=T)VBT _ —T-(4=VBT) _ 4-37
16—37 —21 3

Olhando para y:

_ 84148 _ 4437
Yy="%6 = "3
O conjugado de y, o nimero ¥’
y/ _ 4—;)/?

Concluimos que:

y =—1
Da mesma forma;

113 _(4—ﬁ>:4—¢37:x/
Yy 4+y87 44+/37  \ 4—/37 7

Concluimos que:

=1

Ou seja,—i é solucao da primeira equagao e —% é solucao da segunda equacao.

Chegamos aos seguintes resultados:

° I = @ ey = %ﬁ sao positivos e maiores que 1.
o Como y = 37 5 1 entao L = —L_ < 1. Multiplicando por —1 temos, —+ =
y - 3 9 y T 44437 . p p ) Y -
3
1
o > —1.
3
o Comoa/ = =4EV37T — 1 _ 1 _ temos —1 <o/ = —4+ V37 <0
7 y 4+§/ﬁ’ .

Temos a seguinte consequéncia do teorema 4.16. Uma forma alternativa de definir o

reduzido quadratico:

Corolario 4.4. Seja x um irracional quadrdtico, x ¢ um REDUZID O QUADRA TICO

quando:
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o r>1
o —1<a' <0

Toda fracao continua de repeticao inicial é um reduzido quadréatico. Vamos tentar en-
contrar alguns resultados sobre os nimeros A, B e C' do irracional quadratico quando é
reduzido quadratico. Seja x = “5~> um irracional quadrético e =’ o conjugado de z, e

considere a equacao quadratica de repeticao inicial:
ax® 4+ bx +c =0, com a,b e c inteiros.

tem como raizes:

_ —b+vb%2—4dac
x _—,—_—_—
2a
€
= —b—v/b%2—4ac

2a
Os ntimeros —b, b> — 4ac e 2a sao todos inteiros e x tem a mesma forma do ntdmero:

A+VB
C

onde;

—b+vVb%2—4ac e = —b—+/b%2—4ac

T = 2a 2a

Se 2/ < 0 entao 2’ = == ”;;2_4“6 = A_C‘,/E <0

o que implica

A <+/B

Se z > 1 entao z = =2t V2ba2_4ac = A+C\/§ >1

O que implica:
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A++VB>C.
Mas,
A< VB
Somando v/B na desigualdade;

A+ VB <2VB

Portanto:

C<A+VB<2VB

Lembrando que para construir a tabela, precisamos da formula:

B—A2
Cn

O termo ¢, tem que dividir B — A2, vamos tentar encontrar outras relagoes entre A, B e
C. Se x é um irracional quadréatico e x > 1 entdo, —1 < 2’ < 0 e portanto z + 2’ > 0 e
x—a > 0.

olhando para x — ' > 0:

—b+Vb2—4dac _ —b+Vb2—4dac __ 2vVb*—4dac >0
2a 2a o 2a

Como 2 > 0, entao:

\/b22;4ac >0

Comparando com os termos A, B e C, temos:
VB
© >0
Concluimos que VB e C sio positivos.

olhando para z + 2’ > 0:

—b+vb%2—4dac + —b—vb%2—4ac __ —2b >0
2a 2a T 2a

como 2 > 0, temos:

—b

%0 >0
Comparando com os termos A, B e C, temos:
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A
5>0

Chegamos a conclusao que A, B e C' sdo positivos. Para saber um irracional quadratico
é um reduzido quadratico o primeiro critério é observar os sinais de A, B e C.

Vamos observar a expressao :

B-A? _ b—dac—(=b)> _ —dac _ 9

c 2a 2a

O resultado —2c¢ é inteiro, pois ¢ é inteiro. Concluimos que B — A? sempre é divisivel por

C' (quando nao é apenas multiplicamos o numerador e o denominador por C').

Chegamos aos seguintes resultados sobre A, B e C' do reduzido quadratico %:

e A, B e C sao inteiros positivos.

e A<+B
o« C<2VB
e B — A? ¢ divisivel por C
Por exemplo, se B = 6:

e A e C sao inteiros positivos.
e A<2<+6. Entdio A=10ouA=2.

e O <4<2VB.
C pode ser 1,2,3 ou 4.

e 6 — A? tem que ser divisivel por C.
Se A =1, C s6 pode ser 1.
Se A =2, C pode ser 1 ou 2.

Se um nimero é um reduzido quadratico, para qualquer valor de B temos um ntmero

finito de valores A e C'. Vamos olhar para cada x,, = % e investigar se os x,, de um

reduzido quadratico também sao reduzidos quadraticos. Olhando para:

1
Tn+1

Ty = Qp +

Temos o seguinte resultado:
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Lema 4.3. Sejam x ey, e seus conjugados x' e 1y, respectivamente. Se x = ay, + i entao

/ 1
x :ak—l—?.

Demonstragao. Sejam

_ A+VB
r="c
e
) _ A—VB
r ===

Racionalizando o denominador;

c (A4—a-C)—vVB _ C((A-ar-C)—VB)
(A—ap,-C)+VB (A—ay-C)—V/B ~ (A—ar-C)2—B
Entao:
r=ap+ e =ap + ——————
k C((A—ay,-C)—VB) k (A—a,-C)—VB
(A—ay,-C)2-B (A—a},-C)2-B
C
(A—ay,-C)—-VB
(A—a, . CV2—B
Fazendo y = %, temos que r = ay + i

Vamos olhar agora para o conjugado de x:

4= A_C@ = ap+ (A_Cm —ap) = a + (Afakg)f@

1 1
v=ap+—c——=ap+ ——<c——
(A=ap-CO)—VB (A—ap-C)—VB

Racionalizando o denominador;

c  (A=a-C)+VB _ C(A-ap-C)+VB
(A—ay-C)—VB  (A—ay-C)+VB (A=a,-C)2—B
Entao:
= +—Ltr  —q, + —L
Tk T ety 0 vE T R Taa 0 VB
(A—a},-0)2-B (A-ay O)?-B
C
7 —a,-C)2— 7 . —aL-C)2—
O nimero w é o conjugado de y. Temos que =’ = ay + & ey = A TE kCC> B
O
A+vVB

Teorema 4.17. Seja x =

o um reduzido quadrdtico, todos x,, = % também sao
n
reduzidos quadrdticos, a fra¢ao continua para um reduzido quadrdtico serd uma fra¢cao

continua repetida.
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Demonstracao. Seja;
— 1
r=a;+ 2
Como z é reduzido, entao x > 1, x5 também é maior que 1. Pelo lema 4.3, para x':
r_ 1
r =a;+ =
Entao:
Ty - =ay a9y +1
Ty X —ap-xy =1
(2 —ay) =1

1

a1—x’

1‘2/ =

O lema 4.3 garante que 2’ sendo conjugado de um reduzido quadratico satisfaz —1 < 2’ <
0, a; é inteiro positivo, portanto, a; — 2’ > 0. Concluimos que x5’ = —ﬁ é negativo,

1

o— ¢ positivo. Basta mostrar que e xo' > —1.

pois
Queremos provar que:

=15 > -1

a1—=x
Multiplicando por —1, invertemos a desigualdade:

1
a;—x

- <1
Entao:
a —2' >1

Como z’ > —1 e a; é um inteiro positivo, concluimos que a; —2’ > 1. Com isso mostramos
que zo também é reduzido quadratico. O mesmo argumento poderia agora ser aplicado a
To, para mostrar que rz também é reduzido, assim fazemos em todos os x,. Mostramos
que cada x, = %ﬁ ¢ um reduzido quadratico. Lembrando que o B é o mesmo em cada
expressao e, dado um B, existe apenas um ntimero limitado de valores inteiros possiveis
para A e para C'. Quando expandimos %, é obrigatorio aparecer um par de nimeros
A e C que ja apareceram, e a partir desse ponto os termos vao repetir.

Agora vamos mostrar que estd se repetindo do inicio. A estratégia é olhar para dois

termos que sejam iguais, se é verdade que a, = a,,, serda verdade que a,_1 = ap_1,

Gp_2 = Qm_2; até chegar no a; que sera igual a algum termo. se
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Ay =

Pelo lema, temos:

1

7
n+1

I
Ty = Qp + 7
Queremos mostrar que x,_1 = x,,_1. Sabemos que:

_ 1
Tm—1 = Am-1+ 7~

1
Tp_1=C0Qp_1+ Tn

Se x, = x,, entao ﬁ ==

:E’,Hr‘rl = Qyp — ._'En
1 1
7 =ap+ —
Tpt1 -

Se todos os ,, sdo reduzidos, entdo ’ , , e 2/ estdo entre —1 e 0; portanto, ——1— e —
n ) n+1 n ) 9 T

n+1

1

7y,

sdo maiores que 0, e — é positivo mas é menor que 1. Segue que a, é parte inteira de
- T

Tn

L Nossa hipétese z,, = z, ¢ —— = —- e em geral a, ¢é parte inteira de ———,
Tn+1 Tm, Ty Ccn-‘,—l

entao também a,,_; é parte inteira de —xi,, também a,,,_, é parte inteira de —zi/, portanto
n n

Ap-1 = Qyp—1- ]
Definicao 4.7. Seja a sequéncia
1,02, ..y p_1, Gy
E chamada de simétrica quando
A1 = Qp, A3 = Ap_1,03 = A2, ...
Exemplo 4.15. A sequéncia
1,2,3,4,5,4,3,2, 1

€ uma sequéncia SIMEtrica,pois a; = 1 = ay,, Gy = 2 = Ap_1, A3 = 3 = Ap_9, a4 = 4 =

Ap—92,y ....
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Olhando para os termos da tabela de um ntmero da forma v/B:

Exemplo 4.16.

(a) V43 =1[6:1,1,3,1,5,1,3,1,1,12,1,1,3,1,5,1,3,1,1,12, ..]

(b) V31 =1[5;1,1,3,5,3,1,1,10,1,1,3,5,3,1, 1,10, ...]
Observamos o seguinte padrao:
[ala A2, .ty Uy Ap—1, .-, A2, 2&1, az, ]

Nenhum ntmero na forma /B é reduzido quadrético, pois se VB > 1, o conjugado
—VB < —1, portanto nio pode ser um reduzido. Por exemplo, v/8 ndo é um reduzido
quadrético, pois seu conjugado —v/8 é menor que —1. A parte inteira de v/8 é 2, e o
nimero 2 + v/8 é um reduzido quadratico, pois 2 + /8 é maior que 1 e seu conjugado
2 — /8 estd entre —1 e 0. Entdo, como 2 + v/8 é um reduzido quadratico, a sequéncia se
repete do inicio.

Seja v/B, tal que seu conjugado é menor que —1:

\/§:a1+a 11

2+

.. 1
R S
an+ L

1
2a1+
Ry y——

Como a; é a parte inteira de v/ B, o nimero a; + v B é um reduzido quadratico:

(11‘1‘\/Ezal‘i‘ChﬂLaz)Jr -

Portanto, temos a primeira equagao:

a1+ VB =2a1 + =

O conjugado a; + VB é a; — v/B. Temos —
termos reversos de v B + a;:

a1—1\/§ = \/El—m (do lema 4.3). Agora os
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a1+\/§:2a1+(\/§—a1)

Temos uma segunda equagao:

CL1+\/§:26L1+ }

VB—ajy

1
—_— =
VB—ay %2t o7 T

Da primeira equacao:

VB—a1 G+ an—1+ L

t—T T
a2+m+an+71

Igualando:

1 _ —
\/E—a,l o an + an—1+ L o a2 + a3+ L
.. 1

% "'+—1
ﬂ2+m+71 an+

1
an+—— 2a1+
" Wagr 15

Agora, como essas duas ultimas fragoes continuas representam o mesmo nimero, sig-
nifica que seus termos correspondentes sao iguais. A sequéncia repetitiva de termos é a

mesma quando invertida; portanto, é uma sequéncia simétrica e temos:
ap = A2, QApy1 = 4z, ...

A sequéncia repetida de termos da fracao continua de qualquer ntmero da forma /B
é simétrica, mas em vez de o primeiro termo ser duas vezes a parte inteira de VB, ¢é

exatamente a parte inteira de VB.

Teorema 4.18 (Lagrange). Qualquer nimero irracional quadrdtico tem expansao da

fracao continua periodica a partir de algum ponto

Demonstracao. A estratégia é mostrar que em alguma etapa aparece um reduzido quadratico.

Seja a expansao:

r=a
1+a2+ 1

1
an+zn+1

Sabemos que:
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Tn+1PntPn—1
Tn+1'gntqdn—1

Tr =
Onde z e x,,1 sao irracionais quadraticos, lembrando que x,,; > 1. Basta mostrar
que o conjugado z;,_ ; estd entre —1 e 0.

/ $;+1‘pn+pn—1

i
:E,ln+1 ‘gn+qn—1

ou
f]:, — IIQn—I*pn—l
7’L+1 xlqn_pn
Fatorando:
/_Pn—-1
/ qn—1 dn—1
T = — — -1
1 T_Pn
nt qn x qz
Portanto:
/
/ __ __9n-—1 T —Cn—1
Tnt1 = 77, < @' —cp )

Quando o n cresce, ¢,_1 € ¢, se aproximam de z, entao:

/_ . ! __
o=l se aproxima de £=2 =1

x'—cp T

Os ndmeros ¢, e ¢,_1 sao positivos, mas ¢, 1 < ¢, entao, q;—*l < 1. Portanto —1 <
n
r,,1 < 0, 0 que prova que z,;; ¢ um reduzido. Como z;,,; ¢ um reduzido, o niimero x

sera uma fracao continua periédica a partir deste ponto conforme o teorema 4.17. n
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Capitulo 5

Aplicacoes da fracao continua infinita

5.1 Equacao de Pell

Definigao 5.1. Seja B inteiro e positivo,a equacao da forma x*> — By* = 1 € chamada de

equacao de pell.

Observacao.Quando B é um quadrado perfeito, nao é muito interessante, pois de
um modo geral a diferenca de dois quadrados perfeitos nao ¢ igual a 1, somente em casos
especiais, por exemplo (+1)% — (0)2.

Resolver a equacao de Pell é encontrar valores inteiros para x e y. A equagao de Pell tem

relacao direta com a fragao continua do irracional v/ B.

\/Ezal‘i‘a l1

2+

Temos;

2+
.t +11
a
n a1+\/§
1
VB =a +
1 as+ T
4 11
ana+a+ 1
1 1a2+$
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Vamos considerar x,.; = a; + v B, usando a férmula da (n + 1)-ésima convergente:

— Pni1 __ /B — Tn41'PntPn-1
Cn+1 dn+1 Tn+1qntqn—1

Mas x, 11 = a1 + \/E;

_ (a14+VB)-pntpn-1
\/E T (a1+VB)-gn+gn—1

(VB)[(a1 + VB) - g+ gn_1] = (a1 + VB) - pp + pn1

Entao:

QnB + (aqu‘n + Qn—1>\/§ = Q1Pn + Pn-1 +pn\/§

[gualando:
QnB = Q1Pn +pn—1 ou pPp—1 = qTLB — A1Pn
(@1Gn + @n-1) = Pp OU Gn—1 = Dn, — A1Gn,

A relagao entre a equacao de Pell e fragoes continuas surge como consequéncia do

teorema 2.6:

Pn - Gn-1 — Pn—1"Q4n = (_1)11

Substituindo:

Pn - (pn - al%l) - (QnB - alpn) “Qn = (_1>n

Portanto:
an - BQnZ = (_1)n

Vemos que p, e ¢, sao solugoes para a equacao x> — By? = (—1)". Entao, se queremos
nimeros inteiros que satisfagam uma equagao do tipo 2 — By? = (—1)", encontramos os
termos para a fracao continua de v/B. Se n é o niimero de termos(a;) antes que o termo 2a,
apareca, entao * = p, € y = ¢,, que sao o numerador e o denominador respectivamente
da n-ésima convergente, sao solucoes para a equacao.Se n é par, r = p, € Yy = ¢, Sa0
solugoes para 22 — By? = (—1)" . Se n for impar, as solugoes para 2 — By? = (—1)" sdo

X = Paon € Y = Q2n, Onde 2n é um nimero par.
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Exemplo 5.1. Encontrar as solucoes de x> — Ty? =1

Temos que B = 7, vamos olhar para os termos de /7, lembrando que v/7 é um

irracional quadratico puro, vamos observar a tabela de termos:

n[1/2]3[|4]5]|6
A, lol2)1)1]2]2
C,|1]3[2[3]1]3
an 21111 ]4]1

Usaremos n = 4, pois o termo quando n = 5 é 2a; = 4. Temos que achar a quarta

convergente, para isso, Vamos usar agora tabela de convergentes:

n|-110/1]2[3/4
an 20111
bl 0l1]2]3|5]8
g | 1]10[1]1]2]3

Temos que:

Entao x = 8 e y = 3, vamos conferir:
22Ty =82-7-32=1
Exemplo 5.2. Encontrar as solugoes de x* — 29y = 1

Temos que B = 29, vamos olhar para os termos de v/29, lembrando que v/29 é um

irracional quadratico puro, vamos observar a tabela de termos:

n |1(2{3/4|5]|6
A, 10513123 ]5
Co |14 |5]|54] 1
a, |52 |1]1]2]10

Usaremos n = 5, pois o termo quando n = 6 é 2a; = 10. Temos que achar a quinta

convergente, para isso, Vamos usar agora tabela de convergentes:
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ot | Ot

e | 011 11|16 | 27| 70
g | 1101 2]3]5]13

Temos que:

Entao z = 70 e y = 13, vamos conferir:
22 —299y* =70% -29-132 = —1

Encontramos x = 70 e y = 13. Nao sao solugoes da equacao de Pell, pois n é impar.

Vamos fazer as duas tabelas juntas a tabela de termos e a tabela de convergentes:

n |-1]0(1|2|3]|4]5] 6 7 8 9 10
A, OS5 |3 12]3] 5 ) 3 2 3
Ch 11415 |5 |4 1 4 D ) 4
Qn, 5121 (1] 2] 10 2 1 1 2
Do | O | 15| 11|16 |27 |70 | 727 | 1524 | 2251 | 3775 | 9801
G, | 1O 1T 2 3|5 |13|135| 283 | 418 | 701 | 1820

Como n = 5, entao 2n = 10. As solugoes sao x = 9801 e y = 1820. Lembrando que

quando n é impar as solugoes sao & = po, € Yy = @o,. Vamos conferir:
2?2 — 29y? = 98012 — 29 - 18202 = 1

Se n é par, ou impar, sabemos que 2n é par. Agora que x = Py, € Y = (o, S0 solugoes
para a equacao x? + By? = 1, temos aqui um método para obter mais solucoes para
qualquer equacao do tipo 22 + By? = 1. Se n for par, entdo x = p, e y = g, satisfazem a
equagao. Outro par de niimeros inteiros que satisfazem a mesma equagao é po, € go,,. Em
geral, as solugoes sa0 ' = pi, € Yy = i, para qualquer nimero inteiro positivo k. Se n for

impar, sera necessario usar r = pag, € Yy = @2, para o primeiro par de solugoes e x = py, €
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Y = q4n, para o segundo par de solucoes. Em geral, se n é impar, temos o par de solugoes
T = Prn € Y = Qgn, COM k um numero par positivo.

Mostramos que p,, € g, sao solucoes inteiras da equacao 22 — By? = 1 quando n é o
nimero do termo que precede o termo 2a; na fracao continua de B. Também mostramos
que po,, € g2, Nao sao solugoes. Agora, se n é muito grande, por exemplo 6, o processo de
obter as convergentes ¢z, ¢12, .. envolve muitos calculos aritméticos com nimeros provavel-
mente muito grandes. Seria conveniente descobrir formulas que nos permitam encontrar

DPon € (o, em termos de p,, e q, diretamente.

Vamos comegar a procurar essas formulas examinando o caso em que n = 2. Suponha
que po = x e ¢ = y formam o primeiro par de solucoes para a equacao de Pell. Vamos
usar po = x € g = y para calcular py e g4 por meio de uma tabela convergente. Se p
e @9 sao solugoes, py e q4 também sao. Depois de encontrar uma expressao para ps € qq,

tentaremos expressar py € g4 em termos de z,y e B.

n|-1/0|1 2 3 4

an, aq Qo 2aq ao

Pl 0|1 ay|ayar+1=x|2a1x+ay | 2a1-a0-x+ay-as+

g | 1 10| 1 as =1y 2a1y +1 2a1-a3 -y +az +y

Vamos olhar para qy:
s =2a1-a3-y+as+y=
=ar-az-y+a-ax-yt+a+ty
Mas ay = y, portanto:
qa=ay-az-y+y(a-ag+1)
g =ylay-as+ 1) +ylas - ag + 1)
Mas a4 - as + 1 = x, entao:
=Yy Tty o

g =2y-x
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Vamos olhar para py;

Ps=2a1 a3 T+ ay-a+x =
Ps=Q1 Q2T+ T+ a;-ay+ay =
ps=2x(a-az+ 1)+ as(a; -z + ay)
Mas a; - as + 1 = x e ay = y, entao:
pp=z-x+y-(a;-x+a)
Vamos multiplicar por %;
pr=z-z- (L) +y (a1 -z+a)- (%)

ps = 2>+ y*- (—(alzﬂl))

Observe agora que qualquer solucio para x> — By? = 1 é determinada por B; portanto,

(a1-z+a1)

B deve aparecer em algum lugar de suas expressoes para py e qy4. E possivel que ”

seja igual a B? Resolvendo 2% — By? = 1:

22— By’ =1
By? =% -1
B:ngl

Voltando para py

Vamos multiplicar por %;

p4.%:$2.%+y2.(W).(%)

p4.1:x2.1+y2.(W).(%)

pi= 4y - (@mto)
Mas y = as, entao:
Py = 72 + yQ . ((al‘a?x;”al‘a?))

)
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Vamos fazer um artificio na tiltima parcela do numerador:

Dy = ZEQ + y2 . ((al.ag.x—y‘,—gl.ag—i—O)) _ ZL‘2 + y2 . ((al.ag-x—kzé.ag—&—l—l))
Mas x = a; - as + 1, entao:
Py = 2+ y2 . (.(al'a2'$2+95*1_)) =

Y

— 224 y2 . (I(a1~a2+1)—1)>

y2
Substituindo = = a; - ay + 1, entao:

z2—1

p4:x2+y2-(y—2)

2_
Chamando B = myQ L temos:

pa = 2* + By?

Concluimos que se £ = py e y = g2 sdo solucoes para x> — By? = 1, as solucoes © = py €

y = q4 sao dadas pelas formulas:
pa=2"+ By’ e q=2ps-q

Temos o teorema abaixo:

Teorema 5.1. se x1 e y; sdo solugoes da equacao x> — By* =1, entdo
xy = af + By e ys = 221 -y

Também sao solucoes.

Demonstragdo. Sejam z; e y, solugoes da equagao, entao z2— By? = 1. Queremos mostrar

que o par xy = 12 + Byl e y» = 21 - y; também é solucao da equacao, entao:
2* — Byo® = (2] + Byi)? — B(2x1 - y1) =
= 2" + 22{yf +yi B? — ABaty} =
=o' = 20fy} + Y B = (a1 — yiB)* = 1
Portanto, 22 — Bys = 1 mostrando que o par (2, y2) Também ¢é solugao. O
Do resultado, temos:
2o® = Bys® = (a1 — By})* = (a1 + VBy1)* (11 — VBy1)
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Exemplo 5.3. Encontre um sequndo par de solucées para equacio x* — 6y> = 1,com

Ty =0€ey =2
Temos:
To=524+6-22=49ey, =2-5-2=20
Verificando:
(49)2 — 6(20)2 = 1
Vamos mostrar um teorema mais geral;

Teorema 5.2. se o par (x1,y;1) € a menor solugdo positiva de x* — by*> = 1, entao todas

as outras solugéoes positivas (xn,y,), podem ser obtidas da equagao:
o+ VByn = (21 + VBy)"

Demonstracio. T, + v By, = (r1 + \/Eyl) (zy + \/Eyl) (1 + \/Eyl)

/

nfatores
O conjugado do produto é o produto dos conjugados. Temos:

T, — VByn = (z1 — VBy) - (z1 — \/Eyl) (xy — \/EyQ

nfatores

Se x1 e y; sao as menores solucoes inteiras positivas, entao:

((x1 — VBy1) - ... - (21 — \/§y12)(£$1 —VByy) - (1 — \/Eyl)j) =

nfatores nfatores

= (z1+ VBy)" - (v1+ VBy)" =

= (¢} = Byp)" =1

Ou seja, provamos que se (1,¥;) € solugao, para encontrar as outras, a partir dos termos

z1 e yp, basta usar z, + vV By, = (x1 + \/Eyl)”. O
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5.2 Proporgao (ou razao) aurea e retangulo de ouro

A partir de um problema de reproducao de coelhos, Fibonacci descobriu uma sequéncia

muito interessante e com muitas aplicagoes na natureza. A sequéncia:
1,1,2,3,5,8,13,21, ...
A sequéncia ¢ interessante, pois um termo é a soma dos dois anteriores:
Tpy2 = Tpy1 + Ty

E cada termo tem a forma:

1+v5 o Intl

Quando fazemos L
x 2 Tn

com n grande, fica mais préximo do nimero de ouro
para m > 2 sa0 proporgoes aureas.
Dois niimeros estao em razao aurea se sua razao € igual a razao da sua soma pela maior

das quantidades. Dados a > 0 e b > 0, entao:

>
S

Olhando para tabela de convergentes do nimero de ouro:

n|-1(0/1]2|3[4]|5]6
an 11 f1]1]1

el O 1]1]2/3]5]8]13

g | 1]0]1|1]2/3]5]38
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A linha dos p, é a sequéncia de Fibonacci, para n > 0.
A linha dos ¢, também é a sequéncia de Fibonacci, para n > 1.

A partir de n > 2, temos como convergentes as seguintes fracoes:

ol
ot
[Sile]

Ou seja, a partir de n > 2 todas as fragoes g—" sS40 proporgoes aureas.
n

O retangulo de ouro obedece a proporcao aurea. Escolhendo uma convergente, o lado
menor de um retangulo de ouro é o denominador da convergente escolhida e o lado maior
o numerador da convergente. A partir de um quadrado vamos construir o retangulo de
ouro e depois o esboco da espiral de Fibonacci

Dado um quadrado de lado ¢, (um denominador de uma uma convergente do nimero
de ouro), consideramos um segmento que liga o ponto da metade de um dos lados a um

vértice, como na figura abaixo:

Utilizamos o compasso para construir o retangulo. Com centro no ponto da metade do
lado e abertura até um vértice do lado oposto (comprimento do segmento) marcamos um

vértice do retangulo. Como na figura abaixo:
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Temos o retangulo de ouro;

Vamos construir a espiral de Fibonacci. Com o centro no vértice do mesmo lado que
marcamos o ponto médio (ver figura abaixo), e raio do tamanho do lado do quadrado

fazemos um arco que é % da volta:
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O retangulo roxo também é um retangulo de ouro. Vamos construir um quadrado com o

lado menor do retangulo roxo como na figura:

Vamos fazer outro arco circular, conforme a figura abaixo:
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Continuando com o mesmo procedimento, concluimos o esboco da espiral de Fibonacci:

1/

5.3 Sequéncias com um padrao

Vimos que os numeros da forma %ﬁ (chamados irracionais quadréticos), sua sequéncia
de termos é sempre periddica. Os niimeros que nao sao irracionais quadraticos, a sequéncia
nao é periédica; o nimero e nao é um irracional quadratico, portanto sua sequéncia nao

é periddica mas sua sequéncia possui um padrao:

e=1[2:1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8, ...
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Temos a1 = 2, az, = 2n e a; = 1 com k # 3n, para todo n.

J& o nimero 7 parece nao ter uma sequéncia padrao;
T =[3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,...]

Na fracao continua simples a sequéncia do nimero 7 nao tem um padrao, mas se a fragao
continua nao for simples, temos outras formas de escrever o nimero 7 com uma sequéncia
com um padrao:

Sao casos especiais da fungao arco tangente com 7 = 4arctg(1):

™= 3 = p)
1+ 132 1+ 122
24 s 34 s
2+2+ 2 ’ 74 A2
2492 .
Outras formas de escrever o 7:
12 2 2
T=3 + 32 =2 + T =2 + i
6+ — s o T
64+ o 2 2 %_'_L 1+;4
92
=9 4 =3 13
mT=2+ I + 13123
4+ 23, 6+ 13423433443
it ot 13423433 443453163

+6+ 13423435443 455463+73483

5.3.1 Distribuicao de Gauss-Kuzmim

Na expansao do niimero 7 em fragao continua simples a sequéncia ¢ infinita e nao aparenta
ter um padrao. O matematico Gauss conseguiu uma maneira de calcular a probabilidade
de um numero aparecer na sequéncia de termos do nimero 7. Uma sequéncia infinita de
nimeros define um tnico nimero, para quase todo ntimero real, a probabilidade de um

nimero inteiro a,, aparecer na lista é:

Plan) = 51 (14 )

A distribuicao acima é chamada de distribuicao de Gauss-Kuzmin. Temos as seguintes

probabilidades:
P(1) 20,41, P(2) 20,17, P(3) = 0,09, P(4) 20,06 e P(5) = 0,04

Quando a,, cresce, as probabilidades vao diminuindo, e a sequéncia P(a,) se aproxima
1

de @2 Portanto se escolhermos a; = 292, que aparece na sequéncia do , o inverso do
quadrado de 292:
P(292) = 0,00001
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5.4 Constante de Khinchin

Outro resultado interessante envolve média geométrica. A média geométrica (simples)

dos n nimeros positivos ay, as, - -+ ,a, é o nimero real G tal que
ai-as-az-...-a,=G-G-G-...-G=G".

Entao

G=1/a-ay-ag-... a,

ou

3=

G=(a-ay-az-... a,)

Quando n cresce, a média geométrica finita dos termos (para quase todo real) se apro-
xima de um ndmero (nao se sabe se é irracional) chamado constante de Khinchin (ou
Khintchine):

G={(a1-as-as-... ap)" — 2,68545..

Média geométrica dos termos da fragao continua de 7:

29l )
5
" N '.“.'
28 b % '; :!-;_4 .;-!
', .i'- ":S': a
Lt A
271 ] -.:._. . ;\ |
z o B }‘ ia . ‘ \
i Lo LW NN
bg ﬂ‘pq u_‘ ?é',é. ?‘ . n
) T g' W’ﬁ'
¥
25 F °
24
Q 200 400 600 800 1000

Observacao. A constante de Khinchin pode ser obtida pelo produto infinito que

converge lentamente:
Inag

I am)

k=1

Quando n cresce, a média geométrica do niimero e cresce indefinidamente. O nimero

e é uma excegao da teoria (os racionais e irracionais algébricos também sdo excegao), por
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isso a expressao ”para quase todo real”. Podemos usar uma boa aproximagao para e,

como a de Stirling, para mostrar isso com n cresce indefinidamente.

e=[2:1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8, ...

1
2 3
(2:1-2-1-1-4- .- .a,)" — (3-”) =0, 62595n 3

e

5.5 Constante de Lévy

Outra constante interessante relacionada a fracao continua é a constante de Lévy. A
constante de Lévy tem relagao direta com os denominadores das convergentes. Para
quase todo real, quando n cresce a raiz n-ésima do n-ésimo denominador se aproxima da

constante de Lévy:

g — L =3,275...

Constante de Lévy para os denominadores das convergentes de 7:

3 ¢ A
vl el TR} # .
A a2 3

S T e
2 : Radt | 1.‘
, ]
- ¥ L1
Y
3
) 200 &0 ) 800

Observagao. A constante de Lévy pode ser obtida pela férmula:

2

L =emhz = 3,2758229...
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5.6 Alguns fatos histéricos

1. Bombelli,1572.

6+ 5=
2. Cataldi,1613.
2
V18 =4+ 1
8+ =
3. Lord Brouncker,1658.
4 " 1
T 2+ &

A fracao continua acima tem uma conexao com o produto infinito de Wallis,1655.

s 2:2:4-6-6-8-8

29 1.3-3-5-5-7-7-9°

4. Euler,1737.Descobriu alguns resultados para e:

e=2:1,2,1,1,4,11,6,1,1,8, ...

e—1 B 1
o 1
e+1 2+ 6+ﬁ
14+
5. D’Lambert,1766.
e —1 B 1
T 2 1
(& + 1 = -+ %J’_ﬁ
B
1
tgr = T T
z 3 I
T %_ 1

125



7.

10.

11.

12.

13.

Stern,1883.

1
S=1- 23
2 3—1—1=
3-1 43
1
S=1- 23
2 3 - 1 1.2
— S
3%
sen(x) = n ’ ’
+ - 2322
(23—$2)+ (4.5_12)4'_@
. D’Lambert, 1770
x
tgr = —
8 =
Gauss,1812.
tghx = T 5
34—,
5L
D’Lambert,1770; Lagrange,1776.
y x
arctgr = —
+ 1222932
3+ 32.22
5+
Lagrange,1813.
| 1+ 2x
O =
& l—a 1 - 1-22.212
75 32.,2
Com |z| < 1.
Lagrange,1776.
1
(1+z)f = —
1 1(1+k)x
5
1+ —3

Com |z| < 1.
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14. Laplace,1805;Legendre,1826.

x>0

127




Referéncias Bibliograficas

1]

Continued Fractions. In: WIKIPEDIA: a enciclopédia livre. Wikimedia 2020.
Disponivel em https://en.wikipedia.org/wiki/Continued fraction. Acesso em: 01

jan. 2020

LIMA, E. L.; Curso de Analise - Volume 1. 11 ed. Rio de Janeiro: Projeto
Euclides - IMPA, 2004.

LIMA, E. L.; Matematica do ensino médio- Volume 1. 11 ed. Rio de
Janeiro: SBM - IMPA, 2004.

LIMA, E. L.; Matematica do ensino médio- Volume 2. 11 ed. Rio de
Janeiro: SBM - IMPA, 2004.

MOORE, C. G.; An Introduction to Continued Fractions. Washington,
D.C.: National Council Teachers of Mathematics, 1964.

MOREIRA, C. G. T. A. Fragoes Continuas, Representagoes
de Numeros e Aproximagoes Diofantinas. Disponivel em:
https://www.sbm.org.br/docs/coloquios/SE-1.06.pdf. Acesso em: 02 fev
2020

MOREIRA, C. G. T. A. Teoria dos Numeros (Fragoes Continuas) - Nivel
3. Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=0utc8PgixFo&t=1486s.
Acesso em: 11 dez. 2019

MOREIRA, C. G. T. A. Teoria dos Numeros (Fragoes
Continuas - Parte 2) - Nivel 3. Disponivel  em:
https://www.youtube.com/watch?7v=96PMF7bThSo&t=2739s. Acesso em:
11 dez. 2019

OLDS, C. D.; Continued Fractions. California: Random House and The L.

W. Singer Company, 1963.

128



