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RESUMO

Em meus trinta e nove anos de magistério, tive a oportunidade de lecionar em todos
0s niveis de ensino, desde as séries iniciais do fundamental ao ensino meédio, até o
ensino superior. Nessa experiéncia tive o prazer de lecionar fisica no ensino médio,
e com isso percebi a necessidade de estabelecer a interdisciplinaridade com a
matematica, algo que se torna espontaneo devido a relacéo intrinseca entre as duas
disciplinas. Iniciaremos no primeiro capitulo com interdisciplinaridade. A cinematica
tem suas equacdes formuladas através das funcdes afim e quadratica. No estudo da
Dindmica, serdo discutidas operacdes com vetores, funcdes afim e quadratica,
dentre outros. Os vetores serdo abordados em diversos topicos, como no estudo da

forca, aceleracao, velocidade vetorial.

Palavras-Chave: Interdisciplinaridade. Fung&o afim. Fungéo quadratica. Vetores.



ABSTRACT

In my thirty-nine years of teaching, | have had the opportunity to teach at all levels of
education, from the initial grades of elementary and high school, to higher education.
During all this time, | had the joy of teaching physics in high school, and from this
experience | realized the need to establish interdisciplinarity between physics and
mathematics, something that becomes spontaneous due to the intrinsic relationship
between the two disciplines. We will start in the first chapter reviewing
interdisciplinarity. Kinematics has its equations formulated through the affine and
quadratic functions. In the study of Dynamics, vectors’ operations, affine and
quadratic functions, among others, will be discussed. Vectors will be covered in

several topics, such as the study of force, acceleration, vector velocity.

Keywords: Interdisciplinarity. Affine function. Quadratic function. Vectors.
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INTRODUCAO

Este trabalho tem a finalidade de conclusdo do Mestrado Profissional em
Matematica. Nele serdo abordadas as questdes de interdisciplinaridade entre a
Matematica e a Fisica na primeira série do ensino médio. Apesar de minha formacéo
ser em Matematica, devido as dificuldades de professores especializados na area de

Fisica ministro as duas disciplinas.

No cotidiano da sala de aula nos deparamos com toda sorte de dificuldades
apresentadas por alunos desmotivados. Em parte, pelas circunstancias da idade,
outra parte pela visdo da ndo necessidade dos conteudos apresentados de maneira

desconexa com sua realidade social.

O trabalho tem o objetivo de, apresentadas essas questdes observadas ao
logo de minha vivéncia pedagogica, mostrar caminhos que nos levem a instigar
nossos docentes a buscar outras formas de ensino-aprendizagem, uma vez que

vivemos novos tempos e novos desafios.

A Base Nacional Comum Curricular tem buscado em seus objetivos sanar o
fosso entre as modalidades diversas de ensino no nosso pais. Nesse trabalho
procuramos ao MAaximo nos ater a esses objetivos, buscando contextualizar a
Matematica aplicada a Fisica, e consequentemente, mostrando que a Matemética

pode estar presente em diversas atividades do nosso dia a dia.

No primeiro capitulo discutimos sobre interdisciplinaridade, procurando
mostrar que a Matematica esta presente em todas as outras areas do conhecimento,

muito embora poucos procurem realizar essa viséo.

No segundo capitulo faremos um breve histérico do estudo de fungdes, suas
caracteristicas, e posteriormente uma definicdo formal, bem como algumas das
principais propriedades. O capitulo € encerrado com uma sec¢éo a respeito do estudo

de funcdes na escola basica.

Como terceiro capitulo veremos o estudo da fun¢éo afim. Foi tomada como
principal fonte bibliografica o livro “Matematica do Ensino Médio” de Elon Lages
Lima. Dentre os principais topicos discutidos a respeito da funcéo afim temos: o

conceito de proporcionalidade que aprendemos desde muito cedo sem formalidades;
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a definicao formal de funcao afim; grafico; crescimento/decrescimento; raiz da
funcao e caracterizacdo. Ao final, abordaremos as aplica¢des na Fisica como

maneira de contextualizacéo.

O quarto capitulo constitui o estudo da funcdo quadratica onde procuramos
aprofundar conceitos, parametros, grafico da funcédo, forma candnica, raizes da
funcdo, concavidade e vértice, caracterizacdo da funcdo quadratica, encerrando o

capitulo com aplicacdes na Fisica.

O estudo de vetores € importante no ensino fundamental e médio, dada sua
utilizacdo no estudo de geometria analitica, dentre outros, muito embora sé seja
estudado na disciplina de Fisica. No quinto capitulo veremos um breve historico de
vetores, uma definicdo formal e as operacdes de adicdo e multiplicagéo por escalar.

Ao final serdo apresentadas algumas aplicacfes de vetores na Fisica.
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1. INTERDISCIPLINARIDADE

1.1 Interdisciplinaridade na Escola

No cotidiano da sala de aula, € comum o professor se deparar com o aluno
gue sabe compreender um conceito da Fisica, mas tem dificuldades nos calculos, na
forma de representar ou mesmo de interpretar e dessa maneira encontrar uma
alternativa de solucionar um problema proposto. Embora a Matemética e a Fisica
sejam disciplinas estudadas separadamente, e na maioria das vezes sejam
ministradas por professores com formacdo académica distinta, elas apresentam
aplicacdes conjuntas. Tais situacfes ndo se restringem a Matematica e a Fisica,
mas ocorrem frequentemente entre praticamente todas as disciplinas da grade
curricular dos ensinos fundamental e médio. A pratica pedagdgica da
interdisciplinaridade surge entdo, como resposta a esta compartimentalizacdo das
ciéncias, buscando relacionar os contetudos de diferentes disciplinas para capacitar
os alunos a fazerem uso dos conhecimentos especificos de cada disciplina em seu

processo de aprendizagem.

O significado da palavra interdisciplinaridade nos remete a relacéo entre duas
ou mais disciplinas, ou seja, uma interacdo entre disciplinas. Nesse sentido existem
inimeros conteudos correlacionados entre as duas disciplinas. Podemos aqui

exemplificar alguns:

I A representacdo, construcdo e interpretacdo de funcdo em conjunto com
seus respectivos graficos, constitui um dos métodos mais eficientes no
estudo dos fendbmenos fisicos. A determinacdo dos maximos e minimos de
uma funcdo € importante no estudo da trajetéria de um lancamento
obliquo rendimento de uma maquina, assim como velocidade escalar.

il. A nocao de vetores e suas operagfes e uma ferramenta essencial no
estudo da forca, aceleracdo vetorial, aceleracdo centripeta e quantidade
de movimento.

A Lei de Diretrizes e Bases (LDB) N° 5.692/71, nos trouxe as primeiras
abordagens sobre interdisciplinaridade no Brasil, e isso vem aos poucos sendo
aplicado no cenario educacional do pais. Embora cada disciplina tenha suas
especificidades, elas possuem algo em comum e isso as complementa. O professor
gue tenha uma compreensao a respeito dessa ferramenta deve na medida do

possivel atuar como mediador, dessa forma contextualizando a aprendizagem.
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Com os PCNEM temos uma apresentacéo de curriculum bastante inovadora,
através das areas do conhecimento ao invés das disciplinas, dessa forma, indicando
como norteadores da organizacdo curricular competéncias e habilidades. Como
principios de organizacdo curricular estdo a interdisciplinaridade e a

contextualizacao.

Sabemos que a execucdo de um trabalho interdisciplinar no ambiente escolar,
€ de certa maneira uma dificil tarefa, pois é necessaria a participacdo de todos os
envolvidos no processo de ensino e aprendizagem. Segundo Fortunato, Confortin e
Silva (SILVA 2013, p.8):

A interdisciplinaridade, para acontecer efetivamente na escola, requer
conhecimentos sem distincdo de dominancia, um espaco onde se possam
manter as diferencas dos componentes curriculares, bem como as
especificacbes de cada disciplina, buscando-se assegurar a
complementaridade, o enriquecimento da troca e a igualdade entre as
matérias, as quais possuem um lugar e uma funcéo especifica no seio do
curriculo. Quanto aos professores, espera-se que estes alcancem a
socializacdo das préaticas e saberes trabalhados em suas disciplinas,
permitindo e apreciando que as matérias ampliem o leque de possibilidades
interativas e significativas do saber, tendo seu componente curricular como

um livro aberto, onde muitos terdo a oportunidade de ler e registrar
diferentes interpreta¢des e concepcoes.

Serd necesséario que durante a formacédo profissional dos professores eles
tenham conhecimento de atividades interdisciplinares, para que dessa forma

estejam habilitados a realizarem trabalhos interdisciplinares como seus alunos.

Com base nessa concepc¢do, a formacao profissional de novos professores
deveria considerar a interdisciplinaridade como importante elemento em sua pratica
docente, com isso teremos profissionais com uma visdo pedagdgica mais ampla,

relacionada a essa pratica.

E importante salientar que fora da escola, é cada vez mais dificil encontrar a
utilizagéo de informagbes de uma unica disciplina, nos noticiarios diariamente vemos
graficos matematicos explicando acontecimentos econémicos, fatos bioldgicos,

meteoroldgicos, fenbmenos sociais, assim as disciplinas se entrelacam nos jornais.

A escola nesse contexto tem a importante missao de levar o real significado
na formacdo do cidaddo, uma vez que para sua insercdo no meio social, é

necessaria sua passagem por determinadas etapas do conhecimento em variadas
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areas, assim para que seja capaz de realizar a leitura e interpretacdo do mundo
que o cerca, de tal maneira que nao seja uma educacdo excludente. No ensino
Médio a BNCC trata dessa formacéo (Brasil, 2019):
O Ensino Médio é a etapa final da Educacdo Basica, direito publico
subjetivo de todo cidad&o brasileiro. Todavia, a realidade educacional do
Pais tem mostrado que essa etapa representa um gargalo na garantia do
direito a educacdo. Para além da necessidade de universalizar o
atendimento, tem-se mostrado crucial garantir a permanéncia e as

aprendizagens dos estudantes, respondendo as suas demandas e
aspiracOes presentes e futuras.

Sendo assim, devemos ter uma educacéao voltada a formacao do cidadao que
0 prepare ao trabalho e a cidadania. Se fazendo necessaria uma nova abordagem

por parte dos professores.

1.2 Didlogo da Matematica e da Fisica

A interdisciplinaridade surge como mais uma ferramenta no sentido de facilitar
a aprendizagem na medida em que proporciona aos atores envolvidos componentes
curriculares interligadas entre si, dessa maneira proporcionando uma aprendizagem
mais motivadora aos alunos. A Matematica e a Fisica devem se utilizar da
interdisciplinaridade, uma vez que a Fisica se utiliza de recursos matematicos para

guantificar e qualificar fenbmenos naturais. Segundo BONATTO et al. (2012, p.2):
A interdisciplinaridade € um elo entre o entendimento das disciplinas nas
suas mais variadas areas. Sendo importante, pois, abrangem tematicas e

contetidos permitindo dessa forma recursos inovadores e dinamicos, onde
as aprendizagens sdo ampliadas.

Neste sentido o objetivo de nossa pesquisa € mostrar a interdisciplinaridade
entre os conteldos de Matemética e Fisica em alguns temas relacionados a primeira
série do ensino médio, construindo um conhecimento integrado, aplicado a realidade
dos alunos e dessa maneira, contextualizado, ajudando na aprendizagem. De
acordo com os PCNEM:

O conceito de interdisciplinaridade fica mais claro quando se considera o

fato trivial de que todo conhecimento mantém um didlogo permanente com
outros conhecimentos, que pode ser de questionamento, de confirmacéao,
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de complementacéo, de negacao, de ampliacéo, de iluminacdo de aspectos
nao distinguidos (BRASIL, 2000, p.75).

Sendo assim a proposta de interdisciplinaridade entre Matematica e Fisica
deve ser evidenciada para que dessa maneira os alunos superem as dificuldades
encontradas nessas disciplinas congéneres. A Fisica se utiliza da linguagem
simbdlica da Matematica que dispde de inUmeras ferramentas e permite a aquisicao
de competéncias como, por exemplo, o raciocinio légico, as técnicas de resolucao

de problemas, e a abstracao.

Nesse sentido a Matematica exerce um papel importante por sua
singularidade para explicar os fendbmenos que surgem em outras areas do
conhecimento, como na Biologia, Quimica, Fisica, Sociologia, Geografia, e outras
mais. De acordo como os Parametros Curriculares Nacionais:

A Matematica, por sua universalidade de quantificacdo e expressdo, como
linguagem, portanto, ocupa uma posi¢éo singular. No Ensino Médio, quando
nas ciéncias torna-se essencial uma construcao abstrata mais elaborada, os
instrumentos matematicos sdo especialmente importantes. Mas nao é sé
nesse sentido que a Matematica é fundamental. Possivelmente, ndo existe
nenhuma atividade da vida contemporanea, da muasica a informatica, do
comércio a meteorologia, da medicina a cartografia, das engenharias as
comunicacdes, em que a Matematica ndo compareca de maneira
insubstituivel para codificar, ordenar, quantificar e interpretar compassos,

taxas, dosagens, coordenadas, tensdes, frequéncias e quantas outras
variaveis houver (BRASIL, 2000, p. 9).

De acordo com os PCNs a Matemética no ensino médio tem um carater
formativo que é indispensavel para estruturar 0 pensamento e o raciocinio dedutivo,
além do que, tem papel instrumental, pois a Matematica é utilizada em praticamente

todas as atividades cotidianas do individuo.

Importante salientar a necessidade do estabelecimento do diadlogo entre
essas disciplinas no ambiente escolar, a fim de que a pratica escolar ndo seja
exclusivamente fechada, onde exista pouco espaco para a criatividade, para o

estabelecimento entre as rela¢des dos diversos campos da matematica.

As competéncias especificas em Matematica segundo a BNCC:

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar
situacdes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos
das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questdes socioecondémicas ou
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tecnolégicas, divulgados por diferentes meios, de modo a contribuir para
uma formacéo geral. (Brasil, 2019)

Nesse sentido de interdisciplinaridade é necessario que professores tenham
uma formacdo que estabeleca essa interacdo, ja que atualmente isso ndo ocorre.
Entéo professores que tenham essa viséo terdo mais oportunidade e aproveitamento
com seus alunos, visto que acontecera contextualizagdo das disciplinas. Igualmente,
podemos observar que seria quase que impossivel aprender Fisica sem ter

conhecimento em Matematica.

Conforme aponta Concheti (CONCHETI, 2014), muitos professores creditam
a Matematica as dificuldades que os estudantes tém no aprendizado de Fisica. A
questao é considerada por Locatelli (LOCATELLI, 2004)

Mas como, no ensino das ciéncias, uma linguagem matematica precaria e a
dificuldade em quantificar os conceitos fisicos e relacionar variaveis sao,
muitas vezes, atores considerados responsaveis pelo fracasso escolar,
frequentemente os professores alegam que seus alunos ndo entendem a
fisica devido a fragilidade de seus conhecimentos em matematica.

Concheti (CONCHETI, 2014) conclui que “a responsabilizacdo da matematica
nas dificuldades em fisica é limitante, pois ndo aborda outros aspectos essenciais no
ensino desta ciéncia, como por exemplo, o desenvolvimento histérico dos conceitos

e fendbmenos da Fisica.”

Na primeira série do ensino médio existem contetdos que podem ser
ministrados interdisciplinarmente entre a Matematica e a Fisica, como exemplo
temos: a cinematica e a funcao afim, onde podemos explorar os diferentes tipos de
Movimento Retilineo, também podemos trabalhar parte da dindmica, como a forca

elastica, trabalho.

No estudo da funcdo quadratica podemos inter-relacionar o Movimento
Retilineo Uniformemente Variado, juntamente com seus graficos, bem como o

trabalho da forga elastica, energia cinética, energia potencial etc.

Quando do estudo de vetores, em se tratando da primeira série do ensino
médio, s6 é visto na disciplina de Fisica, vale aqui salientar a necessidade de que

também seja incluso nos conteudos de Matematica, dada sua aplicacdo na
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Geometria Analitica, essa ferramenta muito utilizada na Fisica para resolvermos
alguns problemas de Mecéanica e Eletromagnetismo. Nesse caso, o estudo de
vetores fica sem conexdo com a Matematica, e vemos assim a necessidade desse
conteldo ser abordado do ponto de vista matematico, com seus enfoques
geomeétricos e algébricos, relacionando suas operacfes de adicdo e multiplicacéo
por um escalar. Atualmente nos livros didaticos do ensino médio de Matematica, nao
vemos nenhuma mencao ao estudo de vetores, aqui vai uma critica para que seja
revisado esse importante assunto da Matematica para o ensino médio. Em sintese,
o estudo de vetores sintetiza muitas ideias importantes da geometria analitica,

geometria euclidiana e da Fisica.

Diante das dificuldades de aprendizagem encontradas por alunos do ensino
basico quando o assunto € vetor, varios pesquisadores vém desenvolvendo
pesquisas para mostrar a necessidade de se incluir o estudo de vetores no ensino
fundamental e médio. Visto isso, a nova legislacdo a Base Nacional Comum

Curricular (BNCC) contempla o ensino de vetor na Educacao Basica.

Na BNCC destacamos duas de suas competéncias para o ensino médio que
dialogam com o estudo de vetores que séo:

Competéncia 3. Utilizar estratégias, conceitos, definicdes e procedimentos

matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em

diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a

adequacdo das solucBes propostas, de modo a construir argumentacao
consistente.

Competéncia 4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e preciséo,
diferentes registros de representacdo matematicos (algébrico, geométrico,
estatistico, computacional etc.), na busca de solucdo e comunicacdo de
resultados de problemas.

Cabe ainda salientar que, conforme levantamento realizado por Concheti
(CONCHETI, 2014), entre os anos de 2003 e 2013, a tematica “relagéo da fisica com
a matematica” foi mais estudada em propostas de ensino voltados ao Ensino Médio,
com 38,9% do total, a frente ndo apenas dos estudos desta tematica no Ensino
Superior (36,1%), mas também de trabalhos que ndo trazem propostos de ensino
especificas (11,1%) e de estudos no Ensino Fundamental (13,9%), em que foram
analisados trabalhos que envolvem a disciplina Ciéncias, jA que ndo ha uma

disciplina formal de Fisica no Ensino Fundamental. O destaque do Ensino Médio
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nas discussdes e estudos de caso com a tematica “relacdo da fisica com a
matematica” reforca a relevancia do tema e a necessidade de se aprofundar nas
guestdes que o envolvem, justificando ainda mais o trabalho realizado nesta

dissertacgéo.

Pelo exposto acima, podemos observar que a Matematica e a Fisica
interagem entre si, porquanto esse entendimento nos leva a uma reflexdo de
maneira a tornar a contextualizacdo uma pratica recorrente na sala de aula, a fim de
que tenhamos um melhor aproveitamento por parte dos alunos e com isso uma
contribuicdo para uma Educacdo menos excludente, melhorando sobremaneira

nossos indices educacionais.
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2 FUNCOES

Neste capitulo é feita uma breve introducdo acerca das funcdes, com a
apresentacao de um breve histérico e posteriormente de uma definicdo formal, bem
como algumas das principais propriedades. O capitulo € encerrado com uma secao

a respeito do estudo de fun¢des na escola basica.

2.1 Breve Historico de Funcéo

Na matematica, como em outras areas do conhecimento, os conceitos sofrem
evolugéo e grandes sao as mentes colaboradoras. O estudo sobre funcéo teve papel
preponderante no desenvolvimento da Matematica, também em outras areas do

conhecimento, principalmente nas ciéncias naturais.

Desde a Grécia Antiga até a Idade Moderna, a matematica foi dominada pela
Geometria Euclidiana. Assim, o conceito de fungdo ndo é tdo antigo quanto
usualmente se pensa. Entretanto, no¢Oes rudimentares deste conceito podem ser
encontradas em épocas remotas, como por exemplo, na operacao de contagem
mais elementar.

O conceito de “fluxdes”, criado por Isaac Newton no desenvolvimento do
Célculo Infinitesimal, tem similaridade com o sentido atual de fungdo, uma vez que
relaciona quantidades obtidas a partir de outras, por meio das quatro operacdes
aritméticas elementares. Eves (2004) comenta que Newton, em seu “Method of

Fluxions” estabelecia o seguinte:

[...] uma curva era gerada pelo movimento continuo de um ponto. Feita essa
suposicao, a abscissa e a ordenada de um ponto gerador passam a ser, em
geral, quantidades variaveis. A quantidade variavel ele dava o nome de
fluente (quantidade que flui) e a sua taxa de variagdo o nome de fluxo do
fluente. Se um fluente, como ordenada do ponto gerador, era indicado pory,
entdo o fluxo desse fluente era denotado por. Em notacdo moderna esse
fluxo equivale a dy / dt, onde t representa o tempo (p. 439).

Assim, Newton desenvolveu as nogbes bésicas de funcdo através da

Cinemaética. Cabe destacar aqui, o inter-relacionamento da Matematica e da Fisica
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desde os primordios da formalizacédo do conceito e estudo de fungdes, evidenciando
sob um viés historico, a relevancia da interdisciplinaridade no estudo deste tema,

como € o objetivo do presente trabalho.

No entanto, quem primeiro fez uso do termo funcao foi Leibniz em 1673, no
manuscrito latino “Methodus tangentium inversa, seu de fuctionibus”. Leibniz
também introduziu terminologias acerca do assunto em uso até hoje, como
“constante”, “variavel” e “parametro”. Em 1718, Johann Bernoulli publicou um artigo
com uma definicdo do termo, onde uma funcédo de certa variavel se apresentava
como uma quantidade composta de qualquer valor dessa varidvel. Seu discipulo

Euler retocou essa definicdo e apresentou a notagao f(x).

Na prética a nocao de fungéo era reconhecida como uma expressao analitica,
esta situacdo perdurou entre os séculos XVIII e XIX, muito em breve ficou
evidenciado que acarretaria inUmeras incoeréncias e limitacdes, por exemplo, uma
mesma funcéo poder ser representada por uma infinidade de expressdes analiticas

distintas.

Este discernimento em conjunto com o0s de continuidade e de
desenvolvimento em série, receberam continuados desenvolvimentos e elucidacées

gue foram alterando o seu significado e sua natureza.

Em consequéncia a evolucdo no estudo das funcdes, tivemos inumeras
aplicacbes da Matematica em outras ciéncias. Em virtude das observacoes
realizadas pelos cientistas que procuravam criar modelos matematicos que
explicassem os resultados obtidos regularmente. Esse modelo era a fungao, pois

esclarecia a relacao entre as grandezas envolvidas.

Sendo assim o conceito de funcdo que atualmente nos parece simples, € uma
consequéncia da evolugdo historica acarretando cada vez mais a abstragédo, sendo

finalizado no século XIX.

Atualmente o que estudamos sobre fungBes na Analise Infinitesimal e nas
suas aplicacbes, guarda como fundamental a ideia de dependéncia entre as

variaveis.
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Contudo a noc¢éo de funcédo € de fundamental importancia na geracédo e no
estudo de modelos matematicos, ndo importando sua natureza, sendo portando

peca-chave na Matemética atual.
Definigéo:

Dados dois conjuntos ndo vazios A e B, uma funcdo de A em B € uma regra
que indica como associar cada elemento x € A, a um Unico elemento y € B.
Podemos representar uma fungéo por f: A = B que se |é: funcdofde AemB. O
conjunto A é chamando de dominio da fun¢éo ou campo de existéncia, definindo em
qgual conjunto estamos trabalhando, ou seja, quais serdo os possiveis valores que o

X pode assumir. O x é chamado de variavel independente da funcéo.

O conjunto B é chamado de contradominio da funcéo, e corresponde a todos

0s elementos que podem se relacionar com os elementos do dominio.

Cada elemento x do dominio deve corresponder-se com um Unico elemento y
do contradominio. A esse valor y chamamos de imagem de x pela fungéo f. O
conjunto formado por todos os valores de y € chamado de imagem da funcao.
Assim, o conjunto imagem da funcao f € um subconjunto do contradominio.

2.1.1 Exemplos

Nos exemplos a seguir, representaremos cada relacdo por meio de um
diagrama de flechas, que é bastante intuitivo e cuja definicdo formal serd dada na

proxima sec¢ao.

1) Dados A= {1, 2} e B={4, 5, 6}, e a relacdo de A em B, onde cada
elemento do conjunto A é menor do que um elemento de B.
Figura 1 - Relacdo de Aem B

Fonte: o autor.
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Neste exemplo, a relacdo de A em B ndo € uma funcéo, visto que pelo menos
um elemento de A esta associado a mais de um elemento em B. De fato, neste
exemplo, cada um dos elementos de A estd associado a mais de um elemento do

conjunto B.

2) Sejam A= {1, 2, 3} e B={2, 3, 4, 5}, e uma relacdo de A em B, onde

cada elemento de A é de igual valor em B.

Figura 2 - Relacdo de Aem B
A -

Fonte: o autor.
Essa relacdo, ndo é uma funcdo, pois existe um elemento em A que nao

possui imagem em B.
3) Dados A={-1, 0, 2} e B={0, 1, 3, 4} e a relacédo de correspondéncia de

A em B dada pela seguinte expressdo y = x2,comx € Aey € B.

Figura 3 - Relacdo de Aem B
A B

i

Fonte: o autor.
Aqui temos uma relacdo que € uma funcao, pois todo elemento do conjunto A

tem correspondente em B; e a cada elemento de A, corresponde um Unico elemento
de B.

2.2 Representacdo de Uma Funcéao

Diagrama de Flechas
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Conforme visto na secao anterior, as relacdes, e em particular as funcoes,
podem ser representadas por diagramas de flechas. Tais diagramas consistem na
representacdo dos conjuntos da relacdo por meio de curvas fechadas simples,
contendo em seu interior 0s respectivos elementos, e por flechas que relacionam os
elementos de um conjunto com os elementos do outro conjunto, de acordo com a

regra da funcao.

O exemplo 3 na secéo anterior ilustra um diagrama de flechas de uma funcéo

f(x) = x%. A seguir, fornecemos outro exemplo simples.

Dados A={1,2,3}eB={4,5,6}eafuncdo f: A > B,talquexeAey€eBea

lei de formacéo y= x+3.

Figura 4 - Diagrama de uma fungéo

N /.
T U

Fonte: o autor.

Cabe salientar que a representacdo de uma funcéo por diagrama de flechas
em geral é limitada a fungbes f: A - B em que A e B sdo conjuntos com poucos
elementos, visto que, a medida que o niumero de elementos aumenta, o diagrama se

torna gradativamente mais complexo, dificultando o entendimento.
Gréfico da funcao
DEFINICAO

O grafico de uma funcéo f: A - B,y = f(x) € o conjunto dos pares ordenados
em A x B da forma (x,f(x)), isto e, Graf(f) = {(x,y) € AxB:x € Aey = f(x)}. Os

termos do par ordenado sao denominados abcissa para o x e ordenada para oy.
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O plano cartesiano é uma ferramenta utilizada no estudo de funcdes onde
podemos associar os pares ordenados a um ponto situado nesse plano ortogonal,
cada ponto representa uma coordenada (X, y) de uma funcéo. O plano recebe esse

nome em homenagem a René Descartes.

Deste modo, o gréfico de uma funcdo muitas vezes € representado por um
esboco no plano cartesiano. Embora comumente nos refiramos ao esbo¢co como
sendo o grafico da funcdo, em geral isto ndo € verdade e ndo se deve confundir o

gréafico da fungcéo com seu esboco.

EXEMPLO: Seja f: R — R, f(x) = x%. Entdo o gréafico da funcédo é o conjunto
Graf(f) ={(x,y) € RxR:x € Rey = x?}

Um esboco do gréafico da funcéo f é dado abaixo
Figura 5 - Gréfico de f(x)=x2

4] f(x)

Fonte: o autor.

Podemos analisar através da representacdo cartesiana da relacdo f de A em
B se a referida relacdo é ou ndo uma funcdo. Para isto, basta fazermos a seguinte
verificacdo: se qualquer reta paralela ao eixo das ordenadas OY encontrar o grafico
de f em apenas um ponto tera uma funcéo. Esta verificacdo decorre diretamente da
definicdo de fungdo, em que cada elemento x do dominio desta fungcéo deve estar

associado a um unico elemento do contradominio.
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Figura 6 - Gréfico de uma funcao.

Fonte: o autor.

A relacao representada na figura 6 é uma funcéo, pois toda reta paralela ao

eixo QY intersecta o grafico em um Unico ponto.
Figura 7 - Gréfico de néo funcao

y |
:N

Fonte: o autor.

A curva representada na figura 7 mostra-nos uma relacdo que nédo é fungao,
pois temos pelo menos uma reta paralela ao eixo OY que encontra o grafico em dois

pontos distintos.
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De acordo com a relacédo entre o dominio e o contradominio, podemos obter
inumeras leis de formacédo e consequentemente iniUmeros tipos de funcdes. Dentre
as quais exemplificamos: funcédo afim, funcdo polinomial de grau n € N, funcéo
exponencial, fungbes trigonométricas, dentre outras. Neste trabalho, nos
restringiremos ao estudo detalhado das funcdes afim e polinomial de grau 2,
também chamada de funcéo quadratica.

A seguir, sdo apresentadas algumas classificacées usuais de funcdes.

2.3 Classificacéo e Propriedades de Funcdes
2.3.1 Classificacdo quanto a imagem
Dada a funcdo f:A — B, quando elementos distintos de A sofrerem uma
transformacéo por f em elementos diferentes de B, ou seja, ndo havera elementos
em B que seja imagem de mais de um elemento de A, teremos uma funcéao injetiva,
também chamada funcéo injetora. Ou ainda se x; # x, em A implica f(x;) # f(xy).

Vejamos essa representacdo no diagrama abaixo.

Figura 8 - Funcéo Injetora.

Fonte: o autor.

Seja a funcéo f: A - B, chamaremos f de sobrejetiva(ou sobrejetora), se e
somente se, para qualquer elemento y € B, associarmos um elemento x € A, ou
seja, o contradominio € igual a imagem de f. Representaremos abaixo um exemplo

usando o diagrama de flechas.
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Figura 9 - Func¢éo sobrejetora.

A B
[

A

@ =

Fonte: o autor.
Uma funcéo é dita bijetiva (ou bijetora) quando possui o contradominio igual a

imagem e simultaneamente, elementos distintos do dominio possuir imagens
também diferentes, isto €, se ela for coincidentemente, injetiva e sobrejetiva,

também chamada de correspondéncia biunivoca. Como no diagrama a seguir

exemplificamos esse caso.
Figura 10 - Func¢éo bijetora

s
(T

Fonte: o autor.

2.3.2 Classificagcdo quanto a paridade
Uma funcgéo é dita par se, e somente se, f(x) = f(-x), para qualquer x € D, onde
D é o dominio da fung¢do. Assim sendo o gréafico de f & simétrico em relagéo ao eixo

y.
Exemplos de funcdes pares sao
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a) A funcdo polinomial de segundo grau f(x)=ax? + ¢, com a # 0, c real. De
fato, qualquer funcéo polinomial de grau par da forma g(x)=ax?", com a #
0 e n um ndmero inteiro positivo, € uma fungéo par, pois g(-x) = a(-x)?"
=ax®" = g(x).

b) Func&o modular, denotada por f(x)=| x |;

c) Funcao trigonométrica f(x)=cos(x).
N&o mostraremos formalmente que as funcdes dos exemplos b) e ¢) séo
pares, mas sua prova é simples.

A funcao f € impar se, e somente se, f(-x) = -f(x), qualquer que seja X € D,

entdo - x € D. Termos entdo que o grafico de f é simétrico em relacdo a origem.

Alguns exemplos de funcfes impares sao:

a) f(x)=ax, com a # 0, chamada de funcéo linear, como sera apresentado
posteriormente.

b) Qualquer funcdo polinomial da forma g(x)=ax®”! com a#0 e n um
nlmero inteiro positivo é impar. De fato, g(-x) = a(—x)?"" 1= -ax?" 1= -g(x)

c) h(x)=sen(x);

d) m(x)=1/x.

A demonstracdo de que as fungBes dos exemplos c) e d) sdo impares e

simples e n&o a faremos.

Cabe salientar que existem fun¢Bes que ndo sdo pares e nem impares. Por

exemplo, a fungéo f(x) = ax+ b, com a,b # 0 ndo é par e nem impar. De fato...

De fato f(—x) = —ax + b # f(x), entdo a funcdo nao € par. Por outro lado,
como f(—x)=—-ax+b+# —(ax+b)=—-ax—b=—f(x), a funcdo ndo €
impar. Vale ressaltar que, das relacbes acima, se a = 0, temos uma funcao

par, enquanto se b = 0, temos uma fungéo impar.

2.3.3 Classificagdo quanto ao crescimento
Sendo x; e x, € Dy, se x; < x, sem perda de generalidades, a fungao f sera

estritamente crescente se f(x1) < f(xy).

Dados x;, x, € Dy, com x; < x, a funcéo f sera crescente se f(x;) < f(xz).
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Sejam x; e x, € Dy, se x; < x, a funcéo f sera estritamente decrescente se

fx1) > f(x2).

A funcéo f definida por y=f(x) & decrescente para todo x;, x, € Df, quando

x1 < x5 entao f(x;) = f(xy,).

2.3.4 Composicao de funcdes

Definicao

Dadas as funcdes f: A - B e g: B — C. Chama-se fungdo composta de g com
f a funcdo h:A - C, que é definida por g(f(x)), x € A, podendo ainda ser
representada por gof. A imagem de cada x € obtida aplicando-se o0 seguinte
procedimento:

a) Efetuamos x na fungao f, obtemos f(x);

b) Aplica-se a f(x) a fungcdo g, obtemos entdo g(f(x)).

Figura 11 - Fungdo Composta

a(f(x))

Fonte: o autor.
Note que nas fungbes compostas as operacdes entre as fungbes nédo sdo

comutativas. Ou seja,geof # f o g.

2.3.5 Funcéo inversa
“ Dadas as funcdes f:A - B e g:B — A, diremos que g é uma inversa a
esquerda para f quando gof =id4:A = A, ou seja, quando g(f(x)) = x para todo

x € A.” (LIMA, Elon Lages. 2004. Pag.23). Por exemplo, a funcéo f:N — R dada por
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f(x) = 3x, que é injetiva, tem como inversa a funcdo g(x) = g porque a funcéo

composta gof = g(f(x)) = 3?’6 = x para todo x € N, que é uma fungéo identidade.

Proposicdo 1: “Uma funcdo f:A — B possui inversa a esquerda se, e

somente se, é injetiva”. (LIMA, Elon Lages. 2004. pag.22)

Demonstracdo: Se f € injetiva, temos para cada y € f(A) existe um Unico
x € Atalque y = f(x). Fazendo x = g(y), isto define uma fungéo g: f(A) — A tal que
g(f(x)) = x para todo x € A. Concluindo a definicdo g: B - A fazendo por exemplo,
g(y) = Xo (elemento fixado em A) paray e B — f(A). Encontramos g: B — A tal que
gof = id,. Respectivamente, se existe g:B — A tal que gof = id, entdo, dados
x1, X, em A, f(x)) = f(x3) = x = g(f(x1)) = g(f(x2)) = x, e assim sendo f é

injetiva.

‘Uma fungdo g: B —» A chama-se inversa a direita de uma funcdo f:4A - B
quando fog = Idg : B — B, ou seja, quando f(g(y)) =y para todo y € B". (LIMA,
Elon Lages. 2004. pag.22).

Proposicdo 2: “Uma fungao f: A — B possui inversa a direita se, e somente

se, é sobrejetiva”. (LIMA, Elon Lages. 2004. pag.22)

Demonstracdo: Dado f:A — B sobrejetiva. Entdo, para cada y e B, assim
sendo o conjunto f~1(y) ndo é vazio. Vamos escolher agora para cada ye B, um
x € A tal que f(x) =y e colocando g(y) = x. O que define uma funcédo g: B — A tal
que f(g(y)) = y. Assim sendo g € uma inversa a direita de f. Respectivamente, se
existe g:B - A com fog = Idg entdo, para cada y € B, colocando x = g(y), entéo,

flx) = f(g(y)) = y. Assim sendo f €é sobrejetiva.
Definicao
Segundo Lima ( 2004. pag. 23) “Uma fungédo g: B - A chama-se inversa da

funcdo f:A - B quando gof =id, e fog =idg, isto €, quando g € inversa a

esquerda e a direita de f.
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Como resultado das duas proposi¢des acima, temos que uma funcéo f: A - B
possui inversa se, e somente se, for uma funcao bijetora. Ainda mais, essa inversa

sera unica.

2.4 Estudo de Funcdes na Escola Basica

No decorrer do ensino fundamental e principalmente no ensino médio, os
estudantes se deparam com diversos tipos de fun¢gbes. De maneira geral, 0 ensino
de funcdes é realizado com o auxilio de representagfes graficas e/ou tabulares. As
tabelas possibilitam que o professor apresente aos estudantes as relacdes entre os
valores numéricos da funcdo, organizando os elementos do dominio com suas
respectivas imagens. Desta maneira, 0os pares de numeros organizados na tabela
podem ser associados, no sistema de eixos cartesianos, ao grafico da funcéo,

podendo ser uma reta, uma parabola etc.

O primeiro contato formal dos estudantes com funcfes ocorre ainda no 9° ano
do ensino fundamental, onde aprendem os conceitos de relacdo, funcao,
propriedades, graficos etc. Entretanto, desde o 8° ano os alunos ja tém contato com
funcdes, pois estudam polindbmios, ainda que nao tenham a nocao formal de que
estes sdo um tipo particular de funcdo. Em geral os estudantes do 9° ano trabalham

com funcdes através de exercicios do tipo:



Figura 13 — Exemplos de exercicios sobre func¢éo.

Fonte: Apostila do 9° ano, Ed. Positivo 2013. Pag.92.

Figura 14 — Exemplo de atividades sobre fungéo.
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Fonte: Apostila do 9° ano, Ed. Positivo 2013. Pag. 93

A partir dos exemplos acima, podemos perceber que as funcdes sdo em geral
ensinadas de maneira totalmente desconexa com outras disciplinas, como por
exemplo, a Fisica. A aprendizagem de funcdes a partir de um contexto
interdisciplinar, por exemplo, aplicando os conceitos e propriedades matematica de
funcdes em conteldo de Fisica poderiam melhorar a aprendizagem do aluno,

contribuindo dessa forma para a uma tentativa de exceléncia na Educacao.

Mas as fungbes néo se restringem aos estudos escolares. De fato, em nosso
cotidiano nos deparamos com a ideia de funcdo quando relacionamos duas
grandezas variaveis. Como por exemplo, o valor do litro de gasolina comum na
cidade de Guajara-Mirim é RS 4,15. Se quisermos saber quanto iremos pagar ao
abastecer um veiculo, temos uma funcao f(x) = 4,15x, onde x € a quantidade de
litros a ser abastecido.



38

Desde muito cedo aprendemos a ideia de proporcionalidade, seja em nossas
compras na padaria quando aumentamos ou diminuimos a quantidade de pé&o e
consequentemente aumentamos ou diminuimos as cifras correspondentes em reais,
ou nas compras de chocolates e bombons, sempre nos surge a nogao de quanto
mais uma grandeza aumenta ou diminui, a outra também aumenta ou diminui. Essas
grandezas diretamente proporcionais sao expressas por notacdo matematica que

representam uma funcao linear, que é uma particularidade da funcao afim.

3  FUNCAO AFIM
Definicao
“Uma funcao f: R - R chama-se fung¢éo afim quando existem constantes a, b

€ R tais que f(x) = ax + b para todo x € R.”.
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Exemplos:

1) Um taxista cobra a bandeirada de R$ 4,50, a parte fixa, e mais R$ 2,00
por quildbmetro rodado. Ficando assim o preco de uma corrida por x

quildmetros rodados em reais: f(x)= 4,50 + 2x.

De um modo geral se o preco da bandeirada fosse b reais e o valor do
quildmetro rodado a reais teria 0 pre¢o da corrida expresso pela expressao f(x)= ax
+ b. O termo b é a parte fixa e o temo a é a parte constante.

2) Um correntista tem no banco um saldo positivo de R$ 210,00. Apdés um
saque no caixa eletrénico que fornece apenas notas de R$ 50,00, o novo
saldo € dado em funcdo do nimero x de notas retiradas. Logo teremos a

lei de formacéo f(x) = 210 - 50x.

Observamos aqui que se o saldo positivo for b reais, o valor de cada saque
for a reais, teremos o valor de cada saque expresso pela expressao f(x)= -ax+b,
onde b é a parte fixa relativa ao saldo positivo na conta corrente e —a é nossa

constante e corresponde as cédulas retiradas no caixa eletrénico.

Observe que, no primeiro exemplo a constante a é positiva, enquanto no
segundo exemplo a constante a é negativa. Veremos mais adiante que o sinal de a

determina o comportamento de crescimento/ decrescimento da funcéo afim.

3.1 Casos Particulares Importantes da Funcéao Afim

1°) Funcéo ldentidade

f: R — R definida por f(X)=x, V x€ R. Com a=1 e b=0

2°) Funcéo Linear

f: R = R definida por f(x) = ax, ¥ x € R. Temos aqui nesse caso b = 0.
3°) Translacao

FR->R,f(X)=x+b,vxeRecomb+0ea=1.

4°) Fungéo Constante

f: R = R definida por f(x)= b, Vv x € R. Temos aqui a = 0.



40

De acordo com Elon. (LIMA et al, 2016, p.95) “a funcéo linear, dada
pela formula f(x) = ax, é o0 modelo matematico para os problemas de
proporcionalidade. A proporcionalidade é, provavelmente, a no¢gdo matematica mais
difundida na cultura de todos os povos e seu uso universal data de milénios.

3.2 Gréfico de Uma Funcédo Afim

A funcédo f(x)= ax +b, tem como grafico uma reta. Para provar isto, basta
mostrar que trés pontos quaisquer pertencentes a esse grafico sdo colineares.
Sejam: Pi= (X1, axa +b), P2= (x2, axz + b) e P3= (X3, axs + b), sendo x1 < X2 < X3,
sera necessario e suficiente que o maior dos trés valores d(P1, P2), d(P2, P3) e d(Pu,
P3) seja igual & soma dos outros dois. A férmula da distancia entre dois pontos nos
da:

d(P1, P2)= (x; —x1)?+ (a%x, —a?x1)? = (x; — )%+ a2(x, — x)?

\/(1+a2)(x2—x1)2 = (xz—x)V1+a?

(¢

De maneira andloga, obteremos d(P,, P;)= (x5 — x;)+ 1+ a*
d(Py, P3)= (x3 — x1) .

Temos entdo que d(P1, P2) + d(P,, P3) = ((x; — x; +x3 - x5 )V 1+ a®

(x3 —x;)V1+a* =d(P,P;) ou seja, d(P1, P2) + d(P,, P;) = d(P,, P;). Logo,
trés pontos quaisquer do grafico da funcédo afim sao colineares, isto significa

gue temos uma reta como grafico.

Do ponto de vista geométrico, b € a ordenada do ponto onde a reta, que é o
grafico da funcado f(x)= ax + b, intersecta o eixo das ordenadas OY, pois para x=0
temos f(0)=a.0 + b, f(0)= b. O nimero a chama-se inclinagéo ou coeficiente angular
dessa reta e, relacdo ao eixo horizontal ou das abcissas OX. Para maior valor de a
mais a reta se afasta do da posicdo horizontal. Quando a > 0, temos o gréfico de
uma funcgéo crescente, e se a < 0, teremos o grafico de f decrescente. O niumero b

também é chamado valor inicial da funcdo ou coeficiente linear dessa reta.

O ponto onde o grafico da fungéo afim intersecta o eixo das abcissas OX tem

b p . ~ ~
as coordenadas (— = 0) que é a raiz da funcéo ou zero da funcao.
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Figura 15 — Grafico da funcédo afim crescente.

" Jfx) /

a=(

Fonte: O autor.

Figura 16 — Gréfico da funcdo afim decrescente.

4 | fix)

Fonte O autor:

3.3 Determinando uma funcao afim conhecendo-se seus valores em dois
pontos distintos

Podemos determinar se uma fungédo f: R - R € uma funcgéo afim f(x) = ax + b,
conhecendo-se dois dos seus valores f(x1) e f(x2) para quaisquer x1 € X2 € R, com
x1#X2. Como seu grafico € uma reta e uma reta fica inteiramente determinada
guando sdo conhecidos dois de seus pontos. Com esses dados encontraremos 0S

valores de a e b. Fazendo: f(x1) = axitb e f(x2) = axz+ b, entdo f(x2) — f(x1) = ax2+ b
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f(x2) - f(x1)

— ax1— b, logo ax2 — axa1 = a(xz2 —xi), portanto a = (1), substituindo

X2 -x1
esse valor em f(x1) = ax1 + b.
Temos: f(x1) = (M) x; + b, entdo temos 4 = [y )y~ Ftp)ey para x; # X,
X2—X1 X2—X1

O parametro a de uma funcédo afim f(x) = ax + b, também é chamado de taxa
de variacdo ou taxa de crescimento. Para encontra-lo, bastam dois pontos quaisquer

e distintos.

Através do valor do pardmetro a podemos determinar se a funcao afim é
crescente ou decrescente ou ainda constante. A seguir, fazemos a demonstracéo

deste resultado.

Suponha que a >0. Sejam x;,x, € D(f) tal que x; < x,-. Da expresséo (1)
segue que f(x;) — f(x) = alxy, —xq) >0, isto é f(x;) < f(x,)--. Logo, a funcéo é

estritamente crescente. Resumindo, se a >0, f é estritamente crescente.

Suponha agora que a < 0. Sejam x;,x, € D(f) tal que x; < x,. Da expressao
(1) segue que f(x;) — f(x;) = alx, —x;) <0, isto é f(x;) > f(x,). Logo, a funcdo é

estritamente decrescente. Resumindo, se a < 0, f é estritamente decrescente.

Assumindo agora a = 0. Sejam x4, x, € D(f) tal que x; < x,. Da expressao (1)
segue que f(xy)—f(x;) =alx, —x1) =0, isto é f(x;) = f(x,). Logo a funcédo €&

constante. Resumindo, se a = 0, f é constante.

A taxa de variacdo é sempre constante em cada funcao afim.

3.4 Caracterizagdo de uma Funcgéo Afim

Teorema Fundamental da Proporcionalidade: Seja f: R - R uma funcéo
crescente. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(1) f(nx) = nf(x) paratodon € Z e todo x € R.

(2) Pondo a=f(1), tem-se f(x) = ax para todo x € R.

(3) f(x +y) = f(x) + f(y) para quaisquer X, y € R.

Demonstracao: Provaremos as implicagdes (1) = (2), (2) =(3) e (3) =(1).
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(1) =(2), seja f(n) =f(n.1) =n.f(1) = a.n Vn e Z.
Sendo r =§ eQ=>q.f(N=f@r)=fP)=fp.D)=pa=fl)=ar

Se f(0) =f(0.0)=0.f(0) =0= f(1) > f(0) =0,entdoa >0

f(x)

Dado x € R— Q. Suponha que f(x) # ax, fazendo f(x) < ax = —<x =

IreQ;

f&)

a

<r<ax=fx)<ar<ax= f(x)<f(r), porém isso € absurdo, visto

que a funcao é crescente.

Fazendo agora com f(x) >a.x:>%>x:>5|re(@; %>r>x =3
f(x)>ar>ax = f(kx)>f(), mas isso & absurdo, pois r >x, logo

teriamos f(r) > f(x), entdo f(x) = ax paratodo x € R.

(2) =(3) Por hipotese temos que f(x) = ax para todo x € R. Nossa tese €
que: f(x+y)=f(x)+f(y) e como f(x) =ax = f(x+y)=alx+y) =
ax +ay, mas ax = f(x)eay = f(y), assim sendo f(x+y)=/f(x)+
f)Vvxy €R.

)=(1) Como f(mx)=fx+x+x+--+x)=f)+fx)+f(x)+ -+
f(x)=f(nx) =nf(x),v n=0. Sendo 0 = f(0) = f(0.0) = f(x + (—x)) =

f@)+ f(=x) = 0= f(x) = —f(—x)entdo f(—x) = —f(x) = f(—nx)
= —f(nx) = —nf (%),

Um dos problemas encontrados numa determinada situacdo € estabelecer o
modelo matematico para solucionar uma situacdo-problema. O resultado a seguir
nos mostra como uma funcdo afim pode modelar fenbmenos em que héa
proporcionalidade.

Teorema: (LIMA et al, 2016, p.103) “Seja f: R - R uma fun¢gdo monoétona
injetiva. Se o acréscimo f(x+h) — f(x) = ¢ (h) depender apenas de h, mas néo de x,
entédo f é uma funcgéo afim.”.

Utilizando o teorema Fundamental da Proporcionalidade, faremos a

demonstracdo, assumindo que f € crescente, pois o outro caso € semelhante.
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Entdo ¢: R - R também é crescente, como ¢ (h)= f (x+h) — f(x) estd bem
definida. Além disso, para quaisquer h, w € R temos: ¢ (h + w) = f(x+h+w) — f(x)

= f((x+w) +h) — f(x+w) + f(x+w) — f(x)

=[f((x+w) +h) - fx+w)]+ [f(x + w) - f(x)]

=@ (h)+¢ (W)

“Logo aplicando o teorema Fundamental da Proporcionalidade, pondo-se a= ¢ (1),
tem-se ¢ (h)= a.h para todo h € R.”. Como ah = f(x+h) — f(x). Colocando f(0)= b,

teremos f(h) = ah + b ou se preferirmos f(x) =ax+ b V x € R.

3.5 A Funcéo Afim Aplicada a Fisica

Como o objetivo do trabalho é estabelecer um diadlogo entre contetdos de
Matematica e Fisica do 1° ano do ensino médio, vamos elencar alguns assuntos de
Fisica que podemos trabalhar juntamente com a fungdo afim, no intuito de
estabelecer a interdisciplinaridade e melhorar a contextualizacdo, fazendo com que

o aluno desperte o interesse para essas disciplinas tdo importantes na vida escolar.

3.5.1 Movimento Retilineo Uniforme (MRU)
Podemos relacionar estudo da Funcao Afim ao Movimento Retilineo Uniforme
(MRU).

A velocidade escalar média de um moével é a razao entre o deslocamento e o

tempo correspondente a esse deslocamento. A expressdo da velocidade escalar
T p: A LN N
meédia € dada por vm= A—i-, As sendo a variacdo dos espacos e At corresponde a

variacdo dos tempos. Temos aqui que a velocidade corresponde a taxa de variacédo

da funcédo horéario dos espacos, pois como As=s — so e At =t — to, assumindo que to=

S—So

0, temos entdo v = = assim temos s(t) = so + vt, que € uma funcéo afim. A seguir,

apresentamos exemplos de como podemos usar as propriedades e resultados

matematicos da funcéo afim, para desenvolver o conteudo de MRU.

Exemplo 1: Um movel parte de Guajara-Mirim as 7:00 h, com destino a Porto Velho
distante 320 Km, chegando ao seu destino as 10:30 h. Calcule sua velocidade

escalar média considerando ser um MRU.

Fazendo um grafico que representa o tipo de movimento, temos uma reta

como sua representacao, sabendo que no plano, dois pontos determinam uma reta.
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Utilizando nossos conhecimentos matematicos de funcédo afim, em lugar de

aplicar o método tradicional de ensino, que obriga o aluno a simplesmente aplicar de

maneira mecéanica a formula da velocidade média para resolucdo do exercicio, que

induz o estudante a memorizar formulas, sem contextualizagdo ou aprendizado

efetivo, sugerimos o seguinte roteiro:

a) O aluno preenche uma tabela onde relaciona o horario de cada evento com a

respectiva posicdo do mével. Teremos entdo dois pontos do plano t x s(t),

gue corresponde a partida e a chegada.

Tabela 1 — Espaco e tempo

T

s(t)

10:30

0

320

Fonte: O autor.

b) A partir dos dois pontos obtidos na tabela e sabendo que se trata de

MRU, o aluno entdo traca o grafico, usando o conhecimento de que no plano uma

reta é completamente definida por dois pontos distintos.

Figura 17 — Gréfico de s x t

320km A

700 h

10:30 h
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Fonte: O autor

c) De posse do gréfico, o aluno entdo calcula a velocidade média, e a partir

desta informacédo que é a resposta do exercicio.

_As 320 _ 320 320 _3200
Vm=—  Vm= = ===
At 10:30-7  10,5-7 3,5 35

=91,43 km/h, aproximadamente.

d) Apesar da resposta do problema ter sido obtida no item c o aluno interessado
pode avancar na analise do problema, enriquecendo seu conhecimento e
desenvolvendo seu repertério tanto matematico quanto fisico. Como
exemplos, citamos.

1) a verificagdo de que a velocidade obtida corresponde ao coeficiente
angular da respectiva equacao horaria que descreve o movimento;

2) uma vez que esse coeficiente angular € positivo, concluir que a reta €
crescente, confirmando o grafico obtido no item b), ao mesmo tempo em que
também se pode concluir que 0 movimento € progressivo;

3) como a divisdo de 320 por 3,5 ndo € exata, poder-se-ia relacionar a
guestdo com problemas de arredondamento, nimeros racionais e nameros
reais; 4) a conversao de grandezas, como por exemplo, no caso de subtrair
10:30 por 7, antes precisamos converter 30 minutos em horas.

Exemplo 2: Um mével passa pela origem dos espacos quando o cronometro
esta zerado. Apdés 3 segundos passa pela posicdo -15 metros encontre sua

velocidade escalar média.

a) Seguindo o mesmo roteiro do exemplo anterior faremos a tabela txs(t)

Tabela 2 — Espago e tempo.

T s(t)
0 0
3 -15

Fonte: O autor.
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b) A partir dos pontos obtidos na tabela e sabendo que o movimento é MRU,
tracaremos o grafico, usando o conhecimento matematico de que no plano

uma reta € completamente definida por dois pontos distintos.

Figura 18 — Representacéo grafica do M.R.U.

| s(t)

Fonte: O autor.
c) De posse do grafico o aluno entdo calcula a velocidade média, e a partir

desta informacéo, que é a resposta do exercicio.

As —-15-0 —-15
Vm=— Vm= =—=-5m/s
At 3—-0 3

d) Apesar da resposta do problema ter sido obtida no item c), o aluno

interessado pode avancar na analise do problema, enriquecendo seu
conhecimento e desenvolvendo seu repertério tanto matematico quanto
fisico. Como exempilo:

1) a verificacdo de que a velocidade obtida corresponde ao coeficiente
angular da respectiva equacao horéaria que descreve o movimento;

2) uma vez que esse coeficiente angular é negativo, concluir que a reta é
decrescente, confirmando o grafico obtido no item b), ao mesmo tempo em

gue também se pode concluir gue 0 movimento é retrogrado;

3) a justificativa de que a posicao final do mével € -15m (uma posigcédo
negatival!) pode ser discutida com os alunos nao apenas do ponto de vista

fisica, mas problematizando a questao dos numeros inteiros negativos;
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4) ainda sobre posicdo negativa de um movel, seria possivel iniciar uma
discussédo a respeito de vetores, inter-relacionando o estudo de funcdes e
a teoria de vetores.

5) Em minha experiéncia docente nas aulas de Fisica, € comum os alunos
me questionarem sobre 0 espaco negativo (neste exemplo, -15m), bem
como a velocidade negativa (-5m/s) achando que estamos em movimento
a marcha ré. Procuro esclarecer o tema apresentando a reta dos numeros
reais contendo alguns numeros inteiros negativos e positivos, bem como o
zero e explicando que a posicao -15 m significa simplesmente que o moével
estd a 15 metros a esquerda do referencial (zero), isto é, o conceito de
posicao positiva ou negativa esta associada ao referencial usado. Com
relacéo a velocidade, o sinal depende do sentido adotado como positivo, e
ndo o movel estd em marcha a ré ou em movimento direto. Abaixo, ilustro

a ideia na Figura 19

Figura 19 — Reta numerada do M.R.U.

v— bm/s

@

—16G —14 —12 -10 -8 —f —4 -2 0 2 4

Fonte: O autor.

Nossos dois exemplos servem para ilustrar que a velocidade escalar média
pode assumir valores negativos e positivos, iSso hos mostra que 0 movimento pode
ser retrogrado se v < 0 ou progressivo se v > 0, vale lembrar que esse sentido é

relativo, depende da trajetéria adotada.

Percebemos que as unidades da velocidade escalar dependem das unidades
adotadas na variacdo dos espacos e na do tempo. Importante salientar que no
Movimento Uniforme a velocidade é constante ao longo do tempo. Decorre dai que o
movel percorre distancias iguais em tempos iguais. Como o movimento é retilineo,

sua trajetoria € uma reta.

A funcdo horaria dos espacos fornece a posicdo do mével em funcdo do

tempo: s(t)= so + vt € uma fungéo afim, logo seu gréfico € uma reta.
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Podemos observar que a velocidade escalar € numericamente igual a
tangente do angulo formado entre o gréafico da fungcéo horaria dos espacos e o eixo t
do tempo, veja no gréfico abaixo.

Figura 20 — Gréafico s x t

5(t)

rrtga =—
9=

Fonte: O autor.

Exemplo 3: Uma particula obedece a seguinte funcdo horaria: s(t) = -3 + 4t,

sendo o espagco em metros e o tempo em segundos. Determine:
a) O espaco inicial e a velocidade escalar;

Solugdo: Comparando a equacdo horaria dos espacos s(t) =s, + vt,
observamos que o espaco inicial do mével é s, = —3 m, corresponde ao parametro b
da funcao afim, ponto que corta o eixo das ordenadas. Que a velocidade do movel é
v=4 m/s equivalente ao parametro a da funcao afim. Notamos que o espaco inicial é
negativo, isso nos leva a observar que o mével parte antes da origem da trajetéria
adotada para o movimento, logo, em algum instante ele passara pela origem dos

espacos, pois a velocidade é positiva (movimento progressivo). Fazendo uma

representacéo grafica do movimento, obtemos o seguinte grafico.

Figura 21 - Equacéo horéria do MRU
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-2

Fonte: O autor.

A posicdo no instante t = 8 s.

Solucdo: Como o tempo é de 8 s, iremos calcular o valor numérico da
equacdao horaria, substituindo t por 8, entdo: s(8) =-3 + 4 (8), logo s(8) =29 m.

O instante em que 0 moével passa pela origem dos espacos.

Solucado: O movel passa pela origem dos espacos s=0, assim: -3+4t=0,4
t=3,t= % s ou 0,75 s. Vale aqui lembrar que todas as vezes em que o gréafico da
funcdo intersecta um dos eixos, temos que nesse ponto o valor do eixo cortado é
nulo.

Exemplo 4: Dois méveis A e B partem ao mesmo tempo das posicées Soa= 20
km e Sos= 380 km, indo um de encontro ao outro, com velocidades de 70 km/h e 80

km/h, respectivamente. Determine o tempo decorrido e a posi¢éo do encontro.

Solugéo: Vale ressaltar que os moéveis vdo um de encontro ao outro. Nesse
caso temos um dos moveis com orientacao contraria a trajetéria. Vamos apresentar

duas possiveis resolugcdes, uma geométrica e outra algébrica.

Abordagem geométrica

Inicialmente os estudantes devem esbocgar os graficos dos movimentos do

movel A e do mével B, preferencialmente usando papel quadriculado. Ressaltamos
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que, como as respectivas equac¢des horarias sdo da forma sa=20+70t e sb=380-80t¢,
ambos os graficos sdo retas. Os estudantes dever perceber que, no caso de A, a
reta é crescente, pois seu coeficiente angular € positivo, enquanto a reta do
movimento de B é decrescente pois seu coeficiente angular € negativo. Como
resultado, temos um esbo¢o como o apresentado na Figura 22, em que as retas se
intersectam em um Unico ponto. A propriedade geométrica de que duas retas
distintas e néo paralelas se intersectam em um Unico ponto deve ser recordada aos

estudantes.

Figura 22 - Encontro de dois corpos.

380

Fonte: o autor.

A intersecdo das duas retas que representam os movimentos dos méveis A e
B indica onde estes mdveis se encontram (ponto E na figura 22). As coordenadas do
ponto E podem ser obtidas usando o papel quadriculado, sendo posteriormente

confrontadas com os valores encontrados na solucéo algébrica do problema.

Abordagem algébrica

Obter o ponto de encontro dos dois moéveis, do ponto de vista algébrico, é
equivalente a encontrar a solugdo comum das equacdes horarias de movimento
destes moveis. Isto €: sa=20 + 70 t = 380 — 80 t=sb = 150t = 360 = t= 2,4 h;



52

substituindo esse tempo em qualguer uma das equacdes horarias, teremos a
posi¢do do encontro dos moveis, s(2,4) = 20 + 70(2,4) =s(2,4) = 188 km. Os valores
encontrados nesta abordagem devem ser comparados pelos estudantes com a
resposta obtida na estratégia geométrica anterior.

1) Podemos observar a transformacéao do tempo de 2,4 h para 2 h e 24 min,
lembrando aos alunos que muitas vezes sdo levados a pensar que 0,4 horas serao
transformadas para 40 minutos.

2) Em nossa experiéncia de sala de aula, quando nos deparamos com esse
tipo de problema, muitos alunos nos questionam como dois corpos podem ocupar o
mesmo lugar no espaco. Em situacbes como esta, precisamos deixar claro que o
“‘ponto de encontro” dos dois mdveis n&o significa que se trata de um ponto e que
um movel esta sobre o outro ou que ocupam o mesmo lugar no espaco, mas que
simplesmente estdo na mesma posi¢cdo em uma estrada, por exemplo.

3.5.2 Movimento Retilineo Uniformemente variado (MRUV)

Podemos observar outra aplicagdo da funcdo afim quando estudamos o
Movimento Uniformemente Variado em sua equacao horéria da velocidade v(t) = vo

~ . ~ Av _ v-v
+ at nesse caso a acelerac;ao escalar assume a taxa de variacao a = E = t_to
—lo

Exemplo 5: Encontre a funcdo horaria da velocidade escalar a partir do
diagrama v x t, dado.

Figura 23 — Graficov x t
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Fonte: o autor.

Solugéo: Como t= 0s Vo=4 m/s t=5s Vi=-2 m/s, sendo a:%-, isolando a

~ ~ . . —2—-4
aceleracdo na equacgéo horaria da velocidade, temos: a == a= -1,2 m/s?2, como

v(t) = vot+ at, temos v(t) =4 — 1,2t.

Analisando o movimento, percebemos que o valor algébrico da velocidade
escalar diminui entdo o M.U.V. é progressivo e retardado do ponto A até o ponto C,
visto que nesse intervalo a velocidade é positiva e a aceleracédo negativa; do ponto C
ao ponto B o MUV ¢é retrogrado e acelerado, a velocidade € negativa e tem o
mesmo sinal da aceleracdo. No ponto C a velocidade do corpo é nula, local onde

ocorre mudanca de sentido.

Note que a equacao horaria da velocidade do M.R.U.V. é uma funcédo afim,
isto €, tem a forma f(x) = ax + b, onde o parametro a, corresponde a aceleracdo do

movel que € constante e o parametro b equivale a velocidade inicial do mével.

Esse exercicio nos oferece a oportunidade de discutir diversos outros topicos, como
por exemplo: 1) crescimento/ decrescimento da funcdo e a relacdo desta

caracteristica com o coeficiente angular desta funcao;
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2) a determinacéo da raiz da funcao, isto €, o ponto onde o gréfico intersecta
o eixo Ox. Neste ponto, a velocidade é nula, e entdo o mével muda de direcéo, ja
gue a velocidade deixa de assumir valores positivos para assumir valores negativos

a partir deste ponto.

3) a propriedade geométrica de que dois pontos distintos determinam uma
Gnica reta. Assim, tomando os pontos A e B como feito anteriormente, temos uma
Gnica reta, que € aquela que descreve a equacdo horaria do movimento do mével.
Os alunos poderiam discutir e verificar 0 que acontece se fossem tomados outros

dois pontos do grafico. Sera que a equacao resultante seria a mesma?

4) como no M.R.U.V. (Movimento Retilineo Uniformemente Variado) a
aceleracdo é constante, temos um exemplo de funcdo constante quanto tratamos da

funcao horaria da aceleracéo a(t) = a.
3.5.3 Dinamica

No estudo de Dindmica encontramos uma aplicagao da fungao afim, quando
tomamos conhecimento da Lei de Hooke, para mais detalhes, ver (KAZUHITO et al.
Pag.220). A Lei de Hooke é dada pela equacédo é F,;= kAx, em que F,; é a forca

elastica, k € a constante elastica e Ax € a deformacéo elastica.

Neste caso, temos uma aplicacdo da funcgéo linear f(x) = ax, cuja constante
k € a constante de proporcionalidade a. Observe que o grafico da forca elastica
sempre intercepta a origem do sistema de coordenadas, ja que esta é uma

propriedade das funcdes lineares.

Exemplo 6: Uma mola que obedece a Lei de Hooke sofre a aplicacdo de uma
forca de 12 N, sofrendo com isso uma deformacdo de 3 cm. Determine o valor de

sua constante elastica em N/m.

Solucédo: Como a forga resultante aplicada sobre a mola é igual a sua forca

elastica, entdo temos F,= kAx = K= i—‘;’ = K=% = 400 N/m. Temos uma

aplicacdo da funcéo linear, cuja constante K € a constante de proporcionalidade. A
deformacédo da mola ira indicar o correspondente valor da forca elastica aplicada.
Devemos observar a transformacdo das grandezas envolvidas, visto que a

deformacéo é dada em centimetros e a unidade no S.I. € o metro.
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Graficamente

Figura 24 — Gréfico F,; x AX

2121 DR .

KIZtgB = F—s
- Ax

0:{']3 Ax(m)

Fonte: O autor.

Note que o gréafico é uma reta crescente.

Para encontrar a reta que descreve a constante elastica precisamos localizar
dois pontos distintos. O primeiro € a origem dos eixos ortogonais (0, 0), visto que
temos uma funcao linear e o grafico intersecta a origem.

O outro ponto tem as coordenadas como dados do problema (0,03; 12).
Ligamos os dois pontos, temos nossa reta cujo angulo B tem a tangente

. . T F
numericamente igual a constante elastica k = A—‘;l :

Como a forca € uma grandeza vetorial, temos o grafico de uma funcéao
crescente.

Novamente nos deparamos com funcdo afim no estudo da Dinamica, quando
observamos a Quantidade de Movimento, cuja equacdo Q= m.v, onde Q é a
guantidade de movimento, m representa a massa do corpo (constante) e v a
velocidade do movel, representando nossa variavel independente.

Notamos que a equacdo da quantidade de movimento € uma funcao linear da
forma f(x) = mx, onde a massa m é a constante de proporcionalidade. Além disso,

7z

notemos que a massa do corpo € constante. A quantidade de movimento é
proporcional a massa deslocada. Corpo com maior massa apresenta maior inércia.

A sequir, ilustramos a aplicacdo deste conceito.
Exemplo 7: Determine a quantidade de movimento de um corpo de 50 kg e

velocidade constante de 30 m/s em uma pista retilinea.

Solucéo: Como Q= m.v, entdo Q = 50x30 = 1500 kg.m/s.
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Figura 25.- Gréafico da quantidade do movimento Q=50v

kg.m/s
15001—

30

Fonte: O autor.

Observe que através do gréafico podemos analisar o crescimento da fungéo e
verificar que se trata de uma funcdo crescente. De fato, a massa é o coeficiente
angular da funcdo que descreve a quantidade de movimento. Como a massa €

sempre um valor positivo, segue que a funcao é crescente.

Ainda na Dinamica podemos associar outra aplicacdo de funcdo afim ao
Impulso, cuja equacéo I+ = F.At, onde Ir é o impulso, F € a forga aplicada ao corpo,

sendo constante e At é o intervalo de tempo de aplicagdo da forca.

A funcé@o Impulso é uma funcéo linear da forma f(x) = ax, onde o coeficiente

de proporcionalidade é a for¢a F constante.

Exemplo 8: Encontre a for¢a que atua durante 15 segundos e tem um impulso

de 105 N.s. Solucdo: Como |l = F. At, temos F = é, F= %5 =7N

Podemos encontrar a solu¢do por meio do gréfico:
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Figura 26 — Grafico do Impulso
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Fonte: O autor

Para encontrar a reta que descreve o impulso, precisamos de dois pontos.
Um ponto ja temos, suas coordenadas foram dadas no problema (15, 105).

Para encontrar o outro ponto, usamos a propriedade de que o grafico da
funcdo linear intersecta a origem do sistema de coordenadas. Logo o outro ponto €
O= (0, 0). Com esses dois pontos temos determinada a reta que descreve o impulso.

Conforme j& visto, o coeficiente angular de uma funcéo afim, em particular de
uma fungao linear é a tangente do angulo a conforme a figura 26.

FNtga = =22 F =7N.
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4 FUNCAO QUADRATICA
4.1 Definicao

Uma funcéo f: R - R denomina-se funcédo quadratica ou funcéo polinomial do
2°grau quando existem numeros reais a, b, ¢, com a0, tais que f(x)= ax? + bx + ¢

para todo x € R.

Podemos identificar a funcdo quadratica com o trindbmio do 2° grau a ela

associado e a escreveremos apenas como f(x) = ax?+ bx + c.
Exemplos 1) f(x) = -x? + 100 x, em que a = -1, b= 100 e c=0.
2) f(x) = 3x2-2x + 1, em que a= 3, b=-2 e c=1.

Quando é dado um determinado valor a variavel x, podemos calcular o valor
correspondente a esse ponto. Por exemplo, se f(x) = x2 -5x + 6, iremos determinar o
ponto correspondente a imagem da fung¢do quando x=1, f(1)= 12-5.1+ 6 = 2, logo

temos o ponto de coordenadas (1,2).

Fato importante é que os coeficientes a, b e ¢ da funcdo quadratica f ficam
inteiramente determinados pelos valores que a funcdo assume. Podemos assim,

identificar uma funcéo quadratica com um trinbmio do segundo grau.

O estudo das fun¢bes quadraticas tem sua origem na resolucdo da equacao

do segundo grau.

Existem problemas que datam de 4 000 anos em textos cuneiformes, em que
encontramos problemas que recaem numa equagao do segundo grau, “Determinar
dois numeros conhecendo sua soma s e seu produto p.” Em termos geométricos
esse mesmo problema pode pedir que encontrassem os lados de um retangulo onde
conhecemos seu sem-perimetro s e a sua area p. Chamando de x um dos numeros,
0 outro sera s-x. Assim, p= x(s-x) ou ainda p= sx — x2, ou ainda x? — sx + p=0. Para

mais detalhes ver Lima et al, pag. 122.

Encontrar as raizes da equacgédo x? — sx + p=0 também é um conhecimento
milenar. Existia uma receita que ensinava como proceder para encontrar dois
numeros cuja soma e cujo produto sdo dados: “Eleve ao quadrado a metade da
soma, subtraia o produto e extraia a raiz quadrada da diferenca. Some ao resultado
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a metade da soma. Isso dard o maior dos nameros procurados. Subtraia-o da soma
para obter o outro niumero.”.

Em notacao atual temos a regra assim:
S S 2 N S 2
x=3+JG) -p e s—x=3- () -v

De fato, sejam m e n 0s numeros procurados, suponha m > n. Esses numeros

~ . A . ;g . ;o . +
estdo a uma mesma distancia de suas médias aritméticas, ou seja, > == Se
tivermos d como a diferenga d = m - > = > — n teremos os dois nimerosn =>—d e

m= §+ d. Porém d é facil de encontrar, ja que p= mn = (% +d) (% —d)= (%)2 - d2, entdo.

p:(z)z—d2 e d= (g)z—p-,entaotemosque nz%- (f)z—p e.

2
m=t+ [
4.2 A Forma Canénica da Funcédo Quadrética
Consideremos a funcdo quadratica f(x) = ax? + bx + ¢, podemos escrever
f(x)= ax?*+bx+c=a [xz + Zx + g] se observarmos as duas primeiras parcelas

dos colchetes, veremos que sdo as mesmas do desenvolvimento do quadrado

2 2 2
(x+£) = x242x2 4 =24 P4
2a a 4a a 4a
Agora completando o quadrado temos:

2 2
flx) = axz+bx+c:a[x2+2.%x+b——b—-l—E

2 _pn2 .
Ouseja: f(x) = ax?+bx+c=a [(x + %) + 4a:a2b ] (forma candnica)

2 _
Ainda podemos ter: f(x) = a[(x+2%) + 4a:a2b2] , chamando agora de m

b 4ac—-b?
== ek=

2a

, encontramos que f(m)=K.

Assim, para todo x real e a# 0 temos que a funcdo quadratica f(x) =
ax? + bx + ¢ pode ser escrita da seguinte maneira: f(x) = a(x —m)? + k, onde m

— b —
=—— e k=f(m).
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Em decorréncia da forma candnica a funcdo quadratica pode assumir um
valor minimo e um valor maximo de acordo com o sinal de a., como mostrado a

sequir.

a) Se a >0, f(x) assume valor minimo e é k = f(m);

b) Se a <0, f(x) assume valor maximo e é k = f(m).

De fato, da forma canénicaf(x) = a(x —m)* + k, como (x —m)? > 0 para

qualquer x real, temos.

Se a>0, entdo a(x —m)? = 0 e, portanto f(x) = a(x —m)? + k > k. Logo, k é

o valor minimo de f(x). Esse ponto minimo é atingido para x=m, isto &, f(m)=k.

O ponto V=(m,k) € chamado de vértice da parabola e suas coordenadas sao

4ac—-b?
4a

__ b — —
m=-——=e k=f(m) =

A determinacdo do vértice da parabola nos auxilia no esboco do grafico,

sendo seu valor maximo ou minimo.

4.3 Gréfico da Funcédo Quadrética

O gréafico de uma funcéo quadréatica € uma parabola.

Conforme LIMA et al, (2016, pag.128), “dados um ponto F e uma reta d que
nao o contém, a parabola de foco F e diretriz d é o conjunto dos pontos do plano que
distam igualmente de F e de d.”

A reta perpendicular a diretriz, baixada a partir do foco, chama-se o eixo da
pardbola. O vértice da parabola é seu ponto mais proximo da diretriz. O vértice € o
ponto médio do segmento cujas extremidades sdo o foco e a interseccdo do eixo

com a reta diretriz.

Figura 27 — Grafico da funcéo quadratica.

d(PF)=d(PQ)
d(FV)=d(DV)
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a>0

Fonte: autor.

Figura 28— Grafico da funcéo quadratica.

a<0

d(PF)=d(P.Q)
d(F.V)=d(V.D)

Fonte: o autor.

Por exemplo: O grafico da funcdo quadrética f(x) = x2 € a parabola cujo foco é

F(O,i) e cuja reta diretriz é y= —71_ Vamos provar isso.

Figura 29 — Grafico da fun¢éo quadratica com foco e vértice.

Fonte: o autor.

Figura 30 — Gréfico da funcdo quadratica com vértice e foco.

a<0

(X, %%)

Fonte: o autor.

- P(X, x?) séo as coordenadas de um ponto qualquer do grafico de f(x)= x2.

- A distancia de P ao ponto F(O,i) € calculada por:
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d(P, F) Z\/(x—O)2+(x2—%)2 =\/x2+(x2—1)2:x2+—

A distancia do ponto P(x, x?) aretay = —i € dada por:

d(P, y) = \/(x—x)2+(x2 +3)7 =x241  logo d(P, F) = d(P, y), dessa

. £ g 2 P 1 . . 1
maneira provamos que o grafico € uma parabola de foco F(O’Z) e diretriz y= -

Notamos que a parabola tem sua concavidade voltada para cima quando a>0
e voltada para baixo quando a<0. De fato,

4ac—b?
4q?

2
Da forma canénica temos: f(x) =ax*+bx+c=a [(x + g) + ] No

interior dos colchetes temos uma soma de duas parcelas, onde a primeira parcela é
2
p: b
sempre > 0 e a segunda é um termo constante. Em outras palavras, (x"'Z) +

4ac-b? 4ac-b? ~
L2 > X2 Temos entdo:
4a 4a

2
i. Se a>0, o menor valor de f(x) & encontrado quando (x + Z) =0 =>x=—.

Esse € o valor minimo assumido pelo grafico de f(x) e, portanto, a

concavidade da parabola do grafico de f é para cima.

2
. . . b -b
ii. Se a<0, o maior valor de f(x) é encontrado quando (x + E) =0=>x=—.
Esse € o valor maximo assumido pelo gréafico de f(x). Assim, a concavidade

da parabola é para baixo.

A parabola tem suas interseccdes com o0s dois eixos ortogonais nos seguintes

pontos:

- Com o eixo y, quando x = 0, ou seja, sendo f(x) = ax? + bx + ¢, logo f(0)=

a(0)2+b.0+c, logo f(0)= c, entdo a parabola intersecta o eixo y no ponto (0,c).

- Com o0 eixo x, quando y = 0, nesse caso ela pode intersectar 0 eixo x em um
ponto, dois pontos ou em nenhum ponto. Cada ponto destes € uma raiz real da
funcédo f(x) = ax? + bx + c. Uma maneira de verificar o nimero de raizes reais é

através do discriminante
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A =b? — 4ac
Veja que f(x) =0 = ax? + bx + ¢ = 0.

Ja vimos que a funcéo f pode ser escrita como f(x) = a(x —m)? + k, com m

b 4ac-b?
=——ek= e Logo, ax?+bx+c=0oa(x—m)? +k=0 & a(x —m)? = —k
k b?-4 Vb2—4 Vb2—4
& x-mPi=—-o (x-mi="—rox-m=+ o x=m+ o
a 4a 2a 2a
b Vb2-4ac —-b+VbZ-4ac
X=—-——= SxXx=—-.:
2a 2a 2a

Observe que, pelo Teorema Fundamental da Algebra (LIMA, 2004 v.2 pag.
232) a funcéo f tem de fato, duas raizes em C, pois € um polindmio de grau 2. Além

disso, as raizes de f sdo reais se, e somente se A = b? — 4ac > 0.

Se A = 0 = uma raiz real dupla, e a parabola intersecta o eixo x em um ponto

apenas.

Se A > 0 = duas raizes reais distintas, e a parabola intersecta 0 eixo X em

dois pontos distintos.
Se A < 0 = nenhuma raiz real, a parabola nao intersecta o eixo X.

Com a definicdo do discriminante A, podemos rescrever as coordenadas do

Lo —p2 A
vértice V=(m,k) comom =——= e k=f(m) =222 = _ 2
2a 4a 4a

Existe uma relacdo entre os coeficientes da funcédo f(x)=ax? + bx +c =0,

com a # 0 e suas raizes.

—-b+Vb2-4ac
2a

De fato, jA mostramos que as raizes da funcéo sdo x = . Chamando

—b+VA " —b—VA
ex =
2a 2a

estas raizes de x' = . Entdo obtemos:

_Th+VA —b-VA _-2b+VA-VA_ b

!

X +x

2a 2a 2a a

—b++vVA —b—+/A B bz—(\/Z)z _bz—b2+4ac _ 4ac

2a 2a 4q? 4q? 4a>  a
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4.4 Taxa de Variacado da funcdo Quadratica

A taxa de variacdo da funcdo quadratica ndo é constante. Ela tem sua
variacdo dependente do ponto P da parabola, e é dada por 2axo + b, em que Xo é a
abcissa de P. Taxa de variag&do no ponto P.

_ 2 (2
tan a - flx+Ax)—f(x) - a(x+Ax)“+b(x+Ax)+c—(ax*+bx+c) -
Ax Ax

a(x?+2xAx+(Ax)?)+bx+bAx+c—ax?—bx—c _ ax?+2axAx+a(Ax)?+bx+bAx+c—ax?—bx—c
™ = Ax fazendo-se as

2axAx+a(Ax)%+bAx
Ax

devidas simplificagfes temos: tana = = 2ax + aAx + b, quando Ax

=0, temos: 2ax + b sendo a taxa de variagdo para espagos bem pequenos.

4.5 Caracterizacdo da Funcado Quadréatica

Teorema: ( LIMA et al, 2016, pag.151)” A fim de que a funcado continua f: R —
R seja quadratica € necessario e suficiente que toda progressao aritmética nao
constante xi, X2,..., Xn,... Seja transformada por f numa progressdo aritmética de

segunda ordem nao degenerada y1=f(x1), y2=f(x2),... yn=Ff(xn),...”.

Para procedermos a demonstracdo do teorema, enunciamos a seguir

algumas definicdes e um lema

4.5.1 Definicao

Uma progressdo aritmética de primeira ordem é uma sequéncia em gque a
diferenca entre cada termo e o termo antecessor é constante. A constante é
denominada razdo da progressao aritmética. Por exemplo: a sequéncia (1, 5, 9, 13,
17, ...) € uma progressao aritmética de primeira ordem onde a diferenca entre cada

termo e o termo antecessor € 4, isto é, a razdo da progressao aritmética é igual a 4.

4.5.2 Definicao
Uma progressdo aritmética de segunda ordem € uma sequéncia
(y1,¥2,V3, Vs, ... ) DA qual as diferencas entre cada termo e o termo anterior formam

uma progressao aritmética de primeira ordem.

4.5.3 Definicao
Uma progressdo aritmética de segunda ordem ndo degenerada é uma
sequéncia (y1,¥2, V3, Vs --.) Na qual as diferencas entre termos consecutivos formam

uma progressdo aritmética de primeira ordem nao constante, ou seja, com razao
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diferente de zero. Como exemplo a sequéncia (1, 4, 9, 16, ...) a diferenca entre dois
termos consecutivos ndo € constante, pois vejamos: d; =4—-1=3,d, =9 -4 =75,
d; =16 —-9=7. Porém se observarmos essas diferengcas entre 0s termos
consecutivos, encontraremos uma progressao aritmética de primeira ordem (3, 5, 7,

...) de razéo 2.

45.4 Lema
(yn) € uma progressao aritmeética de segunda ordem se e somente se y,, € um

polindbmio de segundo grau em n.
Demonstracdo do Lema

Seja (y,) uma progressdo aritmética de segunda ordem. Portanto (x,) =
(Vn+1 — Yn) € uma progressao aritmética de razdo diferente de zero. Desse modo,
X1+x x5+ X1+ X =0 —y) + (3 —y2) o+ et — Yn2) +
O = Yn-1) + OUne1 = Yn) = Yns1 — Y1 POr€M x; +x, + x5+ -+ x,_1 + x, € @ SOMaA

. . X 1 Ati 1 A —2+ 2 _
dos n primeiros termos da progressao aritmética (x,), ISto e,s, = = (le R

Entao segue que y,.,; —y; € um polindmio de grau 2 em n. Consequentemente, vy,

€ um polinbmio de grau 2 em n também.

Suponhamos agora que y, =an?+bn+c, com a, b e c €R e a* 0. Logo,
Vi1 — Yn=a(n+ 1% +bn+1)+c—(an®*+bn+c=an’2an+a+bn+b+c—
an? —bn—c = 2an + (a + b). Esta expressdo de primeiro grau em n, portanto
(Vn+1 — Yn) € UmMa progressao aritmética de primeira ordem e, como resultado (y,,) é

uma progressao aritmética de segunda ordem.

4.5.5 Teorema da Caracterizacdo da Funcdo Quadratica
Seja f:R - R uma funcdo continua, f é quadratica se e somente se, toda
progressao aritmética ndo constante ((x;, x,, x3 ..., X, ...) € transformada por f numa

progressao aritmética de segunda ordem nao degenerada

(f(xl)l f(xZ),f(X3), "'ff(xn)’ )

Demonstracdo do Teorema de Caracterizacdo da Funcdo Quadratica

Seja (x,) uma progresséao aritmética de primeira ordem, com x,, = x,,_1 + 1 =

x;+(m—Dr e f(x) =ax?+bx +c.
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Devemos mostrar que (f(xy), f(x), f(x3),...) € uma progressao aritmética

de segunda ordem, entéo, as diferengas sucessivas : d; = f(x3) — f(x1)

dy = () = f(x2)

dn = f(Xn41) — f(xn)
dnv1 = f(Xn+2) = f(Xn41)
formam uma progressao aritmética

Agora calculemos f(x,), f(xn+1), f(xns+2) para em seguida encontrarmos d,,

€ dpy1.

fx)= flx, +(n—1Dr) = alx; + (n— Dr)?+b(x; + (n — D) + c=ax;? + 2ax;rn —

2ax,r + an®r? — 2anr? + ar? + bx, + bnr — br + c.

f(xpe1) = f(xg +nr)= a(xy +nr)? + b(x, + nr) + ¢ = ax;? + 2axrn+ an®r?+ bx, +

bnr + ¢

fxp) = fly+(n+Dr)=alx; + (m+ D)2 +blx; + (n+ Dr) + ¢

= ax;? + 2ax,rn — 2ax,r + an®r? — 2anr? + ar® + bx; + bnr —br + ¢

dy = f(xpe1) — f(x) =  ax,? + 2axyrn+ an?r?+ bx; + bnr + ¢ -(ax,? + 2ax,rn —

2ax,r + an®r? — 2anr? + ar? + bx, + bnr — br + ¢)= 2arx; + 2anr? — ar? + br

dpi1 = f(xns2) — f(Xps1) = ax,? + 2ax,vn — 2ax,r + an®r? — 2anr? + ar? + bx; +
bnr — br + ¢ — (ax,? + 2ax;rn+ an®?r? + bx, + bnr +¢) = 2arx; + 2anr? + ar? +

br

Temos: dn,, —d, = 2arx, + 2anr? + ar? + br — (2arx, + 2anr? — ar? +
br) = 2ar?, logo (d4,d,, ...,d,, ...) € uma progressao aritmética de primeira ordem de

razao r=2ar?.

“Seja f: R - R uma fungdo continua que tem a propriedade de transformar
toda progressao aritmética ndo constante numa progressao aritmética de segunda
ordem ndo degenerada. Substituindo f(x) por g(x) = f(x) — f£(0), vemos que g tem
as mesmas propriedades de f e mais a propriedade adicional de que g(0) = 0"
(LIMA et al, 2016, pag. 151).
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Considerando a progressao aritmética de primeira ordem (1, 2, 3, ...) temos
que (g(n)) € uma progressdo aritmética de segunda ordem ndo degenerada.
Portanto existem constantes a # 0 e b tais que g(n) = an? + bn Vn € N. (Lembre-

se que poderia ser g(n) = an? + bn + ¢, como g(0) = 0).
A seguir fixemos um numero arbitrario p € N e consideremos a seguinte P.A.

5)
TR AT
4

De maneira semelhante, concluimos que existem reais a’ # 0 e b’ tais que

~/~
T |-
<N
< lw

g (g) = an*+b'n VneN. Assim temos: an*+bn=gn) =g (%) = a'(np)? +

b'(np), assim an? + bn = (a’ p*)n? + (b'p)n.

Assim as funcdes quadraticas ax? + bx e (a’'p?)x? + (b'p)x sdo idénticas

. b -
v n =x € N. Isso nos obriga a a = a’ p? @a’zpi e b=bpeb = entdo para

2

quaisquer naturais n e p temos: g (g) = an®+bn

g(g): —n +;Tl

9(5)=a(3) +»()

Dessa maneira as fungdes continuas g(x) e ax? + bx sdo tais que g(r)

n

= ar? + br para todo racional positivo r = o Sep ¢ Q, entdo p = limr,, onde 1, €

Q. Logo g(p) = g(limm,), sabendo que g € continua, temos entédo que:

g(p) =limg(r)
g() = lim(ar,? + bry)

Mas como a funcéo quadratica é continua, logo:

g(p) = a.limnr,? + b.limn,

9(p) = ap® + bp

Logo g(x) = ax* + bx para todo x real positivo.



68

Por maneira semelhante vamos considerar a progressdo aritmética de
primeira ordem (-1, -2, -3, ...), concluimos que g(x) =ax*+ bx Vx < 0. Logo,

fazendo f(0) = ¢, temos que f(x) = g(x) + ¢, ou seja, f(x) = ax* + bx + ¢, YV x € R.

Apesar de uma funcdo afim transformar uma progressdo aritmética de
primeira ordem. em outra progressdo aritmética de primeira ordem, a funcéo
quadratica por sua vez transforma uma progressao aritmética de primeira ordem nao
degenerada em outra, porém, de segunda ordem, ou seja, ela transforma uma
progressdo aritmética numa sequéncia cujas diferencas dos termos consecutivos

formam uma progressao aritmética.

Por exemplo, sendo f(x) = x2, temos que f(1) = 1, f(3) =9, f(5) = 25, (7) = 49,
f(9) = 81.

9-1=8, 25-9= 16, 49-25= 24, 81-49 = 32 essa sequéncia ndo é uma progressao
aritmética, mas se fizermos a diferenca dos termos consecutivos da nova sequéncia

temos uma progressao aritmética de segunda ordem, pois: 16-8=24-16=32-24 = 8.

Outro exemplo, sendo f(x) = x2 - 2x+1, os valores de x variando de 1 a 5,
teremos: f(1) = 0, f(2) = 1, f(3) = 4, f(4) = 9, f(5) = 16, as diferencas dos primeiros
resultados sdo: 1 — 0=1 4-1=3, 9-4= 5, 16-9= 7, logo a progressédo aritmética de
segunda ordem sera a diferenca dos novos resultados consecutivos, assim: 3-1 = 5-
3=7-5=2.

4.6 A Funcédo Quadratica Aplicada a Fisica

Veremos a seguir algumas aplicacbes da funcdo quadratica a Fisica da
primeira série do Ensino Médio.

4.6.1. Movimento Retilineo Uniformemente Variado (M.R.U.V.)

A equacéo horéaria dos espacos do M.R.U.V. € um bom exemplo de funcéo

2

2t . . .t z
quadratica f(x) = ax? + bx + ¢, vejamos, pois s(t) =s, + v,.t + aT onde s, € a
posi¢ao inicial do movel, v, é a velocidade inicial do movel, t é o tempo e a € a
aceleracdo do moével. Lembramos que na se¢do 2.6.2, vimos que a funcdo da

velocidade no MRUV é dada por v = v, + a.t e, portanto, € uma funcao afim.



69

Essa equacdo pode ser verificada a partir do grafico vxt, onde v é a
velocidade média, que pode ser dada por exemplo em m/s e t é o tempo, que pode

ser expresso por exemplo em s, vejamos:

Figura 31 - Gréfico v x t.

_v(m;’s)

s =
L&

Fonte: o autor.

v+vq

, B+b ~
Astarea = %.h e Bv, blv, e ht, entdo: As = ~.t, ondev=v, +

votat+v, , _ 2vptat?
- =

2
a.t, logo As = , logo As=v0.t+%, COMO As =s—s, = v,.t +

2 2
%, portanto, s= f(t) do M.R.U.V. é: s = s, + v,.t + % que é uma funcéo quadratica

do tipo f(x) = ax? + bx + c. O parametro a corresponde metade da aceleracio, o
parametro b equivale a velocidade inicial e o termo independente c é
correspondente ao espaco inicial do movel. Observe que se a = 0, isto é, o mével
nao esta acelerando ou freando e, portanto, esta em movimento retilineo uniforme, a
equacdo do movimento se torna As = s —s, = v,.t, que é uma funcdo afim, como
esperado.

Observacdes Importantes

1) Exemplos de fun¢des horarias do espacgo s=f(t), com unidades no sistema
internacional:

s=20 + 7.t + 412, onde So= 20 m, Vo= 7m/s e a= 8 m/s2.

S=-3+t+2. 12, onde so=-3m, Vo=1m/s e a=2 m/s?

2) No M.R.U.V., o mével muda de sentido quando a velocidade troca de sinal.
Isto porque para que o sinal da velocidade seja invertido, em algum instante de

tempo essa velocidade tem que se anular (trata-se do Teorema do Valor
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Intermediario, vide LIMA,2004 v. 1 pag. 234). Aos estudantes do ensino médio, o
fato da velocidade se anular pode ser ensinado usando-se por exemplo, o grafico da
velocidade e argumentando-se que, para que haja inversdo do sentido do
movimento, 0 movel precisa se mover em um determinado sentido com o médulo da
velocidade reduzindo gradativamente, até que ele para e em seguida comeca o
movimento em sentido contrario, com o modulo da velocidade aumentando.
Matematicamente, podemos verificar se o movel muda de sentido analisando os
sinais da aceleracdo (a) e da velocidade inicial (vo): quando essas grandezas
tiverem sinais opostos, 0 mével pode mudar de sentido. Caso contrario, 0 mével
permanece sempre se movendo no mesmo sentido. De fato:

A equacao da velocidade é dada por v=vo+at. Como vimos, para que o mével mude
de sentido, em algum instante, a velocidade deve se anular. Entéo

0 = votat = vo =-at. Como t > 0, segue que Vo € a devem ter sinais opostos para
gue a velocidade se anule em algum instante de tempo t > 0.

Por exemplo, na equacao s= 5t — t2, temos Vo=5 m/s e a= -2 m/s2. Portanto, os
sinais de vo € a sdo opostos e 0 mével muda de sentido em algum instante de
tempo. Podemos calcular este instante de tempo por meio da equacdo da
velocidade dada por v=5 — 2t; logo: -2t + 5=0 = t= % =2,5s.

Na equacédo s= 0,1 —t — 0,5. t3, temos vo=-1 m/s e a= -1 m/s2. Portanto, os
sinais de vo e a coincidem; assim, o movel ndo muda de sentido. Este fato também
pode ser verificado por meio da equacdo da velocidade, dada por v= -1- t. Fazendo
v=0, segue que -1-t=0 = t=-1s. Como o tempo ndo pode ser negativo, o mével nédo
muda de sentido.

3) Equacdo de Torricelli: v? = v2— 2a.As. A equagdo de Torricelli foi
elaborada pelo fisico e matematico italiano Evangelista Torricelli. Ela nos permite
encontrar algumas grandezas do M.R.U.V., como aceleracdo, velocidade inicial,
velocidade final e o deslocamento de um modvel que apresente movimento com
aceleracdo constante, em situagbes que ndo se conhecga o intervalo de tempo no
qgual aconteceu o movimento.

A equacéo de Torricelli pode ser deduzida da seguinte forma:
2
Sejam a equacao horaria As = s —s, = v,.t +% e a equacgao da velocidade v =

v, + a.t. Multiplicando ambos os membros da primeira equagao por (2.a) temos

2alAs = 2av,.t + a®.t?. Na segunda equacgdo, fazemos v? = (v, +a.t)? =v,% +
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2av,t + a®. t? = v? —v,? = 2av,t + a®. t>. Substituindo na expressdo anterior,
resulta em 2aAs = v? — v,?2 = v? = v,% + 2aAs.

Nas secdes seguintes, ilustramos o0 uso interdisciplinar que a Matematica
pode ter em relacdo a alguns topicos de Fisica, no que se refere as funcdes

quadraticas.

4.6.2 Lancamento Vertical

Quando um corpo é arremessado com velocidade inicial na diregéo vertical,
temos um lancamento vertical. A trajetoria é retilinea vertical e movimento é tido
como uniformemente variado.

A queda livre é um exemplo de langamento vertical, pois € um movimento de
descendente, livre dos efeitos do ar.

Temos duas possibilidades para a orientacdo da trajetdéria conforme a
conveniéncia. Nesse caso, 0 espaco (s) é trocado pela altura (h) e a aceleracao

escalar (a) pela aceleracéo gravitacional (g):

4.6.3 Orientacao para cima

a=-g h=ho+ Vo. t - % V=Vo-g.t V2 = Vo? - 20.Ah

2.8.3.1 Orientagdo para baixo

g.t?

a=g h=ho+ vo. t + >

V=Vo + Q.t V2= Vo2 + Zg Ah

Exemplo 11: Um corpo é arremessado verticalmente para cima, do solo, com
a velocidade escalar de 20 m/s. Desprezando-se os efeitos do ar e adotando g = 10
m/s?, determine:

a) As funcdes horérias h= f(t) e v=f(t);

2

~ Z o .t z ~ 2t
A equacéo horéria da altura h= hot+ Vvo. t - 97 € uma funcdo quadratica como

vimos anteriormente. Temos ho= 0 m (corpo parte do solo), vo= 20 m/s e g = 10 m/s?

gue séo dados do problema. Assim h(t) = 0+ 20t - %tz logo h(t)= 20t -5t2.

Entendemos ser interessante efetuar a representacao grafica do problema. A

seguir, detalhamos os passos para sua elaboracgéao.



72

1) Tendo em vista que a equacdo do movimento é uma funcdo quadratica,
sabemos que seu grafico € uma parabola.

2) Como na equacao horéria da altura o parametro a é negativo, a concavidade
da parabola é voltada para baixo.

3) Calculo das raizes da equacao: quando a altura € nula (isto é, quando o corpo
atinge o solo), encontramos dois valores para o tempo, t, = 0s e t; = 4s, que
sao as raizes da equacao horaria. Como o corpo € arremessado a partir do
solo, sua altura inicial € nula e, portanto, a parabola intersecta a origem do
sistema de coordenadas O=(0,0). Observe que o célculo das raizes pode ser
feito usando o método apresentado anteriormente para determinacdo das
raizes de uma equacao quadratica.

4) O eixo de simetria do grafico que representa a funcédo passa pelo vértice da

paradbola. As coordenadas do vértice, conforme mostrado anteriormente é
dado por V = (;—Z,;—j). Em nosso problema, temos que as coordenadas do
vértice sdo t = 2s e h=20 m.

5) O vértice V = (;—2,;—2) nos fornece a altura maxima atingida pelo corpo e o

instante de tempo em que isto ocorre. No exemplo dado, o corpo atinge a

altura maxima de 20 m no instante de tempo t= 2s.

A partir destes dados, podemos esbocar o gréfico, conforme ilustrado na
Figura 30.

Figura 32 - Funcao horéria da altura

P
)
20

18

16

Fonte: o autor.
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Analisando a equacao horaria do movimento, constatamos que a aceleracao
do movel é negativa e que a velocidade inicial € positiva, confirmando assim que o
corpo muda de sentido em sua trajetoria. Isto condiz com a experiéncia cotidiana de
se arremessar um corpo para o alto: ele sobe, atinge uma altura maxima, e em

seguida, desce, invertendo assim, o movimento.

Podemos observar também que o tempo de subida é igual ao tempo de

descida. De maneira detalhada, temos

1) de 0<t<2s, a altura (espaco) aumenta e a velocidade é positiva,
portanto o M.U.V. é progressivo e retardado.

2) para t= 2s, 0 mével muda de sentido, momento em que v= 0m/s.

3) para t>2s, a altura (espaco) diminui e a velocidade é negativa,

consequentemente o M.U.V. é retrogrado e acelerado.

Observamos que a funcao horaria da velocidade do M.U.V. é uma funcéo afim
com parametro a < 0 (funcéo estritamente decrescente). Para v=0 encontramos t=
2s. Na figura 33, apresentamos o respectivo gréfico. Ndo detalhamos este gréafico

pois as funcdes afim j& foram discutidas exaustivamente neste trabalho.

Figura 33 - Funcéo horéria da velocidade.

R

Fonte: o autor.

Um exemplo recente em que o estudo néo tradicional de matematica foi

fundamental para incentivar o aprofundamento do estudo de matematica, em
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particular, estudo de funcbes quadraticas é o Teorema de Etiene, apresentado a

seqguir

4.7 Teorema de Etiene

A aluna Camille Etiene do primeiro ano do ensino médio do curso técnico em
Quimica, do Instituto Federal Fluminense em Bom Jesus do Itabapoana, no
Noroeste Fluminense, desenvolveu um resultado interessante em 2018, enunciado a

sequir.

Seja f(x) = ax? + bx + ¢, e suponha que f(x) tenha raizes reais x; e x,. Seja
P o ponto da parabola simétrico ao ponto Q=(0, c), ponto de intersec¢cdo do gréafico
de f com o eixo y em relacdo ao eixo de simetria da parabola. Entdo P=(x; + x,, ¢),

isto &, a abcissa de P é dada pela soma das raizes de f.

Queremos encontrar o ponto P=(p, ¢) simétrico ao ponto (0, ¢) em relacdo ao
eixo de simetria da parabola de f. Logo, P=(p, c), como P € Graf(f) , temos: c =
ap>+bp+c= ap?+bp+c—c=0 = ap?+bp=0 =>plap+b)=0 =p=0o0u
p= —S- Note que se p =0 temos P=(0, ¢)=Q, que € o0 ponto de intersecao da
pardbola com o eixo das ordenadas. Por outro lado, sabemos que se x; e x, sao

p ~ -b . b
raizes de f(x), entdo: x; + x, = — soma das raizes. Logo p = ——= X tx. ®

Observamos que, em principio, Etiene enunciou seu resultado apenas para o
caso em que as raizes de f sdo reais. Entretanto, o resultado vale também no caso

em que as raizes sdo complexas conjugadas, como mostrado a seguir.

De fato, se A< 0 temos raizes da equacdo ax? + bx + ¢ = 0 pertencentes ao

conjunto dos nameros complexos, logo
w _ =b+V=A | —b—V-A _ —2b+V-A—V-A b . .
x'+x = I p”» = - concluindo que o teorema de Etiene

também se aplica para raizes complexas.

Figura 34 — Grafico da funcdo quadratica.
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Fonte: https://impa.br/wp-content/uploads/2019/08/CamilleEtienne2700.jpg.

5 VETORES

Neste capitulo é feita uma introducdo acerca dos vetores, com a
apresentacao de um breve histérico e posteriormente de uma definicdo formal, bem
como suas operacfes de adicdo, subtracdo e multiplicacdo por um escalar. O
capitulo é encerrado com uma secdo a respeito das aplicagbes das nocdes
matematicas de vetores a Fisica na 12 série do Ensino Médio.

Tendo em vista que o objetivo é tratar do tema vetores no Ensino Médio, de
maneira geral consideraremos apenas vetores do espaco R",n € N, em particular,
n=2.

Existem algumas grandezas matematicas que sao denominadas grandezas
escalares, ttm como caracteristicas serem representadas por um ndmero e uma
unidade de medida que ja ficam bem entendidos. Por exemplo, a massa, a
temperatura, a altura, o comprimento de um segmento. Porém, existem grandezas
gue necessitam mais do que isso, sdo as grandezas vetoriais. Para ficarem bem
entendidas, estas grandezas necessitam além do nimero e da unidade, da direcéo e
sentido. Nesse caso a expressdo “para onde?” faz todo o sentido. Sdo sempre

representadas por um segmento orientado.

De acordo com (DELGADO, J; FRENSEL,K; CRISAF, L. 2014) “Os vetores
sdo entes matematicos determinados por segmentos orientados, caracterizando a

direcdo, o sentido e 0 modulo.”

Diante das dificuldades de aprendizagem encontradas por alunos do ensino
basico quando o assunto € vetor, varios pesquisadores vém desenvolvendo

pesquisas para mostrar a necessidade de se incluir o estudo de vetores no ensino
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fundamental e médio. O estudo de vetores ira sintetizar muitas ideias importantes da

geometria analitica, geometria euclidiana e da Fisica.

Inicialmente quando trabalhamos vetores com alunos do primeiro ano do
ensino médio, devemos leva-los a compreender o conceito de vetores, seja do ponto
de vista geométrico ( classe de equipoléncia de segmentos orientados que possuem
todos a mesma intensidade, mesma direcdo e mesmo sentido) bem como do ponto

de vista algébrico ( definido por suas coordenadas).

5.1 Origem e Evolucéo do conceito de vetor

Os vetores surgiram no século XIX como representacdo geométrica dos
nameros complexos. Nomes importantes como Caspar Wessel, Carl Friedrich Gauss
e Jean Robert Argand, enunciaram os numeros complexos como pontos do plano
bidimensional, isto €, como vetores bidimensionais. Os numeros complexos foram
denominados assim por serem diferentes dos demais, ndo sdo simples como 0 4 e
361, mas séo formados por duas partes que compdem um todo; uma parte real (bem

familiar) e outra parte que combina um namero real com a raiz quadrada de menos
um (v—1). De maneira que este novo nimero estranho tem a forma a + bv—1,a,b €
R, onde a é a parte real e bv—1 , € denominado parte imaginaria. Posteriormente

V=1 passou a ser i, a unidade imaginaria.

Varios mateméticos trabalharam com esses novos numeros, Gauss em 1799,
por exemplo, utilizou largamente os niameros complexos para provar o Teorema
Fundamental da Algebra. No ano de 1837, Hamilton provou que o0s numeros
complexos poderiam ser representados abstratamente como pares ordenados (a, b)
de numeros reais. Hamilton é apontado como um dos principais divulgadores da
ideia atual do sistema de analise vetorial. Ele foi quem primeiro usou 0s termos
escalar e vetor para constituir a parte real e a parte imaginaria respectivamente de
um quatérnion (constitui um dos principais sistemas de analise vetorial).

A descoberta dessa estrutura teve uma importancia historica para o
desenvolvimento da analise vetorial, pois, a partir desses conhecimentos estruturou-

se a analise vetorial como a conhecemos hoje.

Cabe salientar que a ideia de grandezas vetoriais ja era usada em Fisica
antes da formalizagdo matematica, em representacdes de velocidade, aceleracdo e

forca. De fato, a regra do paralelogramo (resultado geométrico para a soma e para a
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diferenca de vetores) ja havia sido desenvolvida. Hamilton com seu monumental
trabalho, uniu as nocdes dos matematicos e dos fisicos, dando aos numeros

complexos uma importante interpretacéo (vetorial) nas ciéncias da Natureza.

No trabalho “Sur les clefs algébriques”, Cauchy contribuiu com o
desenvolvimento do conceito de vetor, mostrando métodos para encontrar as raizes
de uma equacao qualquer. Adotou os principios de rayon vector e suas projecdes
sobre os eixos, também de nindo rayon vector como a adicdo de suas projecoes,
difundindo dessa forma o uso dos numeros complexos e sua representacao

geomeétrica.

5.2 Segmento orientado

Dizemos que um segmento AB é orientado guando fazemos uma distincao
entre os pontos A e B que o determinam, sendo um deles a origem e o outro a

extremidade do segmento. Caso 0 ponto A seja a origem e 0 ponto B a extremidade,
teremos entdo o segmento AB e a orientacao sera de A para B. Porém se caso B
seja a origem, A entdo sera a extremidade e denotaremos o0 segmento orientado BA.
Assim o sentido da orientacdo € de B para A. Ainda podemos escrever que BA=- 4B
para indicarmos que AB e BA tém sentidos opostos. O segmento orientado A4 é
chamado de segmento nulo.

A representacdo geométrica de um segmento orientado AB é uma reta que
aponta do ponto A que € a origem para um ponto B extremidade, acrescido de uma
seta que caracteriza visualmente o sentido do percurso.

Figura 35 — Segmento orientado AB

()
»

Fonte: O autor.

O comprimento de um segmento orientado AB é definido guando adotamos
uma unidade de medida e equivale a distancia que vai do ponto A até o ponto B.
Sejam dois segmentos orientados AB e CD, eles terdo a mesma direcéo se as

retas ryz € rcp forem paralelas ou coincidentes.
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Se dados dois segmentos orientados AB e CD, distintos e com mesma

direcédo, se as retas r,z e repforem distintas, diremos que AB e CD tem o mesmo

sentido quando a intersecdo entre os segmentos de retas AC e BD for vazio. Caso

contréario, diremos que AB e CD possuem sentidos opostos.

Figura 36 — Segmentos orientados com mesmo sentido

Fonte: O autor
Sejam dois segmentos orientados AB e CD, distintos e com mesma direcéo se
as retas ry € repforem coincidentes, tome um ponto A’ ¢ r,ze sendo s a Unica reta
paralela a reta ryze que passa em A’. Feito isso, tome um ponto B’ € s de forma que
0S segmentos orientados A'B' e AB tenham o mesmo sentido. Diremos gue os
segmentos orientados AB e CD tém o mesmo sentido se 0s segmentos orientados
A'B" e CD tiverem o mesmo sentido, caso contrario, teremos entdo que 0s

segmentos orientados AB e CD apresentam sentidos opostos.

Figura 37 — Segmentos orientados com sentidos opostos

Fonte: O autor

Dois ou mais segmentos orientados sao equipolentes se possuem mesma

direcdo, mesmo sentido e mesmo comprimento.
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5.3 Definicao:
Vetor € uma colecdo de segmentos orientados que possuem mesmo maodulo,
mesma direcdo e mesmo sentido, isto €, classe de equipoléncia de segmentos

orientados de um espaco vetorial V™.

Figura 38 - Vetores representantes de a.

ol o
W /a
P ™

Fonte: o autor.

Vale destacar que segundo a definicdo, um vetor fica determinado por uma
infinidade de segmentos de mesmo modulo, direcdo e sentido. Isoladamente cada

um deles pode ser chamado de representante do vetor ou apenas vetor.

Geralmente representamos um vetor por uma letra minascula com uma flecha

sobre ela, por exemplo, ¥ ou ainda a partir das extremidades de um segmento

orientado que o represente, como exemplo, AB.

Dois vetores sdo iguais se seus representantes possuem mesmo maodulo,
mesma direcdo e mesmo sentido, casos contrarios serao distintos.

Podemos manipular os vetores através de suas representacfes em relacdo a
um sistema de eixos ortogonais dados. Dados A=(a1, az) e B=(ba, bz2), os nimero bi-
a1 e bz-az sdo as coordenadas do vetor 4B = ¥ e escrevemos ¥ = (b, — aq, b, — a,).

Exemplo: Sejam A=(2, 3) e B=(1, 4). As coordenadas do vetor 4B =¥ s&o
dadas por (1-2, 4-3)= (-1, 1).

Seja um sistema de eixos ortogonais OXY no plano. Para todo vetor v existe
um Unico ponto P tal que ¥ = OP, onde as coordenadas de # coincidem com as

coordenadas do ponto P. Para demonstrar esse resultado, considere a reta r,, e tome
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S a reta paralela a r,, e que passa pela origem O. Em s, tome o0 ponto P de maneira
que o segmento orientado OP tenha mesma direcdo, sentido e comprimento do
vetor v.

O modulo ou norma de um vetor v é representado por ||7]| e indica o seu

-

comprimento, ||[v]|| = va? + b?, que é determinado através da distancia entre dois

pontos.

Figura 39 - Representacédo gréfica de um vetor no plano

Fonte: o autor.

De uma maneira geral, conceitos envolvendo vetores sao definidos utilizando-
se seus representantes. Assim sendo temos as seguintes definicoes:

Definigdo (vetores paralelos):

Diremos que dois vetores sdo paralelos quando seus representantes tiverem
a mesma direcao ou ainda quando um desses vetores for o vetor nulo 0. Esse termo

inclui os vetores que estdo na mesma reta e o caso em que séo coincidentes. Como

consequéncia dessa definicado o vetor nulo 0é paralelo a qualquer vetor e, todo vetor
€ paralelo a si mesmo.

Definicdo (vetores coplanares):

Dois vetores s&@o coplanares, se seus representantes estdo contidos no

mesmo plano.

5.4 OperagOes com Vetores

Iremos definir duas operagdes com os vetores no plano, a adicao de vetores e
a multiplicacdo de um escalar por um vetor.

5.4.1 Definicao

Sejam um vetor ¥ e um escalar 2. Podemos realizar a multiplicacdo de A por

v, obtendo assim um novo vetor Av definido do seguinte modo:
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i. Se o vetor ¥ é nulo ou o escalar A é zero entdo Av =0

il. Se 1 >0, o vetor Av é o vetor com 0 mesmo sentido, e mesma direcao
e com comprimento |A|]|7]|.

iii. Se 1< 0, entdo o vetor A¥ é o vetor com a mesma direcdo, e sentido

oposto ao vetor ¥ e comprimento |A]||7]].

Em particular, dado um vetor v e€R", podemos escrever U=
(V1,V2,V3, ... , V), COM v; ER,i=1,..,n e dai o produto do escalar A pelo

vetor ¥ € dado por AV = A (vy, Uy, Vs, . , V) = (AU, AUy, AV3, ... , A1y).

Figura 40 - Multiplicagdo de um vetor por um escalar.

Fonte: o autor.

Propriedades da multiplicacédo de um vetor por um escalar

Sejam ¥ e u vetores quaisquer e a e b nimeros reais quaisquer, temos:
1. Comutativa: a. v =v. a

2. Associativa: a.(b. ¥) = (a.b). ¥

3. Distributiva em relacdo a adicdo de escalares: (a+b). v =a. v +b. v
4. Distributiva em relacdo a adicdo de vetores: a.(v +u)=a.v +a.u
5

Identidade: 1. v=v-.1=v

Faremos a demonstracdo da propriedade comutativa. Sejam a € R e

v=(v1,v,) um vetor. Temos que a. v = a(v,, v,)= (avy, av,)= (v4, v3)a=va

As demonstracbes das demais propriedades sdo similares e por isso, ndo

faremos.

5.4.2 Soma de Vetores:

Definigéo:
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Dois ou mais vetores no plano podem ser somados do seguinte modo: a

—

soma de dois vetores v e u, denotada por v+u ou simplesmente v + u é
determinada da seguinte forma: A partir de um segmento orientado 4B,

representante arbitrario de v, tome um segmento orientado BC gue representa i, isto
é, tome um representante de 1 com origem na extremidade final do representante de
v, dessa maneira o vetor v+ u é definido como o vetor representado pelo segmento
orientado AC, ou seja, pelo segmento que vai da origem do representante de v até a

extremidade final do representante de 1.

Figura 41 - Soma de vetores

8]
w=(v+u)

(we]

Fonte: O autor.

Também podemos somar os vetores através da regra do paralelogramo. Para
realizarmos a soma ©¥ + u através dessa regra, tomamos representantes desses
vetores que comecam num ponto comum O. A partir do ponto final de cada vetor,
tracamos uma reta paralela ao outro vetor. Essas retas se interceptardo num ponto
P. Entdo um paralelogramo sera formado. O vetor diagonal OP sera a soma dos
vetores v e u. O vetor v+u obtido por esse método é o mesmo do método anterior,

pois 0 segmento OP divide o paralelogramo em dois triangulos congruentes.

Figura 42 - Regra do paralelogramo
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Fonte: O autor.

Se os vetores v’ e U Sdo ortogonais, isto é, o angulo a entre eles é igual a 90 °
e cos a = 0, temos entdo que o médulo do vetor soma v’ + 1 = w é obtido através da
expressdo: || w||? = || 7’||? + || #]|?, uma aplicacdo direta do Teorema de Pitagoras.

Outra forma de fazermos a adi¢cdo de vetores no plano é utilizando um
sistema de coordenadas cartesianas, vejamos a seguir a proposicao.

Proposicédo: Seja um sistema de coordenadas OXY cuja origem € o ponto O
=(0,0)esejamque v = (x1,y1) € U == (x3,¥,). EntAo v’ + U = (x5 + x1,y2 + ¥1).

Demonstracéo: Sejam A=(x;,y;), B=(x,,y,) pontos distintos desse sistema,

entdo v = 04 e i = OB. Tomando P=(x, y;) tal que % = AP, temos que:

OB = AP = (x, — 0,y, — 0)=(x3 — x4, Y3 — Y1), COM iSSO temos que:
Xy =X3— X1 = X3 =X +X;
Y2=Y3—Y1=2Y3=Y21t 0
Logo P=(x3,v3) = (xz + x4, ¥, + y1), portanto v’ + U = (x, + x1,y, + y;). W
Pela definicdo da soma de vetores, em geral temos que asoma v +u = w é
diferente da soma dos comprimentos dos vetores envolvidos 1 e v. Assim, de
maneira geral ||w’|]| = [|w” + V|| # ||©’]| + ||7’]|. De fato, temos a seguinte relagédo

1w+ 7l < Il + 11771,

em que a igualdade ocorre se, e somente se v = au, a € R, satisfazendo |1 +
al=1+| a|. Esta desigualdade é conhecida como Desigualdade Triangular (para

mais informagdes, ver por exemplo LIMA, 2004 v.2 pag. 7).
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Podemos utilizar também a lei dos cossenos para encontrar 0 comprimento

de v+ u = w para o triangulo da figura a seguir.
Figura 43 - Soma de vetores

5 & .
Fonte: O autor.

Considerando a o angulo entre os vetores % e v indicado na figura, pela lei

dos cossenos (ver por exemplo, LIMA, 2016) temos:
Wl = VIlllZ + 13112 — 2|l 19]]. cosa

Propriedades da adi¢ao de vetores:
1. Comutativa: Para todos os vetores i=(x, y;) € ¥=(x,, y,) € R?, temos:

u+v=v+u
Demonstracdo: Dados i=(x;,y;) € =(x,,v,) € R?, entdo:
U+ 7= (x,y1) + (x2,¥2)
UtV = (1 +2x,Y1+Y2)
U+ V= (x3+x,¥, +y1)
+ U = (x2,52) + (X1, 1)
u+v=v+u u
2. Associativa: Sejam i = (x1,y,), ¥ = (x3,¥,) e w = (x3,y3) € R?, entdo:
i+ @W+w)=@+d)+w
Demonstracao: u + (T; +w) = (x1,y1) + ((xz,y2) + (x3,¥3))
u +G +W) = + (g +x3), 71 + (V2 +¥3))
ﬁ+G+W) = ((x1 +x3) +x3, (1 +y2) +¥3)

—

U+ (v + W) = ((r,y1) + (03 ¥2) + (x3,3))

i+@W+w) = @+D)+w =
3. Elemento neutro: O vetor nulo é 0 =(0, 0) € R?, tal que para todo vetor

i = (x,,y,) de R?, temos: 0 + % = 1.
Demonstrag&o: Dados i = (x;,,) € 0 =(0, 0) vetores de R?
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0+ 4= ((00)+ (xy,y1))

0+ 4= (0+x,0+y,)

ol

+ U= (x,y1)
0+d=1 n

4. Elemento oposto ou simétrico: Seja i = (x1,y;) € R?, para cada 1,
existe um vetor —ii = (—x;,—y;) em R?, tal que i + (—) = 0.
Demonstracdo: Sejam os vetores U= (x;,y;) € —u=(—xy,—Y1)
pertencentes a R?, temos que: U + (—u) = (xy,y1) +(—x1, —y1)
U+ () = (e —x, 71 — Y1)
i+(-0)=(00,0=0 m

—

5.4.3 Subtracado de vetores: A subtracdo de dois vetores 1 e v é definida

— -

como a soma do vetor & com o oposto do vetor v, entdo u- v = u + (—7).

Graficamente temos:

Figura 44 - Subtracéo de vetores

Fonte: O autor

5.5 Aplicagéo de vetores a Fisica

Veremos a seguir aplicacdes de vetores a Fisica na 12 série do Ensino Médio.

5.5.1 Mecéanica

No estudo da cinematica vetorial iremos aplicar nossos conhecimentos de
vetores para encontrar o deslocamento, velocidade vetorial, aceleragédo vetorial etc.

Deslocamento: Vamos exemplificar a utilidade de vetores para calcularmos o
deslocamento de um corpo. Sejam P1 a posicdo de um movel no instante ti1, e P2 sua
posicdo no instante t2. O vetor deslocamento entre os instantes t1 e t2 € definido

como A7 = P2— P1. Temos um grafico desse exemplo.

Figura 45 - Vetor deslocamento
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1’_4\.'1_" L

Fonte: O autor

Observamos que o caminho descrito pelo moével As é diferente do vetor
deslocamento A7, com isso temos |A7| < |As].
Movimento circular

No movimento circular a aceleracéo resultante é calculada pela soma vetorial

das aceleragdes tangencial e centripeta.

Figura 46 Aceleracéo resultante

Fonte: O autor

Vetorialmente temos @, = a; + ag,, onde a, = aceleracéo resultante, a,=

aceleracao tangencial e a.,= aceleracao centripeta.

O caélculo algébrico é feito utilizando-se do teorema de Pitagoras:

a7 1= a1 + o]

Lancamento Obliquo

s

Um corpo é lancado obliguamente quando for arremessado com uma
velocidade inicial numa determinada direcdo, o angulo formado com a direcéo
horizontal deve ser 0 < a < 90°. Aqui iremos desprezar a resisténcia do ar, o

7

movimento resultante tem uma trajetoria parabdlica e € uma composicdo de
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movimentos em dois eixos. No eixo horizontal OX, o movimento é uniforme, visto

gue ndo héa aceleracédo nesse caso.

No eixo vertical OY, temos um M.U.V., pois temos a acdo da aceleracao da
gravidade.

Figura 47 - Lancamento obliquo

y=h

hmdi.J g

Ve

=

(o] \\‘
Lo

Fonte: O autor.

No eixo das abcissas (x) temos as seguintes expressdes do M.U. v,

[N

constante e vale v, = v, cosa, a funcdo horaria x=f(t)= v,-. t . Essa expressao

[N

calculada usando as relacdes trigopnométricas no triangulo retangulo.

Figura 48 - Componentes da velocidade no langamento obliquo

vx:vo cosa vy=v,sina
Fonte: O autor.

No eixo OY o movimento € do tipo uniformemente variado (MUV), com

velocidade vertical inicial v,, = v,.sina. Funcdo horaria da velocidade vertical v, =

f(t) = v,y — gt. Para fungdo horaria da altura temos a expresséo h = f(t) = h, +
t2 L . . .

Voyt — gT com h,= a altura inicial, v,,= velocidade vertical inicial, t o tempo e g= a

aceleracéo da gravidade.



88

Temos em cada ponto da trajetdria parabolica, a velocidade resultante que é

encontrada pela soma vetorial v, = v, +v,. Como as componentes v, € v, S&0

. . ., N s —_n2
ortogonais podemos aplicar o Teorema de Pitagoras ||Vr||:\/||vx||2 + |9

5.5.2 Dindmica
Forca resultante € uma aplicacdo da soma vetorial. Seja um corpo no qual
estdo aplicadas vérias forcas. A forca resultante € uma forga Unica que produz o

mesmo efeito causado por um sistema de forcas aplicadas sobre o corpo.
E =F +F+-+F,

Figura 49 - Sistema de forcas e forca resultante

Fonte: O autor.

Exemplo: Duas forcas F;e F, de mesma intensidade igual a 50 N agem sobre

um corpo formando um angulo de 60°. Determine a intensidade da forga resultante.

Solucdo: Iremos primeiramente representar a acdo das forcas em um gréfico,

para em seguida realizarmos a analise algébrica do problema.

Figura 50 - Forc¢a resultante

Fonte: O autor.

Observando a figura iremos calcular a forgca resultante aplicando a lei dos
cossenos no tridngulo formado por essas forgas, perceba que o angulo B, é o

suplemento do angulo formado por F;e F,. Aplicando a lei dos cossenos:
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— — 2 — 2 — =
17| =\/||F1|| +IFll” = 2[| [l cos B

|| = V502 + 502 — 2.50.50 cos 120° 15 =

\/2500 +2500-5000(=) ||F|| = v2500 + 2500 + 2500 ||| = 7500 |[F] =

V25003  ||F]|=50v3 N

Vale ressaltar que podemos explorar conceitos geomeétricos que né&o

necessariamente estio associados diretamente aos vetores:

1) Angulos alternos internos: da figura 48, podemos obter a figura 49 abaixo.
Desta figura, temos x+y=60. Além disso, segue que X = z pois sao angulos
alternos internos. Para maiores informacdes, ver BARBOSA, 2006 pags. 86-
88.

Figura 51 - Forca resultante

Fonte: O autor.

2) Angulos internos de um tridngulo: utilizamos também a soma dos angulos
internos de um tridngulo para determinar o angulo suplementar ao angulo

entre as forgas, e assim para poder aplicar a lei dos cossenos.

Como os topicos de geometria plana tratados nos itens 1) e 2) acima, sao

vistos no 9° ano do ensino fundamental, a discussao de tais toépicos podem funcionar



90

como uma recapitulacdo apropriada, bem como servir de ilustracdo para aplicacéo

destes topicos em Fisica.

Uma outra observacdo relevante € que em muitos livros de Fisica por

exemplo (Parana,1998 62 ed. pag. 137) a expressdo para o calculo da forca

resultante entre duas forcas que formam um &ngulo a entre elas é ||E| =

\/||I_~":||2 + B + 2||F||[|Fs]| cos . Observamos que esta expresséo é equivalente &

expressdo obtida anteriormente, pois do ponto de vista matematico, na aplicacdo da

lei dos cossenos, o angulo que usamos é (180° —a) e como cos(180° —

a)=c0s(180°) cos( @) + sen(180°) sen( @) = —cos( a) segue que ||E|| =

— 2 — 2 —y —
JIIFlll +IF[l” = 2[[F[[[|F2]| cos(180° — @) =

—s 2 —s 2 — = — 2 — 2 — =
\/IIFlll + ||| —2||F1||||Fz||(—cosa)=\/IIFlll +IE]" + 2[R [[[F]] cos @

guando aplicamos a lei dos cossenos para somar dois vetores, na Fisica é utilizado

0 angulo suplementar.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

A busca por diferentes formas de transmitir conhecimento tem levado a
constantes pesquisas pedagodgicas no sentido de sempre melhorar a qualidade do
ensino e dar condicbes equanimes na qualidade de vida das pessoas. No meu
entender, essa € a forma mais justa de fazermos justica social.

Esse trabalho pretende de alguma maneira auxiliar os professores de
Matematica e de Fisica em sua constante busca por mediar o ensino dessas
disciplinas de forma contextualizada. Na elaboracdo do Projeto Politico Pedagoégico
das escolas esses elementos devem estar presentes, pois a Base Nacional Comum
Curricular tem em seus objetivos essas aplicacdes.

O intercambio entre professores de diferentes areas € salutar para que haja a
interdisciplinaridade tdo buscada por nés profissionais da Educacao, nos levando a
uma reflexdo sobre nossa pratica pedagogica.

O estudo de funcdes observado desde muito cedo, deve aos poucos ser
introduzido de maneira formal, assim como as respectivas aplicagbes no cotidiano
dos alunos. Ao longo desse trabalho percebemos quéo profundo precisamos chegar
para alcancarmos bons indices educacionais em nosso pais.

Quando abordamos funcdo afim com sua definicho, parametros e
caracterizacdo podemos perceber sua aplicacdo no movimento retilineo uniforme, e
em outros conteudos de Fisica que envolvam proporcionalidade.

O estudo da funcdo quadratica envolvendo suas raizes e grafico, bem como a
determinacdo de seu vértice e caracterizacdo, nos leva a observar que podemos
realizar a interdisciplinaridade com alguns conteddos de Fisica, como exemplo o
movimento retilineo uniformemente variado.

Ao ensinar vetores somente em Fisica, percebo sua caréncia como ente
matematico no ensino médio, muito embora sabendo que é apenas uma de suas
aplicacoes.

Enfim apos o encerramento da proposta, percebo o quanto util € o Profmat na
formacéo continuada de professores no que concerne a melhoria do ensino basico
no Pais.

Um préximo passo desse trabalho seria a de implementar essa

interdisciplinaridade proposta em uma turma do 1° ano do ensino medio e verificar
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os resultados. Isso ainda nao foi possivel devido a pandemia do corona virus, mas

pretende-se no futuro realizar tal pesquisa.
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