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RESUMO

SILVA, Marcus Vinicius Oliveira Lopes da, M,Sc., Universidade Federal da Bahia,
abril 2020. Geometria Fractal e Atividades para o Ensino de Matemaéatica:
Degraus Fractais e Esponja de Menger. Orientadora: Simone Maria de Moraes.

Nesta dissertacao elaboramos atividades didaticas a serem aplicadas em aulas de Mate-
matica do Ensino Fundamental IT e do Ensino Médio. Iniciamos o trabalho estudando
a Geometria Fractal, através de seus aspectos historicos e conceituais, em seguida
passamos a aplicagoes desta geometria em outras ciéncias e em atividades de ensino
de Matematica. Também dedicamos uma parte da dissertacao ao estudo de estruturas
fractais atendonos as particulares caracteristicas geométricas de comprimento, &rea,
volume e as caracteristicas fractais de auto similaridade e dimensao fractal. Conclui-
mos apresentando as atividades didaticas, Oficina Degraus Fractais e Oficina Esponja
de Menger. Na primeira atividade utilizamos a técnica de dobraduras e cortes para
construir degraus tridimensionais, cujos tamanho e forma possibilitam uma riqueza
de possibilidades. Ja na segunda atividade através da técnica japonesa de dobradura
de papel, origami, construimos a estrutura ctbica da esponja de Menger, estrutura

concebida pelo matematico austriaco Karl Menger em 1926.

Palavras-chave: Geometria fractal, degraus fractais, esponja de Menger, ensino da
Matemética.
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ABSTRACT

SILVA, Marcus Vinicius Oliveira Lopes da, M,Sc., Universidade Federal da Bahia,
April, 2020. Fractal Geometry and Mathematics Teaching Activities: Fractal
Steps and Menger’s Sponge. Adviser: Simone Maria de Moraes.

In this dissertation we elaborate didactic activities to be applied in Mathematics classes
of Elementary School and High School. We started the work studying Fractal Ge-
ometry, through its historical and conceptual aspects, then we started to apply this
geometry in other sciences and in Mathematics teaching activities. We also dedicate
part of the dissertation to the study of fractal structures taking into account the par-
ticular geometric characteristics of length, area, volume and the fractal characteristics
of self-similarity and fractal dimension. We conclude by presenting the didactic acti-
vities, Fractal Steps Workshop and Menger’s Sponge Workshop. In the first activity,
we used the folding and cutting technique to build three-dimensional steps, whose size
and shape enable a wealth of possibilities. In the second activity using the Japanese
paper folding technique, origami, we built the cubic structure of Menger’s sponge, a

structure designed by the Austrian mathematician Karl Menger in 1926.

Key words: Fractal geometry, fractal steps, Menger’s sponge, Mathematics teaching.
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INTRODUCAO

Na medida em que nos desenvolvemos como profissionais de ensino na rede publica,
em especial do ensino de Matematica, nos deparamos com a desafiadora tarefa de
mantermos este ensino desafiador, inovador e instigante. Com o avango tecnologico e
o imediatismo juvenil, as antigas metodologias para o ensino de Matemética muitas
vezes nao sao eficazes ou suficientes para que o ensino ocorra de maneira eficiente.

O professor, vivenciando a realidade do ensino e muitas vezes trabalhando em situa-
¢oOes precarias, para conseguir a atencao e dedicacao dos alunos necessita aliar diferentes
metodologias em sua pratica de ensino, reinventando o modo de pensar a Matemética,
para poder também mudar o modo de ensinar. Principalmente porque o professor tem
o papel fundamental na insercao da Matematica na realidade dos seus alunos.

Durante os oito anos que vivenciei a realidade do ensino ptuiblico, sempre inserido no
ensino fundamental I, pude compreender o quao forte e significativo é o afastamento
do estudante ao abstrato. O distanciamento entre os contetidos que sao ensinados nas
salas de aula e com o que o estudante vé, sente e compreende do mundo fora da escola
contribui nao s6 no desinteresse & matematica, mas como também na desvalorizagao do
ensino e no nao reconhecimento dele como possibilidade de ascensao socioeconémica.

Quando me permiti a experienciar novas metodologias em minha pratica, como
o uso de oficinas e atividades que, além de nao carregarem a abstragao ja rejeitada
pelos alunos durante as aulas convencionais, tinham a leveza e a familiaridade com os
conhecimentos prévios dos discentes, tornou-se nitido o que precisava ser feito. Esta
mudanga oportunizou que a compreensao dos contetidos fosse alcancada com muito
mais naturalidade e muito menos esforco, e por isso precisava estar inserida em cada
etapa do processo de ensino-aprendizagem.

Novas formas de conduzir o ensino da Matemaética se caracterizam como uma espécie
de nova linguagem, a qual deve ser apresentada aos alunos como formas do pensar e agir
utilizando os conceitos matematicos. Ole Skovsmose reverbera esta ideia ao afirmar
que:



3 Introdugao

“l...] introduzir uma nova linguagem significa criar novas perspectivas
e novas racionalidades com que se tomam decisces. Quando descre-
vemos algo em termos mateméticos, criamos um novo modo de ver as
coisas. Acoes dependem das linguagens, e modificar uma linguagem
implica modificar as formas de agir.” (Scovsmose, 2008, [29])

Também devemos considerar que as avaliagoes nacionais e internacionais indicam
que o ensino de Matematica no Brasil e as estratégias didaticas precisam ser reavaliadas.

O PISA, Programa Internacional de Avaliagao de Estudantes (Programme for Inter-
national Student Assessment), um exame de contetido e competéncias basicas, aponta
que em Matematica o pais teve avancos consideraveis alcangados entre 2000 e 2009.
Porém, na edicao de 2018, em Matematica, o Brasil ficou com a colocacao 70 dentre
os 77 paises participantes, mostrando uma estagnacao na tultima década, como mostra
o grafico abaixo:

Matematica

Brasil @ Médiz da OCDE

500
. 489
386 389
arT 384
370
356
2003 2006 2009 2012 2015 2018

Figura 1: Desempenho de Matemética do Brasil no PISA 2003-2018
Fonte: OCDE/Pisa 2018 Infografico: Chantal Wagner /Gazeta do Povo

O desempenho do Brasil no PISA de 2015 nos mostra que nossos alunos estao abaixo
da média dos alunos em paises da Organizacao para a Cooperacao e o Desenvolvimento
Econémico - OCDE, especificamente em Matemaética o desempenho é de 377 pontos,
comparados a média de 490 pontos.

Por outro lado, ha varias discussdes de como a atuacao dos professores pode con-
tribuir na melhoria da aprendizagem.

No texto 10 Questoes para Professores de Matemdtica ... e como o PISA pode
ajudar a Respondé-las, originalmente publicado pela OCDE e publicado pelo IMPA
em 2018, ha uma discussao sobre estratégias de ensino direcionadas pelo aluno:



4 Introdugao

“Ha décadas, especialistas em educacao tém encorajado dar aos estu-
dantes mais controle sobre seu préprio aprendizado; portanto, estra-
tégias de ensino direcionadas pelo aluno estao cada vez mais encon-
trando seu espaco em salas de aulas de todas as disciplinas. Como o
nome indica, estratégias de ensino direcionadas pelo aluno colocam o
estudante no centro da atividade, dando a eles um papel mais ativo
do que em estratégias tradicionais direcionadas pelo professor. Essas
estratégias de ensino direcionadas pelo aluno podem incluir atividades
como passar para os alunos projetos que podem levar uma semana ou
mais, para que eles o fagam em pequenos grupos através dos quais
devem trabalhar juntos para resolver um problema ou completar uma

tarefa.” (OCDE, 2018, [22])

Na perspectiva de apresentar propostas de mudanca e de contribuir com o ensino de
Matematica, nessa dissertacao indicamos uma estratégia de ensino direcionadas pelo
aluno a ser utilizada em aulas de Matematica.

Percebi na minha pratica em ambas as escolas piiblicas em que atuo que, dentre os
contetdos matemaéticos pertinentes ao ensino fundamental II, os contetidos de Geome-
tria eram constantemente negligenciados. Alunos continuavam a avancar as séries sem
o dominio das nog¢oes geométricas basicas.

Desta forma, a ferramenta de trabalho escolhida foi a Geometria Fractal. Ela nos
fornece abordagens distintas que podem ser utilizadas em diversos contextos, sobre
contetidos mateméticos do ensino fundamental, do ensino médio e do ensino superior.
Através da desta geometria apresentamos duas atividades de ensino de Matemética, em
que os alunos sao os protagonistas e que possibilita que a compreensao e a apreensao
dos contetdos se dé de uma forma significativa coletiva e consciente.

No intuito de abordar os diversos aspectos da Geometria Fractal e apresentar or-
ganizadamente as atividades de ensino dividimos o trabalho em trés capitulos.

Iniciamos com um capitulo sobre a Geometria Fractal, apresentamos aspectos his-
toricos desta geometria, discorrendo da curva de Weierstrass, passando pelo conjunto
de Cantor, as curvas de Peano, de Hilbert e de Koch, até os conjuntos de Julia e de
Mandelbrot, em seguida passamos as caracteristicas de um fractal e as aplicagoes tanto
em outras ciéncias e como no ensino de Matematica.

Ainda no primeiro capitulo dedicamos um segao ao conjunto de Mandelbrot, des-
tacando a forma com que o matematico Benoit Mandelbrot, considerado o pai da geo-
metria fractal, conseguiu enxergar em todas as estruturas supracitadas um ponto em
comum: a auto similaridade. Esta caracteristica foi a chave para o desenvolvimento
dos conceitos iniciais da geometria fractal.

Em seguida apresentamos as caracteristicas fractais, a saber, auto similaridade,
iteracoes infinitas e a dimensao fractal, aspectos estes que diferenciam os fractais de
qualquer outra estrutura da geometria classica e que proporcionam uma vastidao de
comportamentos.

Nas aplicacoes da Geometria Fractal apresentamos diversos exemplos da utilizacao
da geometria fractal e finalizamos apresentando trabalhos recentes de utilizacao desta
geometria como metodologia para o ensino de Matematica.
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J& no capitulo 2 fazemos uma descrigao detalhada dos fractais geométricos classi-
cos apresentados na sec¢ao [1.1.2] em cada caso apresentamos o método de construgao e
informagoes obtidas em cada passo, destacamos as caracteristicas fractais de auto si-
milaridade, iteragoes infinitas e calculamos a dimensao fractal. Além disso, calculamos
comprimento de curvas, areas de regioes limitadas e volumes de estruturas, afim de
apontar caracteristicas de cada fractal estudado.

O ultimo capitulo da dissertacao é dedicado as duas oficinas de ensino de Matemé-
tica, objeto central deste trabalho. A proposta é de que os alunos, que previamente
instruidos sobre os fractais, sintam-se convidados a experimentar a Matemética es-
tudada através da construgao dos modelos selecionados: dos Degraus Fractais e da
Esponja de Menger.

Cada um desses modelos possibilita a abordagem de contetudos de diferentes niveis
de ensino, tais como conceitos basicos e avancados da geometria plana e espacial, razao
e proporgao, progressoes aritmética e geométrica e noc¢oes de limites, que como vimos
no capitulo [2| sao alguns dos contetudos passiveis de serem trabalhados utilizando a
geometria fractal como veiculo de imersao.

As oficinas do capitulo [3| sao apresentadas em separado, em cada uma iniciamos
com as preliminares, fazendo uma breve descricao da atividade e de seus objetivos,
indicamos o material necessario e o namero de aulas para ser aplicada. Em seguida
passamos as indicagoes ao professor, com sugestao de agoes antes, durante e apds a
atividade. Finalmente passamos a descrigao do passo a passo da oficina, com fotos indi-
cando cada passo, também apresentamos ao final sugestao de questoes de Matemaética
que podem ser abordadas com a aplicacao da oficina.



CAPITULO 1

GEOMETRIA FRACTAL

Neste capitulo, perscrutaremos a Geometria Fractal desde aspectos historicos
desta geometria, da curva de Weierstrass, passando pelo conjunto de Cantor, as curvas
de Peano, de Hilbert e de Koch, até os conjuntos de Julia e de Mandelbrot, ainda apre-
sentamos as caracteristicas fundamentais de um fractal e finalizamos com aplicagoes
tanto em outras ciéncias e como no ensino de Matematica.

As referéncias para este capitulo sao [1], [3]-[I7], [19], [20], [23]-[28], [30] e [31].

1.1 Aspectos Histoéricos da Geometria Fractal

1.1.1 Primoérdios da Geometria

Desde os povos antigos até os dias de hoje, um dos alicerces do desenvolvimento
social e cientifico da humanidade tem sido o constante desejo que o homem tem de
compreender o que ha ao seu redor. Para os matematicos, esta compreensao sempre foi
norteada pelo desejo de traduzir a linguagem matematica os mais diversos elementos,
fenomenos e objetos encontrados na natureza ou construidos pelo homem.

Um dos mecanismos utilizados nesta traducao foi justamente a Geometria Eucli-
diana, a qual contribuiu imensamente no desbravamento de novos saberes, nos quais
baseamos o nosso estudo de geometria atual. A geometria euclidiana foi a primeira
linguagem matematica que propunha definir e analisar figuras como quadrados, trian-
gulos, esferas, figuras estas, em sua grande maioria, provenientes da propria construcao
humana.

Fuclides de Alexandria nasceu no século III a.C e é considerado o “Pai da Geome-
tria”. Apesar de que a geometria ja era um importante tépico no Egito antigo, foi com
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Euclides que a geometria do Egito se tornou tao relevamente. Através de simples defi-
ni¢oes, conhecidas como axiomas, e de afirmagoes que podiam ser provadas, chamadas
de teoremas, Euclides conseguiu encadear e sintetizar estudos de diversos matematicos
que o precederam, como Tuales de Mileto, Pitdgoras, Platao entre outros.

Para Euclides o espaco era simétrico, geométrico e imutavel, a solidez de sua geome-
tria possibilitou importantes avangos em diversas areas. A partir de seus ensinamentos
foi possivel desenvolver estudos de mecénica, aritmética e algebra, do som, das harmo-
nias musicais, da luz, da ciéncia atémica, da medicina e de varios outros campos da
tecnologia e ciéncia.

Porém, para elementos naturais como as nuvens, as montanhas, as corredeiras dos
rios, os galhos das arvores e a estrutura dos seres vivos, a geometria euclidiana perma-
necia sem possuir elementos que os representassem.

Figura 1.1: Ilha de Enmedio, zonas himidas de El Odiel, Huelva
Fonte: https://armoniafractal.blogspot.com/7m=0

1.1.2 Cronologia
Séculos XVII e XVIII: Kepler, Galileu, Newton e Leibniz

Johannes Kepler (1571-1630) e Galileu Galilei (1564-1642)) na antiga astronomia
iniciam o estudo dos comportamento e regularidades presentes na natureza, através da
investigagao do movimento.

Apoiados nos estudos de regularidades de movimentos e fenémenos naturais Isaac
Newton (1643-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) criaram o Calculo Di-
ferencial e Integral, com base na ideia de infinitésimo e de limite, descrevendo e
formalizando em teoremas leis do mundo fisico e natural, tornando a natureza de ma-
neira espantosamente compreensivel.
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Figura 1.2: Johannes Kepler e Galileo Galilei
Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Johannes_Kepler e
https://www.thoughtco.com/galileo-galilei-biography-1991864

Séculos XIX e XX: Weierstrass, Cantor, Peano, von Koch, --- Mandelbrot

Em 1872 Karl Weierstrass (1815-1897) exibe a primeira funcao continua, que nao
admite derivada em nenhum dos seus pontos.
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Figura 1.3: Curva de Weierstrass
Fonte: https://lusoacademia.org/tag/funcao-de-weierstrass/

Uma década mais tarde, em 1882, o matematico alemao Georg Cantor (1845-1918)
utiliza um método analogo para construir um subconjunto infinito de pontos no inter-
valo unitério [0, 1], obtendo o hoje conhecido Conjunto de Cantor. Também deno-
minado poeira de Cantor, esta construgao numérica nos proporciona um subconjunto
fechado de nimeros reais.

Em 1890, Giuseppe Peano (1858-1932) publicou um artigo intitulado “Sur une
courbe qui remplit to une aire plane”, que foi o prelidio da curva Peano, anunciada em
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Figura 1.4: Conjunto de Cantor
Fonte: http://georgcantorbyelithompson.blogspot.com/2015/02/the-cantor-set.html

1891, designacao aplicada a uma familia de curvas com a caracteristica de preencher
na totalidade uma regiao do plano.

— — —_—
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Figura 1.5: Construcao de um curva de Peano
Fonte: https://mathworld.wolfram.com/PeanoCurve.html

Em 1892, David Hilbert fez uma variagao nessa curva é conhecida como curva de
Hilbert, também com a propriedade de “encher” o plano sem interseccao.
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Figura 1.6: Construcao da curva de Hilbert por iteragoes

.

nGen
}m

C2nsenbdnse

253

Sice

[[InGen

023

&2

Fonte: https://wuw.obaricentrodamente.com/2010/09/as-curvas-continuas-sem-derivadas.html

Em 1904, Helge von Koch exibe uma curva que oculta uma propriedade surpreen-
dente: o perimetro infinito delimita uma area finita.
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Figura 1.7: Construgao da curva de Koch

Fonte: http://amazingfractals.blogspot.com/2013/06/fractalii-la-granita-dintre-arta-si.html

Em 1918, Gaston Julia e Pierre Fatou apresentaram um trabalho sobre processos
iterativos envolvendo ntimeros complexos que mais tarde viriam a ser conhecidos como
conjuntos de Julia.

Jf”\/j

Figura 1.8: Conjunto de Julia 22 — 1
Fonte: https://www.math.tamu.edu/ grigorch/publications/standrews.pdf

Na década de sessenta Oleksandr Sharkouvsky, verificou com a ajuda do computa-
dor, que iterando fung¢oes simples, como fungoes quadraticas por exemplo, se obtinham
objetos com propriedades insolitas e ordens muito estranhas, tal como as formas idea-
lizadas antes por Cantor, Peano, von Koch e Julia.

Assim, o desenvolvimento das tecnologias da informagao e do computador incenti-
varam a andlise e discussao destes objetos, ja que tornaram possivel a reproducao com
maior detalhe do comportamento de fungoes iterativas.

Tanto o conjunto de Cantor, como as curvas de Peano e von Koch e os conjuntos de
Julia, se inserem hoje, numa classe mais ampla de objetos denominados fractais. Este
termo foi utilizado em 1975 por Benoit Mandelbrot (1924-2010) para descrever objetos
matemaéticos fragmentados e irregulares, cuja estrutura se repete a diferentes escalas.
Do ponto de vista matematico podem ser objetos infinitos, em que escalas cada vez
mais pequenas repetem a geometria da escala maior.
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O fractal estudado por Mandelbrot, hoje conhecido como conjunto de Mandel-
brot, tem a caracteristica de que em sua representacao grafica, pode ser dividido em
um conjunto infinito de figuras, sendo a maior delas uma curva cardi6ide localizado no
centro do pla

Figura 1.9: Conjunto de Mandelbrot
Fonte: http://paulbourke.net/fractals/mandelbrot/

1.1.3 A Geometria Fractal de Mandelbrot

O matematico Bernoit B. Mandelbrot nasceu em Varsovia, Polonia, em 1924, e
morreu em Cambridge, Massachusetts, Estados Unidos, em 2010. Durante sua infancia,
Mandelbrot foi mantido fora da escola por anos, pois sua mae tinha medo de uma
epidemia que ja tinha levado outro filho. Um de seus tios, Loterman, lhe dava aulas
domiciliares, contudo, sem muito sucesso, ja que nem a tabuada e o alfabeto Mandelbrot
chegou a aprender.

Figura 1.10: Benoit Mandelbrot
Fonte: https://alchetron.com/Benoit-Mandelbrot
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Somente na sua adolescéncia, apos ter se mudado para Paris, Mandelbrot, inspirado
na carreira de professor universitario de seu outro tio, Szolem Mandelbrot, comecou a
considerar se tornar matematico.

Mandelbrot se submeteu a exames de admissdo para as universidades Ecole Nor-
male Supérieure e Ecole Polytechnique, em um destes exames foi o tnico candidato a
solucionar um problema de integral tripla, considerado impossivel pelo seu professor.
Em [31I] lan Steward (2019) afirma que “Mandelbrot riu” pela simplicidade do pro-
blema, que se tratava do volume de uma esfera e se tornava 6bvio quando se utilizava
um sistema de coordenadas adequado, para Stewart Mandelbrot era gedmetra nato.

Em um de seus exames de admissdo, o qual prestou para as universidades Ecole
Normale Supérieure e Ecole Polytechnique, Mandelbrot foi o tnico candidato a solucio-
nar um problema considerado impossivel pelo seu professor. Tratava-se de uma integral
tripla. Segundo lan Steward (2019), “Mandelbrot riu” pela simplicidade do problema,
considerado por Steward (2019) um geoémetra nato, o problema tratava do volume de
uma esfera e se tornava 6bvio quando se utilizava um sistema de coordenadas adequado.

A simplificacao de problemas simbdlicos através da interpretagao geométrica era
uma caracteristica da percepc¢ao visual avancada que Mandelbrot possuia.

Temas classicos da Matematica falharam em despertar o interesse de Mandelbrot,
como as funcoes complexas presentes no trabalho de Gaston Julia. A forte abstracao
e o excesso de simbologia eram aspectos evitados por ele em sua investigagao criativa.

Somente apos seu tio ter lhe apresentado um trabalho do linguista americano Ge-
orge Kingsley Zipt que teve o seu interesse capturado. O trabalho relatava sobre a
propriedade estatistica que Zipt acreditava ser comum em todas as linguas. Resoluto,
Mandelbrot se propos a desvendar esta propriedade que muitos outros malograram em
explicar.

Daniel Lima ([I3]), que utilizou a Lei de Zipt-Mandelbrot para auxilid-lo na analise
comportamental de macacos-prego da espécie Sapajus Libidinosus, afirma que esta lei,
alvitrada inicialmente por Zipf em 1949, surgiu através do estudo da distribuicao da
frequéncia de palavras em textos escritos. Afirma também que somente em 1953, Man-
delbrot a reformula e a ressignifica, que passa a ser chamada Lei de Zipt-Mandelbrot.

Este importante resultado norteou a carreira de Mandelbrot, apés investigar estra-
nhos padroes estatisticos que nao necessariamente possuiam relacoes entre si, publicou
diversos artigos. De acordo com Stewart (2019), estes abrangiam areas como:

“l...] distribuigao de riqueza, mercado de agbes, termodinamica, psi-
colinguistica, comprimento de linhas costeiras, turbuléncia de fluidos,
demografia populacional, a estrutura do Universo, areas de ilhas, esta-
tistica de redes fluviais, percolagao, polimeros, movimento browniano,
geofisica, ruido aleatorio e outros topicos inusitados.” (Stewart, 2019,

[31]).
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Em 1975, Mandelbrot encontra um importante denominador comum velado em
grande parte de seus artigos, e este denominador era geométrico. Na verdade tratava-
se de um novo conceito geométrico, que possui a flexibilidade matemética distinta dos
conceitos classicos e enrijecidos os quais Mandelbrot evitava a todo custo, se tornou
seu novo objeto de estudo.

Este novo conceito geométrico, chamado de Geometria Fractal, distingue-se da
geometria classica justamente na sua irregularidade. Quando observamos eventos natu-
rais, constata-se que fortuitamente ha alguma semelhanga com as formas da geometria
Euclidiana. Cubos, esferas, piramides e outros elementos da geometria espacial, quando
ampliadas, apresentam, em sua maioria, uma superficie lisa, com linhas retas ou curvas
e que nao deixam pistas sobre a figura original.

J& nas formas naturais, observa-se uma irregularidade que existe quase como uma
regra. K notéria a imperfeigao harmoniosa presente na natureza e em seus elementos.
Stewart (2019) corrobora com este pensamento ao afirmar que:

Montanhas sdo denteadas e irregulares. Nuvens sao fofas, com salién-
cias e tufos. Arvores se ramificam repetidamente a partir do tronco,
passando pelos galhos até os rebentos nas pontas. Samambaias tém
frondes que parecem uma porc¢ao de frondes menores amarradas em
pares opostos. Ao microscopio, a fuligem é um monte de pequenas
particulas aglomeradas, com lacunas e vazios. Todas elas estao a
grande distancia da lisa rotundidade da esfera. A natureza detesta a
linha reta e nao morre de amores por outras coisas vindas de Euclides
e dos textos sobre célculos. (Stewart, 2019, [31]).

A geometria fractal modela as formas naturais com muito mais coeréncia e precisao
do que a geometria euclidiana. A eficiéncia em evidenciar a esséncia e o comporta-
mento cadtico, mas organizado, das formas naturais valida e reafirma a importancia
da utilizacao desta nova geometria na analise dos mais diversos temas.

Através dos fractais, houve uma significativa mudanca na forma como estudiosos
enxergavam o mundo real. Esta nova maneira de modelar diversas estruturas permi-
tiu avancos em areas distintas como biologia, fisica, quimica, linguistica, financeira,
astrondmica, geolodgica e, principalmente, matematica, dentre muitas outras.

Como vimos anteriormente, a estrutura fractal é pré-existente ao préoprio Mandel-
brot, o conjunto de Cantor, a curva de Hilbert, a curva de Weierstrass, o conjunto de
Julia, o floco de neve de Koch, o triangulo de Sierpinsky sao, dentre outros, represen-
tantes desta nova geometria. Contudo, estas estruturas foram tratadas inicialmente,
cada uma em uma area da Matematica, como excentricidades, e estavam insuladas
umas das outras.

Somente quanto Mandelbrot percebeu a geometria por tras das supracitadas es-
truturas que deu inicio ao estudo e desenvolvimento do que conhecemos hoje como
Geometria fractal. Para Stewart (2019), isto s6 se tornou possivel pois:
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Para uma tematica acontecer de verdade, alguém precisa juntar os
pedacos, compreender sua unidade subjacente, formular os requeridos
conceitos em generalidade suficiente e entao sair e vender as ideias
para o mundo. Mandelbrot, embora nao fosse um matematico no
sentido ortodoxo, teve visao e tenacidade para fazer exatamente isso.
(Stewart, 2019, [31]).

O termo fractal (do latim fractus, fragdo, quebrado) se remete a objetos e cons-
trugoes diversos, sejam como formas abstratas ou nas formas naturais, que sao objeto
de estudo da nova teoria do Caos, enquanto forma e leis de formacao e de escala.
Nussenzveig (1999) complementa esta definigdo ao trazer que:

Os fractais sdo conjuntos cuja forma é extremamente irregular ou
fragmentada; e que tém essencialmente a mesma estrutura em todas as
escalas. A origem do termo fractal, introduzido por Mandelbrot, esta
no radical fractus, proveniente do verbo latino frangere, que significa
quebrar, produzir pedacos irregulares; vem da mesma raiz a palavra
fragmentar, em portugués. (Nussenzveig, 1999, [21]).

Faz-se necessaria uma explanacao inicial sobre as caracteristicas principais que de-
finem os fractais, como comprimentos, areas e as correspondentes dimensoes fractais.
Uma defini¢ao dada por Maldelbrot em Barbosa (2005, p.18): “Um fractal é uma forma
cujas partes se assemelham ao seu todo sob alguns aspectos.”

Algumas das principais caracteristicas inerentes aos fractais existentes ¢ a auto
similaridade, exata ou nao; a iteracao infinita e a proporcionalidade das suas partes,
além da dimensao fractal. Existem também fractais que sao igualmente construidos
através de mini copias, que, por sua vez, sao anisotrdpicas, isto é, nao ha a fixacao
das proporcoes originais em todas as direcoes. Ao se passar de uma escala para outra,
pode-se perceber que o tamanho destas copias nao segue uma variacao uniforme. Neste
caso, tais fractais sao ditos auto afins.

1.2 Caracteristica de um Fractal

Em 1982 Mandelbrot publicou o livro The fractal geometry of nature, no qual intro-
duz as no¢oes de auto similaridadede e de comportamento de escalamento e a dimensao
fractal, caracteristicas de um objeto ou uma distribuicao irregular que determinam um
fractal.

A seguir vamos descrever estas caracteristica e incluindo também a iteracao infinita.
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1.2.1 Auto Similaridade

Dentre as caracteristicas intrinsecas a estrutura dos fractais, a auto similaridade
ou autossemelhanca é a mais notoria. A identificacdo de formas semelhantes a uma
figura inicial, em escalas menores, é geralmente o primeiro indicio de que nos deparamos
com um fractal.

A autossemelhanca ou auto similaridade é uma propriedade de acontecimentos,
de objetos geométricos, de elementos naturais que, em sua estrutura, mostra uma
macrocosmizagao de suas partes através de repeticoes sucessivas, em diferentes escalas,
de unidades menores. Esta é uma das fundamentacoes que norteiam o conceito de
Fractal, quando o maior elemento é composto de menores elementos similares.

Esta composi¢ao que consiste em repeti¢oes infinitas de um mesmo elemento, segue
escalas distintas que sao regidas por uma razao. Cada elemento novo do fractal é
formado pelo anterior segundo uma razao, configurando uma Progressao Geométrica,
cujo crescimento ou decrescimento depende inteiramente do elemento inicial adotado.

Em varios elementos naturais, é possivel identificarmos a auto similaridade. Con-
tudo, além de nao ser exata, ha um limite no nimero de iteragoes. O brécolis roma-
nesco (cujo nome cientifico é Brassica oleracea “Romanesco”) possui, de forma bastante
evidenciada, a caracteristica da auto similaridade.

Figura 1.11: Brécolis romanesco
Fonte: https://br.depositphotos.com/78798866/stock-photo-one-romanesco-broccoli.html

1.2.2 Tteracgao Infinita

Com as figuras matematicas, como a curva de Peano , é possivel obtermos a
auto similaridade exata, isto significa que quando ampliamos a figura é facil de identifi-
car claramente o seu “ponto de partida” e as subsequentes iteracoes. Comum aos fractais
matematicos, a auto similaridade proporciona a ocorréncia de outra caracteristica dos
fractais: a iteragao infinita.
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Figura 1.12: Ampliacao do brocolis romanesco

Fonte: https://parade.com/23643/1linzlowe/what-the-heck-is-romanesco-and-how-do-you-cook-it/

Conhecida também como complexidade infinita, trata-se de uma cadeia de proce-
dimentos que ocorrem de maneira recursiva. A cada iteracao, a figura produz copias
de si em escalas menores. O fractal é, portanto, a figura resultante da infinitésima
iteragao. Em virtude disso, podemos observar diversos fatos interessantes que ocorrem
quando observamos o comportamento do fractal quando o ntimero de iteragoes tende
ao infinito.

Quando analisamos, por exemplo, o floco de neve de Koch (2.5)), é facil observamos
que, em sua infinitésima iteracao, o seu perimetro tende ao infinito. Este fato sera
melhor explanado posteriormente.

Ja na curva de Hilbert (2.4]), classificada como curva de preenchimento, o seu com-
primento tende ao infinito na infinitésima iteracao, apesar da mesma ser limitada a
area de um quadrado.

Este comportamento erratico dos fractais fez com que alguns matematicos encon-
trassem um valor, chamado de “dimensao”, para destacar o que Stewart (2019) traz
como “grau de irreqularidade de um fractal”.

1.2.3 Dimensao Fractal

Na Matematica ¢ bem conhecida a dimensao topolégica, em que: um ponto ou
um conjunto de pontos isolados tem dimensao zero; retas ou curvas sao objetos unidi-
mensionais; plano, poligonos com seu interior e superficies sao objetos bidimensionais
e esferas com seu interior, poliedros com seu interior e o espaco sao objetos tridimensi-
onal. Esta noc¢ao pode ser matematicamente generalizada e intuitivamente a dimensao
de um objeto esta associado ao niimero de coordenadas independentes necessérias para
descrevé-lo.

Esta nocao de dimensao nao distingue uma reta e uma curva de Koch, ambas sao
unidimensionais.

A dimensao fractal, como veremos a seguir, distingui os objetos da figura[l.2.3] pois
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Figura 1.13: Uma reta e uma curva de Koch - objetos unidimensionais

Fonte: http://www.dma.fi.upm.es/recursos/aplicaciones/geometria_fractal /practicas/fractales clasicos/koch.html

podemos ter dimensoes fracionarias e até irracionais.

A fim de estabelecer a dimensao fractal objetos conhecidos da geometria euclidiano,
cuja dimensao topoldgica ja é conhecida, vamos assumir que o numero de copias do

d
objeto é dado por N = (—) , N numero de copias auto similares, r fator de reducao
r

e d a dimensao do objeto.

Figura 1.14: Segmento e quadrado divididos
Fonte: Tese de mestrado de Raquel Nunes [20]

Por exemplo, o segmento da figura acima, de dimensao 1, estd dividido em trés
1

1
m) = 3, ou seja, o

1
segmentos de mesmo comprimento, portanto r = 3 logo N = (

objeto tem trés copias de um objeto de dimensao 1.

Logo, seguindo este raciocinio para encontrar uma féormula que determine a dimen-
sao de objetos auto similares devemos isolar o parametro d do restante da equacao.

Definicao 1.1. Seja X um objeto dividido N nimero copias auto similares, com fator
de reducao r, a dimensao de fractal de X é o nimero real
N
In(1/r)

Exemplo 1.2. Veremos que o comportamento do fractal esponja de Menger, ao ter o
seu tamanho triplicado, o seu volume é multiplicado por 20.

1
Portanto, N =20 er = 3’ jda que houve uma ampliagao pelo fator 3.

Sendo assim, a dimensao da esponja de Menger é dada por
g log 20
log 3

=273,
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Figura 1.15: Analise do comportamento da Esponja de Menger durante a ampliagao
Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/File:Menger-Schwamm.png

1.3 Aplicagoes da Geometria Fractal

A geometria fractal esta inserida em diversos contextos, alguns deles pré-datam os
resultados de Mandelbrot, enquanto outros se desenvolveram a partir deles. No que
segue vamos apresentar alguns desses contextos.

1.3.1 Fractais na Misica

Durante a década de 1970, as primeiras publicacoes de Mandelbrot sobre a ge-
ometria fractal e suas diversas ramificagoes comecaram a se tornar conhecidas pela
comunidade cientifica. Em 1975, Richard Voss e John Clarke fizeram anélises de feno-
menos musicais conhecidos como ruidos 1/f (f representa a frequéncia) associados a
dimensao fractal.

Apobs a publicagao do livro the Fractal Geamotry of Nature (Maldelbrot, 1983),
musicos passaram a associar a nogao de fractais com estruturas musicais. Segundo
Queiroz e Kon (2013), estas associages incluem o uso de ruidos com caracteristicas
fractais na geracao de parametros musicais, tais como altura, duracao, intensidade e
timbre.

O compositor brasileiro Villa-Lobos (1887-1959) também utilizou a influéncia do
conhecimento fractal em algumas de suas composicoes, como é mencionado em Barbosa
(2002) apud Martin Gardner (1992):

“Como as cadeias de montanhas se aproximam de passeios aleatérios,
é possivel criar musica de montanha fotografando uma cadeia de mon-
tanhas e traduzindo suas alturas flutuantes em tons que flutuam no
tempo. Villa-Lobos fez isso usando o horizonte das montanhas no Rio
de Janeiro.” (Gardner, 1992, tradugao nossa). El

Lsince mountain ranges approximate random walks, one can create mountain music by photo-

graphing a mountain range and translating its fluctuating Heights to tones that fluctuate in time.
Villa-Lobos actually did this using mountain skylines around Rio de Janeiro. (Gardner, 1992), [?].
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1.3.2 Fractais na Arquitetura e em Culturas Africanas

Em 1980, o etnomatemético Ron Eglash, professor do Renssealer Polytechnic Insti-
tute, Nova York, descobriu fractais ao se deparar com fotos aéreas de uma vila africana
Logone Birni, localizada em Camardes, pais da Africa central. Surpreso com a des-
coberta, Eglash percebeu que as construgoes da vila seguiam o mesmo modelo fractal
utilizado na construgao do palécio, que se localizava no centro da vila. Decidido, Eglash
foi até o continente africano investigar a histéria por tras do surgimento daqueles frac-
tais.

Figura 1.16: Vista aérea da aldeia de Logone Birni
Fonte: Scientific American (Brasil). Etnomatemdtica Edig&o especial, n°® 11.

Ao chegar na vila, Eglash visitou o paléacio, o qual pertencia ao chefe da vila, du-
rante a visita, constatou que havia tanto intencao quanto consciéncia na construcao
do palacio. O modelo fractal utilizado tomava um retangulo como base, em seguida,
eram criados quatro retangulos de mesmas proporgoes em posigoes distintas, estes qua-
tro eram entao sujeitos ao mesmo procedimento, dando origem a dezesseis retangulos,
também de mesmas proporcoes.

Esta espiral retangular que compoe toda a estrutura do palacio é chamada de
“caminho da luz”, e termina na sala do trono, a etiqueta e a linguagem utilizadas por
visitantes no palédcio se tornam mais polidas e respeitosas & medida que se aproximam
da sala do trono.

Na Zambia, pais do leste africano, também é possivel identificar estruturas fractais
nas construcoes de vilas e aldeias, é o caso da vila do povoado “Ba-ila”.
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Figura 1.17: Modelo fractal utilizado na construgao do palacio da aldeia Logone Birni
Fonte: Scientific American (Brasil). Etnomatemdtica Edig3o especial, n° 11.

Figura 1.18: Palacio da aldeia de Logone Birne
Fonte: Scientific American (Brasil). Etnomatemitica Edigd3o especial, n°® 11.

Em sua construcao, foi tomada como figura inicial uma curva circular com uma
pequena abertura, a qual corresponde a entrada da vila, e a residéncia do chefe da vila
em frente a entrada. Toda a extensao da curva é “cortada” e cada pedaco é substituido
por copias da estrutura inicial, s6 que em proporgoes menores. O processo se repete a
cada iteracao, gerando estruturas idénticas, porém reduzidas.

As construgoes proximas ao portao da vila e do portao de cada estrutura menor sao
utilizadas como armazéns para alimentos e produtos, ao longo da curva inicial estao
localizadas as estruturas familiares, e estas se tornam cada vez maiores na medida que
se distanciam do portao. Esta distancia refere-se ao status social da familia na vila:
quanto maior for a distancia entre uma estrutura familiar e o portao, maior sera status
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Figura 1.19: Vista aérea do povoado de Ba-ila
Fonte: http://www.geometriadinamica.c1/2009/11/fractales-africanos/

Figura 1.20: Processo recursivo na criagao da estrutura do povoado de Ba-ila
Fonte: http://www.geometriadinamica.c1/2009/11/fractales-africanos/

social desta familia na vila.

Cada uma dessas estruturas é construida de forma andloga a estrutura da vila.
Portanto, assim como a casa do centro da vila pertence ao chefe da vila, a casa do
centro de cada estrutura familiar pertence ao chefe daquela familia. Na parte de tras
de cada uma dessas estruturas se encontra um altar dedicado aos ancestrais.

Para Eglash, que teve seu artigo Fractais Africanos publicado na edigao especial
Etnomatemdtica da Scientific American (Eglash, 2005), além da arquitetura, é possivel
identificar a existéncia de fractais nos téxteis, nos penteados tradicionais e no artesanato
africanos.
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Figura 1.21: Exemplo de fractais em um penteado trancado e em um cobertor
Fonte: http://www.geometriadinamica.cl/2009/11/fractales-africanos/

1.3.3 Fractais na Fabricacao de Antenas

Com o avango continuo de dispositivos eletrénicos, o desenvolvimento da grande
maioria deles da-se pela confeccao de produtos cada vez mais portateis, leves e compac-
tos, para o desenvolvimento do produto Antena Patch de Microfitas, um dos caminhos
encontrados baseia-se na geometria fractal.

Em 2013, para que o tamanho da estrutura da antena fosse reduzido sem que se
perdesse muito de sua eficacia, Oliveira et al tomou como norteador dos seus expe-
rimentos a propriedade de preenchimento espacial constante do fractal de Minkowsksi,
que ¢é considerado também como uma curva de preenchimento.
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Figura 1.22: Ilha de Minkowski

Fonte: http://connepi.ifal.edu.br/ocs/anais/conteudo/anais/files/conferences/1/schedConfs/1/papers/8/public/8-4483-1-PB.pdf
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Oliveira et al fez a adaptacao da antena patch de microfitas de seu formato retan-
gular original para o formato baseado na ilha de Minkowski, como observa-se na figura
a seguir:

Figura 1.23: Antena Patch baseada na ilha de Minkowski

FOIlte: http://connepi.ifal.edu.br/ocs/anais/conteudo/anais/files/conferences/1/schedConfs/1/papers/8/public/8-4483-1-PB.pdf

1.3.4 Fractais na Biologia

Atualmente, é possivel observarmos no corpo humano 6rgaos, sistemas e tecidos
que possuem formas semelhantes aos fractais. Nosso sistema circulatério, por exemplo,
tem um comportamento de uma curva de preenchimento, chegando a até 30 niveis de
ramificagoes. A extensao deste sistema, que preenche o espago limitado do nosso corpo,
é extensa. Se alinharmos todos os vasos sanguineos, artérias e capilares, o comprimento
seria suficiente para dar, pelo menos, duas voltas completas em torno do globo terrestre.

Figura 1.24: Ramificacoes do sistema circulatorio
Fonte: https://i.pinimg.com/originals/70/8a/8a/708a8a4dabaf3be53deecd6a7ed5533e. jpg



24 1.3. APLICACOES DA GEOMETRIA FRACTAL

Os nossos intestinos possuem ondulagoes em diversas escalas durante toda a sua
extensao. Estas ondulagoes aumentam de forma consideréavel a capacidade de absorcao
de nutrientes provenientes dos alimentos que ingerimos. Esta rugosidade promove uma
absorc¢ao superior & de um tecido liso e uniforme.

No nosso sistema respiratorio, a estrutura das ramificagoes que se estendem em
nossos pulmées possui a auto semelhanca fractal em sua formacdo. E na traqueia
que a primeira ramificagao acontece, surgindo assim os bronquios. Estes, por sua vez,
passam pelo mesmo algoritmo, dando origem aos bronquiolos. Por fim, os bronquiolos
se ramificam em diversos e cada vez menores bronquiolos, até o nivel dos alvéolos.

Figura 1.25: Ramificagoes do sistema respiratorio
Fonte: nttps://static.docsity. com/documentspages/notas/2013/12/08/8a8084765 f0cd6c895282b045203c6aa.png

A nivel celular, é possivel também verificar a existéncia da geometria fractal quando
analisamos o comportamento de uma célula cancerigena. Na figura abaixo, observa-se
as células do cancer de mama em seu estagio de rigidez. Somente apods este estagio que
elas se tornam invasivas.

Figura 1.26: Célula do cancer de mama em seu estagio de rigidez

Fonte: https://wuw.diariodasaude.com.br/news/imgs/010110170530-celulas-tumorais-rigidas. jpg
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1.4 Aplicagoes da Geometria Fractal nos Ensinos Fun-
damental e Médio

A geometria fractal é considerada ainda recente no universo matemético, porém,
é possivel encontrar muitos trabalhos relevantes que contribuem, através do uso dos
fractais, para o ensino dos diversos conteidos matematicos concernentes dos ensinos
fundamental e médio.

1.4.1 Pipa Tetraédrica

A pipa tetraédrica, idealizada pelo renomado cientista Alexander Graham Bell
(1847-1922), possui uma estrutura semelhante a da piramide de Sierpinski, versao tri-
dimensional do conhecido triangulo de Sierpinski.

Figura 1.27: Modelo da pipa tetraédrica construida por Graham Bell
Fonte: Dissertagdo de mestrado de Jossara Bicalho

Em 2013, a professora Jossara B. S. Bicalho, em sua dissertacao de mestrado “Um
estudo sobre poliedros e atividades para o ensino da matemdtica: geometria da bola de
futebol e pipa tetraédrica” (veja [6]), propos a seus estudantes oficinas que oportuniza-
vam o estudo e a construgao desse modelo fractal. Durante o processo de construcao,
Bicalho harmonizou a analise do comportamento do modelo com os contetidos matemé-
ticos area e volume de figuras geométricas espaciais, aplicando exercicios norteadores.
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Figura 1.28: Piramide de Sierpinski

Fonte: http://wuw.fundza.com/algorithmic/sierpinski/python/img/sierpinskijlobbysmall.jpg

Apos os estudantes terem construido as suas pipas tetraédricas em grupos, foi pro-
posto como fim da oficina um campeonato de pipas, no qual os estudantes puderam
desfrutar, além da ludicidade oferecida pela atividade, da implicagao positiva de seus
esforgos durante todo o processo.

Figura 1.29: A esquerda modelo utilizado na construcio da pipa e a direita demons-
tragao da sua funcionalidade durante o campeonato
Fonte: Dissertacdo de mestrado Jossara Bicalho

1.4.2 Jogos de Dardo

Também ¢é possivel trabalhar probabilidade geométrica utilizando tanto o triangulo
quando o tapete de Sierpinski. Em 2015, o professor Kaué M. Silva, em seu trabalho
de conclusao do curso superior de licenciatura em Matematica pelo IFSP, intitulado
“Fractais e algumas aplicagoes ao ensino” (veja [28]), propos aos seus alunos atividades
que consistem em utilizar os fractais em solucoes de situacoes-problemas propostas aos
seus alunos.
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Uma delas, chamada de Jogo de dardos, solicita que o aluno calcule a probabili-
dade de um dardo, ao ser jogado contra o tridngulo ou tapete de Sierpinski, atinja
um dos “buracos” espacgos na cor preta. A cada iteracao os valores correspondentes
as probabilidades se tornam menores e devem ser calculados pelos alunos na forma
de atividade, para que seja analisado por eles o comportamento desta probabilidade
durante as iteragoes.

Figura 1.30: Triangulo e tapete de Sierpinski na primeira iteragao
Fonte: Trabalho de conclusdo de curso de Kaué Silva [28]

O professor Kaué traz também uma atividade na qual solicita que seus alunos cal-
culem o nimero de galhos de uma arvore fractal em diversas etapas, para a construcao
da arvore utiliza com seus alunos o software gratuito the geometers Sketchpad.

\ \
| | | |

Etapa Etapa 2 Etapa3 Etapa d

Figura 1.31: Arvore fractal pelo software the geometers Sketchpad
Fonte: Trabalho de conclus&do de curso [28]
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1.4.3 Arvore Fractal

E possivel também construir a arvore fractal por meio de colagens, na oficina pro-
posta pela professora Calcida de Souza em sua dissertacao de mestrado “Geometria
Fractal e Aplicagoes no Ensino Médio” (veja [30]) ha trés momentos distintos. No
primeiro inicia a oficina apresentando e explicando a geometria fractal com exemplos
visuais. Apos esta etapa, seus alunos construiram fractais classicos - conjunto de Can-
tor, tapete de Sierpinski, esponja de Menger, curva de Koch e floco de Neve.

Por fim, a professora distribui os “galhos” e orienta seus alunos durante a constru-
¢ao da arvore fractal. A escolha do modelo, segundo ela, da-se “por ser uma figura
fractal cujo procedimento de construgao estd presente no nosso dia-a-di”, como raizes
de arvores e a rede neural. Durante o processo de construgao, os alunos precisam calcu-
lar, utilizando os conhecimentos de potenciacao e progressao geométrica para calcular
os valores da quantidade de “galhos” necessarios em cada etapa e o total de galhos
utilizados em toda a construcao, respectivamente.

Figura 1.32: Processo de construgao da arvore fractal através de colagens
Fonte: Dissertacdo de mestrado de Cacilda de Souza [30]
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1.4.4 Dimensao do Pentagono de Sierpinski

Em em sua dissertagao de mestrado “Equagoes de Diferencas, Caos e Fractais” (veja
[17]) o professor Leonardo Morais instiga os seus alunos, dentre outras atividades, a
calcularem o valor da dimensao do fractal pentdagono de Sierpinski. Nocoes de trigo-
nometria e da propria geometria plana, como as relagoes do triangulo retangulo, sao
estudadas e aplicadas durante a atividade.

Aok

Figura 1.33: Primeiras iteragoes do pentagono de Sierpinski
Fonte: Dissertagdo de mestrado de Leonardo Morais [17]
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Figura 1.34: Analise do fator de reduc@ao p em relacao ao lado AB para obtencao do
valor da dimensao fractal
Fonte: Dissertacdo de mestrado de Leonardo Morais [17]



CAPITULO 2

TIPOS DE FRACTAIS

Neste capitulo vamos apresentar alguns fractais classicos que foram citados no se¢ao
1.1.2, dando uma atencao especial aqueles cujo processo de construcao serao utilizados
nas oficinas do capitulo

Em cada caso apresentamos o método de construgao e informagoes obtidas em cada
passo da construgao, também calculamos comprimento de curvas, areas de regioes limi-
tadas e volumes de estruturas, afim de apontar caracteristicas de cada fractal estudado.

As referéncias para este capitulo sao [2], [3], [18], [20] e [33].

2.1 A Funcao de Weierstrass

Um exemplo interessante de fractal surgiu quando o matematico alemao Karl Wei-
erstrass (1815-1897) estudava fungoes continuas que nao sao diferenciaveis, em 1872
Weierstrass publicou um trabalho que surpreendeu a comunidade matematica, pois
apresentava uma funcao continua em todos os pontos, porém nao é diferencidvel em
ponto algum de seu dominio.

Definicao 2.1. A funcao dada por
f: R — R

r — f(z)= i b" - cos(a"mx),
n=0

37 . .
com b € (0,1), a inteiro positivo impar e ab > 1 + 5 € chamada funcao de Wezi-
erstrass.

30



31 2.2. CONJUNTO DE CANTOR

Considerando b € (0,1), entao
’f($)| = ‘ ;bn - cos(a”mc)’ < ; {b"| . ‘COS(CL”?T:L‘)| < ;bn = ﬁ

Logo, como cada termo b" - cos(a"mx) é continua em z e a série é majorada por

oo
Z b" uniformemente em x, segue que f estd bem definida e é continua.
n=0
e o e 3T

Utilizando o fato de que a inteiro positivo impar e que ab > 1+ 53 pode-se mostrar
que f nao é diderenciavel em ponto algum de seu dominio (veja a demonstracdo em
1331).

Assim, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.2. ([33]) A fungio de Weierstrass é continua em todos os pontos de R,
mas nao € diferencidvel em ponto algum de R.

Finalmente, podemos observar no grafico de f repeti¢coes de padroes, o que o ca-
racteriza como uma estrutura fractal, veja a figura abaixo.

fix)

-2

Figura 2.1: Grafico de uma fungao de Weierstrass com a auto similaridade
Fonte: https://www.wikivand.com/pt/Fungio_de_Weierstrass#

2.2 Conjunto de Cantor

Sendo provavelmente um dos primeiros objetos reconhecidos como fractal, o con-
junto de Cantor é um interessante exemplo de um subconjunto da reta, em 1883
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Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845 - 1918) publicou um trabalho referente
a criagao deste conjunto.

Cantor nasceu na Riussia, mas por ter vivido na Alemanha é considerado um mate-
matico alemao, ele foi um matematico dedicado a pesquisas sobre os fundamentos da
Matematica, chegou & nogao de infinito, infinito real, sem considerar diretamente os
numeros, mas sim os conjuntos. Foi por intermédio da idéia de Weiertrass de definir
nimeros irracionais como limites de sequéncias racionais que ele chegou a essa linha
de pensamento. Além disso, suas contribuigbes & Teoria dos Conjuntos é de extrema
relevancia até os dias atuais.

A ideia de cardinalidade de conjuntos infinitos se tornou mais elaborada quando
Cantor demonstrou a possibilidade de se estabelecer uma relacao biunivoca entre o
conjunto dos nimeros naturais N e racionais . Desta forma, provou-se que ambos
os conjuntos possuem a mesma cardinalidade e que portanto o conjunto dos nimeros
racionais é enumeréavel. Posteriormente, mostrou também que nao era possivel esta-
belecer a mesma relagao biunivoca com os nimeros reais R, concluindo que este ¢é
nao-enumeravel.

2.2.1 Construcao do Conjunto de Cantor

Para construir o conjunto de Cantor consideramos o intervalo fechado I = [0, 1] da
reta real e procedemos da seguinte maneira:

12 Passo: Dividimos o intervalo I em trés intervalos fechados,

1 1 2 2
1 |:07 3:|7 2 |:3a 3:| € 3 |:37 :|

e retiramos de [ o interior do intervalo central 5, obtendo o conjunto
1 2 1 2
Cy =1\ interior de I, = [0, 1 - -] =10, | U |=, 1].
1 \ interior de I [,]\(3, 3) [,3} [3, ]

22 Passo: Aplicamos o procedimento acima em cada um dos intervalos fechados de
(1, obtemos o conjunto:

- o o o0 ]

32 Passo: Repetindo o procedimento nos intervalos fechados de C5, obtemos o con-
junto:

oz lo L1022 1002 21018 o2 197 (2 7] [8 2], [2
S Y 2779 9’ 27 277 3 37 27 277 9 9’ 27 277 7|
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42 Passo: Prosseguindo dessa maneira, obtemos uma sequéncia de conjuntos:
Ia Cla CQa C3a Tty CTM

tais que
1301302303:)"':)Cn3"'7

e cada conjunto C,, é constituido de pontos do conjunto C,,_; excluidos os inter-

valos abertos tergos médios e (), consiste em 2" intervalos fechados, cada um de

1
comprimento de comprimento —, e dois a dois disjuntos. O conjunto de Cantor

é o que resta do intervalo I apo6s aplicarmos esse procedimento para todo n € N,
assim temos a seguinte definicao:

Definigao 2.3. O conjunto de Cantor C ¢ a intersecao dos conjuntos C,,, obti-
dos através da remocao sucessiva dos intervalos abertos tercos médios do intervalo

I =10,1], ou seja, C = ﬂ C,.

n=1

O -gm
ek

Cy B i k i
1 2
0 1 : 1
Cs 1§ § E ! ] I —)
“ 1 2 1 2 7 8 1
9 5 3 3 9 9
C: HH o B - HH - H
T igd 2 2781 2 1920 7 8 2526 ¢
2727 9 9 2797 3 32737 0 9 2737

Figura 2.2: Construc¢ao do conjunto de Cantor

Fonte: https://impa.br/wp-content/uploads/2017/07/31CBM-P_ECMoura.pdf

2.2.2 Propriedades do Conjunto de Cantor

Podemos observar no conjunto de Cantor algumas propriedades interessantes que
tém consequéncias no estudo de R, o conjunto dos ntimeros reais, aqui omitiremos as
demonstragoes destas propriedades, porém podem ser encontradas em [2] ou em [I§].

PC; O conjunto de Cantor C nao contém intervalos.

PCy Todos os pontos do conjunto de Cantor C' sao pontos de acumulagao, ou seja, C

¢ um conjunto perfeito.

PC3 O conjunto de Cantor C' é um subconjunto fechado e compacto da reta real.
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PCy Dado z € |0, 1], arepresentacao de x na base 3 é dada por x = (0, x1x9x3 - Ty - -+ )3,
com cada um dos algarismos x; igual a 0, 1 ou 2, de modo que:

Os elementos do conjunto de Cantor C' possuem expansao ternaria (base 3)
usando os algarismos 0 e 2, ou seja,

C:{xe[o,l]; x:Z;—Zcomin:Oouin:2}.
n=0

PC5 - € C, consequentemente C' # (), porém o interior de C' ¢é vazio, ou seja,
int(C) = 0.

PCy O conjunto de Cantor C' nao é enumerével, consequentemente, C' é infinito e como
C C R, segue também que R nao é enumeravel.

PC7 O complemento do conjunto de Cantor em I = [0,1] é denso em I, ou seja,
I'\ C =[0,1], consequentemente para todo x € I, existe uma sequencia de ele-
mentos em [\ C' que converge para .

PCg O conjunto de Cantor C' tem medida de Lebesgue nula.

Observagao 2.4. O comprimento de C¢, complemento do conjunto de Cantor C' em
I =10,1], é o comprimento dos intervalos retirados em cada itera¢ao, no 1° Passo

. . . 1 .
retiramos um 3 do intervalo I, que tem comprimento g; no 22 Passo retiramos um —

1 2 2
de cada um dos dois intervalos de C1, que totalizam o comprimento de 2 X 99" 3—2;
1
no 32 Passo retiramos um 3 de cada um dos quatro intervalos de Csy, que totalizam
' to de 4 x ! 1 2
o comprimento de — ===
b 27 271 3

. 1 .
Logo, no n? Passo retiramos um 3 de cada um dos 2"t intervalos de C,,_1, que

1 2n—1
totalizam o comprimento de 2" ' x = g
Consequentemente, o comprimento de C¢ ¢é dado por:
1 2 22 23 1 2 22 23 ot I o=/2\"
6{7 = 4+ —g4 4= x| ]+t et —— ... = _ % _ ,
compr(C%) stetatsnt 3 ( tetmtstat ) 3 ;%(3)
= /2\" 1 N
mas como Z = = 5 = 3, seque que quando n — 00, entao o
—~ 3 1—3

1
compr(CY) — 3 3=

Percebemos entao que quanto maior for a quantidade de itera¢oes, nao s6 reduzimos
o comprimento de cada segmento que é retirado, como também o comprimento total
dos segmentos retirados se aproxima do zero, ainda assim, por mais contraditério que
se pareca, o conjunto de Cantor possui uma infinidade de pontos, que sao originados
das extremidades de cada segmento formado pelas iteragoes.
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Auto similaridade e Dimensao Fractal do Conjunto de Cantor

Observemos que na figura vemos a caracteristica fractal de auto similaridade
no conjunto de Cantor.

Além disso, em cada iteragao ficamos com 2 segmentos que serao divididos em trés

partes iguais. Assim, N =2er = 3 portanto

In2
d=— ~0,63.
In3 ’

2.3 Curva de Peano

O matematico italiano Giusepoe Peano (1858-1932) conhecido por sua contribui-
¢oes na obra “Arithmetices Principia Nova Methodo Exposita”, de 1889, desenvolve os
famosos axiomas de Peano, considerados até hoje a axiomatizacao dos niimeros natu-
rais. Em 1890 publica a sua famosa curva, propondo o cobrimento de uma superficie
plana quadrangular, um exemplo de fractal que preenche uma fracao do plano e que é
construida por um processo iterativo.

2.3.1 Construgao da Curva de Peano

Para construir a curva de Peano consideramos um segmento de reta e procedemos
da seguinte maneira:

12 Passo: Dividimos o segmento de reta em trés segmentos de comprimentos iguais

22 Passo: Em seguida construimos um retangulo sobre o segmento central, de modo
a obter dois quadrados, com o segmento central lado comum, obtendo a curva
geradora com nove segmentos.

= LA T q_" i'?b

Figura 2.3: Passos da construcao da curva de Peano
Fonte: Tese de mestrado de Raquel Nunes [20]

32 Passo: Repitimos, em cada um dos nove segmento o 12 Passo ¢ o 22 Passo.

42 Passo: Repetindo sucessivamente o 12 Passo e o 22 Passo de obtemos o objeto
final da construcao, um quadrado completamente preenchido.
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‘ Informacgoes da curva de Peano em cada passo ‘
‘ ‘ Quantidade de segmentos ‘ Comprimento dos segmentos ‘ Comprimento da curva ‘
| 1° Passo | 1 | l | l |
22 Passo 9 L 9><£—3l
3 3
I 1 l l
3P 92 _ - 92 7:32l
asso 3 X 3= 3 X 32
n? Passo g L 9" x L 3.
3" 3

Como o comprimento da curva de Peano, quando n — oo, é dado por

lim 3" x | = oo,
n—oo

segue que o comprimento desta curva é infinito.

Observamos que a curva de Peano nao é uma estrutura fractal, pois nao ha auto
similaridade, é na verdade um exemplo de curva que preenche o plano.

Auto similaridade e Dimensao Fractal da Curva de Peano

A auto similaridade da curva de Peano bem sutil, notada apenas a partir da 32
iteragao.

Observemos que na construgao da curva de Peano o fator de redugao é r = 3 e em
cada segmento sao obtidas 9 partes, portanto N =9,

_1119_11132_2-1113_2
~ In3 In3  In3

2.3.2 Curva de Hilbert

Em 1891, um ano depois da curva de Peano, o matematico alemao David Hilbert
(1862-1943) publicou uma variagdo da proposta de Peano, incluindo pela primeira vez
uma imagem permitindo a visualizagao da técnica de construgao.

A curva de Hilbert ¢ mais complicada do que a de Peano, para construi-la con-
sideramos um quadrado e procedemos da seguinte maneira:

12 Passo: Dividimos o quadrado em quatro quadrados de mesma area e consideramos
os quadrados ordenados e tomamos os segmentos do centro do primeiro quadrado
ao centro do segundo, do centro do segundo ao centro do terceiro e do centro de

terceiro ao centro do quarto quadrado.
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22 Passo: Em seguida, em cada um dos quatro quadrados do 12 Passo, repetimos o
procedimento e consideramos a sequéncia de segmentos que unem os respectivos
centros dos dezesseis novos quadrados.

32 Passo: Repetindo o processo sucessivamente obtemos a curva de Hilbert.

g L5E) T
| Hler [
: i | -
r 1

||

i=ml
(=g s
Llmlm
=
e

Figura 2.4: Passos da construcao da curva de Hilbert
Fonte: https://www.ecured.cu/Curva_de_Hilbert

‘ Informacoes da curva de Hilbert em cada passo ‘

‘ ‘ Quantidade de segmentos ‘ Comprimento dos segmentos ‘ Comprimento da curva ‘

l 3 4t —1°
12 P 3=4'—1 = — = l
asso 5 5 5
l l 15 42 -1
_ 42 _ _
29 Passo 15=4-1 1~ Z.Z_T.l
l 4 — 1
°p 4n —1 _ .
n asso o on

Observemos que o comprimento da curva de Hilbert, quando n — oo, é dado por

4m —1 4n 1
lim(—nﬂ:lx<lim——lim —):lxoo:oo.

Dai que a curva de Hilbert tem comprimento infinito.

Auto similaridade e Dimensao Fractal da Curva de Hilbert

A auto similaridade da curva de Hilbert é um pouco sutil, a partir da 3% que vemos
claramente o todo nas partes.

Por outro lado, aqui também, como na curva de Peano, a dimensao fractal é 2, pois

1
o fator de redugao é r = 5 eem cada segmento sao obtidas 4 partes, portanto N = 4,

dai que
In4 In2? 2-1n2
p— p— p— p— 2
In2 In2 In2
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2.4 Curva de Koch

Entre 1904 e 1906 o matematico sueco Niels Fabian Helge von Koch (1870 - 1924),
construiu uma curva com estrutura fractal, que posteriormente também daria nome ao
fractal floco de neve de Koch.

Para construir a curva de Koch iniciamos um segmento de reta e procedemos da
seguinte maneira:

12 Passo: Dividimos o segmento de reta em trés segmentos de mesmo comprimento,
sobre o segmento central construimos um triangulo equilétero e retiramos o seg-
mento central obtendo uma curva com quatro segmentos de reta.

22 Passo: Em seguida, em cada um dos quatro segmentos obtidos no 12 Passo, apli-
camos o procedimento obtendo uma curva com 16 segmentos de reta.

32 Passo: Em cada um dos 16 segmentos obtidos no 22 Passo, aplicamos o procedi-
mento do 12 Passo obtendo agora uma curva com 64 segmentos de reta.

42 Passo: Repetindo o processo sucessivamente obtemos a curva de Koch.

Figura 2.5: Passos da construgao da curva de Koch
Fonte: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/5/52/Koch _snowflake0192.png



39 2.5. FLOCO DE NEVE DE KOCH

Observagao 2.5. A curva de Koch € outro exemplo de curva continua que nao possui
tangente em ponto algum.

‘ Informacgoes da curva de Koch em cada passo ‘

‘ Quantidade de segmentos ‘ Comprimento dos segmentos ‘ Comprimento da curva ‘

l 4 4\
19 PaSSO 4 § g . l = <3) l
1o 16 4\°
_ 42 _ _
2° Passo 16 =4 ] 5 _(3) 1
/A 64 4\?
39 P 16 = 4_3 _— = — — . ] = — . l
asso 5 =3 > (3)
l A4\ "
n? Passo 4n — Z) .
3" 3

Pela tabela acima vemos que o comprimento da curva de Koch, quando n — oo, é
dado por
4 n
lim (—) l=00-1=00.
n—oo \ 3

Portanto, este é outro exemplo de curva de comprimento infinito.

Auto similaridade e Dimensao Fractal da Curva de Koch

Na figura vemos a caracteristica fractal de auto similaridade na curva de Koch.

Por outro lado, na construcao da curva de Koch o fator de redugao é r = 3 e em

cada segmento sao obtidas 4 novos segmentos, portanto N = 4,

In4
d=— ~1,26.
In3 ’

2.5 Floco de Neve de Koch

Ao considerar um tridngulo equilatero e em cada uma de suas arestas utilizar,
sucessivamente, o procedimento da construcao da curva de Koch obtemos uma curva
fechada conhecida como floco de neve de Koch ou ilha de Koch.

Na construcao do floco de neve de Koch, em cada passo, sao “incluidos” triangulos
equilateros que cujas arestas tém uma relacao de propor¢ao com o comprimento [
da aresta do tridngulo original, é claro que a area A do tridngulo inicial é dada por

72
A:\/gl
4

, assim temos:
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‘ Informacgoes da curva do floco de neve de Koch em cada passo ‘

Quantidade | Comprimento Comprimento Area de
de lados do lado da curva cada triangulo
12 Passo | 3x4!' =12 %xl:é 3><4><é:4.1 \/54'12><%
22 Passo | 3 x 42 =48 éxl:;—z sxazx b \/i'l?x(;)Q
32 Passo | 3 x 4% =192 %xl:% 3><43><2L7:;L—z~l \/34'12><(£1J>3
n? Passo 3x4n 3% 33: 1 \/i' s % (;)n

NSNS LN

Figura 2.6: Passos da construgao do floco de neve de Koch
Fonte: Tese de mestrado de Raquel Nunes [20]

Observemos que o floco de neve de Koch é uma curva fechada que limita uma regiao
do plano, podemos determinar o comprimento desta curva e a area da regiao limitada.

De fato, pelas informacoes da tabela acima o comprimento da curva é dado por

4 n
(5) =3l 00 = 0.

Portanto, o comprimento da curva do floco de neve de Koch é infinito.

n

-l =3l lim

n—oo

lim
n—»00 3n—1

J& para a éarea da regiao limitada consideremos A; a area da regiao limitada no
i2 Passo, entao temos:

A=A A'é:ﬁ4.l2+3'\/§4'l2'é:ﬁ4'lz+\@l?
e B e
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Observemos que

12 2 9T T T

S_\/g'l2+\/§'l2 4 \/§l2 (4)71-1

é a soma dos primeiros n elementos da progressao geométrica (P.G.) de termos inicial

V32

a; = 19 erazaoq:§7logo
S_\/g'ZQ.l—(4/9)n_3\/§.12 9n_4n_3\/§.l2 - Z_ln
12 1-4/9 20 g 20 5) )

e é claro que

]2 . 72
limSn:IimB\/Qg : (1—(é> ):3\/§l.

n—oo n—oo 0 9 20

Consequentemente, a area da regiao limitada pelo floco de neve de Koch é:

2 2 22
hmAn:\/ﬁ —|—limSn:\/§ +3\/§ _2V3

e

Assim, a curva do floco de neve de Koch tem a caracteristica de que, quando n — oo,
limita uma regiao de area finita, porém sua curva é de com comprimento infinito.

Auto similaridade e Dimensao Fractal do Floco de Neve de Koch

Também vemos, na figura 2.0, a caracteristica fractal de auto similaridade no floco
de neve de Koch.

As divisoes na construcao do floco de neve de Koch é a mesa da construcao da curva
de Koch, portanto, neste a dimensao fractal também é dada por:

In4
d=— ~1.26.
In3 ’

2.6 Estruturas de Sierpinski

Esta secao dedicada ao estudo de estruturas fractais que tém todas o mesmo pro-
cedimento de construcao, estas estruturas foram objeto de pesquisa do matematico
polonés Waclav Sierpinski (1882-1969).

2.6.1 Triangulo de Sierpinski

A primeira estrutura que vamos estudar, foi introduzida por Sierpinski em 1915, e é
conhecida como triAngulo de Sierpinski, para construi-lo consideramos um triangulo
equilatero, que indicaremos por 7Tj, e procedemos da seguinte maneira:
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12 Passo: Removemos do triangulo inicial Tj o tridngulo equilatero central T, definido
pelos pontos médios de Tj, obtendo assim a estrutura 77 constituida por trés

l
triangulos equilateros todos de lado —, mais precisamente esta estrutura é obtida

retirando de Tj o triangulo equilatero central T..

22 Passo: Em seguida, em cada um dos trés triAngulos de 77, obtidos no 12 Passo,
aplicamos o procedimento do 12 Passo obtendo uma estrutura constituida por
9 triangulos equilateros.

32 Passo: Em cada um dos 9 triangulos equilateros obtidos no 22 Passo, aplicamos o
procedimento do 12 Passo obtendo uma estrutura com 27 triangulos equilateros.

S e

Figura 2.7: Passos da construcao do triangulo de Sierpisnki
Fonte: Tese de mestrado de Raquel Nunes [20]

42 Passo: Repetindo o processo sucessivamente obtemos a estrutura conhecida como
triangulo de Sierpinski.

Na construcao do tridangulo de Sierpinski, em cada passo, sao ‘“retirados” triangulos
equilateros que cujas arestas tém uma relacao de proporcao com o comprimento [
da aresta do tridngulo original Ty, é claro que a area A do tridngulo Tpé dada por

72
A:\/gl

, assim temos:

‘ Informacoes do tridngulo de Sierpinski em cada passo ‘

Quant. | Compr. Compr. Area de Area

de lados | do lado da curva cada tridngulo total
12 Passo 3 é Solxg %:giz Z~A:34§~12
22 Passo 32 2% 3~l><(2>2 %7?.[2 i>2'A324\3/§~12
32 Passo 33 2% 3~lx(2>3 4%7?%2 i)S'Azg‘ll/g~12
n® Passo 3" 2% 3-1x (2)” 4%:42/?1%2 (i)n :?:17;71/13.12

Das informacoes da tabela acima concluimos que o comprimento da curva definida
pelo triangulo de Sierpinski é dado por

(;) =3[l X 00=o00.

lim 3-1 x

n—o0
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J& a area da regiao limitada pelo triangulo de Sierpinski é dada por

37/3 /2 <3>” ?

lim 2= x lim
n—00 4”"’1 4 n—00

Logo, o triangulo de Sierpinski quando n — co é uma curva de comprimento infinito,
que limita uma regiao do plano de area nula.

Auto similaridade e Dimensao Fractal do Triangulo de Sierpinski

Nas iteragoes dadas na figura[2.7] vemos a caracteristica fractal de auto similaridade
no triangulo de Sierpinski.

(¢

N —

Além disso, na construcao do triangulo de Sierpinski o fator de reducao é r =

em cada triangulo sao obtidas 3 novos triangulos, portanto N = 3,

Triangulo de Pascal e Triangulo de Sierpinski

Em 1654 o matemaético francés Blaise Pascal (1623-1662) Traité du triangle arith-
métique (Tratado do tridngulo aritmético) no qual apresenta o hoje conhecido triangulo
de Pascal ou triangulo aritmético, em que os elementos sao C? os coeficientes binomiais,

n!

com n e p nimeros naturais, com p < n e C? = IR
pt-(n—pl)

1 9 | 36| 84 [ 126 ] 126 | 84 | 36 | ¢ 1
1 10 45 120 | 210 252 | 210 120 45 10 1
1 11 | 55 | 165|330 | 462 462 330 165 55 11 | 1
1 | 12 | 66 220 495 792 924 | 792 | 495 | 220 | 66 | 12 1
1 13 78 | 286 | 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 | 13 | 1
1 | 14 | 91 364 1001 2002 3003 3432|3003/2002|1001| 364 91 14 1
1 15 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003 1365 455 105 | 15 @ 1
1 | 16 | 120 | 560 1820 4368 8008 11440 12870/11440 8008 | 43681820 560 120 16 1

Figura 2.8: Triangulo de Pascal

Fonte: https://busy.org/@j1337/1ion777-number-theory-primes-and-vault-8-connection-unsolvable

Os triangulos de Pascal e de Sierpinski tem semelhanga geométrica, porém além
disso, podemos verificar que sobrepondo estes dois tridngulos, ambos de mesmo ta-
manho, os nimeros impares, do triangulo de Pascal, ficam sempre sobre os triangulos
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preenchidos do triangulo de Sierpinski, enquanto os ntimeros pares ficam sobre os tri-
angulos retirados no processo de construcao.

Na figura abaixo podemos ver isso sobrepondo o triangulo de Pascal com oito linhas
no triangulo de Sierpinski obtido no 32 Passo:

Figura 2.9: Numeros do triangulo de Pascal no triangulo de Sierpinski
Fonte: fisic.org/universidade-de-coimbra-v2.html?page=14

2.6.2 Tapete de Sierpinski

Para construir o tapete de Sierpinski iniciamos com um quadrado @)y dividimos

seus lados em 3 partes iguais, obtendo 9 quadrados de lados de comprimento 3 re-

tirando o quadrado central, obtendo o 12 Passo do tapete. Em seguida repetimos
0 processo em nos oito quadrados restantes e assim sucessivamente, obtendo assim o
tapete de Sierpinski.

- “H
- & = - §F =

Figura 2.10: Passos da construcao do tapete de Sierpisnki
Fonte: Tese de mestrado de Augusto Corréa [T7]]
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‘ Informacoes do tapete de Sierpinski

Quantidade | Comprimento Area de Area

de arestas da aresta cada quadrado total
12 Passo 8 % <é>2=§2 8 X (;)2:S~l2
22 Passo 64 = 82 31—2 <3ZQ>2 = ;—i 82 x <312>2 = (2)2 12
32 Passo | 512=83 ;—3 <3l3>2 = ;TZ 83 x <313>2 = (2)3 12
n? Passo 8 3% (;)2 = 37{12 8" X <3ln)2 = (Z)n 12

Auto similaridade e Dimensao Fractal do Tapete de Sierpinski

Aqui também, nas iteragoes dadas na figura vemos a caracteristica fractal de
auto similaridade no tapete de Sierpinski.

Ja na construcao do tapete de Sierpinski o fator de reducao é r = 3 e em cada

quadrado sao obtidas 8 novos quadrados, portanto N = 8,

2.7 Esponja de Menger

Em 1926 o matematico austriaco Karl Menger (1902- 1985) apresentou uma estru-
tura fractal tridimensional, enquanto ele explorava o conceito de dimensao topolégica,
trata-se da esponja de Menger, cuja construgao é uma generalizacao das estruturas
de Sierpinski, para construi-la iniciamos com um cubo Cj de aresta a e procedemos da
seguinte maneira:

12 Passo: Dividimos cada aresta do cubo em trés segmentos de mesmo comprimento,
a
obtendo em cada face nove quadrados de aresta — e 27 cubos de mesmo volume,

finalmente retiramos o cubo de cada face e o cubo no centro do cubo inicial Cj,
obtendo uma estrutura com 20 cubos.

22 Passo: Em seguida, em cada um dos 20 cubos, obtidos no 12 Passo, aplicamos
o mesmo procedimento obtendo uma estrutura constituida por 20 x 20 = 20?2
cubos.

32 Passo: A esponja de Menger ¢ o limite deste processo depois de um ntmero infinito
de iteragoees.
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L

Figura 2.11: Passos da construcao da esponja de Menger
Fonte: Artigo A geometria da esponja de Menger [3]

2.7.1 Volume da Esponja de Menger

Para determinar o volume da esponja de Menger observemos que a cada iteracao

em cada cubo dividido obtemos 20 cubos de aresta — da aresta do cubo dividido. Além

disso, pela construcao da esponja de Menger a cada iteragao o volume da figura diminui,
denotando por a o comprimento da aresta do cubo inicial, V o volume do cubo inicial
e V; o volume da figura obtida na i-ésima iteracao temos:

Vo= d

3

a 20
Vi = 2 — ) ===.43
! OX<3) 27a

3 2
20
= 9 2 ﬁ _ =~ a3
. 3 n
" a (20 3
= (2) ()

Logo, (Vi)ien, a sequéncia dos volumes, é uma progressao geométrica (P.G.) de

termo inicial V) e razao ¢ = como g < 1, a sequéncia é decrescente o que ja

2_7 ’
esperado pela construgao.

Consequentemente, o volume da esponja de Menger é dado por

2 n
V= lim V, = lim(—o> a>=0-a°>=0.

n—00 n—oo \ 27

2.7.2 Area da Esponja de Menger

J& para o cédlculo da area na construcao, em cada face, retiramos um quadrado de
1 o
aresta — da aresta do cubo dividido, formando um buraco com faces quatros quadrados
(quadrados de face) de mesma area do quadrado retirado.

Observemos também que a area de cada face com o buraco somada com a area de
um dos quadrados de face obtido é a area da face do cubo que foi dividido, portanto
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Figura 2.12: Esponja de Menger na 1% e 22 iteracoes
Fonte: Artigo A geometria da esponja de Menger [3]

na primeira iteragao a area sera a area do cubo Cj adicionada com 6 x 3 a area de cada
quadrado de face; na segunda iteragao a area sera a area obtida na primeira adicionada
com 20 x 6 x 3 a area de cada quadrado de face desta iteracao, e assim sucessivamente.

Portanto, a area A; da superficie da esponja de Menger, na i-ésima iteracao é dada
por:

A() = 6'0,2
2
_ L T o2
A = Ag+ _6 X 3 ><<3> =6-a°+2-a
# faces  #quadrados de face
Ay = A+ 20 x 6 X 3 x [ = 2*6 21921 2 g2
2 — 1 ? == a a 3 a

#cubos incluidos  # faces  #quadrados de face

2
_ 2 a
A = A+ 20 x 6 X 3 ><(33>

#cubos incluidos # faces  #quadrados de face

20 20 2
= 6-a24+2.-a24+2a%2-=—1+9242- =
a® + a® + 2a 27—|—a (9)

20 20\"" =20\
_ 2 2 2 2 _ 2 2
An = 6-a +2(l +26L ——|——|—2a (3) = 6a +2(L ngzo(g) .

Da ultima igualdade segue que a area da superficie da Esponja de Menger, quando
n — oo, é dada por

220\
A= lim A, = lim (6@2 + 2a? Z(—) ) = 00,
n—o00 n—o00 o 9
= 20\" . . B 20 ) .
pois Z g ) ¢ uma série geométrica de razao q = 9 > 1, portanto é uma série
n=0
divergente e seu limite tende ao infinito.

Assim, concluimos que o fractal esponja de Menger é uma estrutura tridimensional
que tem volume nulo e area infinita.
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Na tabela abaixo resume toda a discussao acima, na qual indicamos por I o cubo
sem ter sofrido nenhum iteracao e Iy a i-ésima iteragao.

‘ Dados obtidos nas iteragoes da Esponja de Menger ‘

Iteragao | Comprimento | Quantidade Volume Area da
da aresta de cubos da figura superficie esponja
I a:?% 200 = 1 Vo = a? Ag = 6a2
3 2
I a_ e 20! = 20 Vi=20x (2 Ay =642 +200 x 3 x 6( =
3 31 ) 3 3
:2—2><a3
3 2
I a_a 202 =400 | Vp=20%x [ — Ay =602 +200 x 3 x 6 =
9 32 , 32 9
20
:(27) X a® +201><3><6><(;2)
3 2
a a 3 ons a L 0 a
I3 7 =133 20 V3 =20 ><(33) Az = 6a° + 20 ><3><6<3>
3 2
(20 3 1 a
_<27) X a +20 ><3><6><(32>
a\2
2
+20° x 3 X 6 X (33)
3 2
a a 1 Cond a L, 0 a
4 2
2
(2(7)) x a® +201><3><6><(;2)
a\2
2
+20° x 3 X 6 X (33)
a\2
3
+20° x 3 X 6 X (34)
I @ 20" Voo (2 = A—6a2+200><3><692
2 n
(22) < a® TR
a2
201 x 3 x6x (3")

Auto similaridade e Dimensao Fractal da Esponja de Menger

Observemos que na figura vemos a caracteristica fractal de auto similaridade
na esponja de Menger.

Como ja vimos anteriormente, em sua construcao o fator de reducao é r = 3 e em

cada cubo sao obtidas 20 novos cubos, portanto N = 20,

In 20
d= ——~273.
In3 ’



CAPITULO 3

OFICINAS

Neste capitulo apresentadas as oficinas: Degraus Fractais e Esponja de Men-
ger, que tém o objetivo de desenvolver direta e indiretamente algumas nogoes da Ge-
ometria Fractal, aqui todo o processo de construgao dos modelos é explicitado através
de figuras, todas produzidas pelo autor desta dissertacao.

Propomos que que o professor apresente alguns exemplos de fractais geométricos,
como os apresentados no capitulo [2|e introduza a nocao de fractal em aulas expositivas
dialogadas com a inclusao de recursos como projetor multimidia e impressoes, a fim
despertar o interesse, estimular a participacao dos alunos e guiar o desenvolvimento
progressivo dos conhecimentos que serao abordados nas oficinas.

Ressaltamos que as oficinas foram aplicadas em turmas do 62 e 7° anos do Ensino
Fundamental II da Escola Municipal Santa Rita em turmas do 9° ano do Ensino Fun-
damental IT e 2° e 3% anos do Ensino Médio do Colégio Estadual Pinto de Aguiar, com
uma média de 30 estudantes por turma.

3.1 Oficina 1 - Degraus Fractais

A primeira atividade é a construcao de degraus centrais, os degraus fractais, uma
atividade introdutoéria da geometria fractal, que pode ser aplicada tanto em aulas de
Matematica do ensino fundamental como do ensino médio.
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3.1.1 Preliminares
Sinopse:

Esta ¢ uma atividade em que, através de dobraduras, se constréi degraus que tém
uma estrutura fractal.

Objetivos:
e Introduzir e desenvolver o contetiddo abordado na construcao dos degraus fractais;

e Auxiliar o aluno na construcao intuitiva do conhecimento;

e Instigar a curiosidade e o envolvimento dos alunos durante as aulas.

Materiais necessarios: Lapis, borracha, régua, tesoura e folha de papel (tipo A4).

Duracgao 2 aulas de 50 minutos.
Equipes: A turma deve dividida em grupos de 4 alunos.

Contetidos: Geometria plana (medidas de lados, perimetro, area e volume), ntimeros
racionais, potenciagao, razao e proporg¢ao, progressao geométrica, séries numeéricas e
limite de funcao.

Séries a ser aplicada: 6° ao 9° ano do ensino fundamental e 1° ao 3° ano do ensino
médio.

3.1.2 Indicagoes para o Professor

Antes da Execugao:

O professor, inicialmente, distribui os materiais e elucida aos alunos como devem
ser feitas as dobras e os cortes, evidenciando a importancia da atencao deve haver em
cada procedimento.

Em seguida, deve informar aos alunos que os fractais sao modelos obtidos na in-
finitésima iteragao, e que em qualquer tipo de modelagem, o nimero de iteragoes é
bastante limitado.

Durante a Execucao:
A obtencao dos degraus fractais ocorre gradativamente, a cada novo degrau, é

importante guiar o processo de aprendizagem os alunos, elucidando os pontos que
desencadearao a compreensao do contetdo proposto.
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Apobs a Execugao:

Apo6s a obtencao dos degraus fractais, deve ser feita uma analise final da figura
obtida. E importante reforcar as caracteristicas dos fractais presente nos degraus,
principalmente a autossemelhanca observada a cada iteracao.

Posteriormente, é relevante salientar a possibilidade de novos tipos de degraus,
considerando diferentes cortes e razoes. Neste momento, é importante que o professor
disponha de modelos distintos ao que foi criado pelo aluno, desta forma cada novo
modelo criado pela equipe contribuird na compreensao e fundamentacao do contetido
matematico em estudo.

Por fim, faz-se a verificacao da aprendizagem através de atividades norteadoras,
aqui sugerimos algumas atividades de fixagao a serem realizadas pelos alunos.

3.1.3 Realizacao da Oficina

Por ser uma atividade que possibilidade a abordagem de contetidos matematicos
como geometria plana (medidas dos lados, perimetro, area e volume), ntimeros racio-
nais, potenciagao, razao e proporcao, progressao geométrica, séries e até limite, fica a
critério do professor o momento que ele decidira aplicar a oficina. O professor inicia
a oficina relembrando aos alunos que os fractais sao os modelos obtidos na infinité-
sima iteracao, e que em qualquer tipo de modelagem, o nimero de iteragoes é bastante
limitado. Apos isso, inicia-se a construc¢ao do cartao Degraus centrais.

12 Passo: Distribui-se uma folha de oficio tamanho A4 para cada estudante;

22 Passo: Em seguida, pede-se que dobre a folha ao meio horizontalmente (no seu
lado mais comprido), como mostra a figura a seguir. Pedir que a dobra seja bem
vincada;

Figura 3.1: Folha apos ser realizada a 1# dobra
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32 Passo: Nesta etapa, dividimos a base do retAngulo em 4 partes iguais, como mostra
a figura;

Figura 3.2: Folha apos ser realizada a 2* dobra

42 Passo: Dentre as 3 marcas de divisoes, corta-se na primeira e na terceira marca
até a metade da folha (a medida pode ser marcada dobrando a folha ao meio
horizontalmente ou com auxilio de uma régua), como na figura,

Figura 3.3: Folha apos ser realizada a 3% dobra

52 Passo: Agora, dobra-se o retangulo formado apds o corte para dentro da folha,
conforme a figura;

Figura 3.4: Folha apos ser realizada a 4* dobra
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62 Passo: Abre-se agora a folha dobrada, percebendo o primeiro degrau

Figura 3.5: Folha apos ser realizada a 5* dobra

72 Passo: Para se construir mais degraus, basta repetir o mesmo procedimento nos
retangulos a partir da terceira etapa.

Figura 3.6: Folha apos ser realizada a 62 dobra e o degrau fractal

Observagoes 3.1. 1. As divisoes realizadas no 32 Passo: podem ser em razoes
diferentes. Ao se dividir, nesta etapa, a base do retdngulo em 3 partes iguais e
recortando o terco central, pode-se relacionar a criacao do primeiro degrau com
o conjunto de Cantor.

2. A cada novo corte e dobra, obtemos paralelepipedos menores semelhantes aos
anteriores, a razao de redugao de cada novo paralelepipedo pode ser encontrada
pelos alunos por comparagao da medida dos lados, perimetros, dreas ou volumes.

3. Também é possivel utilizar folhas de papel coloridas ao fundo dos degraus, como
na figura[3 a sequir:



b4 3.1. OFICINA 1 - DEGRAUS FRACTAIS

Figura 3.7: Degrau fractal com fundo colorido

3.1.4 Atividades a partir da Oficina Degraus Fractais

Questao 1 Durante a construgao dos Degraus Fractais, percebemos que a cada nova
dobra e corte (iteragao), surgem novos degraus. Complete a tabela abaixo,
indicando a quantidade de degraus novos a cada etapa.

| EBtapa | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 |

Quantidade de degraus

Sugestao: Durante a construcao, oriente os alunos para que percebam a relacao
entre a quantidade de degraus e as poténcias de 2.

Questao 2 Observe que a quantidade de novos degraus aumenta progressivamente e
de maneira ordenada. Explique como ocorre. Em seguida, responda: trata-se de
uma progressao aritmética (P.A.) ou progressao geométrica (P.G.)?

Sugestao: Ter previamente apresentado aos alunos os conceitos de P.A. e P.G.

Questao 3 Calcule qual seré a quantidade de degraus:
(a) 8* etapa (b) 10? etapa (c) 12? etapa (d) 15* etapa

Sugestao: Apods a obtencao dos resultados, recalcula-los utilizando a formula do
termo geral da P.G.

Questao 4 Qual o total de degraus obtidos até a 5 etapa da oficina? Caso continu-
emos a construcao até a 10? etapa, qual serd o total de degraus?

Sugestao: Indicar para os alunos a utilizacgao da formula da P.G. finita:
¢t —1
q—1

Snzal

Questao 5 Ao considerarmos apenas o comprimento da maior aresta de cada degrau,
que razao obtemos entre as arestas dos degraus da 12 etapa e 22 etapa? E entre
os degraus da 2% etapa e 3% etapa?

Sugestao: Verificar se o resultado se mantera para as etapas seguintes.
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3.1.5 Consideragoes sobre a aplicagao da Oficina

Durante a aplicacao desta oficina em uma turma de 6° ano do Ensino Fundamental
I1, foi notoéria a empolgagao e participacao dos alunos. Ao trabalharmos com razao e
propor¢ao, os alunos puderam perceber as relagoes de proporcionalidade sendo obtidas
apos cada dobra e cada corte. A sinergia entre a construcao e compreensao coletiva
resultaram numa aprendizagem sélida e significativa.

Quando a oficina é utilizada como aula introdutoéria do contetido, é possivel perceber
uma melhora bastante significativa no desempenho e na participagao dos alunos. Seu
rendimento cresce, sua autoestima é enriquecida e sua aprendizagem se da de forma
leve e segura.

A generalizagao do contetdo deve ocorrer somente apds esse primeiro contato. A
partir do conhecimento prévio dos alunos, aliado ao conhecimento construido por eles
e para eles durante a execucao dos passos da oficina, temos uma base cognitiva segura
que possibilita o desenvolvimento da aprendizagem.

3.2 Oficina 2 Esponja de Menger através de Origami

A segunda atividade é a construcao da esponja de Menger através de origami,
uma atividade que possui diversos niveis de dificuldade, de acordo com as iteragoes,
que pode ser aplicada tanto em aulas de Matematica do ensino fundamental como do
ensino médio.

3.2.1 Preliminares
Sinopse:

Esta é uma atividade em que, utilizando a técnica de origami, se constroi cubos e
a partir destes a estrutura fractal da esponja de Menger.

Objetivos:

e Introduzir e desenvolver o contetido abordado na construcao da esponja de Men-
ger;

e Auxiliar o aluno na construgao intuitiva do conhecimento;

e Instigar a curiosidade e o envolvimento dos alunos durante as aulas.

Materiais necessarios: Folha de papel coloridas (tipo A4), cada uma com a impressao
de um quadrado de lado 15 e¢m, projetor multimidia.

Duracgao 4 aulas de 50 minutos.
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Equipes: A turma deve dividida em grupos de 4 alunos.

Contetidos: Geometria plana (medidas de lados, perimetro, area e volume), ntimeros
racionais, potenciacao, razao e proporcao, progressao geométrica, séries numéricas e
limite de funcao.

Séries a ser aplicada: 6° ao 9° ano do ensino fundamental e 1° ao 3° ano do ensino
médio.

3.2.2 Indicacoes para o Professor

Antes da Execucao:

O professor, inicialmente, distribui os materiais e elucida aos alunos como devem
ser feitas as dobras, evidenciando a importancia da atencao que deve haver em cada
procedimento.

Em seguida, deve informar aos alunos que os fractais sao modelos obtidos na in-
finitésima iteragao, e que em qualquer tipo de modelagem, o nimero de iteragoes é
bastante limitado.

A exposicao do modelo, previamente construido pelo professor ou exposto virtual-
mente, deve ser feita a fim de que os alunos consigam visualizar o formado do modelo
que estarao construindo em breve.

Durante a Execucao:

Para garantir que a construcao do modelo ocorra de forma correta e sem folgas
entre as pecas, é extremamente importante observar a qualidade das pecas produzidas
pelos alunos. Neste momento, o uso do projetor multimidia é importante para auxiliar
o professor e os alunos em relacao as etapas da oficina.

Apos terem sido confeccionadas todas as pegas necessérias para a montagem do mo-
delo, é necessario que o professor oriente os alunos, em cada grupo, quanto a montagem.
E recomendado que o professor ji tenha feito a montagem do modelo previamente &
oficina, para que o mesmo perceba as dificuldades e os melhores caminhos durante a
montagem.

Apobs a Execucgao:

Apobs a montagem da Esponja de Menger, deve ser feita uma analise as etapas de
iteragao, com o modelo fisico, os alunos devem ser orientados para que, através da
analise e do manuseio do modelo, percebam as mudangas ocorridas a cada iteracao.
Desta forma a aprendizagem ocorrera de forma espontanea, coletiva e verdadeira.

Por fim, faz-se a verificacao da aprendizagem através de atividades norteadoras,
aqui sugerimos algumas atividades de fixagao a serem realizadas pelos alunos.
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3.2.3 Realizagao da Oficina

Iniciamos a oficina distribuindo folhas de papel (tipo A4), cada uma coma impressao
de um quadrado de lado 15 ¢m, para que os alunos cortem os quadrados ou distribui-se
ja os quadrados cortados, conforme a figura abaixo.

Figura 3.8: Folha de papel com quadrado tracado

A seguir as etapas para a construcao da esponja de Menger com Origami:

12 Passo: Dobramos o quadrado na diagonal, fincamos bem na dobra e, em seguida,
o desdobramos:

Figura 3.9: Dobradura do quadrado pela diagonal

22 Passo: Dobramos o quadrado ao meio verticalmente, fincamos bem a dobra e abri-
mos novamente.

Figura 3.10: Quadrado apos ser realizada a 2* dobra
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32 Passo: Com a folha dividida em duas metades, dobramos cada uma na metade,
fincamos a dobra e abrimos novamente, conforme figuras abaixo:

Figura 3.11: Quadrado apos ser realizada a 3% e 4% dobras

42 Passo: Em seguida, na mesma diregao da diagonal, dobramos os vértices opostos
até a dobra que acabamos de construir, conforme demonstrado na figura a seguir:

Figura 3.12: Dobraduras na diagonal do quadrado

52 Passo: Dobramos agora os triAngulos formados na bissetriz de um de seus angulos,
sobrepondo a diagonal a um dos catetos, conforme se observa na figura a seguir:

Figura 3.13: Dobradura na bissetriz de um dos angulos
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62 Passo: Dobramos o quadrado para a posicao do 32 Passo como na figura abaixo:

Figura 3.14: Dobradura para a posicao do 32 Passo

72 Passo: Em seguida, com cada uma das partes que nao foram dobradas, formamos
dois triangulos, como vemos a seguir:

Figura 3.15: Dobradura formando dois triangulos

82 Passo: Colocamos os tridngulos formados nas aberturas existentes em cada aba
oposta, formando assim um paralelogramo.

Figura 3.16: Triangulos formando um paralelogramo
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92 Passo: Por fim, viramos para cima a face do paralelogramo que nao possui abertura
e dobramos de modo a formar um quadrado.

Figura 3.17: Formando um quadrado

102 Passo: E assim, formamos a peca que utilizaremos para construir nossos modelos.

Figura 3.18: Pegas para construcao do modelo - parte 1

Figura 3.19: Pecas para construg¢ao do modelo - parte 2
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Figura 3.20: Pecas para construc¢ao do modelo - parte 3

3.2.4 Atividades a partir da Oficina Esponja de Menger.

Questao 1 Quais figuras geométricas podemos obter durante a construgao da peca
inicial?
Sugestao: Durante a construcao de uma das pecas, perguntar aos alunos sobre
a figura geométrica obtida em cada etapa?

Questao 2 Na primeira iteragao, como foi observado durante a oficina, os cubos me-
nores centrais de cada face e o cubo menor do centro sao retirados. Supondo que
a aresta do cubo inicial vale 1 m, qual o volume antes da 1? iteracao? E apos?

Questao 3 Complete a tabela abaixo. Considere que a aresta do cubo inicial vale

1m.
Iteracdo | Comprimento | Quantidade | Area Volume
da aresta de cubos | da face | da estrutura
0 | | | |
o | | | |
2 | | | | |

Sugestao: Utilize o modelo construido para que os alunos verifiquem os dados
da 1? iteracdo. Para obter os dados da 2% iteracao, faca uma andlise coletiva
utilizando o projetor multimidia.

Questao 4 O que deve ocorrer com o volume e com a area da superficie da Esponja
de Menger na sua infinitésima iteracao? Explique.
Sugestao: Permita que a discussao se inicie nos grupos menores (com 4 alunos
cada), e em seguida abra a discussao para toda a sala.

Questao 5 Demonstre os resultados obtidos na questao 4 utilizando os conceitos de
limite.

Sugestao: Introduza inicialmente aos alunos os conceitos de limites que tendem
a zero e ao infinito.
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3.2.5 Consideragoes sobre a aplicagao da Oficina

A oficina esponja de Menger com origami foi aplicada em turmas do 2° ano e 3°
ano do ensino médio. Apoés a explanagao inicial sobre a esponja de Menger e suas
propriedades, os alunos de ambas as turmas nao apresentaram nenhuma dificuldade na
compreensao.

Nao muito familiarizados com o origami, a arte tradicional japonesa de dobrar
papel, os alunos s6 produziram pecas que poderiam ser usadas na montagem da esponja
apos algumas tentativas. Superada esta dificuldade, a produgao das pecas para a
montagem seguiu com tranquilidade.

Devido ao material ter sido folha de papel tipo A4, a maleabilidade do papel nao
contribuiu na solidez do modelo. Contudo, a substituicao deste papel por matérias
como papel cartao ou papel seda mostrou uma grande melhora no processo da monta-
gem.

A possibilidade da manipulagdo de um modelo abstrato traz contribuicoes para o
processo de ensino aprendizagem. Diferentemente de uma aula expositiva, na qual
a compreensao demanda um nivel de abstracao nem sempre alcangado pelos alunos,
ter a possibilidade de manipular o objeto auxilia no entendimento dos conceitos. O
contato direto com a ideia e com o processo de descoberta do contetido corrobora
diretamente com a proposicao de conjecturas matematicas, seguida de discussoes que
visam contribuir com a consolidacao do conhecimento desenvolvido coletivamente.

Observagao 3.2. Mesmo ndo sendo o nosso publico-alvo, esta oficina também foi
aplicada com alunos do curso de Licenciatura em Matemdtica da Universidade Federal
da Bahia. Os conceitos da Geometria Fractal ainda eram desconhecidos para a grande
mazoria dos alunos, inclusive para aqueles que se encontram nos ultimos semestres do
curso. Apesar de terem reconhecido os fractais cldssicos como o conjunto de Cantor e o
tridngulo de Sierpinski, nao tinham conhecimento de que se inseriam nesta geometria,
tampouco de suas propriedades.

Fotos da aplicacao da oficina da esponja de Menger com origami

Na oficina desenvolvemos dois modelos da esponja de Menger, o primeiro, referente
a iteragao de nivel zero da esponja de Menger, é um cubo formado por 6 pegas, conforme
foi mostrado no 102 Passo da construcao.

J& para desenvolvermos o segundo modelo, utilizamos 72 pecas, confeccionadas em
folhas de papel (tipo A4) coloridas, a construgao pode ser visualizada nas fotos a seguir.
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Figura 3.21: Montagem do cubo

Figura 3.22: Dobradura das pecas restantes ap6s a montagem do cubo
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Figura 3.23: Folhas dobradas pelos alunos

Figura 3.24: Inicio da montagem da 12 iteracao da esponja de Menger
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Figura 3.25: A precisao das dobras iniciais garante um melhor encaixe das pegas

Figura 3.26: A cada momento ¢ verificada a precisao dos encaixes
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Figura 3.27: Inicialmente as esponjas de Menger foram montados em trios

Figura 3.28: Primeira esponja de Menger a ser finalizada
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Figura 3.29: Esponja de Menger vista de cima

Figura 3.30: Outra perspectiva da esponja de Menger



CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo introduzir, através de oficinas, uma perspectiva
no ensino-aprendizagem de Geometria, bem como um modo de tornar o estudo e a
construcao dos contetidos matematicos, especificamente de Geometria, mais atraentes,
concretos e vultosos.

Historicamente a Geometria, enquanto drea de conhecimento da Matemaética, tem
sido colocada em segundo plano, muitas vezes com professores que tem pouco conheci-
mento da area e, consequentemente, alunos com dificuldades em explorar questoes que
envolvam conceitos geométricos, pois em geral estes estao limitados a construir figu-
ras geométricas e a aprender sobre elas utilizando apenas lapis, papel e instrumentos
de desenho. Assim, a vivéncia de Geometria fica limitada e pouco relevante para os
alunos.

Desde o final dos anos 80 a questao do ensino de Geometria vem sendo objeto de
estudo de pesquisadores da Educacao Matematica, sendo a dissertacao O abandono
do ensino de Geometria: uma visao historica (|24]), de Regina Maria Pavanello, o
trabalho precursor nesta discussao e essencial para entender as nuances desta situacao.

A mudancga neste cenario requer agoes e discussoes que fogem ao escopo deste
trabalho, no entanto opinamos que a utilizacao da Geometria Fractal no ensino de Ge-
ometria é uma das ferramentas possiveis para contribuir com a mudanca desse cenéario.
Nao somente através de oficinas, projetos e trabalhos pontuais, mas também é possivel
repensar metodologias antigas e ineficazes, de modo a transformé-las e inseri-las na
contemporaneidade e na realidade dos alunos.

Especificamente no nosso caso, durante as oficinas, constatamos que o sucesso na
compreensao, construcao e analise dos modelos fractais permitiu que surgisse nos alu-
nos, de forma gradativa, a confianca em seus proprios conhecimentos matematicos.
Opinamos que quando os alunos percebem a possibilidade de aprender os contetidos
através de tentativas e erros, e aliam essa possibilidade com a ludicidade proporcionada
pela atividade, eles tém a sua autoconfianca e autoestima incitadas. Fazer com que
o aluno se sinta capaz de aprender e estimular sua autoestima ¢é pré-requisito para o
sucesso do processo de ensino-aprendizagem.

68
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Aplicativos computacionais matematicos, a exemplo do Geogebra e do Cabri, sao
ferramentas auxiliares que fortalecem e ressignificam esta proposta didatica, pois nos
permite visualizar os aspectos dos fractais de autossimilaridade e iteracoes infinitas
durante a construgao de cada modelo. Ja os aplicativos computacionais especificos da
Geometria Fractal, tais como o Fractal Ezxplorer, o Ultrafractal e o Tiera-zon. Estes
aplicativos ferramentas excelentes na criacao e animacao de fractais diversos.

As miiltiplas possibilidades de se contextualizar a Geometria Fractal por meio de
diversos contetidos matematicos, seja dentro ou fora dos limites da sala de aula, nos
permite vislumbrar a elaboragao de outras atividades dirigidas pelo aluno utilizando
esta geometria. Neste sentindo, em um préximo momento, pretendemos dar conti-
nuidade a este trabalho, incluindo inclusive atividades para os cursos de Matematica
(licenciatura e bacharelado).
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