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Resumo

Neste trabalho, abordaremos a definicao de polinomio utilizando o conceito de sequén-
cia, a qual permite remover a ambiguidade do simbolo x, e estudaremos a estrutura
algébrica dos anéis de polindomios, o conceito e os critérios de irredutibilidade polino-
mial e fatoracao de um polindmio em produto de polinomios irredutiveis, tendo como
objetivo fornecer aos professores de Matematica que atuam no Ensino Médio, um apro-
fundamento no estudo da algebra abstrata. Obtendo, algumas sugestoes de aplicagoes

em sala de aula, por exemplo, o estudo da racionalidade de um determinado ntimero.

Palavras-chave

Algebra, Anéis de polinémios, Irredutibilidade polinomial.



Abstract

In this work, we will approach the definition of polynomial using the concept of se-
quence, which allows you to remove the ambiguity from the symbol z, and we will study
the algebraic structure of the polynomial rings, the concept and criteria of polynomial
irreducibility and factoring of a polynomial in the product of irreducible polynomi-
als, aiming to provide mathematics teachers who work in high school, a deepening
in the study of abstract algebra. Obtaining, some suggestions of applications in the

classroom, for example, the study of the rationality of a given number.

Keywords
Algebra, Polynomial rings, Irreducibility polynomial.
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Introducao

Com os trabalhos de Diofanto surge na grécia antiga um modo de pensar matematica
bem préximo do que chamamos de algebra, uma de suas principais contribuicoes ¢ ter
introduzido uma forma de representar o valor desconhecido de um problema, o qual
designou como arithme, de onde deu origem ao nome aritmética. A sua principal obra
é Arithmetica, que era composta originalmente por treze livros, dos quais somente os
seis primeiros se preservaram, esta obra contém uma colecao de problemas que faziam
parte da tradicao matemética da época.

Apos a queda da escola de Alexandria em 641, que era por muito tempo o centro
matematico do mundo, foram os indianos e os arabes que mantiveram o desenvolvi-
mento da matematica. Durante o califado de Al-Mamum é estabelecido em Bagda uma
“Casa de Sabedoria” que é comparado ao antigo Museu de Alexandria, entre os ma-
tematicos da época destaca o matematico Mohammed ibu-Musa al-Khowarizmi, sendo
sua obra mais importante o livro Al-jabr wa’l mugabalah sobre equacoes. Com esse
livro mais tarde a Europa apreendeu o ramo da matematica chamado “Algebra”. A pa-
lavra Al-jabr significa “restauracao” ou “completacao” e a palavra muqabalah refere-se
a “reducao” ou “equilibrio”. Mesmo que essa obra nao pode ser tida como revolucioné-
ria, € muito importante para a matemética, pois foi a primeira a apresentar de forma
sistematica a resolucao das equacgoes quadraticas.

Houve varios colaboradores durante o passar dos anos para o desenvolvimento da
algebra, seja pela resolugao de problemas ou mesmo por desafios intelectuais lancados.

Por exemplo, temos a resolucao das equacoes ctibicas.

No inicio do século XVI, Scipione Del Ferro obteve uma férmula usando
radicais para a solucao de um certo tipo de equacao, o que constituiu uma
novidade em relacao aos trabalhos arabes. Mas esta formula foi mantida
secreta, como era costume na época. Alguns anos mais tarde, por volta de
1535, outro matematico italiano Niccolo Fontana, conhecido pela alcunha de



Tartaglia, resolveu diversas equagoes ctibicas, em particular as do tipo que
escrevemos hoje como z? 4+ maxz? = n, considerada com coeficientes exclusi-
vamente numéricos. Um terceiro matemético italiano, Girolamo Cardano,
que parece ter obtido a férmula de Tartaglia, com a promessa de manter
segredo, publicou esta formula por volta de 1545. Ainda que os coeficien-
tes da equacdo devessem ser nimeros positivos, Cardano chega a admitir
solucoes negativas para as equagoes, denominadas ‘“raizes menos puras” ou
“nimeros ficticios”.([11], p.162-163).

Algum tempo depois o matematico francés Francois Viéte, introduziu uma repre-
sentacao padrao para os coeficientes de uma equagao, que consiste na representacao
das incognitas pelas vogais e os coeficientes pelas consoantes do alfabeto, ou seja, ele
inseriu o uso de letras nas manipulagoes algébricas, com isso chega a uma concepcgao
proxima da &lgebra que conhecemos hoje.

Durante o desenvolvimento da algebra e da matematica em si, houve varias contri-
bui¢oes de diversos intelectuais, como os trabalhos de Descartes, Leibniz, Newton, etc.
Por exemplo, temos o trabalho do mateméatico René Descartes (1596 - 1650), o qual
foi responsavel pela aceitacao da raiz quadrada de nimero negativo como resultado de
uma equacao algébrica, bem como o Teorema Fundamental da Algebra, que foi enunci-
ado por Jean Le Rond d’Alembert (1717 - 1783), e demonstrado efetivamente por Carl
Friedrich Gauss (1777 - 1855) em sua tese de doutorado.

Houve os outros mateméaticos como Niels Abel e Evariste Galois, que desenvolve-
ram importantes teorias relacionadas a algebra, sendo que Evariste Galois mesmo que
tenha morrido novo, antes de completar vinte um anos, ¢ considerado um génio que
desenvolveu um trabalho que o qualifica como principal precursor da algebra abstrata.

O conceito de polindmio se encontra no ambito da algebra, foi Stevin (1548 - 1620)
que deu os primeiros passos para a introducao desse conceito, através de seu livro L’
Arithmetique, que foi publicado em 1585, no qual introduz uma notacao exponencial
semelhante para denotar as varias poténcias de uma variavel. Ele utilizou os simbolos
O, @, @, etc., para representar as poténcias de x, ou seja, para escrever o polinémio

323 + 222 + 5z + 4, usando sua notacio terfamos:

3@ +20 +50 + 40

Stevin denomina estas expressoes de multin6mios e mostra como operar com eles.
Além disso, ele observa que as operacoes com multinémios tem muitas propriedades

em comum com as operagoes entre numeros aritméticos. O interessante é que vemos



que ele trata seus multindmios como novos objetos matematicos e estuda as operagoes
entre eles.

O estudo dos polinémios inicia-se no Ensino Médio, apresentaremos na Figura 1 a
defini¢ao de polinomio que é ensinada no Ensino Médio, a qual foi obtida em [13] p.
358.

Dados os niimeros complexos a,, a, _ 4, ..., a,, 4, € a,, chamamos de fungdo polinomial ou poli-
némio na variavel x a fungio f: C — C tal que:

X =ax"+ta, x" '+ . Fax’tax+ta, OEN)
amya,. XY ., axX aXea,;sio0s lermose a, A, _;, ..., a,, a, € a, 520 o0s coeficientes do
polinémio.

Figura 1: Definicao de polinomio no Ensino Médio

Fonte: [13] p. 358, 2003.

Observamos primeiramente, que a definicao da Figura 1 usa o conceito de funcao
para definir polinomio, mas existe uma diferenca entre esses conceitos, pois, polinémio
é uma expressao algébrica e a funcao é uma relacao f : X — Y que, a cada elemento
x € X, associa um e somente um elemento y € Y. Essa definicao que usa o simbolo x
traz uma certa dificuldade para os alunos do Ensino Médio pelo sua ambiguidade, pois,
as vezes x representa um nimero especifico, como por exemplo na equacao 6x — 3 =
27. Outras vezes x pode assumir qualquer valor do dominio de uma funcao, e em
outros casos é apenas um simbolo que é manipulado algebricamente, por exemplo
(x +2)(x +5) = 22 + Tz + 10,

Um dos objetivos desse trabalho é apresentar uma definicao rigorosa de polindémio
que remove a ambiguidade do simbolo z, a qual utiliza um conceito simples que é o da
sequéncia, assim possibilitando o seu estudo no Ensino Médio. Portanto, permitindo
compreender melhor os polinémios e suas propriedades. Outro objetivo é proporcionar
ao professor do Ensino Médio um aprofundamento no estudo da algebra abstrata,
possibilitando obter ferramentas para o planejamento de suas atividades buscando
diminuir o distanciamento do Ensino Médio do Ensino Superior. Pois, é verifica uma

falta de conexao de conceitos algébricos entre esses niveis do Ensino.

Deveria ter-se uma conexao entre contetido especifico e conteidos peda-
gogicos. Assim os contetados algébricos, que de uma forma ou de outra o
professor se depara no seu trabalho na Educacao Basica, sdo vistos de forma

isolada e aparecem em muitas das disciplinas no curso de Matematica. E



justamente nestes topicos algébricos que se verifica um distanciamento maior

entre a formagdo especifica e a formagao pedagogica. ([1], p. 5).

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), o ensino da ma-
tematica no Ensino Médio pode ser sistematizado nos trés seguintes eixos ou temas

estruturadores, desenvolvidos de forma concomitante nas trés séries do ensino médio:

1. Algebra: ntimeros e funcdes;
2. Geometria e medidas;

3. Anadlise de dados.

Como o ensino de polinémios esta no eixo da algebra, faremos uma breve anélise do
que diz os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio da Matematica sobre

o eixo da algebra.

O primeiro tema ou eixo estruturador, Algebra, na vivéncia cotidiana se
apresenta com enorme importancia enquanto linguagem, como na varie-
dade de graficos presentes diariamente nos noticiarios e jornais, e também
enquanto instrumento de calculos de natureza financeira e pratica, em geral.
[...] o estudo das fungbes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica
como a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relacao entre
grandezas e modelar situacoes-problema, construindo modelos descritivos
de fendmenos e permitindo varias conexoes dentro e fora da prépria ma-
tematica. Assim, a énfase do estudo das diferentes funcoes deve estar no
conceito de fungao e em suas propriedades em relacao as operacoes, na
interpretacdo de seus gréficos e nas aplicagoes dessas fungbes. [...] com
relagao & algebra, ha ainda o estudo de equagoes polinomiais e de sistemas
lineares. Esses dois contetdos devem receber um tratamento que enfatize
sua importancia cultural, isto é, estender os conhecimentos que os alunos
possuem sobre a resolugao de equagoes de primeiro e segundo graus e sobre
a resolucao de sistemas de duas equagoes e duas incognitas para sistemas
lineares 3 por 3, aplicando esse estudo & resolucao de problemas simples de
outras areas do conhecimento. Uma abordagem mais qualitativa e profunda
deve ser feita dentro da parte flexivel do curriculo, como opcao especifica
de cada escola ([4], p. 120-122).

Observa-se que, conforme os parametros curriculares nacionais o tema algebra tem
uma enorme importancia para a vivéncia cotidiana, e apesar dessa importancia os
autores dos PCNs, considera que nao é importante que estude de forma qualitativa

e profunda sobre os polindmios, equacoes polinomiais e funcao polinomial, pois esse



conteudo estd dentro da parte flexivel do curriculo. Mas sao contetdos importantes
para a aprendizagem e desenvolvimento de outros contéudos do Ensino Superior.

Os resultados obtidos nesse trabalho resultaram em sugestoes de aplicacoes em sala
de aula do Ensino Médio muito interessantes, as quais possam despertar o interesse
dos alunos pela algebra, nao foram aplicadas efetivamente, por falta de oportunidade,
por nao atuar como professor.

Mais especificamente, este trabalho esta organizado como se segue:

No Capitulo 1 caracterizamos as estruturas algébricas denominadas de anel e de
corpo, e ainda traremos algumas propriedades dessas estruturas.

No Capitulo 2 exploramos o conceito de polindmio utilizando uma abordagem di-
ferente da definicao da Figura 1 e estudaremos a estrutura algébrica dos anéis de
polinémios. Trataremos do conceito de grau de um polindémio, do algoritmo da divisao
de polinémios e da divisibilidade de polinémios. Dentro da divisibilidade de polinomios
estudaremos os conceitos de maximo divisor comum e minimo multiplo comum de dois
polinémios.

No Capitulo 3 estudaremos o conceito de irredutibilidade de um polinémio em um
anel de polindmios com coeficientes em um corpo. Definiremos o conceito da raiz de
um polindmio e estudaremos a relacao entre os conceitos de raiz e irredutibilidade
de um poliné6mio. Mostraremos que existe uma fatoracao tnica dos polindmios em
polinomios irredutiveis. Além disso, estudaremos os diferentes critérios que podem ser
utilizados para determinar se um dado polinémio com coeficientes em Q, R e C é ou
nao irredutivel em relagao aos anéis de polinomios Q[X], R[X] e R[X].

No Capitulo 4 abordaremos algumas sugestoes de aplicacoes dos resultados obtidos
neste trabalho na sala de aula do Ensino Médio.

Nas Consideracoes finais faremos um reflexao sobre o que foi abordado e desenvol-

vido neste trabalho.



Capitulo 1

Anéis e Corpos

Neste capitulo, estudaremos duas estruturas algébricas fundamentais, anéis e corpos,
que serao de suma importancia para o desenvolvimento deste trabalho.
Contudo, restringimos o nosso estudo, somente aos conceitos e propriedades dessas

estruturas que serao necessirias para o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Definicoes e propriedades de Anéis

Mencionaremos aqui, as principais definicoes e propriedades de Anéis, necessarias
ao desenvolvimento deste trabalho. Nesta se¢ao teremos como referéncias as obras [10],
191, 2] e [6].

Definigao 1.1.1. Um Anel (A, +,-) é um conjunto nao vazio A, contendo duas opera-
¢oes bindrias ( geralmente denotadas por adi¢ao (+) e multiplicacao (-) ) que satisfazem

as sequintes propriedades:

A; (Fechamento da adigao) Sea € Aeb € A, entdoa + b € A.

A, (Associatividade da adicao) Para todosa,b, c € A, temos (a+b)+c = a+(b+c).
A3 (Comutatividade da adigao) Para todos a,b € A, temos a+b= b+ a.

A, (Existéncia do elemento neutro da adigao) FEriste um elemento 04 € A, tal

que a + 04 =a =04+ a, para todo a € A.



As (Existéncia do elemento simétrico da adigao) Para todo a € A, a equagao

a+x =0y tem uma solu¢io em A (denotada por —a).
M, (Fechamento da multiplicagdo) Sea € Aeb € A, entioa - b € A,

M, (Associatividade da multiplicagao) Para todos a,b,c € A, temos (a-b)-c =
a-(b-c).

AM (Distributividade) Para todos a,b,c € A, temos a-(b+c¢) =a-b+a-c e
(a+b)-c=a-c+b-c.

Exemplo 1.1.2. O conjunto dos numeros inteiros Z com as operacoes de adicdo e
multiplicacao usual é um exemplo de anel, mas o conjunto dos nimeros naturais N com

as operacoes de adicao e multiplicacao usual nao € um anel, pois nao tem a propriedade

As.

Um anel tem as propriedades minimas para que uma estrutura algébrica se assemelhe
ao conjunto dos inteiros Z, mas Z tem algumas propriedades especiais, assim temos

estruturas algébricas que possuem propriedades especiais.
Definicao 1.1.3. Anel comutativo é o anel (A, +,-) que possui a sequinte propriedade:
M; (Comutatividade da multiplicagao) Para todos a,b € A, temosa-b=10-a.

Definicao 1.1.4. Anel com identidade é o anel (A, +,-) que contém um elemento 14

que possui a sequinte propriedade:

M, (Existéncia do elemento neutro da multiplicagdo) FEziste um elemento 1,4

€A tal quea-14=a=14"a, para todo a € A.

Exemplo 1.1.5. Os anéis (Z,+,), (Q,+,-) e (R, +, "), onde + e - representam as ope-
racoes usuais da adicao e multiplicacao de 7,Q e R, sdo comutativos com identidade,

tendo 1 como elemento neutro da multiplicacao.

Defini¢ao 1.1.6. Um elemento a em um anel (A, +,-) com identidade, é chamado de

unidade se existe u € (A, +,) tal que a-u =14 =u-a.

Exemplo 1.1.7. (Anel das classes residuais mddulo m) Seja m > 1 um nimero inteiro,

a relagao de congruéncia mddulo m, € definida da sequinte maneira: dados a,b € Z
a =b mod m se, e somente se, a — b é multiplo de m.
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Sejam a e m inteiros com m > 1, € definida a classe de congruéncia de a modulo
m, que serd denotada por [a], como o conjunto de todos os nimeros inteiros que s$ao

congruentes a modulo m, tal que:
[a]={b| b€ Z eb=amodm }.
O conjunto de todas as classes residuais modulo m serd denotado por Z,,. Portanto,

{10], [1]; -~ [m = 1]},

No conjunto de Z,, sao definidas as sequintes operagoes:

adi¢ao [a] ® [b] = [a + b]
Multiplicacao [a] © [b] = [a - D]

Sendo que + e - denota respectivamente a adicao e multiplicacao usuais de Z.
A Tabela 1.1, mostra como fica as operacoes de adicao e multiplicagdo nas classes

residuais de Zy.

Tabela 1.1: Tabela da adicao e multiplicacao em Z,

@ | [0 1] [21 [3] © [ 0] 1] [21 [3]
or | for [ 2] (3] 0] | [0 [0} [0] [0]
A [ 21 8 (0] Ay for [ 2 3
21| 21 8] (o] [1] 21| [0 [2] [o] [2]
BB [ 2] B[O B8 2 [

Loy com as operagoes de adicao & e multiplicacao © satisfazem as propriedades da

definicao de anel, além disso podemos observar que:

[Wol]=la-

la] © [b] =

la-
1

(1)

Ik
) [a]

[b
12 (g &

[1-

=[] ©[d]
al = [1] © [d]

Em (1) aplicamos comutatividade do anel (Z,+,-) e em (2) e (3) a propriedade

do elemento neutro da multiplicacao do anel (Z,+,-), assim a multiplicacio © € co-

mutativa e tem o elemento neutro [1].

identidade.

Portanto o anel (Zy,, ®,®) € comutativo com

Exemplo 1.1.8. Seja Myyo(R) o conjunto de todas as matrizes 2 x 2 sobre os niimeros

reais, ou seja, as matrizes da forma:



a b

,com a,b,c e d nimeros reais.

¢ d

Duas matrizes sao iguais, desde que as entradas nas posicoes correspondentes sejam

guais, ou Seja,

a b ros
= se, e somente se, a=1r,b=3s,c=1t ed=u.

c d t u

No conjunto Maoyo(R) € definida a operagao de adicdo de matrizes da sequinte

forma:
a b a b a+ad b+
+ =
c d ¢ d c+c d+d
Por exemplo:
5 =3 -2 6 54+(=2) (=3)+6 3 3
+ = =
4 1 -9 0 4+ (-9) 140 -5 1
No congunto Myy.o(R) é definida a operagdao de multiplicagao de matrizes da sequinte
forma:
a b a b a-a +b-¢ a-b+b-d
c d ¢ d c-d+d-¢ ¢ b+d-d
Por exemplo:
5 —7 -8 5 5:(=8)+(=7)-(-9) 5-5+(=7)-0 23 25

e
[\]
|
e
(@)

4.(—8)+2-(—9) 4.542-0 —50 20

Msy2(R) com as operagoes de adigdo e multiplicagio de matrizes satisfazem as

propriedades da definicao de anel, sendo o elemento neutro da adi¢cao a matriz nula:



Além disso, para toda matriz pertencente ao conjunto Mayo(R) existe uma matriz

—a —b
simétrica da adicao, que € a matriz X = , pois € solucao da equacao:
—c —d
a b 0 0
+X =
c d 0 0

Em relacao a multiplicacao de matrizes, se invertemos a ordem dos fatores, podemos

encontrar uma resposta diferente, por exemplo:

—2 6 5 —3 (=2)-54+6-4 (=2)-(=3)+6-1 14 12
-9 0 4 1 (—9)-540-4 (=9)-(=3)+0-1 —45 27
5 —3 -2 6 5-(=2)+(=3)-(=9) 5-6+(=3)-0 17 30
4 1 -9 0 4-(=2)+1-(-9) 4.64+1-0 —17 24

Portanto a multiplicacao de matrizes nao € comutativa, mas matriz identidade I =

1 0

, € o elemento neutro da multiplicacdo, pois para toda matriz de Mayxo(R)

0 1
temos o sequinte:
a b 1 0 a-1+6-0 a-0+b-1 a b
c d 0 1 c-1+d-0 ¢-0+d-1 c d
1 0 a b l-a+0-¢c 1-b+0-d a b
0 1 c d O-a+1l-¢c 0-b4+1-d c d

Portanto Msyo(R) com as operagoes de adigao e multiplicagao de matrizes é um
anel com identidade. De modo geral, M,.,(R) o conjunto de todas as matrizes n x n
sobre os nimeros reais, com a operacoes de adicao e multiplicacao de matrizes usual é
um anel com identidade.

Observamos que a multiplicacio de matrizes diferentes da matriz nula, pode ser

tqual a matriz nula, por exemplo:

10



8 12 —6 —18 8- (—6)+12-4 8- (—18)+12-12 0 0

4 6 412 4-(—6)+6-4 4-(—18)+6-12 0 0

Na Tabela 1.1 temos que [2] ® [2] = [0], ou seja, em (Z4, D, ®) temos que a mul-
tiplicacao de elementos diferentes de zero, pode ser igual a zero e bem como no anel
(Msyyx2(R), +,-) a multiplicacdo de matrizes diferentes da matriz nula, pode ser igual
a matriz nula, mas em alguns anéis a multiplicacdo de elementos diferentes de zero

sempre ¢é diferente de zero, por exemplo em (Z, +, -), assim temos a seguinte definigao:

Definigao 1.1.9. Dominio de integridade é um anel comutativo com identidade (A, +,-)

que satisfaz a sequinte propriedade:
Para todo a,b € A, sea# 04 eb+# 04 entao a-b# 04.

Para o anel comutativo com identidade ser um dominio de integridade, é valida a
contrapositiva de sua propriedade, ou seja, para todos a,b € A, se a-b = 04 entao

a=04 oub=04gk.

Exemplo 1.1.10. Os anéis (Z,+,-), (Q,+,-) e (R, +,) sdo exemplos de dominio de

integridade.

Defini¢ao 1.1.11. Seja o anel (A, +,-), um elemento a € A, diferente de 04, € dito

divisor de zero, se existe um elemento b € A, também diferente de 0y, tal que a-b=04.

Portanto um dominio de integridade é o anel comutativo com identidade que nao

possui divisores de zero.

Exemplo 1.1.12. O anel (Zy,®,®) possui os sequintes elementos [0] e [1], sendo [0]
o elemento neutro da adi¢ao, e observamos que [1]®[1] = [1-1] = [1], assim nao possui

divisores de zero. Portanto, o anel (Zy,®,®) € um dominio de integridade.

Teorema 1.1.13. O anel (Zy,, ®,®) é um dominio de integridade, ou seja, nao possui

divisores de zero, se, e somente se, m € um numero primo.

Demonstra¢ao. Suponhamos primeiramente que o anel (Z,,, ®,®) ¢ um dominio de
integridade, vamos provar por contradi¢ao, suponhamos que m nao seja um nimero
primo. Entao m é composto, ou seja, existem 1 < a,b < m tais que m = a - b , isso
implica que [0] = [m] = [a - b] = [a] ® [b], com [a] # [0] e [b] # [0], logo se m nao é
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primo, entao Z,, possui divisores de zero, ou seja, nao ¢ um dominio de integridade.
Portanto m é primo.

Reciprocamente, seja m um ntimero primo, vamos provar que se [a] ® [b] = [0] entao
[a] ou [b] é igual [0] para todo [a], [b] € Z,,, ou seja, Z,, nao possui divisores de zero,
ou seja, ¢ um dominio de integridade.

De fato, como [a] ® [b] = [0] entdo [a - b] = [0], portanto a - b = 0 mod m, ou seja,
mla - b, como m é primo, entdao pelo Lema de Gauss [7, p. 82| m|a ou m|b, portanto
[a] = [0] ou [b] = [0]. O

Quando fazemos as operacoes aritméticas em Z noés usamos muitas propriedades
que nao consta na defini¢ao de anel. Por exemplo a subtracao, as leis dos cancelamentos
e as varias regras para multiplicacao de niimeros negativos. Vamos mostrar que muitas

dessas propriedades também valem para qualquer anel.

Teorema 1.1.14. Para qualquer elemento a pertencente ao anel (A, +,-), a equa¢ao

a+x =04 tem uma unica solucao.

Demonstracao. Sabemos que a equacao a +x = 04 tem pelo menos uma solugao u
pela propriedade A5 (Existéncia do elemento simétrico da adi¢ao) do anel (A, +, ). Se
v também é uma solucao, entao temos que a +u = 04 € a + v = 04, assim temos o
seguinte:

v:OA—f—v:(a—ku)—i—Ug(u—i—a)—i—v@u—f—(a—kv):u—i—OA:u.

Em (1) e (2) aplicamos respectivamente as propriedades da comutatividade e da

associatividade da adigao. Portanto u ¢ a tnica solucao. O]

Pelo Teorema 1.1.14 a equacao a + x = 04 tem uma Unica solugao, a qual deno-
taremos pelo simbolo —a, agora estamos pronto para definir a subtragao em um anel,

que ¢ definida pela regra:
b — a que significa b + (—a).
Como a adi¢do é comutativa em um anel (A4, +,-), entdo temos o seguinte:

—a é o unico elemento do anel (A, +,-) tal que:
a+(—a) =04 =(—a)+a.

Teorema 1.1.15. ( Lei do cancelamento da adigdo ) Se a+b = a+c em um anel
(A, +,+), entdo b = c.
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Demonstracao. Fazendo a adicao de —a em ambos lados da igualdade a +b=a+ce

aplicando a associatividade da adigao temos o seguinte:

—a+(a+b)=—a+ (a+c)
(—a4+a)+b=(—a+a)+c
04 +b=04+c
b=c

Teorema 1.1.16. Para quaisquer a e b de um anel (A, +,-) temos:
(1) a-04,=04=04-a.

(2) a-(=b)=—a-bou(—a)-b=—a-b.

(3) —(=a) =a.

(4) —(a+0) =(—a)+ (=b).

(5) —(a—b)=—a+0.

(6) (=a)-(=b)=a-b.

Se o anel (A, +,-) possui identidade, entao:
(7) (—14)-a=—a.

Demonstrag¢ao. (1) Como 04 + 04 = 04 aplicando a distributividade em a - (04 + 04)
temos o seguinte:
a-OA+a-OA:a-(OA+OA) =a-04 +04
Agora aplicando o Teorema 1.1.15 na primeira e na ultima parte da equagao obtemos
a-04 =04. A prova 04 -a =04 é analoga.
(2) Pela defini¢do, —a - b é a tnica solugdo da equagao a - b+ x = 04 e, portanto,
qualquer outra solugao dessa equacgao deve ser igual a —a-b. Mas z = a-(—b) também é

uma solugao da equagao, pois, aplicando a distributividade e a Propriedade (1) temos

o seguinte:

a-b+a-(=b)=a-((b)+(=b)) =a-(04) =04
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Portanto, a - (—=b) = —a - b. A prova (—a)-b= —a- b é anéloga.

(3) Pela defini¢io, —(—a) é a tnica solu¢do da equagio (—a) +x = 04. Mas a é
solu¢do desta equacdo, pois (—a) + a = 04. Portanto, —(—a) = a pela unicidade da
solugao da equacao (—a) +x = 04.

(4) Pela defini¢ado, —(a + b) é a tnica solu¢ao da equagdo (a + b) + = = 04. Mas
(—a) + (—b) também ¢é solucao equagao, pois adicdo é comutativa, assim temos o

seguinte:
(a+b)+ ((—a)+(=b) =a+(—a)+ b+ (=b) =04 + 04 = 04.
Portanto, —(a+b) = (—a)+(—0b) pela unicidade da solugao da equagao (a+b)+x =
04.
(5) Pela definigao de subtragao e aplicando as Propriedades (4) e (3) temos o
seguinte:

—(a—=0b)=—(a+ (=b) = (—=a) + (=(=b)) = —a+0.

(6) Pela segunda equagdo da Propriedade (2) e com —b no lugar de b temos o

seguinte:

Agora pela primeira equagdo da Propriedade (2) e aplicando a Propriedade (3)

temos o seguinte:
(~a) (~b) = ~(a- (-B) = ~(~a-B) =a-b
(7) Aplicando a Propriedade (2) temos o seguinte:
(—14)-a=—(14-a) = —(a) = —a.
[

Definicao 1.1.17. O conjunto dos nimeros inteiros nao negativos N = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. ..

¢ denominado o conjunto dos nimeros naturais.

Definicao 1.1.18. Seja (A, +,-) um anel. Dado a € A en € N, n# 0, definimos:

a"tl'= a"-a,n>1.

Quando (A, +,-) é um anel com identidade também definimos a® = 1,.
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Teorema 1.1.19. Sejam (A,+,-) um anel, a € A e m,n € N\{0}. Entao:
(1) a™ - aq = am-l—n;.
@) (@ =,

Demonstracao. Provaremos utilizando o principio da inducao matematica sobre n.

(1) Paran = 1 temos pela Defini¢ao 1.1.18, que a™ - a' = a™ - a = a™ ™!

. Portanto, a
propriedade vale para n = 1.

n m+

Agora, suponha que vale para n > 1, ou seja, a™ - a™ = a™*", vamos provar que

vale para n + 1:

m o gntl — gm. (an . al) — (am . an) cqa=am™t".q = a(m+n)+1 — am+(n+1).
Portanto, pelo principio da indugao matematica a propriedade é valida para todo
n € N\{0}.

2) Para n = 1 temos pela Definicdo 1.1.18, que (a™)' = a™ = a™'. Portanto. a
(2) p G . q 7

propriedade vale para n = 1.

Agora, suponha que vale para n > 1, ou seja, (a™)" = a™", vamos provar que

vale para n + 1:

Em (1) utilizamos a propriedade (1) provada anteriormente. Portanto, pelo

principio da indugdo matematica a propriedade é valida para todo n € N\{0}.
O
Corolario 1.1.20. Sejam (A, +,-) um anel com identidade, a € A e m,n € N. Entao:
(1) a™-a" =amy;
(2) @ = am.

Demonstracao. Basta nas demonstragoes do Teorema 1.1.19, acrescentar o caso base
n=20:

(1) a"-a®= a™-14=a™=a""".

(2) (@)= 14=a"=am".
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Teorema 1.1.21. ( Lei do cancelamento da multiplicagao ) Seja o anel (A, +, )

um dominio de integridade, e a,b,c € A com a # 04. Sea-b=a-c, entao b= c.

Demonstracao. Provaremos utilizando as propriedades de anéis e a definicao de domi-
nio de integridade, como a - b = a - ¢, pela propriedade A; (Existéncia do elemento
simétrico da adi¢ao ) temos a-b—a-c=a-c—a-c = 04, pela propriedade AM (Distri-
butividade) temos a-(b—c) = 04, como a # 04 ¢ (A, +, ) ¢ um dominio de integridade,
portanto b — ¢ = 04, novamente pela propriedade Ay, temos b+04 =b—c+c=04+c,

pela propriedade A, temos b = c. O

Definicao 1.1.22. Um anel (A, +,-) que é um dominio de integridade é dito um anel
euclideano, se para todo a # 04 € A, € definida uma funcao f : A* — N, onde
A* = A\{04}, tal que:

i) Para todos a,b+# 04 € A, entdo f(a) < f(a-b);

ii) Para todos a,b # 04 € A, existem q,r € A tais que a = q-b+r, onde r = 04 ou

fr) < f(b).
Exemplo 1.1.23. O anel dos niumeros inteiros (Z,+,-) é um anel euclideano, onde

x, sex >0
a funcao f : Z — 7, tal que f(x) = , @ qual faz corresponder

-z, sex <0
um nuimero inteiro com seu valor absoluto € a funcao requerida pela definicao de anel

euclideano.

Defini¢ao 1.1.24. Seja B um subconjunto nao vazio de um anel (A, +,-). Se B com
as operagoes de adi¢io + e multiplicagio - do anel (A, +,-) for um anel, dizemos que
(B,+,-) € um subanel do anel (A, +,-).

Teorema 1.1.25. Seja (A, +,-) um anel e um subconjunto B de (A,+,-) tal que:
i) B é fechado com relag¢do a adigdo, ou seja, se a,b € B, entio a+b € B;
ii) B € fechado com rela¢ao a multiplicacao, ou seja, se a,b € B, entao a-b € B;
iii) 04 € B;
iv) Se a € B, entao a solugao da equacio a + x = 04 estd em B.

Entao B € um subanel de (A,+,").
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Demonstra¢ao. Sendo B um subconjunto nao vazio ( por iii ), entdo as propriedades
Ay (Associatividade da adi¢ao), As (Comutatividade da adi¢do), M, (Associatividade
da multiplicagdo) e AM (Distributividade) do anel (A, +,-) valem para os elementos
de (B,+,-). Assim, para que (B,+,-) seja um anel basta que possua as outras pro-
priedades da Definicao 1.1.1, ou seja, A; (Fechamento da adigdo), M; (Fechamento
da multiplicagdo), A, (Existéncia do elemento neutro da adigao) e A5 (Existéncia do
elemento simétrico da adigao), as quais sao respectivamente as propriedades dos itens
i, ii, iii e iv. Portanto, (B, +,) é um subanel de (A, +,). ]

O proximo teorema nos mostra que a subtracao fornece um método mais rapido do
que o Teorema 1.1.25 para mostrar que um subconjunto de um anel é na verdade um

subanel.

Teorema 1.1.26. Seja (A, +,-) um anel e um subconjunto nao vazio B de (A, +,")

tal que:

(1) B € fechado com relagao a subtracio, ou seja, a,b € B, entdo a — b € By

(2) B € fechado com relagao a multiplicagio, ou seja, se a,b € B, entdo a-b € B.
Entao B ¢ um subanel de (A, +,").

Demonstragao. Mostraremos que B satisfaz as condigoes (i)-(iv) do Teorema 1.1.25

e, portanto é um subanel. As condigoes serao provadas nesta ordem: (ii), (iii), (iv)

e (i).

(ii) A hipotese (2) ¢ idéntica a condicao (ii) do Teorema 1.1.25. Assim, B satisfaz a
condigao (ii) do Teorema 1.1.25.

(iii) Uma vez que B é um subconjunto nao vazio de (4, +, -), entao existe um elemento
¢ € B. Aplicando (1) com a = c e b = ¢, temos que ¢ — ¢ = 04 estd em B.

Portanto, B satisfaz a condicao (iii) do Teorema 1.1.25.

(iv) Se a é qualquer elemento de B, entao por (1), 04 — a = —a também esta em B.
Como —a é a solu¢ao de a + x = 04, assim a condicao (iv) do Teorema 1.1.25 é

satisfeita.

(i) Se a,b € B, entao —b esta em B pela prova de (iv). Por (1), a — (—=b) = a+b esta

em B. Assim, B satisfaz a condi¢ao (i) do Teorema 1.1.25.
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Portanto, B é um subanel de (A, +,-) pelo Teorema 1.1.25.
m

Exemplo 1.1.27. Seja o anel (May2(R),+,) € o subconjunto S de todas as matrizes

a 0
da forma com a € R, e usando as operacoes de adicao e multiplicacao

0 0
usuais de matrizes, temos que S € fechado com relacao a subtracao e a multiplicacao,

pois temos que

a 0 b 0 a-b 0
— = €S
0 0 0 0 0 0
a 0 b 0 a-b+0-0 a-0+0-0 a-b 0
0 0 0 0 O-b+0-0 0-0+0-0 0 0

Portanto, S € um subanel de (Mayx2(R),+,-) pelo Teorema 1.1.26.

Defini¢ao 1.1.28. Um anel (A, +,-) é isomorfo a um anel (R,®,®) se houver uma
funcao f: A — R tal que:

i) f € bijetiva;
if) f(a+b) = f(a)® f(b) e f(a-b) = f(a) ® f(b) para todos a,b € A.

Dois anéis (A, +,-) e (R, ®,®) isomorfos sdo do ponto de vista algébrico essencial-
mente o mesmo anel, exceto que seus elementos e suas operacoes de adi¢ao e de multi-
plicagao sao escritos de forma diferentes. Assim, qualquer propriedade do anel (A, +, -)
que dependa apenas da sua estrutura de anel permanece valida no anel (R, ®,®), e

vice-versa. Por exemplo, se o anel (A,+, ) é dominio de integridade entdo o anel

(R,+,-) também é um dominio de integridade.

Exemplo 1.1.29. Seja o anel (S,+,:) do Exemplo 1.1.27 e o anel (R, +,-). Entdo

a 0
definimos a funcao f : S — R, tal que f = a, temos que f € injetiva,
0
a 0 b 0
pois, suponhamos que f =f , entao pela definicao de f
0 0 0 0
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temos que a = b, e [ € sobrejetiva, porque todo niumero real a € imagem de f. Portanto
f € bijetiva.

Além disso, temos que

a 0 b 0 a+b 0+0
f - =/
0 0 0 0 0+0 0+ 0
a 0 b 0
—a+b=f +f
0 0 0 0
e
a 0 b 0 a-b+0-0 a-0+0-0
/ - =/
0 0 0 0 0-b+0-0 0-0+0-0
a 0 b 0
—a-b=f - f
0 0 0 0

Portanto, o anel (S,+,-) é isomorfo ao anel (R,+,-) pela Definicio 1.1.28.

Existe muitas funcoes entre anéis, que nao sao bijetivas, mas atendem a condicao

ii da Definicao 1.1.28. Tais funcoes recebem um nome especial.

Definicao 1.1.30. Sejam (A, +,:) e (R,®,®) anéis. Uma funcio f : A — R é

considerada um homomorfismo se
fla+0b)= f(a)® f(b) e f(a-b) = f(a) ® f(b) para todos a,b € A.

Exemplo 1.1.31. Seja o anel (Z,+,-) e o anel (Zg,®,®). Entao definimos a fun¢ao
f:7Z — Zg, tal que f(a) = |a]. Pela defini¢ao das operagoes de adi¢ao e multiplicacdo
em Zg temos que

fla+b) =a+0] = la] ®[b] = fa) ® f(b)

fla-b) =la-b] = [a] © [b] = f(a) © f(b)

Portanto, f € um homomorfismo.
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1.2 Definicao e propriedades de corpo

Estudaremos uma importante estrutura algébrica para o desenvolvimento desse es-

tudo, que é chamada de corpo. Nesta se¢do teremos como referéncias as obras [10] e
2]

Defini¢ao 1.2.1. Corpo é um anel comutativo com identidade (A, +,-) que satisfaz a

sequinte propriedade:

Ms (Existéncia do elemento simétrico da multiplicagao) Para todo a # 04 €

1

A, a equagao a-x = 14, tem uma solugao em A. (denotada por a=' e é chamado

de inverso multiplicativo de a)

Exemplo 1.2.2. Os anéis (Q,+,-) e (R,+,-) sdo corpos, pois sao anéis comutativos
com identidade e todos os nimeros diferentes de zero que pertencem a Q e R possuem

tnverso multiplicativo.

Exemplo 1.2.3. O anel dos nimeros inteiros (Z,+,+), ndo é um corpo, pois somente

0s numeros 1 e —1 possui inverso multiplicativo.

Portanto, em um corpo todos os elementos diferente do elemento neutro da adicao

é uma unidade.

Teorema 1.2.4. Para qualquer elemento a pertencente ao corpo (A,+,-), a equagdo

a-x =14 tem uma unica solugao.

Demonstracao. Sabemos que a equacao a-x = 14 tem pelo menos uma solucao u pela
propriedade M; (Existéncia do elemento simétrico da multiplica¢ao) do corpo (A4, +, -).
Se v também é uma solucao, entao temos que a-u =14 e a-v = 14, assim temos o
seguinte:

v:1A-v:(a-u)-vg(u-a)-v@u-(a-v):u-lA:u.

Em (1) e (2) aplicamos respectivamente as propriedades da comutatividade e da

associatividade da multiplicacao. Portanto u é a tnica solucao. O]

Exemplo 1.2.5. O conjunto dos nimeros complexos C, sao os nimeros da forma a+bi

com a,b € R e i? = —1, sendo que ocorre a igualdade quando:

a+ bt =c+di se, e somente se, a =c e b=d.
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Podemos mostrar que o conjunto dos nimeros complexos C com as operagoes de
adigao + e multiplicagcao -, definidas da sequinte forma € um anel comutativo com
rdentidade:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
(a+bi)-(c+di)=(a-c—=b-d)+(a-d+b-c)i

O corpo (R, +,-) estd contido no anel (C,+,-), sdo os numeros da forma a+ 0i, ou
seja, possui inverso multiplicativo. Para mostrar que (C,+,-) € um corpo, temos que

achar uma solug¢ao da equagdo (a+ bi) -z =1, tal que a solugao pertenca ao conjunto

—b
C, afirmamos que x = ¢ + di € solugao, com ¢ = poT ERed= PO € R. De
fato,
_ a b . a —b —b a ,
@+t (rptarp) = orp b o) T e T o)

=14+0=1
Portanto, (C,+,-) € um corpo.
Teorema 1.2.6. Um corpo (F,+,-) € um dominio de integridade.

Demonstracao. Como um corpo é uma anel comutativo com identidade, por defini¢ao,

sejam a,b € F, entao devemos mostrar que se a - b = O, entao a = 0 ou b = Op.
Suponhamos que a - b = Op, se b = Or entao nao temos nada a provar, se b # Op,

como (F,+,-) é um corpo, entao b possui inverso multiplicativo, ou seja, b-b~! = 1p,

assim temos:
a=a-lp=a-(b-b7) =(a-b)-b7 = 0p-b"" = Op.
Em todo o caso, a = 0p ou b = Op. Portanto (F,+,-) é¢ um dominio de integridade. [

No entanto, a reciproca nem sempre é verdadeira, por exemplo o anel dos ntimeros
inteiros (Z,+,-) ¢ um dominio de integridade mais ndo é um corpo, mas quando o
dominio de integridade é finito a reciproca vale. E exatamente isso que diz o Teorema
1.2.7.

Teorema 1.2.7. Todo dominio de integridade finito (D,+,-) é um corpo.
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Demonstra¢ao. Como (D, +,-) é um anel comutativo com identidade, precisamos so-
mente mostrar que para cada a # Op com a € D, a equacao a - x = 1p tem solucao
em D, sejam ai,as,as, - ,a, os elementos distintos de D e suponha a; # Op, para
mostrar que a; - * = 1p tem solucao em D, considere a multiplicagao de a; por todos
elementos de D, ou seja, a;-ay,a;-as,0; A3, -+ , ;- Ay, S€ A, 7# a5 €NLA0 a; - A F# a; - A,
pois se a; - a, = a; - as implicaria pelo Teorema 1.1.21 que a, = a,. Portanto, pelo
fechamento da multiplicacao, a; - a1, a; - as, a; - as,--- ,a; - a, sao n elementos distintos
de D, mas D também tem exatamente n elementos, assim a;-aq, a;-as, a;-asz, -+ ,a;-ay,
representa em alguma ordem todos elementos de D, em particular, existe um 7, tal que
a; - a; = 1p Portanto, a equagao a - x = 14 tem solugao para todo a # Op € D, entao
(D, +,-) é um corpo. H

Teorema 1.2.8. O anel (Z,,®,®) € um corpo, se, e somente se, p € um nimero

primo.

Demonstragao. Suponhamos primeiramente que (Z,, @, ®) é um corpo, entao pelo Te-
orema 1.2.6, ¢ um dominio de integridade, e pelo Teorema 1.1.13, p é um ndmero
primo.

Reciprocamente, se p ¢ um nimero primo, entdo pelo Teorema 1.1.13, (Z,, ®, ®)
¢ um dominio de integridade, mas como Z, ¢ um conjunto com p elementos, ou seja,

(Z,,®,®) é um dominio de integridade finito, portanto pelo Teorema 1.2.7 ¢ um corpo.
]
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Capitulo 2

Anéis de Polinomios

Neste capitulo, estudaremos os anéis de polinomios. Abordaremos algumas de suas
propriedades fundamentais, como o grau, a divisao e as propriedades da divisibilidade

de polinémios.

2.1 Polindbmios

Nesta se¢ao teremos como referéncias as obras [10], [6], |2], [7] e [9].
Para defini¢ao de polinémio usaremos o conceito de sequéncia sobre o anel (A, +,-),
que é uma funcao f : N — A, ou seja, que associa um elemento n € N com um elemento

de a € A. Sendo que f(n) sera denotado por a,.

Defini¢ao 2.1.1. Um polindémio com coeficientes no anel (A,+,-) € uma sequéncia

nfinita:
(a'07 ai,az,0as, .. )

com a; € A, tal que a quantidade de elementos diferentes do elemento neutro da adi¢ao
04 € finita, ou seja, para algum indice k, a; = 04 para todos © > k. Os elementos

a; € A sao chamados de coeficientes do polindmio.

Exemplo 2.1.2. A sequéncia (1,5, V2,7,0,0,0, .. .) € um polinémio com coeficientes
no corpo dos nimeros reais, mas a sequéncia (1,5, \/5, m,1,1,1,...) nao € um polinémio
com coeficientes no corpo dos numeros reais, pois, nao existe um indice k, tal que

a; = 0, para todos 1 > k.
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Definigao 2.1.3. Os polinémios (ag, a1, as, as,...) e (bo, b1, be,bs,...) com coeficientes

no anel (A, +,-) s@o iguais se as sequéncias sao iguais, ou seja, a; = b; para todo i > 0.
Agora definiremos operacoes no anel de polinomios com coeficientes em A.

Definigao 2.1.4. Adicao de polinémios serd denotado por @ e definida pela regra:

(a()aal;a'?a as, .. ) @
(bg,bl,bg,bg,...> = (CL() +b0,(l1 +b17a2 +bg,a3 —|—b3,...,ai+bi,...)

Observe que a adicao é definida somando coeficiente a coeficiente.
Definicao 2.1.5. A Multiplicacao de polinémios serd denotado por () e definida pela
regra:
(ag,ay,ag,as,...) @ (b, by,ba,bs,...) = (co,c1,C2,C3,...) onde
co = ag - by
c1=ag by +ar-by
co =ag-by+ay-by +as- by

03:a0-b3+a1-b2+a2-b1+a3-b0

Cp=ag by +ay b1 +as-by_o+ag-by_3+ ..+ an_1-b1+a,-b

n

cn:Zai'bn_i ou Z a; - bj com, j >0

i=0 i+j=n
Seja P o conjunto dos polinémios com coeficientes no anel (A, +,-) comutativo
com identidade 1,4 , com as operagoes de adigdo € e multiplicagdo (-) anteriormente

definidas. No Teorema 2.1.6 provaremos que (P,P, () é um anel comutativo com
identidade.

Teorema 2.1.6. Seja o anel (A, +, ) comutativo com identidade 14, entio (P, €D, )

¢ um anel comutativo com identidade.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que (P, @, (-)) satisfaz todas as propriedades da defini-
¢ao de anel, para tanto sejam os polinomios f = (ag, a1, a, as,...), g = (b, by, ba, bs, .. .)
e h = (cg,c1,02,c3,...) pertencentes a P:

A; (Fechamento da adi¢ao), ou seja, f @ g € P, pela defini¢ao da operagao de adi¢ao
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de polinémios, temos que f@g = (ag + by, a1 + by, as + by, az + bs,...) , devemos
somente mostrar que existe um indice k, tal que a; + b; = 04 para todos ¢ > k, pois
a; +b; € (A, +,-), sabemos pela defini¢ao de polinémio que existe um indice j, tal que
a; = 04, para todos ¢ > j e um indice [, tal que b; = 04, para todos ¢ > [, se tomamos
k = max{j,(}, teremos a; + b; = 04 + 04 = 04, para todos i > k.

Ay (Associatividade da adigao), ou seja, (f@ g) @D h = fP(gEP h) temos:

(P 9EPh = (s, a1,a2,as,...) P (bo, b1, by, bs, ...) P (o, 1, 2,65, )

= (ap + bo, a1 + by, as + ba, a3 + b3, ...) @(00,01,02,03, o)

= ((ap + bo) + co, (a1 + b1) + 1, (aa + b2) + ¢, (a3 + b3) +¢3,...) (1)
= (ap + (bo + co),a1 + (b1 + 1), a9 + (ba + c2), a3 + (bs + c3),v)

= (ag, a1, as,as, . . .) @((bo,bl,bg, bs,...) @(00701, C2,C3,...))

=1 PuPn.

Em (1) aplicamos a associatividade da adi¢ao do anel (A, +,-).
Az (Comutatividade da adigao), ou seja, fPg=g€p f temos :

fEBQ = (a07a1,a2,a3= . ) @(bo, by, ba, b3, )
= (a0+b0,a1 +b1,a2+b2,a3+b3,...) (2)
= (b0+a0,b1+a1,bg+a2,b3+a3,...)

= (bo, bl, bg, bg, ) @(CLO, as, bQ, bg, .. )

=9 .

Em (2) aplicamos a comutatividade da adi¢do do anel (A, +, ).

A, (Existéncia do elemento neutro da adigao), ou seja, existe um e € P tal que
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f@e=f=e@@f, paratodo f € P tomando e = (04,04,04,04,...) temos:

f @ €= (a07 ai, Qz,0s, .. ) @(OAJ OA; OA7 0A7 .. )

:(CLO+0A,CL1+0A,CL2+0A,CL3+0A,...) (3)

= (ao, a1, az, as, . ..)

= f

Em (3) aplicamos a propriedade do elemento neutro da adi¢ado do anel (A,+,-).

Além disso, por Az temos que f@e=e@@ f = f. Assim o polindémio e = (04,04, 04,
O4,...) é o elemento neutro da adigdo, também chamado de polinomio nulo.
As (Existéncia do elemento simétrico da adi¢ao), ou seja, para todo f € P, a equagao
f@z = e tem solugdo em P, tomando x = (—ag, —aj, —as, —as,...), onde —a; é o

elemento simétrico da adigao de a; para todo ¢ > 0, ja que a; pertence ao anel (A, +, ),

assim temos:

f @x = (ap, a1, a9, as, . ..) @(—ao, —ay, —ag, —ag, . ..)
= (ao + (—ao), a1 + (—az), as + (—az), a3 + (az), .. .) (4)

= (0A7 OAa OA7 0A7 .. )

I
®

Em (4) aplicamos a propriedade do elemento simétrico da adigao do anel (A, +, ).
M, (Fechamento da Multiplicagdo), ou seja, f (g € P. Pela definicdo da ope-
racdo de multiplicacdo de polinémios, temos que f()g = (do,di,ds,ds,...) onde

d, = E a;-b,_;, devemos somente mostrar que existe um indice k, tal que d,, = 04 para

=0
n

todos n > k, pois d, = Zai bn_i € (A,4,). Sabemos pela defini¢do de polindmios
i=0
que existe um indice 7, tal que a; = 04, para todo 7 > j e um indice [, tal que b; = 04,

para todo ¢ > [, se tomamos k = j+I(, teremos d,, = ag-b,+ay-b,_1+as-b,_o+as-b, 3+
oA agsn) bu—(+1) - . A ap_1 by +ay, - by, como os coeficientes a; com indice maior ou

igual a j+1 sdoiguaisa 04 e comon >k = j+1, assimn—(j+1) > j+Il+1—(5+1) =1
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portanto os coeficientes b; com indice maior do ¢ > n— (j+ 1) sao iguais a 04, portanto
dy=a9p-04+a;-04+az-04+a3-04+...4+04 -bp_jy1)+...+04-01+04:-bg =04
para todo n > k.

M, (Associatividade da multiplicagao), ou seja, (f & g) O h = fO(g (O h), pela defi-

ni¢ao de multiplicacao temos os seguintes polinomios:

f@g:d:(doydl,dg,dg,...) onde dn: Z ai'bj

1+j=n
gOh=2z=(z,2,2,23,...) onde z, = Z b - ¢;

i+j=n
(f@g)Qh:th:p:(p07p17p27p37-' Onde Pn = Z d "G

i+j=n

f@(QQh):fQZ:q:(QO>Q176127Q3a~- OndeC_In_ Zaz Zj-

i+j=n
Assim devemos demostrar que os polinémios p e ¢ sdo iguais, pela igualdade de

polindémios temos que mostrar que p, = ¢, para todo n > 0.

Zdz cj = Z Zaa bg) - Z (aa-bﬂ)-cj@

i+j=n i+j=n a+pB=i a+p+j=n
SIS SIS SR RE I o
atf+j=n aty=n  frj=y aty=n

Em (5) aplicamos a associatividade da multiplicagdo do anel (A, +,-), portanto os

polinémios p e ¢ sao iguais.
AM (Distributividade), ou seja, fO(g@Bh) = (fOP(fOh) e (fPg Oh =
(f O h)D(gOh), vamos mostrar f (gD h) = (fOg)DB(f Oh), pela definicao

de multiplicacao e adicao temos os seguintes polinomios:

fOW@@h)=r=(ro,r1,72,73,...) onde r, = Z a; - (b; + ¢;)

i+j=n
ng:d: (d07d17d27d37"') onde d” - Z @i .bj
i+j=n
f@h:t: (t07t17t27t37"‘) onde tn = Z @ * Cj

i+j=n
(fOPSOh) =d@Pt=s=(so,s1,5,83,...) onde s, = d, + t,.

Assim devemos demostrar que os polindémios r e s sao iguais. Pela igualdade de

polinémios temos que mostrar que 7, = s, para todo n > 0.

o= 3w (bt e) LS (i by) + (ag) =

i+j=n i+j=n

Z(ai-bj)—l— Z(ai-cj):dn—i-tn:sn

i+j=n i+j=n
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Em (6) aplicamos a distributividade do anel (A, +,-), portanto os polinémios r e
s sd0 iguais. A segunda parte, ou seja, (f@g)Oh = (fFOL)P(g(Oh), pode ser
provada de modo anélogo.

Assim o conjunto dos polinomios P, com as operacoes de adicao € e multiplicagao
(O satisfazem todas as propriedades da definicdo de um anel, portanto (P,&D, () é
um anel. Resta mostrar que é um anel comutativo com identidade.
M3 (Comutatividade da multiplicacao), ou seja, f (g = g f, pela definicao de
multiplicagao temos os seguintes polinémios:

fOg=d=(dy,dy,dp,ds,...) onde dy = > a;-b
i+j=n

9O f=w = (wy,wy,ws,ws,...) onde w, = E b - a;
i+j=n
Assim devemos demostrar que os polinémios d e w sao iguais, pela igualdade de

polindémios temos que mostrar que d,, = w,, para todo n > 0.

dn: Zazbj(—l) Z bj-ai:wn

i+j=n i+j=n
Em (7) aplicamos a comutatividade do anel (A, +, ), portanto os polinomios d e w

sao iguais.

M, (Existéncia do elemento neutro da multiplicagao), ou seja, existe um polindémio k
tal que f(Ok = f =kQ f, para todo f € P, se tomamos k = (14,04,04,04,...),
pela definicao de multiplicacao temos os Segunintes polinémios:

fOk=1=(lo,li,lz,15,...) onde [, = > a; - kn_;

i=0
Assim devemos demostrar que os polindmios f e [ sao iguais, pela igualdade de

polinémios temos que mostrar que a, = [,, para todo n > 0.
Como k; = 04 para todo i > 1 e kg = 14, temos o seguinte:
n
lnzzai'kn—z‘ZGO'UA-I—CH'0A+a2'0A+...+an'1A=an

i=0
Portanto os polinémios f e [ sdo iguais, e o polinémio k = (14,04,04,04,...) é 0

elemento neutro da multiplicacao.

]

Teorema 2.1.7. Seja (A,+,-) um dominio de integridade, entao (P,@D,() é um

dominio de integridade.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.1.6, devemos mostra que a multiplicagao de dois polino-

mios nao nulo pertencentes a P é diferente do polinémio nulo e = (04,04,04,04,...),
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ou seja, devemos mostrar que no polinémio do resultado da multiplicacao existe pelo
menos um coeficiente diferente do 04.

Sejam quaisquer dois polinémios f = (ag,as,asz,as,...) e g = (bo,bl,bQ,bg,...)
diferentes do polindémio nulo e, sendo f () g = ¢ = (o, ¢1,¢2,¢3,...) onde ¢, = Z a; -

bn_i, pela definicao de polindémios existe um indice k, tal que a; = 04, para todo z >k
e um indice [, tal que b; = 04, para todos 7 > [, como f e g sao diferentes do polinémio

nulo e, entao os coeficientes dos indices k e [ sao diferentes de 04, assim temos

Chl = Ao * bpgr + @y - beyiy—1 + a2 - bgry—2 + a3 - bpqy—3 + ... +ap by + ...+ agyq - bo,

como a; = 04 para todo ¢ > k e b; = 04 para todo ¢ > [, assim temos
ckor=0a9-0a+a1-0s4+ay-044+as-0a+...4ar-by+...+04 by =ag-b.

Como (A, +,+) ¢ um dominio de integridade, entdo cyy; = ay - b # 04, portanto no
polindmio ¢ existe pelo menos um coeficiente diferente do 04, com isso o polinémio ¢ é
diferente do polindmio nulo e, como os polinémios f e g foram tomados arbitrariamente,
a propriedade vale para todos polinomios nao nulos pertencentes a P, assim (P, €D, ()
é um dominio de integridade.

]

Pelos Teoremas 2.1.6 e 2.1.7 observamos que muitas das propriedades pertencentes
ao anel dos coeficientes dos polindémios sao transferidas para os polindmios, mas se o
anel é um corpo a propriedade da existéncia do elemento simétrico da multiplicacao ou
inverso multiplicativo nao é transferida para os polindomios, por exemplo, o polindmio
r = (0,2,0,0,0,...) com o coeficiente no anel (R,+,-) que é um corpo, ndo possui
inverso multiplicativo, ou seja, nao existe um polinémio s com coeficiente de ntimeros
reais, tal que, r(s =k = (1,0,0,0,0,...), pois ndo existe nenhum ntimero real que
multiplicado por 0 é igual 1.

Apresentaremos agora, uma associacao entre a definicao de polinémios que demos
e a notagao usual de polindmios, para isso, agora em diante o anel (A, +, ) serd comu-
tativo com identidade 14.

Na notagao usual, os polindémios constantes comportam como os elementos do anel.
Vamos mostrar que os polindémios da forma (a,04,04,04,...) com a € (A, +, ), tam-

bém possui essencialmente esse comportamento.
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Teorema 2.1.8. Seja (P, @, () o anel de polinémios com coeficientes no anel (A, +,-).
Seja P* o conjunto de todos polinomios em (P, @, () da forma (a,04,04,04,...) com
a€ (A +,-), entao (P*, @, () € um subanel de (P,@, () e é isomorfo a (A, +,").

Demonstracao. Primeiramente vamos provar que (P*, @, (-)) é um subanel de (P, @, (),
temos que P* é fechado em relacao a adigao, pois, sendo(a,04,04,04,...) € (0,04,04,04,...)
pertencentes a P* entao
(a, 04,04,04,.. ) + (b, 04,04,04,.. ) = (a 4+ 0,04,04,04,.. ) € P*.
Além disso, P* também é fechado em relacao a multiplicacao, pois,

(CL,OA,OA,OA, .. ) . (b, 04,04,04,.. ) = (CL +0,04,04,04,.. ) € P*.

Também o polindémio nulo € = (04,04,04,04,...) € P*, e para qualquer polinémio
(@,04,04,04,...) € P* temos que o polindémio (—a,04,04,04,...) € P* é solugao da
equagao (a,04,04,04,...) + 2 = (04,04,04,04,...). Portanto pelo Teorema 1.1.25,

(P*, @, () é um subanel de (P, @, ().

Agora considere a funcao f: A — P* dada por:
f(a) == ((l, OA, OA, OA7 .. )
A funcdo f éinjetiva, pois, se f(a) # f(b) entao (a,04,04,04,...) # (b,04,04,04,...)

pela igualdade de polinomios temos que a # b. Além disso, f é sobrejetiva, pois,
para todo polinémio da forma (a,04,04,04,...) existe um a € A tal que f(a) =
(a,04,04,04,...). Portanto a fun¢ao f é bijetiva.

Agora, em decorréncia da adigao e multiplicagdo de polindmios temos que
fla+b) = (a+b,04,04,04,...) = (a,04,04,04,...) D (,04,04,04,...) = f(a) D f(b)
fla-b)=1(a-0,04,04,04,...) =(a,04,04,04,...) D(b,04,04,04,...) = f(a) O f(b)
Portanto f é um isomorfismo e (P*, @, () é isomorfo a (A, +,-). O

Pelo isomorfismo do Teorema 2.1.8 passaremos a denotar o polindomio constante
(a,04,04,04,...) por a.

Para continuar passaremos a utilizar a seguinte notacao para o polinémio:

xr = (0A>1A70A70A7-~)

Lema 2.1.9. Seja (P,P, () o anel de polinomios com coeficientes no anel (A,+,-)

e o polinomio x = (04,14,04,04,...), entdo, paran > 1,
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2" =(04,04,...,04,14,04,...),0nde 14 estd na posi¢ao n.

Demonstracao. O polindmio x pode ser descrito assim:
x = (ep, €1, €9,€3,...),onde e; = 04 para todo i # 1, e ey = 14.

Provaremos o lema por inducao sobre n. Para n = 1 a propriedade é valida por
definicdo, pois, ! = z e como o elemento neutro da multiplicacio 14 estd na posicao
1 no polinébmio x. Suponha que a propriedade é valida para algum n > 1, ou seja,

suponha que:
™ = (dy,dy,ds,ds,...),onde d; = 04 para todo i #n, e d, = 14.
Entao temos o seguinte:

xn+1 = xn T = (d07 d17 d27 d37 .. ) @(60, €1,€2,€3,.. ) = (TOJ r1,Tre, 73, .. )

j
Onde para cada j > 0, r; = Zd" €.
=0

Como e; =04 para i # 1 e dl-_: 04 para ¢ # n, entdo temos que para o coeficiente

r de indice n + 1:

Tne1 =do €pp1+ ...+ dp1-ea+dy-e1+dpy1-e0=dp-e1=14-14 =14

-~

04 04

Para os coeficientes r de indice j # n + 1 temos:

T’j:Elo'ej+...+dj_2'€%+dj_1'€1+dj'60: j_1'€1: j—l'lA:dj—l

04 0a
Mas como j # n + 1 entdo j — 1 # n, portanto d;j_; = 04, assim r; = d;_; = Oy
para todo j # n + 1, dai temos "™ = (ro,71,72,73,...) = (04,04,...,04,14,04,...)
onde 14 esta na posicao n + 1. Assim a propriedade é valida para n + 1.
Portanto, pelo principio da inducao matemaética, a propriedade é valida para todo
n>1.
]

Agora estamos pronto para demonstrar o teorema que permite expressar os polino-

mios em termos das poténcias de x, ou seja, utilizar a notacao usual de polinémios.

Teorema 2.1.10. Seja (P, @, () o anel de polindémios com coeficientes no anel (A, +, ).
Entao (P, P, () contém um subanel isomorfo (P*, @, () de (A,+,-) e um elemento

x de tal forma que:
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i) Cada elemento p € (P,@,©) pode ser escrito na forma p = ag+ a1z + asx® +. .. +

anx 7‘

ii) A representacio de p € (P, @, () € unica no sentido que:
Se ag+ a1z + asx® + ...+ ap,x" = by + bz +box? + ... +bpx™ comn < m, entdo
a; =b; para 1 <n eb; =04 para i > n.

Demonstra¢ao. Para demonstrar i), considere p = (ag, a1, a9,as,...). Sabemos que
pela definicao de polinomios, existe um indice ng, tal que a; = 04, para todos i > ny.

Assim, p = (ag, a1, as,...,a,,04,04,...), logo, pela definicao de adicao de polindémios,

P = (aO,OA,OA,...) @(OA,al,OA,...) @((JA,OA,CLQ,OA,...)@...@(OA,...,OA,an,OA,... .

Agora, pela definicdo de multiplicagdo de polindmios, temos que
p=(ap,04,04,...)P((a1,04,04,04,...) D(04,14,04,...)) P
((a2,04,04,04,...) (D(04,04,14,04,...))P...
PD((an,04,04,04,...)OD(04,...,04,14,04,...)).
Pelo isomorfismo do Teorema 2.1.8 e 0 Lema 2.1.9 temos:
p=ag+ ax + ax® + ...+ a,z".

Para demonstrar ii), como ag + a1z + asx? + ... + a,x™ representa o polindmio

(ag,ay, as,...,a,,04,04,...) e como by+byx+byx?*+...+b,z™ representa o polinémio
(bo, b1,b2, ... by, 04,04, ...) usando o Item i), pela igualdade de polindomios,; entao
a; =b; parat <nely =0b; paran <i<m. O

Observacao 2.1.11. O Teorema 2.1.10 ¢ verdadeiro para o anel de polindmios com
coeficientes em um anel que nao seja comutativo com identidade, cuja a demonstracao
pode ser encontrada em [10] p. 550-551.

A partir de agora utilizaremos a notacao usual de polinoémios, ou seja, p(z) =
n

ap + a1 + axr® + ...+ aa” = g a;x', onde n > 0e a; € A O coeficiente aq é
i=0 4
chamado termo constante ou independente de z, e cada termo a;x*, com 0 <7 < n sera

chamado de termo ou monémio de p(x) com a; # 0. Além disso, (P, @, () o anel de
polinémios com coeficientes no anel (A, +-) sera denotado por A[X].

O elemento x as vezes é chamado por indeterminada, mas esse termo é enganador,
como podemos observar nao tem nada de indeterminado ou ambiguo sobre z, é um

elemento especifico de A[X] que ndo estd no anel (A, +-).
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Para as operacoes de adicao e multiplicacao de polinémios, na notacao usual, deve-
mos calcular os coeficientes conforme as regras das defini¢coes de adicao e multiplicagao
de polinémios, e multiplicar pela poténcia de x que tem como expoente o indice do
coeficiente, ou seja, z'. Assim, sejam os polinomios p(x) = ag + a1z + asx?* + . . . + a,z"
e q(x) = by + byxr + byx® + ... + b,2", a adigdo de polindmios na notagao usual sera
representada por:

plx) +q(z) = (p+q)(x) = Yy ca' com ¢; = a; + b,

e a multiplicacao de polindbmios na notagao usual serd representada por:

nim ao =04, sea>n
p(z)-q(z) = (p-q)(z) = Zi:o ¢’ com ¢; = Zawzi anbg .
bﬁ =04, se B >1m

Observacao 2.1.12.

1. O polinéomio p(x) = 04 + 042 + 0422 + ... + 042" com a; = 04 para todo i > 0, serd

chamado de polindmio identicamente nulo.
2. O polinémio p(x) = ag serd chamado de polinémio constante.

3. Os polindmios serao escritos, convenientemente, na ordem crescente ou decrescente

das poténcias de x.

4. Quando a; = 04 ndo escreveremos o termo ou monémio a;x’, fazendo o uso somente

quando necessdrio.

5. Os polinomios p(r) = ag+a1x+ar?®+...+a,z" e q(x) = by + bz +box*+. .. +bpa™

sao iguais, ou seja, p(r) = q(x), se, e somente se, n =m e a; = b; para todo i < n.

6. Para facilitar a notag¢ao passaremos a indicar o anel (A, +,-) por somente A.

2.1.1 Grau de um polinémio

Definigao 2.1.13. Seja p(z) = ag + a1x + ax® + ... + a,x"™ um polinémio ndo nulo
pertencente a A[X]| com a, # 04, entio a,, é denominado coeficiente lider de p(x) e o

grau de p(x) € o nimero natural n, que serd denotado por Gr(p(z)).

Em outras palavras, podemos dizer que o grau do polinomio p(z) é o maior expoente

natural de = que tem o coeficiente diferente de 04 entre os termos que o formam p(x).

Exemplo 2.1.14. a) Se p(z) = ag e ag # 04, entdo o Gr(p(x)) = 0.
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b) Se q(x) = ap+ arx e a; # 04, entdo o Gr(q(x)) = 1.
c) Se g(x) = ap + a1 + axx® e ag # 04, entao o Gr(g(z)) = 2.
d) Se f(x) = ag+ asz® e as # 04, entdo o Gr(f(x)) = 5.

Os polinémios constantes nao nulos tem grau 0, nao ¢é definido o grau do polinémio
constante p(x) = 04, porque nenhuma poténcia de = tem coeficiente diferente de 04.
Os polinémios de grau n com coeficiente lider a,, = 14 sao chamados de polinémios

monicos.

Teorema 2.1.15. Sejam o0s polindmios nao nulos p(x) = ag+ a1z + axx® + ... + a,a"
e q(x) = by + bz + byx® + ... + b,x™ pertencente a A[X], tais que a adigao (p+ q)(x)

¢ diferente do polindomio nulo. Entao

Gr((p+q)(x)) < max{Gr(p(z)), Gr(q(x))}

Demonstra¢ao. Suponhamos que a, # 04 e b, # 04, assim temos Gr(p(z)) = n e
Gr(q(x)) = m, com isso temos que considerar quatro caso:
iyn=mea,+b, #04.

Entao (p+¢q)(z) = (ag +bo) + (a1 +b1)x + ... + (@, + b,)x™ onde a, + b, # 04 é 0
coeficiente lider da adigao (p + q)(z) e o grau da adi¢ao & Gr((p+ ¢)(x)) =n =m.
ii)yn=mea,+0b,=04.

Entao (p + q)(z) = (ag + by) + (ay + b))z + ... + (ag + bp)z* + (an + by)2™ =
(ap + bo) + (a1 + b))z + ... + (ag + by)x".

Se ay+by # 04, entdo serd o coeficiente lider da adigao (p+¢q)(z) e o grau da adigao
sera Gr((p+q)(z)) =k <n=m.

Se ap + b = 04, entao repetindo o argumento novamente, quantas vezes forem
necessarias, concluimos que existe um indice 7 tal que a; + b; # 04, pois a adicao
(p+ q)(x) é diferente do polinomio nulo por hipdtese, entdo a; + b; serd o coeficiente
lider da adigao (p+ ¢)(x) e o grau da adi¢ao serd Gr((p+q)(z)) =i < k <n =m.
ili)n#men<m.

Entdo (p+ q)(x) = (ap + bo) + (a1 + b1)x + ...+ (04 + by, )™, pois a; = 04 para
todos © > n.

Entdo 04 + by, = by, # 04 é 0 coeficiente lider da adi¢do (p + ¢)(z) e o grau da
adigao ¢ Gr((p + ¢)(z)) = m.

iv) n#mem <n.
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Entao (p + q)(z) = (ap + bo) + (a1 + b))z + ... + (a, + 04)z", pois b; = 04 para
todos i > m.
Entao a, + 04 = a, # 04 ¢ o coeficiente lider da adicdo (p + ¢)(x) e o grau da
adigdo ¢ Gr((p + ¢)(z)) = n.
Portanto, em qualquer caso temos que Gr((p+q)(z)) < max {Gr(p(z)), Gr(q(x))}.
[

Teorema 2.1.16. Sejam o0s polindmios nao nulos p(x) = ag+ a1z + axx® + ... + a,z"
e q(z) = by + bix + bax® + ... + b, x™ pertencentes a A[X], tais que a multiplicagdo

(p-q)(x) € diferente do polinémio nulo. Entao

Gr((p-q)(x)) < Gr(p(x)) + Gr(q(z))

No entanto, se A for um dominio de integridade entio somente ocorre a iqualdade.

Demonstra¢ao. Suponhamos que a, # 04 e b, # 04, assim temos Gr(p(z)) = n e
Gr(q(x)) = m. Vimos na demonstragdo do Teorema 2.1.6 na propriedade do fecha-
mento da multiplicacao M;, que para todos os coeficientes de indice ¢ > n 4+ m o
coeficiente é igual a 04, ou seja, ¢; = 04, assim o maior indice possivel para o co-
eficiente ¢; ser diferente de 04 é o do indice n + m, portanto a maior possibilidade
para o maior expoente de x que tem o coeficiente diferente de 04 é n + m, assim o
Gr((p-q)(z)) <n+m=Gr(p(z)) + Gr(q(z)).

Agora suponhamos que A é um dominio de integridade, assim temos para o coefi-

ciente ¢, 1, O seguinte:

Crnam = Z aqbgs

a+B=n+m bﬁ = OA, se ﬁ >m

o =04, sea>n

Portanto ¢,y = ag-04+a1 - 04+ ... 4+ap -0y +04 b1+ ... +04-by = ay - by,

e como A é um dominio de integridade e a,, # 04 € b,, # 04, entdo a, - b,, # 04, assim

o coeficiente lider da multiplicagao (p - ¢)(z) é o a, - b, e o grau da multiplicagao é
Grl(p- g)(x)) = n+m = Gr(p()) + Gr(g(x).

O

Corolario 2.1.17. Sejam A um dominio de integridade e p(x) € A[X]. Entdo p(z)
¢ uma unidade em A[X] se, e somente se, p(x) € um polindmio constante e ag € uma
unidade em A. Em particular, se A é um corpo, as unidades em A[X] sao o0s polinémios

constantes nao nulos.
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Demonstra¢ao. Suponhamos primeiramente, que p(x) é uma unidade em A[X]. Entao

p(z) - g(x) = 14 para algum g(z) € A[X], pelo Teorema 2.1.16 temos:
Gr(p(x)) + Gr(g(x)) = Gr(p(x) - g(x)) = Gr(1a) =0

como o grau de polindmio é um nimero inteiro nao negativo, temos que Gr(p(z)) =0
e Gr(g(x)) = 0, Portanto, p(z) e g(z) sdo polinomios constantes, sendo p(z) = ag e
g(x) = by, temos que p(z) - g(x) = ap - by = 14, portanto ay ¢ uma unidade em A.
Reciprocamente, suponhamos que p(z) = ag ¢ um polindmio constante e ay ¢ uma
unidade em A, assim existe g(z) tal que g(z) = ay ', onde ag' é o inverso multiplicativo
de ag. Entdo p(r) - g(x) = ag - ay;’ = 14. Portanto p(x) é uma unidade em A[X].
Se A é um corpo, entao os elementos diferentes do elemento neutro da adicao sao

unidades, entao os polindmios constantes nao nulos, sao unidades em A[X]. ]

Corolario 2.1.18. Sejam F' um corpo e p(x), q(x) € F[X] polindmios nao nulos, entao

Gr(p(x)) < Gr(p(z) - q(z)).

Demonstra¢ao. Como F[X] é um dominio de integridade, entao pelo Teorema 2.1.16,
temos que Gr(p(x) - q(z)) = Gr(p(x)) + Gr(q(z)), e como Gr(q(z)) > 0. Portanto,
temos que Gr(p(z)) < Gr(p(z) - q(z)).

O]

2.1.2 Algoritmo da divisao de polindmios

Agora apresentaremos o algoritmo da divisao de polindmios que possui os coeficientes
em um corpo, que consiste em dividir um polindbmio por outro, resultando em um
polinébmio no quociente e outro polinémio no resto, igual a divisao euclideana dos

numeros inteiros.

Teorema 2.1.19. Divisao Euclideana
Seja F' um corpo e sejam os polinomios f(x),g(x) € F[X], com g(x) diferente do

polinomio nulo, entao existem unicos polinomios q(x),r(x) € F[X] tais que

f(x) = q(z) - g(x) + r(z)
onde r(x) = 0F ou Gr(r(z)) < Gr(g(z)).

Demonstracao. (Prova da existéncia)
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Se f(x) = 0p ou Gr(f(z)) < Gr(g(z)), entao o teorema é verdadeiro com ¢(z) = Op
e r(x) = f(x), porque f(z) = 0p - g(z) + [(x).

Se f(x) # O0r e Gr(g(z)) < Gr(f(z)), entdo a demonstragdo da existéncia serd
por inducao completa sobre o grau de f(z). Sejam Gr(f(z)) = n , digamos f(x) =
anZ™ + ap 12" + ...+ a1 + a9 com a, # Op e digamos Gr(g(z)) = m e g(x) =
bx™ 4+ by 2™ 4+ 4 bz + by com by, # Op, onde m < n.

Se Gr(f(z)) =0, entdo Gr(g(z)) = 0. Portanto f(z) = ag e g(x) = by com ag, by #
0, como F' é um corpo, by ¢ uma unidade, ou seja, possui inverso multiplicativo, assim
ap = b- (b7'ag) + O, entdo o teorema & verdadeiro para n = 0, com ¢(z) = b~ tag e
r(z) = 0p.

Suponhamos que o teorema ¢é verdadeiro para polindémios com grau menor do que
n = Gr(f(x)), devemos mostrar que o teorema é verdadeiro para polinémios com grau
n. Como F' é um corpo e b,, # O, b,, € uma unidade, assim multiplicamos o polinémio
g(z) por a,b, 'z"~™ para obter

anbte™ ™ g(x) = bt (b ™ 4 by ™ L by + by)
= a4, 2" + b o 12" L+ anb oy 4 @, b hgt ™
Como os polinomios f(z) e a,b,'z"™™ - g(z) tem 0 mesmo grau n e 0 mesmo

coeficiente lider a,, a diferenga f(x) — a,b,'z" ™ g(x) é um polindmio de grau menor

que n. Por hipotese de indugdo, existem ¢;(z) e ri(z) em F[X] tais que

f(@) = anby'a"™™ - g(x) = qi(x) - g(x) + r1(2)
com 71(x) = 0p ou Gr(ri(z)) < Gr(g(z)). Portanto,
f@) = q(z) - g(z) + ri(x) + anby,'a" ™ - g(x)

f@) = g(x) - [q1(2) + anby 2" "] 4 r1(2)

Se tomamos ¢q(z) = q1(z) + a,b,la"™™ e r(x) = ri(z), temos que o teorema &
verdadeiro para os polindmios com grau n. Portanto pelo principio da inducao completa
o teorema ¢é verdadeiro para todo polinémio de qualquer grau.

(Prova da unicidade)

Sejam qu(2), 62(z), 11(2), 72(x) € FIX], tais que £(z) = qu(2) - 9(x) +r1(x) e f(z) =
¢2(x) - g(z) + ra(x), onde r; = 0p ou Gr(ri(z)) < Gr(g(z)), e ro = 0p ou Gr(ra(z)) <
Gr(g(x)). Assim

37



() - g(x) +11(x) — q2() - g(x) — ra(z) = f(2) — f(x) =0
() - g(7) — q2(v) - g(x) = ra2(x) — 711 (7)

9(x) - (@1 (2) = q2(2)) = r2(2) — 11 ()
Se q1(x) # q2(x), temos Gr(g(z) - (¢1(z) — g2(x))) = Gr(r2(x) — r1(x)), mas como
F também é um dominio de integridade e pelo Teorema 2.1.16, temos
Gr(g(x) - (@1 (z) — ¢2(x))) = Gr(g(z)) + Gr(qi(z) — ga2(x)) entao,
Gr(ra(z) —ri(x)) = Gr(g(x)) + Gr(q () — g2(x)). Assim

Gr(ry(x) —r(x)) = Gr(g(z))
No entanto, pelo Teorema 2.1.15, temos Gr(ra(x)—r1(x)) < maz {Gr(ri(z)), Gr(ra(zx))},
mas como Gr(r(x)) < Gr(g(x)) e Gr(ra(x)) < Gr(g(x)), temos que,
Gr(ry(z) —ri(z)) < mazx {Gr(ri(z)), Gr(ra(x))} < Gr(g(z)
Portanto, temos uma contradi¢ao. Entao ¢;(z) = ¢2(x) e temos

9(x) - (@1 (z) — q2(x)) = ra(x) — 11 ()
9(x) - 0p = r2(z) — 11(2)
Op = ro(x) — ri(x)

ra(z) = r1(x)
Portanto, sdo unicos os polindémios ¢(x) e r(x), tais que f(x) = q(z) - g(x) + r(z).
[l

O algoritmo da divisao de polindémios consiste em primeiro multiplicar o polinémio
divisor por outro polinémio de forma que o polindomio do resultado da multiplicacao
tenha o mesmo grau e coeficiente lider do polinémio dividendo, isso é possivel pois o
coeficiente lider do polinémio divisor pertencente a um corpo, ou seja, possui inverso
multiplicativo, com isso ao realizar a subtracao de ambos, obteremos um polinémio
de grau menor. Em seguida, realizamos novamente o procedimento com o polinémio
obtido no lugar do polinémio dividendo e repetimos o procedimento com o polinémio
obtido novamente, como em cada procedimento o grau do polinémio obtido diminui
pelo menos um grau, assim, ap06s sucessivas repeticoes o grau do poliné6mio obtido
serd menor que o grau do polinomio divisor, entao esse serda o resto da divisao e o
quociente da divisao é o polinémio da soma dos polinémios que foram multiplicados

com o polindémio divisor em cada procedimento. Vejamos um exemplo.
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Exemplo 2.1.20. Sejam os polinomios f(z) = bz +52°+x+10 e g(x) = 22% + 3w +2
em Q[X], para proceder a divisao do polinémio f(x) pelo polinémio g(x) consiste:
Primeiro passo: multiplicar o polinomio g(x) = 22* + 3z + 2 por éx e subtrair de

f(z) o resultado da multiplicacio, assim temos

n(e) = f(@) ~ Lalg@))

)
ri(z) = 52® + ba? + x4+ 10 — [§x(2x2 + 3z + 2)
)
ri(x) = —53:2 —4x +10

. 4 4 b} .
Segqundo passo: multiplicar o polinomio g(x) = 22 + 3x + 2 por 1 e subtrair de

ri(x) o resultado da multiplicacdo, assim temos

ra(2) = r1(z) — [~ (g(@))]

4
) D
ro(z) = —5552 — 4z +10 — [—1(2$2 + 3z +2)]
1 25
ro(xr) = —=x + 5

Terceiro passo: Como Gr(ra(x)) =1 < 2 = Gr(g(z)) nao é possivel continuar a di-
visdo, pois, nao € possivel multiplicar o polinémio g(x) por outro polinémio pertencente
Q[X], tal que o polinomio do resultado da multiplicagcdo tenha grau igual do polindmio
ro(x). Assim o polindomio ro(x) € o resto da divisdo, agora devemos determinar o

polindmio quociente da divisao, temos o sequinte:
5
ra(w) = m(w) = [=7(9(2))]

5 5
rale) = £(z) ~ ()] ~ [~2(g(a))]
5 5
F(&) = g(a)ow — 2]+ rala)
Assim o polinémio q(x) = éx — Z € o quociente da divisao, ou seja, é soma dos

polindmios que foram multiplicados com o polindmio g(x).

Podemos arrumar os procedimentos do Exemplo 2.1.20 através do seguinte dispo-

sitivo que no Ensino Médio é chamado de Método da chave:

f Szc) g()

A\

5x3+5x2+x+16 202 + 3x + 2
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Observacao 2.1.21. O Teorema 2.1.19 também ¢é verdadeiro na sequinte situac¢ao:
seja (A, +,-) um anel e sejam f(z), g(x) € A[X], com g(x) # 0 e o coeficiente lider de
g(x) € invertivel em (A, +,-). [8] p. 87-88.

Teorema 2.1.22. Seja F' um corpo. Entao F[X]| é um anel euclideano.

Demonstra¢ao. Como F|[X]| ¢ um dominio de integridade, entao pela Defini¢ao 1.1.22,
devemos encontrar uma funcao que tem as propriedades i e ii da definicao, mas essa
funcao é a funcao grau do polinémio, pois as propriedades foram provadas respectiva-

mente pelo Corolario 2.1.18 e pelo Teorema 2.1.19. m

De modo geral, as propriedades que serdo provadas em relacao F[X], sendo F' um

corpo, valem para todos os anéis euclideanos.

2.1.3 Divisibilidade dos polindmios

Nesta subsecao, estudaremos a divisibilidade dos polinémios com os coeficientes em
um corpo F' e suas propriedades. Além disso, estudaremos os conceitos de méximo

divisor comum e minimo multiplo comum.

Definigao 2.1.23. Sejam F um corpo e a(z),b(x) € F[X] com b(x) ndo nulo. Dizemos
que b(x) divide a(x), ou que b(x) é um fator de a(x), e escrevemos b(x) | a(x), se
a(x) = h(z) - b(x) para algum h(x) € F[X]. Neste caso, diremos que a(x) é maltiplo
de b(x).

Portanto, aplicando o algoritmo da divisao nos polinémios a(x),b(z) € F[X] com
b(x) nao nulo, se o polinomio do resto da divisao é o polinémio nulo, entdo b(x) divide

a(x).
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Teorema 2.1.24. Sejam F um corpo e a(x),b(x) € F[X] com b(z) nao nulo. Entao

valem as sequintes propriedades:
1. Se b(z) | a(x), entio c- b(x) | alx), para todo ¢ € F nio nulo.
2. Sea(z) | b(x) e b(z) | c(x), entio a(x) | c(x).

3. Sea(z) | b(x) e a(x) | c(z), entio a(x) | (b(x) + c(x)).

4. Se a(z) | b(x), entio a(z) | b(z) - c(x), para todo c(z) € F[X].

5. Se a(x) | b(x) e a(x) | e(x), entdo a(x) | (b(x) - d(z) + c(z) - e(x)), para quaisquer
d(z),e(x) € F[X].
6. Sea(zx) | b(x) e b(x) | a(z), entdo a(x) = c- b(x), onde ¢ é uma constante de F.
7. Se b(x) | a(x), entdo Gr(b(z)) < Gr(a(x)).
Demonstracao. Para mostrar o Item 1, se b(x) | a(x), entdao a(z) = b(x) - h(x) para
algum h(x) € F[X]. Assim temos:
a(x) =1p-b(x)-h(z) =c-c ' b(x) - h(z) = c-b(z)[c™ - h(z)].

Portanto, c¢- b(x) | a(x).

Para mostrar o Item 2, se a(z) | b(x) e b(x) | ¢(z), entao temos o seguinte:

= a(z) - ¢1(x), para algum ¢, (z) € F[X] e
= b(7) - g2(), para algum gx(z) € F[X],
c(x) =a(z) - q1(x) - g2() e como q;(x) - g2(x) € F[X], entdo a(z) | c(x).

Para mostrar o Item 3, se a(z) | b(x) e a(x) | ¢(z), entao temos o seguinte:

b(x) = a(z) - ¢1(x), para algum ¢ (z) € F[X] e

C(l‘) (I) ) q2(x)7 para algum QQ(f) S F[X]7

b(z) + c(z) = a(z) - (1(x) + g2(x)) com ¢ (x) + g2(x) € F[X], entdo
a(z) | (b(z) + c(x)).
Para mostrar o Ttem 4, se a(z) | b(x), entdo b(z) = a(x) - ¢(z) para algum q(z) €

F[X], e para todo ¢(x) € F[X], temos o seguinte:
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b(z)-c(z) =a(z)-q(x) - c(x) e como q(x) - c¢(x) € F[X] entdo a(z) | b(z) - ¢(x)
Para mostrar o Item 5, se a(z) | b(x) e a(x) | ¢(z), entdo pelo Item 4 temos que:
a(x) | b(z) - d(z), para todo d(x) € F[X] e
a(z) | c(x) - e(x), para todo e(z) € F[X],
agora pelo Item 3 temos que:
a(z) | (b(z) - d(z) + c(x) - e(z)), para quaisquer d(x),e(z) € F[X].
Para mostrar o Item 6, se a(z) | b(x) e b(x) | a(z), entdo temos o seguinte:
b(z) = a(z) - i (z), para algum ¢(z) € F[X],
a(r) = b(r) - g2(x), para algum gs(v) € F[X]

e assim

a(r) = a(x) - qi() - g2(x)
Assim Gr(a(z)) = Gr(a(z)-q1(x)-ga(x)), € como F[X] ¢ um dominio de integridade
e pelo Teorema 2.1.16, temos que Gr(a(z)) = Gr(a(z)) + Gr(qi(z) - g2(x)), com isso
Gr(q(z)-q2(z)) = 0, ou seja, Gr(qi(x)) +Gr(g2(x)) = 0, 0 que implica que Gr(q1(z)) =
0 e Gr(g2(x)) = 0. Portanto, ¢2(x) = ¢ € um polinémio constante e a(z) = c- b(z).
Para mostrar o Item 7, suponha b(z) | a(x), entdo a(x) = b(x) - h(z) para algum
h(z) € F[X]. Pelo Teorema 2.1.16, Gr(a(x)) = Gr(b(z)) + Gr(h(z)). Uma vez que o

grau dos polindmios sio nimeros naturais, devemos ter 0 < Gr(b(x)) < Gr(a(z)). O

Definicao 2.1.25. Sejam F um corpo e a(x),b(x) € F[X], ambos ndo nulos. O
mdzimo divisor comum (mdc) entre a(x) e b(x) € o polindmio monico de maior grau
que divide a(x) e b(x).

Em outras palavras, d(z) € o mdzimo divisor comum (mdc) de a(x) e b(z) desde

que d(x) € monico, e tenha as sequintes propriedades:

(1) d(x) [ a(z) e d(z) | b(x);

(2) Sec(z)]|alz) ec(z)|blx), entdo o Gr(c(x)) < Gr(d(z)).

Teorema 2.1.26. Sejam F um corpo e a(x),b(x) € F[X]|, ambos nao nulos. Entao,

existe um unico mdzximo divisor comum d(z) de a(z) e b(x). Além disso, erxistem
) -

polindmios u(z) e v(x), tal que d(x) = a(x) - u(x) + b(x) - v(x), ndo necessariamente

UNLCos.
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Demonstragao. (Prova da Existéncia)

Seja S o conjunto de todas as combinagoes lineares de a(z) e b(x), isto &,

S ={a(z) -m(z) +b(z) - n(x);m(z),n(x) € FIX]}.

Observe que S contém polinémios nao nulos, por exemplo, pelos menos a(x) e b(z)
pertencem a S, pois, a(z) = a(z)-1p+b(z)-0p e b(z) = a(x)-0p +b(z) - 1p. Assim, o
conjunto de todos graus dos polindmios em S é um conjunto nao vazio de inteiros nao
negativos, que tem um menor elemento, pelo Principio da Boa Ordenacao!. Assim,
existe um polinémio w(z) de menor grau em S. Se d é coeficiente lider de w(x), entdo
t(x) = d~' - w(z) ¢ um polindmio moénico de menor grau em S. Pela definigao de S,

temos que:
existem u(z),v(z) € F[X], tal que t(z) = a(z) - u(z) + b(x) - v(x).

Vamos provar que t(x) é o maximo divisor comum entre a(x) e b(z), ou seja, que
t(x) satisfaz as duas propriedades da Definicao 2.1.25. Pelo Teorema 2.1.19, existem
polinémios ¢(x) e r(z), tal que a(x) = q(z) - t(z) +r(x), com r(z) = 0p ou Gr(r(x)) <

Gr(t(z)). Consequentemente temos o seguinte:

(z) = a(z) — q(z) - t(z)

r(x ) —q(z) - [a(z) - u(z) + b(z) - v(z)]

() = a(z) — q(z) - a(z) - u(z) — q(z) - b(z) - v(z))
) - [1—q(@) - u(z)] + b(z) - [-q(z) - v(z)

Assim, r(z) é uma combinacao linear de a(x) e b(x), portanto r(z) € S, e como

r

a(x

)
r(z)
r(z) = a(z
t(z) é o polindbmio monico de menor grau em S, entdo nao pode ocorrer a possibilidade
Gr(r(xz)) < Gr(t(x)), assim a tunica possibilidade é r(z) = Op. Portanto a(z) =
q(z)-t(z)+r(z) =q(x) t(x)+0p = q(x)-t(x), de modo que t(z) | a(zx). Um argumento
semelhante mostra que ¢(z) | b(x). Assim provamos a primeira propriedade:

(1) 1) [ a(x) e t(z) | b(x)
Se ¢(z) | a(x) e c¢(z) | b(x), entdao pelo Item (5) do Teorema 2.1.24 ¢(x) | a(x) -

u(x) +b(x) - v(zr) =

t(z), com isso c(z) | t(x) e pelo Item (7) do Teorema 2.1.24 temos
que Gr(c(z) < Gr(t(x)). Assim provamos a segunda propriedade:

(2) Se c¢(x) | a(z) e c(z) | b(x), entdo o Gr(c(z)) < Gr(t(x)).

'Para uma melhor compreensiao desse Principio, ver [7] p. 10.
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Portanto ¢(z) é o méaximo divisor comum de a(zx) e b(x).
(Prova da unicidade)

Vamos provar que t(z) ¢ o tinico maximo divisor comum de a(z) e b(z).

Suponhamos que d(x) seja qualquer maximo divisor comum de a(x) e b(z). Para
provar a unicidade, devemos mostrar que d(z) = t(z). Como d(x) é maximo divisor
comum, entao existem polinémios f(z),g(x) € F[X], tais que a(z) = d(z) - f(x) e
b(x) = d(x) - g(x). Portanto,

t(z) = a(x) - u(z) + b(x) - v(x)

t(x) = [d(z) - f(2)] - u(z) + [d(z) - g()] - v(z)
t(x) = d(x)[f(z) - u(z) + g(x) - v(2)]

Pelo Teorema 2.1.16, temos o seguinte:
Gr(t(x)) = Gr(d(z)) + Gr([f(z) - u(z) + g(x) - v(z)])

Como t(z) e d(z) s@o méximos divisores comuns, entdo Gr(t(x)) = Gr(d(x)) .

Consequentemente,

Gr([f(z) - u(z) + g(x) - v(x)]) = 0

Assim f(z) - u(x) + g(x) - v(x) = ¢ para alguma constante ¢ € F. Portanto,
t(z) = d(z) - ¢. Como d(z) e t(z) sdo polindmios monicos, o coeficiente lider do lado
esquerdo da igualdade é 1z e o do lado direito é ¢, entao devemos ter ¢ = 1x. Portanto,
d(z) = t(x) = a(x) - u(z) + b(x) - v(z) é o tnico maximo divisor comum de a(x) e
b(x). O

Corolario 2.1.27. Sejam F um corpo e a(x),b(z) € F[X], ambos ndo nulos. Um
polinémio monico d(x) € F[X| é o mdzimo divisor comum de a(x) e b(x) se, e somente

se, d(x) satisfaz as sequintes condigoes:
(i) d(z) | a(z) e d(z) | b(z).
(ii) Sec(z) | a(z) e c(x) | b(z), entdo c(x) | d(x).

Demonstrac¢ao. Primeiramente suponhamos que d(x) é o maximo divisor comum de
a(x) e b(x), e provaremos que d(x) satisfaz as condicoes (i) e (ii).
Como d(z) ¢ o maximo divisor comum de a(z) e b(x), entdo pela definigao de

méaximo divisor comum, d(z) satisfaz a propriedade (1), que é igual a condicdo (i).
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Entao d(x) satisfaz a condigao (i). Além disso, pelo Teorema 2.1.26 existem polinomios
u(z),v(x) € F[X] tais que d(z) = a(z) - u(z) + b(z) - v(x).

Suponha que ¢(z) € F[X] tal que c¢(z) | a(z) e ¢(z) | b(x), entao pelo Item (5) do
Teorema 2.1.24 ¢(x) | a(x) - u(z) + b(x) - v(x).

Assim temos que ¢(x) | d(z), entdo d(x) satisfaz a condigao (ii).

Reciprocamente, suponhamos que d(z) é um polindmio ménico que satisfaz as con-
digoes (i) e (ii), e provaremos que d(x) é o maximo divisor comum entre a(z) e b(x),
ou seja, que d(x) satisfaz as propriedades (1) e (2) da definicao de méaximo divisor
comum.

Por hipotese d(x) satisfaz a condi¢do (i), que é igual a propriedade (1), portanto
d(x) satisfaz (1).

Suponha que ¢(z) € F[X] tal que ¢(x) | a(z) e c¢(z) | b(x), entdo pela hipdtese,
ou seja, a condicdo (ii), temos que c(z) | d(z). Pelo Teorema 2.1.24, temos que
Gr(c(x)) < Gr(d(x)). Assim d(z) tem a propriedade (2). Portanto d(z) é maximo
divisor comum entre a(z) e b(z).

]

Os polinomios a(z) e b(z) sao chamados primos entre si, se 0 maximo divisor comum
de a(z) e b(z) é igual a 1p.
O proximo corolario é uma versao do Lema de Gauss [7] p.82-83 para polinomios

com coeficientes em um corpo.

Corolario 2.1.28. Sejam F' um corpo e a(x),b(z),c(x) € F[X]. Se a(z) | b(zx) - c(z)
c(z).

e a(x) e b(x) sao primos entre si, entao a(x) | c(x)

Demonstragao. Como a(x) | b(x) - ¢(x), entao existe r(x) € F[X] tal que b(z) - ¢(z) =
a(x)-r(xz). Como o maximo divisor comum entre a(z) e b(x) é igual a 1x. Pelo Teorema
2.1.26, existem u(z),v(z) € F[X] tais que

a(z) - u(x) +b(x) - v(z) = 1p.
Multiplicando por ¢(x) ambos os lados da igualdade acima, temos que
c(x) =a(z) - c(z) - u(x) + b(zx) - c(z) - v(z).
Substituindo b(z) - ¢(z) por a(x) - r(x) nesta dltima igualdade, temos que
c(z) =a(z) - c(z) - u(z) +a(z) - r(x) - v(x)

c(x) = a(z) - [e(x) - u(z) +r(z) - v(2)]
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Portanto, a(x) | ¢(z). O

Defini¢ao 2.1.29. Seja F' um corpo e a(x),b(x) € F[X], ambos nao nulos. O minimo
multiplo comum (mme) de a(z) e b(z) € o polindmio monico de menor grau que é
maltiplo tanto a(x) e b(x).

Em outras palavras, m(x) é o minimo mailtiplo comum (mmc) de a(x) e b(z) desde

que m(x) € moénico, e tenha as sequintes propriedades:
(1) a(z) | m(z) e b(z) | m(z);
(I1) Se a(x) | c(x) e b(z) | c(x), entao o Gr(m(x)) < Gr(c(z)).

Teorema 2.1.30. Sejam F um corpo e a(x),b(x) € F[X], ambos ndo nulos, com o
coeficientes lideres a e b respectivamente, e sendo q(x) € o quociente da divisdo de
a(x) - b(x) pelo mde(a(z),b(x)). Entdo existe um tnico minimo mailtiplo comum entre

a(x) e b(x), que é
mmec(a(x),b(z)) = q(z) a1

Demonstracao. Prova da Existéncia
Primeiramente, denotaremos por d(x) o mde(a(x),b(zx)), e como d(z) | a(zx) , pelo
Item (4) do Teorema 2.1.24, temos que d(z) | a(x) - b(x), assim podemos escrever
a(x) - b(z) = d(x) - g(x), como d(x) é mdnico e o coeficiente lider de a(x) - b(x) é igual
a a- b, entdo o coeficiente lider de g(z) ¢ igual a a - b. Assim g(z)-a~'-b~! é monico.
Assim, para provar que m(x) = q(z)-a~'-b=' ¢ o mme(a(z), b(x)), devemos mostrar
que m(x) satisfaz as duas propriedades da defini¢io de minimo miltiplo comum.
Multiplicando os dois lados da igualdade m(z) = q(z)-a~'-b~! por d(x) temos o

seguinte:

=
=
3

(z) = d(z) - q(x) - a™" - b7,

d(z) -m(x) = a(x) - b(z) -at b1

Como b(z) = d(x) - h(z) para algum h(z) € F[X], temos
d(z) -m(x) = a(z)-d(z) - h(z)-a=t- b1

Além disso, F[X] é um dominio de integridade, entdao vale a lei do cancelamento

da multiplicacao, Teorema 1.1.21, com isso

m(x) =a(x)-h(z) -at-b7L
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Portanto a(z) | m(z). Um argumento semelhante mostra que b(x) | m(x). Assim

provamos a primeira propriedade:
(D a(z) | m(z) e b(z) | m().
Seja c(z) € F[X] tal que
a(z) | c(z) e b(z) | c(z)
ou seja,
(x) = ala) - f(x) para algum f(x) € FIX],
c(z) = b(z) - g(x) para algum g(z) € F[X].
Pelo Teorema 2.1.26, existem u(z), v(z) € F[X] tais que
d(z) = a(z) - u(@) + b(z) - v(z)

Multiplicando os dois lados da igualdade acima por ¢(z) temos o seguinte:

~a(x) -u(z) +a(z) - f(z) - b(x) - v(x)
g(@) - u(z) + f(z) - v()]
lg(@) - uz) + f(2) - v()]

= q(x) - [9(z) - u(z) + f(2) - v(2)]
Portanto ¢(z) | ¢(x), e pelo Item (1) do Teorema 2.1.24, temos que a*-b~' - q(z) |
c(x), ou seja, m(x) | c(x). Agora pelo Item (7) temos que Gr(m(z)) < Gr(c(x)).

Assim provamos a segunda propriedade:
(IT) Se a(z) | c(z) e b(x) | c(x), entdao o Gr(m(z)) < Gr(c(x))

Portanto m(x) = ¢(z) - a™* - b~! & minimo multiplo comum de a(z) e b(x).
Prova da unicidade

Vamos provar que m(z) é o inico minimo multiplo comum entre a(x) e b(x).

Suponhamos que t(x) seja qualquer minimo miltiplo comum entre a(z) e b(z). Para
provar a unicidade, devemos mostrar que m(z) = t(z), na demonstragao de existéncia
do mme(a(z),b(x)), demonstramos que m(x) divide todos os miltiplos comuns de a(x)
e b(x), em particular m(z) | t(z), ou seja, t(x) = m(x) - f(x) para algum f(z) € F[X].

Assim pelo Teorema 2.1.16 temos

Gr(t(z)) = Gr(m(x)) + Gr(f(z))
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Como t(x) e m(x) sao minimos miultiplos comuns, entao o Gr(t(z)) = Gr(m(zx)),
consequentemente Gr(f(z)) = 0.

Assim f(x) = ¢ para alguma constante ¢ € F. Portanto, t(z) = m(z)-c. Como m/(x)
e t(x) sdo polinémios moénicos, o coeficiente lider do lado esquerdo da igualdade é 15 e
o do lado direito é ¢, entdo devemos ter ¢ = 1. Portanto t(x) = m(z) = q¢(z)-a=t- 07!
¢ o tinico minimo multiplo comum de a(x) e de b(z).

O
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Capitulo 3

Irredutibilidade

Neste capitulo, estudaremos a definicao de polinomio irredutivel, as raizes dos po-
linémios e fatoracao tdnica.

Quando F' é um corpo, o anel de dominio de integridade F[X] apresentam vérias

semelhancas algébricas com o anel Z do niimeros inteiros. Por exemplo, o conceito de

polinémio irredutivel corresponde, no anel do nimeros inteiros, ao nimero primo.

3.1 Irredutibilidade

Nesta secao, estudaremos um conceito muito importante que é o da irredutibilidade
de um polindmio com coeficientes em um corpo, e teremos como referéncias as obras
[10] e [8].

Para o desenvolvimento do presente trabalho precisamos da seguinte definicao.

Definicao 3.1.1. Um elemento a em um anel comutativo com identidade A, serd

chamado de associado de um elemento b € A, se a = b-u para alguma unidade u € A.

Note que se a é associado a b, entao b é associado a a, poisb=a-u"' e ™! é uma
unidade. Por exemplo no anel dos ntmeros inteiros Z , os tnicos associados de um

niimero inteiro n sao n e —n, porque somente 1 e —1 sao as unidades em Z.

Teorema 3.1.2. Se I' é um corpo e a(x),b(x) € F[X], entio a(z) € associado a b(z)

se, e somente se, a(x) = b(x) - ¢ para algum polindmio constante nao nulo c.
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Demonstra¢ao. Primeiramente suponhamos que a(x) é associado a b(x), ou seja, a(x) =
b(x)-u(x) onde u(z) é uma unidade de F[X]. Pelo Corolario 2.1.17 as unidades em F[X]
sdo os polindmios constantes nao nulos, assim a(z) = b(x) - ¢ para algum polindémio
nao nulo c.

Reciprocamente, se a(x) = b(x)-c para algum polinémio constante nao nulo ¢, entao
novamente pelo Corolario 2.1.17, ¢ ¢ uma unidade em F'[X]. Portanto a(x) é associado
a b(x). O

No anel dos ntimeros inteiros Z, um ntmero diferente de zero p é primo, se nao for
+1, ou seja, p nao é uma unidade de Z, e seus tnicos divisores sao +1 (as unidades) e
+p (os associados de p). Se F' é um corpo, entdo as unidades em F[X] sdo os polinémios

constantes nao nulos, assim temos a seguinte definicdo de polindémio irredutivel.

Definicao 3.1.3. Seja F' um corpo. Um polindmio ndao constante p(z) € F[X] é
considerado irredutivel se seus unicos divisores sao seus associados € 0s polindmios
constantes nao nulos (as unidades). Um polindmio nao constante que nao é irredutivel

¢ chamado de redutivel.

Exemplo 3.1.4. Considere o polinomio f(x) = bz+1 em R, pelo Item (7) do Teorema
2.1.24 os divisores de f(z) sao de grau 0 ou 1. Os divisores de f(x) de grau 0 sdo
polindmios constantes nao nulos. Se g(x) € um divisor de f(x) de grau 1, entao,
S5z + 1= g(z) - h(x), como isso o Gr(h(x)) =0, de modo que h(z) = ¢, entdo g(x) =
¢t (5x + 1), assim g(x) é um associado de f(x). Portanto, f(z) € irredutivel em

R[X].

Seja F'um corpo, podemos concluir com uma argumentacao semelhante do Exemplo
3.1.4 a generalizacao de que todo polinémio de grau 1 em F[X] ¢é irredutivel em F[X],

conforme vé-se no Teorema 3.1.5.

Teorema 3.1.5. Seja F um corpo, entao todo polinémio de grau 1 pertencente a F[X]
é irredutivel em F[X].

Demonstra¢ao. Argumentagao semelhante ao do Exemplo 3.1.4 . O

Teorema 3.1.6. Seja F' um corpo. Um polinémio nao nulo f(x) € redutivel em F[X]

se, e somente se, f(x) pode ser escrito como produto de dois polinémios de grau menor.

Demonstragao. Primeiramente, suponha que f(z) é redutivel em F[X], entdo f(x) tem

um divisor g(x) € F[X]| que ndo ¢ associado a f(x) e ndo ¢ um polinomio constante

50



nao nulo, ou seja, f(z) = g(z) - h(x). Se g(x) ou h(x) tem o mesmo grau de f(z),
entao pelo Teorema 2.1.16 um deles tem grau igual 0. Como um polinémio de grau 0
¢ um polinémio constante ndo nulo em F[X], isso significa que g(x) ¢ um polinémio
constante nao nulo ou um associado de f(x), ou seja, contrario a hipdtese. Portanto
tanto g(x) como h(z) tem grau menor que f(z).

Reciprocamente, suponha que f(z) pode ser escrito como produto de dois po-
linémios de grau menor, ou seja, f(z) = g(x) - h(z), onde Gr(g(z)) < Gr(f(x)) e
Gr(h(z)) < Gr(f(z)), entdao Gr(g(z)) # 0 e Gr(h(z)) # 0, assim g(z) e h(x) sdo
polindémios ndo constantes nao nulos. Se g(x) é um associado de f(x), entdo pelo Te-
orema 3.1.2 temos que g(x) = f(z) - ¢ para algum polindémio constante nao nulo ¢, e

pelo Teorema 1.1.21 temos o seguinte:

lp- f(z) = g(x) - h(z)
lp- f(z) = f(z)-c- h(z)
lp=c-h(x
Assim Gr(1p) = Gr(c) + Gr(h(z)), e como Gr(lgp) = Gr(c) = 0. Com isso
Gr(h(x)) =0, o que ndo pode ocorrer. Portanto g(x) ndo pode ser associado de f(x),

com argumento semelhante h(z) também nao pode ser associado de f(x). Portanto
f(z) é redutivel em F[X]. O

Exemplo 3.1.7. O polinémio f(x) = 2> + 1 € irredutivel em Q[X]. Porque se fosse
redutivel pelo Teorema 3.1.6 teriamos x°> +1 = (ax +b) - (cx + d) com a,b,c,d € Q,

entio v2+1 = acx?®+ (ad+be)z+bd, e pela igualdade de polindmios teriamos o sequinte

ac —1
sistema: ad + bc=0

bd=1
Resolvendo o sistema temos que bc = /—1, mas v—1 &€ Q, logo nao existem
b,c € Q, tais que bc = \/—1. Portanto nao existe em Q[X] dois polindmios de grau

menor que f(x), cuja o produto seja igual a f(x).

A irredutibilidade de um polinémio nao é absoluta, depende do corpo dos coefici-
entes dos polindmios que estd sendo analisada a sua irredutibilidade. Por exemplo, o
polindomio f(x) = 2% + 1 & redutivel em C[X], porque 2% + 1 = (z + i)(z — i), e como
(x +1i) e (x — i) ndo sdo polindbmios constantes e nem associados a f(z), entdo f(z) é
redutivel em C[X]. Mas pelo Exemplo 3.1.7 f(x) é irredutivel em Q[X].
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Teorema 3.1.8. Sejam F' um corpo e p(x) um polinémio nao constante em F[X].

Entao, as sequintes condicoes sao equivalentes:
(1) p(x) é irredutivel.

(2) Se b(z) e c(x) sao polinémios tais que p(x) | b(x) - c(x), entdo p(z) | b(x) ou

p(x) | ez),

(3) Ser(z) e s(x) sao polinomios tais que p(x) = r(z) - s(x), entdo r(x) ou s(x) é um

polindmio constante nao nulo.

Demonstra¢ao. Vamos provar que a condi¢ao (1) implica a condic¢ao (2), suponhamos
que p(x) é irredutivel, como mdc(p(z),b(x)) é um divisor de p(z), entdo as tnicas
possibilidades sao mdc(p(x),b(x)) = ¢ para algum polinémio constante nao nulo ¢ ou
mde(p(x),b(z)) = f(x) com f(z) sendo um associado de p(x). Se mde(p(x),b(z)) = ¢
para algum polindémio constante nao nulo ¢, como por definicao o maximo divisor
comum é monico, com isso mde(p(x),b(z)) = 1p e como por hipotese p(x) | b(z) - ¢(x),
entao pelo Corolario 2.1.28 p(x) | ¢(z). Se mdc(p(z),b(x)) = f(x) com f(z) sendo um
associado de p(z), como f(x) | b(x), entao b(z) = f(z) - g(z) para algum g(x) € F[X],
como pelo Teorema 3.1.2 temos que f(z) = p(z) - ¢ para algum polindémio constante
nao nulo ¢, com isso b(x) = p(x) - ¢ - g(x), assim p(x) | b(x). Portanto em todo caso
p(x) | b(z) ou p(x) | c(z).

Vamos provar que a condi¢ao (2) implica a condicao (3), se p(z) = r(z)-s(x), entao
pela condicdo (2) p(x) | r(z) ou p(x) | s(x). Se p(x) | r(z), logo r(x) = p(z) - v(x)
para algum v(x) € F[X], entdo p(x) = r(z) - s(z) = p(z) - v(z) - s(z). Como F[X] é
um dominio de integridade, podemos pelo Teorema 1.1.21 cancelar p(z) e concluir que
v(x) - s(x) = 1p. Assim s(z) é uma unidade, e pelo Corolario 2.1.17 é um polinémio
constante ndo nulo. Um argumento semelhante mostra que se p(x) | s(x), entao r(x) é
um polinémio constante nao nulo.

Vamos provar que a condi¢ao (3) implica a condi¢ao (1), seja c(x) qualquer divisor
de p(z), ou seja, p(r) = ¢(x) - d(x) para algum d(z) € F[X], entdo pela condi¢ao (3),
¢(x) ou d(x) € um polindmio constante nao nulo. Se d(z) = d # Op, entdo p(x) = ¢(x)-d,
agora multiplicando os dois lados da igualdade por d!, temos que c(z) = d~! - p(x),
como d~! é uma unidade temos que c(x) ¢ um associado de p(x). Assim em todo caso,
¢(x) & um polindémio constante nao nulo ou um associado de p(x). Portanto, p(x) é

irredutivel. O
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Corolario 3.1.9. Sejam F' um corpo e p(x) irredutivel em F[X]. Se p(z) | ai(z) -

as(x) -+ an(x), entdo p(x) divide pelo menos um dos a;(x).

Demonstragao. Se p(z) | ai(z) - (az(z)---an(x)), entdo pelo Teorema 3.1.8, p(z) |
ai(z) ou p(x) | as(z) - (az(x)---an,(z)). Se p(z) | a1(x) noés terminamos aqui. Se
p(z) | az(x) - (az(x)---ay(z)) , entdo pelo Teorema 3.1.8 novamente, p(x) | az(x) ou
p(x) | as(x) - (ag(x) - an(x)). Se p(x) | az(x) nos terminamos aqui. Caso contrario,
continuemos esse processo, usando o Teorema 3.1.8 repetidamente. Apds no maximo

n etapas, deve haver um a;(x) que seja divisivel por p(x). ]

3.2 Raizes de Polindmios

Nesta secao, estudaremos o conceito de raiz de um polindémio e sua relacao com a
redutibilidade ou irredutibilidade do polinémio, e teremos como referéncias as obras
[10], [8] e |2]-

Seja R um anel comutativo, a fun¢do polinomial associada ao polinémio f(z) =
@™ + Q12" 4 cagx? +air +ag € R[X] é a fungado f : R — R com a seguinte

regra:
f(r) =a,r™ + Q1T 4+ - agr? + ar + ap para todo r € R.

Defini¢ao 3.2.1. Sejam R um anel comutativo e f(x) € R[X]. Se a € R € tal que
f(a) = 0g, ou seja, o anula a func¢ao polinomial associada ao polinémio f(x), entdo

a € dita uma raiz de f(x) em R.

Exemplo 3.2.2. As raizes do polinomio f(xr) = 5z +1 € Q[X], sGo os nimeros

racionais, tal que f(r) =0 onde r € Q, ou seja, solugdo da equagio bx + 1 =10, que é

o nimero racional —%. Assim, uma raiz de f(x) € —1.

Com argumento semelhante ao do Exemplo 3.2.2, podemos provar que se F' é um
corpo e f(x) = ax + b € F[X], ou seja, ¢ um polindémio de grau 1 em F[X], entdo
sempre terd uma unica raiz em F'. De fato, como a,b € F com a # Op, entao —g eF
é a tnica raiz, pois, f(—2) = a(=2)+b=0p.

Exemplo 3.2.3. O polinomio f(z) = 2> +1 € R nao tem raizes em R porque nao
existem solugoes reais da equagdo x*> + 1 = 0. No entanto, se f(x) = x*> + 1 for
considerado como um polinomio em C[X], entdo tem raizes, porque i e —i sao solu¢oes

em C da equacdo 2> +1 = 0.
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Teorema 3.2.4. Sejam F' um corpo, f(x) € F[X] ea € F. O resto da divisio de f(x)

por x —a € o valor de f(a).

Demonstragao. Pelo algoritmo da divisdo, f(z) = (x—a)-q(z)+r(z), onde o polinémio
do resto r(z) é igual a O ou possui grau menor que o divisor z —a, ou seja, Gr(r(z) =0
ou 7(x) = Op. Em ambos os casos, r(x) = ¢ para algum ¢ € F. Portanto, f(x) =
(x —a) - q(x) + ¢, de modo que f(a) =(a—a)-q(z)+c=0p+c=c. O

Exemplo 3.2.5. Vamos encontrar o resto da divisao de f(x) = 1% 4 22™ + 3236 + 5

por x — 1, para 1sso basta aplicar o Teorema 3.2.4 com a = 1. Portanto o resto é
f(1) =110 42.1™ +3.136 + 5 =11.

Teorema 3.2.6. Sejam F um corpo, f(x) € F[X] e a € F. Entio a é uma raiz do

polindomio f(x) se, e somente se, x — a é um fator de f(x) em F[X].

Demonstra¢ao. Primeiramente, suponhamos que a é uma raiz de f(x). Entao, temos
pelo algoritmo da divisao que f(z) = (x —a) - ¢(x) + r(z), e pelo Teorema 3.2.4 temos
que f(z) = (z —a)-q(z)+ f(a), e como a é uma raiz de f(z), entdo f(a) = Op, assim
f(z) = (z —a) - q(z). Portanto, z — a é um fator de f(z).

Reciprocamente, suponhamos que x — a é um fator de f(x), ou seja, f(z) = (z —
a) - g(x) para algum g(z) € F[X]|. Entdo, a ¢ uma raiz de f(x), porque f(a) =
(a—a)-g(z) = 0p - g(z) = Op. O

Corolario 3.2.7. Sejam F um corpo e f(x) um polindmio nao nulo de grau n em

F[X]|. Entao f(x) tem no mdzimo n raizes em F.

Demonstragao. Se f(z) tem uma raiz a; em F, entdo pelo Teorema 3.2.6, f(z) =
(x — ay) - hi(z) para algum hy(z) € F[X]|. Se hi(z) tem uma raiz ay em F, entdo
novamente pelo Teorema 3.2.6 , f(x) = (x—ay)-(x—az)-ha(z) para algum he(z) € F[X].
Se ho(z) tem uma raiz az em F', repetimos o procedimento e continuamos fazendo o

procedimento até chegar a uma dessas situagoes:

(1) f(z) = (r—a1)-(z —az)-- (z = an) - hn(2)
(2) f(x)=(x—a1) (x —az) - (x —ag) - hi(z) e h(z) ndo tem raiz em F.

No caso (1), pelo Teorema 2.1.16, temos
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Gr(f(z)) =Gr(x—a1)+Gr(z—az) + -+ Gr(z — a,) + Gr(hy(x))
n =1+1+--+1+Gr(h,(z))
n =n-+ Gr(h,(x))

Assim, Gr(h,(z)) = 0, entao h,(z) = ¢ para alguma constante ¢ € F' e f(z) tem

como fatores
f@)=c-(x—a1) - (x —ag) - (x— ay).
Claramente, os n nimeros ay, as, . .., G, sa0 as Gnicas raizes de f(x) em F.

No caso (2), argumentando da mesma forma, somente substituindo n por k, che-

garemos a seguinte conclusao:
n=Gr(f(z) =k+ Gr(hg(z)).

Portanto o niimero de raizes é k, que é menor ou igual a n.

]

Corolario 3.2.8. Sejam F' um corpo e f(x) € F[X], com Gr(f(z)) > 2. Se f(x) é

irredutivel em F[X], entdao f(x) nao tem raizes em F.

Demonstra¢ao. Se f(x) é irredutivel, entdo nao possui fator da forma = —a em F[X].

Portanto, pelo Teorema 3.2.6, f(z) ndo tem raizes em F. ]

A reciproca do Corolario 3.2.8 geralmente nao é verdadeira, por exemplo, f(z) =
22 + 5z + 6 é redutivel em R[X], pois temos

f(z) =2t 4527+ 6 = (2 + 2)(2? + 3).

Mas as raizes de x° +2 e 2 + 3 ndo sdo nimeros reais, ou seja, f(x) nao tem raizes
em R.

No entanto, a reciproca é verdadeira para polindmios de graus 2 e 3, conforme o
Corolario 3.2.9.

Corolario 3.2.9. Sejam F um corpo e f(x) € F[X]| um polinomio de grau 2 ou 3.

Entao f(x) € irredutivel em F[X] se, e somente se, f(x) nao tiver raizes em F.

Demonstra¢ao. Primeiramente, suponhamos que f(x) é irredutivel. Entao pelo Coro-
lario 3.2.8, f(z) nao tem raizes em F.
Reciprocamente, suponhamos que f(z) nao tenha raizes em F. Entao f(x) nao tem

fator de primeiro grau em F[X], porque todo polinémio de primeiro grau ax + b em
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F[X] tem uma raiz em F. Portanto, se f(z) = r(z) - s(z), nem r(z) e nem s(x) possui
grau 1, pelo Teorema 2.1.16, Gr(f(x)) = Gr(r(z)) + Gr(s(z)). Como o grau de f(z)
¢ 2 ou 3, entdo as tnicas possibilidades para (Gr(r(z)), Gr(s(x))), sao (2,0) ou (0,2)
e (3,0) ou (0,3). Portanto, r(x) ou s(z) devem ter grau 0, ou seja, r(z) ou s(z) é um
polindémio constante nao nulo, e pelo Teorema 3.1.8, f(x) é irredutivel.

[

Exemplo 3.2.10. Vamos mostrar que f(x) = 23+ x + 1 € irredutivel em Zs[X], pelo
o Coroldrio 3.2.9, temos que verificar se [0],[1] € Zy € raiz de f(z), como f([0]) =
013 +[0] + [1] = [1] e f([1]) = 1] + [1] + [1] = [1], entdo f(x) € irredutivel em Zy[X].

Corolario 3.2.11. Seja F' um corpo e f(z) € F[X], com Gr(f(z)) > 2. Se f(z) tiver

uma raiz em F, entao f(x) é redutivel em F[X].

Demonstracao. Se a € F & uma raiz de f(z), entdo pelo Teorema 3.2.6, x — a divide
f(x), ouseja, f(z) = (r—a)-g(x) para algum g(z) € F[X], pelo Teorema 2.1.16 temos

que:

Gr(f(z)) = Gr(z—a)+Gr(g(x))

Gr(f(z)) =1+ Gr(g(z))
Mas Gr(f(z)) > 2, entdo Gr(g(x)) > 1, assim f(x) pode ser escrito como produto

de dois polinémios de grau menor. Portanto pelo Teorema 3.1.6, f(z) é redutivel.
O

3.3 Fatoracao tinica

Nesta secao, estudaremos a fatoragao tinica dos polindémios com coeficientes em um
corpo F' em polindmios irredutiveis. Apresentaremos uma forma para o calculo do
méaximo divisor comum e do minimo multiplo comum de dois polinémios. Utilizaremos

como referéncias as obras [10], [8] e [7].

Teorema 3.3.1. Seja F' um corpo. Cada polinémio nao constante em F[X] é irreduti-
vel ou pode ser escrito como produto de polindmios irredutiveis em F[X|. Esta escrita

¢ unica no sequinte sentido: Se

f(@) =pi(x) - pa(@) - pr(2) e f(2) = 1(2) - ga() - - - gs ().
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com cada p;(x) e q(x) irredutivel, entao r = s, ou seja, o nuimero de polindmios
irreduliveis € o mesmo. Apds, se necessdrio, os q;(x) serem reordenados e remarcados,

temos
pi(x) € um associado a ¢;(x) (i =1,2,3,...,7).

Demonstra¢ao. Vamos provar que f(z) € F[X] sendo um polinomio ndo constante é
irredutivel ou pode ser escrito como produto de polinémios irredutiveis em F'[X], con-
sidere Gr(f(x)) = n, temos que n > 1, faremos a demonstra¢ao por indug¢ao completa
sobre n.

No caso de n = 1, pelo Teorema 3.1.5, f(z) é irredutivel, portanto a propriedade é
valida.

Suponhamos que a propriedade é valida para todo polinémio de grau menor que n,
ou seja, nossa hipotese de indugao é que qualquer polinomio em F[X] de grau menor
que n é irredutivel ou pode ser escrito como produto de polinémios irredutiveis em
F[X]. Se f(x) é irredutivel em F[X], nada temos que fazer. Caso contrario, f(z) é
redutivel em F[X], portanto pelo Teorema 3.1.6, f(x) pode ser escrito com produto
de dois polinomios de grau menor, ou seja, f(z) = g(z) - h(x) onde Gr(g(z)) < n e
Gr(h(z)) < n. Agora, aplicamos a hipotese de inducao em g(x) e h(x), ou seja, que
g(x) ou h(z) é irredutivel ou pode ser escrito como produto de polinémios irredutiveis
em F[X]. Assim f(z) é irredutivel ou pode ser escrito como produto de polinémios
irredutiveis em F[X], entdo a propriedade é valida para n.

Portanto pelo principio da indugao completa a propriedade é valida para todon > 1.

Vamos provar que esta fatoracao é tinica, a menos da ordem de fatores, suponhamos
que f(z) = pi(z) - pa() - --
pr() = 01(2)-4s(2) -+ s &) com pi(x) e g5(x) irvedutiveis. Como py(2)-[pa(x) -+ pr ()
=q(x) - q2(z) - - qs(x), logo p1(x) | q1(x) - q2(x) - - - gs(x), e pelo Corolario 3.1.9 temos
que pi(z) | gj(x) para algum j. Apoés reorganizacdo e renumeracao dos g;(x)’s, se
for necessério, podemos assumir que pi(x) | ¢1(z). Como ¢ (x) é irredutivel, entdo
p1(z) deve ser um polindémio constante ou um associado de ¢;(z). No entanto, pi(x)
¢ irredutivel, e pela definicao de polinémio irredutivel nao pode ser um polinémio
constante. Portanto, p;(x) é um associado de ¢y (x), com p(z) = ¢; - ¢ () para algum

polinomio constante c¢;. Portanto

q1() - [er - pa(2) - ps(x) - - pr(@)] = pr(2) - pa(2) - pr(@) = a(2) - ga(2) - - - gs()

Pelo Teorema 1.1.21 podemos cancelar ¢;(x), temos
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pa(x) - [e1 - p3(x) - pr(@)] = qo(®) - g3(2) - - - gs(T)

Usando o mesmo argumento com relagao a ps(x), teremos

ps(x) - [er - c2 - pa(@) - pp(@)] = @3(x) - qu(@) - - gs ()

Continuamos dessa maneira, usando repetidamente o mesmo argumento e elimi-
nando um polinémio irredutivel de cada lado da igualdade a cada etapa. Se r = s,
entao esse processo prova a unicidade da escrita. Entao para completar a demonstragao
do teorema, devemos mostrar que r = s. Provaremos por contradicao que r = s, vamos
assumir que r # s, ou seja, r < s ou r > s, e mostraremos que essa suposicao leva a
uma contradigao.

Primeiro, suponha que r > s, apés as etapas do processo anterior, todas os ¢;(x)'s

serao eliminados e teremos o seguinte

C1-Co Cs Pst1(T) - Psga() -+ pr(x) = 1p

Isto mostra que p.(z) | 1p, pelo Item (7) do Teorema 2.1.24, entdao Gr(p,(x)) <
Gr(lg) =0, assim Gr(p,(z)) = 0, mas p,.(z) é irredutivel e pela definigao de polinémio
irredutivel, temos que Gr(p,(x) > 1, logo chegamos a uma contradi¢do. Portanto,
r > s nao pode ocorrer. Um argumento semelhante mostra que a suposicao r < s
também leva a uma contradicao e, portanto nao pode ocorrer. Portanto, r = s é a
tnica possibilidade.

[

Corolario 3.3.2. Sejam F um corpo e f(x) € F[X] um polindmio ndo constante.
Entao, existem polinémios monicos irredutiveis p1(x), ps(x), ..., p.(x) distintos, a € F

nao nulo e numeros naturais nqa > 1,ny > 1,...,n, > 1, tais que
f(x) =a-pi(x)™ - pa(x)™ - - ppa)™
Essa expressao € inica, a menos da ordem dos fatores.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.3.1, existem polinomios irredutiveis ¢;(z), ¢2(x), . . .,

gs(x) tais que f(z) = q(x) - g2() - qs(x). Sejam ay,aq,...,as os coeficientes li-
deres de qi(z),q2(2), ..., qs(x) respectivamente, e pi(x) = a;' - ¢ (2),p2(2) = a3 " -
¢ (), ..., ps(z) = a7t qs(x), assim os p;(x) sdo polindmios monicos irredutiveis. Como

¢i(x) = a; - p;(x) temos

f(x) =ar-pi(z) - az - pa(x) - as - ps(z)
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Fazendo a = ay - ay - - - ag e agrupando os p;(x) iguais, temos

flz)=a-pi(z)™ - pa(z)"2 - pp(x)* com r < s.

A unicidade da expresao, a menos da ordem dos fatores, decorre da unicidade do
Teorema 3.3.1. O

Proposicao 3.3.3. Seja F' um corpo e p(x),q(x) € F[X] polinémios monicos irredu-

tiveis distintos. Entao

mdc(p(z),q(x)) = 1p

Demonstracao. Sendo p(z) e g(x) irredutiveis, como mde(p(x),q(x)) é um divisor de
p(z) e de g(z), entdo as tdnicas possibilidades sdo mdec(p(x),q(x)) = ¢ para algum
polinémio constante nao nulo ¢ ou mde(p(x), q(x)) = f(x) com f(x) sendo um associado
de p(z) e de p(x). Se mde(p(x), q(z)) = ¢ para algum polindémio constante nao nulo c,
como por definigdo o méximo divisor comum ¢é ménico, entao mdc(p(x), q(z)) = 1p. Se
mdc(p(x),q(x)) = f(x) com f(x) sendo um associado de p(x) e de p(x), pelo Teorema
3.1.2 temos que f(z) = p(z) - ¢ para algum polindémio constante nao nulo ¢ e f(z) =
q(z) - d para algum polindmio constante nao nulo d, como por defini¢do de maximo
divisor comum f(z) é monico e por hipotese p(z) e g(x) sdo monicos distintos, entao
temos que ¢ = d = 1, assim, p(x) = q(z) o que contradiz a hipotese. Portanto, a tinica
possibilidade & mdc(p(x),q(x)) = 1p. O

Quando estivermos lidando com a fatoracao em polindbmios monicos irredutiveis de
dois, ou mais, polinémios nao constantes, usaremos o recurso de acrescentar fatores da
forma p;(z)° = 1p, onde p;(x) é um polindémio ménico irredutivel qualquer. Assim,

dados f(z), g(z) € F[X] polindbmios ndo constantes quaisquer, podemos escrever
fx)=a -pi(x) - p(x)° e g(x) =b-pi(x)’ - pu(z)’" com a,b € F

usando o mesmo conjunto de polindmios monicos irredutiveis p;(x),...,p,(z), desde

que permitimos que os expoentes aq, Qa,...,q, € 31, P, ..., 3, variem em N.

Proposigao 3.3.4. Sejam F um corpo e f(z) = a-pi(x)*™ - p(x)* € F[X] um
polindémio nao constante escrito na forma acima. Se fl(x) € F[X] é um divisor de
f(z), entao

fl(m) — b pl(x>ﬁl .. pn<x)ﬁn
onde 0 < ;< a; parai=1,...nebeF.
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Demonstragao. Seja f!(x) um divisor de f(z) e seja p(x)” a poténcia de um polinomio
ménico irredutivel p(z) que esteja na decomposigao de f1(x) em polindmios monicos
irredutiveis na forma do Corolario 3.3.2. Entao p(x)? | f(x), segue que p(x)? divide
algum p;(z)®, por ser primo com os demais p;(x)®, conforme Proposicao 3.3.3, e,
consequentemente, p(z) = p;(z) e 0 < B < ay, e como p;(x)? | f(z) entdo pelo Ttem
(1) do Teorema 2.1.24 para todo b € F, temos que b- p;(z)? | f(z). O

Se denotarmos por d,,(f(z)) o nimero dos polinémios monicos que divide f(x),

com uma, contagem facil utilizando a Proposicao 3.3.4, temos que

Podemos usar um método semelhante ao algoritmo de Euclides para determinar o
méaximo divisor comum mas a fatoracao tnica em polindmios moénicos irredutiveis de
um polinémio nao constante em F[X]|, onde F é um corpo, nos permite determinar
facilmente o maximo divisor comum e o minimo multiplo comum de dois polinémios

nao constantes.

Teorema 3.3.5. Seja ' um corpo e seja f(x), g(x) € F[X]| polindmios nao constantes,

entdo f(x) = a-pi(x)* pa(2)* - - pu(x) € g(x) = b-pr(x)™ - pa()* - pa(x) com
pi(z) € F[X] polindmios moénicos irredutiveis, a,b € F ndao nulos e a;, f; > 0. Pondo

Vi = min{aia /B’L}J 51 = maa:{ai, Bl}: i = 17 27 cee, 1,
tem-se que

mdc(f(x), g(x)) = p(x)]* -+ p(x) e mme(f(z), g(x)) = p(a)] - p(x)d.

Demonstracio. E claro, pela Proposiciao 3.3.4, que p(z)]*---p(z))» é divisor comum
de f(z) e g(x), e, ¢ um polinémio modnico. Se c¢(z) é um divisor comum de f(x) e
g(x), entao c(x) = c- p1(x)? - pu(x)™, onde ¢ < min{a,;, ;} e ¢ € F e, portanto,
c(z) | p(z)]* - p(x)) e pelo Corolario 2.1.27, mde(f (), g(z)) = p(x)]" - p(x)).

Seja ¢(x) o quociente da divisao de f(x)- g(x) por mde(f(z), f(z)), e como foi pro-
vado anteriormente mdc(f(z), g(z)) = p(x)]* - - - p(z)1", logo q(x) = a-b-p(x)S* - - - p(x)on.

Pelo Teorema 2.1.30, o mmc(f(z),g(x)) = q(x) - a~! - b=, Portanto, temos que

mme(f(x), g(x)) = a-b-p(x)y - pla)y a0 = ple)i' - pla)r.
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Exemplo 3.3.6. Vamos calcular o mdzimo divisor comum e o minimo mailtiplo comum
dos polinomios f(x) = 223 — 102? + 16z — 8 e g(x) = 42 — 20z + 24 pertencentes a
Q[X].

Fatorando em polindmios monicos irredutiveis temos que

fl@) =2(x = 2)*(z 1) e g(z) = 4(z — 3)(x — 2)
Reescrevendo f(x) e g(x) usando o mesmo conjunto de polindmios monicos irredu-
tiveis (x — 2), (x — 1) e (x — 3) temos
Fw) = 200 — 3%z — 2%z — D' e glx) = 4z — 3)'(x — 2w — 1",
Pelo Teorema 3.3.5 temos que
mde(f(@),g(x) = (2 — 3@ —2)!(z — 1) = (z - 2)
mme(f(x),g(x)) = (x—3)"(r—2)*(x — 1) = 2* — 823 + 232% — 28z + 12

3.4 Critérios de Irredutibilidade

Nesta secao, estudaremos alguns dos critérios de irredutibilidade dos polinémios com
os coeficientes nos corpos Q, R e C.

Veremos que os critérios de irredutibilidade podem variar de acordo com o corpo dos

coeficientes dos polinomios que esta sendo estudado, os quais possuem caracteristicas

especificas.

3.4.1 Irredutibilidade em Q[X]

Nesta subsecao estudaremos alguns dos testes e alguns dos critérios para determi-
na¢ao da irredutibilidade de algum polinémio em Q[X], e teremos como referéncias as
obras [10], [8] e [2]

Primeiramente, devemos observar um fato muito importante, que serd muito utili-

zado nesta secao.

Se f(z) € Q[X], entao c¢- f(x) tem como coeficientes niimeros inteiros,

para algum ntmero inteiro ¢ # 0.
Exemplo 3.4.1. Seja o polinémio
_ 1,6, 1,3, 5
flx) = g2 + 2° + 30 + 2
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O minimo multiplo comum dos denominadores dos coeficiente de f(x) é 12, assim

0s coeficientes de 12 - f(x) sao nimeros inteiros, pois
12 f(x) =12 [32° + 12 + 22 + 2] = 225 + 323 + 20z + 24.

Pelo Teorema 3.2.6 para encontrar os fatores de grau 1 de um polinoémio f(x) €
Q[X] é equivalente a encontrar as raizes de f(x) em Q. Agora, f(z) tem as mesmas
raizes de ¢ - f(x), para qualquer ¢ # 0 € Q. Quando ¢ é escolhido para que ¢ - f(x)
tenha como coeficientes ntimeros inteiros, podemos encontrar as raizes de f(x) em Q,

utilizando o seguinte teste.

Teorema 3.4.2. (Teste da Raiz Racional)

Seja f(x) = apa™ + Ap12" L 4 - 4 a1 + ag um polindmio com coeficientes de

nimeros inteiros e a = = com mdc(r,s) = 1. Se a for uma raiz de f(z), entdo r | ag

es|ap.
Demonstragio. Como o = = ¢é raiz de f(x), segue que
an(5)" + an ()" + - an (D) +ag =0
Multiplicando ambos os lados da igualdade por s temos
AT + Ay 17" s+ ars™ T 4 ags” =0
Logo
aps" = —1(a,r" 4+ a, 1" s 4 - ay 8"

Portanto, 7 | ags”.
Como mdc(r,s) = 1, entdo mdc(r,s") = 1, e pelo Lema de Gauss ( para uma
melhor compreensao desse lema, ver [7] p.82-83), temos que r | ay.

Um processo andlogo nos fornece a seguinte igualdade
n __ n—1 n—2 n—1
" = —8(ap_" " o Fagrs" T+ ags" ).

Portanto, s | a,r".
Como mdc(r, s) = 1, entdao mdc(r™, s) = 1, e pelo Lema de Gauss, temos que s | a,.
O

Exemplo 3.4.3. Vamos mostrar que o polinéomio f(x) = x®+62%+7x—1 € irredutivel
em Q[X]. Pelo Teorema 3.4.2 temos que r é um divisor de —1 e s é um divisor de 1.

Logo as possibilidades para o =% é1 e —1.
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Desta forma temos que 1 e —1 sao as unicas possiveis raizes de f(x) em Q. Mas €
facil verificar que 1 e nem —1 sdo raizes de f(x). Portanto pelo Coroldrio 3.2.9 f(z)

é irredutivel em Q[X].

Se f(z) € Q[X], entdo ¢ - f(x) possui coeficientes inteiros, para algum ntimero
nimero inteiro nao nulo ¢. Qualquer fatoragao de ¢ - f(z) em Z[X] leva a fatoragao
de f(x) em Q[X]. Entado parece que testes de irredutibilidade em Q[X] podem ser
restritos a polindomios com coeficientes inteiros. No entanto, devemos primeiro excluir
a possibilidade de que um polinomio com coeficientes inteiros pode ser fatorado em

Q[X] mas nao pode ser fatorado em Z[X].

Lema 3.4.4. Seja f(x),g(x),h(x) € Z[X]| com f(x) = g(x) - h(x). Se p é um nimero
primo que divide todos os coeficientes de f(x), entdo p divide todos os coeficientes de

g(x) ou p divide todos os coeficientes de h(zx).

Demonstragio. Seja f(x) = apx® + -+ + a1z + ag, g(x) = bpx™ + -+ + byw + by, e
h(z) = c,x™ + -+ + 1z + ¢o. A prova serd por contradi¢do. Se o lema é falso, entao p
nao divide algum coeficiente de g(x) e também nao divide algum coeficiente de h(x).
Seja b, o primeiro coeficiente de g(z) que ndo é divisivel por p, e seja ¢s o primeiro
coeficiente de h(z) que nao é divisivel por p. Entao p | b; parai < rep|c; paraj < s.

Considere o coeficiente a,,s do f(x). Como f(x) = g(x) - h(x) temos
Apys = bOCrJrs +oe brflchrl + bres + br+1csfl + e br+sCO
Consequentemente,

brcs = Qpys — [bOCT+S + -+ br—lcs—i-l] - [br—i-lcs—l + - br+sC0]-

Agora, por hipotese p | a, 4. Além disso, p divide cada termo do primeiro colchete
porque p | b; para ¢ < r, e p divide cada termo do segundo colchete porque p | ¢; para
j < s. Como p divide cada termo do lado direito, entdo p | b.cs. Portanto como p é
um nimero primo, entdo p | b, ou p | ¢s. Isso contradiz o fato de que nem b, e nem c¢;
é divisivel por p.

m

Teorema 3.4.5. Seja f(x) um polinémio com coeficientes inteiros. Entdo f(x) pode
ser fatorado em produto de polinémios de graus m e n em Q[X] se, e somente se, f(z)

pode ser fatorado em produto de polindomios de graus m e n em Z[X].
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Demonstragao. Obviamente, se f(z) pode ser fatorado em Z[X], entao pode ser fato-
rado em Q[X]. Por outro lado, suponhamos que f(z) = g(x) - h(x) em Q[X]. Seja
¢ e d nameros inteiros diferentes de zero, de modo que cg(x) e dh(x) tenha coefici-
entes inteiros. Entdo cdf(x) = cg(z) - dh(z) em Z[X] com Gr(cg(x)) = Gr(g(x)) e
Gr(dh(z)) = Gr(h(z)). Seja p qualquer nimero primo divisor de cd, ou seja, cd = pt
para algum t € Z. Entdo p divide todos os coeficientes de cdf (z). Pelo Lema 3.4.4, p
divide todos os coeficientes de cg(z) ou todos os coeficientes de dh(x), digamos que seja
os coeficientes de cg(z), entdo cg(z) = pk(z) com k(z) € Z[X] e Gr(k(x)) = Gr(g(x)).

Portanto,
ptf(z) = cdf (x) = [cg(x)] - [dh(z)] = [pk(z)] - [dh(z)]
Cancelando p temos
tf(z) = k(x) - [dh(x)] em Z[X].

Agora repetindo o mesmo argumento com qualquer divisor primo de ¢ e cancelando
esse numero primo em ambos lados da igualdade. Continuando esse processo até cada
fator primo de cd for cancelado. Entdo do lado esquerdo da igualdade teremos 4 f(x)
e do lado direito teremos um produto de dois polinémios em Z[X], um com o mesmo

grau de g(z) e outro com o mesmo grau de h(z).
[

Seja f(x) € Q[X], se multiplicamos f(z) pelo minimo miltiplo comum dos coefici-
entes de f(z) obtemos fi(x) € Z[X]. O Teorema 3.4.5 nos diz que a irredutibilidade
de f(z) em Q[X] é equivalente a irredutibilidade de fi(x) em Z[X].

Exemplo 3.4.6. Vamos mostrar que f(x) = liox‘l — 2+ 1L0 é irredutivel em Q[X].

Como mmc(10,1) = 10, temos que 10 - f(x) = 10[{52* — 2? + ] = 2* — 102% + 1.
Como consequéncia do Teorema 3.4.5, se 10- f(z) € irredutivel em Z[X], entdo 10- f(z)
é irredutivel em Q[X] e portanto f(x) € irredutivel em Q[X]. Assim € suficiente provar
que 10- f(z) € irredutivel em Z[X]. A prova serd por contradi¢ao. Se 10- f(z) € redutivel
em Z[X], entao a fatoragcao de 10 - f(x) somente pode ser de dois tipos: o produto de
um polindomio de grau 1 com outro de grau 3 ou o produto de dois polinomios de grau
2.

Se eziste um polinomio de grau 1 que divide 10 - f(x), isso que dizer que 10 - f(x)
tem uma raiz racional. Pelo Teorema 3.4.2, as unicas possiveis raizes racionais de

10- f(x) sdo £1, podemos ver facilmente que nem 1 e nem —1 sao raizes de 10 - f(x).
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Logo uma possivel fatoragao de 10 - f(z) € o produto de polinémios de grau 2. Seja
10 - f(z) = (ax® + bz + ¢)(da® + ex + f) com a,b,c,d, e, f € Z. Fazendo a distribuliva
e comparando 0s coeficientes, temos que
ad=1 ae+bd=0 af+be+cd=—-10 bf+ce=0 cf=1
Como ae+bd =0 ebf +ce =0, entao ae = —bd e bf = —ce. Agora, como ad =1
ecf=1,entcoa=d=1oua=d=—-1lec=f=1ouc=f=—1. Em todo caso
temos que e = —b, assim temos que

—10= af +be+cd
~10= af —b+cd

V= 10+af +cd
Agora temos quatro situacoes a considerar:
Sea=d=1ec= f=1, entao temos
V= 10+1+1
= 12
Sea=d=1ec= f=—1, entdo temos
= 10-1-1
V¥ = 8
Sea=d=—-1ec=f=1, entio temos
= 10-1-1
V= 8
Sea=d=—1ec=f=—1, entao temos
V= 10+1+1
V= 12
Como nao existe um numero inteiro cujo o quadrado € 8 ou 12. Assim, a fatoracao

em produto de dois polindmios de grau 2 é impossivel. Portanto, 10 - f(z) € irredutivel

em Z[X], e consequentemente, f(x) € irredutivel em Q[X].
Outro critério de irredutibilidade muito 1til é o seguinte:

Teorema 3.4.7. (Critério de Eisenstein)
Seja f(x) = apa™ + -+ + a1z + ap um polindmio néao constante com coeficientes
inteiros. Se houver um numero p primo, tal que p divide cada um dos ag, a1, ..., 0, 1,

mas p nao divide a, e p* nao divide ag, entao f(x) é irredutivel em Q[X].
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Demonstragao. A prova é por contradigdo. Se f(x) é redutivel em Q[X], entao pelo
Teorema 3.4.5, f(x) redutivel em Z[X], digamos

flx)=(bo+brx+ - +bzx") - (co+ crx + -+ csz°)

Com b;,¢c; € Z,r > 1, e s > 1, além disso n = r + s. Note que ag = bycy. Por
hipotese p | ag, pelo Lema de Gauss, temos que p | by ou p | ¢g. Como p? nao divide
ap segue que p divide apenas um dos inteiros by, cy. Vamos admitir sem perda de
generalidade, que p | by e p nao divide ¢.

Temos que a,, = b.c,, e como p nao divide a,,, entao p nao divide b,. Como podemos
ter outros b; que nao seja divisivel por p também. Seja b, o primeiro dos b; que nao
seja divisivel por p, entdo 0 < k <r <mne p|b; parai <k e p ndo divide by.

Pela regra de multiplicacao do polinémios,

ay = bock + bicp—1 + -+ + bp_1c1 + brco,
De forma que

brco = ap — bocy, — bicg—1 — -+ — bp_1c1.

Como p | ax e p | b; para i < k, vemos que p divide cada termo do lado direito
da igualdade. Assim, p | brco, e pelo Lema de Gauss, temos que p | by ou p | ¢p. Isso
contradiz o fato de que nem by e nem c¢q é divisivel por p. Portanto f(x) é irredutivel
em Z[X], e consequentemente f(z) é irredutivel em Q[X] .

[

Exemplo 3.4.8. Vamos mostrar que o polinomio f(x) = z°° + 9237 + 152%* + 12215 +
6z + 3 € irredutivel em Q[X].

Considere p = 3, observe que p | 9,p | 0,p | 15,p | 12,p | 6 e p | 3, além disso p
nao divide 1, e p* ndao divide 3. Logo, utilizando o Teorema 3.4.7, ou seja, o Critério
de Eisenstein, temos que f(x) = 2°° + 9237 + 152 + 1221° + 62 + 3 ¢ irredutivel em

Q[X].

Exemplo 3.4.9. Vamos mostrar que o polinémio da forma x" + p , onde p é um
ndmero inteiro primo, € irredutivel em Q[X].

Observe que p | p e p | 0, além disso p nao divide 1, e p* ndo divide p. Logo,
utilizando o Teorema 3.4.7, ou seja, o Critério de Fisenstein, temos que x" + p €

irredutivel em Q[X].
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O Exemplo 3.4.9 mostra que existem polindémios de todos os graus, exceto de grau
0, que sdo irredutiveis em Q[X] .

Um dos métodos para provar que um polinémio é irredutivel sobre Z[z], e logo
sobre Q[X] também, é considera-lo médulo p, para algum primo p conveniente e usar
a fatoragdo tnica de Z,[X], pois Z, ¢ um corpo. Seja f(x) = a,z™ + -+ -+ a12 + ap um
polinémio com coeficientes inteiros, denotaremos por f(x) o polindmio [a,]z™ + - -+ +
la1]x + [ag] em Z,[X]. Por exemplo, se f(z) = 52°% + 92° + 162* + 72> + 1z + 4 em
Z[X], entao em Z3[X],

f_(x) = [5]a® + [9]2® + [16]z* + [7]2? + [1]x + [4]
fx) = [22%+ (0] + [Uz* + [1]a? + [z + [1]
flz) = [202% + [1)z* + [1]2? + [1]z + [1]

Teorema 3.4.10. Seja f(z) = apa® + -+ + a1 + ag um o polinémio com coeficientes
inteiros, e seja p um primo positivo que ndo divide a,. Se f(x) for irredutivel em
Zy| X, entao f(z) € irredutivel em Q[X].

Demonstra¢ao. A prova serd por contradigdo, suponhamos que f(x) é redutivel em
Q[X]. Entao pelo Teorema 3.4.5, f(z) = g(z) - h(z) com g(x) e h(z) polindmios nao
constantes em Z[X]. Como p ndo divide ag, que é o coeficiente lider de f(x), entdo
p nao divide os coeficientes lideres de g(x),h(z), pois a; é igual ao produto deles.
Consequentemente, Gr(g(x)) = Gr(g(z)) e Gr(h(z)) = Gr(h(z)). Em particular nem
g(x) e nem h(z) sdo polinémios constantes em Z,[X].

E facil verificar que f(z) = g(z) - h(z) em Z[X] implica que f(z) = g(z) - h(z) em
Z,X], isso decorre da definicao da multiplicacao das classes residuais modulo p. Assim
f(z) seria redutivel em Z,[X], uma contradi¢io, pois, por hipétese f(x) é irredutivel
em Z,y[X]|. Portanto f(z) deve ser irredutivel em Q[X]. O

Exemplo 3.4.11. Vamos mostrar que o polinémio f(x) = x3 + 272% + 170 + 4 ¢
irredutivel em Q[X].

Primeiramente, considere p = 3 ¢ Zs = {[0], [1], [2]}, entdo f(x) = [1]z3+[2]z+[1] €
Z3[X].

Como 3 ndo divide 1, entdo pelo Teorema 3.4.10 é suficiente provar que f(x) €
irredutivel Zs[X].

Agora, pelo Coroldrio 8.2.9, basta verificar se f(x) ndo tem raizes em Zs, como

3

Fo) =[O + 200 + [1] = [1], F(AD) = QAP + 21 + 1] = [] e £([2]) =
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[1][2]% + [2][2] + [1] = [1], com isso f(x) ndo tem raizes em Zs. Portanto é f(x) é

irredutivel em Zs[X].

Exemplo 3.4.12. Vamos mostrar que o polinomio f(x) = x* + 5023 + 3422 + 252 + 22
é irredutivel em Q[X].

Primeiramente, considere p =5 e Zs = {[0],[1],[2],[3],[4]}, entdo f(x) = [1]a* +
[4]2? + [2] € Z5[X].

Como 5 nio divide 1, entio pelo Teorema 8.4.10 é suficiente provar que f(x) ¢
irredutivel em Zs| X].

Primeira observacio que fazemos é que f(x) = [1]a* + [4]2® + [2] ndo possui raizes
em Zs. Assim, se f(x) é redutivel em Zs[X|, entdo a unica forma possivel de fatoragdo
de f(x) € o produto de polinémios de grau 2, como f(x) é ménico, entio se existir essa

fatoracao os polindomios de grau 2 sao monicos. Logo temos
(22 + az + b) (2 + cx + d) = [1]a* + [4)2* + 2]

com a,b,c,d € Zs. Fazendo a distributiva e comparando os coeficientes, temos

a+c=1[0] ac+b+d=[4] bc+ad=][0] bd=]2]
Como a+ c =0, entdo a = —c, assim temos

4 =ac+b+d=—-+b+d
Como [1] € o elemento simétrico da adi¢ao de [4] em Zs, temos o que
A=[1]+b+d

Agora, como bd = [2], temos quatro situacdo a considerar:
Se b = [1], entao d = [2], assim temos
= [+ +[2
= [4]
Se b = [2], entdo d = [1], assim temos
= [1]+2]+ 1
¢t = [
Se b= [3], entao d = [4], assim temos
= [1]+[3]+[4
2= 3

Se b= [4], entdo d = [3], assim temos
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= []+[4+3

¢?= 3]
Como em Zs nao existe uma classe residual que elevada ao quadrado é igual a classe
do [3] e [2]* = [4]. Assim, temos que c = [2], entdo a = —[2] = [3]. Com isso temos

duas possibilidades para b e d, ou seja, b =[1] ed = [2] ou b = [2] e d = [1]. Agora

usando a igualdade be + ad = [0], a qual implica que bc = —ad, mas essa igualdade
é impossivel, pois se b = [1], entao d = [2], assim temos que be = [1][2] = [2] que ¢
diferente de —ad = —[3][2] = [-6] = [4], e se b = [2], entdo d = [1], assim temos que
be = [2][2] = [4] que é diferente de —ad = —[3][1] = [-3] = [2]. Assim, € impossivel

a fatoragio de f(x) em um produto de dois polinémios de grau 2. Portanto f(z) é
irredutivel em Zs| X].

3.4.2 Irredutibilidade em R[X] e em C[X]

Nesta subsegdo estudaremos os critérios de irredutibilidade em R[X] e em C[X], e
teremos como referéncias as obras [10], [8] e [2].

Diferentemente da situagao que ocorre em Q[X], é possivel fornecer uma descrigao
explicita de todos os polinomios irredutiveis em C[X] e R[X]. Consequentemente,
podemos dizer imediatamente se um polindémio em C[X]| e R[X] é irredutivel sem
testes ou critérios elaborados. Esses fatos sao uma consequéncia do seguinte teorema,

que foi provado pela primeira vez por Gauss em 1799.

Teorema 3.4.13. O Teorema Fundamental da Algebra

Todo polinémio nao constante em C[X] tem uma raiz em C.

Demonstracdo. Todas as demonstracdes do Teorema Fundamental da Algebra envol-
vem Andlise, nao sendo conhecida nenhuma prova puramente algébrica dele. Portanto,

nao demonstraremos aqui, uma demonstragao pode ser encontrada em [8].

O

Corolario 3.4.14. Um polinomio é irredutivel em C[X]| se, e somente se, tiver grau
1.

Demonstragao. O polinémio f(x) de grau maior ou igual a 2 em C[X] tem uma raiz
a em C pelo Teorema 3.4.13, e como pelo Teorema 3.2.6 o polindémio x — a é um fator
de f(x). Portanto, f(x) é redutivel em C[X].
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Reciprocamente, pelo Teorema 3.1.5 todo polinémio de grau 1 em C[X] é irredutivel.
]

Portanto, pelo Corolario 3.4.14, que é uma consequéncia do Teorema Fundamental

da Algebra, os tnicos polinémios irredutiveis em C[X] sdo os polinomios de grau 1.

Corolario 3.4.15. Todo polinémio nao constante f(x) de grau n em C[X] pode ser
escrito na forma de ¢(x —ay)(x —ag) - -+ (x — ay,) para certos c,aq,as, .. .,a, € C. Essa

fatoracao € tinica, exceto pela ordem dos fatores.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.3.1, f(x) é um produto de polindémios irredutiveis em
C[X]. Como pelo Corolario 3.4.14 os polinomios irredutiveis em C[X] sao de grau 1, e

pelo Teorema 2.1.16 ha exatamente n polinomios de grau 1. Portanto,

f(x) = (riz+s1)(rez+s2) - (rpx + sy,)

f(x) = Tl(x — (—rflsl))rg(x — (_T;182>> .. 'Tn(x _ (—7’;15”))
flx)= clx—a)(x—ay) - (z—ay,)
Onde ¢ = ri7ry- -7, e a; = —7; 's;. A unicidade decorre do Teorema 3.3.1.

]

Para obter um descrigdo de todos polindmios irredutiveis em R[X] precisamos do

seguinte lema.

Lema 3.4.16. Sejam f(x) um polinomio em R[X] e a + bi uma raiz de f(x) em C,

entao a — bi também é uma raiz de f(x).

Demonstracao. Se ¢ = a+ bi € C com a,b € R, e utilizando ¢ para denotar a — bi. E

facil verificar que para qualquer ¢, d € C temos:
(c+d)=c+decd=rcd.

Observe também que ¢ = ¢ se, e somente se, ¢ for um ntimero real. Agora, se
f(z) = apx™ + -+ + a1x + ap com a; € R e ¢ é uma raiz de f(z), entdo f(c) = 0, de

modo que

0:6: (C): ancn+...+alc+a0

— G+ +@c+an
= &n5”+---+a16+a0
= f(©
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Portanto ¢ = a — bi também é uma raiz de f(z).
[

Teorema 3.4.17. Um polinomio f(x) € irredutivel em R[X] se, e somente se, f(z) é

um polinémio de grau 1 ou
f(z) = az? + bz + ¢ com b* — dac < 0.

Demonstra¢ao. Primeiramente, suponhamos que, f(x) é irredutivel em R[X]. Pelo
Teorema 3.4.13, f(z) tem uma raiz o € C. Ha duas possibilidades para a, ou seja,
a € Rou a ¢ R. No primeira possibilidade a € R. Neste caso, (z — a) | f(z) pelo
Teorema 3.2.6, logo f(z) = (z — «) - ¢(x) para algum ¢(z) € R[X]. Como f(z) é
irredutivel, assim ¢(z) é um polinémio constante nao nulo, digamos ¢(x) = k para

algum £ € R, assim teremos
flx)=(r—a) k=kr—ka
Portanto, Gr(f(x)) = 1.

Na segunda possibilidade o ¢ R, ou seja, o« = r + si, com s # 0. Neste caso, pelo
Lema 3.4.16, @ também ¢ raiz de f(x). Entao f(x) é divisivel em C[X] por (z — «) e

(x — @) e, como
(x—a)(z—a@)= (x—(r+si))(z—(r—si))
(r—a)(x—a)= z*—2rx+ (r*+s%)
que é um polinémio com coeficientes reais. Entao existe um g(z) € C[X] tal que
flz) =[2* = 2rz + (r* + )] - g(x).

Por outro lado, como z? — 2rz + (r? + s?) € R[X], podemos usar o algoritmo da
divisao euclideana em R[X] para dividir f(z) por 2% — 2rx + (r* + s%). Se q(z) e r(z)

sao respectivamente o quociente e o resto, entao
fl@) =[a? = 2rz + (r* + 5%)] - q(z) + r(2)

Mas, lembrando do fato que ¢(x) e r(z) também pertence a C[X] e a unicidade do
quociente e resto da divisdo euclideana, concluimos que ¢(z) = g(z) e r(x) = 0, e assim
g(x) € R[X]. Entao, como f(z) é irredutivel em R[X], portanto g(z) ¢ um polinémio

constante nao nulo, seja g(x) = k para algum k£ € R. Assim obtemos que
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flx) = [2* = 2rz+ (r* + s%)] - g(x)
flx)= [22 =2rz+ (P + %) -k
flx) = ka?—2rkz + (r* + s*)k.

)

Mostrando que Gr(f(x)) = 2. Além disso, fazendo a = k,b = —2rk e c = (r*+ )k

em f(z) temos que
b* — dac = (=2rk)? — 4k(r* + s*)k = —4s’k* < 0
Uma vez que s # 0 e k # 0.

Reciprocamente, se Gr(f(x)) = 1, entdo pelo Teorema 3.1.5, f(z) é irredutivel em
R[X]. Se Gr(f(z)) =2, e como b*> —4dac < 0, entdo f(z) ndo tem raiz em R. Portanto,
pelo Corolario 3.2.9, f(z) é irredutivel em R[X]. O

Exemplo 3.4.18. O polinomio f(x) = 22° — 4x + 4 € irredutivel em R[X], pois,
b —4ac=(—4)>—4-2-4=—16 < 0, conforme Teorema 3.4.17.

Portanto, nao existem polindmios irredutiveis de grau maior que 2 em R[X]. Uma
consequéncia do Teorema 3.4.17, é o proximo corolario, que nés diz que os polindomios

de grau impar tem pelos menos uma raiz em R.

Corolario 3.4.19. Todo polinomio f(x) de grau impar em R[X] possui uma raiz em
R.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.3.1, f(x) = pi(x) - p2(x) - - - pr(z) com cada p;(x) irre-
dutivel em R[X]. Pelo Teorema 3.4.17 cada p; possui grau 1 ou 2. Pelo Teorema 2.1.16

temos que

Gr(f(z)) = Gr(pi(x)) + Gr(pa(z)) + -+ + Gr(p(z)).

Como f(x) possui grau impar, pelo menos um dos p;(x) deve ter grau 1. Assim,

f(z) possui um fator de primeiro grau em R[X]. Portanto, f(z) tem uma raiz em
R. [

Exemplo 3.4.20. Os polinémios da forma f(x) = 2* — a € R[X], possui uma raiz
em R, conforme Coroldrio 3.4.19. Portanto, todos os numeros reais possui uma raiz

ctbica real.
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Capitulo 4

Algumas Sugestoes de Aplicacoes de

Polinémios no Ensino Médio

Neste capitulo, apresentaremos algumas sugestoes de aplicacoes de polindémios e dos
conceitos desenvolvidos no presente trabalho que podem ser aplicadas em sala de aula
do ensino médio.

Existe muitas abordagem que podem ser feitas sobre o estudo dos polinémios no
ensino médio, mas a que é mais utilizada é na resolucao de problemas de uma situagao
problema que consiste em representar o problema por um polindémio e em seguida
resolver uma equacao algébrica. Outra é utilizar a funcdo polinomial associado ao
polindmio que represente o problema ¢é analisar seu grafico.

Vamos estudar algumas sugestoes com diferentes enfoques que podemos dar ao

trabalharmos com o conceito de polinémios no ensino médio.

4.1 Estudo da racionalidade de um nimero

Nesta secao, apresentaremos uma sugestao de aplicacao dos polinémios, que é pouca
explorada no ensino médio, que é a sua utilizagao para determinar a racionalidade ou
nao de um ntimero, e teremos como referéncia a obra [2|. Assim, temos uma op¢ao de
abordagem que pode deixar mais claro para os alunos o conceito de niimero racional.

Em [2] p.66 menciona que “Muitos alunos tem dificuldade quanto a determinar se
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um dado namero é racional ou nao apenas por uma andlise visual”

A aplicacao do conceito de polinomio para determinar a racionalidade ou nao de um
nimero, consiste em determinar um polinoémio f(z) € Q[X] de modo que o nimero «
seja raiz e utilizando o Teorema 3.4.2 para determinar se o é ou nao uma das possiveis
rafzes racionais de f(z). Assim, determinando se « ¢ um niimero racional. Observe os

exemplos a seguir:

Exemplo 4.1.1. Vamos verificar que o nimero v/'11 € Q.
Tomando o = /11 e elevando ambos os lados da igualdade a 6, obtemos a® = 11,

assim essa igualdade pode ser escrita como
ab—11=0

Assim obtemos o polinomio f(x) = 2% — 11 € Q[X] com coeficientes de nimeros
inteiros, sendo que o € raiz de f(x).

Agora utilizando o Teorema 3.4.2, temos que as possiveis raizes racionais de f(x)
sao £1 e £11, mas € fdcil verificar que nenhum destes nimeros sao raizes de f(x), e
como o € raiz, entio o € Q. Portanto, v/11 & Q.

O préximo exemplo mostra que em alguns casos nao é tao trivial determinar se um

é racional ou nao.

Exemplo 4.1.2. Vamos verificar se o nimero {’/9 + 45 + {’/9 — 45 € Q.
Seja o = {3/9 + 45 + 3/9 — 44/5. Elevando ambos os lados da tqualdade ao cubo

obtemos

o = (V9 +4V5 + V9 — 4v5)* = (V9 + 4v5)* + 3(V/9 + 4V5)2(V/9 — 4v/5)+
3(V/9 +4V5)(V9 — 4V5)2 + (V9 — 4/5)°

que podemos reescrever como

= 9+4VE5+3(VI+4V5+ V9 —4V5) - (VI +4VB) (V9 —4v5) +9 — 45
o = 18+ 3(V9+4V5 + V9 — 4/5) - (/81 —80)
o® = 18+ 3(V9+4V5+ v/9 — 4v/5)

Agora observando que a soma entre parénteses € o que definimos como sendo «,

assim obtemos

o =18 4+ 3«
a?—3a—18=0
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Assim obtemos o polinémio f(z) = 2*—3x—18 € Q[X] com coeficientes de nimeros
inteiros, para o qual o € raiz. Utilizando o Teorema 3.4.2 temos que as possiveis raizes
racionais de f(x) sao 1,42, 43, +6,£9, e +18.

Verificamos que f(3) =0, ou seja, 3 € raiz de f(x).

Aplicando o algoritmo da divisao de polindémios, vamos obter q(z) € Q[X] tal que

fz) = (z =3) - q().

x5 —3x — 18 x—3

—x3 4 322 2 4+3x4+6

3x2 —3x — 18

—322% + 9z

6r — 18
—6x + 18
0

Obtemos assim q(x) = x> + 3z + 6, que nos permite reescrever f(x) da sequinte

forma
f(z) = (z—3)- (2% + 3z +6).

Temos que as raizes de f(x) sio as raizes de (x — 3) e de q(x) = (22 + 3z + 6),
a raiz de x — 3 € 3, mas q(x) = x° + 3z + 6 ndo tem raizes reais, pois b* — dac =
32—4-1-6 =—15 < 0, entio pelo Teorema 8.4.17, q(x) € irredutivel em R[X], e
pelo Coroldrio 3.2.8, q(x) ndo tem raizes em R. Como « € raiz de f(x) e sabemos que

a € R, assim temos que

V9+ 45+ /9 — 45 =3
Portanto, €/9+4\/5+ :\3/9—4\/56(@.

Exemplo 4.1.3. Vamos verificar que o nimero {1/7 +/33 + {1/7 -V33¢Q.
Seja a = {1/74— V33 + 3/7— V/33. Elevando ambos os lados da wgualdade o 4

obtemos

at = (V7+V33+ V7 /33)
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desenvolvendo temos

ot = (V74 V33 + 4(V 7+ V33)3(VT — V33) + 6(v/7+ V33)2(V7 —
4({‘/7+\/§)({‘/7—\/§)3+(4 7—\/%)4

sabendo que

AT+ V33)3(VT = V/33) + 4(VT+V33) (VT —
4(\4/7+\/£+¢/7— 2_3% \/7+\/_ (V7 — V/33)?

assim podemos reescrever como

o = T4+ B34+ 4(VT+V33+ VT332 —2(VT7+ V33)HVT—V33)2+T7— /33
a4:14+4({‘/7+\/§+{‘/7—\/§)2— (\/M)

at = 14 +4(v/7+ V33 + V7 — V/33)2 — 2(V16)?

at =14+ 4(v/7+ 33+ V7 /33)2 -8

ot =64+ 4(V7+ V33 + V7 — /33)?

2
2

A igualdade acima, observando que a soma que estd entre parénteses € o que defi-

nimos como «, pode ser escrita da sequinte forma

at = 6 + 4a?
at—4a2—-6=0

Assim obtemos o polinomio f(x) = x* — 422 — 6 € Q[X] com coeficientes inteiros,
para o qual o € raiz. Agora observando que 2 | 4,210 e 2 | 6, ou seja, 2 € o mdzimo
divisor comum dos coeficientes de f(x) diferentes do coeficiente lider, além disso 2 nao
divide 1, e 2% nao divide 6. Logo, utilizando o Teorema 3.4.7, ou seja, o Critério de

FEisenstein, temos que f(z) é irredutivel em Q[X], e pelo Coroldrio 3.2.8, f(x) nao tem

raizes em Q e como o € raiz de f(z). Portanto, \/7+ /33 + /7 — /33 € Q.

4.2 Resolucao de problemas

Nesta secao, apresentaremos uma sugestao de aplicacao dos polinémios que é mais
utilizada no ensino médio, que é a resolucao de problemas, e teremos como referéncia
a obra [2].

Em [2] p.69 menciona que “Na resolucao de situagoes problemas pode-se fazer ne-
cessario o uso da fungao polinomial definida por um polinémio p(X) para analisar e

resolver o problema de acordo com os dados utilizados e que desejamos alcancar”, mas
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nem sempre as funcoes obtidas sao as de segundo grau, as quais estamos acostumados
a trabalhar e calcular suas raizes.

Nestes casos, que obtemos func¢oes polinomiais de grau maior que 2, e como a
resolucao geralmente consiste em determinar as raizes do polindémio, assim podemos
utilizar a fatoragao dos polinomios (Teorema 3.3.1) para poder investigar melhor suas
raizes, podemos utilizando o teste da raiz racional (Teorema 3.4.2) determinar uma raiz
do polinémio e como isso poder reduzir o grau do polinémio, utilizando o algoritmo
da divisao de polinomios (Teorema 2.1.19), até que seja possivel utilizar alguma das

técnicas conhecidas para o célculo das raizes.

Exemplo 4.2.1. Queremos construir um poc¢o que tenha o volume igual a 80.000 me-
tros cubicos e que tenha a mesma largura e a mesma profundidade, o qual serd cons-
truido ao redor de um castelo quadrado que tem 30 metros de lado, conforme Figura
4.1. Assim, queremos responder a sequinte pergunta: qual deve ser a menor medida da

largura e da profundidade deste poco?

........................................................

Figura 4.1: Pogo

Fonte: Propria, 2020.

Para resolucao deste problema denotaremos a largura e a profundidade do pogo por
L.
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Podemos determinar o volume deste pogo em funcao de L, ou seja, primeiro calcu-
lamos a area do fundo do pocgo, que é igual a area de quatro retangulos, sendo que dois
tem area igual a (30 +2- L) - L e os outros dois tem area igual a 30 - L, e em seguida
multiplicamos a area do fundo do poco pela profundidade L para obter o volume do

poco. Assim, utilizando a representacao polinomial temos que

V(L)= (30+2-L)-L-24+30-L-2)-L
V(L)= (60L+4L*+60L)- L
V(L) = (4L*+120L) L
V(L) = 4L3+120L?
Sabemos que o volume desejado ¢ 80.000 m?, assim obtemos a seguinte igualdade
413 4+ 120L2 = 80.000
que é equivalente a

L3+ 30L%* —20.000 =0

Conforme o enunciado do problema, o que nos interessa ¢ determinar a menor
medida que resolve a equacgao algébrica acima, mais isso ¢ equivante a determinar a
menor raiz positiva do polinomio Vi(z) = z3 + 30z% — 20.000. Como V; € Q[X] e
tem coeficientes inteiros, aplicaremos o Teorema 3.4.2 que nos diz que as possiveis
raizes racionais desse polinomio sao os divisores e os simétricos da adi¢ao dos divisores
de 20.000. Fazendo o teste com os menores divisores positivos de 20.000, que sao
os nimeros 1,2,4,5,8,10, 16,20, ..., obtemos que V;(20) = 0, logo 20 é raiz, mas o
polinoémio Vi(x) pode possui até 3 raizes reais pelo fato de Gr(Vi(z)) = 3, assim

aplicaremos o Teorema 2.1.19 para reduzirmos o seu grau e assim podemos estudar as

23 + 3022 — 20000 x — 20

—23 + 2022 % + 50z + 1000

demais raizes.

50x% — 20000

—5022 + 1000z

1000z — 20000
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—1000z + 20000

0

Assim, obtemos que V;(z) = (z —20)(2? 450z +1000), temos que as raizes de V;(z)
sao as rafzes de (z—20) e de 2% +50x + 1000, a raiz de  — 20 é 20, mas z* + 50z + 1000
nao tem raizes reais, pois b> —4ac = 502 —4-1-1000 = —1500 < 0, entao pelo Teorema
3.4.17, 2% + 50x + 1000 & irredutivel em R[X], e pelo Corolario 3.2.8, z + 50z + 1000
nao tem raizes em R. Logo, a unica raiz real de V;(z) é 20.

Portanto, a menor medida da largura e da profundidade L para que o volume do

poco seja igual a 80.000 m3 é 20 metros.
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Consideracoes finais

O presente trabalho desenvolvido, fornece ao professor do Ensino Médio um material
para o seu aprimoramento e sugestoes de aplicacdo em sala de aula. Claro que nao é
viavel a abordagem com o formalismo que foi expostas as teorias desenvolvidas neste
trabalho no ensino médio, mas ¢ possivel uma abordagem com menos formalidade, a
qual daria mais condicoes para o aluno ter melhor aproveitamento tanto na sala de
aula como no Ensino Superior.

A abordagem que foi realizada neste trabalho sobre o conceito de polindémio, usando
uma definicao de polindémio utilizando o conceito de sequéncia que ¢ diferente da de-
finicao normalmente utilizada no ensino médio, nos possibilita compreender melhor o
conceito de polinémio, entender o significado da incognita x, que é um elemento que
nao pertence ao anel dos coeficientes do polinémio, e a partir dessa definicao mostramos
que podemos obter a definicao de polin6mio normalmente utilizada no ensino médio e
entender melhor toda a estrutura algébrica dos polinémios.

Umas das sugestoes de aplicagoes que culminou este trabalho ¢ muito util para
superar a dificuldade que os alunos tem em compreender se um nimero é racional ou
nao, em situacoes que nao sao tao 6bvias, que é a utilizacao do teste de raiz racional em
um polinémio, sabendo que um dado niamero é raiz deste polinomio, e assim determinar
se esse numero é racional ou nao. Isso, deve provocar a curiosidade dos alunos, pois
nimeros que visualmente nao demonstravam ser racionais o sao.

Por fim, outra sugestao de aplicacao que resultou este trabalho, que de maneira geral
é aplicavel ao cotidiano do aluno, foi a resolucao de situagoes problemas, sabemos que
muitas das situacoes que envolvem um problema no cotidiano podem ser expressas
por uma equagao polinomial. Nestes casos, na maioria das vezes, para resolver o
problema devemos encontrar as raizes do polindmio, assim utilizando a redutibilidade
do polinémio com coeficientes em um corpo é possivel encontrar suas raizes o que nos

permite analisar os possiveis resultados e sua pertinéncia como solucao da situagao
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problema.

Portanto, os resultados obtidos no nosso trabalho permitem que os professores re-
alizem abordagens interessantes para desenvolvimento do estudo sobre polindmios em
sala de aula do ensino médio, como o estudo da racionalidade dos nimeros e resolucao
de situacoes problemas.

Para a continuacao do presente trabalho podemos estudar outros métodos para o
célculo das raizes de um polinémio. Por exemplo, os métodos de Newton, os critérios

de Gauss para a existéncia de raizes inteiras, etc.
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