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Resumo

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo sobre as caracteristicas das
solugoes de equacoes polinomiais de graus 2 e 3, a partir do comportamento de
seu discriminante, escrito em funcao de invariantes que dependam unicamente dos
coeficientes de uma equacao inicial. Comecaremos retomando algumas definigoes e
proposicoes importantes a cerca de polindémios, em seguida sera feito um estudo
sobre funcgoes simétricas das raizes e desenvolveremos a resolucao da cibica por
radicais usando dois métodos distintos. Por fim seréd possivel analisar o discriminante
por meio de manipulacoes algébricas, que faremos utilizando todo o contetido
apresentado nos capitulos anteriores, e entao os escreveremos o discriminante a
partir das raizes das equagcoes, o que tornara possivel desenvolver uma demonstracao
para os teoremas que relacionam as raizes das equacoes de 2° e 3° graus com seus
discriminantes.

Palavras-chave: Polinomios, Equacoes polinomiais, Fungoes simétricas das

raizes, Discriminante.



Abstract

The objective of this work is to make a study on the characteristics of the
roots of polynomial equations of degrees 2 and 3, studying the discriminant written
in function of invariants that depend only on the coefficients of an initial equation.
We will start by remembering some important definitions and propositions about
polynomials, symmetric functions of the roots and develop the resolution of the
cubic by radicals using two different methods. Finally, it will be possible to analyze
the discriminant through algebraic manipulations that we will do, using the content
presented in the previous chapters, and then we will write the discriminant from the
roots of the equations, which enable to develop a proof for the theorems that relate
the roots of the equations 2° and 3° degrees with their discriminants.

Keywords: Polynomials, Polynomial equations, Symmetric root functions,

Discriminant.
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Introducao

A evolucao dos métodos para resolver problemas de terceiro grau teve
importante papel na histéria da matematica, pois muitos dos desenvolvimentos
algébricos dos séculos XV e XVI resultaram dos esfor¢os para encontrar uma solucao
para a ctibica por radicais. Logo no século XVI as equacoes do terceiro e quarto graus
tiveram suas féormulas estabelecidas pela escola italiana, férmulas tais que nomeavam
um termo dependente dos coeficientes, de discriminante da equacao, termo esse que
determina varias propriedades para as raizes, e que objeto de estudo nesse trabalho.

A formacao continuada do docente é de suma importancia para uma
melhor préatica em sala de aula. Assim este trabalho é dedicado ao aperfeicoamento
profissional de um professor de matematica.

Parte-se, inicialmente, para a retomada dos conhecimentos necessarios
ao estudo de polinémios, observando diversas relacoes entre coeficientes e raizes
e apresentando nao somente a definicao, mas também variados resultados de
fungoes simétricas das raizes de uma equagao (ver 1.2), bem como, mencionando
conceitos do calculo que sao fundamentais para as conclusées deste trabalho.
Diversas demonstracoes foram daqui omitidas, pois o embasamento utilizado em
cada uma delas fugia aos nossos objetivos.

J& o segundo capitulo traz manipulagoes algébricas que podem ser feitas
a partir de uma equacao polinomial inicial, tanto manipulacoes que nao alterem
suas raizes, quanto manipulacoes que as alteram, na intencao de facilitar processos
resolutivos, ou os estudos dessas equacOes. Apresentamos entdo, dois métodos de
resolucao da cubica por radicais.

Ao se transferir para o terceiro capitulo, o leitor sera apresentado a alguns
exemplos de equacgoes de grau 2 com andlise do seu discriminante por funcgoes
simétricas. Em seguida hd um exemplo completo de resolucao da ctbica por radicais,
e outros exemplos mais imediatos para os quais foram analisados os invariantes, e
a partir deles iniciamos a analise do discriminante. Por fim, no ultimo capitulo
apresento o desenvolvimento dos discriminantes em funcao dos coeficientes das

equacoes, e as consideragoes finais.



CAPITULO 1

Caracteristicas das raizes de equacoes

polinomiais a partir de seus coeficientes

Seja R o conjunto dos nimeros reais, ¢ C o conjunto dos complexos, tais

que R C C e x um simbolo denominado de variavel.

Definii; 11,20 1.1. Um polindmio ou uma funcdao polinomial em x € uma expressao

algébrica do tipo
p(z) = apa™ + a " a4 Ao A1+ an, (1.1)

onde, ag,a1,09," "+ ,Ap_9,0p_1 € G, SGO nUmMeros reais ou complexos, denominados
coeficientes, n € um niumero inteiro positivo e a, é denominado de termo indepen-

dente.

Nessa dissertagao trabalharemos apenas com polinémios de coeficientes
reais. Podemos citar como exemplos os polinémios py(z) = —723 + 322 + 7Tx — 3
e px) = 227 + 10z.

Definii;3i;30 1.2. Dado um polinémio p(x) = apx™ + a12™ ' + -+ + @, 1T + ay,
chama-se grau do polinomio ao valor de n natural, que é o expoente mdrimo de x,

com ag # 0 e a notacao serd:

gr(p(z)) = n.

Por exemplo, se pi(x) = —72% + 32% + Tz — 3, gr(pi(z)) = 3, e se
p2(z) = 227 + 10z, entao gr(ps(x)) = 7.

Definii;11; 20 1.3. Denomina-se equacdo polinomial de grau n, em x, toda equacao

que pode ser reduzida o forma:
n n—1 n—2 2 .
apx" + ar1x +ax"  + -+ ap_9x* + ap_1x+a, =0,

com coeficientes em R ou C e n inteiro positivo.
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Definii;3i;30 1.4. Dizemos que um nimero o € raiz ou zero de um polinémio p(z),
se p(a) = 0.

Por exemplo, * = 1 & raiz de pi(x) = —72% + 32?2 + 7z — 3, pois
p(l) = =7(1)* +3(1)* +7(1) =3 = =7+ 3+ 7 —3 = 0. De forma semelhante,
x =0 & raiz de po(x) = 227 + 10z, pois pa(0) = 0.

Definii;3i;30 1.5. Intuitivamente, dizemos que uma func¢ao f(x) tem limite L
quando x tende para a, se é possivel tornar f(x) arbitrariamente prézimo de L,
desde que tomemos valores de x, suficientemente proximos de a, e escrevemos:

lim f(z) =L

Tr—a
Definii;3i;30 1.6. Uma funcio f : X — R diz se continua num ponto a do
dominio quando lim,_,, f(x) = f(a), e f € dita fun¢do continua quando o for em

todos 0s pontos de seu dominio.
Proposicao 1.7. Uma funcao polinomial, p : R — R € continua em R.

Essa proposicao pode ser demonstrada a partir da defini¢ao formal de limite
e de suas propriedades, partindo da ideia de que o limite de uma funcao polinomial
para x tendendo para a, ¢ igual ao valor numérico de f(a). Essa demonstragdo é
encontrada em livros de Calculo.

O resultado abaixo serda muito importante no estudo de polinémios.

Proposigao 1.8. Seja p(z) = apx™ + a12™ 1 + -+ + ap_27® + an_ 1T + a, fungdo
polinomial. Se « é uma raiz de p(x), entio, (x — «) € um fator de p, isto €, existe

uma funcgao polinomial g tal que p(x) = (z — «) - g(z).

Demonstragdo: Com efeito p(a) = aga™ + a1+ +a, 20® +a,_1a +

a, = 0. Logo,

(" — ") = (z —a)(@* '+ 2" 2a 4+ 2a 24 P,
para todo inteiro k£ > 1. Colocando (x — «) em evidéncia em (1.2) teremos
p(z) = (z = a) - g(x), (1.3)

onde g(z) = ap_1 + apo(x+ )+ +ap(z" '+ 2" 2a+---+za" 2 +a" ). A

Observe que o grau de (g(x) ¢ menor que o grau de p(x).
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Teorema 1.9. (Teorema Fundamental da Algebm) Toda funcdao polinomial,
p(x) = apz"™ + a1x™t + -+ + ap_17 + a, de uma varidvel e grau n > 1, tem pelo

menos uma ratz complezxa.

Ao leitor interessado uma demonstracao completa esta em [2|. Vale ressaltar
que as primeiras demonstragoes corretas deste teorema foram apresentadas pelo
alemao Johann Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855), que foi um dos mais notaveis
matematicos de todos os tempos, apresentando trabalhos em diversos campos da
matemaética e fisica, incluindo teoria dos nimeros, anélise, geometria diferencial,

geodésia, magnetismo, astronomia e 6ptica.

Coroléario 1.10. Todo polinémio p(r) = apx™ +a1x™  ++ - -+ a, 22% +a,_ 17 +ay, ,

de grau n > 1, pode ser fatorado como produto de n fatores, na forma
p(x) = ap(r — a1)(z — ag)(z — az) -+ (z — @), (1.4)

onde ay, g, ..., a, € C sdo as raizes de p(x) = 0.

Demonstracao: Vamos demonstrar este corolario por indugao sobre o grau
n da fungao polinomial p(x). Quando n = 1, temos p1(x) = apr + a; que tem como

. ai .
ralz ¢ = —— e pode ser escrito como
Qo

pi(r) = ao - (x+ﬂ> =ap- (v — ).

Qo

Suponhamos que o corolério é valido para o grau n — 1, de forma que toda funcao
polinomial g(z) = byz™ ' + -+ + b,_32* + b,_sx + b,_; de grau n — 1, pode ser
fatorada como

g(x)=bi(zr —aq)(x — ag) - (T — ap_1).
Pelo Teorema Fundamental da Algebra, existe a, tal que p(a,) = 0. Dai, pela
proposi¢do 1.8, existe uma func¢do polinomial g(z) de grau n — 1, onde p(z) =

(x — ay)g(x), entdo podemos escrever

p(z) = (z — an)g(x)
= —ay) (" 4+ by ox + byg) (1.5)
= bll’n + (bg — Ctnbl)ZL‘n_l + -+ (bn_z - bn_g)IQ + (bn—l — bn_g)I + bn—l

Igualando os coeficientes teremos que ay = by # 0. Observe que se g(z) tem

grau n — 1, vale que g(z) = bi(z — a1)(z — ag) -+ (x — a—1), assim, de (1.5),
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p(x) =(r—ap) - -ay-(r—ar)(x—a) - (x — a,_1), ou seja,
p(z) =ao(x — )z —ag) - (x — 1)z — ). M

Corolario 1.11. Qualquer polindémio ndo constante com coeficientes reais, pode ser
escrito como produto de polindmios de primeiro ou sequndo grau, com coeficientes

Teqs.

Corolario 1.12. Se um nimero complezxo, nao real, z = a+bi, € raiz de uma equagao
polinomial com coeficientes reais, entdo o seu conjugado, Z = a — bi, também € raiz

da equacao polinomial.

Demonstracao: Para demonstrar este teorema é importante relembrar a

seguinte propriedade do conjugado de um ntmero z complexo,

k_ = ok

PP =m

apz r 2% = ay, 2F, para cada k € (0,1,...,n).

Seja p(z) = apx™ +a1x" ' + a2+ -+a,_1x+a, = 0. Considere z = a+bi,b # 0

raiz do polindmio, temos que p(z) = 0,vamos verificar p(Z) :

P(Z) =apZ" + 2" a2 P a1z ay

— W+ + T A 2+,

= ag2"™ + alz"* + CLQZn*Q +---+a,1z+a,

apz™ + alz"_l + agz”_Q + - -+ ap_1z2 +ay

=p(z) =0 =0,

0 que nos permite concluir que zZ também é raiz de p, como queriamos. l

Teorema 1.13. Um polinémio p(x) serd divisivel por (x—ay), (z—a2), -+, (x—ay),
onde cada (xr — ay), com k € (1,2,3,--- ,n) sao nimeros distintos se, e somente se,
(o, g, - o) forem raizes distintas de p(x).

A demonstracdo completa deste teorema pode ser encontrada em [3|, e a

partir dela temos o seguinte corolario:

Corolario 1.14. Se p(x) = 0, e e gr(p(z)) = n, entao p admitird, no mdzximo, n

raizes, sendo que caso hajam raizes imagindrias elas ocorrerao aos pares.
Definii;11;20 1.15. Um numero real o é uma raiz de multiplicidade m, sendo

m €N, m>1 dep(x)=0 se, a forma fatorada de p é

(=) (z—0)--(z—a) - (z — ) q(a),
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15to €
p(z) = (z —a)™ - q(x), com g(a) # 0.
Ou seja, a multiplicidade m de uma raiz o, € a maior poténcia de (x — ) que divide

p(x).

Quando m = 1, diremos que « serd uma raiz simples de p(x), e o serd uma
raiz multipla (ou, raiz de multiplicidade m) de p(z) quando m > 2. Outra observagao
interessante é que se « for uma solucao de multiplicidade m fmpar, entao o gréafico
de p(z) transpassa o Eixo X ao passar pelo ponto (a,0); mas se a multiplicidade da
raiz « é par, entdo o grafico de p(x) ndo atravessa o Eixo X ao interceptar o ponto
(c,0) mas retorna para o mesmo lado, sendo o ponto (a,0) um ponto de maximo

ou minimo local do grafico.

Teorema 1.16. (Teorema do Valor Intermedidrio) Seja f uma fun¢do conti-

nua no intervalo fechado [a,b]. Se f(a) < d < f(b), entao eziste ¢ € (a,b) tal que

fle) =d.

A demonstragdo completa desse teorema pode ser encontrada em [5]. A
partir desse teorema entendemos que na representacao grafica de fun¢oes continuas
em um intervalo, nao haverao quebras ou saltos, sendo tracadas "sem levantar o 1apis
do papel". Sendo que os zeros reais de uma funcao polinomial estarao nos pontos
de interseccao do grafico com o eixo x. Veremos mais adiante que, na representagao
grafica de uma func¢do polinomial de grau n haverao, no maximo, n interse¢oes com

0 eixo x.

Coroléario 1.17. Seja p(z) = apz™ + a12™" ' + agz™ 2 + -+ a4y 1T + ap, € a € b

reais. Se p(a) e p(b) tem sinais contrdrios, existe um c entre a e b, tal que p(c) = 0.

Corolario 1.18. Uma equacgao polinomial de grau impar com coeficientes reais tem,

no minimo, uma raiz real.

Demonstra¢ao: Seja p(x) um polinomio de grau impar com coeficientes
reais. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, 1.9, existe z € C tal que p(z) = 0. Se
z € R, o resultado esta provado. Mas, se z for um complexo nao real, pelo Corolario
anterior, Z também é uma raiz de p(z). Como o polinémio tem grau impar, tem de

existir, pelo menos, um raiz real, ji que as raizes complexas aparecem aos pares. ll

Teorema 1.19. (Regra dos Sinais de Descartes - Raizes Positivas) O
numero de raizes reais positivas de uma equagao polinomial é, no mdxrimo, igual
a quantidade de mudancas de sinais + ou — em seus coeficientes, quando ordenados

no primeiro membro da equacao.
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Demonstragoes completas podem ser encontradas em [1].

Teorema 1.20. (Regra dos Sinais de Descartes - Raizes Negativas) A
quantidade mdxima de raizes negativas que uma equacao polinomial pode ter, é a

mesma quantidade de mudancas de sinais + ou — nos coeficientes ordenados de

p(=x) =0.

E importante observar que para as Regras de Sinais de Descartes uma raiz
de multiplicidade m é contada como m raizes.

Ao substituir z por (—x) em p(z) = 0, teremos a nova equagao que possui as
raizes opostas as de p(z). Ou seja, serdo os mesmos valores em modulo, porém, com
sinais opostos. Dessa forma, as raizes negativas de p(x) sdo as positivas de p(—zx),
assim foi possivel enunciar a regra dos sinais de Descartes para as raizes negativas.

Um bom uso da Regra de sinais de Descartes é para detectar a existéncia
de raizes imaginarias. Pois se somarmos o maior nimero possivel de raizes positivas
ao maior nimero de raizes negativas, e a soma encontrada for menor que o grau da
equacao, temos a certeza da existéncia de raizes imaginarias.

Veja os exemplos.

Em py(z) = =723 + 32% + To — 3, temos 2 trocas de sinais. Em p;(—z) =
Ta3 + 322 — T — 3, temos apenas 1 troca de sinais. Portanto, podemos afirmar que
p1(x) possui no maximo raizes positivas e 1 raiz negativa. Ou seja, serdo no maximo
3 raizes reais. Nesse caso naos erd possivel estudar as raizes imaginarias.

Para py(r) = 22" + 10x, ndo temos nenhuma troca de sinais. Em py(—x) =
—227 — 10z, também ndo ha troca de sinais, logo esse polinémio nao possui raizes
positivas e negativas. Sabemos que uma de suas raizes é o zero, como o grau de

pa(z) = 7 podemos afirmar que as outras 6 raizes serdo trés pares complexos.

Coroléario 1.21. Considere o polinomio p(x) = agz™ + a1z ' + -+ + a,_22* +

ap_1% + a,. Se os coeficientes dos termos de maior e menor grau,

i) Tiverem sinais opostos, isto € a,-ag < 0, entdo a quantidade de raizes positivas

de p(x) € impar.

ii) Tiverem sinais iguais, isto € a, - ap > 0, entdo a quantidade de raizes positivas

de p(x) € par.

Para esse corolario, a multiplicidade m de uma raiz é considerada como m
raizes. O leitor pode verificar exemplos desse corolario em 3.1 e 3.10, onde a,,-ay < 0,
e ha quantidades impares de raizes positivas. E em 3.2 e 3.6, onde a,, - ap > 0, e as

raizes positivas aparecem em quantidades pares.
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1.1 Relacoes de Girard

Como mencionamos ao longo do capitulo, h& varias relagoes entre raizes
e coeficientes de equacgoes polinomiais, mas as relacdes que veremos a seguir sao
popularmente conhecidas como Relagoes de Girard (1595 - 1632), matemaético
francés que contribuiu muito dentro da algebra, trigonometria e aritmética. Albert
Girard publicou um trabalho em 1629 onde dava indicios do Teorema Fundamental
da Algebra e apresentava os primeiros estudos acerca de funcoes simétricas das raizes
[1.2] de uma equagdo. De acordo com [6], ele foi o primeiro matemético a aceitar
raizes negativas na solucao de problemas geométricos e as nomeou de "quantidades
menores que o nada".

As relagoes por ele apresentadas sao uma importante ferramenta no estudo
das raizes de um polinémio, quando conhecemos alguma informacao sobre as
mesmas. A seguir apresentamos as relacoes para as equagoes de 2° e 3° graus, em

seguida apresentamos uma generalizagao das relagoes para as equagoes de grau n.

Definii;3i;30 1.22. Uma fungao f : R" — R € dita simétrica em relacao as suas
varidveis xi,Ta, . .., T,, se permutarmos quaisquer duas varidveis e a fung¢ao nao se

altera, isto é

fxr, ooy g, ) = fon, . @y, Ty, X))
para quaisquer i,j € {1,2,...,n}.

Alguns exemplos de fungoes simétricas sao

f:R*—1R

(z,y) — 2* +y°

f:R*—R
(x,y,2) — zyz

fiRP SR
(z,y,2) — 2%y + 2%z + 2y + 22> + y*2 + y2°.

A seguir apresentaremos as relacoes de Girard que sao fungoes simétricas
em relacao as raizes de um polindmio. Considerando o e as as raizes da equagao

ax® +bx +c =0, com a # 0, temos pelo corolario 1.10 que

az® +bx +c = a(r — a1)(z — ay).
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Dividindo ambos 0os membros por a, segue que:
2 b ¢ 2
T+ -+ =2 —rx01 — T + Q19
a a
2
=12° — (a1 + a2)x + yas,

igualando os coeficientes podemos escrever:

051+Oé2 = ——
a

c
[e51e%) = —.
a
Para as equacoes de terceiro grau, az®+ bz +cx+d = 0, a # 0, cujas raizes
Sao0 a, Qo € (3, temos

az® + bz’ + cx +d = a(z — ay)(z — az)(z — az).

Dividindo ambos os membros por a, temos que

b c d
3 2
"+ -+ -+ -=(r—a1)xr —ag)(x — a3).
22+ Za S = (o - )z — o)z - a)
Efetuando as multiplicacoes e agrupando os termos semelhantes, obtemos que

d

b c
3 2 3 2
4 -t x4+ — =2 — (a1 + as + a3)z” + (aas + ajas + asag)r — agasasg,
a a a

logo,

041+042+063 =

Q109 + Q3 + Qo3

10903

elallog |

Seja p(x) = apx™ + a2 '+ +a,_17+a,. Por meio de raciocinio analogo
aos anteriores, de acordo com o corolario 1.10 se considerarmos como raizes de p(z)

0s termos aq, o, ..., Q,, entao

px)=ao-(z—a1)  (r—ag) - (z— ay),

de forma que

aoxn—l—alxnfl—i-'--%—an,lx—l—an:ao-(x—a1)~(a:—ag)~(x—oz3)--~(x—ozn),



1.2 Funcoes simétricas das raizes 23

dividindo a igualdade por ag, temos

aq an—1

P B :E—I—a—n:(x—ozl)(x—a2)(x—a3)(x—an), (1.6)
Qo Qo Qo

z" +

Q;
denotando — = p;, escrevemos
ap

2+ Py = (2 — ) (2 — o) (2 — a3) (2 — o).

Quando os fatores do segundo membro sao multiplicados, a maior poténcia

n—1

de x é o termo z" de coeficiente 1, a segunda maior poténcia de = é 2", cujo

coeficiente é o resultado da soma dos termos (—ai) + (—aw) + (—az) + -+ +

=2 ¢ a soma de seus produtos dois a dois, que sera

n—3

(—aw), o coeficiente de x
um resultado positivo; ja o coeficiente do termo x é a soma dos produtos dos
temos (—aq), (—az), (—as), ..., (—ay,,) multiplicados trés a trés, e assim por diante,
até o ultimo termo que serd apenas o produto de todas as raizes (com seus sinais
alterados).

Equacionando os coeficientes de x em cada lado da identidade obtemos que

(p1=—(a1+as+ a3+ +ay),
po=4(ag-as+tag-az+ay-as+ -+ a1 ay),

ps=— (a1 -ae-a3+ar-ag-as+ -+ Qo1 Qy),

(P =(—1)" (g -0 g ap_1- ). (1.7)

A partir dessas relacoes podemos afirmar que, se as raizes de uma equacao
sao todas positivas, seus coeficientes sao todos, alternadamente, positivos e negati-
vos. Se as raizes de uma equacao sao todas negativas, seus coeficientes serao todos
positivos. As fungoes py, ps, ..., p, determinadas em (1.7) sdo todas fungoes simé-

tricas.

1.2 Funcoes simétricas das raizes

Funcoes simétricas das raizes de uma equacao sao aquelas funcoes em que
todas as raizes estao igualmente envolvidas, de modo que o valor da expressao ¢
inalterado quando a posicao entre duas ou mais das raizes sao trocadas, isto é fungoes
que atendem a Definicao 1.22. Por exemplo, as relacoes de Girard observadas em

(1.7) sdo dessa natureza e sdo as fungoes simétricas mais simples entre raizes de
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um polinémio, pois cada raiz é considerada apenas em seu primeiro grau, nenhuma
delas aparece elevada ao quadrado, ou ao cubo, por exemplo.

Sem conhecer o valor de cada raiz, podemos, a partir das relagoes (1.7), obter
os valores de uma variedade infinita de funcoes simétricas das raizes em funcao dos
coeficientes. Vamos representar fungdes simétricas pela letra grega > e um modelo
dos termos da funcao simétrica que serd analisada, por exemplo, se «a, 3,7 sdo as

raizes de uma ctibica, Y a?3? representa a seguinte fungao simétrica das raizes
2 52 2.2 2.2
a7+ oty + B (1.8)

onde estao todos os possiveis produtos entre os quadrados das raizes. Da mesma

forma, > a? representa a func¢ao simétrica
@B+ o’y + FPa+ Py +yPa+ 978 (1.9)

onde todas as permutacoes das raizes duas a duas, com o primeiro termo elevado
ao quadrado, estao escritas. Por fim, se considerarmos uma equacao de grau n, com
raizes aq, g, ..., 0, & €Xpressao »  ajap representa a soma de todos os produtos

dois a dois dessas raizes, ou seja,
Z ajae = (pag + apag - -+ aqay,)
+ (a3 + oy + - - - + o) + -+ -+ a1y,
De modo geral, considerando
2"+ " per™ 4 paix +pp =0, (1.10)

de raizes ayq,aq,...,ap, e as relagoes de Girard apresentadas em (1.7), podemos

escrever, por exemplo, em funcao dos coeficientes:
Exemplo 1.23. A soma de todos os quadrados das raizes da equagao (1.10).

Sabemos que

a1+042+---+04n:—p1
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elevando ambos os membros ao quadrado obtemos

(1 + s+ +a,) =pi

2
a] + a1 + oz -+ Qo
2
faias + a5 + agaiz - - - + oy,

2
+ajas + agas + az -+ azay,

+a1an+a2&n+a3an+---+&i :p%
Za%—O—Q-Zalag:pf

> af =pi—2ps. (1.11)
Exemplo 1.24. A soma dos inversos das raizes de (1.10).
A peniltima e a tltima relagao de Girard (1.7), afirmam que :

_ ~1
oz -+ + Q13-+ g = (—1)" T pp

Q10003 - - Q10 = (—1)"py,

Do quociente entre elas obtemos:

1 1 1 1 —Dn—
LA TPt (1.12)
(a7} (%) Q3 7% Pn

1 —Pn-1

Essa soma pode ser representada como »  — = :
- 1 Pn .
De forma similar é possivel encontrar a soma dos inversos entre produtos

das raizes organizados dois a dois, trés a trés, etc, a partir do quociente entre as

equagoes encontradas em (1.7) e a equacdo do produto entre todas as raizes.

1.3 Exemplos de funcoes simétricas para as raizes

das equacoes de grau 2

Vamos considerar a equacao
azx® +br +c=0, (1.13)

onde a # 0, sendo « e (3 suas raizes. De (1.7), temos que
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b
a+f=—- (1.14a)
a
af =<, (1.14b)
a
a partir desses resultados, vamos mostrar alguns exemplos.

Exemplo 1.25. A soma do quadrado das raizes, o+ /3%, em funcao dos coeficientes

a,b e ¢, da equagao de segundo grau em (1.13), a partir de (1.14a),

b
a+f=—-
a
b 2
2 _ I
@+ =(-2)
b2
a2+2a6+ﬁ2:—2
a
2 9. Cop U
on+2 a+ﬁ a2
¥ 2c b —2ac
ke =t (1.15)

Exemplo 1.26. O quadrado da diferenca entre as raizes a e 3, a partir de (1.14a)
e (1.14b),

b? c
— 4.2

a? a

b? — 4ac

resultado muito importante na resolucao das equacoes de segundo grau.

1.4 Exemplos de funcoes simétricas para as raizes

das equacoes de grau 3

Para a equacao

az® + bz’ +crx+d=0 (1.17)
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onde a # 0, e o, B e vy sdo as raizes, sabemos das relacoes de Girard que,
( b
a+p+y= - (1.18a)
c
af +ay+ pfy = - (1.18b)
d
afy = —-— (1.18c)
( a

e a partir dessas, podemos escrever:

Exemplo 1.27. A soma de todas as possiveis combinacoes dos produtos das raizes,

sendo uma delas elevada ao quadrado, > o3, utilizando (1.18a) e (1.18b),

be
(a+B+m)(ab+py+by)=——
b
®B+ oy +afy+aB?+afy + 2y +afy+ayt + By = _a_g

b

2@26—1-30457 = ——2
a

be  3d
Y=g+ T

a a

Exemplo 1.28. A soma dos quadrados de todas as raizes da cubica,
utilizando (1.18a) e (1.18b):

(1.19)

>,

(1.20)

Exemplo 1.29. A soma dos cubos das trés raizes, Z o | a partir dos resultados

de (1.14a) e (1.20):
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b2 2 b
2 2 2 _ (2 _ =€ _Z
(@ + B+ )a+B+7) (ag a)( a)
3 3 3 2 2 2 2 2 2 b 2 b
a’ + 37+ +a" B+ oy +aB+ By +ayt + By = il B
b2 b be  3d
a a a a a
b  2bc  be 3d
T FUCT- N
a a a a
b 3bc 3d
3__ 7 422
E o’ = a3+ 2 . (1.21)

Utilizando os resultados ja obtidos nos itens anteriores podemos escrever

ainda,

Exemplo 1.30. A soma dos quadrados das diferengas entre as raizes, > (a — )

(=B +(a=7)*+(B-7)*=2 (" + 8 +7" = (af + ay + 7))

_s. (f _ ﬁ) (1.22)

Colocando (—6) em evidéncia, podemos reescrever:

> (== —6- (2 — 3%) (1.23)

Esse resultado e proximo sao muito importantes no processo de resolucao da equacao

de terceiro grau.

Exemplo 1.31. Podemos encontrar em funcao dos coeficientes, o produto

MI=Q2ax—-F-7)28-7—-a)2y—a-7)
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I=2a-8-7028-7—a)2y—a-p)
= (408 — 20% —2ay — 282 + af + By — 287 + ay + ) (27 — a — )
= (5aB — 20° — 20y — 28° + By — 287 + ay +7°)(2y — a — B)
= 108y — 50”8 — baf® — 4o’y + 20° + 20%8 — 2y + o*y + afy
— 4By +2a8% +26° = 287" + afy + B + 297 — o’ — 87
=128y = 3- (2B + o’y + af® + B2y + o + B9%) +2- (® + 57 +7°)
3
SN s

12d  9d = 3bc 2b% Gbc 6d

a a a? a’d a? a
20 9be  27d
:——+___
asd a? a

Colocando (—27) em evidéncia, temos o resultado:

= (20— B—7)(26 — 4 — a)(27 — a — §) = (=27) (Q—bg—ﬁﬂ) (1.21)

27a%  3a?2  a



CAPITULO 2

Solucao algébrica para equacoes polinomiais

de terceiro grau

Antes de desenvolver as resolucoes das equagoes polinomiais, é importante
apresentar algumas observacoes acerca de manipulagoes algébricas que podem ser
feitas a fim de facilitar tanto a resolucao, quanto algumas discussoes a cerca de

equacoes polinomiais.

2.1 Transformacoes de Equacoes

Em equacoes da forma
apr" + a1x"t Fagr™ 4 ap_02® +ap_ 1z +a, =0

podemos realizar transformacdes que alterem ou nao alteram suas raizes. Algumas

transformacoes que nao alteram as raizes sao:
a) Somar o mesmo termo a ambos os lados da equagao.

b) Multiplicar ambos os lados da equacao por um determinado valor/ expressao,
que pode ser inclusive um nimero fracionario, de denominador diferente de
Zero.
Ja utilizamos esse segundo item, em (1.6), onde consideramos ay # 1 e
multiplicamos ambos os membros da equacao por = o que resultou em:
0

2"+ " 4 pro? 4 pax + pp =0, (2.1)

aA
onde p; = —.
ag

Existem também outras manipulacoes algébricas que podem ser aplicadas

as equagoes polinomiais. As transformagoes que apresentamos a seguir provocam

alteracoes nas raizes.
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c) Trocar x por —y na equagdo, e fazer o jogo de sinal necessario, de acordo com
cada poténcia de r da equacao inicial. Assim, as novas raizes serao simétricas
em relacao as da equacao inicial.

Considere 2™ +p12" '+ - -+ pp_o2? + pp_17 +pp, = 0, sendo o suas raizes,

pode ser escrito como (z —aq)(x — ag) -+ - (r — o) = 0, de forma que
2"+ " b o A DT Py = (7 — ) (T — ) (2 — )
ao substituir z por —y, temos:
(=" +o1(=9)" "+ pua(—Y) + e = (Y — 1) (—y —ag) - (—y — )

que assumird comportamentos semelhantes, independente de n ser par ou impar,

pois, caso n seja par, teremos:

Y —piy" T A paay = Paey o =Y+ )yt az) o (Y + )

caso n seja impar, teremos:

—y oy T Paoy — DY+ o= —(y+a) Y+ ) (Y + )

multiplicando ambos 0s membros por (—1), obtemos:

Y iy = = paa P A Py — = (Y)Y a2) - (Y + )

Portanto, na pratica, se for necessario trocar as raizes de uma equacgao polinomial
por suas simétricas, basta alternadamente, a partir do coeficiente do termo de grau
(n — 1), mudar os sinais de todos os coeficientes da equagdo (inclusive os sinais dos

coeficientes iguais a 0), se + colocar — e vice-versa.

d) Multiplicar os coeficientes da equagao polinomial pelas poténcias de um valor

qualquer k, em ordem crescente, para obter novas raizes, todas multiplas de k.

Se as raizes de uma equacao polinomial sdo «i,qs,...,a, por exemplo,
e queremos que sejam kaq, kas, ..., kay,, entao, se antes poderiamos escrever o
polinémio como (z — ag)(x — ag) -+ (x — ) = 0, agora queremos escrever um

novo polinéomio (x —kay)(z —kay) - - - (x — kay,) = 0, resolvendo essa equagao temos:
o + kpia" Tt + KPpea” T 4+ K py iz 4 K p, = 0,

onde p1,pa, ..., pn, seguem das Relacoes de Girard em (1.7).

Na pratica, para que as raizes de uma equagao polinomial sejam todas
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multiplicadas por uma constante k, basta que o coeficiente que acompanha o termo
de grau n seja multiplicado por k° = 1, o coeficiente que acompanha o termo de
grau (n — 1) sera multiplicado por k', o coeficiente que acompanha o termo de
grau (n — 2) sera multiplicado por k* e assim sucessivamente, até que o ultimo
termo, p, seja multiplicado por k™, o que fard com que as novas raizes sejam todas

multiplicadas pela constante k.

e) Podemos acrescentar ou retirar das raizes de uma equacdo, determinada
quantidade (h).
Avaliaremos o polindomio p(z), da forma z" + pyz"~ ' + -+ + p,_ 17+ p,, em
(x + h),

(x+h) " +pi(x+h)" "+ Fpua@+h):+pai(z+h)+ . (2.2)

Do Binomio de Newton, temos (z + y)" = Z (Z) 2" FyF ou seja,
k=0

(z+y)" = (g) "+ (T) "y + (Z) A TEE R (n i 1) zy" 4 (Z) y", (2.3)

onde ‘
n n!
(k) T Kl(n— k) (2.4)
Expandindo cada poténcia em (2.2), teremos:
n n n n n
h — n n—lh n—2h2 . hn—l hn
p(z + h) (O)x +<1>x +(2)x + —l—(n_l)x +<n)
n—1 1 n—1 g n—1 1
n n h ... hn
e (M e (U e ()

()2 (e ()
ona ) (] o
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ao reorganizar os coeficientes de acordo com os graus de h, o polinémio seré

@em)y=(")em e (" ey %) a2 4 Dy
px - 0 x h 0 x Pn—2 0 x Pn—1 0 T T Pn

T N T i P S 2ot !

1 x b 1 T Pn—2 1 xz Pn—1 1

ny ,_ n—1\ ,_ 3 2
L G e 6]

desenvolvendo cada uma das combinagoes, de acordo com (2.4), e colocando os

denominadores dos binomiais em evidéncia, teremos:

p(ZE + h) =" +p1xn—1 + p2xn_2 + - +pn—2$2 + Prn—1T + Pn

+h (2" 4 pi(n = )"+ pa(n = 2)2" -+ 2p ok + ppi]
h2
+ o [n(n — 12" 2+ (n—1)(n—-2)pa" P+ +2-1 -pn,ﬂ

h"=2  [n!
+ m 51’2 +p1(n — 1)' . I+p2<n — 2)'
hnfl

Observamos que a parte independente de h nessa expressdo é p(z). E que os
coeficientes sucessivos dos diferentes graus de h sdo polindmios de = de graus
menores uma unidade de n. Observe que, cada coeficiente de h* pode ser escrito
como a derivadal k—ésima de p(x). A primeira derivada de uma fun¢ao g(x) pode
ser indicada como ¢'(x), a segunda derivada como ¢”(x) e assim por diante, de forma

que a k—ésima derivada pode ser indicada como g (x). Portanto p(z + h) pode ser

! Conceitos e exemplos de derivadas sao encontrados em livros de Célculo.
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reescrito como:

p(x+h):p(x)+h-p’(x)+h—2~p”(x)+h—3

2l o D@ e R () + B

Também é possivel alternar entre x e h na expressao final, de forma que, na pratica,
para acrescentar uma quantia (h) as raizes de p(z), basta escrever p(z + h), e o

resultado final obtido sera

2 3

p(x+h) = p(h) +a - p(h) + = - p"(h) + =

5 1 p"(h) + -+ 2" (nh+pr) + 2™

2.1.1 Uso de funcoes simétricas em transformacoes de equa-
coes

Podemos usar funcoes simétricas para transformar uma equacao dada,
de raizes «,(3,7,... em uma nova equacao cujas raizes sejam funcoes racionais
das raizes iniciais. Seja a funcdo ¢(«, 3,7,...) que pode envolver todas as raizes
da equacao inicial, ou apenas algumas delas, é possivel formar todas as suas

combinagoes ao desenvolver

{y —[o(. 8,7, )} -{y — [o(er, B,6,..)]}--- = 0.

pois, expandido esse produto, os coeficientes sucessivos de y serao formados por
funcoes simétricas das raizes «,f3,7,..., € poderao ser expressos em funcao dos
coeficientes da equacao inicial; veja abaixo um exemplo.

Considere a equacao de 3° grau, az® + bx* + cx + d = 0, cujas raizes siao
a, B e v. Se quisermos formar uma nova equacao em y para a qual as raizes sejam os
quadrados das diferencas entre as raizes da equagao ctibica inicial, basta escrevermos

e desenvolvermos o produto que chamaremos de II:

M= (y—(a=B)7% (y— (=) (y—(B-7)?
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= (y—a®+2a8 - %) (y— o +207 =) (y = B2+ 287 —7%)
= (y? — 2a%y + 20y — y?y + o® — 203y — &®~% + 20y — 2038
+4a?By — 2087 — B2y + o? B — 2087y + 827 (y — B2 + 287 — 77
=y’ —2(’+ B2+ +af+ay+5y) ¢
+ [0+ 8"+ 4" = 2(a®B+ &Py + af® + BPyay’ + 89°) 4+ 3 (o®B%a®y* + B°9°) ] y
+2 (oz?’ﬁQV + 38y + 283y + aB3y? 4+ o282 + ozBZ'y?’)
_2(6BB + 6P + 393) — 62822
:y3—2<2a2+2aﬁ)y2+ [2044—220435—1-3204%2}24

19 [Za3ﬂ27—20353—3a25272] ‘

Portanto, o produto II gera em seus coeficientes fungoes simétricas das raizes da
equacao inicial.
Continuando os itens sobre transformar equacoes, vamos ao ultimo item

dessa secao.

f) Escrever uma equacdo com raizes que sejam combinacoes das raizes de uma
equacao inicial.

Outra maneira de escrever uma nova equagao cujas raizes sejam combina-

¢oOes das raizes de uma equacao anterior, é escrevendo o que se quer para as novas

raizes e fazer as substitui¢coes necessarias. Vejamos dois exemplos.

Exemplo 2.1. Considere «, 5 e v as raizes de uma equagao polinomial moénica de
3° grau da forma 2® — bz? + cx + d = 0, se quisermos uma equacao em y que tenha
como raizes as somas das raizes anteriores tomadas duas a duas podemos escrever
que os valores de y procurados serao, y = a+ (8, y = a+v, y = [+, mas sabemos
que o coeficiente b da equacao inicial representa b = a+ 3 + v, entao, se utilizarmos

as equagoes

y=a+p
b=a+pB+7v

podemos escrever que y = b — 7, onde gama representa um dos valores de = na

equagao inicial. assim, podemos dizer que
y=b—r & v=>0—y

assim, a equacao com as novas raizes, serd encontrada ao substituirmos x por b —y

na equacao inicial.
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Exemplo 2.2. Considere a equacao
P rex+d=0 (2.5)

cujas raizes sao «, 3 e 7. Se quisermos uma equagao em y que tenha como raizes o

quadrado das diferencas entre as raizes anteriores, podemos escrever que os valores

de y procurados serdo, y = (o — B)%, y = (o — 7)?, y = (8 — )2, assim, escolhendo
) ) ? 7 ?

uma dessas raizes podemos escrever

y=(B-7)

y=73+=-28y+a>-a

y:a2+ﬁ2+72—a2—2a—m
(6]

a partir de (1.18¢) e (1.20) podemos escrever para o exemplo em questdo, que
afy = —de Y a® = —2c. Assim, podemos escrever y como

—d

y=—2c—a’—-2 u,

a
entendendo a como uma das solucoes da equagao inicial, podemos substitui-los por
x?

2d

y=—2c—a>+ =
T

Ty = —2cx — x° + 2d,
2* + (y + 2¢)x — 2d = 0, (2.6)

que é uma funcao que relaciona as raizes o, 8 e v da equacdo 23 + cx + d = 0 com
as novas raizes y = (a — 8)%, y = (o — v)?, y = (8 — 7)*. Subtraindo (2.5) de (2.6),

teremos:

(y+c)r—2d=0

3d
T = ,
y+c
. . ) ) . 3d
assim, a equagao com as novas raizes, sera encontrada ao substituirmos x por mn
y+c

na equacao inicial.
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2.2 Resolucao algébrica da equacao polinomial de

segundo grau

Vamos desenvolver uma solucao algébrica para a equagao de segundo grau.

Consideraremos (1.13),
ar? +br +c =0,

onde a # 0, sendo z; e x5 as solugoes procuradas. Vamos considerar a substituicao

x = (y + h) na equacgao dada e a reorganizaremos em fungao de v,

aly+h)>+bly+h)+c=0
ay? + 2ayh + ah® + by +bh +c =0
ay® + (2ah + b)y + (ah® + bh +¢) = 0.

O resultado obtido pode ser interpretado como uma aplicagao direta de (2.1), pois
o que encontramos é f(h) + f'(h) y + @ y? = 0.

Agora o objetivo é eliminar o termo de segundo maior grau, no caso,

b b
2ah + b = 0, para isso, faremos h = ——. Assim, x = -,
2a 2a

) b\’ b
ar"+br+c=aly—— | +bly—— | +c
2a 2a

. ayb b b2
= 277 4+ by — —
a(y+ 2a+4a2>+y 2a+c
b2 2
=ay’+—— —+c
da 2a

Tgualando essa equacao a zero para determinar suas raizes e somando e subtraindo
os termos convenientes, continuaremos a resolucao,
2
2 _b

ay :E—C

4ay? = —b* — dac
V4a2y? = Vb2 — dac

2ay| = Vb2 — dac
+v02 — dac

2a

y:
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Mas, como escrevemos r = <y — 2—> as solucoes da equagao serao
a

B i\/b2—4ac_ b —b+Vb? — 4dac 27)

X - )
2a 2a 2a

e o discriminante serd A = b?>—4ac, onde a, b e ¢ sdo coeficientes da equacao. Observe
que esse resultado também foi encontrado como funcao simétrica das raizes o e (8
das equagoes de grau 2 em (1.26).

O modelo mais conhecido de desenvolvimento da resolucao de uma equacao
de grau 2, que é atribuido erroneamente 4 Bhaskara?, consiste em reduzir o problema
a uma equagao linear. Ele denominava esse método de ‘eliminagao do termo médio’,
equivalente ao nosso completamento de quadrados, mas atualmente sabe-se da
existéncia de outro matemaético indiano, Sridhara [6], que viveu por volta dos anos
900, e ja utilizava palavras para orientar o que fazer em cada proximo passo de
resolucao, daquilo que ja se pareceria com uma equacao matematica, tal como

conhecemos.

2.3 Resolucao algébrica das equacoes de terceiro

grau

Vamos iniciar considerando a equagao (1.17)
3 2 _
az” + bz +crx+d=0,

onde a # 0, sendo zy, x5 e x3 as solugdes procuradas. Vamos estudar a equagao
dada, em x, para x = (y + h).

Sabemos por (2.1) que o resultado sera da forma:

p'(h)
2!

p/1/<h)

3 y* + ' (h)y +p(h) =0,

yP +

ou seja, o resultado obtido é

ay® + (3ah + b)y* + (3ah® + 2bh + )y + (ah® + bh* + ch + d) = 0.

2Bhéskara foi um matematico indiano que viveu de 1114 a 1185. Seus principais trabalhos foram
dedicados & aritmética, algebra, astronomia e trigonometria esférica. Sendo que a algebra estudada
ainda nao fazia uso de letras. Ele representa o apice da Matematica do século XII, de acordo com

[7].
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De forma semelhante ao que fizemos para as equacgoes de grau 2, o primeiro

objetivo é eliminar o termo do segundo maior grau. Portanto, fazendo a translagao

b
T = (y — 5) temos que

b2 W be
s - — ——+d| =0.
W +’(C 3a)1’+'(27a2 3a " )

De acordo com (2.1), podemos reescreve-lo como

3 c_b2 n 263_bc+d _0
y a 3a? y 27a3  3a2  a)

Chamaremos de invariantes A e B o0s termos

4= C_ v
a 3a?
203 be d

= - — 4+ - 2.8
2703  3a? a (28)
Esses invariantes foram encontrados também como fungoes simétricas das raizes em

(1.23) e (1.24). Entao, neste processo de resolugdo chegamos a
y* + Ay + B =0, (2.9)

que precisa ser resolvida. Para isso, apresentaremos dois métodos, o primeiro,
atribuido & escola italiana de matemaéticos, dos quais podemos citar Scipione del
Ferro (1465-1526), Nicolo Tartaglia (14997 -1557), Girolamo Cardano (1501-76)
e Ludovico Ferrari (1522-65) entre outros. Porém, Cardano®foi quem organizou
e em 1545 publicou seu trabalho Ars Magna - primeiro tratado latino dedicado
exclusivamente a algebra, métodos de solugao das equagoes cibicas e quarticas que
ele havia aprendido e aprimorado, com justificativas principalmente geométricas
[7] [6]. O segundo método de resolucao é atribuido a Leonhard Euler (1707 - 83),
e também descoberto, de forma independente, pelo matematico brasileiro Carlos
Gustavo, mais conhecido como Gugu, em 1987. Atualmente Gugu é pesquisador
titular do IMPA, membro da comissao brasileira de Olimpiadas de Matematica, e
sua principal area de pesquisa em Matematica é a dos Sistemas Dinamicos. Vamos

as resolucoes.

3(Cardano foi o primeiro matematico, que se sabe, a utilizar mudanca de varidvel em uma equacio
para reduzi-la & outro modelo de equacdo, para a qual ja fosse conhecido um método de resolucao.
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Primeiro Método Para resolver (2.9) usaremos de um artificio do calculo, que é

considerar y = u + v, com u,v # 0 a determinar. Assim,

v+ Ay+ B =0

(u+v)?+A(u+v)+B=0

u? + 3u®v + 3uv* + v + A(u+v) + B=0

u? +v* 4+ 3uv(u +v) + A(u+v) + B =0

u? +v* 4+ (Buv + A)(u +v) + B =0. (2.10)

Dessa forma, para que a equagao (2.10) admita solugdes y = u + v é necessario que:

w+v3i=-B

(2.11)
3uv = —A
w40 =-B
- " (2.12)
u-vT = 97
: : A .
ou seja, podemos considerar v = 5 Assim, em (2.10), temos
U
A3
- B=0
ST
6 3 AP
Bu>—— =0 2.13
u + Bu o7 , (2.13)

uma equagao do segundo grau em (u?), que pode ser resolvida utilizando (2.7)

u® = 5
u3:_§i% BQ+<%>
ugz—gi\/i (BQ+42—A3)
u3——§i Bzz—l—;l—;




2.3 Resolucao algébrica das equagoes de terceiro grau 41

Encontramos uma solugao u para a equagdo auxiliar (2.13). Mas, sabemos
3

pelas relagoes (1.7) que o produto das solugoes em (u?) ¢é 37 logo, como

43
wod = 57 ¢ possivel que v® seja a segunda raiz dessa equacao. Para isso vamos
analisar, que a soma das raizes deve ser —B. Substituindo (2.12) em (2.13), temos:

u® + Bu® + vt =0,

que dividido por u?,
w4+ B+ =0 =—-B—u?,

somando u® a ambos os membros, teremos

u +v® = —B, (2.14)

3

o que nos garante, por (1.7), que v é raiz da equagao, ou seja v> ¢ da forma

=4
v T
35/ B B2 A3
=\/—=*\/— +—.
! 2 PR
A .
Como o produto uv = 3 as raizes u e v serao
s/ B N B? N A3
TV 1 o7
s/ B B2 N A3
TV 1 o7

Ja que as solugoes da equagao (2.9), sao da forma y = u + v, temos que

B, B A B B 2.15)
Y=\ 77 1 o7 2V 27" '

sendo que, para cada raiz cibica é possivel encontrar até trés raizes complexas
distintas que, somadas duas a duas, nos fornecerao até nove raizes para a solugao
da equagdo em y - que admite no maximo trés solucoes distintas (Teorema 1.9 e

Corolario 1.14). Para encontrarmos apenas as trés solugoes procuradas usaremos o

A

fato do produto dos radicais ser uv = ——.

Essa foi a demostracao dada por Cardano, de forma que as solucoes, em
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, b
x, da cubica ax® + bx? + cx +d = 0, onde a # 0, serdo z = y — 3g’ e onde o
a

discriminante, pode ser representado por

B A3
Ao = — 4+ 2.16
3 1 + o7 ( )
Segundo Método - Este segundo método de resolucao também serd iniciado

reduzindo a cibica az® +br? +cx+d =0 a y> + Ay + B = 0 - equacdo auxiliar em
y, j& apresentada em (2.9), que sera resolvida a partir de uma nova equagao auxiliar

de segundo grau em ¢.

t? ~St+P=0 ondeS =t +1t (2.17)
e P:tl'tz

Primeiramente analisemos a seguinte hipotese: Considere

y =vt + to elevando os membros ao cubo, temos:
— 4+ 338V + 3VE B+ b,
ty + 3Vttt + 3Vttt + b

"
7
Yy’ = (b +t2) + 3Vtty - (Vi + Vi)
y3:S+3\3/F-y

que pode ser reorganizada como
y* —3vVPy—S=0. (2.18)

Comparando os coeficientes dos termos de mesmo grau das equagoes 4>+ Ay+B = 0
(2.9) e * — 3v/Py — S =0 (2.18), temos que:

S =-B
VP =4
S =B
. (2.19)
Po=—5

assim, determinamos quem serao os valores S e P de uma equagao auxiliar de
segundo grau em t (2.17), cujas raizes sdo t; e t9, as obtendo encontramos também
as solugoes da (2.9) que sao da forma y = /1 + /ta.

Portanto, considerando (2.19), temos que a equagdo auxiliar de segundo
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grau a ser resolvida é
3

t?+Bt—— =0
* 27

que, de acordo com a formula resolutiva de (2.7), tera as seguintes solugoes:

443
A=DB>+—"——
+27
t_—Bi,/B?Jr%
N 2
. Bi BQ+A3
2 4 27

Logo as solugoes da ciibica serao y = /t; + +/t2, onde cada raiz ctibica pode assumir

trés valores complexos, todavia a equagao (2.19) diz que o produto desses dois

radicais deve ser ——. Assim, serd possivel obter as trés raizes da (2.9), que serdo

da forma
3/ B B> A3 3| B B2 A3

=\/—= — 4+ — —— =\ — + = 2.20

y\/2+ 4+27+\/2 T (2.20)

onde as solucoes da cibica az® +bx? +cx +d =0 em z serdo x = y — 3g’ onde o

a
2 3

discriminante, pode ser representado, mais uma vez por Az = e + o7 Observe que

os resultados encontrados sao os mesmos para os dois métodos de desenvolvimento.



CAPITULO 3

Analise das raizes a partir do

comportamento do Discriminante

Antes de analisar o discriminante de cada equacdo, vamos observar o
comportamento de alguns exemplos de equacoes para verificar como serao suas
raizes, seus discriminantes e invariantes encontrados ao longo da resolucao, e também

os graficos das fungoes polinomiais que as representam.

3.1 Equacoes de grau 2

De acordo com os itens ja estudados nos capitulo anteriores, sabemos que

as equacoes de grau 2, admitem apenas 3 tipos de raizes, sao elas:
1. Duas raizes reais distintas,
2. Uma raiz real de multiplicidade 2,
3. Duas raizes complexas conjugadas.
A seguir apresentaremos um exemplo de cada caso. Em todos eles usaremos a formula

b+ VP24
b 2b &C, onde A = b? — 4ac.
a

encontrada em (2.7), que afirma = =

Exemplo 3.1. 22 — 32z —10=0

A=(-3)?—4-1-(-10) =49

—(=3) £ V49
2.1

ZE1:—3, 1’2:5

Tr =

Neste exemplo A > 0 e as solugoes sao reais e distintas. O grafico 3.1 representa a

funcao polinomial descrita nesse exemplo.
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Figura 3.1: 22 — 32 — 10 = 0, caso A > 0.

Exemplo 3.2. 22 — 62 +9=0

A=(-6)?—-4-1-9=36—-36=0.

Portanto,

-2

Figura 3.2: 22 — 62 +9 =0, caso A = 0.

Exemplo 3.3. 22 + 2z +5 =10

A=22—-4.1-5=4—-20=—16
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24 /16

v 2

944

r=—
2

v =149

assim, x; e x9 sao duas solucoes complexas conjugadas, e a curva gerada nao toca o

eixo das abscissas. Ver figura 3.3.

-4 3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 3.3: 22 +22 +5=0, caso A < 0.

Entao, nos exemplos encontramos A > 0 para solucoes rais e distintas, A = 0
para uma raiz real de multiplicidade 2, e A < 0 quando as raizes sdo complexas
conjugadas.

A fungdo A = V? — 4c (que pode ser visto assim, considerando que
toda equacao polinomial pode ser resolvida considerando-a moénica a partir da
multiplicagdo por —, caso necesséria), esta descrita na figura 3.4, onde o plano esta
dividido em trés rggi()es, haja vista que para as equagoes polinomiais de segundo
grau, s6 existem 3 tipos de solucoes possiveis.

Essa mesma funcao foi encontrada em (1.26), como resultado do quadrado
da diferenca entre as raizes das equacoes de segundo grau, vamos utilizar esse

resultado para demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 3.4. Seja a equacao polinomial de grau 2,

p(r) = ar® + bz +c =0,
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com a # 0, coeficientes reais, raizes r1 € ro e A seu discriminante. Podemos afirmar
que: Se A < 0, p(x) terd um par de raizes compleras. Se A = 0, entao p(z) tem

raizes maltiplas. Se A > 0, p(x) tem duas raizes reais distintas.

Demonstracao: Sabemos que toda equacao polinomial pode er escrita em
sua forma monica, entdao vamos considerar a = 1 de forma que a equacao seja

22+ bz +c = 0. E fato que o discriminante pode ser escrito como A = b? —4e, e que
(1 — 29)* = b* — 4c = A.

A partir dai podemos fazer algumas anélises.

Caso A < 0: E necessario que (1 — 25)% < 0, o que s6 é possivel se uma
das raizes for complexa, mas o corolario 1.12 nos garante que se uma das raizes
for complexa a outra também o serd, e serd o conjugado da primeira raiz, o que
garante que (r; — x3)? nao serad zero, mas resultard em um valor negativo para o
discriminante.

Veja que, se A < 0, entdo b*> — 4c < 0, mas se consideramos os coeficientes
reais, e a > 0, entdo b? é sempre positivo, logo é necessario que ¢ > 0 para que o
discriminante seja negativo.

Caso A = 0: Se A = 0 entdo (z; — 22)? = 0, 0 que s6 é possivel se 11 = xo,
assim, se A = (0 as rafzes serdo reais e iguais, portanto,a equacao admitird uma
solucao real de multiplicidade 2.

Caso A > 0: Assumir o discriminante positivo ¢ o mesmo que (z;—r2)% > 0,
sO é possivel se x1,25 € R, e 1 # x5. Logo, teremos duas raizes reais e distintas
para a equacao inicial. l

A figura abaixo, 3.4, traz a representacao da curva b? — 4c = 0.

Sobre a curva estarao as equacoes de grau 2 que possuem tnica solucao de
multiplicidade 2. Abaixo da curva estarao as equagoes cujo A > 0 ou seja, b > 24/c,
e por fim, a regiao acima da curva, onde estao as equacoes polinomiais de grau 2,

em que A < 0.
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\/ V¥ —4c=0

A\

S

Figura 3.4: Curva b®> — 4c = 0 e 0s modelos de grificos que
podem ser gerados por fungdes de 2° grau, onde

a > 0.

Os casos representados na figura consideram a = 1, e representam todos os

casos onde a > 0, os graficos para a =

—1 ou a < 0 sao semelhantes aos apresentados,

porém, com reflexdo em torno do eixo horizontal, x .

Ao inicio do capitulo apresentamos os trés possiveis tipos de raizes para as

equacoes de 2° grau, e na imagem 3.4 o plano foi dividido em exatamente 3 regioes

- regiao abaixo da curva, acima da ¢

raiz. Vamos ver se essa relagao também acontece para as equagoes de grau 3.

3.2 Equacoes de grau

Pelo que ja estudamos ao longo do trabalho, sabemos que as equacoes de

urva e sobre a curva - uma para cada tipo de

3

grau 3 admitem os seguintes tipos de solugoes:

1. Trés raizes reais diferentes;

2. Trés raizes reais, sendo uma raiz dupla (multiplicidade 2) e uma raiz simples;

3. Trés raizes reais iguais, ou seja,

uma raiz tripla (multiplicidade 3);

4. Uma raiz real e duas raizes complexas conjugadas.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.5. 2° — 92 =0
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Para essa equacao apresentaremos a resolucao completa considerando a

formula resolutiva apresentada em (2.3), na qual eliminamos o termo de grau 2

b
fazendo a substituicao x = (y — 3—) Mas, nesse caso, o coeficiente do termo de
a

grau 2 ja é 0, entao a substituicao serd x = y,, portanto vamos escrever a equagao

y3+ Ay + B =0, onde A eB serdo obtidos a partir dos coeficientes da equacio a

resolver (2.8). Temos que a = 1,b=0,c = —9,d = 0, assim
c b? -9 0
A= - —_- _ - = _
a 3a? 1 3 9

= — —_— _= — — - = 0
27a®  3a®2 a 27 3 + 1 ’
B> A3 0 (-9)3
A= —+ —=- = —27.
ST T
Entao, chegamos a equagao auxiliar,
y® — 9y = 0. (3.1)
. - s/ B
As solucoes em y sao da forma y = wu + v, onde u = 5 ++Asz e
s/ B - . :
v=1/—— — /A3, mas como u e v sao resultados de raizes ctbicas, ou seja, cada

um deles admitira trés solucoes, logo, a partir das combinacgoes possiveis de u e
v poderemos encontrar até 9 solucoes distintas para y, mas algumas delas serao
chamadas de "solugoes estranhas" pois nao nos fornecerao solucoes corretas para a
equacao inicial - que por ser de 3° grau, de acordo com o corolario 1.14 apresentara

no maximo 3 solugoes distintas. Como vimos em (2.11), o produto uv deve ser
A

u-v = —— , 0 que nos garantira se as solucoes serao ou nao as verdadeiras. Sendo

assim vamos analisar v e v, e o produto entre eles.

w= -2 V= Y= aiva= Vali= VB (32)

Para determinar as trés raizes ctbicas de i, usaremos a 2* Férmula de
Moivre [4], que é utilizada para encontrar as raizes n-ésimas de um ntumero
complexo escrito em sua forma polar. Considerando o nimero complexo z = a + bi,

e o niimero complexo w, onde w" = z, entao os wis,  ,—1 sao chamados de raizes
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enésimas de z. A formula diz que

wn = VAT (COS (9 +n2k7r> i sen (e+ 2k7r)> 3

n

. . a
onde |z| = va? + b? e para determinar o argumento inicial 6, usamos cos 0 = Tl e
2
b

sen § = —.
2|

Retomando a resolucao do exemplo, vamos determinar wy, w; € ws, que sao

as raizes cabicas de 1.
z=1i, 2| = V12
lz| =1
0 1
cos=—-=0, senfl=-=1
1 1

T
portanto, 6 = 5
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entdo, a partir de (3.2), os trés valores possiveis para u serao:

ug = V3 (—i) = —iV3 (3.4)

NEE 3 i3
V3 i 3 i3
UQZ\/g' <—7+§> :—§+ 5 (36)

A imagem abaixo traz a representacao geométrica das trés raizes cibicas de z =1
encontradas, como todas as raizes obtidas tém o mesmo moddulo, suas imagens
pertencem & circunferéncia de raio igual ao modulo, nesse caso, raio 1, e centro

na origem do plano de Argand-Gauss (ou Plano complexo).

Im (2)

seno

1
|z| =1

Re (2)

cosseno

Figura 3.5: Interpretacio geométrica das raizes cibicas do
numero complexo z = 1.

J& determinamos quem ¢é wu, agora vamos analisar v, para em seguida

conferirmos os produtos u - v.

v = i/—g — /Ay = i’/g —3ivV3=1/-3ivV3=14/33(=i) =3 /=i, (3.7)

Para determinar as trés raizes cibicas de —¢, nao usaremos a segunda féormula de

Moivre, (3.3), mas utilizaremos uma consequéncia dos itens (1.4), (1.8) e (1.13), do
capitulo inicial. Estamos procurando os valores w que satisfazem w® = —i, ou seja,
queremos resolver a equacao

w?+1i=0.
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Dos estudo de nlimeros complexos sabemos que

¥ =1,
it =i,
i2=—1,

Assim, em (3.2) sabemos que uma solu¢ao serd wy = i, dessa forma podemos escrever
w3+i = q(w)-(w—1), para determinar esse ¢(w) usaremos a divisao entre polinomios,
(w® + 1) = (w — 1),

w41 |w—i
3, 2002 DR
—w°® +w* w+w—1
iw? + i
—w — W
—w +1
+w —1
0

dessa forma, podemos escrever w®+i = (w—14)(w?+iw—1) = 0, assim, para
determinar as outras duas raizes de valores de w? +1, basta resolver w? +iw —1 = 0,

para isso,

—i++3 V3 —i —V/3—i
Tw Wy = ———;

w =

continuando de (3.7), temos

v =3V~
v = iV/3 (3.8)
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chegamos aos valores de u e v procurados,

Ug = —Z\/g Vo = Z\/§

_ 3, i3 _ 3 _ /3
ur =5+ 1 =5-
_ _3 i3 _ 3 _ /3
ur=—5+ 5 v2 =5 =
. . (—9)
Precisamos que os produtos entre eles seja uv = —— = 3 = 3

Uo'v():—i\/g'i\/g

= —*.3 =3, indicando que y = uy + vy é uma solucdo.

uo.vlz_i\/§.<§_@>

2 2
_3@'\/3

3 C ~ .
= — g que indica que y = up + v; nao é uma solucao.

2

) 3 3
Ug * V2 = —1 3(-5—7)

3iv3 3
2

—, indicando que y = up + v2 nao é uma solucao.

Up - Vo = Ug - Vg # 3 0 que indica que y = u; + vg nao é uma solugao.

UL -V = ;—i—l\/g) (§_i§)

2 2 2
R

> , indicando que y = u; + v; é uma solucao.

9

4 4

3 i3 3 V3
R RN e

9

4

3

2




3.2 Equacgoes de grau 3 54

Ug - Vg = Ug -V # 3, 10go y = uy + vy nao é uma solugao.

3 iv3\ (3 /3
W““:<‘§+ 2><§—7r>

9 6iv3 3
4 4 4

3 3ivV3

— -5 + 5 indicando que y = us + v; nao é uma solucao.
3 i3 3 i3
A R B R
9 3 . ) <
=1 T 3, indicando que y = us + vy € uma solucao.

Portanto as solucoes da equacao auxiliar y° 4+ 9y = 0, 3.1, sdo

y1:u0+v0:—i\/§+¢\/§:0
3 i3 3 V3
y2:ul+01:<§+ 5 )"‘(5—7):

3 i3 3 V3 6
Y3 = U + Vg ( 5 + 5 ) + ( 5 5 ) 5 3 (3.11)

Esses valores de y encontrados sao também as raizes da equacao inicial

| O
I
w

2% — 9z = 0, pois fizemos a substituicdo x = y, assim as raizes sdo z; = 0, x5 = 3,

T3 = —3.
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22— 9x

Figura 3.6: f(z) = 23 — 92 e 0s zeros da funcdo.

No exemplo acima, optamos por fazer a resolucao completa utilizando
o método encontrado em (2.15) para deixar ao leitor interessado nesse tipo de
resolugao, um modelo completo e bem explicado.

Para os proximos exemplos optamos por escolher as raizes e encontrar
a equacao de 3° grau correspondente. Em seguida avaliamos os parametros A e
B da nova equagao auxiliar, (2.9), e o discriminante associado & equagao, (2.16),
em comparacao com suas raizes. Aqui nao vamos fazer como no exemplo anterior
- desenvolver todo o processo de resolucao, pois o que queremos ¢ analisar os

invariantes e o discriminante em relacao aos tipos de raizes.
Exemplo 3.6. 2° — 132 +12 =0

Essa equacdo foi encontrada a partir de (z + 4)(x — 1)(x — 3) = 0,
portanto possui 3 raizes reais distintas, xr1 = —4, x5 = 1 e x3 = 3. Exemplo
semelhante ao anterior, onde as solucoes sao reais e distintas. No caso temos,
a=1, b=0c=—-13, d =12, assim,

A= ——-0=-1
1 0 3,

12
B=0-04+—=12

122 (—13)° 144 2197 1225
A?) = — 4t — = — — - —
4 27 4 27 27
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podemos escrever y® — 13y + 12 = 0 para a qual, A; < 0, que gerara trés solugoes

reais distintas para x, e cuja representacao geométrica esta logo abaixo.

V

/]

b —13 2+ 12

Figura 3.7: f(z) = 23 — 13z + 12

Exemplo 3.7. 23 + 2% — 250 — 25 =0

Essa equagao foi encontrada a partir de (x + 1)(z +5)(z — 5) = 0, portanto
possui 3 raizes reais, sendo duas negativas e a terceira positiva, r1 = —5, 19 = —1 e
x3 = 5. Vamos determinar os valores dos invariantes A e B na equacao auxiliar, e
seu discriminante.

Temos, a =1, b=1, ¢ = —25, d = —25, assim,

-25 (1) —75-1 76
A= - = =——,
1 3-(1)2 3 3
B2 (1)*  (1)-(=25)  —25 2 25 oy 148
27 - (1)3 3-(1)2 127 3 27

C (5 () 50176 438976 388800

Aa —
° TR 272 272 729
. ~ e 5 16 448 . .
chegamos a equacgao auxiliar y°> — gy— 97 = 0, onde A3 < 0, que gera trés solugoes

reais, e cuja representacao geométrica esta abaixo.
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—60
22+ 2% — 25|r — 25

Figura 3.8: f(z) = 23 + 2% — 250 — 25

[r—

Exemplo 3.8. 2% + 322 —4 =0

Essa equagao foi encontrada a partir de (z+2)%(z —1) = 0, portanto possui
3 raizes reais, sendo uma com multiplicidade 2, e outra simples, 1 = —2, 19 = —2,
e 3 = 1. Vamos determinar os valores de A e B na equacio auxiliar y3+Ay+ B = 0,
e seu discriminante.

Temos, a =1, b=3, c =0, d = —4, assim,

4 27
=7 T i

chegamos & equacao auxiliar y> — 3y — 2 = 0, onde A3 = 0, que gera trés solugoes
reais, sendo uma com multiplicidade 2 para x, e cuja representacao geométrica esta

abaixo.
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(1, 0) X

|2° +3 2° — 4

Figura 3.9: f(z) = 2% — 322 + 4

Exemplo 3.9. 23 —22 —24+1=0

Equagao encontrada a partir de (x —1)?(x+1) = 0, portanto possui 3 raizes

reais, sendo uma raiz dupla e uma raiz simples, 1 = 1, 9 = 1, e xr3 = —1. Exemplo
semelhante ao anterior, sendoa =1, b= —1, ¢c= —1, d =1, teremos:
-1 —1)2 1 4
P RV
1 3-(1)? 3 3
2-(=1)3 (=1)-(-1) N 2 1 16
271 3-1 1 27 3 27

(-3)" 256 1 (-64) 1 64 64

27 729 4 27 27 729 729

Assim a equacio auxiliar sera y° — %y + ;—g’ = 0 onde Az = 0, que gera trés solugoes

reais, sendo uma com multiplicidade 2, e cuja representacao geométrica segue abaixo.
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4/

</

N2

a:g—xQ—a:—i—l

Figura 3.10: f(z) =23 — 22 -2 +1

Exemplo 3.10. 22 =322 +32—-1=0

Equagao gerada a partir de (z — 1) = 0, que possui 3 raizes reais iguais,

ou seja uma tunica raiz de multiplicidade 3. Na quala=1, b= -3, ¢ =3, d = —1,
portanto:
(3)  (=3)? 9
A=—— =3-—-=0
1 3 (1)? 3 ’

2-(=3° (=3)-3 (=1 2 (=9

B = — —|— —_ —— — - 1 — 0’
2713 312 1 1 3
0 0
Az3=-+—=0,

T4 o7
assim a equagdo auxiliar serda y> = 0 onde A = 0, que gera trés solucoes
y1 = Y2 = y3 = 0, de forma que ao retornar a substituicao inicial, z = y — 3
a
teremos * = —— que serd uma tnica solucao, de multiplicidade 3. Veja abaixo a

representacao grafica.
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2 —322+3z—1

Figura 3.11: f(z) =23 — 322 + 3z — 1

Exemplo 3.11. 23 + 622 + 122 +8 =0

Exemplo semelhante ao anterior, pois a equacao foi encontrada a partir de
(z + 2)% = 0, portanto possui 3 raizes reais iguais ; = 7o = r3 = —2, ou seja uma
Gnica raiz de multiplicidade 3.

Vamos determinar A, B e Az considerandoa=1, b=6, c=12, d=8:

2-(6)* (6)-12 8 432 72

B = — —=——-——+48=16—-244+8=0
2713 3-12+1 27 3+ + ’
0 O
Az3= —-+—=0
VST A
assim a equagdo auxiliar serd y> = 0 onde A = 0, que gera trés solucoes
b
y1 = y2 = y3 = 0, de forma que ao retornar & substituicao inicial, x = ( — 3—),
a
b
teremos x = ~3g’ que, para esse exemplo serd
a
6
= —— = —2
SN

Solugao tnica de multiplicidade 3. Veja abaixo a representagao grafica.



3.2 Equacgoes de grau 3 61

N2

P+ 62> +12x + 8

Figura 3.12: f(z) = 23 + 622 + 122 + 8

Exemplo 3.12. 23 + 622 + 42 +24 =0

Equacao resultante do produto (x+6)(z+2i)(z —2i) = 0, portanto possui 1
raiz real negativa e duas raizes complexas conjugadas, x1 = —6, ro = —2i e x3 = 21.

No caso temos, a =1, b =06, c =4, d = 24, assim,

A=W (6F =4-12=-8,

B= : = _8424=232
27 () 3.2 @ 27 °oF
322 (—g)? 512 6400
Ay = 22 _ g5 _ 012 _ 6400
A T

Entao, chegamos a equacao > — 8y + 32 = 0, para a qual As > 0, e gera uma
solucao real e duas complexas para x. A representacao da equacao inicial esta no

grafico abaixo.
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3+ 6 22 +4 x+ 24

Figura 3.13: f(z) = 23 + 622 + 42 + 24

Exemplo 3.13. 23 — 822 + 212 —20 =0

Equagao resultante do produto (x —4)(z —(2+1))(x —(2—14)) = 0, portanto

possui 1 raiz real e duas raizes complexas conjugadas, r; = —3, x9 = —21 e 3 = 2i.
No caso temos, a =1, b = —8, ¢ =21, d = —20, assim,
(21)  (—8)? 63 — 64 1
A pu— _— p— p— ——’
(1) 3-(1)? 3 3
2-(—8)3 —8) - (21 —20 1024 168 52
B2 Y (B)-@D () 102 168, 52
27 - (1)3 3-(1)? (1) 27 3 27
a = EB () 676 1 675
4 27 272 272 729
. R 5 52
Entao, chegamos a equacao y° — gy o = 0, para a qual As > 0, e gera uma

solucao real e duas complexas para x. A representacao da equacao inicial esta no

grafico abaixo.
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N
207y

10

S
=
N

-10

22— 822+ 21 2 — 20

Figura 3.14: f(z) = 2 — 822 + 212 — 20

Exemplo 3.14. 23 + 322 + 42 +12 =0

Equacao resultante do produto (z + 3)(x + 2i)(z — 2i) = 0, portanto possui
1 raiz real e duas raizes complexas conjugadas, 1 = —3, 1o = —2i e 13 = 2i.
No caso temos, a =1, b=3, c=4, d =12, assim,

A=W BF gy

~—

=2-4+12=10

102 13 2700+4 2704
AS = — + —_— = = .
4 27 108 108

Entao, chegamos a equacao y> +y + 10 = 0 para a qual Az > 0, e gera uma solucao
real e duas complexas para x. A representacao da equacao inicial estd no grafico

abaixo.
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</

30

20

N2

2>+ 32 +H4x+ 12

Figura 3.15: f(z) = 23 + 322 + 4z + 12

Exemplo 3.15. 22 — 2> +2—-1=0

Equacao resultante do produto (x —i)(x + i)(x — 1) = 0, portanto suas

raizes serao, xy =i, 9 = —1, e xr3 = 1, duas complexas conjugadas e uma raiz real

positiva.
No caso temos, a =1, b= —1, ¢=1, d = —1, assim,
1 —1)2 1 2
A = - — ( ) = 1 _— = = -,
1 3-12 3
2-(=1)* 1-(-1) —24+9-27 20
B — —-1) = =—
2713 3-12 +(=1 27 27’
(-2)* (3® 400 1 8 1 100 8§ 108
A,?,— :—-—+—-—:— —_— = —,
4 27 272 4 27 27T 27 272 729
. . 3. 2 2 .
a equacao auxiliar serd y° 4+ —y — o7 = 0, onde A3 > 0, que gera uma solucao real

e duas complexas para x. Exemplo semelhante ao anterior.
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157y
10
5
(1, 0) ‘
4 3 1 2 3
x—1

Figura 3.16: f(z) =23 —22 +2 -1

Exemplo 3.16. 22 — 922 + 522 — 102 = 0

Equacao resultante do produto (x — 3)(z — (3 + 57))(x — (3 — 5i)i) = 0,
portanto as solugoes serao um par de raizes complexas e uma raiz real positiva,

sendo elas, r1 =3, xro =3+ 51, e x3 =3 — bi.

No caso temos, a =1, b= -9, ¢ =52, d = —102, assim,
52 (—9)?
A=—— =52—-27=25
1 3-12 ’

2. (=9 (=9)-52 (—102)
B= - — —54+ 156 — 102 =
TIE e T 54 4156 — 102 = 0,

_o2+253 15625
5Ty Tor T o7

a equacao auxiliar serd 3> + 25y = 0 e Ag > 0.
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y
200
100
(3, 0)
Xy
7
-10 -5 5 10 15
-100
-2
2
— 92+ 522 — 102
Figura 3.17: f(x) = 23 — 922 + 52z — 102
Ao analisar cada exemplo resolvido, temos:
Exemplo A B Aj Natureza das Raizes
a) 2 — 9z =0 <0 0 < 0 3 Reais Distintas, sendo uma igual a zero.
b) 23 — 13z +12 =0 <0 >0 <0 3 Reais Distintas, sendo duas positivas.
) x*+ 2?2 —252—25=0 <0 <0 <0 3Reais Distintas, sendo duas negativas.
d) 23 +322 —4=0 <0 <0 0 1 Real Dupla (negativa) e 1 Real Simples.
e)ad -2 —x+1=0 <0 >0 0 1 Real Dupla (positiva) e 1 Real Simples.
f) 2 =322 +32—-1=0 0 0 0 1 Real Tripla Positiva.
g) ¥+ 622+ 122 +8=0 0 0 0 1 Real Tripla Negativa.
h) 23 +622 +42+24=0 <0 >0 >0 1 Real Negativa e 2 Complexas.
)2 —82°+21x—20=0 <0 <0 >0 1 Real Positiva e 2 Complexas.
j)2?+ 322 +4r+12=0 >0 >0 >0 1 Real Negativa e 2 Complexas.
k)2? —2?+2—-1=0 >0 <0 >0 1 Real Positiva e 2 Complexas.
1) 22 —92% + 520 —102=0 >0 0 >0 1 Real Positiva e 2 Complexas.

Tabela 3.1: Pardmetros encontrados nos exemplos.

A curva algébrica em R? que representa o discriminante das equacoes de

grau 3, divide o plano em 3 regioes, e em cada uma delas teremos um tipo de

raizes para a equacao inicial, de acordo com os novos parametros A e B, escritos em

fungao dos coeficientes. Veja abaixo no plano (OAB) a curva Az = 0, e as posi¢oes

dos pontos (A, B) de cada exemplo trabalhado aqui.
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BQ+A3

A/
[

-~

:LV

/

Bl W

Figura 3.18: Curva do discriminante de grau 3, e 0os modelos
de grificos que podem ser gerados por funcées
de 3° grau onde a > 0.

—[_

Optamos por resolver apenas exemplos monicos, para a > 0, para tornar
possivel a visualizacao de todos os modelos de graficos que as equacoes de 3° grau
podem apresentar. Para os casos de a < 0 os graficos resultantes serao idénticos
aos apresentados na figura 3.18, porém refletidos em torno do eixo horizontal, x.
A imagem abaixo traz os pontos (A, B) de 2cada 3exemplo resolvido, mostrando

B A

exatamente sua posicao em relagao a curva e + 97 = 0.
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A3<O0 A3 >0

o

-30 -25 g K 5 10 15 20

%
IS

o0

B2 A3

7t =0

Figura 3.19: Curva do discriminante e pontos (A, B) dos
exemplos resolvidos.

Sobre a curva Az = 0 temos os pontos (A, B) das equagoes que geram raizes
com multiplicidade, na parte a esquerda da ctspide temos a regiao onde os valores de
Ae B fazem A3z < 0, e nos fornece solugoes reais distintas e por fim, temos os valores
de A e B que geram As > 0, onde estdao as equacoes com solu¢des complexas. A
regiao que representa as equagoes com solucao tnica de multiplicidade 3, é apenas o
ponto da origem (0, 0), que foi omitido da figura para que a regido do plano proxima

a origem nao ficasse sobrecarregada.

Teorema 3.17. Seja a equacao polinomial de grau 3,
p(z) = ax® +b2® + cx +d =0,

com a # 0, coeficientes € R, raizes x1, o € x3 e considere Ag seu discriminante.
Podemos afirmar que: Se Az < 0, p(x) tem trés raizes reais distintas. Se Az = 0,
entao p(x) tem raizes miltiplas. Se Az > 0, p(x) tem duas raizes complezas e uma

raiz real.

Demonstragao: Durante o processo de resolucao da ciibica algébrica, az® +

br? + cx +d = 0 , fizemos a substituicao z = y — — e chegamos & ctibica reduzida
auxiliar y> + Ay + B = 0 [Ver (2.9)], que ¢ da forma estudada em (2.5). Para essa

demonstracao, vamos considerar que as raizes da equacao auxiliar reduzida da ctbica
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sejam «, [ e . Sabemos da equagao (2.5) que é possivel escrever uma nova equagao
em t, por exemplo, que tenha como raizes funcoes simétricas das raizes da equacgao

inicial, no caso, vamos escrever uma nova equacao em t que tenha como raizes os

3B

t+ A
y>+ Ay + B = 0, como foi apresentado em (2.6) e reorganiza-la em fungao dos graus

de t:

B a2 ) s

t+ A t+ A B

2783 +_3AB
(t+ AP  t+ A
27B° + 3AB(t + A+ B(t+ A)* 0

(t+ A)3 B

27B% +3A(t + A + (t + AP =0

27B? + 3At* + 6A% + 3A° + 12 + 3A? + 3A* + A =0
3+ 6At% + 9A%t + (27B* +4A%) = 0,

quadrados das diferencas entre «, [ e . Para isso, basta substituir y = em

+B=0

(3.12)

cujas raizes sao (a — )%, (a — )2, (8 —7)? e o termo independente 27B? + 4A3
possui uma relagao com o discriminante encontrado no processo de resolucao da
cibica, em (2.16), veja:
B? A3
Ag = I + 2—7
27B? + 4A3
T 108
108 - Az = 27B% 4 44°.

Sabemos das relagoes apresentadas em (1.18) que o termo independente da equacao

(3.12) representa o produto entre as raizes, assim,
(= B)*(a —7)*(B —7)* = 27B* + 44 = 108As,

com esses resultados podemos analisar o discriminante da ctbica a partir da equacgao
(3.12), pois quando essa equacao tem raizes negativas, dentre as raizes de (2.9) havera
um par de rafzes imaginarias, corolario 1.12, para que o quadrado de suas diferencas
resulte em negativo; e quando a equagao (3.12) nao tem raizes negativas, entendemos
que as raizes da cibica (2.9) serao todas reais. Assumindo que os coeficientes das
equagoes estudadas sao todos reais, podemos distinguir trés casos:

Caso A; < 0: E 0 mesmo que 27B% +4A4% < 0, mas nessa expressao 2782 é

sempre positivo, logo, para que o discriminante seja negativo é necessario que A < 0,
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0 que nos permite analisar os sinais dos coeficientes na equagao (3.12).

3+ 6AL2 +9A% + (2TB? + 4A%) = 0, (3.13)
M~~~ —,e
<0 >0 <0

Ou seja para Az < 0 é necessario que A < 0, fazendo com que a equagao (3.12), tenha
seus sinais alternadamente positivos e negativos, o que nos garante pelas Relagoes
de Girard de 1.1, que todas as suas raizes serao positivas, de modo que as raizes de
y3+ Ay + B = 0, a, e 7, sejam todas reais e distintas, pois caso alguma delas
tenham multiplicidade, o produto entre o quadrado de suas diferencas seria zero.
Assim as raizes da equacdo inicial, ax® + bx? + cx + d = 0 também serdo reais e
distintas.

Caso Az > 0: Como 27B? é sempre positivo, para que 2782 + 443 > 0,
vamos analisar o comportamento de A, que precisard ser A > 0, de forma que, se
A = 0, podemos reescrever (3.12) como t3 + 27B% = 0, equagdao de grau impar
com coeficientes positivos que, pelos teoremas 1.19 e 1.20, geraré 2 raizes complexas
e 1 raiz real negativa. Para A > 0, os coeficientes da equacao (3.12), serao todos

positivos, ou seja,

3 2 2 2 3\
12+ 6AL2 +9A% + (27B? + 4A%) = 0, (3.14)
>0 >0 >0

assim, utilizando o resultado do teorema 1.19 podemos afirmar que a equacao nao
possui raizes positivas, ou seja, todos as raizes (a — ()%, (a —v)* e (8 — 7)? sao
menores que zero. Assim, dentre as raizes de y> + Ay + B = 0, a, 8 e v ha um par
de raizes complexas e uma raiz real. Como consequéncia desse resultado, a equagao
inicial em z terd um par de raizes complexas conjugadas e uma raiz real.

Caso As; = 0: Para que o discriminante seja nulo é necessario que
(a — B)*(a —7)%(B — v)® = 0, ou seja, basta que pelo menos duas das raizes «,
[ e 7 sejam iguais. Se Az = 27B?+4A43 =0,e A =0, entdo B = 0, e se B = ( entao
A =0, nesse caso, a cibica auxiliar em y, (2.9) , poderia ser reescrita como y* = 0,
de forma que as solucoes o = 3 = v = 0, e a equacao inicial az® +bx? +cx +d =0
terd 3 solucoes reais iguais, podendo ser chamada ainda de um cubo perfeito. Assim,

quando o discriminante é nulo, teremos raizes com multiplicidade. Il



CAPITULO 4

Discriminantes escritos em funcao dos

coeficientes

Finalizaremos o trabalho com o desenvolvimento dos discriminantes em
funcao exclusiva dos coeficientes das equacoes.

O discriminante da equagao de grau 2 (1.13), az?® + bz + ¢ = 0, com a # 0,
sendo a,b,c os coeficientes e x1, 7, as solucoes procuradas é A = b — 4dac, ja
determinado em funcao de seus coeficientes. Indicaremos esse discriminante como
Ay. Observando que, se a equacao for monica, ou seja, a = 1, Ay = b? — 4c, apenas
em funcao de b e c.

Considerando a equagao de grau 3 (1.17), ax® + bz* + cx + d = 0, onde
a # 0, sendo x1, x5 e x3 as solugdes procuradas e a, b, ¢, d os coeficientes, e também

a equacao auxiliar no processo de resolucao, y> + Ay + B = 0, chegamos ao

2 3
43 . ¢ b _2b bc d
' 97 OndeAeBsaOA—EN—@,B— 27&3 302 'a,
como visto em (2.8). Vamos desenvolver Az em fungao dos coeficientes. Para isso

. . « 2
discriminante Az = BT + 4=

vamos estudar dois casos, primeiramente o caso onde a = 1:

Se a =1, temos:

208 be 26° — 9be + 27d
p= 2k 4 4.1
o7 3 e 27 1)
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B2 A3
A3 - I3+ E 2
AS _ (2b 92l;7;+27d)2 N (%)3
A 465 + 81b2¢% + 272d2 — 36b*c + 108b3d — 486bcd N 273 — 2Th%* + 9btc — bS
T 4.9272 27 - 27
W BPE P b Bd_bd & BE Mo 1
ST oz 4074 81 21 6 27 27 ' 3.27 212

An = b2c2+c3~|_b3d+al2 bed
57 o7y Tor T or T4 T TG

—4b%c% + 4¢3 + 4b3d + 27d% — 18bed
4.97
108 - Ay = —4b%c? + 4¢® + 4b3d + 27d? — 18bed

Ny =

para x3 + ba? + cx +d = 0. Ha autores que consideram como discriminante apenas

o numerador dessa fracao, fica a critério do leitor.

Se a # 1, teremos:

c b? 3ac — b?
A= 0752 T e
_ 2 be  d _ 2 —9abe 2Ta%d )
27a% 3a® a 27a3 '
B? A3
Ag B Za—i_ E 2 2
Ag _ (2b —9;?2-;’-27(1 d)2 N <3a§a—2b )3
4 27
A — 408 + 81a%b?c? + 27%a*d? — 36ab’c + 108a?b>d — 486a>bed
T 4.272 . g8
27a%c® — 27a*b*c? + 9ab*c — b8
27 -27 - ab
3b2c? d? b3d bed 3 4% ?
ST 1ot 4 T 27ad 6aP | 27a3 4274
Au b202+c3+63d+d_2_@
ST 4.27at T 27a3 T 27t 4a®  6d?
Ay = —b%c? + 4ac® + 4b>d + 27a’d? — 18abed

4-27a%
108 - a* - A3z = —b?c? + dac® + 4b3d + 27a*d® — 18abed

para a equacao completa, ax® + ba? + cx + d = 0.



Consideracoes Finais

Ao longo deste trabalho revisitamos alguns conceitos e demonstracoes
bésicas do Calculo e da Anadlise, para que o construissemos bem fundamentado.
Foi possivel conhecer e compreender diversos métodos para estudar as raizes de uma
equacao e também maneiras de manipular equacoes para obter resultados desejados,
ou para estuda-las com mais clareza. A construcao deste trabalho me permitiu ainda,
o aprofundamento nos estudos de niimeros complexos e um melhor uso do aplicativo
Geogebra, por onde construimos os graficos das funcoes.

Ao iniciar o projeto para esta dissertacao, esperavamos chegar aos estudos
das equacgoes de 4° grau, resolvendo-as por radicais, construindo a curva do discri-
minante, estudando alguns exemplos, e por fim apresentando e demonstrando um
teorema a respeito das relacoes entre discriminantes e raizes, assim como o fizemos
no Capitulo 3 deste trabalho para as equagoes de graus 2 e 3, mas essa proxima
etapa ficard para um projeto futuro.

Acredito que esta obra serve de apoio a professores e alunos que desejam
observar o comportamento das raizes de equacoes de 3° grau que estejam estudando
e os comportamentos graficos das fungoes polinomiais que as representam, pois,

muitas vezes nao buscamos os valores das solucoes, mas apenas suas classificacoes.
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