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Resumo

A sociedade atual necessita e requer cada vez mais de pessoas capacitadas para o
contexto matematico visto que nos deparamos a todo momento com nimeros, férmu-
las, graficos e outros conteidos matematicos. E indispensdvel a importancia destes
assuntos para a vida social dos alunos. Buscamos neste trabalho dispor sobre um
pouco de histéria da probabilidade, seus principios bésicos, alguns casos de modelos
probabilisticos e exemplos de aplicabilidade no ensino médio. Neste sentido, almejamos
trazer uma proposta didatica pedagogica para o ensino da probabilidade que no que lhe
concerne permita ao aluno meditar, expor e criar estratégias para a resolucao de um
problema. O aluno precisa se tornar construtor do conhecimento e o professor sendo
incumbido o papel de mediador do conhecimento, vindo a ser o vetor que ira explicar,
estimular, direcionar, mas sem impor verdades mateméaticas que possam muitas vezes

ficar obscuras na realidade dos alunos.

Palavras-chave
Probabilidade. Modelos Probabilisticos. Modelos Probabilisticos Discretos.
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Abstract

Today’s society needs and requires more and more people capable to understand
math as we are constantly faced with numbers, formulas, graphs and other mathema-
tical content. These subjects are important and necessary for a student?s social life.
We seek in this work to provide a brief history of probability, its basic principles, some
insights on probabilistic models and examples on how to apply it in high school. In this
sense, we aim to bring a didactic pedagogical approach for probability teaching that
allows the student to think, present and create strategies for solving a problem. The
student becomes a knowledge builder and the teacher acts as knowledge moderator
that will explain, stimulate and supervise, without imposing mathematical truths that

can often be obscured in the students’ reality.

Keywords
Probability. Probabilistic Models. Discrete Probabilistic Models.
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1 Introducao

O teor sobre ensino de Probabilidade vem se destacando cada vez mais nos curricu-
los brasileiros. Todavia, o simples ato de "difundir" férmulas e conceitos nao converte
seu aprendizado de forma agradavel e sucinta. Para tal, tratar com tematicas contex-
tualizadas e com possibilidades de execugoes palpaveis e suscetiveis de observacao de
nossos alunos amparam no alcance de resultados mais expressivos.

Neste trabalho, tém-se inicialmente como objetivo apresentar os conceitos basicos
de probabilidade, de alguns modelos probabilisticos discretos, a forma como o conceito
de probabilidade esta inserido na Educagao Bésica no Brasil e sugerir possibilidades
de aplicacao no Ensino Médio. Estes conceitos estao presentes nas mais diversas areas
do conhecimento, como na fisica, biologia e informatica por exemplo.

Diante de tal panorama, é possivel conciliar estes dois conceitos, probabilidade e
modelos probabilisticos discretos, na intencao de aprimorar o entendimento dos alunos
na Educacao Basica. Outrora, é preciso que o professor encarregado por ministrar tal
tematica possua o entendimento, suas aplicagoes e saiba concilid-las para facilitar a
compreensdo, de forma adequada, ao nivel de seus alunos do Ensino Bésico.

Este trabalho foi realizado com o intuito de ser um facilitador desta compreen-
sao, além de observar atualmente o panorama da Probabilidade no Brasil e indicar
aplicagoes de alguns modelos probabilisticos discretos adaptados para o ensino da pro-
babilidade aos alunos do Ensino Médio, possibilitando, desta forma, um aprendizado
mais adequado para o nosso cotidiano.

Esta dissertacao encontra-se estruturada em cinco capitulos. O primeiro refere-se
a parte introdutoria deste trabalho ligada a Probabilidade. No segundo capitulo, é
elencado um breve histérico, conceitos basicos e defini¢oes sobre o assunto. O terceiro
aborda alguns modelos probabilisticos discretos, bem como exemplos importantes para
uma boa interpretacdo e compreensao oportuna dos temas citados na sequéncia do
trabalho. O quarto capitulo apresenta a maneira como o conteiido encontra-se presente
na Educacdo Basica Brasileira e sdo apresentadas quatro sugestoes de aplicagdo para
o Ensino Médio. Enfim, no quinto capitulo sdo descritas algumas consideragoes finais

e conclusoes do trabalho aqui apresentado.
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2 Probabilidade

2.1 Breve Historico de Probabilidade

Na grande maioria das situacoes que envolviam os primoérdios da probabilidade a
mesma era utilizada na realizagao de apostas. Nao se sabe ao certo quando a primeira
aposta foi realizada na histéria da humanidade mas baseando-se em fontes histéricas
pode-se observar que no Antigo Egito as pessoas ja apreciavam apostas, na época as
mesmas ocorriam através de uma espécie de dado primitivo que possuia quatro lados,
feito através de ossos de animais denominado de Astragalo (possuindo um formato de

tetraedro irregular). A Figura 1 mostra uma imagem deste tipo de dado primitivo.

Figura 1: Imagem de um osso Astragalo

Fonte: http://www.ancienttouch.com/1081.jpg. Acesso em 20 de margo de 2020.

Em expedicoes arqueoldgicas pelo mundo, em uma delas, afirma-se que na India
Antiga ja era comum ouvir a expressao "jogar os dados" em um dos antigos documen-
tos da literatura hindu composto de hinos, oferendas e rituais as divindades. Alguns
estudos descrevem que criancas indianas langavam um pedaco de osso com o intuito
de obterem uma de suas faces para cima ou para baixo.

Na Idade Média o ato de jogar dados tinha grande popularidade entre os cavaleiros.

Seguindo um pouco mais adiante verificaram-se um dos primeiros manuscritos sobre

apostas que se tem noticia escrito pelo imperador romano Claudius que viveu entre 10
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a.C e 54 d.C. O mesmo tinha como titulo: "Como ganhar nos dados". No entanto o
que se conhece sobre esta obra é que a mesma foi perdida e nunca mais encontrada.

O ato de jogar dados envolvia apostas e também era relacionado com jogos de
azar. Era uma atividade que tinha leis especiais em Roma. O grande imperador Julio
César era considerado um jogador nato e segundo informacgoes deste periodo em uma
destas partidas Julio César teria dito uma frase que ficou famosa por todo o mundo:
"A sorte esta lancada". Jogar dados era o passatempo preferido dos romanos a época.
Os romanos eram reconhecidos como eximios jogadores de dados.

A expansao dos jogos de azar na Idade Média propiciaram que varios matematicos
aprofundassem os seus estudos em Probabilidade. A partir de entdao comecaram a
surgir os primeiros conceitos e teorias sobre jogos e apostas.

Dentre alguns matematicos importantes a época podem ser citados os italianos
Geronimo Cardano (1501 - 1576), Galileu Galilei (1564 - 1642), Luca Pacioli (1445 -
1517) e Niccolo Tartaglia (1499 - 1557) como os primeiros a implementarem, matema-
ticamente, os estudos envolvendo o jogo de dados, desenvolvendo as ideias do conjunto
universo e dos eventos que pertenciam neste conjunto.

De acordo com o aprofundamentos destes estudos foram descritas situagoes mais
complexas e a partir de entao surgiram outros matematicos buscando relatar novas

teorias. Podem ser citados alguns em destaque:

Pierre de Fermat (1601 - 1655).

Blaise Pascal (1623 - 1662).

Jacob Bernoulli (1654 - 1705).

Abraham de Moivre (1667 - 1754).

Pierre Simon Laplace (1749 - 1827).

Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855).

Lenis Poisson (1781 - 1840).

Pafnuti Tchebycheff (1821 - 1894).

Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903 - 1987).

Observa-se que os primeiros indicios sobre jogar dados foram descritos desde o Antigo
Egito mas pode-se perceber que as teorias e conceitos sobre probabilidade alcangaram
notoriedade com a disseminacao dos jogos de azar na Idade Média.

As bases que se apoiaram a teoria do calculo das probabilidades e da analise combi-

natoéria foram proporcionadas por Pascal e Fermat, os estudos e pesquisas relacionando
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apostas no jogo de dados ocasionaram diversas conjecturas envolvendo possiveis resul-
tados, marcando o inicio da teoria das probabilidades como ciéncias.

Jacob Bernoulli relatou sobre os grandes ntimeros, discorrendo sobre as combina-
¢oes, permutacgoes e a classificacao binomial. Laplace estabeleceu a regra de sucessao
e Gauss revelou a lei das distribui¢coes das probabilidades e o método dos minimos
quadrados.

No tempo atual, as ponderagoes relacionadas as probabilidades sao utilizadas em di-
versas situagoes que utilizam axiomas, teoremas e definicoes bem contundentes. Possui
aplicacao nos estudos relacionados a estatistica, economia, engenharia, fisica, quimica,
jogos estratégicos, sociologia, psicologia, biologia, entre outros ramos do conhecimento.
Pode-se verificar uma aplicacao essencial direcionada a Estatistica Indutiva, na acep-
¢ao de amostra, extensao dos resultados a populagao e na previsao de acontecimentos

futuros.

2.2 Conceitos Basicos de Probabilidade

Este trabalho tem como objetivo apresentar conceitos, defini¢oes, teoremas e lemas
ao longo do seu desenvolvimento sobre a probabilidade e suas aplicagoes no Ensino
Médio. O Referencial Teérico é apresentado de maneira clara e objetiva sem deixar de
lado a esséncia necessaria que sera suporte para o bom desenvolvimento do mesmo. As
demonstragoes sao omitidas nesta etapa, nao sendo objeto de estudo no momento. No

interesse de explora-las, sugere-se a leitura de alguns autores como GOULART (2007),
MORGADO (2016), MEYER (1995) e ROSS (2010).

2.2.1 Teoria dos Conjuntos

Definigoes e Linguagens

Nesta secao sao apresentados conceitos e resultados acerca da teoria basica de pro-
babilidade, da teoria dos conjuntos, suas definicdes mais simples e linguagens mais
utilizadas. E apresentado um breve resumo sobre os contetidos aqui apresentados que
julga-se serem os mais relevantes para o bom entendimento dos mesmos. O conheci-
mento sobre a teoria dos conjuntos torna-se fundamental e imprescindivel para o saber
matematico, pois a partir deste pode-se expressar a base da maioria dos conceitos

matemaéaticos.
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Simplificadamente pode-se dizer que conjunto é uma colecao de objetos quaisquer.
Um exemplo comum de citagao sao as cores da bandeira nacional brasileira: verde,
amarelo, azul e branco. Ou seja, ao representar este conjunto, este pode ser nomeado
por exemplo pela letra B em referéncia ao pais Brasil. Desta forma, tem-se: B =
{verde, amarelo, azul, branco}. Outro exemplo a ser citado é o conjunto dos nimeros
pares, que é nomeado neste caso pela letra P, desta forma: P = {2, 4, 6, ...}. Tém-se

a seguir algumas notacoes e linguagens essenciais:

o A letra grega  (Omega) retrata o Conjunto universo.

o As letras minusculas a, b, ..., w, z retratam os elementos dos conjuntos.

o (Conjuntos sao retratados por letras maitusculas, por exemplo: A, B, ..., W, Z.
o A letra grega @ retrata o conjunto vazio.

o As letras gregas € e ¢ retratam uma relagdo de um determinado elemento per-

tencer ou nao pertencer, respectivamente, a um conjunto.

o Para simbolizar se um conjunto é subconjunto(ou que estd contido) em outro

conjunto utiliza-se o simbolo C.

« A notagao de n(C) simboliza a cardinalidade ou o nimero de elementos do con-

junto C.

o Para retratar a unido de dois conjuntos C' e D (representacdo do conjunto
dos elementos que pertencem a C' ou D) usa-se C'U D. Ou seja, C U D =
{z € Qx € C ouxz € D}. Usualmente, a unido de n conjuntos Cy,Cs,...C,, é

descrita e representada pela expressao: Ui, C;.

o A intersec¢io entre dois conjuntos C' e D (retratando o conjunto dos elementos
que pertencem a C' e D simultaneamente) é simbolizada por C' N D, ou seja
CND={ze€QlxeCexec D} Em geral, para n conjuntos C;, Cs, ..., C, a

interseccao é representada por N, C;.

o O conjunto diferenca entre dois conjuntos C' e D, simbolizado por C'— D, é o
conjunto formado pelos elementos que pertencem a C' e nio pertencem a D. E
definido por: C — D ={zx € Qx € Cex ¢ D}.
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« Dois conjuntos C' e D sio ditos disjuntos caso C N D = &, Dados n conjuntos
Ay, Ag, ..., A, diz-se que eles sao disjuntos dois a dois caso A; NA; = & para

todo 7 e j com i # j.

o O conjunto complementar de D simbolizado por D¢ retrata o conjunto dos ele-
mentos de ) que nao pertencem ao conjunto D. Simbolicamente, representa-se:
D ={zxeQ|x¢ D}.

2.2.2 Operagoes

Nas operacoes entre conjuntos pode-se verificar a facilidade que elas trazem para a
resolucao de problemas numéricos do cotidiano. Utilizam-se algumas ferramentas gra-
ficas, como o diagrama de Venn-Euler, para indicar as principais operagoes entre dois
ou mais conjuntos, sendo elas: uniao de conjuntos, intersec¢ao de conjuntos, diferenca
de conjuntos e conjunto complementar. A unido entre dois ou mais conjuntos propor-
cionara o surgimento de um novo conjunto constituido por elementos que pertencem
a, pelo menos, um dos mesmos. De maneira mais formal pode-se representar a uniao

de dois conjuntos A e B, por exemplo, da seguinte forma:
AUB ={z € Qlx € Aouz € B}.

Sendo A e B dois conjuntos, a uniao entre os mesmos é formada por elementos que
pertencem ao conjunto A ou ao conjunto B, ou simplesmente, que ocorra a uniao entre
os elementos de A com os de B. A seguir tem-se na Figura 2 um exemplo de uniao

entre dois conjuntos A e B.

Figura 2: Unido entre os conjuntos A e B
A B

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/operacoes-com-conjuntos.htm

Acesso em 20 de margo de 2020.
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Exemplo 2.2.1. Sejam os conjuntos A = {0, 2, 4, 6 } e B = {1, 3,5, 7 }. A unido
entre os conjuntos A e B pode ser escrita da sequinte forma:
AuUuB={0,1,2,3,4,5,6,7}.

Exemplo 2.2.2. A ={x € N|z épar} e B={y € N|y é impar}. Ao realizar a unido
de todos os nimeros pares naturais com todos os nimeros impares naturais tem-se por

consequencia a totalidade do conjunto dos niumeros naturais, portanto:
AUB=N.

Ao realizar a interseccdo entre dois ou mais conjuntos esta ocasiona em um ou-
tro conjunto constituido por elementos que pertencem, simultaneamente, em todos os

conjuntos envolvidos. Desta forma, tem-se:
ANB={x€Qlxr € Aex € B}.

Dados dois conjuntos A e B, a interseccao entre eles é constituida por elementos
que pertencem ao conjunto A e ao conjunto B. Assim, precisa-se considerar somente os
elementos que estao em ambos os conjuntos. Na Figura 3 a seguir tem-se a intersecgao

entre os conjuntos A e B.

Figura 3: Interseccao entre os conjuntos A e B
A B

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/operacoes-com-conjuntos.htm

Acesso em 20 de margo de 2020.

Exemplo 2.2.3. Tem-se os conjuntos A = {3, 4, 5, 6}, B ={-1, 4,6, 8, 10} e C =
[0, -1, -2}.
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ANB = {4,6}.
ANC=g2.
BNnC={-1}.

Ao relatar sobre o conjunto que nao possui nenhum elemento este é denominado

conjunto vazio e possui as seguintes representacoes:
A={}ouA=g2.
Veja a diferencga entre conjuntos no diagrama de Venn-Euler na Figura 4 a seguir:

Figura 4: Diferenca entre os conjuntos A e B

A B

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/operacoes-com-conjuntos.htm

Acesso em 20 de margo de 2020.

Exemplo 2.2.4. Sejam os conjuntos A = {0, 1, 2, 3, 4, 5}, B={0, 1, 2, 3, 4, 6 } ¢

C = { }. Calcule as sequintes diferencas entre conjuntos:

a) A— B ={5}.
b) A—C =1{0,1,2,3,4,5}.
¢)C—A={}.

Pode-se perceber que, no conjunto A - B, tem-se inicialmente o conjunto A e "extrai-
se" os elementos do conjunto B. No conjunto A - C, toma-se o A e "extrai-se' o vazio,
ou seja, nenhum elemento. Finalmente, em C - A, toma-se o conjunto vazio e "extrai-

se" os elementos de A, que, por sua vez, ja nao estavam la. Considere os conjuntos A
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e B, em que o conjunto A estd inserido(contido) no conjunto B, ou seja, todo elemento
de A também é elemento de B. A diferenca entre os conjuntos, B - A, é chamada de
complementar de A em relacao a B. De forma semelhante, o complementar é composto
por todo elemento que nao pertence ao conjunto A em relagdo ao conjunto B, em que

ele estd inserido.
A Figura 5 apresenta o complementar de A em relagao a B.

Figura 5: Complementar de A em relagao a B.
B
7 AN
k'/ -

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/operacoes-com-conjuntos.htm

Acesso em 20 de margo de 2020.

Exemplo 2.2.5. Sejam os sequintes conjuntos A = {0, 1, 2, 3, 4 }, B ={0, 1, 2, 3,
4,5, 6,7 8 }. Calcule o complementar de A em relagio a B:

Solugdo:

CA=B-A={01281450678}-{01223/4}={567178)}

Exemplo 2.2.6. Seja AU B = {a,b,c,d,e, f,9,h}, ANB={d,e} e A-B=1{a,b,
¢ }. Obtenha o conjunto B.

Solucdo:

Sequndo o enunciado e dispondo os elementos no diagrama de Venn-Fuler, tem-se

pela Figura 6:
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Figura 6: Diagrama de Venn-Euler.

A B

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/matematica/operacoes-com-conjuntos.htm

Acesso em 20 de margo de 2020.
Pode-se concluir, portanto, B = { d, e, f, g, h }.

A seguir sao relacionadas algumas propriedades essenciais que possuem familiaridade

com o0s conceitos estabelecidos anteriormente.
Propriedades elementares dos Conjuntos

Pl)Cc D« CUD=D;
P2y)CcDhD<sCOnD=C;
P3) Para todo conjunto C C Q, CUa =CeCNQ=C,

)

)
P4) CU(DUE) = (C’UD)UE
Py CnNn(DNE)=(CNnD)N
P6) CU(DNE)=(CUD)N (CUE)
P7)Cm(DUE) (CND)u(CNE);
P8) (C'UD)® = C°nN DS
P9) (CmD) C°u D¢,
P10) (C°)=C; C Cc D < D¢ C C¢

Pl CuC=Q, CNC=2,2°=Q, Q=g

Definicao 2.2.7. Particio de um conjunto
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Seja W um conjunto finito nao vazio. Uma particao de W é uma familia de conjun-
tos Wi, Wa, ..., Wy, todos nao vazios, e tais que: Wi UWoU..UW, =W; W;NW; =&
se i # 7. Em palavras, os conjuntos Wi, Wy, ..., Wy sao disjuntos dois a dois e sua
uniao € o conjunto W. Também pode-se dizer que W foi particionado pelos conjuntos

Wl, WQ, ey Wk

2.3 Andlise Combinatoria

Considere a seguinte situacao problema. Utilizando as 26 letras do alfabeto e os 10
algarismos quantas placas distintas de um automovel pode-se formar sabendo que sao
necessarias de 03 letras seguidas (repetidas ou nao) e 04 algarismos seguidos (repetidos
ou nao)? Problemas e situagoes como estas envolvem o célculo da quantidade de
agrupamentos que podem ser realizados de um ou mais conjuntos sujeitos as mesmas
condicoes. Desta forma, pode-se dizer que esses problemas representam o que se chama
de problemas de contagem, e a intencao é saber como calculé-las sem necessariamente
enumerar seus quantitativos.

Nesta secao pretende-se apresentar algumas defini¢oes e teoremas relativos a Analise

Combinatoria, com énfase a aplicagdes do Principio Multiplicativo.

Proposi¢ao 2.3.1 (Principio aditivo para partes disjuntas, LEBENSZTAYN (2012,

pg. 01)). Se A;...A,, sio conjuntos dois a dois disjuntos, entdo

o(Ua) =S aw.

Proposicao 2.3.2 (Principio Multiplicativo, LEBENSZTAYN (2012, pg. 01)). "Uma
tarefa deve ser executada em uma sequéncia de r etapas. Fxistem nq, maneiras de
realizar a primeira etapa; para cada uma dessas ny maneiras, existem ny maneiras de
realizar a sequnda etapa; para cada uma dessas ng maneiras, existem ng maneiras de
realizar a terceira etapa, e assim por diante. Entdo o niumero total de maneiras de

efetuar a tarefa € dado por ny ns...n,."

Observagdo. "Ao usar o principio multiplicativo, é fundamental que o niimero de
maneiras de realizar uma determinada etapa nao seja influenciado por nenhuma das
etapas predecessoras." (LEBENSZTAYN, 2012, pg. 01).
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O Principio Multiplicativo também pode ser chamado de "Principio Fundamental

de Contagem" ou "Principio da Multiplicagao".

Exemplo 2.3.3. De um baralho comum com 52 cartas sao extraidas sucessivamente ao
acaso e sem reposicao trés cartas. Calcule o nimero de extracoes nas quais a primeira

carta é de copas, a sequnda € um rei e a terceira ndo € uma dama.
Solucdo:
A ideia € usar o principio aditivo. Defina os conjuntos:

Aq: Conjunto das extracoes nas quais a primeira carta € o rei de copas.
Ag: Conjunto das extragoes nas quais a primeira carta é a dama de copas.
Asz: Conjunto das extragoes nas quais a primeira carta € de copas mas nao € dama

nem ret.

Para obter o nimero de extracoes em A note que fizando a primeira carta como rei
de copas, hd 1 modo de selecionar a primeira carta, 3 modos de selecionar a sequnda

carta e 46 modos de selecionar a terceira. Logo, pelo principio multiplicativo:
n(A;) =1-3-46 = 138.

Para obter o numero de extracoes em A, note que fizando a primeira carta como
dama de copas, ha 1 modo de selecionar a primeira carta, 4 modos de selecionar a

sequnda carta e 47 modos de selecionar a terceira. Logo, pelo principio multiplicativo:
n(As) =1-4-47 = 188.

Por fim, para obter o numero de extracoes em As note que fixando a primeira carta
como copas (nao sendo dama nem rei), hda 11 modos de selecionar a primeira carta, 4
modos de selecionar a sequnda carta e 46 modos de selecionar a terceira. Assim, pelo

principio multiplicativo:
n(Az) = 11-4-46 = 2024.
A solugcao seque entao pelo principio aditivo:
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Portanto, ha 2.350 extracoes nas condicoes impostas pelo enunciado.

Exemplo 2.3.4. Quantos nimeros de 3 algarismos pode-se formar com os algarismos

1, 2,8, 4, 5e6? (DANTE, 2014, p. 472).
Solugao:

H&a 6 possibilidades para preencher a lacuna das centenas, 6 possibilidades para
preencher a lacunas das dezenas e outras 6 possibilidades de preencher a lacuna das
unidades, pois um algarismo pode aparecer mais de uma vez no mesmo nimero.

Portanto, tem-se 6 - 6 - 6 = 216 possibilidades no total, o que indica que pode-se

escrever 216 ntimeros de trés algarismos com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5 e 6.

Exemplo 2.3.5. Quantos numeros de 3 algarismos distintos pode-se formar com o0s
algarismos 1, 2, 3, 4, 5 e 62 (DANTE, 2014, p. 472).

Solucgao:

Ha 6 possibilidades para preencher a lacuna das centenas, 5 possibilidades para
preencher a lacunas das dezenas e 4 possibilidades de preencher a lacuna das unidades,
ja que o exercicio pede numeros de 3 algarismos distintos. Entao tem-se 6-5-4 = 120

possibilidades, ou seja, pode-se formar 120 niimeros.

Proposicao 2.3.6 (Principio da Inclusao Exclusao). Sejam Ay, A, ..., A,, conjuntos

com cardinalidade finita, entdo:

s

n( 1Ai) :in(Ai) — > nAnA4)+ Y n(ANANA) — .+

) i=1 1<i<j<m 1<i<j<k<m

Freta (A a),

Exemplo 2.3.7. Numa escola hd 32 alunos. Destes 16 falam inglés, 8 falam espanhol

e 5 falam inglés e espanhol.
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a) Quantos alunos falam pelo menos um dos idiomas?

b) Quantos alunos nao falam nem inglés nem espanhol?

Solucao:

Sejam I e E o conjunto alunos que falam inglés e espanhol respectivamente. Entdo:
i) n(Q) =32 (sao 32 alunos no total).

it) n(I) =16 (sdo 16 alunos que falam inglés).

iWi) n(E) =8 (sao 08 alunos que falam espanhol).

w)n(INE) =5 (sio 05 alunos que falam inglés e espanhol).

a) Segue pelo Principio da Inclusao Ezclusao:

n(IUE) =n(l)+n(E)—n(INE).
n(IUE) =16 + 8- 5 = 19.

b) Note que:

n(I°NE®) =n((IUE)) =n(2) —n({UE).
n(I°NE°) = 32 - 19 = 13,

Resposta:

a) 19 estudantes falam pelo menos um dos idiomas.

b) 13 estudantes ndao falam nem inglés nem espanhol.

2.3.1 Permutacgoes

A palavra permutar possui como sindénimo trocar. De maneira genérica, deve-se

ligar a permutacao a ideia de trocar, embaralhar objetos de posi¢cao. A quantidade de

permutacoes é o nimero de ordens possiveis dos elementos dos conjuntos.

Proposicao 2.3.8 (Permutagoes Simples, LEBENSZTAYN (2012, pg. 01)). O namero

de maneiras de permutar n objetos distintos é

nl =n(n—-1).21
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'O numero n! € chamado o fatorial de n. Por convengdo, 0! = 1.
Observagao: Uma formula muito importante quando se trata de fatoriais foi obtida
por Stirling(1930):

n! ~ n"e "\/2mn,

onde o simbolo ~ indica que a razao entre os dois lados tende a 1 quando n — oo.

"

Exemplo 2.3.9. Quantos anagramas (nimero de ordenagoes possiveis das letras da
palavra) tem a palavra DEUS? (DANTE, 2014, p. 473).

Solugao:

Permuta-se todas as letras da palavra DEUS. P, =n! =P, =4!=4-3-2-1 = 24.

Tem-se, entao, 24 anagramas.

Proposigao 2.3.10 (Permutagoes Circulares, LEBENSZTAYN (2012, pg. 02)). "O
nimero de maneiras de dispor n objetos distintos em torno de um circulo é (n — 1)."

Seja (PC),, a expressio para calcular o nimero de permutacoes circulares, assim:
(PC), = (n—1).

"Nessa contagem, interessa apenas a posi¢ao relativa dos objetos entre si, ou seja,
duas disposicoes sao consideradas indistinguiveis se uma pode ser obtida a partir da
outra por uma rotacao conveninte dos objetos.

O numero de palavras de comprimento k que podem ser compostas com n elementos

dados é n*."

Exemplo 2.3.11. De quantos modos 5 criangas podem formar uma roda de ciranda?

(MORGADO, 2015, p. 122).
Solucao:

"A primeira vista parece que para formar uma roda com as cinco criancas basta
escolher uma ordem para elas, o que poderia ser feito de 5! = 120 modos. Entretanto,
as rodas ABCDE e EABCD séao iguais, pois na roda o que importa é a posi¢ao relativa
das criancas entre si e a roda ABCDE pode ser "virada'na roda EABCD. Como cada
roda pode ser "virada' de cinco modos, a contagem de 120 rodas contou cada roda 5
vezes e a resposta é 120/5 = 24."

Outra forma de resolver este exercicio é utilizando a (Proposigao 2.3.10), assim:
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(PC)s=(-1) =41 =4-3-2-1=24.

Portanto, sao 24 modos que pode-se dispor 5 criangas em uma roda de ciranda.

Proposicao 2.3.12 (Permutagdes com Repetigoes). A quantidade de permutagoes de

n elementos tais que um ou mais deles sao repetidos € dada por:

onde o; € a quantidade de vezes que aparece o i-ésimo tipo de elemento com i = 1, 2,

ey W.

Exemplo 2.3.13. Quantos anagramas da palavra CAMARADA comecam pela letra
C? (DANTE, 2014, p. 474).

Solugao:

Fixe a letra C como 1? letra e faca:
41,11 71 _

P —@—7-6-5—210.

Portanto, sao 210 os anagramas de CAMARADA que comecam por C.

2.3.2 Arranjos

Proposicao 2.3.14 (Arranjos Simples, LEBENSZTAYN (2012, pg. 02)). "O nidmero

de k-subconjuntos ordenados de um n-conjunto é"
(ng) =nn—1)...(n—k+1).

Exemplo 2.3.15. Quantos numeros de dois algarismos diferentes podem ser escritos
com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 99 (DANTE, 201/, p. 476).

Solucao:

1% maneira: usando a formula
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"Procura-se agrupamentos de 2 elementos em que a ordem é importante, pois, por
exemplo, 12 # 21. Tem-se 9 elementos para serem arranjados 2 a 2. Assim, tem-se que

calcular:

p__mn _42__ 9 _9.-8-7 _
A n —p)! 49 9 —2)! 7! 2.
Portanto, existem 72 ntiimeros de dois algarismos diferentes que podem ser escritos

com os algarismos de 1 a 9."
29 maneira: sem usar a formula

"Para o algarismo das dezenas tem-se 9 opgoes e, para o algarismo das unidades, ape-
nas 8 opgoes, pois nao se pode repetir algarismos. Assim, hd 9 - 8 = 72 possibilidades.

Portanto, sao 72 ntimeros."

2.3.3 Combinacgoes

O conceito de combinacao estd intimamente ligado a nogdo de escolher subcon-
juntos. A combinagdo simples é um tipo de agrupamento no estudo sobre analise
combinatoéria. Os agrupamentos formados com os elementos de um conjunto em sub-
conjuntos serao considerados combinagoes simples se os elementos dos agrupamentos

diferenciarem apenas pela sua natureza.

Proposicao 2.3.16 (Combinagoes, LEBENSZTAYN (2012, pg. 02)). "O ndmero de

k-subconjuntos de um n-conjunto é"

Corolario 2.3.17. De forma simplificada, para cada grupo de k elementos escolhidos
entro os n disponiveis, existe um grupo de n — p elementos associado. Assim, tem-se a

sequinte igualdade: C* = Cn=*.
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Exemplo 2.3.18. No jogo de truco, cada jogador recebe 3 cartas de um baralho de 40
cartas (sao excluidas as cartas 8, 9 e 10). De quantas maneiras diferentes um jogador
pode receber suas trés cartas? (DANTE, 2014, p. 480).

Solucao:

As trés cartas diferem entre si pela natureza delas e nao pela ordem. Como a ordem

nao importa, o problema se resolve da seguinte forma:

s _ 400 _40.39.38 _
Cio = gm0 —3n = 3-2.1 9880

Portanto, cada jogador pode receber suas trés cartas de 9880 maneiras diferentes.

2.3.4 Combinagoes Completas

Defini¢ao 2.3.19 (Combinagoes Completas). Uma combinag¢io completa é um agru-

pamento de elementos, de tal maneira que:

i) A ordem dos elementos que pertencem ao agrupamento nao é considerada;

it) As possiveis repeticoes dos elementos que pertencem é considerada. Combinagoes
completas sao também chamadas combinagoes com elementos repetidos.

De acordo com MORGADO (1991, p. 48), "De modo geral, CE € o nimero de modos
de escolher p objetos distintos entre n objetos distintos dados, e CRP. € o numero de

modos de escolher p objetos distintos ou nao entre n objetos distintos dados’.

Proposicao 2.3.20 (Combinagoes com repeticao). O nimero de solugdes inteiras e

nao negativas de r1 + xr9 + ... + x, = p € dado por:
CRy = C'5+p—1-

Aqui n representa a quantidade de objetos distintos e p a ordem do agrupamento

ou a quantidade de objetos a serem escolhidos.

Exemplo 2.3.21. Na loja hd 3 marcas diferentes de camisa. Pedro deseja comprar 4
camisas. Quantas sao as possibilidades de escolha? (SILVA, 2014, p. 53).
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Solugdo:

-1 17

Portanto, tem-se 15 possibilidades de escolha para a compra.

2.4 Definicoes de Probabilidade

"Vemos que a teoria da probabilidade é no fundo somente o senso comum reduzido
ao calculo; ela nos faz apreciar com exatidao o que mentes pensantes percebem como
que por instinto, muitas vezes sem se dar conta disso. (...) E extraordinério que esta
ciéncia, que surgiu da analise dos jogos de azar, tenha se tornado o mais importante
objeto do conhecimento humano. (...) As mais importantes questoes da vida sdo na
verdade, em sua grande maioria, apenas problemas de probabilidade." Assim disse o fa-
moso matematico e astronomo francés Pierre-Simon, marqués de Laplace ("o Newton
francés"). Embora muitas pessoas pensem que o famoso marqués, que também foi um
dos que mais contribuiu para o desenvolvimento da probabilidade, possa ter exagerado
um pouco, é no entanto verdade que a teoria da probabilidade se tornou uma ferra-
menta fundamental para praticamente todos os pesquisadores, engenheiros, médicos,
juristas e empresarios. De fato, um individuo instruido em probabilidade aprende a
nio perguntar 'E assim mesmo?" mas em vez disso, "Qual é a probabilidade de ser
assim?". (SHELDON ROSS, Prefacio).

O primeiro passo para a construcao de um modelo probabilistico é definir o espago
amostral do experimento. Este nada mais é do que o conjunto dos possiveis resul-
tados do experimento. Usualmente, um espaco amostral é representado por €2. Os
subconjuntos de €2 sdo chamados eventos. A formulacdo do modelo probabilistico fica
completo definindo o espago amostral €, a classe de eventos aleatdrios (eventos para
os quais serd atribuido probabilidade) representado por F e a medida de probabilidade
P.

A quantidade de elementos de um evento é representado da seguinte forma: Dado
o evento A, o nimero de elementos de A é n(A).

Um evento é chamado de evento simples quando o mesmo possui apenas um ele-
mento. Em outras palavras, evento simples representa um tnico resultado. Um evento

certo € igual ao espago amostral, pois, a probabilidade de que um evento certo ocorra
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¢ a maior entre todas, 100%, ou seja, 1. De maneira distinta, quando o evento ¢é igual
ao conjunto vazio, ele é chamado de evento impossivel.

Continuando com o exposto por Morgado cita-se o seguinte exemplo:

Exemplo 2.4.1. "Lanca-se uma moeda e observa-se a face que cai voltada para cima.

O espago amostral é Q) = {cara, coroa } e hd 4 eventos:
&, A = {cara }, B = {coroa } e .

@ é um evento que nao ocorre nunca e é chamado de evento impossivel. O evento A
ocorre se, e somente se, o langamento resulta em cara. O evento B ocorre se, e somente
se, o lancamento resulta em coroa. O espago amostral 2 ocorre sempre e é chamado
de "evento certo."

A cada evento associa-se um valor, um niimero, que denomina-se de probabilidade
do evento e desta forma demostrara a fé na capacidade que o mesmo ocorra.

Considerando experimentos com espaco amostral finito pode-se definir probabili-

dade como uma fungao que relaciona a cada evento A um nimero P(A) de modo que:

i) Para todo evento A, 0 < P(A) < 1;

i) P(Q) = 1;

iii) Se A e B sdo eventos mutuamente excludentes, isto é, eventos que ndo podem
ocorrer simultaneamente, ou seja, AN B = &, entdao: P (A UB) = P(A) + P(B).

Uma fungao P: P(Q) — [0;1] satisfazendo i), ii) e iii) ¢ chamada probabilidade

finitamente aditiva.

Teorema 2.4.2. Se A e B sdo eventos, tem-se que:

i) PLAUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB);
it) P(@) =0;

iti) P(A°) =1— P(A);

iv) Se A C B, entao P(A) < P(B);

O célculo de probabilidade é realizado da seguinte forma: seja A um evento qualquer

dentro de um espago amostral 2 (com um ntmero finito de elementos) com o total de

n(A) pontos amostrais, a probabilidade de A, denotada por P(A), é dada por:
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P(A) = %.

Observe que o nimero de elementos do espago amostral serd sempre maior ou igual
ao numero de elementos do evento. Dessa maneira, o menor valor que essa divisao
pode resultar é 0, o que reflete a chance de haver um evento impossivel. Ja o maior
valor a que se pode chegar é 1, quando o evento é igual ao espago amostral. Nesse
caso, o resultado da divisdo é 1. Desse modo, a probabilidade de um evento A dentro

do espacgo amostral {2 acontecer estd compreendida no intervalo:

0< P(A) < 1.

Observacoes:

« (Caso necessite expressar a probabilidade de um evento acontecer por meio de um

valor percentual, basta multiplicar o resultado da divisao acima por 100.

» Existe a possibilidade de calcular a probabilidade de um evento nao acontecer.

Para tanto, basta realizar:
P(A°) =1— P(A).

Em relacao a Probabilidade Condicional, analise a seguinte questao. Dado o espaco
amostral {2 e os eventos A e B em (2, considere que o evento A ja ocorreu. A proba-
bilidade que o evento B também ocorra é chamada de probabilidade condicional de B

dado A, e dada por:

P(B|4) = Jw

2.4.1 Definigao Classica

Definigao 2.4.3 (Defini¢ao Classica). Seja um espago amostral Q com n($2) resultados

possiveis chamados de eventos simples, todos sendo equiprovdveis. Seja ainda A um

evento com um total de n(A) eventos simples. Entao, a probabilidade de A, denotada
P(A), é dada por:

_ n(4)

P(A) = )

()
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Simplificadamente, ao descrever o conceito de probabilidade na defini¢ao classica o
mesmo pode ser entendido por: Razao entre o niimero de "casos favordveis" e o nimero
de "casos possiveis’. Pode-se verificar essa definicdo na maioria dos livros de ensino
médio ou até mesmo em literaturas de ensino superior. De acordo com (MORGADO),
essa foi a primeira definicao formal de probabilidade e apareceu pela primeira vez de
forma objetiva na obra Liber de Ludo Aleae de Jeronimo Cardano (1663), também
pode-se atribuir as obras de De Moivre (1718) e Laplace (1812). Pode-se concluir

algumas caracteristicas acerca da definicao classica de probabilidade:

i) Tem-se um numero finito de eventos elementares e a uniao entre estes é o espaco
amostral.

ii) Os eventos elementares possuem a mesma probabilidade de acontecer.

iii) A probabilidade de ocorrer um determinado evento ¢ a soma das probabilidades
dos eventos elementares favoraveis ao evento. O numero de eventos elementares neste

caso ¢ menor ou igual ao niimero de casos possiveis.

Exemplo 2.4.4. Joga-se um dado, a probabilidade de se obter um "4 ou 5'serd igual
a 2/6, ou seja, 1/3. Ao jogar uma moeda, neste caso a probabilidade de se obter a face
cara € 1/2.

Lembrando, portanto, que a moeda e o dado devem ser equilibrados, "honestos".

A definicao classica de probabilidade é a que ocorre com maior frequéncia em relagao
as literaturas ligadas ao ensino médio. Muitas situacoes no calculo de probabilidades
envolvem compreensoes que estao além da compreendida na defini¢ao classica e por isso,
neste trabalho, aborda-se as outras defini¢oes de probabilidade: definicoes frequentista,

subjetiva e axiomdtica de probabilidade.

2.4.2 Definicao Frequentista ou a Posteriori

Apds a introducao da definicao classica apareceu na segunda metade do século XVII
a semente de uma nova definicao.
onsidere um experimento que possa ser repetitivo nas mesmas condi¢coes uma
Consid t tit d
quantidade "grande" de vezes. Novamente {2 denotara o espaco amostral de resultados

do experimento. Considere A um evento cuja probabilidade se deseje calcular. Deste
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modo o experimento sera repetido varias vezes, aproximando-se a probabilidade de A

pela sua freqiiéncia relativa de incidéncia, isto é:

numero de ocorréncias de A
numero total de incidéncias/repeticoes

Veja a seguir a definicao frequentista de probabilidade:

Definigao 2.4.5 (Frequentista). Considere um determinado experimento cujo espago
amostral € 2 e seja A um evento qualquer desse espaco amostral. Considere o ex-
perimento repetido n vezes e seja n(A) a quantidade de vezes que A acontece nessas
repeticoes. Assim, define-se a probabilidade do evento A ocorrer por:
n(A
P(A) = lim n4)

n—oo n

Sucintamente, P(A) € a conformidade (limite) de vezes em que A acontece, ou seja,

a frequéncia limite de A.

Pode-se observar que desta forma nao sdo necessarias as hipéteses de equiprobabili-
dade dos eventos elementares nem de finitude do espago dos resultados, sobrepondo-se
dessa forma as duas restrigoes da definicao classica. Embora, esta nova definicao de-

sencadeia as seguintes dificuldades:

i) Necessita-se de certa regularidade da seqiiéncia das freqiiéncias relativas, no to-
cante que a mesma se mantenha estavel e convergindo para um valor que seria a
probabilidade de A;

ii) E quando deve-se parar nossa andlise dos eventos mesmo quando admite-se a

existéncia do limite mencionado em A?

Ao verificar o item (i) é improvavel demonstrar precisamente a existéncia do limite
acima mencionado; pode-se ensaiar a estabilidade da freqiiéncias relativas como um ves-
tigio apenas da existéncia do limite, pois a estabilidade é uma condicao imprescindivel
para sua existéncia.

Ao verificar o item (ii), se considerar a existéncia do limite acima, ou seja, que existe
a probabilidade, o teorema de Bernoulli (1713) assegura a convergéncia da seqiiéncia
das frequéncias relativas a probabilidade (de modo que nao é objeto de andlise neste

trabalho). Mesmo neste caso é possivel avaliar a probabilidade de A com certa exatidao
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e nivel de confianca prefixados, se a quantidade de repeticoes n for "aceitavelmente

grande".

Exemplo 2.4.6. Veja o historico do confronto Goids Esporte Clube (GO) x Vila Nova
Futebol (GO) pelo Futebol Masculino Profissional. Observe a quantidade de empates e

vitorias de cada time nas primeiras 303 partidas realizadas entre eles:

o Goids venceu 150 partidas;
e Vila Nova venceu 71 partidas;

o Empataram 82 vezes.

Nesses 303 jogos a proporcao de vitorias do Goids, de empates e de vitorias do Vila

Nowa sao, respectivamente:

150
j2€; 303 0,495 9, 5%,
82
PN 303 0, 7 7, %
€
71
= — =~ 0,234 = 23,4%.

Em jogos de futebol a definicio frequentista nao € indicada, pois em cada partida
pode ser apresentada uma determinada situacdo diferente, como fator campo, fator
extra campo, condicoes meteorologicas, plantel de jogadores, etc.

Numa prézima partida entre Goids e Vila Nova os valores 49,5%, 27,1% e 23,4%
nao podem de forma alguma serem atribuidos como probabilidades. Seria necessdrio

algum tipo de metodologia utilizando a definicao subjetiva dada a sequir.

2.4.3 Definicao Subjetiva

A definigao subjetiva de probabilidade consiste em atribuir probabilidades a eventos
com base em estimativas obtidas a partir de critérios subjetivos. E baseada em diversos
fatores que incluem julgamento pessoal, acimulo de conhecimento e experiéncia do

pesquisador.
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As definic¢oes classicas ou frequentistas nem sempre sao passiveis de serem aplicadas.
Pode-se perceber que ha dificuldade de garantir uma regularidade na distribuicdo de
frequéncia de um determinado evento. Desta forma, pode-se concluir que existem
situagoes nas quais a repeticao de um evento nao pode ser executada e outras em que
elas nao podem ser executadas em condigoes idénticas. Pode-se exemplificar a defini¢ao
subjetiva através de algumas situagoes:

i) Calcular a probabilidade da vitéria do time do Vila Nova Futebol Clube (GO)
sobre o time do Goids Esporte Clube (GO) na préxima partida quando ambos estiverem
na série A do Campeonato Brasileiro de Futebol Masculino;

ii) Calcular a probabilidade de ocorrer um terremoto na cidade de Goiania - GO;

iii) Qual a probabilidade de um enfermo se recuperar completamente de COVID -
19?7

2.4.4 Definicao Axiomatica

O entendimento de toda mateméatica passou por um processo de axiomatizacao a
partir da segunda metade do século XIX e a exposicao de Kolmogorov faz parte deste
processo. Kolmogorov anunciou que a teoria das probabilidades poderia ser desenvol-
vida a partir de axiomas, de forma semelhante que a geometria e a algebra. Nestes
axiomas ficam estabelecidos os entes matematicos a serem analisados e as correspon-
déncias entre eles. A teoria é construida a partir destes axiomas, independentemente
de qualquer compreensao dos mesmos ou de seus efeitos.

Kolmogorov ponderou a teoria das probabilidades como caso especial da teoria
da medida e integracdo desenvolvida por Lebesgue, Borel e Fréchet, determinando
analogias entre medida de um conjunto e probabilidade de um evento e entre integral
de uma funcao e esperanca de uma variavel aleatoria.

Kolmogorov inseriu como axiomas as propriedades comuns das nog¢oes de probabili-
dade cléssica e freqiientista, que assim viraram casos particulares da defini¢do axioma-
tica. E natural que poderdo existir outras compreensoes da definicio axioméatica sem

concordancia com as ideias ou os problemas que a comecaram.

Definig¢ao 2.4.7 (Classe de eventos aleatérios). Seja Q um espago amostral nao vazio.

Uma classe de eventos aleatorios F € uma classe de subconjuntos de € satisfazendo:

i) Qe F,
ii) Se A € F entao A° € F,
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iii) Se A, € F, paran =1, 2, 3, ... entdo:
U 4. eF
n=1

A seguir a definicdo de Kolmogorov:

Defini¢ao 2.4.8 (Axiomética(Kolmogorov(1933))). Seja 2 um espago amostral e F'
uma classe de eventos aleatorios do espaco amostral ). Uma probabilidade é uma

fungao P : F — [0;1], tal que:
i) 0 < P(A) <1, para todo A € F;
i) P(Q)) = 1;

i11) Aditividade enumerdvel: para qualquer sequéncia Ay, Ao, ... € F de eventos dois

a dois disjuntos:

P(0a) =3 ra

Observagdo: Ao analisar o espago amostral € e este for finito ou infinito enumeravel,
pode-se definir a probabilidade na classe F de todos os subconjuntos de €2, de modo
que é capaz de representar por 2 ou P(Q) (conjunto das partes de 2). Desta forma,
descreve-se Q2 = {wy, ws, ...}, relaciona-se a cada w;, ¢ = 1,2, ..., um valor p(w;) tal que
plw;) >0e > pw;) =1. Parai=1,2,..., p(w;) é a probabilidade do evento simples
w;. A probabilidade de um evento A € F é estabelecida por:

P(A) = Z p(ws).

w; EA
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Exemplo 2.4.9. No lancamento de um dado honesto analisa-se a face que ficard vol-
tada para cima. Determinando o espago amostral tem-se Q = {1, 2, 8, 4, 5, 6} e assim
o numero de eventos é 2° = 64 eventos. Parte desses eventos sdo &, que ndo ocorre
nunca; 0 que ocorre sempre; A = {1, 8, 5}, que ocorre, se e somente se, o resultado

do langcamento for impar, e assim por diante.

A tripla (Q, F, P) é chamada espago de probabilidade.

2.5 Propriedades de uma Probabilidade

Proposigao 2.5.1 (Propriedades de uma Probabilidade). Seja (2, F, P) um espago de
probabilidade. Suponha que A € F e B € F. Entao:

1) P(Q) =1;

2) P(@) =0;

3) Para todo evento A, 0 < P(A) < 1;

4) P(A) = 1 — P(A);

5) Se A C B, entao P(A) = P(B) — P(B—A);
6) Se A C B, entao P(A) < P(B);

Proposicao 2.5.2 (Aditividade finita). Para qualquer sequéncia By € F, By € F, ...

B, € F eventos dois a dois disjuntos, tem-se:

s

P ( Bi> = znj P(B;);

1 =1

~

Proposicao 2.5.3 (Subatividade finita). Para quaisquer eventos By € F, By € F,
..., B, € F, tem-se:

P (an Bi> < gp(&);

Proposicao 2.5.4 (Subatividade enumeravel). Para quaisquer eventos By € F, By €
F, .., B, e F, .. tem-se:
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P <fj Bl-> < g;P(BZ-).

i=1

Proposicao 2.5.5 (Principio da Inclusdo Exclusao). Para quaisquer n eventos Wy €
F, Wy e F, ..., W, € F, tem-se:

s

P<‘1Wi>:ZP(Wi)— SO PWNW) + S PWinW;nWe) ... +

i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

crp (A

=1

I 3
N———

Exemplo 2.5.6. Numa escola ha 32 alunos. Destes 16 falam inglés, 8 falam espanhol
e 5 falam inglés e espanhol. Selecionando um aluno ao acaso qual a probabilidade que

ele fale pelo menos um idioma?
Solugdo:

Sejam I o evento onde o aluno selecionado fala inglés e E o evento onde o aluno

selecionado fala espanhol. Entdo:

i) n(2) =32 (sao 32 alunos no total).

it) n(I) =16 (sao 16 alunos que falam inglés).

i) n(E) =8 (sao 08 alunos que falam espanhol).

w) n(INE) =5 (sao 05 alunos que falam inglés e espanhol).

Pelo Principio da Inclusao Exclusao:



PIUE)=$&+8 -2 =43

Portanto, ao selecionar um aluno ao acaso, a probabilidade de que ele fale pelo

menos um idioma € :1;%

2.6 Probabilidade Condicional e Independéncia

2.6.1 Definicoes

Definigao 2.6.1 (Probabilidade Condicional). Seja (2, F, P) um espago de probabili-
dade. Seja dois eventos aleatorios C € F e D € F tais que P(D) > 0. A probabilidade

condicional de C' dado que D ocorreu é dada por:

P(CND)

PICID) = =pp;

FEste valor sé pode ser definido quando verifica-se P(D) > 0. Também pode-se es-
crever a equagio como P(C'N D) = P(C).P(D|C), desde que P(C') > 0, ou ainda
P(CN D)= P(D).P(C|D), se P(D) > 0.

Proposigao 2.6.2. Seja A tal que P(A) > 0. Entdo:
i) P(@]A) =0, P(Q|A) =1, 0< P(B|A) < 1.

i) P((BUC)|A) = P(B|A) + P(C|A), se BNC = @. Ou seja, fizado A, com
P(A) >0, a probabilidade condicional é uma probabilidade sobre F.

2.6.2 Teorema da Multiplicagao

Teorema 2.6.3 (Teorema da Multiplicagao). Seja (2, F, P) um espago de probabili-
dade. Sejam Wy, Ws, ..., W, eventos aleatdrios em F tais que P(WiNWoN. . .NW,—y) >
0. Entao:
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2.6.3 Formula da Probabilidade Total

Teorema 2.6.4 (Formula da Probabilidade Total). Seja (2, F, P) um espago de pro-
babilidade e I um conjunto enumerdvel de indices. Suponha que os eventos aleatorios

Wi, v € I produzam uma particao do espago amostral €2, ou seja:

Z)VVlmW] :@,VZ%],

i) | Wi =

el

iii) P(W;) > 0 Vi,

Dado B € F, tem-se:

P(B) =) P(B|W;).P(W;).

i€l

2.6.4 Foérmula de Bayes

Teorema 2.6.5 (Teorema de Bayes). Seja (2, F, P) um espago de probabilidade e I um
conjunto enumerdvel de indices. Suponha que os eventos aleatorios Wi, i € I produzam
uma particao do espaco amostral Q2. Dado um evento aleatorio B € F tem-se para todo
jel:

P(B|W;).P(W;)

PWilB) = i) povy)-

Exemplo 2.6.6. Numa prova hd 3 possibilidades de respostas para cada pergunta e
apenas uma delas esta correta. Portanto, para cada pergunta, um aluno tem probabili-
dade de 1/3 de escolher a resposta certa se ele estd adivinhando, vulgarmente chamado
de "chutando" e 1 se sabe a resposta correta. Um estudante sabe 30% das respostas da
prova. Se o aluno deu a resposta correta para uma das perguntas, qual é a probabilidade

de que a adivinhou?

Solugdo:
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Sejam os eventos A onde o estudante chuta a resposta e R onde o estudante acerta

a resposta correta. Tem-se:

- P(R|A).P(A)
PAIR) = R4y P(A) + P(R|A%) . P(A%)
PAIR) = 135 ;3(7) 3.1
P(A|R) = 176

A probabilidade que o aluno acertou a pergunta dado que ele adivinhou a alternativa
7

correta é 16

2.6.5 Independéncia

Definig¢ao 2.6.7 (Independéncia). Seja (2, F, P) um espago de probabilidade.

i) Dois eventos A € F e B € F sdo independentes se P(AN B) = P(A).P(B).

i1) Os eventos Ay € F, ..., A, € F sdo independentes se para qualquer escolha
de k(2 <k <n)eindices1 <iy <ig < ..<i<n, P(AijNAisN..NAi) =
P(Ai).P(Aiy)...P(Aiy).

111) Uma colegao infinita de eventos é independente caso toda subcolegao finita desses
eventos € de eventos independentes.

Observagdao: Em outras palavras, diz-se que dois eventos A e B sdo independentes se
o conhecimento da ocorréncia de um deles nao influencia a probabilidade de ocorréncia

do outro.

Proposicao 2.6.8. Seja (2, F, P) um espaco de probabilidade e Ay € F, ..., A, € F
eventos independentes. Entio para toda escolha de B; com B; = Aj ou By = A, j =

1, 2, ..., n tem -se:
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2.6.6 Independéncia Condicional

Defini¢ao 2.6.9 (Independéncia Condicional). Seja (2, F, P) um espago de probabili-
dade e A € F e B € F sao ditos condicionalmente independentes dado F' € F se

P(A|BN F) = P(A|F), com P(BNF) > 0.
Ou de forma equivalente:
P(AN B|F) = P(A|F).P(B|F).

Intuitivamente, A e B sdo condicionalmente independentes dado F se, dado que F
ocorreu, a probabilidade de A ocorrer nao seja afetada pela informagdo de que B tenha

ocorrido ou nao.

2.6.7 Teorema da Multiplicagao Condicional

Teorema 2.6.10 (Teorema da Multiplicagdo Condicional). Seja (2, F, P) um espaco
de probabilidade. Sejam B, Wy, Ws, ..., W, eventos aleatdrios em F tais que P(W; N
Won...NW,_1N B) > 0. Entao:

PWiNnWyn...NnW,|B) =
P(W,|B).P(Wo|[Wy N B).P(Ws|Wy N Wy B)... P(W,|WiN...0W,_1 N B).

2.6.8 Formula da Probabilidade Total Condicional

Teorema 2.6.11 (Férmula da Probabilidade Total Condicional). Seja (2, F, P) um
espago de probabilidade. Seja {Bp}ner uma particio enumerdvel de Q e A € F e C €
F. Entao, se P(C'N B;) > 0 para todo i € I:

P(A|C) = Z P(A|C'N B;).P(B;|C).
icl
2.6.9 Continuidade da Probabilidade

Teorema 2.6.12 (Continuidade da Probabilidade). Seja (2, F, P) um espago de pro-
babilidade e {B,}n,>1 uma sequéncia de eventos aleatorios em F tal que B, C By

para todo n. Se B = lim,,_, B,,, entdo:

P(B) = lim P(B,).

n—o0
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Analogamente, se {By}n>1 € uma sequéncia de eventos aleatorios em F tal que B4y C

B,, para todon e B = lim,,_,o, B, conclui-se que:

P(B) = lim P(B,).

n—o0

3 Modelos Probabilisticos

Um modelo probabilistico ¢ um modelo matematico para um experimento aleatoério.
Basicamente, é constituido por um conjunto de resultados possiveis, uma classe de
eventos aleatérios e uma medida de probabilidade.

Neste capitulo sao apresentados alguns modelos probabilisticos: modelo de urnas,

regra de sucessao de Laplace e modelo de retirada em urnas sequenciais.

3.1 Modelo de Urnas

Considere uma urna contendo g + r bolas das quais g (g > 1) sao bolas verdes e
r (r> 1) sao bolas vermelhas. As bolas sao retiradas uma a uma da urna ao acaso e
com reposicao.

Sejam os eventos:

G; - "sair bola verde na i-ésima retirada', i = 1, 2, 3, ...

R; - "sair bola vermelha na i-ésima retirada', ¢ = 1, 2, 3, ...

Teorema 3.1.1. Ao realizar-se n retiradas, a probabilidade de se retirar somente bolas

L)

Demonstracao. Usando o fato que G4, G, ..., G, sdo independentes, segue:

r(ne)-fro=1() = ()

verdes €

]

Teorema 3.1.2. Ao realizar-se n retiradas, a probabilidade de se retirar pelo menos

1—( 4 >n
g+r
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Demonstragdo. O evento onde sai pelo menos uma bola verde tem como complemen-
tar o evento onde saem somente bolas vermelhas. Usando a lei de DeMorgan e a

independéncia dos eventos Ry, Rs, ..., R, segue:

(1) -+-r[ ()] () -

P(0e) - -1() - ()

Teorema 3.1.3. Suponha que bolas sejam retiradas indefinidamente. Entdo, a proba-

[]

bilidade de sair somente bolas verdes é 0.
Demonstracao. Note que:

n+1

ﬂGDﬂG

NG L NG
=1 =1

Pelo Teorema da Continuidade da Probabilidade (Teorema 2.6.12), segue que:

() -+ {enye) -2mr(10)

=1

Aplicando o Teorema 3.1.1, tem-se:

> . n . g \"
P Gi =1 P Gz‘ =1 =0.
(o) =imr(Qe) = m (5)

]

Teorema 3.1.4. Suponha que bolas sejam retiradas indefinidamente. Entao a proba-

bilidade de sair pelo menos uma bola verde é 1.

Demonstracao. Note que:



e+ Ua.
=1 =1

Logo, usando o Teorema da Continuidade da Probabilidade (Teorema 2.6.12), segue

que:

(1) -+ pm) - ()

i=1

Pelo Teorema 3.1.2, tem-se:

P G;| = lim P G;| =1 1-— =1-—1 =1.
(o) - {(0) - - () e )

Teorema 3.1.5. Suponha que bolas sejam retiradas indefinidamente. Entdo, a proba-

bilidade de sair uma série de n bolas verdes consecutivas antes de uma sequéncia de m

“-5)
A

gir) _1_<gfr7“ B (%) o

bolas vermelhas consecutivas é:

(QTT

()" +

N—

+

/N

Demonstracdo. Seja W o evento em que uma série de n bolas verdes consecutivas ocorra
antes de uma série de m bolas vermelhas consecutivas. Para obter P(W), inicialmente

condiciona-se no resultado da primeira extragdo. Sendo assim, tem-se:
P(W) = P(G1)P(W|G1) + P(Ri)P(W|Ry).

No entanto, se a primeira retirada resultar em bola verde, uma das maneiras pelas
quais pode-se obter uma série de n bolas verdes consecutivas antes de uma série de
m bolas vermelhas consecutivas seria obter bolas verdes nas préoximas n - 1 retiradas
seguintes. Condiciona-se entao na ocorréncia ou nao de tal série. Defina F' como o

evento onde as retiradas de 2 a n resultam em bola verde, isto é:
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Entao, pela férmula da Probabilidade Total Condicional (Teorema 2.6.11) segue:
P(W|Gy) = P(W|F NGh)P(F|Gy) + P(W|F°NGy)P(F°|Gy).

Além disso,

PW|FAGY) =P (W\ N Gi> — 1

i=1

Além disso, se o evento:

P(F)=F‘NG, = (ﬂ GZ-) NG,
1=2

ocorrer, entao a primeira extragao resultaria em bola verde, mas haveria alguma bola
vermelha durante as proximas n - 1 extragdes. Contudo, quando sair essa bola verme-
lha, ela vai fazer com que todas as bolas verdes anteriores sejam desconsideradas, e a

situagao seria como se fosse iniciado de novo com uma bola vermelha. Assim:
PWI|F°NGy) = P(WI|GS).

Como a independéncia das extracoes implica a independéncia de

e (31, e como:

Entao:

P(W|G,) = (g!’ﬁ)”_1 + (1 - (g 4 ,,,)"_1> P(W|GS).

De forma andloga, pode-se obter uma expressao para P(W|GY). Escreva E como o

evento em que todas as extragoes de 2 a m resultam em bolas vermelhas. Isto é,
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i=2 i=2
Entao:
PW|GS) = P(WWI|ENGS)P(E|GS) + P(W|E°NGS)P(E|GY).
Note que:
ENnG) = (ﬂGf) NGT = ﬂsz ﬂRi.
i=2 i=1 i=1

E o evento em que as primeiras m extragoes resultam em bolas vermelhas, de
forma que P(W|E N GS) = 0. Além disso, se E°N GY ocorrer, a primeira extragdo sera
bola vermelha, mas ocorrerd pelo menos uma bola verde nas m - 1 extragoes seguintes.

Esta bola verde faz com que todas as bolas vermelhas anteriores sejam desconsideradas.

Assim,
P(W|E°NGS) = P(W|(N"y R:)° N Ry) = P(W|Gh).
Como,
N
PWIE‘NGS)=P(E°)=1-— (g—l—r) ,
obtém-se

m—1
T
PW|E°NGY) = |1 —
Wl n ) [ ()

Resolvendo as equacoes tem-se:

P(W|G1> =

()" )" -G G
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Logo,

)L
) () - ) ()

Observacao: Pela simetria do problema, a probabilidade de se obter uma série de

m bolas vermelhas antes de uma série de n bolas verdes serd:

_ (gfrr) [1_(9-9%7’>n}
()" G -G R
0
3.2 Regra de Sucessao de Laplace
Considere uma sequéncia de urnas numeradas por 0, 1, 2, ..., k. Na urna de ntmero j

h& j bolas verdes e k - j bolas vermelhas. Uma urna é sorteada aleatoriamente e desta,

bolas sao retiradas sequencialmente (uma a uma) ao acaso e com reposigao.

Sejam os eventos:
U; - "a i-ésima urna é a selecionada', 7 =0, 1, 2, ..., k.

G, - "a n-ésima bola selecionada é verde', n =1, 2, 3, ...

Teorema 3.2.1. Os eventos GG1 e Gy ndo sdo independentes.
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Demonstrag¢io. Pela Férmula da Probabilidade Total (Teorema 2.6.4), segue:

B koo i 1 k o 1 ko
P(Gl)_j;kﬂ k‘k(kﬂ)j;]_ k;(k+1);‘7'
1 k(k+1)
P(Gl)_k(k+1) 2 2

Isto é,

ICATED pi Sy S SY S ¥
S T R TR e SN TS Ve

1 kk+1) 1

PG) k(k+1) 2 2

o4



I
Mw

P(G1 N Gy) P(U;)P(Gy N Ga|U).

<
I
o

Mas,

P(Gl ﬂ GQ‘UJ) - P(Gl‘UJ)P(GﬂGl ﬂ UJ>

P(Gl N GQ’UJ) = s pOiS,

|,

J |
k

Go e Gy sao condicionalmente independentes dado U;. Isto é,

P(Go|G1 N U;) = P(Go|Uy) = 2

k
Prosseguindo:
j2
P(GLNGlU)) = 13-
LA & 1 k 1
P(GiNGy) => —— == j* =
B~ R k%h+ngg k2(k +1)
Mas,
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Z’“:l 5 _ k:(k:+1)6(2k+1)‘

1 k(k+1)2k+1) 2k+1
PGNG) = 50y 6 ~ ok

Entdao, Gy e Gy ndo sao independentes. De fato,

2k+1 1

P(GiNGy) === # =1

P(G1)P(Ga).

l\D\»—t
l\D\H

]

Teorema 3.2.2. A probabilidade da (n+1)-ésima bola sorteada ser verde dado que as
n primeiras foram verdes é:

(1)

2"

Demonstracao. Escreva o evento F,, em que as n primeiras retiradas resultam em bola
verde. Isto é,

=G
j=1

Pela férmula da Probabilidade Total Condicional (Teorema 2.6.11) a probabilidade
desejada pode ser escrita:

k
(Gri1|Fo) = 3. P (G| Fa N U;) P (U F) .
1=0

Assim que a i-ésima urna for selecionada os resultados serao condicionalmente in-
dependentes. Isto é,
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j=1

n 1
P(Gn+1|Fn N Uz) =P (Gn-i-l’ ﬂ Gj N Ul) = P<G”+1|U’) - E

Além disso,

PR = T
Mas,
PU; N F,) = P(E,|U;) P(U;) = P (ﬁ Gj‘Ui) PU;).
n A S| i1
B jHlP(G""Ul) Pt = ]Hlk (k+1) (k:> (k+1)




Logo,

Dessa forma,

k i n+1
P(Gpir|F,) = 1,n. i:‘)(lz;) _

Finalmente, pode-se concluir que:

k

>(1)"

> (7).

=0

<

]

Teorema 3.2.3. Para k grande, a probabilidade da (n + 1)-ésima bola sorteada ser

verde dado que as n-primeiras foram verdes €, aprorimadamente, %

Demonstragdo. Se k é grande:

o8



1
k n n
1Z<2) ﬂ%/laz"“dg;_”“"+2 -
kg \k 0 n+2 n—+2

e

L () [ 2
- =~ = [ 2z = = .
ki \k 0 n+1 n+1

Logo, para k grande:

P(Gn+1’Fn) ~

n+2

3.3 Retiradas em Urnas Sequenciais

Considere uma sequéncia de urnas numeradas de acordo com o conjunto dos nimeros

naturais 1, 2, 3, ..., de modo que a urna de nimero % possui g; bolas verdes e r; bolas

vermelhas. Uma bola é extraida de cada urna.

3.3.1 Cenario I

Suponha que

i?, se i < k,

Gi
i? — k2, se i > k.

0,ser <k,
T, =

k2, sei > k.
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Para urnas numeradas com n < k (inteiro positivo fixado) ha somente bolas verdes.
Para cada urna numerada com n > k, o total de bolas é uma funcao quadratica do

niimero da urna e o nimero de bolas vermelhas ¢ fixado igual a k2.

Teorema 3.3.1. A probabilidade de sair apenas bolas verdes até a urna de nimero n

é:

(EN2(n+1)(n+2)...(n+k) _
(2k)!n(n —1)(n —2)...(n — (k — 1))

(K)2(n — k)l(n + k)!
(2k)!(n])2

Demonstragdo. Sejam os eventos:
V.. "A extracdo na urna n resulta em bola verde'.

A,: "Sair apenas bolas verdes até a urna de nimero n'.

A= (Vi

=1

Considerando a independéncia dos eventos, tem-se:

Sen < k:
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Sen > k:

n k n
P = TTP0A) = TTPW) 1T PV)
E 2 noog2 g2 noo2 2 "=kt +k
L R R

G RR) | Tl— DT+ 8)  (H)(0— B + £)
Padd= Il = =" e~ @

Demonstracao. Seja o evento:

A: "Sair bolas verdes em todas as urnas".

Tem-se que:
n n+1
A, =Vi2 N Vi=Au.
i=1 i=1
e
A=VilNVvi=A

-
I
_
s
I
_.
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Pelo Teorema da Continuidade da Probabilidade (Teorema 2.6.12), segue que:

n

Ad)=r (ﬁ V%) =P (Jim (Vi) = Jim P (ﬂ Vi> = Jim P(A,)

i=1
Desta forma, segue-se:
(KD)*(n — k) (n+k)!  (K)? . (n—k)!(n+k)

PA = 0 amane ~ (@ o ()

P(A) = 1
(4) (2k)!
(k1)
P(A) =
(4) (2k)!
3.3.2 Cenario I1
Suponha que
1;8e 1 < k,
9i =
1 —k; sei > k.
0; se i < k,
r, =
k;sei > k.
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Para urnas numeradas com n < k (inteiros positivo fixado) h& somente bolas verdes.
Para cada urna numerada com n > k, o total de bolas é uma func¢ao linear do niimero

da urna e o numero de bolas vermelhas ¢ fixado e igual a k.

Teorema 3.3.3. A probabilidade de sair apenas bolas verdes até a urna de nimero n

s

e’

Kl(n — &)
(n+ k)~

Demonstragdo. Sejam os eventos:
V,.: "A extracdo na urna n resulta em bola verde'.
A,: "Sair apenas bolas verdes até a urna de niimero n'.
Entao:
n
A, =V
i=1

Considerando a independéncia dos eventos, segue:

Sen < k:
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Sen > k:

P =110 = ITP0D) 1T PO
o= () T 00

_ s (i_k)_n?:k: 1(i_k)_k!(n_k)!
PA) = 11 === Hikm (R

Teorema 3.3.4. A probabilidade de sair apenas bolas verdes em todas as urnas € 0.

Demonstragdao. Seja o evento:

A: "Sair bolas verdes em todas as urnas".

Tem-se que:
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Pelo Teorema da Continuidade da Probabilidade (Teorema 2.6.12), segue:

PA) =P (ﬂ W) =P (Jim (Vi) = Jim P (ﬂ Vz) =l P(An).
=1

=1

Desta forma, segue-se:

. kl(n—k)! (n—k)!
= — 7 — k.
PA = e =5 I G

Observacdo: Quando n tende ao infinito, o calculo da expressao matematica tende

a zero, portanto:

3.4 Uso da Teoria da Probabilidade no calculo de Séries e

Produtorios.

Teorema 3.4.1. Suponha que a; = %, 0<a; <1

Entao:
00 i—1 00
Sda [Tt —a))| +[]1—a)=1.
i=1 | j=1 i=1
Demonstracdo. Seja A; o evento sair bola verde na urna 4, com 7 = 1, 2, 3, ... . Defina

o evento B onde saem apenas bolas vermelhas em todas as urnas. Entao:
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B=) A

i=1

Para obter P(B) primeiro defina:

B, = () AL

i=1
B,, é o evento onde saem apenas bolas vermelhas nas urnas de ntmero 1,2, ..., n.

Da independéncia, segue:

Mas,
B.,s12B,e B, | B.

Pelo Teorema da Continuidade da Probabilidade (Teorema 2.6.12), segue que:
P(B) =P (Jim B.) = Jim P(B) = Jim T]1 - i =[]0 - i)
P(B) = [[1 - /.

=1

Por outro lado, defina C; como o evento onde sai bola verde na urna i e vermelha

nas urnas I, 2, ..., i - 1.

B =]

=1

Assim:

66



P(B°)=P (U Ci> )
i=1
C1, Cy, C3, ... sdo eventos 2 a 2 disjuntos. Logo, pelo Axioma 3 de Kolmogorov:

o0

P(BY) =P (Ejl C,») = ;P(q).

Mas,

i—1
C; = (ﬂ A;) N A,.

J=1

Prosseguindo, tem-se que:

P(A).

P(C) =P ((H A A») _

=1

ﬂP<A5>

i—1

P(C) = P(A) =

[1 - aj]] ;.

H 1- P(4,)]

j=1

Logo, pela independéncia das extragoes:

J

P(B%) = i [ai : (1— aj)] .

i=1 1

Mas,

P(B°)+ P(B) =1.

Logo,
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4 Probabilidade no Ensino Médio

4.1 Parametros Curriculares

Os PCN’s (Pardmetros Curriculares Nacionais) sdo um tipo de documento que
norteiam a grade e os curriculos oficiais. Os contetidos de Estatistica, Probabilidade
e Combinatoéria para a Educacao Béasica foram inseridos no Brasil em 1997. Outros
paises obtiveram a implementacio dos PCN “s acerca deste assunto mais precocemente.
A Ttalia e a Franca em 1985, os Estados Unidos em 1988, o Japao em 1989 e Espanha
e Portugal em 1991.

Outro documento que norteia o ensino de probabilidade no Brasil é a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) que foi efetivada apenas em 2018 no Brasil. A BNCC
designa quais sao as habilidades minimas necessarias que os estudantes de probabilidade
necessitam alcangar sobre o estudo, atribuicoes e aptidoes que sejam satisfatoriamente
desenvolvidas no processo de aprendizagem.

O ensino de andlise combinatoria e probabilidade é iniciado ja a partir do ensino
fundamental. E tanto o ensino de andlise combinatoria como da probabilidade sao
intensamente trabalhados no segundo ano do ensino médio. Pode-se observar que
estes contetidos sao dos mais "temidos" pelos alunos exigindo uma base solidificada de
conceitos, aplicabilidade e interdisciplinaridade entre disciplinas.

Neste capitulo sao apresentados modelos de aulas com o objetivo de auxiliar o pro-
fessor no ensino destes contetidos. As dindmicas foram construidas visando despertar

o interesse do aluno para esta area do conhecimento.
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4.2 Aplicacoes ao Ensino Médio

Ao longo deste trabalho teve-se o intuito de apresentar os conceitos basicos de proba-
bilidade, de alguns modelos probabilisticos discretos e parte de suas aplica¢des. Diante
deste contexto, nesta se¢ao, sao apresentados quatro modelos de atividades em sala de
aula (nomeados em sequéncia por: Proposta de Atividade 01, Proposta de Atividade
02, Proposta de Atividade 03 e Proposta de Atividade 04) que podem ser apresentados

no Ensino Médio.

4.3 Proposta de Atividade 01
PUBLICO-ALVO

Alunos do segundo ano do Ensino Médio.

PROPOSTA: Hd 05 urnas com bolas (as bolas constantes em cada urna sao idén-
ticas entre si exceto pela sua cor). Nomeie em sequéncia as urnas por: Urna 0, Urna
01, Urna 02, Urna 03 e Urna 04. A distribuicao das bolas com seus respectivos quan-

titativos e cores sequem a Sequir:

Urna 0 - 1 bola verde.

Urna 01 - 1 bola verde e 1 bola vermelha.

Urna 02 - 1 bola verde, 1 bola vermelha e 1 bola preta.

Urna 03 - 1 bola verde, 1 bola vermelha, 1 bola preta e 1 bola branca.

Urna 04 - 1 bola verde, 1 bola vermelha, 1 bola preta, 1 bola branca e 1 bola azul.

Para facilitar o bom desenvolvimento desta proposta de atividade, para fins dida-
ticos, represente os eventos: retirar bola verde pela letra G, retirar bola vermelha pela
letra R, retirar bola preta pela letra B, retirar bola branca pela letra W e retirar bola
azul pela letra Z. Mais adiante é explicado o significado da palavra "evento'.

Nesta proposta de atividade serdao observados cinco experimentos distintos:

Experimento 01 - Sortear uma bola na urna 0.
FExperimento 02 - Sortear uma bola na urna 01.

Experimento 03 - Sortear uma bola na urna 02.
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FExperimento 04 - Sortear uma bola na urna 03.

FExperimento 05 - Sortear uma bola na urna 04.

OBJETIVOS

Ensinar o aluno diferenciar experimentos aleatorios de experimentos deterministicos.
Prover a base para formacao do espaco de probabilidade o que significa ensinar ao aluno

como definir o espaco amostral, identificar os eventos e atribuir probabilidade.

METODOLOGIA

Diante do exposto, analisa-se os experimentos separadamente.

12 Momento - Experimento 01 - O Experimento 01 consiste em retirar uma bola
da Urna 0. Se observar esta urna, facilmente se verifica a possibilidade de retirar ape-
nas uma unica bola, que neste caso refere-se a uma bola de cor verde, ou seja, um
unico resultado possivel: sair bola verde. O Experimento 01 é um exemplo de Ezperi-
mento Deterministico. Para facilitar o entendimento deste conceito é apresentado seu

significado e o conceito de Experimentos Aleatorios.

Experimentos Deterministicos: Sao experimentos em que os seus resultados podem
ser determinados antes de acontecer. Um exemplo desta situagdo ¢ a que ocorre no
Ezxperimento 01 em que antes que se realize a retirada de uma bola da Urna 0 ja se
sabe que o tnico resultado possivel é a retirada da tnica bola verde.

Experimentos Aleatérios: Sao experimentos que quando repetidos nas mesmas con-
digoes podem levar a resultados diferentes. Um exemplo desta situagao é a que ocorre
no Fzxperimento 02 em que antes que se realize a retirada de uma bola nao temos a
certeza se sera retirada a bola verde ou a bola vermelha. Pode-se saber as possibilida-
des de resultados: sair bola verde ou sair bola vermelha mas nao se sabe com exatidao

qual bola sera realmente a retirada.

2¢ Momento - Fxperimento 02 - O Experimento 02 consiste em retirar uma bola da
Urna 1. Ao se observar esta urna, facilmente verifica-se a possibilidade de retirar bola
verde ou retirar bola vermelha, ou seja, tem-se dois resultados possiveis. O Experimento

02 é um exemplo de FExperimento Aleatorio.
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Em relacao aos Fxperimentos Aleatorios, pode-se citar outro exemplo para sim-
plificar o entendimento de alguns conceitos importantes ligados a probabilidade. No
lancamento de um dado comum nao-viciado com faces numeradas de um a seis, existem
seis resultados possiveis neste lancamento. Ao conjunto de resultados possiveis deste
langcamento da-se o nome de FEspagco Amostral, este é o conjunto de todos os resulta-
dos possiveis para um experimento aleatério, sendo usualmente representado pela letra
grega 2. Ewvento é qualquer subconjunto de um FEspaco Amostral, sendo usualmente
representado por letra maiuscula, como exemplo, evento C. O Evento pode conter ne-
nhum elemento (conjunto vazio simbolizado por @), parte ou todo o espago amostral.
Um retrato do que se acabou de expressar pode ser exemplificado pelo seguinte expe-
rimento aleatério: Lancar um dado e anotar seus resultados. Sabendo que o dado tem
seis faces sdo seis possibilidades de resultados para um lancamento, entdo tem-se €2 =
{1,2,3,4,5,6}.

Diante do exposto, pode-se concluir que o espago amostral referente ao Fxperimento
01 6 Q = {G} e n(2) = 1 e o espago amostral referente ao Ezperimento 02 é Q) =
{G,R} e n(Q) = 2.

Outro conceito importante para ser comentado refere-se ao "conjunto de eventos',
que também pode ser nomeado como conjunto das partes. No experimento em questao,
considere o conjunto das partes de @ = P(2). P(€2) é o conjunto que contém todos os
subconjuntos do espacgo amostral €2, que inclui o conjunto vazio @ e o préprio conjunto
Q). Desta forma, em relacao ao Ezperimento 02, P(Q) = {2,{G},{R},{Q}}, n(P())
= 4.

Prosseguindo com algumas definigbes em probabilidade, é importante salientar so-
bre o conceito central que enuncia o exposto. O que é probabilidade? Pode-se descrever
que o conceito de probabilidade na defini¢ao classica pode ser entendido por: Razdo en-
tre o numero de "casos favordveis" e o niumero de "casos possiveis" entre determinados
experimentos.

De acordo com a Definigao e Propriedades de uma Probabilidade (Proposicao 2.5.1),

segue que:
1) P(Q) = 1.
2) P(@) = 0.

3) Para todo evento C, 0 < P(C) < 1.
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Como ha apenas duas possibilidades de retirada de bola da Urna I a probabilidade

%. De forma semelhante, a probabilidade de

se retirar bola vermelha serd P(Vermelha) = 3.

de se retirar bola verde sera P(Verde) =

Observa-se que no Fxperimento 02:
n(2) = 2.

n(P(£2)) =4.

P(Verde) + P(Vermelha) = 1.

39 Momento - Experimento 03 - O Experimento 03 consiste em retirar uma bola da
Urna 2. Ao se observar esta urna, facilmente verifica-se a possibilidade de retirar bola
verde, ou retirar bola vermelha, ou retirar bola preta, isto significa que ha trés resultados
possiveis. O Experimento 03 também é um exemplo de Ezperimento Aleatorio. O
espago amostral referente ao Ezperimento 03 é Q = {verde, vermelha, preta} ou Q =
{G, R, B}. Assim, n(Q2) = 3. Em relacao a classe de eventos aleatérios tem-se seguintes
eventos: P(Q) ={<,{G},{R},{B},{G, R}, {G, B},{R, B},Q}, assim, n(P(Q2)) =8.

No que segue serd cometido o seguinte abuso de notacao P({B}) = P(B), P({ B, A})
P(B, A) para nao carregar a notacao.

De acordo com a classe de eventos aleatorios o professor realiza a leitura de cada

evento, expondo seus significados e respectivos valores de probabilidade:

Probabilidade de retirar nenhuma bola: P(ConjuntoVazio) = P(@) = 0.

Probabilidade de retirar bola verde: P(Verde) = P(G) = 3.

Probabilidade de retirar bola vermelha: P(Vermelha) = P(R) =

Probabilidade de retirar bola preta: P(Preta) = P(B) = 3.

Probabilidade de retirar bola verde ou vermelha: P(Verde, Vermelha) = P(G, R)
~1+1-2

Probabilidade de retirar bola verde ou preta: P(Verde, Preta) = P(G, B) = 3+3 =

1
3

Probabilidade de retirar bola vermelha ou preta: P(Vermelha, Preta) = P(R, B)
_1,1_2

3 T3 3

Probabilidade do evento certo: P(G, R, B) = 1.

Pode-se observar também que:
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P(G) + P(R) + P(B) = 1.

42 Momento - Fxperimento 04 - O professor solicita aos seus alunos para que estes
obtenham o espaco amostral, conjunto dos eventos e probabilidades em relagao ao

Ezperimento 04. Apds um tempo o professor realiza a correco.

O Experimento 04 consiste em retirar uma bola da Urna 3. Ao se observar esta
urna, facilmente verifica-se a possibilidade de se retirar bola verde, ou retirar bola
vermelha, ou retirar bola preta, ou retirar bola branca, isto representa que tem-se quatro
resultados possiveis. O experimento quatro é um exemplo de Experimento Aleatorio. O
espaco amostral referente ao Experimento 04 é Q@ = {verde,vermelha, preta, branca}
ou Q = {G,R,B,W}. Assim, n(Q2) = 4. Em relacdo a classe de eventos aleatérios

tem-se os seguintes eventos:

P(Q) = {2, {G} {R} {B}, {W} {G, R}, {G, B}, {G, W}, {R, B}, {B,W} {R, W},
{G,R,B},{G,R, W} {G,B,W} {R,W,B},Q}.

Portanto, n(P(2)) =16.

No que segue serd cometido o seguinte abuso de notacao P({B}) = P(B), P({B, A})
P(B, A) para nao carregar a notagao.

De maneira similar no Fxperimento 0/, sao apresentados os valores das probabili-
dades:

Probabilidade de retirar nenhuma bola: P(ConjuntoVazio) = P(&) = 0.
Probabilidade de retirar bola verde: P(Verde) = P(G) = 1

Z-
Probabilidade de retirar bola vermelha: P(Vermelha) = P(R) = 1.
Probabilidade de retirar bola preta: P(Preta) = P(B) = 1.

Probabilidade de retirar bola branca: P(Branca) = P(W) = 1.

Probabilidade de retirar bola verde ou vermelha: P(Verde, Vermelha) = P(G, R)

_ 1,11
_4+4_2‘

Probabilidade de retirar bola verde ou preta: P(Verde, Preta) = P(G, B) = 1+1 =

Probabilidade de retirar bola verde ou branca: P(Verde, Branca) = P(G,W) =
+i=1
Probabilidade de retirar bola vermelha ou preta: P(Vermelha, Preta) = P(R, B)

—1,1_1
=i1ti=73

I
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Probabilidade de retirar bola vermelha ou branca: P(Vermelha, Branca) = P(R, W)
—1+1=t
Probabilidade de retirar bola preta ou branca: P(Preta, Branca) = P(B,W) =
1,1 _ 1
L1
17172

De maneira mais simplificada:

P(Verde,Vermelha, Preta) = P(G,R,B) =  + 1 + 1 = 3.
P(Verde, Vermelha, Branca) = P(G,R,W) = 1+ 1+ 1 = 3.
P(Verde, Preta, Branca) = P(G,B,W) = 1 + 1+ 3 = 2.
P(Vermelha, Preta, Branca) = P(R,B,W) = 1 + 1 + 1 = 3.
Probabilidade do evento certo: P(G,R,B,W) = 1.

5¢ Momento - Montar Tabela - O professor monta uma tabela relacionando os

experimentos com os seus respectivos resultados possiveis e eventos. Segue abaixo a

Figura 7.

Figura 7: Experimento x resultado x eventos

Experimento L resuftadns N° de eventos
possiveis
01 1 2
02 2 4
03 3 8
04 4 16

6° Momento - Experimento 05 - O Experimento 05 consiste em retirar uma bola
da Urna 4. Ao se observar esta urna, facilmente verifica-se a possibilidade de retirar
bola verde, ou retirar bola vermelha, ou retirar bola preta, ou retirar bola branca, ou
retirar bola azul, isto representa que tem-se cinco resultados possiveis, portanto, n(€2)

= 5. O Experimento 05 é um exemplo de Ezperimento Aleatorio.

Neste momento o professor descreve o espago amostral referente ao Ezperimento 05
que é o seguinte: ) = {verde, vermelha, preta, branca, azul}, ou seja, Q = {G, R, B,W, Z}.

Assim, n(Q2) = 5.
Apés a descrigao do espaco amostral o professor pede aos seus alunos que respondam

os seguintes itens:
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a) Quantos eventos ha no Experimento 057

b) Cite um evento que tenha probabilidade g

c¢) Cite quantos eventos possuem probabilidade % no Fxperimento 05.
Apo6s um tempo o professor corrige a atividade.

Corregao - Experimento 05:

Em relagao a classe de eventos aleatérios tem-se os seguintes eventos:

P)= {2 {G} AR} B} AW}, {2} {G, R} {G, B} {G, W} {G, 2} {R, B},
{R, W} AR, Z},{B,W} {B,Z} {W,Z},{G,R,B},{G,R,W},{G,R, Z},{G, B,W},
{G,B, Z},{G,W,Z} {R,B,W} {R,B, Z}, {R,W, Z},{B,W, Z},{G, R, B,W},
{G,R,B,Z},{R,B,W, Z} {G,R,W, Z},{G,B,W, Z},Q}.

Portanto, n(P(Q2)) = 32.

Desta forma, respondendo ao item a, ha 32 eventos no experimento 05.

Para responder os itens b e ¢, note que P(&) =0e P(G) = P(R) = P(B) = P(W)
=P(Z) = é

Em resposta ao item b basta utilizar qualquer evento que possui trés elementos.
Por exemplo, {G, R, B}, sair bola verde, vermelha ou preta.

Em resposta ao item ¢, basta observar quantos eventos sao compostos por dois
elementos Como o nimero de subconjuntos de dois elementos escolhidos dentre cinco

é C2, segue que ha 10 eventos com probabilidade %

7° Momento - O professor explica aos seus alunos que se o espago amostral tem
n elementos, ou seja, n(2) = n, entdo ha n(P(Q)) =2" eventos aleatdrios possiveis, e
que se os resultados forem equiprovéveis (isto é, possuem a mesma probabilidade de

ocorréncia), cada resultado tera probabilidade de %

8¢ Momento - O professor propoe aos alunos um experimento com uma urna con-
tendo 20 bolas que se diferem apenas pela cor. Uma bola sera sorteada. Aos alunos é

solicitado que respondam as seguintes perguntas:
d) Quantos eventos aleatérios ha neste caso?

e) Quantos eventos tem probabilidade %?

Apo6s um tempo o professor corrige a atividade.
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Resolugao:

d) De acordo com o enunciado, a urna possui 20 bolas que se diferem apenas pela
cor, ou seja, n(2) = 20. Para se saber a quantidade de eventos aleatérios neste caso
basta calcular n(P(2)) =2". Assim, n(P(2)) =22 = 1.048.576 eventos aleatérios.

e) De acordo com o enunciado, a urna possui 20 bolas que se diferem apenas pela

cor, ou seja, n = 20. Para se saber a quantidade de eventos que possuem probabilidade
3
20
Isso segue do fato que cada resultado tem probabilidade %. Logo,

neste caso basta obter o total de combinacoes possiveis das 20 bolas tomadas 3 a 3.

n!
or=— =
"oplln—p) 0

20! 200 20-19-18-17!

31(20 — 3)! e 3171 = 1.140 eventos.

Tem-se, portanto, 1.140 eventos com probabilidade 2%.
Apos a resolucao das letras d e e pelos alunos o professor encerra a aula fazendo as

correcoes dos itens.
DURACAO
Para a finalizacdo da atividade, serdo necessarias 02 horas/aula.
PRE-REQUISITOS
O aluno deve estar ambientado com os conceitos de probabilidade e combinatoéria.
CONTEUDOS
Probabilidade.
MATERIAIS NECESSARIOS

Quadro, giz, folhas de papel A4, lapis, borracha, urna, 05 bolas idénticas que se

diferem apenas pela cor.

AVALIACAO
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O aluno sera avaliado observando-se sua dedicacao e empenho ao longo da proposta

de atividade e anélise dos resultados.

4.4 Proposta de Atividade 02
PUBLICO-ALVO

Alunos do segundo ano do Ensino Médio.

PROPOSTA: O professor propoe aos seus alunos a realizagdo de uma dindamica.
Esta dinamica consiste em um processo no qual na etapa final o professor tenta

adivinhar a resposta que os alunos tém em mente.
OBJETIVOS

Levar o aluno a perceber que existem experimentos deterministicos e aleatérios e
capacité-lo a diferenciar os dois tipos. O aluno sera induzido a compreensao de que
num experimento aleatorio nem sempre os resultados sao equiprovaveis. Além disso,

deve perceber que nem sempre é possivel definir probabilidade de forma exata e tnica.

METODOLOGIA

1° Momento
Passo 1 - O professor pede que cada aluno, em segredo, escolha mentalmente um

numero natural de 1 a 10.

Passo 2 - Apés a escolha deste nimero, o professor pede que cada aluno multiplique
esse numero por 9. Logo em seguida o professor pede que cada aluno utilize o resultado
encontrado e realize a soma dos digitos. Por exemplo: Se o ntimero escolhido inicial-
mente foi o niimero 4 entao se multiplicar por 9, obtém-se: 4 x 9 = 36. Prosseguindo,
realiza-se a soma dos digitos do resultado encontrado, assim: 3 + 6 = 9.

Passo 3 - Apo6s a operagao, o professor pede que cada aluno subtraia o resultado
por 5.

Passo 4 - O professor pede entdo que cada aluno associe uma letra ao ntmero
obtido anteriormente. Exemplo: A-1, B-2, C-3, D-4 F-5, ..., etc.
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Passo 5 - Agora o professor pede que cada aluno pense em um pais europeu que
comece com a letra associada (detalhe: o nome do pais deve estar escrito em lingua
portuguesa).

Passo 6 - O professor pede que cada aluno utilize a 5* (quinta) letra do nome do
pais e associe um animal que inicie com essa letra (detalhe: o nome do animal deve
estar escrito em lingua portuguesa).

Passo 7 - Imediatamente, apds a turma finalizar o momento anterior, passo 6, o

professor realiza a seguinte pergunta: Eziste macaco na Dinamarca?

2¢ Momento
Apos o professor questionar a turma o mesmo pergunta se eles ficaram surpreendi-

dos.
Apés um periodo de reflexdo, o professor expoe aos seus alunos a Figura 8 que
demonstra uma tabela iniciando a explicagao desta atividade apresentando as possibi-

lidades de resultados solicitados nos passos 1, 2 e 3.

Figura 8: Possibilidade de escolha dos alunos x Resultados.

Passo 1 Passo 2 Passo 2 Passo 3
1 1x9=09 0+9=9 9-5=4
2 2x9=18 1+8=90 9-5=4
3 3x9=27 2+7=9 9-5=4
4 4x9=236 3+6=9 9-5=4
5 5x9=45 4+5=9 9-5=4
6 6x9=>54 5+4=9 9-5=4
7 7Tx9=63 6+3=0 9-5=4
8 8x9=72 7+2=9 9-5=4
9 9x9=281 8+1=9 9-5=4
10 10x9=90 9+0=9 9-5=4

O professor pergunta aos seus alunos quais foram as impressdes que os mesmos
tiveram ao observar os resultados possiveis da tabela em relacao aos passos 1, 2 e 3 e
se eles perceberam que todos os resultados coincidiram, sendo o niimero 4.

Depois de realizar os passos 1, 2, 3 e 4 precisa-se escolher um pais europeu que
comece com a letra associada (detalhe: o nome do pais deve estar escrito em lingua

portuguesa). Para facilitar o entendimento o professor pede aos alunos que citem alguns
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destes paises, pelo menos os mais conhecidos. O continente europeu é formado por 50
Paises.

Cita-se neste momento alguns destes paises europeus, a titulo de conhecimento:
Alemanha, Austria, Bélgica, Dinamarca, Espanha, Grécia, Franca, Inglaterra, Itdlia,
Irlanda, Monaco, Noruega, Polonia, Portugal, Russia, Suécia, Suica e Vaticano sao
alguns dos paises europeus mais conhecidos.

Ap0s a realizacao do passo 4 o resultado encontrado, caso todas as contas estejam
corretas, serda o nimero 4, e a associacao que os alunos irao fazer sera associar o nimero
'4" com a "quarta' letra do nosso alfabeto em portugués, representado pela letra d.
Apos esse passo, o Gnico pais europeu que comeca com a letra d, em portugués, é a
Dinamarca.

No passo 6, o professor argumenta com seus alunos que se todos fizessem as contas
corretamente, a letra que eles encontrariam seria a letra "m".

O professor explica que até a chegada da letra m, no caso das contas terem sido
feitas corretamente, tem-se um experimento deterministico e aproveita o momento para
descrever este conceito.

FExperimentos Deterministicos: Sao experimentos em que os seus resultados podem
ser determinados antes de acontecer. Um exemplo desta situagdo é a que ocorre no
experimento 01 da Proposta de Atividade 01 em que antes que se realize a retirada de
uma bola da Urna 0 ja se sabe que o Unico resultado possivel é a retirada da bola
verde.

O professor explica que a escolha do animal é um experimento aleatorio e expoe o
conceito.

FExperimentos Aleatorios: Sao experimentos que mesmo repetidos nas mesmas con-
digoes podem ter resultaods diferentes. Isto é, sao experimentos que possuem mais de
um resultado possivel. Um exemplo desta situacao é a que ocorre no experimento 02
em que antes que se realize a retirada de uma bola nao tem-se a certeza se serd extraida
a bola verde ou a bola vermelha.

O professor salienta que a escolha do macaco é bem provavel.

Diante do exposto, o professor pede aos seus alunos para realizarem uma atividade
extra-classe. Esta consiste em solicitar a uma pessoa (amigo ou familia) o nome de um

animal cujo nome se inicia com a letra "m".

32 Momento
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O professor solicita aos seus alunos a constru¢ao do espago amostral relativo a

escolha de um animal cujo nome se inicia com a letra "m".

Q = {macaco, mico, morcego, mosca, mosquito, magarico, mula, marimbondo,

marta, macuru, morsa, mexilhao, ..., minhoca}.

42 Momento
O professor discute com seus alunos as atribuicoes de probabilidades e levanta

algumas questoes:

Macaco e macarico possuem a mesma probabilidade?
A probabilidade dependeria da localidade?

A definicao cldssica de probabilidade nao poderia ser aplicada porque?

52 Momento
O professor explica que neste tipo de problema é necessario trabalhar com a de-
finigdo subjetiva de probabilidade, com base em critérios pré-estabelecidos (localidade,

tipo de fauna dominante, etc.)

Sem realizar calculos, pensando por exemplo na realidade de uma sala de aula na
cidade de Goiania-GO a probabilidade que o nome "macaco" seja mencionado como
animal escolhido é bem superior ao nome "magcarico’. Uma possivel justificativa seria
que o0 nome macaco ¢ bem "mais popular" que o nome macarico.

A definicao subjetiva pode ser vista como uma estimativa do que o individuo pensa
que seja a viabilidade de ocorréncia de um evento. A probabilidade subjetiva é baseada
no julgamento pessoal, acimulo de conhecimento, e experiéncia do pesquisador. E
uma alternativa quando nao ha possibilidade de utilizacao da probabilidade classica ou
frequentista.

As definigoes classicas ou frequentistas nem sempre sao passiveis de serem aplicadas
para definir probabilidade em um experimento aleatorio. Note que ha dificuldade de
garantir uma regularidade na distribuicdo de frequéncia de um determinado evento.
Existem situacoes nas quais a repeticao de um evento nao pode ser executada e outras
em que elas nao podem ser executadas em condigoes idénticas.

A seguir sao apresentadas situacoes onde a defini¢do subjetiva pode ser aplicada:
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i) Calcular a probabilidade de vitéria do time do Atlético Goianiense (GO) sobre o
time do Santos Futebol Clube (SP) na préxima partida entre as equipes.

ii) Calcular a probabilidade de ocorrer um tsunami na cidade de Goiania - GO.

iii) Qual a probabilidade de se descobrir uma tinica vacina para se curar todo o tipo
de cancer no mundo?

O professor encerra a aula.

DURACAO

Para a finalizacao da atividade, serd necessaria 01 hora/aula.

PRE-REQUISITOS

O aluno deve estar ambientado com os conceitos de probabilidade e combinatoéria.
CONTEUDOS

Probabilidade.

MATERIAIS NECESSARIOS

Quadro, giz, folhas de papel A4, lapis e borracha.

AVALIACAO

O aluno sera avaliado observando-se sua dedicacao e empenho ao longo da proposta

de atividade e anélise dos resultados.

4.5 Proposta de Atividade 03

PUBLICO-ALVO

Alunos do segundo ano do Ensino Médio.
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PROPOSTA: O professor propoe aos seus alunos que utilizem 10 bolas idénticas,
umas verdes outras vermelhas, para uma atividade. Nesta atividade o professor desen-

volverd um processo com intuito de adivinhar quantas bolas verdes hd na caiza.
OBJETIVOS

Mostrar a partir de situagoes simples trés conceitos de probabilidade: defini¢ao
classica, definicao frequentista e definicdo subjetiva. Ao final da aula espera-se que o
aluno entenda como esses conceitos se relacionam e o escopo onde cada definicao pode

ser aplicada.
METODOLOGIA

1?2 Momento - A turma escolhe trés alunos para colorirem as bolas. Cada bola deve
ser colorida na cor verde ou vermelha. Os alunos nao podem contar a ninguém quantas
bolas foram coloridas de cada cor. As bolas sdo colocadas em uma caixa. Elas sao
misturadas e a caixa passa de carteira em carteira. Cada aluno sorteia cinco bolas
(uma a uma ao acaso e com reposi¢do. Todo o processo é feito pelos trés alunos que
pintaram as bolas. O professor nao sabe quantas bolas ha de cada cor. No fim os trés
alunos vao ao quadro e apresentam através da Figura 9 uma tabela com as seguintes

informagoes:

Figura 9: Relacao: Bolas retiradas x bolas verdes retiradas x bolas vermelhas retiradas.

N° de bolas N° de bolas T:;;f}:
retiradas verdes retiradas .
retiradas

22 Momento - O professor questiona seus alunos quantas bolas de cada cor eles
acham que tem na caixa e o porqué (exceto os trés alunos que pintaram as bolas e que
sabem a quantidade exata de cada cor).

O professor utiliza a relagao (fazendo no quadro):

numero de bolas verdes

10,

numero de bolas retiradas
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para estimar o nimero de bolas verdes na urna.
A estimativa é valor natural mais préximo do valor obtido por esta formula.
O professor questiona seus alunos se entendem o porque desta estratégia adotada.

Por fim os trés alunos revelam quantas bolas tem na caixa.

32 Momento - O professor enuncia a Defini¢ao Cldssica de Probabilidade (Defini¢ao

2.4.3), como a seguir:

Seja um espago amostral  com n(2) resultados possiveis chamados de eventos
simples, todos sendo equiprovaveis. Seja A um evento com um total de n(4) eventos
simples. Entdo, a probabilidade de A, denotada P(A), pode ser escrita por:

P(A) = Zgég.

De forma simplificada, o conceito de probabilidade na defini¢ao classica pode ser
entendido por: Razao entre o numero de "casos favordveis" e o numero de "casos
possiveis”.

Seja P(A) a probabilidade de sair bola verde em uma extragdo entao:

namero de bolas verdes

Pi4) = numero de bolas verdes + namero de bolas vermelhas

O professor apresenta a Definicdo Frequentista de Probabilidade (Defini¢ao 2.4.5)
COIMo a seguir:

Considere um determinado experimento cujo espago amostral é €2 e seja A um evento
qualquer desse espago amostral. Considere o experimento repetido n vezes de forma
idéntica e nas mesmas condigbes e seja n(A4) a quantidade de vezes que A acontece

nessas repeticoes. Assim, define-se a probabilidade do evento A ocorrer:

P(A) = lim M

n—oo n

Sucintamente, P(A4) é a conformidade (limite) de vezes em que A acontece, ou seja, a

frequéncia limite de A. Obviamente, o experimento nao pode ser repetido. Na pratica,
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pela definicao frequentista aproxima-se

n(A4)
quando n é grande.
Pode-se observar que desta forma nao sdo necessarias as hipoteses de equiprobabili-
dade dos eventos elementares nem de finitude do espago dos resultados, sobrepondo-se
dessa forma as duas restrigoes da defini¢ao classica.

Adequando a defini¢ao frequentista para a atividade, tém-se para n grande:

(nimero de bolas verdes retiradas)

P(A) ~
(4) :
Assim, usando as duas defini¢oes:

namero de bolas verdes namero de bolas verdes retiradas

=P(A) =~ =

10 nuamero de bolas retiradas

numero de bolas verdes retiradas 10
ntamero de bolas retiradas ’

namero de bolas verdes ~ (

4° Momento - O professor apresenta o historico de confrontos do futebol masculino

profissional entre Goiania x Goias até o ano de 2019 na Figura 10 a seguir:

Figura 10: Histoérico: Goiania x Goias.

Goinia Empate Goids Mom i
Jogos
63 vitorias 52 empates 89 vitorias 204 jogos

Goias e Goiania vao se enfrentar. Sejam os eventos: V - Goids vence, E - Empate e B

- Goiania vence. O professor diz que uma pessoa atribuiu as seguintes probabilidades:



E)=—=0,255.
(E) = 557 = 0:2%
63

O professor explica aos seus alunos como os valores foram obtidos e faz algumas

perguntas:

a) Se os alunos concordam com esses valores.
b) Se para este problema o método de obtenc¢ao das probabilidades é o0 mesmo do

problema das bolas. Senao, o que difere?

5¢ Momento - O professor explica que na aplicacdo da definicao frequentista é
importante que as repeticoes ocorram nas mesmas condi¢oes. E discute por que esse

nao é o caso.

O professor explica que nesse caso deve ser aplicada alguma defini¢ao subjetiva com
base em critérios pré-estabelicidos (mandante, desempenho das equipes nos tltimos
jogos, etc.)

Apébs comparar os trés conceitos de probabilidade e explicar o escopo de aplicagao
de cada um o professor encerra a atividade.

DURACAO

Para a finalizagdo da atividade, serd necessaria 01 hora/aula.

PRE-REQUISITOS

O aluno deve estar ambientado com os conceitos de probabilidade e combinatoéria.

OBJETIVOS
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Mostrar a partir de situagoes simples trés conceitos de probabilidade: defini¢ao
classica, definicao frequentista e definicdo subjetiva. Ao final da aula espera-se que o
aluno entenda como esses conceitos se relacionam e o escopo onde cada definicao pode

ser aplicada.
CONTEUDOS
Defini¢oes de probabilidade.
MATERIAIS NECESSARIOS
Quadro, giz, folhas de papel A4, lapis, borracha, caixa, 10 bolas idénticas.
AVALIACAO

O aluno sera avaliado observando-se sua dedicacao e empenho ao longo da proposta

de atividade e andlise dos resultados.

4.6 Proposta de Atividade 04

PUBLICO-ALVO
Alunos do segundo ano do Ensino Médio.

PROPOSTA: Ezperimento composto de um jogo envolvendo urnas, bolas e dado num
primeiro momento e uma dinamica sobre atualizacao de probabilidades num sequndo

momento.
OBJETIVOS

Trabalhar com o célculo de probabilidade de forma indireta. Introduzir a idéia
de probabilidade a priori e a posteriori a partir de um problema bem conhecido na

literatura matemaética.

METODOLOGIA
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1?2 Momento:

Tem-se trés urnas com a seguinte composicao verificada na Figura 11 a seguir:

Figura 11: Composicao: Urnas x Bolas.

- Bolas
Composicdo Bolas Verdes Vermelhas Total
Urnal 7 3 10
Urnall 4 5 10
Urnalll 12 8 20
Total 23 17 40

Um jogo consiste em sortear uma das urnas e retirar uma bola aleatoriamente da
urna sorteada. Um dado honesto é utilizado para sortear a urna. Dois jogadores A e
B disputam a brincadeira de modo que A aposta em bola verde e B em bola vermelha.

Imagine o seguinte cenario:

Se sair a face 1, escolhe-se a urna I.
Se sair a face 2, 3, 4 ou 5 escolhe-se a urna II.

Se sair face 6, escolhe-se a urna III.

O professor propoe as seguintes questoes:

a) Qual jogador tem mais chance de vencer?

b) O cenério descrito anteriormente é apenas um dentre os possiveis. Se pelo menos
uma face deve ser atribuida a cada uma das urnas, quais sdo os valores maximo e
minimo de probabilidade do jogador A vencer?

c¢) Pensando em todos os cenérios possiveis, hd algum cendrio em que temos um

jogo justo?

Um tempo é dado para que os alunos deem suas impressoes.

Apos o periodo de discussoes o professor corrige as questoes.
Correcao:

Sobre as chances de vencer:
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Sejam os eventos:
A; - "Sortear a urna ¢ com 7 = I, I, ITI."

V' - "Sair bola verde (o jogador A vence).'

Pela Férmula da Probabilidade Total (Teorema 2.6.4) a probabilidade desejada pode

ser escrita:

P(V)=P(Ar)- P(V|Ar) + P(Arr) - P(V|Ar) + P(Arr) - P(VI|Ar).

1 7 4 4 1 12
PV)=2._ 4.4 2.2
V=610 6 1016 2

716 12 14+32+12

PV)=—f o o= T2 T 22

V) =560+ 120 120

58 29
PV)=— ==
120 60

Respondendo ao item a) o professor argumenta que o jogador A tem % de vencer.
Como P(V¢) =1— P(V), segue

29 31
PV =1-2=2,
V9 60 60

Assim, a chance de B vencer é %. Logo, o jogador B tem mais chance de vencer.

Em geral, pensando em outros cenarios:

P(A[)Ipl,P(A][):PzeP(A[[]):Pg, COmP1+P2+P3:1.

Assim,

7 4 12
+ P —+ P —

P(V) =P, - )
V)=n 10 10 20

P(V)=0,7-P,+0,4- P,+0,6- Ps.

P(V)=0,7-P,+0,4-P,+0,6-(1— P — P,).
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P(V)=0,7P, 4+ 0,4P, 4+ 0,6 — 0,6 P, — 0, 6P;.

P(V)=0,1P, —0,2P, + 0,6,

com P1+P2+P3:1

Com essa formula o professor tem condigoes de responder aos itens b) e ¢). Com
relagdo a b) o maior valor ocorre quando o peso maior estd na urna I, tendo a maior
proporcao de bolas verdes.

Assim, a probabilidade de A vencer é maxima quando:

Prosseguindo, obtém-se:

4 1
PV)=0,1--——-0,2-=—4+0.6.
(V) =0, 502 510,

19
P(V)=—=0,633.
V) =3
Por fim, o professor argumenta que antes de se definir o cenario a ser usado ja se

sabe que a probabilidade de A vencer satisfaz:

< —.
60 — — 30

O menor valor para a probabilidade de A vencer ocorre quando o maior peso esta na

urna II que possui a maior proporcao de bolas vermelhas. Assim, o cenério proposto

inicialmente dé a menor probabilidade de A vencer. Isto é, P(V) = % =0, 483.
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Por fim, o professor volta a atencao para o item c¢). Para se ter um jogo justo é
necessario que P(V) = 0, 5.

Ja se sabe que

P(V):0,1P1—0,2P2—|—0,66P1+P2+P3:1.

O professor entao apresenta os dois piores cendrios para o jogador A. A Figura 12

apresenta estes cenarios:

Figura 12: Composi¢ao: P(V) x Bolas.

P1 1/6 1/6
P2 4/6 3/6
P3 1/6 2/6

P(V) 29/60=0483| 31/60=0516

Calculando P(V') para o segundo pior cendrio:

1
POV)=0,1-2—02.2

0, 6.
6 6+’

0,1—0,6 —0,5
22 40,6 =—+0,6.

P(V) = 5 5

. —0,5+3,6 3,1

31

P(V) = o

Entre os dois piores cenarios para o jogador A um é favoravel a B e o outro ainda

é favoravel a A. Logo, nao hd cendrio para jogo justo.
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O jogador B s6 nao tem maior probabilidade de perder do que A num tnico cenério.
O professor pergunta aos seus alunos, quantos cenarios existem? E as possibi-
lidades sdo descritas no diagrama de &rvores (Figura 13) & seguir descrevendo cada

possibilidade de cenario:

Figura 13: Diagramas de Arvore x Cenérios.

P2 —ase P2 — 1/6

Pz — 3/6 Pz — 2/6

P1—1/6

P—

Ps — ase

2 —2/6 P3 — 3/6

P2 —1/6

P2 — 36 P2 — 1/6

P1L —2/6

P2 — 2/6

I F3 — 3/6

T
L
I
¥
o
o

T
W
T
W
i
b
i

| P1 — 3/6

P2 =1/6 P2 =2/6

| P1— ase P2 — 1/6 P3_— 1/6

7
Y]
I
B
ey
o

Portanto, 4 + 3 + 3 = 10. Assim, pode-se concluir que ha 10 cenarios possiveis.

2¢ Momento
Na sequéncia, o professor falarda de atualizacao de probabilidades.

Problema de Monty Hall. Este problema tornou-se famoso nos EUA como o pro-
blema de Monty Hall, devido ao apresentador que possuia um quadro bem seme-
lhante (ou o contrario seria mais apropriado) em seu programa popular "Let ‘s Make a
Deal" ("Vamos fazer um trato") nos anos 70. Aqui no Brasil este problema foi bastante
utilizado em diversos programas de auditorio que ficaram famosos com o apresentador
Silvio Santos.

O problema se baseia na existéncia de trés portas, onde atras de uma delas hd um

prémio.
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O professor propoe a realizacao da seguinte dindmica:

O participante escolhe uma porta.

O apresentador abre outra porta que ndo seja a escolhida pelo participante.

Sobram duas portas. O apresentador dd a oportunidade para o participante trocar
ou nao de porta.

O professor faz a seguinte pergunta aos seus alunos, qual € a melhor estratégia?

O participante deve manter a porta inicialmente escolhida?

O participante deve trocar a porta inicialmente escolhida?

Tanto faz realizar ou ndo a troca da porta inicialmente escolhida pelo participante?

A seguir tem-se uma ilustragao (Figura 14) referente as trés possibilidades de escolha
de porta. Note que atras de uma das trés portas ha um prémio e em cada uma das
outras portas duas ha um bode.

Figura 14: Problema das trés portas - Problema de Monty Hall.

] ]
1 H w w Aprese;tad;r G:evf:fa éﬁé]
& e X

Jogador escolhe carro Trocar perde.
(probabilidade 1/3)

Apresentador tem gue
2 y revelar Bode B
B

Jogador escolhe Bode A
(probabilidade 1/3)

Apresentador tem gue
3 y revelar Bode A
B

Jogador escolhe Bode B Trocar ganha.
(probabilidade 1/3) |

O jogador tem uma chance igual de inicialmente selecionar o carro, Bode A, ou Bode B. Afroca resulta em uma vitdria 2/3 das vezes.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Problema de Monty Hall. Acesso em 17 de

setembro de 2020.
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O professor cede um tempo para os seus alunos analisarem as perguntas. Apods
esse tempo o professor argumenta com seus alunos que se o participante trocar a porta
escolhida inicialmente suas chances de ganhar o prémio dobram.

Apesar que possa parecer contra-intuitivo para alguns, a probabilidade de ganhar
o prémio trocando de porta é duas vezes maior do que permanecendo na porta inicial-
mente escolhida, isto é, 2/3 e 1/3 respectivamente.

O professor realiza a simulagao do processo em sala de aula formando duplas com
seus alunos (as duplas sao formadas por apresentador e participante). Para aumentar
a eficiéncia, os alunos que fardao o papel de apresentadores terao posicao fixa e os parti-
cipantes vao passando por cada apresentador. Os resultados sao anotados e analisados
no fim do processo.

Uma discussao é realizada. O professor entao comeca a fazer suas ponderagoes.

A idéia por tras da solugao desse problema é a seguinte. Inicialmente, o participante
tem chance % de ganhar o prémio. A probabilidade do prémio estar em uma das outras
duas portas é % O apresentador sempre vai abrir uma porta onde nao ha prémio. Mas
isso nao muda o fato, de que a probabilidade do participante ter acertado a porta com
a escolha inicial é % Como ha probabilidade % do prémio estar ou na porta que o
apresentador abriu ou na outra porta, a informacao do apresentador é valiosa para o
participante. Em outras palavras, mudando para a porta que o apresentador nao abriu

2
3

Para os alunos que nao se convenceram dos resultados o problema pode ser alterado

a chance do prémio estar ali é

colocando mil portas a disposicao. Agora o jogo tem mil portas. O participante escolhe
uma porta, o apresentador abre 998 portas deixando sem abrir a porta escolhida pelo
participante e mais uma porta. Enfim, é dada ao participante a oportunidade de aceitar
ou nao a troca da porta escolhida inicialmente com a porta que ainda nao foi aberta.
w055 (probabilidade
de acertar a porta de cara). A probabilidade de ganhar o prémio trocando de porta é
999

005 (probabilidade de errar de porta na primeira escolha). Nesse caso ¢ bem intuitivo

que trocar de porta é a melhor estratégia. Antes de dar esses argumentos o professor

Nesse caso, a chance do jogador vencer se nao trocar de porta ¢é

pergunta qual é a melhor estratégia. Como na dindmica anterior as estratégias sao

analisadas.
DURACAO
Para a finalizacao da atividade, serao necessarias 02 horas/aula.
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PRE-REQUISITOS

O aluno deve estar ambientado com os conceitos de probabilidade e Teorema de

Bayes.
CONTEUDOS
Defini¢oes de probabilidade.
MATERIAIS NECESSARIOS
Quadro, giz, folhas de papel A4, lapis, borracha, caixa, bolas.
AVALIACAO

O aluno sera avaliado observando-se sua dedicacao e empenho ao longo da proposta

de atividade e anédlise dos resultados.

5 Consideracoes Finais

Pode-se perceber com facilidade a importancia do ensino da Probabilidade no Brasil.
A aplicabilidade dos seus conceitos é essencial na formagao dos estudantes brasileiros.
A probabilidade nos proporciona realizar inferéncias de fenémenos futuros a partir de
coleta de dados tanto experimentais como observacionais que ja ocorreram e a partir
destes minimizar possiveis incertezas de eventos futuros.

E importante a aplicacdo de conceitos de Probabilidade, principalmente para alunos
de Ensino Médio. A utilizacdo de férmulas "macantes e cansativas', dificultam um
interesse maior dos alunos por esse contetido tao importante para toda a sociedade.

O ensino da matematica em si ja apresenta "certa resisténcia'" por boa parte dos
alunos desde os anos iniciais do ensino fundamental e cabe aos professores atentar
para importancia de bons planejamentos e estratégias de conduzir o conhecimento de
maneira mais natural e prazerosa possivel aos estudantes.

Neste trabalho h& a intencdo de contribuir com o saber matemético, propondo

elucidar junto a Probabilidade a parte histérica, os conceitos basicos tao necessarios
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para uma formacao mais sélida, alguns modelos probabilisticos discretos e propostas
de atividades adequadas para a realidade do Ensino Médio Brasileiro.

Para preparar um ambiente de entretenimento e almejando maior envolvimento dos
alunos com o processo de ensino e fixagao mais precisa do contetido, as propostas de
atividades envolvem a utilizagao de dados, moedas e urnas com retirada aleatoria de
bolas. As situacoes apresentadas favorecem o aprender "brincando", sem deixar de lado
a exposicao de toda a fundamentacao tedrica basica com a ligagdo da mesma com a
pratica. Isso torna o desenvolvimento das atividades mais atraente.

Embora nao tenha ocorrido a aplicacao das Propostas de Atividades em sala de aula,
a criteriosa confeccao dos detalhes unindo formacao tedrica e situacoes cativantes leva
a crer que sao boas propostas. Cré-se em sua aplicabilidade, onde se busca trazer um
ambiente de aprendizado menos formal e mais descontraido, possibilitando um interesse
mais agucado do aluno para o envolvimento do mesmo no processo de aprendizagem.

E importante salientar que o professor que simplesmente "despeja’ qualquer tipo
de conteido na lousa, sem que seu propdésito ocorra com contextualizacao e provaveis
aplicagoes, cria um ensino sem relevancia e insociavel aos olhos dos alunos. Ao professor
¢ imputado a responsabilidade de adequar e transformar o caminho do conhecimento
para que o aluno o absorva de maneira agradavel e significativa. O que se constréi nao

se destréi com facilidade.
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