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RESUMO

O presente trabalho trata de duas importantes desigualdades matematicas: a desigualdade
triangular e a desigualdade de Jensen. Apresenta inicialmente uma visao de como o assunto de
desigualdades é tratado de forma inapropriada em livros de matemaética de nivel médio. Em
seguida é explicado o que é uma desigualdade, prossegue mostrando um experimento
geométrico empirico para que Se possa ‘“‘concretamente” averiguar a Vveracidade da
desigualdade triangular. Dando continuidade ao trabalho, sdo mostradas sete demonstracdes
da desigualdade triangular. Posteriormente s&o apresentadas trés demonstracfes da
desigualdade de Jensen. Para realizacdo destas demonstragdes foram necessarios
conhecimentos de algebra elementar, geometria euclidiana, constru¢ées geomeétricas, inducéo
matematica, convexidade de funcbes, desigualdade de Cauchy-Schuwarz, além de varios
outros conhecimentos. Foram elencados sete problemas de aplicacdo da desigualdade
triangular e quinze da desigualdade de Jensen, com o objetivo de proporcionar ao leitor uma
percepcao mais apurada da forma como estas desigualdades podem ser aplicadas para motivar

a criatividade dos alunos na resolucédo de problemas.

Palavras-chave: Algebra, Desigualdades elementares, Demonstracio, Aplicacdes.



ABSTRACT

This paper deals with two important mathematical inequalities: the triangle inequality and
Jensen inequality. It first presents an overview of how the issue of inequality is treated
improperly in math books for middle level. Then it is explained what is an inequality,
continuing an experiment showing empirical geometry so you can "specifically"” to ascertain
the veracity of the triangle inequality. Continuing the work, seven are shown demonstrations
of triangle inequality. Are then presented with three demonstrations of the Jensen inequality.
To perform these demonstrations took knowledge of elementary algebra, Euclidean geometry,
geometric constructions, mathematical induction, convex of functions, Cauchy-Schuwarz and
several other knowledge. Were listed seven issues of application of the triangle inequality and
fifteen Jensen inequality, with the aim of providing the reader with a more accurate perception

of how these inequalities can be applied to motivate students' creativity in problem solving.

Keywords: Algebra, Inequalities elementary, Demonstration, Applications.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

1.1 Justificativa e objetivos

Comecei a lecionar a disciplina de matemética, numa escola da rede publica
estadual de Ceard, no segundo semestre de 1995. Desde entdo, tive a oportunidade de
trabalhar em algumas escolas publicas e particulares de Fortaleza. Atuei em turmas da 5?2 série
do Ensino Fundamental 11, hoje 6° ano, ao 3° ano do Ensino Médio. No entanto, como pude
constatar, o assunto de desigualdades era geralmente tratado nos livros, de forma imprecisa,
sem 0 devido cuidado e com a utilizacdo de processos de resolucdo repetitivos que ndo
exigiam dos alunos nada além da aplicacdo correta do método apropriado a cada questdo.
“Vamos resolver a inequacdo do 1° grau 2x —5 > 17, ou “Vamos encontrar o conjunto
solucgéo da desigualdade 2x — 5 > 17, ou ainda, “Vamos fazer o estudo do sinal da fungéo do
2° grau f(x) =x%—5x+6”. Aos alunos, bastava aplicar determinados processos
matematicos para encontrar o que o professor desejava.

De acordo com o livro Exame de Textos: Analise de Livros de Matemaética para o
Ensino Médio publicado pela Sociedade Brasileira de Matematica (SBM), em 2001, a

abordagem dada ao assunto de desigualdades néo é apropriada.

“A desigualdade a < b entre nimeros reais nunca é definida. Se esses
ntmeros forem dados por suas representacBes decimais, é bem simples dar o critério
para saber se a < b, a > b ou a = b. (Atencdo: a = b tem uma sutileza!) Mas o livro
ndo diz. O Unico critério mencionado é o geométrico: a < b quando o ponto da reta
que corresponde ao nimero a esta a esquerda daquele que corresponde a b. Mas,
como o autor precisou da representacdo decimal para definir nimero irracional, ndo
estd claro como esse critério geométrico se relaciona com sua idéia inicial de
namero.” (LIMA, 2001, p. 9).

“As desigualdades |x +y| <|x|+ |yl e |x—y| = |x] —|y|, para
quaisquer x e y reais aparecem apenas num exercicio (p.173) no qual o leitor é
solicitado a verificar se sdo verdadeiras atribuindo valores reais a x e a y. Ora
atribuir a x e y uma quantidade enorme de valores, verificar que as sentencas séo
verdadeiras para tais valores, e ainda assim, ndo estariamos habilitados a dizer se as
sentencas sdo sempre verdadeiras. Se 0 autor considera que ndo é interessante
demonstrar essas desigualdades no livro, poderia pelo menos ter dito que isso pode
ser feito. A opcdo que adotou carrega a possibilidade do engano grave de concluir-se
um fato geral a partir de um nimero finito de exemplos.

Na verdade, o valor absoluto e suas propriedades sdo assuntos
importantes, que caso sejam abordados, demandam um tratamento mais rigoroso por
parte dos textos. A maneira como eles aparecem aqui sugere apenas uma
preocupacao em apresenta-los porque sdo conteldos exigidos por alguns exames
vestibulares.” (LIMA, 2001, p. 418).
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Atualmente muitos dos livros didaticos, que muitas vezes sdo o Unico instrumento
de pesquisa e estudo dos professores, mantém o mesmo tipo de abordagem. Aliado a isto
temos a méa formacéo de muitos professores. O resultado final de todo este processo, é uma
aprendizagem ruim por parte dos alunos.

E necessario citar que ha trabalhos pontuais desenvolvidos por alguns professores
que desejam preparar seus alunos para competir em olimpiadas. Porém esta ainda € uma
parcela muito pequena dentro do universo estudantil do nosso pais.

Estas circunstancias suscitaram a escrita deste trabalho. A decisdo de escrever em
primeiro lugar sobre a desigualdade triangular se deve a possibilidade de trabalha-la desde o
ensino fundamental, de forma ndo tdo rigorosa, até o ensino superior, exigindo um grau cada
vez maior de precisdo em sua demonstracdo. Por outro lado a escolha da desigualdade de
Jensen se deveu a sua importancia e maior grau de complexidade.

Este trabalho tem por objetivos apresentar algumas demonstracdes dessas
desigualdades. Sugerir formas de trabalha-las com alunos do ensino médio, turmas olimpicas
ou ndo, e até apresentar, pelo menos a desigualdade triangular, para alunos do ensino
fundamental. Mostrar algumas aplicacGes. Motivar o ensino de desigualdades desde os niveis

iniciais de ensino.

1.2 Metodologia

Este trabalho foi realizado por pesquisa bibliografica, coletando informacfes de
artigos, teses e livros.

A pesquisa foi feita com arquivos digitais, livros consultados em bibliotecas,
obtidos com professores e adquiridos em sebos e livrarias. Alguns destes materiais
demoraram muito para serem encontrados e devido a grande repeticdo de informacdes,

decidimos pelo descarte de alguns deles.

1.3 Apresentacao

Este trabalho foi dividido em seis capitulos.
A introducéo foi o primeiro capitulo.
No segundo capitulo é apresentada uma motivacdo empirica para as

demonstracdes de desigualdade triangular e em seguida s&o mostradas sete demonstracdes.
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No terceiro capitulo abordamos a desigualdade de Jensen com trés demonstragdes.
As aplicagbes da desigualdade triangular e da desigualdade de Jensen foram
divididas, respectivamente no quarto e quinto capitulos.

Por fim, no sexto capitulo sdo apresentadas nossas consideracdes finais.
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Capitulo 2
DESIGUALDADE TRIANGULAR

2.1 Desigualdades

Quando falarmos em desigualdade, estamos comparando elementos de um
conjunto.

Em se tratando do conjunto dos nimeros reais, que € 0 conjunto numérico mais
utilizado por nossos alunos do Ensino Médio, é importante que observemos algumas
propriedades das desigualdades quando trabalhamos com nimeros reais positivos.

Portanto, o conjunto dos nimeros reais positivos, dado por R* = {x € R; x > 0},
possui, entre outras propriedades, as seguintes:

a) dado o numero real x, ha trés possibilidades que se excluem mutuamente. O

namero X é positivo, ou X = 0 ou —X € positivo;

b) a soma e o produto de nimeros positivos sdo nimeros positivos.

Para a desigualdade x <y (ou y < x), x,y € R, onde, portanto, y —x > 0 (ou
x —y > 0), temos as propriedades:

c) tricotomia: dados x,y € R vale uma, e somente uma, das seguintes alternativas:

x<y,x=youy<ux;

d) transitividade: se x < yey < zentdo x < z;

e) monotonicidade da adi¢do: se x < yentdo,Vz € Rtem-sex +z < y + z;

f) monotonicidade da multiplicacdo: se x < y e z > 0 entdo xz < yz.

A propriedade da tricotomia é demonstrada através da propriedade a pois, ou
x—y>0(uandoy <x)oux—y=0(x=y)ouy—x > 0.

A propriedade da transitividade pode ser provada com a propriedade b. Se x < y e
y < zentdo y — x e z — y sdo positivos, logo a soma z —x = (y — x) + (z — y) é positiva,
ou seja, x < z.

A monotonicidade da adicdo segue imediatamente da definicdo de x < y.
Portantoy —x > 0.0ra,y —x =(y+2z)—(x+2z).Logoy +z > x + z.

Para provar a monotonicidade da multiplicacdo temos que se x < y e z > 0 entdo
y—x>0,logo (y —x)z>0,istoé,yz—xz >0 xz < yz.

Podemos ainda caracterizar outras propriedades a partir das propriedades ae b e

suas consequéncias.
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g) Se x # 0, entdo x? > 0. Ocorrendo a igualdade somente se x = 0.

Vejamos. Se x > 0 entdo, de acordo com a propriedade b, x> > 0. Ese —x > 0
entdo, também de acordo com a propriedade b, (—x)(—x) = (—x)? > 0.

hySe0<x<yentdo0<1/y < 1/x.

Sabemos que o inverso de um namero positivo € também um ndmero positivo
pois, 1/x =x-(1/x)? e isto é o produto entre dois nimeros positivos. Portanto
multiplicando os dois membros de x < y pelo nimero positivo 1/xy obteremos x/xy <
y/xy,ouseja, 1/y < 1/x.

I)Sex <yez<O0entdo xz > yz.

O produto dos nimeros positivos y — x e —z € positivo, isto é, (y —x)(—z) > 0.
Realizando a multiplicagdo temos xz — yz > 0.

Logo

XZ > yZ.

2.2 Desigualdade triangular

A desigualdade triangular para numeros reais pode ser assim enunciada: para
todos 0s numeros reais a e b, temos que:

la + b| < |al + |b|.

2.3 Experimento empirico

De modo elementar, podemos dizer que dado um triangulo qualquer (figura 1),
cujas medidas dos lados sejam expressas por a, b e c, reais, temos que: a < b +c, b <a+c

ec<a-+b.

Figura 1 — Triangulo qualquer de medidas a, b e c.
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Isto é verificado de forma intuitiva, muito simplesmente.
Tomemos trés segmentos de reta (figura 2), em que cada um tenha a mesma

medida de um dos lados do triangulo ABC (figura 1).

Figura 2 — Segmentos de reta com medidas a, b e c.

Agora vamos unir 0s segmentos de medidas b e c, para assim, surgir um novo
segmento de reta cuja medida serd b + c. Temos entdo, como é facil perceber por construgdo
(figura 3), que

a<b+ec.

Figura 3 — Segmentos de reta com medidas a, b e c.

b+c

a

De forma analoga, podemos mostrarque b < a+cec < a+ b.
2.4 Demonstracéao 1

Para realizarmos esta demonstracdo necessitamos estabelecer uma relacdo entre 0s
comprimentos dos lados dos tridngulos e seus angulos opostos através da seguinte proposi¢éo:

a) se ABC é um triangulo (figura 4) tal que B > C. Entdo AC > AB.

De fato, como B > €, podemos tracar a semirreta BT, intersectando o interior do

triangulo ABC (figura 4) de tal modo que

o1
CBT=E(B—C).
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Figura 4 — Segmentos de reta com medidas a, b e c.
A

Sendo D o ponto de intersecdo de BT com o lado AC, segue do teorema do angulo

externo que

de base BD. Destarte,
AB = AD < AC.

A partir dai, podemos concluir que no triangulo ABC, se A > 90°, entdo BC é o
seu maior lado. Pois, se A4 > 90°, entdo A é o maior 4ngulo de ABC, de modo que BC &, pela
proposicdo anterior, 0 maior lado do tridangulo.

Podemos entdo enunciar a desigualdade triangular assim: em qualquer triangulo,
cada lado tem um comprimento menor do que a soma do comprimento dos outros dois lados.

Certifiquemo-nos desta afirmagdo. Seja ABC um triangulo (figura 5) onde AB =

c,AC =beBC =a.

Figura 5 — Triangulo ABC
C B

A

A demonstracdo sera feita para a < b + ¢ e de forma analoga, podemos mostrar

queb<a+cec<a-+b.
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Primeiramente marquemos 0 ponto D sobre a semirreta CA de tal modo que
A € CD e AD = AB (figura 6).

Figura 6 — Triangulo ABC
C B

Agora temos CD = AC + AD = AC + AB = b + c pela proposicéo a é suficiente
provarmos que BDC < DBC. Mas como BDA = DBA, basta notarmos que BDC = BDA =
DBA <DBA+ ABC = DBC.

2.5 Demonstracéao 2

Sejam a e b nimeros reais quaisquer, entao:
la + b| < |a| + |b].
Sea+b=0,entdo |a+ b| =a+ b < |a| +|b]|.
Caso contrério, se a + b < 0, entdo
la+b| =—a—b <|al+|b|.

2.6 Demonstracao 3

Tomemos nimeros a e b reais quaisquer, entao:
—la|l < a < |al
—|b] < b < |b]
Logo,

—lal=|b|<a+b<|al+|bl e

—(lal+ b)) <a+b <|a|l+|b|l&
la + b| < |a| + |b|.
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2.7 Demonstracao 4

Paratodo a,b € R, temos:
la+b|?=(a+b)? =a%+2ab+b?*<
< lal? + 2]al|b| + |b|? = (lal + |b])?.
Portanto
la + b|? < (la] + |b])?

= |la+ b| < |a| + |b].

2.8 Demonstracao 5

Dados os nimeros reais a e b, tem-se que a <b < b—a € R* © 3 c € R™ tal

queb=a+c,a=00u,a>0a€R"ou,a<0s —a€R.
la + b| < |al| + |b|,
onde

|a| = max{a, —a}.

2.9 Demonstracéao 6

Sejam 0s nimeros a, b € R, temos que
la + b| < |al + |b],
onde

|a| = max{a, —a}.

Como
{ a < |al
—a < |a|
e
{ b < |b|
—b < |b|
entao

{ lal| + |b| =a+ b
la] + |b| = —(a + b)

la| + |b| = |a + b|.
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2.10 Demonstracéo 7

Tomando dois vetores x,y € R™, |x + y| < |x| + |y|.
Para provar isso, basta escrever o quadrado do lado esquerdo e aplicar o Teorema
de Cauchy-Schwartz a desigualdade.
lx+y12 =0 +y)? + G +y)? + o+ (e +90)? =
= (f + - Hx) + OF + YD) + 200y + -+ X)) <

<@+ +xD+ @i+ )+ 2\/x12 + e tx? Jyf + o ty2 =

= (Ix| + lyD?.
Ou seja
Ix + yI? < (Ix] + [yD?
Isto é facilmente generalizado por indugdo matemaética para originar
| + x5 + -+ x| < |xq | + [a] + -+ 2]
para vetores quaisquer x;, x,,...,x; € R™.
Observacdo: ocorre a igualdade se e somente se, x = (xq, X3, ..., X,) € Yy =

(y1, V2, -, V) SA0 proporcionais.
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Capitulo 3
DESIGUALDADE DE JENSEN

3.1 Demonstracao 1

Seja | um intervalo daretae f:1— R uma funcdo. A funcéo f é dita

a) convexa se

x+y\ _fO)+f(Q)
(=)=
para todos os x, y em I;
b) Cébncava se
x+y\ _fO+f0)
(=)=

para todos 0s x, y em 1.

Nas aplicagdes, quase sempre lidamos com funcBes continuas (se vocé nao sabe o
que vem a ser uma funcdo continua, pense na mesma como uma funcéo cujo gréafico ndo sofre
interrup¢des ou saltos ao longo de seu dominio). Se f for continua a proposicéo a seguir é
geometricamente evidente. A partir de agora, sempre que nos referirmos a uma fungéo
estaremos sempre supondo ser seu dominio um intervalo da reta e a funcdo continua nesse
intervalo.

Proposicao: Sejam f: 1 - R uma funcéo. Ent&o:

a) fé convexa se e sé se, para todos x, y em | e todo te [0,1] tivermos

fF(A=x+ty) <A =)f ) +tf(y);
b) fé concava se e so se, para todos x, y em | e todo t €[0,1] tivermos
f(A=x+ty) 2 (1= Of () +tf ).
Facamos o caso em que f é convexa. O outro caso é analogo. Observe que
(1-tx+ty€lx,ylcl, e que, no trapézio (grafico 1), (1-t)f(x)+tf(y) é o

comprimento da paralela as bases pelo ponto (1 — t)x + ty.
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Gréfico 1 — Trapézio

X z=(1-t)x+ty y

. . . - . 1 .
Suponha primeiro que f satisfaz a condicao do item a. Tomando t = > concluimos

que f é convexa. Reciprocamente, suponha que f seja convexa. Dados x, y em |, temos

x +
(x+3y)_ Ty‘i‘y -
=)=/ 2 B

xX+y
Sf(22)+f(y>S
fOO + £
< 2
- 2
1

3
= 2F G +3FO).

+f0)

Trocando x por y e raciocinando como acima, segue que, parat € {0,

&R

1 3
) _) _’1}1
2" 4

fF(A-x+ty) <A -0f(x) +tf (). 1)

Por inducdo sobre k inteiro positivo, podemos concluir de maneira analoga que (1)
continua valida para todo t da forma

m

F,
onde 0<m< 2% é inteiro. Como todo real em [0,1] é limite de uma sequéncia de nimeros
dessa forma, segue que (1) continua véalida para todo t em [0, 1].

Para decidir se uma funcdo é convexa ou concava, devemos observar:
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a) se para todos a < b em | o gréafico de f entre as retas x = a e x = b estiver
abaixo da reta que passa por (a, f(a)), (b, f(b)), entdo f é convexa, e
reciprocamente;

b) se para todos a < b em | o gréafico de f entre as retas x = a e x = b estiver
acima da reta que passa por (a, f(a)), (b, f(b)), entdo f é cOncava, e
reciprocamente.

Observe o grafico 2, a seguir, para se convencer da validez desse resultado no

caso em que f é convexa.

Gréfico 2 — Representacdo grafica de uma funcéo f convexa

A y =1(x)

Nele,
_a+b
Cc = ) .
E evidente que
a+b
d=1©=f(5)

_ f(a)+f(b)
e =—
2
Dai,

f<aﬂ2Lb>Sf(a)J2rf(b)

e f é convexa.
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Para nés, a importancia dessa discussdo sobre fungbes cOncavas e convexas
reside na utilizacdo da Desigualdade de Jensen: sejam | um intervalo daretae f: 1 - R uma
funcdo. Se x4, ...,x, €l ety, .., t, € [0,1],comt; + -+ t, = 1, entdo

tixg +-+tpx, €Ele
a) fconvexa= f(tyxy + -+ tpxy) <t f () + o+t f (xn) (D);

b) fconcava = f(t;x1 + -+ + tpxy) =t f (x1) + - + t, f (x).

Facamos a prova, por inducao sobre n > 1, para o caso em que f é convexa, sendo
0 outro caso analogo. O caso n = 2 € nossa hipotese.

Suponha agora que para um certo n > 1 e todos x4, ...,x,, € I e t, ..., t, € [0,1],
comt;, + -+ t, =1, tenhamos

tixg++tyx, €le
faxg + -+ taxy) St f () + -+t f (x0).

Considere agora xq, ..., Xp, Xpn41 € [ € t1, oo, ty thyr € [0,1] com t; + -+ t, +
the1 = 1.Set,,; =1entdo t; =+ =t, =0 e nada ha a fazer. Tomemos entédo t,,, # 1.
Entéo, defina

tixg + o+ Xy
- 1=ty

== 51x1 e Snxn,

onde
tj

§; = ———,
g 1=ty

Como vale paran = 2,

f(tlxl T+t Xy + tn+1xn+1) =

tixg + -+ thx
= f <(1 - tn+1) ( - n) + tn+1xn+1> =

1-ty4q

= f((l — the)y + tn+1xn+1) < (A =ty )f Q) + tnsa f (ngr), (1r)
jaque f é convexa.
Como s; + -+ + 5, = 1, segue da hipdtese de indugdo que y € I. Dai,

f) = f(51x1 ot spxn) S sif () + o+ spf (X)) =

tq
=——f@) + -+

1-tyiq

). (m

Tl

Juntando as desigualdades (I1) e (I111), obtemos a desigualdade
ftxg + -+ txn) St f(x1) + -+ taf (x),
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Ou seja, vale a desigualdade também para n. Pelo segundo principio de inducdo segue que a

desigualdade (1) é valida para todo n > 2.
3.2 Demonstracéao 2

Seja f:(a,b) - R duas vezes diferenciavel. Se f"(x) = 0 (funcdo convexa) em
todo o intervalo (a, b) entdo, para quaisquer xy, x,, ..., X, € (a, b) vale que:

f(x1) +f(x231+ <+ f(xn) > f (xl + x; : e+ xn>.

Se, por outro lado, f"(x) < 0 (funcdo cbncava) em todo o intervalo (a, b), valera:

f(x1) +f(x231+ <+ f(xn) <f <x1 + x; :l' e+ xn>.

Vamos fazer a prova para o primeiro caso, onde f"(x) = 0. A demonstracdo do
outro caso é analoga.

Faremos uma inducdo sobre n. O caso n = 1 ndo apresenta dificuldades. Suponha
entdo que a desigualdade valha para quaisquer n — 1 reais no intervalo (a, b). Fagamos entao
0 passo indutivo.

Inicialmente fixe x4, x5, ..., x,,_; € chame x,, = x. Facamos

Xy +x+ ot xXp_q =1

flx) + fx) + -+ fxp_q) = k.

Queremos mostrar que:

k+f(x)2f(l+x>

n n
para qualquer x € (a, b).

Defina ent&o a fungéo:

k+ f(x) [+ x
9(x) = n _f( n )
Derivando obtemos:
L0 _1p (e
9'(x) = n n n J
Se
l+x l
x = >x =
n n—1

teremos g'(x) < 0 ese
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x>
n—1

teremos g'(x) = 0.
Concluimos entdo que
1
Tn-1

é um ponto de minimo global para g(x) no intervalo (a, b). Dai segue que:

l )_k (Tl—l)f(%)2

n—1 n

n n
—21(=)
n—1_fn—1

As condic¢des de igualdade dependem da funcdo f. No caso mais comum, temos

g(x)ZQ(

pois

por hipdtese de inducdo.

f"(x) > 0 estritamente no intervalo (a, b). Nesse caso, pela demonstracdo acima podemos
concluir que a igualdade s6 ocorrera se

x1 =x2 = .. :xn.

3.3 Demonstracéo 3
Definicdo. Suponha que f € uma fungdo de uma variavel definida em [a, b]cR. f é
chamada de uma funcédo convexa em [a, b] se e somente se para todos 0s x,y € [a, b] e para
todo 0 < t < 1 temos
tf(x) + (1 -0)f(y) = fltx+ (1 —Dy).
Teorema. Se f(x) é uma funcgdo real definida em [a,b]cR e f"(x) = 0,Vx €
[a, b], entdo f(x) € uma funcdo convexa em [a, b].
Vamos provar que para todo x,y € [a,b] e paratodo 0 <t <1
tf(x)+ (1 -0f() = fltx+ (1 —Dy).
De fato, suponha que t e y sdo constantes. Tome
g) =tf)+A-0fQ) - fltx+ (1 = Dy).
Diferenciando
g'(x) = tf'(x) — tf'(tx + (1 — ).
Observe que f"(x) = 0 para todo x € [a, b], assim f’(x) é uma funcédo crescente

em [a, b]. Portanto
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g® =>0sex>y

g'® < 0sex <y.

Isso significa que
9(x) = g(y) =0.

Teorema. (Desigualdade de Jensen) Suponha que f € uma funcdo convexa em

[a, b]cR. Paratodos 0s x4, X5, ..., X, € [a, b], temos

x1 +x2 ++Xn>
n .

FG) + Fx) + - fG) 2 f (
Se vocé nunca leu qualquer material sobre as fungdes convexas, ou se VOcé nunca
tenha visto a definicdo de uma funcdo convexa, o seguinte lema parece ser muito Util

e pratico (embora possa ser obtido diretamente da desigualdade de Jensen).
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Capitulo 4
APLICAQ@ES DA DESIGUALDADE TRIANGULAR

1. Se P é um ponto no interior de um triangulo ABC, entéo:
a) PB+PC < AB + AC.
b) PA+ PB+ PC < AB + AC + BC.

Resolucéo

a) No triangulo ABC (figura 7) prolongue a semirreta BP até que a mesma encontre o lado AC

no ponto Q.

Figura 7 — Consequéncias da desigualdade triangular

A

Aplicando a desigualdade triangular sucessivamente aos triangulos CPQ e ABQ, obtemos
PB+PC<PB+(PQ+CQ)=BQ+CQ < (AB+AQ) +CQ = AB + AC.
Mas como PB + PQ = BQ, teremos
PB + PC < BQ + CQ.
Como BQ < 4B + AQ, entdo
PB + PC < AB + AQ + CQ.
Por fim, como AQ + CQ = AC, concluimos que

PB + PC < AB + AC.

b) De forma analoga ao item anterior, temos

PA+ PB < AC + BC
PB + PC < AB + AC.
PA+ PC < AB +BC
Somando estas trés desigualdades, obteremos
2(PA+ PB + PC) < 2(4B + AC + BC)
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& PA+PB+PC <AB+ AC + BC

2. Prove que se a, b e ¢ sdo as medidas dos lados de um tridngulo e a? + b? = kc?, entdo

k><
2

Resolucéo

Utilizaremos a desigualdade entre as médias quadréatica e aritmética entre dois reais positivos
ae b, teremos \/@ > % e a desigualdade triangular, |a + b| < |al| + |b].
Observacéo: para a e b reais positivos temos

2(a—b)?> > (a—b)? >0 2a% — 4ab + 2b? > a? — 2ab + b?

& 2a% + 2b%? > a? — 2ab + b? +4ab < 2a? + 2b?% > a? + 2ab + b?
2a® +2b®> a?+2ab+b?* a?+b? (a+b)?
> & >
4 4 2 4

a? + b? (a+ b)? a’?+b?> a+b
= > = = .
2 4 2 2

Agora aplicando as desigualdades, temos que

kc? _ a’ + b? S (a + b)z (;)2

3. Mostre que para quaisquer a, b e c reais, vale |a — c| < |a — b| + |b — c|.

Resolucéo
De fato,

la—c|=|(a=b)+(b—-c)|<|a—b|+|b—c]|
Isto é

la—c| <|a—b|+|b—c]|

4. Prove que Y a,b € R vale ||a| — |b]| < |a — b|.
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Resolucéo
Observemos que
lal = [(a — b) + b| < |a — b[ + |b|

= |a| — |b| < |a - b|.
De nodo semelhante, temos que
|bl =|(b—a)+al <|b—al+|al

= |b| —lal < [b —al

©.—(lal = |b]) < |b —al.
Como
{ lal — |b| < |a — b]
—(lal = [b]) < |b —al

= |lal — |bl| < la — b
5. ProvequeVa,b € R vale|a| + |b| < |a—b|.

Resolucéo
Observemos que
lal + |b| = |a| + [-b| = |a + (=b)| = |a — b|.
Isto é
lal + |b|] = |a — b].

6. ProvequeVa,b € R vale |a—b| = |a| — |b|.

Resolucéo
Observemos que
lal = |b+ (a—b)| < |b| +|a—b|.
Entéo, como
lal < |b| + |a — bl

& |al — |b] < |a — bl.
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7. Provar que em todo tridngulo a soma dos comprimentos das medianas € menor que 0

perimetro do triangulo e maior que o semiperimetro deste.

Resolucéo
Tomemos um triangulo ABC (figura 8) qualquer, cujos lados medem a, b e ¢, onde m, é a
mediana relativa ao vértice A, m,, € a mediana relativa ao vértice B, m, € a mediana relativa
ao vertice C e p é seu semiperimetro, ou seja,

a+b+c
P=—"70 —
Figura 8 — Triangulo ABC

C

Seja
AB =¢,AC = b,BC = a,AE =my,BF =m, e (CD =m,.
Observe que

2 2
AG = ZAE =Zm,

2 2
BG =z BF = zm,

2 2
CG = §CD = §mc

Em primeiro lugar vamos demonstrar que
p<mg+my,+m,

Aplicando desigualdade triangular nos triangulos AGB, AGC e BGC, temos

( (2 2
§ma +§mlJ >c
AAGB:AG +GB>AB |}
{AAGC:AG + CG > AC =4 Emy +=m, > b.
ABGC: BG + GC > BC % g

\

Lgmb +-m.>a

3
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Somando as trés inequacdes teremos
4 4

4
§ma+§mb+§mc>a+b+c=2p

3 3p
ma+mb+mc>z-2p=7>p

Agora vamos demonstrar que
myg + my + m, < 2p.
Vamos prolongar AE até o ponto H de tal modo que AE = EF = m,.

Figura 9 — Triangulo ABC com prolongamento de AE até AH
& H

Como CE = EB, segue que AAEB = ~AHEC e AAEC = AHEB. Assim, AB=CH =c e
AC = BH = b. Usando a desigualdade triangular no AACH, teremos

AH < AC+CH=>2AE<b+c

=2m, <b+c.
Analogamente,
2my <a+c
2m.<a+b
Portanto, adicionando as trés desigualdades, obteremos
2mg +2my+2m. <b+c+a+c+a+b
2(mg+my +my) <2(a+b+c)
mg,+my,+m.<a+b+c=2p.
Reunindo os dois resultados obtidos, teremos

p<mg+my,+m,<2p.
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Capitulo 5
APLICAQ@ES DA DESIGUALDADE DE JENSEN

1. Mostre que a fungdo f(x) = x? é convexa em qualquer intervalo [c, B].

Resolucéo
Sejam a, b € [, 8] e suponhamos, sem perda de generalidade, que a < b. Entdo, 1 € [0,1]
valem as desigualdades

(la+ (1= D)b)? = 2*a? + (1 — 1)?b? + 24(1 — )ab.

Temos que

a® + b?
(a—b)’>0a?—-2ab+b?*=>0=a’+b?>2ab o 5 > ab.
Agora
(Qa+ A =Db)2<a?+ (1 —-)2b2+ 21— D(@?+ b)) =
= (Aa+ (1 - Db)? <a?[A2+ 11— D]+ b (A - D?+ 11 - D] =

= (la+ (1 —A)b)? < Aa®? + (1 — A)b?.
2. Mostre que a funcdo f(x) = 1/x é convexa em qualquer intervalo [«, ] com « positivo.

Resolucéo
Sejam a, b € [, B] e suponhamos, sem perda de generalidade, que a < b. Entdo, A € [0,1]
valem as desigualdades
1=(A+ 1 —A)" = 22+ 241 — D+(1 - D2
Como

a+b>2
b a

para quaisquer nimeros positivos a e b, temos

, (a b
1<4 +(E+E),1(1—/1)+(1—,1)2:>

2, 2 _ 2 _ _\2
>1< 41 +b/1(1 /1)+a/1(1 D+A-D)*=>

:1Sﬂa<é+(1_@>+(1—/1)b<i1+(1_/1)>:
a b a b




1< a+(1- ﬂ)b)( (1;ﬁ)>

Portanto reorganizando os membros da expressao chegamos a

1
Aa+ (1 -)b "~

/1 +(1—l)—

3. Seja n um numero inteiro positivo e a4, a,, ..., a, reais positivos com

=1 =1
parak = 1, ...,n. Prove que
1 1 1 n
—+—F - t—2 :
a, a, a, n+1

Resolucéo

De acordo com o enunciado temos

mn+1), (- Dn,(n=2)(n—1),...1-2) > (Z iGi+1)— Z a4, a1, ...,a1>.

Veja que
1 1
P 2 pron
a, YL, i(l+i)-Yr'a

1y . .
e que f(x) = — € convexa nos reais positivos.

Logo, pela desigualdade de Karamata
-1

3

n
1 1 1
D
a; a; Y i(l+10) -3 1al

i=1 i

I
oy

n

1 n
> = .
Zi(1+i) n+1
l:

Ou seja,

32
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4. Sejam x,, x,,..., X, reais positivos cuja soma é 1. Prove que

X1 X, Xn n
+ + ot > / :

Resolucéo

Olhe para a fungéo
x

-z

definida no intervalo (0, 1). Calculando f"(x) obtemos

fGx) =

3 3x _5
ffe)=0-072+,0-x7220
Portanto, sendo f"(x) >0, f é convexa no intervalo (0,1) (ver DELFINO, 2010, p.5),

podemos aplicar a desigualdade de Jensen.

7i1=1r]lc(xi) > f(xl + X, : ---+xn>.

Temos portanto que

Zf(xi)zn-f(%)= —

5. Para reais positivos satisfazendo a + b + ¢ = abc, mostre que
1 1 1
\/1+a2+\/1+b2+\/1+62
e determine quando a igualdade ocorre.

3
=3
2

Resolucéo
A idéia basica para resolver esse problema é fazer uso da transformacdo de um numero real

em tangente de outro. Isso vem do simples fato de que qualquer nimero real a pode ser
representado pela tangente de outro nimero real « pertencente ao intervalo (—g g) sendo

tal o Unico — isso e explicado pelo fato da fungéo tangente, nesse intervalo, ser bijetora e ter
como imagem todo o conjunto dos numeros reais. E sendo ainda a um real positivo,
podemos fazer a = tg o, x€ (0, g)

Agora, podemos perguntar: por que essa transformacdo nos seria Util? 1sso é respondido se
percebermos que a partir da conhecida identidade trigonométrica 1+ tg2a = sec2q, obtemos o

seguinte resultado:
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1

J1+tg?a

com o qual podemos simplificar a desigualdade a ser provada. E claro que se o estudante n&o

=cosa,Va ER,a #+ "/2 + km,

tem o devido costume com essas formulas, ele, provavelmente, ndo as reconheceria e nem
pensaria em utilizar a transformacdo para tangente. Mas é ai que entra a relevancia da
trigonometria. Agora podemos prosseguir com a resolucao.
Facamosa=tg o,b=tgpB ec=tgy, onde ¢, B,y € (0, n/2). Temos entdo que
tga+tgf +tgy =tga-tgf-tgy (D.
Como
1

J1+tg?a

entdo o que devemos mostrar agora é que

=cosa,Va €ER,a # 7T/Z + km,

3
cosa+cosﬁ+cosy§§

para quaisquer «, S, y € (0, n/2) que satisfagam a condicdo (1). Mas de (1) vem que tg(a +
B +vy) =0, pois

tga +1tgf +tgy —tga-tgf-tgy

—tga-tgf —tga-tgy —tgf-tgy

Logo, como «, B, y € (0, w/2), temosque a + B +y = m.

tg(a+ﬁ+y)=1

Para finalizarmos a demonstracdo, usaremos a seguinte forma especial da desigualdade de
Jensen: se uma funcéo f é estritamente concava (ver observacao abaixo) num dado intervalo

(a, b), entdo

f<a1 + et an> > fla) + - +f(an)'

n n

para quaisquer a; € (a, b), ocorrendo a igualdade se e somente se os a,'s forem todos iguais.
E caso a funcdo seja estritamente convexa (ver observacdo abaixo) em um determinado
intervalo a desigualdade muda de sinal.

Continuando, como a funcdo cosseno é estritamente concava no intervalo (0,7/2), temos que:

cos X + cos f§ + cosy X +L+y s 1
3 SCOS(T)ZCOS()_

3

2

3
@cosm+cosﬁ+cosysz,

para quaisquer o, 3, v € (0,/2), ocorrendo a igualdade se e somentese a =B =y= 73 < a

=b=c=tg 43 = /3, concluindo a demonstracéo.
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6. Mostre que se
C
xX+r

fx) =

onde C > 0 e r sdo constantes, entdo f € convexa para x > —r.

Resolucéo
Duas aplicac6es da desigualdade da Média aritmética e Média geomeétrica e teremos

1( c 4 C )> C
2\x+r y+r/ T [Jx+1r)(y+71)
C

x+y
) +7r

=

E isto mostra que f é convexa.

7. Para cada inteiro positivo n = 2 encontrar o menor numero positivo 4 = A(n) tal que se
1

0<ay,ay..,a, SE

by, by, ....,by >0
satisfizera; + a, + -+ a, = by + b, + -+ b,, = 1 entdo
ble bn S ﬂ/(albl + azbz + cee + anbn)

Resolucéo

Dado
b,b, ...b
fx) = 2R >0
X
Entdo f é convexa no seu dominio (0, o) (ver o exercicio anterior), e desde 0 a; entdo ndo
negativo e satisfizer

n

Zail,

i=1

a desigualdade de Jensen mostra que

b.b, ... b, ~ i , <Z”: ,
a;by + azb, + -+ apb, f abi )= P aif (bo).

i=1 [

i=1

Podemos supor que os b; foram indexados de modo que b; < b, < --- < b,,. Entéo

f(b1) = f(bz) =2 f(bn)



36

biby ...b,
albl + azbz 4ot anbn — alf(bl) + aZf(bZ) + + anf(bn)

< a;f(by) + (az + -+ ay)f(by)
=a;f(by) + (1 —ay)f(by)
= f(b2) + a;(f(b1) — £ (b))

1
< f(by) + E(f(bl) - f(bz))
- %(b1 4 by)bsb, ... b,

( )
<

Onde a ultima etapa utiliza a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica. Uma

n-1

breve verificacdo mostra que ha igualdade se

1
a1=a2=z,
az;=-=a,=0
e
b, =b, = 1
R TC R B
1
b3=--=bn=(n_1).
Assim
n-1

n

blbz bn S ﬂ/(albl + azbz + cee + anbn).

8. (Olimpiada Balcanica) Sejamn > 1e ay,...,a, reais positivos com soma 1. Para cada

n
i,sejabj= D a;.Proveque
j=1, j=1
a, a, a, n
+ + ot >

Resolucéo
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Veja que b; =1+(1—aj) =2-aj, e entdo temos de provar que

aq n a, " n an > n
1+b, 1+b, 1+b, 2n-1

Afirmamos que a fungdo f :(~,2) >R dada por

X

f&x) =

2—x

, . X o .
é convexa. Para ver isso, basta escrever f(x) = e esbocar o gréafico de f, como abaixo.

Gréafico 3 — Esboco do grafico da funcéo f

A |
y fi

\
=< Y

Portanto, temos pela desigualdade de Jensen que

ORI DXIEORH

9. Sejam a, b, ¢ e d nimeros positivos com soma 4. Prove que

a N b N c 4 d - 8
b2+b c*+c d?+d a’+a (a+c)(b+d)

Resolucéo
Represente
1
x(x+1)
entdo f é uma funcdo convexa se x > 0. De acordo com a desigualdade de Jensen, temos

f(x) =

a b c d ab + bc +cd + ad
B +2fO+2f@+5f(@ 2 f ()

gue pode ser reescrita como

a 64
> .
Zb2+b_(ab+bc+cd+ad)2+4(ab+bc+cd+ad)

cyc
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Resta provar que

64 8
>
(ab+bc+cd+ad)?+4(ab+bc+cd+ad)  (a+c)(b+d)

<ab+bc+cd+ad <4

©(a—b+c—d)?=0.
Aigualdade valeparaa=b =c =d = 1.

10.  Demonstre a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica utilizando a funcéo

logaritmo natural e a desigualdade de Jensen.

Resolucéo

Sejam &y, ..., a, reais positivos. Existem reais Xq,..., X, tais que a;j = Inx; para todo j. Como
f(x) = Inx é uma funcio concava, vem que

fG) + -4 f(xn) Sf<x1+"-+xn>

n n
ou seja,
x1 + + Xn
0 < n (2 )

Como f é uma funcéo crescente, chegamos ao resultado
YMxg e x, < (

x1 + e + xn)
n .

11.  Demonstre a desigualdade de Holder: se p, g > 1 sdo nimeros reais de tal modo que
1 1
—+-=1
P q

€ ay,ay, ..., ay, by, ..., by, S0 nUmeros reais (complexos), entdo

n n % n
> lael 1y < (Zlakw) (ZIM") .
k=1 k=1 k=1

QR

Resolucéo
Podemos supor que |a,| >0, k =1,...,n. A funcdo f(x) = x? é estritamente convexa em

(0, 0), portanto, pela desigualdade de Jensen,
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n q n
(z /’ikxk) < Z /Ikx;z,
k=1 k=1

onde xy, ..., xp, A4, .., 4, >0€ A4 +--+ 4, = 1. Seja

n
A= lal.
k=1

Ao escolher
1
Ak = Zlaklp e Xy = Tk|ak||bk|
na igualdade acima encontra-se

1 1

n n 5 n a

> lael 1y < (Zlam) (ZI%I") .
k=1 k=1 k=1

Note que ocorrerd a igualdade se, e somente se, x; = x, = -+ = x,,. Isto é,
la,|P _ |la,|? _ |lan|?
|b1]9  |by]4 b, |7

12.  Demonstre a desigualdade de Minkowski: se p > 1 e a4, a,, ..., ay, by, by, ... ,by =0

n 5\
(a +b)p> S( ap>
(k o) <(Ya

=1

entdo

Resolucéo

Podemos supor a; > 0, k = 1, ...,n. A funcéo
p

1
) =(1427) ,xe )
¢ estritamente concavo desde
1-— 1

f'(x) = — P (1+)P~2-xp 2 < 0.

Pela desigualdade de Jensen
1
n P

1 + (Z ﬂkxk>
k=1

onde xy, ..., X, A4, ..., 4, >0€ 43 +--+ 4, = 1. Seja
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n
A=Zai.

k=1
Ao tomar

p
Ay

p
A, =—ex =b—k

para k = 1, ...,n na desigualdade acima, obtém-se

n % n % n %
Do) =(Ya) +(Y)
k=1 k=1 k=1
Note que a igualdade ocorre se, e somente se,
by by  ay

a, a a,

13. Demonstre a desigualdade de Young: se p e g sdo himeros reis positivos tais que

1 1
—+-=1,
p q
entdo, para todo par de nimeros reais a e b ndo negativos vale a desigualdade
al b4
ab < —+—.
p q
Valendo a igualdade se, e somente se,
a? = b1.

Resolucéo
A prova no caso ab = 0 é trivial, entdo consideramos a, b > 0.

Caso tenhamos a? = b4, usando que
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Agora, para 0 caso a? # b?, note que a funcdo f(x) = exp(x) € estritamente convexa, pois
f"(x) > 0, para todo x real. Entdo, para todo t no intervalo (0, 1) e todos 0s nimeros reais X,
ycomx#y,

fex+ (A -y) <tf(x)+ A —-)f (.

Apliquemos isso para

1
t=-—, 1-t=-, x =Ina? e y =In b1,
p q
Ina? Inb4 exp(In a? exp(In b? a? b1
ab=exp< + )S P )+ P( )=— —
q p q p q

Ou seja,
a? b1
ab < —+—.
p q


http://pt.wikipedia.org/wiki/Fun%C3%A7%C3%A3o_convexa
http://pt.wikipedia.org/wiki/Intervalo
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Capitulo 6
CONSIDERACOES FINAIS

As demonstracfes da desigualdade triangular e da desigualdade de Jensen que
foram apresentadas neste trabalho, ndo exigem um elevado grau de aprendizado matematico,
podendo ser uteis a alunos de nivel medio, turmas olimpicas ou néo.

Através de uma andlise do experimento empirico, podemos perceber a fragilidade
de seu resultado e, consequentemente, a importancia do rigor matematico nas demonstracoes.
Algumas destas demonstragdes sdo simples, mas nem por isso, menos interessantes.

Cabe aos professores, buscarem melhorar sua formagdo e, consequentemente,
melhorar suas aulas.

Estas desigualdades podem servir para facilitar a resolucdo de problemas ou até
serem imprescindiveis para tanto. Por isso a necessidade de serem apresentadas aos nossos
alunos. E mais, hd uma necessidade crescente de alunos que saibam utilizar sua criatividade
associada a seus conhecimento para encontrar a solucdo de problemas.

Acredito entdo, que este singelo trabalho pode auxiliar na melhora do ensino e

aprendizagem de professores e alunos.
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