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RESUMO

O presente trabalho, trata de uma proposta de como abordar trigonometria esférica
no ensino médio, relacionando — a com trigonometria e geometria de uma maneira
geral, ja ensinada na referida etapa da educacéo basica. Na introducao (capitulo 1), o
leitor podera se apropriar de algumas discussdes a respeito do que diz a BNCC,
documento que direciona as competéncias e habilidades que devem ser
desenvolvidas pelo aluno do ensino médio. Além disso, sobre o ponto de vista do
processo de ensino aprendizagem, inclui-se citacdes sobre aprendizagem significativa
e interdisciplinaridade, ndo ficando de fora, aspecto historicos que levaram ao
desenvolvimento da trigonometria esférica. No capitulo 2, é feita uma breve
apresentacao do modelo esférico e em particular, demonstracdes de teoremas sobre
trigonometria esférica. No capitulo 3, algumas aplicacGes, que podem ser discutidas
com os alunos, sdo propostas, com ilustracbes que podem ser facilmente
reproduzidas no google maps, e no 4 capitulo, temos uma breve reflexdo sobre os

assuntos abordados nos trés primeiros capitulos.

Palavras-chave: Trigonometria esférica. Ensino de matematica. Interdisciplinaridade.



ABSTRACT

The present work deals with a proposal on how to approach spherical trigonometry in
high school, relating it to trigonometry and geometry in a general way, already taught
in the referred stage of basic education. In the introduction (chapter 1), the reader will
be able to appropriate some discussions about what the BNCC says, a document that
directs the competences and skills that should be developed by the high school
student. In addition, from the point of view of the teaching-learning process, quotes
about significant learning and interdisciplinarity are included, not being left out,
historical aspects that led to the development of spherical trigopnometry. In chapter 2,
a brief presentation of the spherical model is made and, in particular, demonstrations
of theorems about spherical trigonometry. In chapter 3, some applications, which can
be discussed with students, are proposed, with illustrations that can be easily
reproduced on google maps, and in chapter 4, we have a brief reflection on the

subjects covered in the first three chapters.

Keywords: Spherical trigonometry. Mathematics teaching. Interdeidiplinarity.
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1 INTRODUCAO

Ainda no ensino médio, alunos do 2° ano desta etapa, estudam conceitos
como: circunferéncias maximas (quando no estudo da esfera), comprimentos e
medidas de arcos. Além disso, é proposto para estudo o significado e como calcular
0 seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cossecante de angulos. Um estudo
desses temas € abordado por Alves (2017).

Porém, mesmo com essa bagagem, a primeira impressao de alunos de um
curso de licenciatura em matematica sobre geometrias nao euclidianas nao foi tao
positiva segundo Bagio et al (2014). Este estudo foi realizado no Parana logo apos a
insercao de topicos de geometrias ndo euclidianas no curriculo das escolas de ensino
médio. Ainda citado por Bagio et al (2014) tem-se Santos (2009) e Caldatto (2011),
gue comentam sobre o despreparo dos professores da rede estadual de ensino para
ensinar tais contetdo.

Diante dos estudos feitos, € possivel ver que esse despreparo €
generalizado, uma vez que a discussdao sobre geometrias ndo euclidianas ndo é
proposta na Base Nacional Curricular Comum — BNCC, tdo pouco pela maioria das
diretrizes curriculares dos estados. No intuito de facilitar a compreensao de tais temas,
0 presente trabalho tem por objetivo mostrar uma possivel maneira de estabelecer
uma relacdo entre a trigonometria estudada no ensino médio e a trigonometria
esférica. Desse modo, as aplicacdes da geometria esférica ficardo mais claras para o
estudante.

Neste contexto, faz-se o uso da aprendizagem significativa, segundo
AUSUBEL et al (1980), ocorre quando o aluno consegue associar o desconhecido a
algo que o mesmo ja tenha conhecimento. Associacdo esta que facilita ndo sé a
compreensao do aluno, mas também o diadlogo do professor, neste reforca-se o quéo
necessario é se pensar nos saberes que o individuo precisa ter, de modo que auxilie
na construcdo de novos saberes para desenvolver novas habilidades.

Outra reflexdo interessante citada por Jesus et al (2004) é:

Porque estudar matematica?

— Aonde que eu vou usar isto? E uma pergunta que nio raras vezes
escutamos em sala de aula, e também néo raras vezes nos faltam exemplos
concretos que permitam convencé-los de que vale a pena aprender, mesmo
gue o material ndo seja de imediata utilidade e aplicabilidade (JESUS, 2004,

p.1).
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Dai, nota-se 0 quao importante € ter sempre em mente, ou até mesmo
qguando for organizar o material de ensino, um exercicio ou situacdo problema que
envolva aplicagdes cotidianas relacionadas ao assunto em estudo.

Ha mais de dois mil anos, o matematico grego Erastostenes utilizou varetas
e conhecimentos trigonométricos para descobrir medidas da Terra. Para mais
detalhes de como isso aconteceu o leitor pode consultar Vinagre (2002). Na figura 1,
é ilustrada a fracdo da Terra correspondente a distancia entre Alexandria e Siene, vale
a pena ressaltar que nessa época ja se sabia que a forma da Terra era de uma esfera.

Figura 1 - Representacéo da fracdo formada pelas cidades de Alexandria e
Siena

Fonte: VINAGRE (2017)

Segundo Pereira (2017), a trigonometria surge na antiguidade com as
experiéncias voltadas & astronomia, agrimensuras e navegacdes. E importante
ressaltar que, embora tenha levado muito tempo para se tornar uma area de estudo
da matematica e independente da astronomia, a trigopnometria surge de necessidades
do cotidiano. A partir dai, a busca por aplicagbes motivou o desenvolvimento da
geometria.

Em 1533, Johann Muller Regiomontanus publicou de forma organizada
uma Trigonometria Plana e Esférica emancipada da Astronomia, segundo PEREIRA
(2017, p.2). Porém, discussbes de geometrias ndo euclidianas realizados por ABREU

et al (2015), mostram que tais geometrias so tiveram o seu desenvolvimento depois
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de 1777 por Gauss que nado publicou nenhum trabalho sobre, Bolayi e Lobachevski
gue desenvolveram a geometria hiperbdlica e Riemann que desenvolveu a geometria
eliptica (esférica), a partir da negacdo do quinto postulado de Euclides. A saber, o
quinto postulado de Euclides diz que:

Se uma secante a duas outras formam angulos, de um mesmo lado dessa
secante, cuja soma € menor que dois angulos retos, entdo essas retas se
prolongadas suficientemente encontrar-se-do em um ponto desse mesmo
lado (ABREU et al, 2015, p.4).

E perceptivel na leitura do quinto postulado que para o plano 0 mesmo vai
ser sempre valido, mas como levar um aluno de ensino médio a compreender a forma
como esta escrito, pode ser algo ndo tdo simples. Dai, sugere-se trabalhar com a
versao do postulado que foi apresentado em 1795 por John Playfair, o conhecido
postulado das paralelas equivale ao quinto postulado de Euclides, e pode ser enuncia
da seguinte forma: Por um ponto P exterior a uma reta, passa uma Unica reta paralela
a reta dada (ABREU et al, 2015, p.4).

E possivel verificar que na superficie esférica o quinto postulado néo vale,
ou seja, dados dois circulos maximos sobre a superficie esférica, eles irdo sempre se
interceptar em dois pontos. Além disso, serdo abordadas algumas propriedades
voltadas para triangulos esféricos, que sdo os objetos de estudo principal deste
trabalho.

Segundo Lima (2001), citado por ZANELLA (2013, p.14), ndo ha
evidéncias, em cole¢cBes observadas pelo autor, que se estude na educacéo béasica
geometrias ndo euclidianas, acrescentando que isto ndo ocorre pelo fato de néo
figurar nas diretrizes curriculares do estado.

Temas como esses podem se encaixar em trés das competéncias gerais

da educacéo basica propostas pela BNCC:

“1. Valorizar e utilizar os conhecimentos historicamente construidos sobre o
mundo fisico, social, cultural e digital para entender e explicar a realidade,
continuar aprendendo e colaborar para a construcdo de uma sociedade justa,
democrética e inclusiva.

2. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem propria das
ciéncias, incluindo a investigacédo, a reflexdo, a analise critica, a imaginacao
e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipéteses, formular
e resolver problemas e criar solug@es (inclusive tecnoldgicas) com base nos
conhecimentos das diferentes areas.

4. Utilizar diferentes linguagens — verbal (oral ou visual-motora, como Libras,
e escrita), corporal, visual, sonora e digital —, bem como conhecimentos das
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linguagens artistica, matematica e cientifica, para se expressar e partilhar
informacg@es, experiéncias, ideias e sentimentos em diferentes contextos e
produzir sentidos que levem ao entendimento mutuo.” (BRASIL, 2017, p. 9)

Como se sabe, a BNCC néo € um documento que limita o curriculo escolar
a determinados assuntos, ela apenas determina parte dos assuntos que devem
integrar o curriculo de cada escola, como mostra o texto de apresentacao citado por
Pinto (2017, p.1050):

A BNCC ¢é constituida pelos conhecimentos fundamentais aos quais
todo/toda estudante brasileiro deve ter acesso para que seus direitos a
Aprendizagem e ao Desenvolvimento sejam assegurados. Esses
conhecimentos devem constituir a base comum do curriculo de todas as
escolas brasileiras, embora ndo sejam, eles préprios, a totalidade do
curriculo, mas parte dele. Deve-se acrescer a parte comum, a diversificada,
a ser construida em dialogo com a primeira e com a realidade de cada
sistema educacional sobre as experiéncias e conhecimentos que devem ser
oferecidos aos estudantes e as estudantes ao longo de seu processo de
escolarizacdo (BRASIL, 2015, p. 13).

Assim, neste trabalho, seguiremos as competéncias propostas pela BNCC
a serem desenvolvidas nos alunos do ensino médio. Neste sentido, no capitulo 2,
apresentaremos o0 modelo esférico, propriedades e relagdes métricas dos triangulos
esféricos. No capitulo 3, serdo expostas aplicacdes que podem ser abordadas nesta

etapa do ensino e, por fim, no capitulo 4, discussfes acerca do modelo apresentado.
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2 TRIGONOMETRIA NA ESFERA

Iniciaremos com algumas definicbes basicas de geometria esférica. Em

seguida demonstraremos alguns resultados essenciais para o restante do trabalho.

Definicdo 1: Ponto é aquilo que nao tem “partes”. Em geometria euclidiana o que
caracteriza um ponto € sua posicdo no espaco. Quando estudamos geometria
analitica, 0 mesmo ja passa a ser identificado por coordenadas cartesianas. Aqui, um
ponto continua com o mesmo significado, porém, usaremos uma abordagem via

coordenadas geograficas: latitude e longitude.

Definicdo 2: Dados um ponto O no espaco e um numero real positivo r, chama-se
superficie esférica, o conjunto dos pontos cuja distancia ao ponto O é igual r. Por
outro lado, aqueles em que a distancia a O € menor que r, sdo ditos pontos interiores.
E a unido desses pontos interiores com a superficie esférica € chamada esfera. Por
exemplo, ha algumas melancias que, tem a forma muito préxima de uma esfera,
assim, a superficie é a parte verde, e a esfera é a unido da casca (parte verde) com o

seu interior (parte vermelha), ver na figura 2.

Figura 2 - Melancia

Fonte: CCM Saudel.

Definicdo 3: O segmento de comprimento r que une o centro O da esfera a um ponto
qualquer da superficie, é dito raio da esfera. O segmento de reta que une dois pontos
quaisquer da superficie esférica € chamado de corda, e a corda que passa pelo centro
da esfera é chamada de diametro da esfera. Dai, dados os pontos P, Q e T sobre a
superficie da esfera de raio r e centro O, temos que os segmentos OQ, OT e OP

representam o raio, e QT é uma corda, que por passar pelo centro da esfera, é

1 Disponivel em: https://saude.ccm.net/fag/14660-beneficios-da-melancia. Acessado em: 14/04/2020.



16

chamada também de diametro. As extremidades do didmetro de uma esfera, sdo ditos

pontos antipodas, por exemplo, Q e T sdo pontos antipodas na figura 3.

Figura 3 - Esfera e elementos

Fonte: Alves (2009)

Definicdo 4: Circunferéncia maxima é uma circunferéncia obtida da interse¢éo de
uma superficie esférica com um plano passando pelo centro da esfera. Para verificar
a existéncia da circunferéncia maxima, sera demonstrado a seguir um teorema
discutido em ALVES (2009), ABREU (2015) e SOUZA (2019). Observando ainda a
figura 3 é possivel notar que a circunferéncia de raio OP, divide a esfera em duas

partes congruentes, chamadas de hemisférios.

Teorema 1. A intersecdo da superficie esférica com um plano que passa pelo seu

centro, € uma circunferéncia de mesmo centro € mesmo raio.
Demonstracéo:

Dada a superficie esférica S e o plano 8, conforme a figura 4, temos que a regido de
intersecdo sdo os pontos do plano a uma distancia r do centro O, por serem pontos
também da superficie esférica. O que € exatamente a definicdo de uma circunferéncia.

Além disso, a intersecao € uma figura plana.

Figura 4 - Representacao da intersecdo da superficie esférica S com o plano 8
passando pelo seu centro
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Fonte: elaborada pelo autor

Definicdo 5: Em uma esfera de eixo e (qualquer reta passando pelo centro da esfera),

conforme a figura 5, temos alguns elementos importantes, sendo eles:
e Polos: pontos obtidos pela interseccdo da superficie esférica com o eixo e.
Sendo estes relativos a uma secdo da esfera, quando sdo extremidade do
didametro perpendicular ao plano da sec¢éo dada,;

e Meridiano: € a sec¢do, cujo plano passa pelo eixo;
e Paralelo: é uma secao perpendicular ao eixo e (paralelo ao equador);
Equador: é a secdo (circunferéncia) perpendicular ao eixo, pelo centro da

superficie.
Figura 5 - Elemento do globo terrestre

Meridiano

Fonte: ALVES (2009)
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Definicdo 6: Chama-se fuso esférico, a parte da superficie esférica que é obtida
através do giro de uma semicircunferéncia de um angulo entre 0° e 180° conforme
figura 6. Além disso, temos que o fuso completo, € a unido de um fuso com todos os
seus pontos antipodas. A area de um fuso esférico é dada por A = 2ar?. De fato,
quando a = 211, temos A = 412, Assim,

2n _ 4mr? Amar?

- = = = 2
p ) - A o 2ar-.

Figura 6 - Fuso esférico

Fuso esférico

Fonte: Elaborada pelo Autor

Proposicdo 1. Dados dois pontos A e B sobre a superficie esférica, entdo uma, e

somente uma das condic8es é valida:

1. Existe um unico circulo maximo contendo os pontos A e B;
2. Existem infinitos circulos maximos passando por A e B. Neste caso, A e B sé@o

pontos antipodas.
Demonstracdo: Seja $? a superficie esférica, consideremos dois casos:
CASO 1: A e B ndo sao pontos antipodas.

(Existéncia) Considere o centro O da esfera, como A e B ndo séo antipodas, entéo O,
A e B sd@o nao colineares. Portanto, existe um unico plano m que passa pela origem e
pelos pontos A e B. O circulo médximo C gerado pela intersecdo do plano m e a

superficie esférica é tal que A,B € C.

(Unicidade) Se €’ for outro circulo maximo que contém A e B, entao da definicdo de
circulo méaximo, existe um plano =’ tal que ¢’ =n'nS$? e O, A e B € '. Mas, trés
pontos nao colineares, determinam um Unico plano, portanto = = n’. Logo, €' =7’ N

$? = n $? = C¢. Portando, o circulo maximo que passa por A e B € Unico.
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CASO 2: A e B séo antipodas.

Considere a reta AB, note que O € AB, por outro lado, existem infinitos planos
contendo a reta AB. De fato, basta considerar um ponto C € $2, C # A, B, dai existira
um plano contendo AB e o ponto C. Por outro lado, para cada um dos planos gerados,
existe um circulo maximo associado, tais circulos sempre contém A e B, logo, existem

infinitos circulos maximos passando por A e B.

Definicdo 7: O menor caminho entre dois pontos sobre a superficie de uma esfera é
0 menor arco de circunferéncia maxima definido pelos dois pontos dados e € chamado

de geodésica.

Definicdo 8: Chama-se Triangulo esférico, a regido da superficie esférica delimitada

por trés arcos de circunferéncia, como ilustrado na figura 7 em cinza.

Figura 7 - Triangulo esférico

Fonte: Elaborada pelo autor

Definicdo 9: Ainda na figura 7, identificados por A, B e C tem-se 0s angulos do
triangulo esférico representado. Um angulo sobre uma superficie esférica, € a medida
da “abertura” entre dois arcos de circunferéncia maxima, que é obtida através da
medida do angulo plano entre as duas retas tangentes aos dois arcos dados. Por

exemplo o angulo, na figura 8.
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Figura 8 - Triangulo esférico ABC e as semirretas Ab e Ac tangentes
respectivamente a aos lados AB e AC

V

Fonte: TODHUNTER (2006)

Conforme a Figura 8, para se obter a medida do angulo A, por exemplo,
basta calcular a medida do angulo entre os planos que contém os arcos de
comprimento b e ¢, ou das retas planas tangentes as duas circunferéncias. Outra
observacéo a ser feita, € que a medida dos lados de um tridangulo esférico, é a medida
do arco de circunferéncia determinado pelos seus dois veértices. Na sequéncia, temos

alguns teoremas referentes a triangulos esféricos.

Teorema de Girard: A area de um triangulo esférico é igual a (a + g + y — m)r?, onde
a, B ey sdo amplitudes, em radianos, dos angulos internos do triangulo e r o raio da

esfera.

Demonstracdo: Seja ABC o triangulo esférico de lados a, b e ¢ e angulos «a,B e y.

Prolongando os lados conforme a figura 9, obtemos trés fusos completos. Assim,

e F1é o fuso completo determinado por AB e AC, com area igual a 4ar?.
e F2é o fuso completo determinado por AB e BC, com area igual a 48r?.

e F3é o fuso completo determinado por AC e BC, com area igual a 4yr?.

Por outro lado, F; UF, UF; = S?(r), onde S?(r) é a esfera de raio r. Portanto,
denotando por |F;| a medida da area do fuso F;, temos pelo principio da inclusdo e

exclusao que
|F; UF, U B3| = |Fi| + |F3| + |F3| = [Fy nFy| = |Fy nF3| = |F, nF3| + |Fy N F, N F;| *)

Denotando por A a area do triangulo ABC, da figura 9, temos que
|IF,NF,NF;| = |FinFj| =2A,i,j €{1,2,3}ei # j. Logo, de (*), temos
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Ar? = 4ar? + 4Br* + 4yr? — 2A — 2A — 2A + 2A
4tr? = 4r?(a + B + 4y) — 4A

Finalmente,

A
a+,8+y=n+r—2.

Figura 9 - Tridngulo esférico

Fonte: Elaborag&o do autor

Teorema 2: A soma dos angulos internos de um tridngulo esférico, € maior que 1T e

menor que 3TT.
Demonstracéo:

Seja ABC o triangulo esférico de lados a,b e ¢ e angulos a,p8 e y.
Prolongando os lados conforme a figura 9, obtemos 3 fusos completos. Note que a
area do fuso completo determinado por AB e BC é 4p7?; a area do fuso completo
determinado por AC e AB é 4ar? e a area do fuso completo determinado por CA e CB

é 4yr2. Dai, temos que
A
4ar? + 4Br? + 4yr? = 4mr? + 4A —>a+ﬁ+y=n+r_2 (D

Esta ultima mostra que a soma é maior que m, resta agora mostrar que € a
mesma é menor que 3r. De fato, o angulo de cada fuso € menor ou igual a , assim

a+ B +y <3rn. Destaforma, m < a+ f +y < 3n. Como queriamos demonstrar.
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Como notamos no teorema 2, alguns resultados da geometria euclidiana
nao sao validos na geometria esférica, por exemplo, a soma dos angulos internos
varia de triangulo para tridangulo. Outra observacdo a ser exposta € que ndo existe
semelhanca de triangulos na geometria esférica, apenas congruéncia, este fato pode
ser consultado em TODHUNTER (2006).

Outra observacao extraida da demonstracéo, € o fato do raio terrestre ser
muito grande, aproximadamente 6400 km, e quando elevado ao quadrado obtém-se
40960000 km?, é possivel ver na equacéo (1) que, qguando observamos triangulos com
areas menores que o quadrado do raio, a soma dos angulos internos sera muito
préxima de 180°. O gque mostra, que em alguns casos, as coisas podem parecer
planas.

Por exemplo, o territério Brasileiro?, tem uma area de aproximadamente
8.516.000 km2. Cobrindo esta regido por um triangulo esférico com area aproximada
a dada, verificamos, que ainda, ndo € possivel ver a geometria esférica em uma so
regido. Para isto, as aplicacbes exploradas, serdo feitas, estudando pontos

intercontinentais.

2.1 Lei dos cossenos para triangulos esféricos

Assim como na geometria euclidiana, podemos tratar de relacdes métricas
nos triangulos, abaixo temos a chamada Lei dos Cossenos para triangulos
esféricos sobre uma superficie esférica de raio 1, sendo apresentado depois, como
aplicar o resultado para uma esfera de raio R. Dai, considerando sobre a superficie
de uma esfera de raio 1, o tridangulo esférico ABC de lados a,b e c e angulos A, B e C,

valem as igualdades:

cosa =cosb.cosc + senc.senb.cos A (2)
cosb = cosa.cosc + senc.sena.cos B 3)
cosc = cosb.cosa + sena.sen b.cosC 4)

Demonstracéo:

2Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/brasil/area-brasil.htm. Acessado em:15/06/2020.


https://brasilescola.uol.com.br/brasil/area-brasil.htm
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Considere os pontos A, B, C sobre a superficie da esfera de uma esfera de
centro O e Raio 04 = 1, como na figura 10, trace semirretas OB, OC, e OA. Além disso,
trace os segmentos AE e AD, tangentes respectivamente aos arcos 4B e AC no ponto
A.

Figura 10 - Triangulo esférico (demonstracdo da lei dos cossenos para
triangulos esféricos)

Fonte: elaborada pelo autor

Como AE e AD séo tangentes a esfera, os triangulos AOE e AOD séo

retdngulos em A. Assim, a partir do triangulo AOE,

cosc = % - EO = Ci:)c ()
cosb = % - DO = Cﬁfb (6)
cotgc = % - AE = c:th (7)
cotgbh = g—g - AD = Cigb (8)

Além disso, tem-se do triangulo DOE que
ED? = EO? + D0O? — 2.E0.DO.cosa (9)
Substituindo (5) e (6) em (9), obtém-se

A0 %2 A0 ? A0 A0

ED? = ) )
cosc cosb cosc cosb

.cosa —
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(ED)2 1 N 1 2cosa 10
AO) ~ cos?c  cos2b cosh.cosc (10)
Por outro lado, do triangulo ADE,
ED? = AE? + AD? — 2AE.AD.cos A 11
Que mais uma vez, das (7) e (8) em (11), segue-se que
, Ao * A0 ? A0 A0
ED* = + -2 . .COSA —
cotgc cotg b cotg c cotg b
(ED)2 __ 1 1 2cos A .
AOJ) ~ cotg?c cotg?h cotgh.cotgc (12)
De (10) e (11), tem-se que
1 1 2cosa 1 1 2cosA 1
+ — = + - -
cos?c cos?b cosb.cosc cotg?c cotg?b cotgh.cotgc cos?c
1 2cosa sen® ¢ N sen’b 2senc.senb.cos A 1 sen®c
— = — - —
cos’?b cosb.cosc cos?c cos?b cosbh.cosc cos?c cos?c
1 sen’b 2cosa 2sen c.sen b.cos A 1—sen?c N 1
—_ —_ e RSN —_
cos?b cos?b cosb.cosc cosb.cosc cos?c cos?b
sen?b 2cosa 2sen c.sen b.cos A 2cosa
- = — »1+1—-——+
cos?b cosb.cosc cosb.cosc coshb.cosc
2sen c.sen b.cos A 2cosa 2sen c.sen b.cos A
= — -2 — = — — 2 cosb.
cosb.cosc cosb.cosc cosb.cosc
cosc—2cosa = —2senc.senb.cos A

Logo, cosa = cosb.cosc + senc.sen b.cosA , 0 que prova (2). De modo

analogo, pode-se demonstrar (3) e (4).

Observacdo 1 (Lei dos cossenos sobre esferas de raio R): Se ABC € um triangulo
esférico de lados a, b e ¢ sobre uma esfera de raio R, entdo a Lei dos Cossenos

assume a seguinte forma:
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cosd =cosbh.cosé¢ + sen é.sen b.cos A
cosb =cosda.cos¢ + sen é.sen d.cosB

cos¢ =cosb.cosd + send.sen b.cosC

~ C
ondeda=—,b=—et=—=

| »
~| o

De fato, dado um arco de comprimento a, e medida @, temos a relagcdo a =
aR. Como demonstramos o caso quando a medida do arco é igual ao comprimento,
para o caso geral, basta ver que, a medida de cada arco, pode ser obtida, dividindo

seu comprimento pelo raio.

2.2 Lei dos senos para triangulos esféricos

Dado o tridngulo esférico ABC de lados a,b e c e angulos A, B e C da figura

10, valem as igualdades:

sena senb senc

(13)

senA senB senC
Demonstracéao:

Da lei dos cossenos para triangulos esféricos demostrado na sec¢éo 2.1,

temos que
cosa —cosb.cosc 5
cosa =cosb.cosc+ senc.senb.cosA - cosA = - sen‘A
senc.senb
2 2
5 cosa — cosb.cosc 5 cos“a
=1—cos“4=1- ﬁsenAzl—ﬁ—
senc.senb sen?c.sen?b
2cosa.cosh.cosc+ cos?b.cos®c " sen? c.sen® b — cos? a
— sen‘A =
2 2 2 2
sen4c.sen*b sen4c.sen*b
2cosa.cosh.cosc —cos?h.cos?c @(b,c) —cos?a
2
— sen‘A =

sen?c.sen?b sen? c.senb



2cosa.cosh.cosc —cos?b.cos®c

sen? c.sen2 b ,onde @(b,c) = (1 —cos?c).(1— cos?b),dai

1 —cos?c—cos?b —cos?a+2cosa.cosh.cosc

2
sen<A = 14
sen? c.sen? b (14)
Da mesma forma, tem-se
cosb —cosa.cosc 5
cosb =cosa.cosc+ senc.sena.cosB — cosB = — sen“B
sen c.sena
2
5 cosb — cosa.cosc 5 sen? c.sen? a — cos® b
=1—-cos*B=1-— — sen“B = > 5
senc.sena sen? c.sen? a
2cosb.cosa.cosc — cos®a.cos®c " &(a,c) — cos?b
> > - sen“B = > >
sen? c.sen’ a sen? c.sen’ a

2cosb.cosa.cosc — cos®a.cos®c

sen? c.sen? a yonde &(a,c) = (1 — cos?c). (1 — cos? a) daj,

1 —cos?a—cos®c —cos?hb + 2cosb.cosa.cosc

2B = 15
sen sen? c.sen? a (15)

De modo analogo, tem-se também que

cosc —cosb.cosa .
cosc =cosb.cosa+ sena.sen b.cosC —» cosC = - sen“C

sena.senb

5 cos ¢ — cos b .cos a\> X sen? a.sen? b — cos? ¢
=1—-cos*C=1- — sen“C =
sena.senb sen? a.sen? b
2cosb.cosa.cosc — cos?b.cos?a " v(a,b) — cos?c
5 5 — sen“C = 5 >
sen4 a.sen“* b sen4 a.sen*b

2cosb.cosa.cosc —cos®b.cos?a

,onde y(a, b) = (1 — cos? a). (1 — cos? b), dai
sen? a.sen?b

1 —cos?a — cos?b — cos?c + 2cosb.cosa.cosc

2Cc = 16
sen sen? a.sen? b (16)

Analisando a razao entre (14) e (15), segue-se que
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, 1—cos?c —cos?b —cos?a+ 2cosa.cosh.cosc
sen“A sen? c.sen? b

sen?B 1 —cos?2a — cos2c —cos?2b + 2cosb.cosa.cosc
sen? c.sen? a
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Sendo f(a,b,c) = 1 —cos?c —cos?b —cos?a + 2cosa.cosh.cosc,

obtém-se

sen?A f(a,b,c) sen’c.sen*a sen?A sen’a senA sena

= . - = - =
sen?B  sen?c.sen’b’  f(a,b,c) sen’B sen’b senB senb

sena senb

senA senB

Por fim, calculando a razéo entre (15) e (16), tem-se

, 1 —cos?a — cos?c — cos?b + 2cosb.cosa.cosc
sen"B sen? c.sen?a

sen?C 1—cos2a—cos2b —cos2c + 2cosbh.cosa.cosc
sen? a.sen? b

sen’B f(a,b,c) sen*a.sen’b sen’B sen’b senB senb

= . - = - =
sen’C sen?c.sen’a  f(a,b,c) sen’C sen’c senC senc

senb senc

senB  senC
Logo, de (17) e (18), segue-se que

sena senb senc

senA senB senC

(17)

-

(18)

Observacdo 2 (Lei dos Senos sobre esferas de raio R): Se ABC € um triangulo

esférico de lados a, b e ¢ sobre uma esfera de raio R, entdo a Lei dos Senos assume

a seguinte forma:

send senb sen¢

senA senB senC

onded =—,b =

|
~| o
| a
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2.3 Teorema de Pitagoras para triangulos esféricos

O teorema a seguir € um resultado valido para triangulos esféricos que
possuem um angulo reto. Uma outra demonstracdo deste resultado pode ser
consultada em JOHNSON (2017), no artigo em que trata de trigopnometria esférica,

em patrticular, as relacbes métricas que podem ser encontradas no triangulo retangulo.
Teorema 3: Dado um triangulo com catetos «a e 8, e hipotenusa y, temos a relacao

cosy = cosa.cosf (19)
Demonstracéo:

Observando o triangulo da figura 11, notamos que A = % Substituindo na equagéo (2),

obtemos
I
cosy =cosa.cosfS +sena.sen f.cos=— cosy =cosa.cosf + sena.sen 3.0

2

Dai, temos que cosy = cos a.cos 8. O que prova o resultado.

Figura 11 - Triangulo esférico retangulo

§

Fonte: Elaborada pelo autor
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3 APLICACOES

Nesta secdo, serdo expostas aplicacdes com base em OLIVEIRA FILHO
(2004), ALVES (2009), CARVALHO (2009) e MILIES (2009). Elas abordam situacdes
gue podem ser tratadas de forma interdisciplinar com as disciplinas de geografia (com
um estudo sobre o globo terrestre e coordenadas geogréficas) e fisica (abordando
como a trigonometria esféricas se aplica a astronomia e coordenadas astronémicas).
Nesta parte, implementaremos o uso das tecnologias da informacdo em situacdes
semelhantes aos citados nas referéncias, no intuito, de sugerir atividades mais

atrativas e dinamicas.

3.1 Coordenadas Geograficas

Apresentaremos uma aplicacdo matematica muito interessante, que pode
ser facilmente trabalhada com alunos do ensino médio, uma vez que 0S mesmos
estudam na disciplina de geografia, as ideias de latitude e longitude. No capitulo 2,
apresentamos os elementos da esfera, sendo eles: Polo, Meridianos, Equador e
Paralelos. Com bases nestes elementos, atribuiremos a cada ponto sobre a superficie
esférica um par ordenado (¢, 1), onde ¢ € latitude, e 1 € a longitude. Temos ainda que,
para cada ponto sobre a superficie esférica, podemos associar um Unico paralelo e
um unico meridiano (uma vez fixado os polos norte e sul, e o equador perpendicular
ao eixo que passa por estes pontos).

Na figura 12, temos uma ilustracdo do sistema de coordenadas
geogréaficas. Neste sistema de coordenadas, o centro é a intersec¢do do meridiano
de Greenwich com o equador e em cada par ordenado (¢, 1), a latitude ¢ varia na
direcdo Norte (N) e Sul(S), sendo N a direcdo positiva e S a direcdo negativa em
relacdo ao equador. Ja a longitude A, varia na Leste (L) e Oeste (O), Sendo L a dire¢éao
positiva e O a direcdo negativa em relacdo ao meridiano de Greenwich. Os valores
atribuidos a ¢ e 1 sdo dados em graus (°), subdivididos em minutos ('), subdivididos
em segundos ("). Por exemplo, o par ordenado (—20°, 10°) significa 20° S e 10°L.

Uma observacgao com relacdo aos valores que ¢ e 1 assumem € o0 seguinte
fato: Como a Terra d4 uma volta completa em torno do seu eixo em aproximadamente

24h, temos que a cada hora, a terra gira 15° (lembrando que uma volta completa séo
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360°). Por isso, usamos 1h = 15° e quando duas cidades possuem diferenca de
longitudes igual a 15°, os relégios das mesmas devem marcar uma hora de diferenca.
No mais, a relagdo 1h = 60’ e 1’ = 60”, € importante também, para que se faca

possiveis convencdes de uma unidade de medida para outra, quando necessario.

Figura 12 - Sistema de Coordenadas Geograficas

Fonte: GALENO? (2017)

Teorema 4 (Distancia entre duas coordenadas geogréficas): Sejam A e B pontos
sobre o globo terrestre com coordenadas iguais a (¢4, 44) € (g, 15), respectivamente,
entao

320w
9

d(A,B) = (

Demonstracéo:

) arccos [sen @4.sen @ + cos @4 .cos @g.cos(1, — Ap)]

Figura 13 - Tridngulo esférico que auxilia na resolu¢cédo do problema

Fonte: Elaborada pelo autor

Seja ABN, um triangulo esférico, em que N represente o polo norte,

conforme figura 13. Consideremos ainda, os lados com comprimentos a, b e c. Dai,

3 Disponivel em: https://youtu.be/0jrQglfAVmw. Acessado em 10/09/2020.


https://youtu.be/0jrQq1fAVmw
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teremos os lados com arcos de medidas: b = 90° — ¢,, é =90°— @z e 0 angulo

interno ANB = 1, — A5. Aplicando estas informacdes na lei dos cossenos para

triAngulos esféricos, teremos

cosd = cos(90° — ¢,).cos(90 — @p) + sen (90° — @,4).sen (90 — @g).cos A
Em que A = 4, — 13, e dai, segue que
a = arccos[sen @4.sen @g + cos @, .cos @g.cos(1, — Ag)].
Logo, teremos que

Tr.a T rarccos[sen @,.sen g + cos @4 .cos g .cos(Ay — Ag)]
180° 180°

d(A,B) =

Como r é préximo de 6400 km, teremos, que

6400T arccos[sen @ .sen Qg + cos @4.cos Qg .cos(Ay — )]

d(AB) = 180°

320m arccos[sen @ .sen g + cos @4 .cos g .cos(Ay — Ag)]

d(A,B) = 5

Assim, provamos o teorema.

Com este resultado que acabamos de demonstrar, podemos calcular
distancias entre dois pontos quaisquer sobre a esfera terrestre, conhecendo apenas
suas coordenadas geogréficas. Em alguns casos, o uso do teorema 4 nao é o mais
indicado. Por exemplo, quando os dois pontos estiverem sobre o0 mesmo paralelo ou
sobre o mesmo meridiano, a formula para comprimento de arcos, pode ser facilmente
aplicada. Agora, guando os pontos nao estiverem sobre o mesmo paralelo ou sobre o

mesmo meridiano, a formula dada, nos poupa de uma série de contas.

Para analisarmos uma situacao concreta, observaremos que atraves da
geodésica tracada sobre o globo terrestre no Google Maps? o discente tera a

oportunidade de verificar na pratica que a menor distancia entre dois pontos sobre a

4 Disponivel em: https://www.google.com.br/maps/@-4.5586842,-34.3270153,3z. Acessado
em:23/04/2020.


https://www.google.com.br/maps/@-4.5586842,-34.3270153,3z
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superficie de uma esfera € o comprimento de um arco. Para reforcar e justificar tal

afirmacéo, verificaremos a rota de um aviéo disponivel na pagina Emirates 225°.

Dados dois pontos A e B sobre a superficie esférica de raio r e centro O, a
fim de calcular a distancia entre os mesmos, basta conhecer a medida do angulo £AOB
e o raio r da esfera. Uma formula para obter tal distancia, pode ser facilmente
encontrada, usando regra de trés simples, quando os pontos estdo sobre 0 mesmo
meridiano, do contrario, convém usar o Teorema 4. Com efeito, sendo 2£AOB = q,
teremos,

360° 2mr d(A,B) 2nra d(A,B) nra
= - = o =
a d(A,B) ’ 360° ’ 180°

(20)

Uma aplicacao pratica da equacao (20) € quando temos pontos sobre o
mesmo meridiano. Por exemplo, as coordenadas geograficas de Breeder River DC,
Africa do Sul é (-33°, 20°) e as do Golfo de Botnia (61°,20°). Assim, a medida do arco
corresponde a distancia entre os dois locais citados é a = 61° — (—33°) = 94°. E,

portanto, a distancia € de aproximadamente

mra _ 3,14.6400.94°  1889024°
180° 180° ©180°

d(4,B) = ~ 10494,6 km

O resultado pode também ser verificado no Maps. Vale ressaltar que, para
encontrar duas cidades sobre 0 mesmo meridiano no Maps, € mais complicado, pois
nao aparece no globo as linhas demarcando latitude e longitude. Desta forma,
convém, observando o mapa, estimar latitudes, e fixar uma longitude, sendo possivel,

usar coordenadas inteiras. Veja figura 14 a seguir.

5> Disponivel em: https://pt.flightaware.com/live/flight/ UAE225. Acessado em:23/04/2020.


https://pt.flightaware.com/live/flight/UAE225
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Figura 14 - Distancia entre Breeder River DC e Golfo de Botnia
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Medir distancia

| C
Disténcia total: 10.410,22 km (6.468,61 mi)

Fonte: Elaborada pelo autor

Quando quisermos calcular distancias entre regidbes sobre o mesmo
paralelo (diferente do equador), € necessario a aplicacdo de relacbes métricas em
triangulos planos. Por exemplo, as cidades de Cuenca na Espanha e Dasoguz no
Turcomenistdo tem coordenadas, respectivamente, A(40°,- 2°) e B(40°,61°). Na figura
15, é proposta a ilustracdo na esfera. Nesta, verificaremos que o comprimento do arco
AO’B, de medida 63°, ndo é a menor distancia entre os dois pontos dados. Com efeito,
vejamos que o triangulo AO’O é retangulo em O’, e que o angulo A é 40°, uma vez

que a latitude é 40° e AO’// OP. Dai, segue que

r = R.cos 40° = 6400.Cos 40° = 4902,68 km

E, portanto, a trajetéria AB em questao, &

nra  3,14.4902,68.63°

180° — 180° ~ 5388,04 km

d(4,B) =
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Figura 15 - llustracdo geométrica do problema

Fonte: Elaborada pelo autor

Quando observado no mapa®, essa distancia é de aproximadamente
5137,66 km, segue a imagem na figura 16. Esse “erro”, se da devido ao comprimento
da trajetoria dada ndo estar sobre uma circunferéncia maxima.

Figura 16 - llustracdo da trajetoria AB entre as cidades de Cuenca na Espanha
e Dasoguz no Turcomenistao

Medir distancia
Clique no mapa para adicionar ao seu caminho

Distancia total: 5.137,66 km (3.192,39 mi)
L ———— i

| Dados do mapa ©2020 Google, INEGI

Fonte: Elaborada pelo autor

6 Disponivel em: https://www.google.com/maps/dir/Da%C5%9Foguz,+Turcomenist%C3%A30/40,-
2/@39.5647979,10.880281,4z/data=!3m1!4b1!14m9!4m8!1m5!1m1!1s0x41de6896264d2475:0x8314c6
ef35¢7a218!12m2!1d59.9651904!2d41.8368737!1m0!3e4. Acessado em: 15/06/2020.


https://www.google.com/maps/dir/Da%C5%9Foguz,+Turcomenist%C3%A3o/40,-2/@39.5647979,10.880281,4z/data=!3m1!4b1!4m9!4m8!1m5!1m1!1s0x41de6896264d2475:0x8314c6ef35c7a218!2m2!1d59.9651904!2d41.8368737!1m0!3e4
https://www.google.com/maps/dir/Da%C5%9Foguz,+Turcomenist%C3%A3o/40,-2/@39.5647979,10.880281,4z/data=!3m1!4b1!4m9!4m8!1m5!1m1!1s0x41de6896264d2475:0x8314c6ef35c7a218!2m2!1d59.9651904!2d41.8368737!1m0!3e4
https://www.google.com/maps/dir/Da%C5%9Foguz,+Turcomenist%C3%A3o/40,-2/@39.5647979,10.880281,4z/data=!3m1!4b1!4m9!4m8!1m5!1m1!1s0x41de6896264d2475:0x8314c6ef35c7a218!2m2!1d59.9651904!2d41.8368737!1m0!3e4
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Para pontos que nédo estdo sobre 0 mesmo meridiano podemos citar, por
exemplo, como calcular a distancia entre Dubai e S&o Francisco. As coordenadas
geograficas da cidade de Dubai (cidade localizada no Emirados Arabes Unidos — EAU)
séo (25° 16" 11", 55° 18’ 34"). J& as coordenadas de S&o Francisco, cidade da
California no Estados Unidos, sao (37° 43' 38", - 123° 1' 55"). Com as coordenadas
dadas, podemos calcular a distancia entre as duas cidades usando o teorema 4. A

rota pode ser facilmente verificada no Emirates 225, como na figura 17.

Figura 17 - Rota de aviao no Emirates 225

INFORMAGOES DA AERONAVE

Tipode  Airbus A380-800 (quadrimotor a jato) (A388) Fotos
Aeronave

Registro Faca upgrade da conta para ver o
niimero de série

INFORMACOES DA COMPANHIA AEREA
LinhaAérea  Emirates "Emirates” todos os voos
DADOS DO VOO &
Velocidade  Preenchido: 833 km/h graph
Altitude  Preenchido: 11.880 m graph
Distancia Real: 13.318 km (Planejado: 13.049
km/Distancia em linha reta: 13.034
km)

Rota EGRET039025 KS12E KS72E RBL  decedificar
MRRLO BDEGA3

FOTOS AIRBUS A380-800 (QUADRIMOTOR A JATO) EM
DESTAQUE

Voo Anterior Velocidade () 100x Repetigio (@) Desativado

Fonte: Elaborada pelo autor

Com a observacédo dessa rota, é possivel notar que a trajetéria descrita
pelo avido, se assemelha a um arco de circunferéncia. Porém, para uma visualizacao
melhor, e verificacdo dos calculos, sugere-se 0 Google Maps, uma vez que pode ser

observado o trajeto no mapa ou até mesmo no globo terrestre conforme na figura 18.



Figura 18 -Trajetéria no mapa da distancia entre Dubai e Sado Francisco
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E possivel notar nesta imagem a distancia entre as duas cidades, além de

perceber que a distancia entre as duas cidades nédo € medida por uma reta, mais sim,

por uma curva. O que mostra, que, conhecendo a medida do raio da terra, e a medida

do arco compreendido entre as duas cidades, é possivel encontrar o comprimento do

arco, que corresponde a distancia entre as cidades, descrita na figura 19.

Figura 19 - Trajetéria entre Dubai e Sdo Francisco no Globo terrestre
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Fonte: Elaborada pelo autor
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Usaremos o teorema 4 para descobrir a distancia entre as duas cidades.
Com efeito, temos que as coordenadas geograficas de Dubai em graus é
A(25,2697°,55,3094°) e as coordenadas geograficas de Sdo Francisco, em graus, é
B(37,7272° —123,0319°). Dai, ¢, = 25,2697°% @z = 37,7272°, A, = 55,3094° e Az =

—123,0319°. Aplicando teorema 4, obteremos:

320marccos(—0,4537)  320.3,14.116,98

d(A,B) = 5 3

= 13060,17 km

pois,
[sen 25,2697°.sen 37,7272° + cos 25,2697°.cos 37,7272°.co0s(178,3413°)]
= —0,4537.

Portanto, a distancia entre as duas cidades é de aproximadamente
13060,17 km. Observando no Maps, € possivel ver que o resultado € bem proximo do
esperado, e pode se justificar a aproximacgéao pelo fato da posi¢éo dentro da cidade
ter sido uma aproximacéo, porém, movendo o cursor com a régua do mapa dentro da

prépria cidade, pode-se chegar a esse valor.

3.2 Coordenadas Astrondmicas

Nesta secdo, concluiremos o capitulo de aplicacdes, com uma situacao
baseada em BORGES (sem ano de publicagao) e OLIVEIRA FILHO (2004). Iremos
conferir atraves das férmulas que serdo apresentadas a seguir, como saber a hora em
gue o sol nascerd em um determinado dia, e em que hora, ele ira se pbr. Mas, antes
disto, iremos conhecer elementos importantes da esfera celeste, coordenadas
horizontais, coordenadas equatoriais, coordenadas horarias e a mudanca entre

coordenadas horarias e horizontais, com base em R. BOCZKO (1984).

Definicdo 10: Chama-se de esfera celeste, a superficie esférica que contém algum
astro e esta centrada na Terra. Na figura 20, temos uma ilustracdo da esfera celeste,

e seus elementos que serdo definidos a sequir.
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Figura 20 Esfera celeste e seus elementos.

Pélo Norte
Celeste

Equador

&
Quado, Cel asta

Pélo Sul
Celeste

Fonte: FILHO? et al (2010).

Definicdo 11: Polo celeste sul, é o ponto de intersecc¢éo obtido pelo prolongamento

do eixo de rotacdo pelo hemisfério sul.

Definicdo 12: Polo celeste norte, € o ponto de interseccdo obtido pelo

prolongamento do eixo de rotacdo pelo hemisfério norte.

Definicdo 13: Equador celeste, é o circulo méximo da esfera celeste e que contém

o circulo maximo do equador.

Definicdo 14: Zénite, € ponto da esfera celeste obtido da intersec¢cdo da esfera
celeste com o segmento normal a superficie terrestre no ponto em que o observador

se encontra.

Definicdo 15: Nadir, é o ponto da esfera celeste, pertencente a reta que liga o zénite

ao centro da terra.

Definicdo 16: Plano do Horizonte, € o plano que contém a linha do horizonte, ou
seja, a linha que liga o ponto de nascimento ao ponto de ocaso (ponto onde o astro
ird se pér) de um astro, sendo este plano, perpendicular ao eixo zenital. Considerando
0 sistema composto pelo plano do horizonte e o eixo zenital, definimos o sistema de

coordenadas horizontais, onde cada ponto da esfera celeste passa a ser

7 Disponivel em: http://astro.if.ufrgs.br/esf.htm. Acessado em: 25/08/2020.


http://astro.if.ufrgs.br/esf.htm
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identificado, com o par ordenado (altura, azimute). Neste sistema, altura, € a medida
angular do arco contido o plano zenital, que contém o astro e o plano do horizonte,
enquanto azimute, € a medida angular entre o plano que contém o eixo zenital e a

estrela, e o plano que contém o eixo zenital e o polo norte. Veja a figura 21.

Figura 21 - Elementos do sistema de coordenadas horizontais.
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Fonte: Museu de astronomia®

Proposicdo 2: Se um observador tem latitude ¢, entdo a distancia esférica do polo

norte celeste para o Zénite do observador € 90° — ¢.

Demonstracéo: De fato, como o zénite € um ponto da esfera celeste, deve pertencer
a algum meridiano. Além disso, os polos celestes e 0 equador celeste, séo
prolongamentos dos polos e do equador terrestre. O que garante que, um ponto da
esfera celeste, tem a mesma latitude, tanto no globo terrestre, quanto na esfera
terrestre. Como a latitude varia de 0° a 90°, a medida do arco entre o polo norte celeste

e 0 zénite do observador, é 90° — ¢.

Definigcdo 17: O sistema equatorial de coordenadas, € um sistema referenciado na
linha do equador através da ascenséo reta a, e da declinagéo 6 (medida angular entre

a eliptica que contém o astro e o plano do equador). Conforme figura 22.

8 Disponivel em:
http://site.mast.br/exposicoes_hotsites/exposicao_observacoes_do_recife_holandes/quadrante.html.
Acessado em: 25/08/2020.


http://site.mast.br/exposicoes_hotsites/exposicao_observacoes_do_recife_holandes/quadrante.html
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Definicdo 18: Ascenséao reta, € medida partindo de um ponto vernal, ou seja, da
interseccédo da eliptica do astro, até a interseccao do meridiano que passa pela estrela

com o equador.

Figura 22 - Sistema equatorial de coordenadas

Fonte% R. BOCZKO (1984)

Definicdo 19: No sistema de coordenadas horario, € possivel posicionar um astro
em relacdo a esfera celeste e o equador celeste e estabelecer uma relagdo do com
meridiano de um dado observador. Em tal sistema, as coordenadas sdo: Angulo
horério (H), que é a medida entre o meridiano do observador e o meridiano do astro,
e a declinagao (8), indica o afastamento angular do astro, com relagcdo ao equador.

Ver figura 23.

9 Disponivel em: https://pt.slideshare.net/plantaofisica/9-sis-equato. Acessado em: 25/08/2020


https://pt.slideshare.net/plantaofisica/9-sis-equato
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Figura 23 - Sistema de coordenadas horario
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Fonte0: Varela (1997)
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Conhecido os sistemas de coordenas celestes, agora, mostraremos 0

triangulo de posicao, que € uma ferramenta importante e auxilia na identificacéo das

coordenadas do astro quando conhecida a posi¢cado geografica do lugar, ou vice versa.

Além disso, é possivel estabelecer transformacfes conforme as relacfes descritas a

sequir.

Definicdo 20: Denomina-se tridngulo de posicao o triangulo esférico situado na esfera

celeste cujos vértices sao o polo elevado, o astro e o zénite. Na figura 24, temos um

triangulo de posicdo em que os lados medem 90° - ¢ (arco entre o zénite e o polo), z

(arco entre o zénite e 0 arco) e 90° -§ (arco entre o polo e o astro), onde ¢ € a latitude,

z declinacdo zenital e § declinacdo estrelar. O angulo com vértice no zénite é A,

quando esta no hemisfério norte e A — 180° quando esta no hemisfério Sul.

10 Disponivel em:

http://www.uranometrianova.pro.br/cursos/astronomia_esfericaOl/esferical050.htm#:~:text=N0%20sis
tema%20de%20Coordenadas%20Hor%C3%Alrias,celeste%20de%20um%20determinado%20obser
vador. Acessado em: 25/08/2020.


http://www.uranometrianova.pro.br/cursos/astronomia_esferica01/esferica1050.htm#:~:text=No%20sistema%20de%20Coordenadas%20Hor%C3%A1rias,celeste%20de%20um%20determinado%20observador.
http://www.uranometrianova.pro.br/cursos/astronomia_esferica01/esferica1050.htm#:~:text=No%20sistema%20de%20Coordenadas%20Hor%C3%A1rias,celeste%20de%20um%20determinado%20observador.
http://www.uranometrianova.pro.br/cursos/astronomia_esferica01/esferica1050.htm#:~:text=No%20sistema%20de%20Coordenadas%20Hor%C3%A1rias,celeste%20de%20um%20determinado%20observador.
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Figura 24 - Triangulo de posicéao
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Fonte: OLIVEIRA FILHO (2004)

Relacdes entre distancia zenital (z), azimute (A), angulo horario (H), e

declinacao (#).

Usando a lei dos cossenos para triangulos esféricos, podemos estabelecer
relacdes entre z, A, H, ¢ e § . Sendo elas expressas nas equacgodes (21), (22), (23) e
(24).

cos z = cos(90° — @) cos(90° — &) + sen(90° — p)sen(90° — §)cos H —

cosz = sen ¢sen § + cos ¢ cos § cos H (21)
cosH = coszsecpsecd —tang@tand (22)
Além disso, temos
cos(90° — §) = cos(90° — ¢) cos z + sen (90° — ¢)sen zcos A —
sen 8§ = sen (psen z + cos@senzcos A (23)

cos A = send csczsec @ — tan ¢ cotz (24)

Proposicéo 3: Sejam ¢ a latitude de um observador e § a declinagcdo de um ponto no
céu no momento do "nascente" ou do "poente", respectivamente. Suponha que a
refracdo da atmosfera ndo possui efeitos na posicédo do ponto a partir da perspectiva
do observador. Sejam H e A o angulo horario e o Azimute deste mesmo ponto. Entéo,

cos(H) = —tg (¢).tg (8) (25)
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(26)

Demonstracdo: No nascer e no por do Sol, z = 90°. Substituindo na equacao (21),
teremos
cos 90° = sen gpsen & + cos ¢ cos § cos H — cos(H) = —tg (¢).tg (6).

Substituindo na equacao (24), teremos

sen (8)
cos(¢)’

cos A = send csc90° sec @ — tan ¢ cot 90° — cos(4) =

Isso, finaliza a demonstracgéao.

No sistema de coordenadas horarias, 1 h = 15°, assim, se um astro tem um
~ , . Td - Td ,
angulo horério > ele cruzou o meridiano local a 15 -~ Dai, temos que

15T H-T ZH
— = - = — .
2 ¢ 47 15

De (25), temos que
H = arccos(—tg (¢).tg (8)), substituindo, encontraremos

2
Ty = Earccos[—tg (p)-tg (8)]

Outro fato que deve ser notado, € que a declinacéo € conhecida nas quatro
estacbes do ano. Para auxiliar no entendimento, vejamos a figura 25. Nos dois
equindcios, essa declinacao € zero, e nos solsticios, ela vale aproximadamente 23,45°

e — 23,45°. Como §, varia periodicamente e com amplitude 23,45°, podemos escrever
8§ =23,45.senx,

onde x € a porgcao angular, percorrida pela terra, apos o algum dos equindcios, ou
seja, nesse dia sen x = 0, dai, teremos que x = 0 ou x = 360°. Dividindo 360°
correspondentes a volta que a terra da em torno sol, pelo total de dias do ano, 365,
teremos que a tal porcédo angular em funcdo do numero de dias decorridos apos o 1°

de Janeiro é da forma

x(n) = 22 ().
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De acordo com a figura 25, os equinécios ocorrem em 21 de marcgo (que
sdo 81 dias a partir o inicio do ano) e 23 de setembro (que sédo 267 dias a partir o

inicio do ano), como nessas datas a declinacdo é zero, temos que: x(81) = x(267) =
O solsticio de inverno, ocorre no dia 21 de junho, ou seja, aos 173 dias do ano,

0°.
como nesta data a declinacao € 23,45°, devemos ter e x(173) = 90° + 360°k . Por fim,
0 solsticio de verdo ocorre em 22 de dezembro, que corresponde ao dia de numero

357 do ano em que a declinacao neste dia é de —23,45. Logo x(357) = 270° + 360°k.

Uma aproximacgéao para f, é f(n) = 284 + n. E dai, teremos que

360

8 = 23,45. sin 365" (284 +n)

Figura 25 - Declividade de acordo com as estacdes do ano.
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Fonte!l: GIESEN (2008)

E possivel notar no dia a dia, em certo periodo do ano, que o “dia” (periodo

em gue o Sol esta aparente no céu) parece ser mais longo que a noite, ou vice-versa.
Isto se da devido ao movimento de translacéo da terra em torno do sol e o eixo de

rotagéo da terra ser inclinado. Segue uma ilustragdo na figura 26.

11 Disponivel em: http://www.jgiesen.de/astro/solarday.htm#top. Acessado em: 25/08/2020.


http://www.jgiesen.de/astro/solarday.htm#top

Figura 26 - Posicdes da Terra em relacdo ao Sol.
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21 de marco
equinocio de outono

Fonte: Grupo Evolugdo??.
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Embora os satélites ja nos fornecam informacdes relacionadas a previsao

do tempo, assim com o nascer e pdr do Sol, é interessante que as pessoas possam

compreender, também, como funciona a matematica envolvida neste processo. A

verificacdo dos resultados pode ser facilmente verificada no site de centro de previséo

de tempo e estudos climaticos'?, disponivel na pagina do governo federal. Na figura

27, temos a previsdo para nascimento e por do sol, nos dias 24 e 25 de julho de 2020

para a cidade

de Quixada.

12 Disponivel em:

https://www.google.com/url?sa=i&url=http%3A%2F%2Fgrupoevolucao.com.br%2Flivro%2FGeografia
1%2Fposies_da_terra.html&psig=AOvVaw22T0I62cAPSxSZuDdeey6Z&ust=1595715703223000&so0u

rce=images&cd=vfe&ved=0CAMQ|B1qFwoTCOiY-7L25u0CFQAAAAAJAAAAABAD. Acessado em

24/07/2020.
13 Disponivel em:

https:/tempo.cptec.inpe.br/ce/quixada. Acessado em: 24/07/2020.
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Figura 27 - Previsédo do tempo para a cidade de Quixada — CE.

Por Periodo Proximos dias Previsdo Estendida Meteograma
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Fonte: Elaboracéo do autor

Na imagem, é possivel ver que nos dias 24 e 25 de julho de 2020, o Sol
nasce as 05:46 e se pde as 17:39. Entdo, para verificar tais informacdes, utilizaremos
a funcéo trigonométrica

T; = s arccos(—tan ¢ .tan9).

Nesta férmula, T; € o tempo de duracéo do dia, ¢ € a latitude da cidade e

é € a declinacdo da terra, que é dada pela féormula
8 = 23,45.si [360 (284 +n)
=23,45.sin | . n)|,

onde n é o nimero de dias decorridos a partir de 1° de janeiro do referido ano.

Quixadd € uma cidade do sertdo central cearense, cuja latitude & —
4,97813° e a longitude é — 39,0188°. Assim, para descobrir a duracdo do dia
24/07/2020, notamos que n = 206, dai

360
6 = 23,45.sin 365" (284 + 206)| = 19,6025°,

E portanto,

2
Ty = Earccos[— tan(- 4,97813°).tan(19,6025°)] = 11,76 = 11h45min36s

Pode-se constatar na figura 27, que o resultado encontrado, € um niumero

bem préximo do desejado, que transformando os tempos dados, da 11,88 h, a duracéo
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do dia. Qual o motivo dessa diferenca x? Esta diferenca ocorre devido a longitude do
local ser diferente da longitude do fuso. Este € um problema facil de resolver, uma vez
que uma hora corresponde a 15°. Por regra de trés simples, facilmente,
encontraremos o resultado. Fazendo a correcéo de longitude, temos que - 39,0188° —
(—45°) = 5,9812°. Dai, teremos

1h 15°

x  59812°

- x = 0,3987 h = 23min55s

Portanto, o Nascer do Sol ser4 aproximadamente 12h — 5h52min. — 23min.

=5h45min. E o p6r do Sol sera aproximadamente 12h + 5h52min. — 23min. =17:29.

E importante ressaltar que aproximacdes dos resultados encontrados s&o
exibidos na figura 27. E verdade que os arredondamentos, contribuem para esta
diferenca. A proposta, € mostrar como que a mateméatica esta completamente
relacionada com outras areas do conhecimento, em particular, a geografia, e também

despertar no estudante a curiosidade pela matematica de um modo geral.
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4 CONCLUSOES

Podemos notar que € possivel ensinar trigonometria esférica no ensino
meédio, sem sair das propostas da BNCC, que estao ligadas a interdisciplinaridade e
aprendizagem significativa. Além disso, podemos ver que é um tema que pode ser
facilmente discutido com a disciplina de geografia, como também com a disciplina de
fisica, quando se estuda astronomia.

Partindo pra mateméatica, em particular, a aplicacdo 3.2, fundamenta com
fatos reais, uma aplicacao do estudo de funcdes trigonométricas, que geralmente no
segundo ano do ensino médio, € abordado apenas definicdo e graficos. Vemos,
portanto, neste exemplo, a oportunidade de tornar o estudo da trigonometria mais
significativo e atraente.

E importante salientar também, que do ponto de vista da BNCC, ndo ha
nada que impeca que discussGes como essas, sejam trabalhadas dentro do curriculo
escolar, uma vez que o entendimento de grandes ideias como as usadas para
desenvolver as aplicacdes propostas, pode estimular o desenvolvimento de outras
semelhantes e deixar 0 aluno mais por dentro da necessidade de se estudar
matematica para si mesmo e para a sociedade.

Por fim, ao passo que a trigonometria ja € abordada nos livros didaticos, a
trigonometria esférica, pode ser trabalhada dentro do curriculo escolar, juntamente
com esse conteudo, tendo oportunidade também de se planejar trabalhar com
geografia e fisica, mostrando pra os alunos, a forte relacdo que existe ndo sé entre
areas de estudo da matematica, mas, também, entre areas as diversas areas de

estudo do curriculo escolar.
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