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RESUMO

A Analise Combinatodria dispde de diversas técnicas que permitem resolver varios tipos de
problemas. Algumas dessas técnicas sao mais simples e de uso mais amplo, permitindo resolver
uma grande quantidade de problemas. Por outro lado, a aprendizagem dessas técnicas se faz de
maneira mecanica, limitando o seu emprego apenas em situagdes padronizadas, sem habituar o
aluno a fazer uma analise mais cuidadosa de cada problema. Entretanto, a solucao de alguns
desses problemas quase sempre exige certa dose de criatividade e conhecimentos de outros
métodos combinatorios. Portanto, este trabalho tem por finalidade apresentar as fungdes
geradoras como uma ferramenta alternativa de resolucdo de problemas combinatorios que
requer uma maior compreensao ¢ engenhosidade para a sua solucdo, como ¢ o caso dos
problemas que envolvem certas restrigdes, além de demonstrar a sua aplicabilidade na resolucao
de recorréncias lineares homogéneas ou nao e de outros problemas relacionados. E utilizado,
neste trabalho, o Teorema Binomial na sua forma generalizada a fim de facilitar o entendimento
desse instrumento tdo eficiente e amplo, que ndo ¢ aproveitado no ensino da Analise

Combinatoria.

Palavras-chave: Teorema Binomial. Fungdes Geradoras. Contagem. Recorréncias.



ABSTRACT

Combinatorial Analysis has several techniques that allow us to solve many types of problems.
Some of these techniques are more simple and widely used, allowing to solve a large number
of problems. By other hand, the learning process of these techniques is mechanical, and restricts
its usage to standardized situations, without allowing the student a deeper analysis of each
problem. However, solving some of these problems often requires creativity and knowledge of
other combinatorial methods. Therefore, the aim of this work is to present the generating
functions as an alternative approach for solving combinatorial problems, such requires more
comprehension and ingenious than others simpler problems, as in restrictions problems, besides
presenting its applicability for the resolution of homogeneous linear recurrence and others
related problems. In order to become the learning of the generating function more effective, we

introduce the Generalized Binomial Theorem, that is not used in Combinatorial Analysis.

Keywords: Binomial Theorem. Generating functions. Counting Problems. Recurrence

Problems.
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1 INTRODUCAO

A Analise Combinatéria ¢ a parte da Matematica que analisa frequentemente a
existéncia de subconjuntos de elementos de um conjunto finito dado e conta ou classifica os
mesmos satisfazendo certas condi¢cdes. Embora disponha de técnicas gerais que permitem
resolver certos tipos de problemas, a solugdo de alguns problemas exige quase sempre uma
criatividade e a compreensao plena do problema, pois problemas faceis de enunciar revelam-se
por muitas vezes dificeis para a sua solugdo, o que a torna bastante encantadora.

O estudo de combinagdes, arranjos e permutacdes ¢ de uso amplo nas solugdes de
uma grande quantidade de problemas de contagem. No entanto, essa parte da Matematica trata
de varios outros tipos de problemas e dispde, também, de outras técnicas para soluciona-los.
Dentre elas, as fungdes geradoras, que sao da Analise Combinatoria.

Primeiramente, faremos um breve historico no que se refere ao avanco da Analise
Combinatoria no decorrer do tempo para que possamos entender a sua grande importancia na
resolucdo de problemas. Estudos sobre o desenvolvimento de bindmios ja aparecem em

Elementos de Euclides.

O desenvolvimento do bindmio (1 + x)" ji estd entre os primeiros problemas
estudados ligados & Analise Combinatdria. O caso n = 2 ja pode ser encontrado nos
Elementos de Euclides, em torno de 300 a. C. (MORGADO, 1991, p. 2)

Além disso, o tridngulo de Pascal j4 era conhecido pelo arabe Al-Kajari, no século
X1, e pelo chinés Chu Shi-ki¢, em torno de 1300. Embora Pascal, em 1654, tenha construido
triangulos numéricos de uma forma diferente da que conhecemos hoje, em seu Traité Du
Triangle Arithmétique.

Em 2003, o jornal americano The New York Times publicou um artigo intitulado /n
Archimedes Puzzle, a New Eureka Moment, sobre os resultados de uma pesquisa do historiador
de Matematica Reviel Netz, em que ele afirma que o Stomachion, um jogo constituido de
quatorze pecas que devem ser encaixadas para formar um quadrado, foi feito por Arquimedes
(287 a.C.-212 a.C.) para fins de combinatdrios. O fato ¢ que a origem dessa parte da Matematica
ndo se encontra no estudo do bindmio como se acreditava (BRITO; TAVARES, 2004).

Voltando ao bindémio (1 + x)™, ele esta ligado diretamente ao tridngulo de Pascal.
Em seu tratado, ja citado anteriormente, mostrou como utiliza-los para achar os coeficientes do
desenvolvimento de (a + b)™. O nome coeficiente binomial foi introduzido por Michael Stifel

(1486-1567), que mostrou, em torno de 1550, como calcular (14 x)™ a partir do
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desenvolvimento de (1 + x)™ 1. A grande contribuicio de Isaac Newton (1646-1727) ao
bindmio foi ter mostrado com calcular (1 + x)™ diretamente sem antes calcular (1 + x)* ! e
ainda generalizou o desenvolvimento para (a + b)9, onde q é um numero racional, obtendo
neste caso uma série infinita. A formula obtida para a sua expansao ¢ conhecida como Bindmio
de Newton devido a sua contribui¢ao.

Segundo Morgado (1991), foi devido a curiosidade de um jogador apaixonado, o
Chevalier de Méré, de calcular o numero de possibilidades existentes de resultados dos jogos
de cartas que incentivou o estudo dos métodos de contagem. Com isso, diz-se que Blaise Pascal
(1623-1662) e Pierre de Fermat (1601-1665) impulsionaram essa area.

Mais tarde, em 1713, Jaime Bernoulli demonstrou que (x + y)™ = ?zo(:.‘)x"‘iyi
usando a interpretacdo de Pascal em sua obra Ars Conjectandi, além de dedicar-se também, a
Teoria das combinagdes e permutacoes (MORGADO, et al, 2016) .

Outros matematicos se interessaram pela teoria das probabilidades, responsavel

também pelo desenvolvimento da Analise Combinatoria. Mas foi Leonhard Euler (1707-1783)
que teve um papel destacado, representou pelo simbolo (;) o coeficiente binomial, além de dar

contribui¢des valiosas no teorema das parti¢des e Teoria dos Grafos.

O conceito de Funcao Geradora originou-se a partir dos trabalhos de Abraham de
Moivre (1667-1754), que mostrou como achar diretamente os numeros de Fibonacci e, por sua
vez, Euler (1707-1783), usou essa técnica em problemas de teoria aditiva de numeros,
especialmente na teoria de parti¢des.

Como vimos, a Analise Combinatoria tem se desenvolvido bastante e muitos
problemas relevantes podem ser modelados matematicamente gragas a ela. Portanto, essa ¢ uma
importante area de pesquisa com aplicagdes diversas, inclusive na Computacao.

Além disso, ferramentas como fung¢des geradoras e o teorema binomial, entre
outros, embora sejam pouco utilizados pelos educadores no ensino basico, sdo muito
importantes para o entendimento e resolucao dos problemas de contagem, e com isso, podem
ser ensinados em turmas de ensino médio, como por exemplo, em turmas olimpicas.

O objetivo deste trabalho ¢ explorar uma dessas ferramentas da Andlise
Combinatoéria e que apresenta uma enorme versatilidade na resolugao de problemas: as fungdes
geradoras. A sua utilidade estd na interpretagdo combinatoria dada aos coeficientes e aos
expoentes da sua expansdo em série formal. O foco principal serd apresentar as fungdes

geradoras ordindrias na resolugao de alguns tipos de problemas de contagem, bem como, a sua
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aplicacdo em recorréncias lineares. Para facilitar a compreensdo, utilizaremos o Teorema
Binomial e a sua generalizacao.

Primeiramente, trataremos como certos problemas de contagem, mais
especificamente problemas que se apresentam na forma de equagdes lineares, podem ser
solucionados com o auxilio de métodos binomiais, chegando a generalizacdo do Teorema
Binomial. Em seguida, apresentaremos as fungdes geradoras como séries formais,
demonstrando as suas propriedades. Por sua vez, apresentaremos a aplicagdo dessa ferramenta
versatil em recorréncias lineares homogéneas e nao-homogéneas. Mostraremos, também, a sua
aplicabilidade em problemas classicos como Numeros de Fibonacci e Torre de Hanoi. E por
fim, utilizaremos na resolugao de alguns problemas de contagem com e sem restri¢des, além de

outros problemas.
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2 TEOREMA BINOMIAL GENERALIZADO

2.1 Teorema binomial e equacdées lineares

Neste capitulo, inicialmente abordaremos um problema de contagem que podem ser
resolvidos com o auxilio de métodos binomiais.

Problema 2.1 Para cada k € Z, k > 0, considere a equacao
x1+x2+--'+xn=k, (21)

onde x; = 0 ou 1 paracadai € {1,2,...,n}. Sabendo disso,

A) Para quais valores de k a equagdo (2.1) possui solugdo?

B) Suponha que (2.1) possui solugdo. Quantas solugdes existem?

Observe que a cada x; da equagdo, com [ = 1,2, ...,n, podemos associar uma
fungao polinomial f;(x) cujos expoentes pertencem ao conjunto {0,1}. Logo,
i) =x"+xt=1+x
L) =x+x'=1+x

fr@) =x+x=1+x
O produto dessas fungdes sera

). L0) ()= +x)(A +x) ... (1 + x).

n termos

Considere agora a funcao

F(x)=0+x)A+x)..(1+x).

n termos

Podemos multiplicar os termos na expressao anterior e depois verificar que o
coeficiente de x* serd o nimero de maneiras de escolher um termo de cada fator, de modo que
a soma dos expoentes dos termos totalizem k (sendo x° se for escolhido 1 e x! se for escolhido
x). Isso € exatamente o nimero de solugdes de x; + x, + -+ x,, = k.

Assim,

Fx)=(1+x)"= Z F(n, k)x*.
k=0
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Podemos concluir que os valores para os quais (2.1) possui solugdo sdo k €
{0,1,2,...,n}, pois a funcdo possui todos os expoentes entre 0 e n. Note que o nimero de
solugoes de (2.1) é exatamente F(n, k). Vejamos algumas propriedades de F(n, k):

I. F(n,0)=F(mnn)=1;

. Fnk)=F(n—1,k—1)+F(n—1,k);

. F(n,k) = F(n,n — k);

I\ F(n, k) _ n(n—1)..,.c(ln—k+1)

Denotando por (a4, a,,...,a,) a solugdo quando x; = q;, para i € {1,2,...,n}
temos que item (I) ¢ imediato, pois (0,0,...,0) e (1,1,...,1) sdo, respectivamente, as unicas
solugdes para as equagdes x; +x, + -+ x, =0¢€ x; +x, + -+ x, = n.

Para mostrar o item (II), basta observar que as solucdes de

X1+ Xy + o+ x, =Kk, (2.2)
podem ser classificadas em dois tipos: As solugdes tais que x,, = 0 e aquelas em que x,, = 1,
assim:
Xn=0: x; +x,+ -+ x,_1 = k = possui F(n — 1, k)solugdes
Xp=1: %y +x,+ -+ x,_1 =k —1 = possui F(n — 1, k — 1)solugdes.
Logo, o nimero total de solugdes de (2.2) serad
F(nk)=F(n—1,k—1)+ F(n—1,k).

Agora, uma solucao para (2.1) consiste em uma escolha de & variaveis iguais a / e
(n—k) variaveis iguais a (. Observe que, ao escolher as & variaveis iguais a /, a escolha das
variaveis iguais a 0 ja esta definida, desse modo, a quantidade de solugdes F(n, k) devera ser
igual a F(n, k — 1), justificando o item (IIT). Por fim, como foi mencionado anteriormente, uma
solucao de (2.1) consiste em uma escolha de k variaveis dentre n possibilidades para serem
iguais a /. (Aqui pode-se usar o principio fundamental da contagem ou permutagdo com
repeti¢do para mostrar a formula (IV)).

Usaremos a notacao

-1).(n—-k+1
(Z) - Fn k) = nn—1) k(!n + ).

Teorema 2.1 (Teorema Binomial Classico). Para qualquer inteiro ndo-negativo n e todo x

real, vale
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Demonstracio. Segue-se imediatamente do fato que (1 + x)™ = F(x) e das propriedades (I)-
(Iv).

Observacao 2.1. Por conta de estarem presentes no Teorema Binomial, os termos (Z) sao
chamados de coeficientes binomiais. Note ainda que, (Z) = 0,Vk > n. Isso ¢ imediato, pois
(Z) representa o numero de solucdes de (2.1) cuja soma supera n, 0 que € impossivel, pois temos

apenas 7 variaveis que sao no maximo iguais a 1 ¢ a soma ¢ no maximo igual a n. Desse modo,

podemos expressar o Teorema Binomial como uma soma infinita:

[o e}

(14 x)" = Z (Z) xk, (2.3)

k=0

Corolario 2.1 Para qualquer n, inteiro ndo-negativo, e quaisquer x, y, numeros reais nao-

nulos, vale

[ee)

(x+y)"= z (Z) xk ynr,

k=0

Demonstracio. Colocando o fator y™ em evidéncia e usando o Teorema 2.1, temos

(x+y)" = y" (1 +§)n

> M)

:yn
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2.2 Generalizacao do teorema binomial
Pergunta 2.2 4 expressdo (2.3) é verdadeira quando n é um real qualquer?

Antes de responder a essa pergunta, precisamos entender o que ¢ uma série infinita
e quando ela ¢ convergente. O conhecimento desses temas se faz necessario para darmos

prosseguimento aos estudos.
2.2.1 Convergéncia de séries infinitas

Definicao 2.1 Se {a,} for uma sequéncia infinita e S, = a, + a, + az + -+ a,, entdo a

sequéncia {S,} serd chamada de série infinita, a qual é denotada por

oo
a, = a,+a,+az+-+a,+--
n=1
Os numeros a4, a,, Qs, ..., Ay, ... SAo chamados de termos da série infinita. Os numeros Sy, S,
S3, ..., Sy, ... sdo chamados de somas parciais da série infinita.
Observe que essa definicdo estabelece que uma série infinita ¢ uma sequéncia de
somas parciais. Em geral, para garantir que a soma de uma série infinita seja um niimero real é

necessario que a série seja convergente. Para isso, vejamos a defini¢cdo a seguir.

Defini¢io 2.2 Sejam .72, a; uma série infinita e S, = Yj=1a; = a4 +a, +as + -+ a, sua

n-ésima soma parcial. Se o lim S, existir e for igual a s, dizemos que a série dada sera
n—-oo

convergente, e escrevemos

[
z a; = S.
i=1

O numero s é chamado soma da série. Caso contrario, a série serd divergente.

Desse modo, a soma de uma série convergente ¢ o limite de uma sequéncia de somas
parciais, ou seja, somando um numero suficientemente grande de termos da série, podemos
chegar tao perto quanto quisermos do niimero s. A defini¢do de limite pode vista no Apéndice

A.
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Um exemplo importante de uma série infinita ¢ a série geométrica

o)

at+ar+ar!+ard+art+-+ar® 4. = Z ar™1;a # 0. (2.4)

n=1

. r,o. a .
Teorema 2.2 4 série geométrica converge para a soma T se |r] < 1 edivergese |r| = 1.

Demonstracio. A n-ésima soma parcial de série geométrica (2.4) ¢ dada por
Sp=a(l+r+r2+r3+rt+.. 41, (2.5)
Da identidade
1-m=A-rA+r+r*+r3+rt+...+r"1
podemos escrever (2.5) como

a(l—r")
=T

Primeiramente, mostraremos que lim ™ = 0, se |r| < 1. Com efeito, se r = 0, a
n—-oo

,ser + 1.

sequéncia ¢ {0} e lim 0 = 0. Logo, a sequéncia é convergente e o n-ésimo elemento converge
n—>oo

para zero.
Se 0 < |r| < 1, devemos mostrar que para todo € > 0 existe um namero N > 0,
tal que se n for inteiro e se n > N, entdo |[r"™ — 0| < €.
Assim,
[r"—0|<e © |r"<e © In|r|"<lne & nin|r|<lIne.

Como 0 < |r] < 1, In|r| < 0. Logo, a afirmagdo acima ¢ equivalente a se n > N,

~ 1 . 1
entio n > —. Assim, basta escolher N > —

) . Dessa forma, temos que lim r™ =0, |r| < 1.
In|r| In|r| n—oo

7o OO , a
Consequentemente, a série geométrica converge e, a sua soma ¢ ——.

Ser =1, 5, =na. Entdo, lim S, = +0o,sea>0¢ lim S,, = —o0,se a < 0.
n—>00

n—co

Se r = —1, entdo a série geométrica torna-se
a—a+a—-+(CD"ta+

Assim, S,, = 0, se n for par, e S;, = a, se n for impar. Logo, lim S,, ndo existe.
n—>00

Entdo, a série geométrica diverge quando |r| = 1.

Considere agora o caso |r| > 1. Como lim ar™ ! =q lim r™1, e por outro lado,

n—-oo n—-oo

lim r™ 1 # 0 pois |r™!| pode se tornar tdo grande quanto se queira, tomando n

n—-oo

suficientemente grande, entdo a série geométrica ¢ divergente. Isso completa a demonstragao.
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As séries infinitas definidas acima envolvem termos constantes. Agora,
discutiremos um tipo de séries de termos varidveis chamado de séries de poténcias, que podem

ser consideradas como uma generalizacao da fun¢do polinomial.

2.2.2 Séries de poténcias

Definicao 2.3 Uma série de poténcias em x — a é uma série da forma

Z Colx —a)"=Co+ Ci(x—a) + Cy(x —a)> + C3(x —a)® + . (2.6)

n=0
Por conveniéncia, (x —a)® = 1 mesmo quando x = a. Se x for um determinado
numero, a série de poténcias (2.6) tornar-se-a uma série infinita de termos constantes. Um caso

especial de (2.6) ocorre quando a = 0, e a série torna-se uma série de poténcias em x, que ¢

Z Cnxn S CO + Clx + szz + C3x3 + .- (2.7)

n=0

Pergunta 2.3 Para que valores de x a série de poténcias converge?

Observe que, em (2.7), para cada valor de x para o qual a série converge, ela
representa um nimero que ¢ a sua soma. Assim, uma série de poténcias define uma funcao que
tem como dominio todos os valores de x para os quais a série de poténcias converge. E notorio
que, quando x = 0, todos os termos sdo 0 paran > 1 e, portanto, a série sempre converge.

Uma série ) a, ¢ absolutamente convergente se a série dos modulos Y |a,| é
convergente. Para nos aprofundarmos nesse tema, enunciaremos o importante teorema a seguir:
Teorema 2.3 Seja Y. ;7-g C,x™ uma dada série de poténcias. Entdo uma, e somente umas das
seguintes afirmagoes é verdadeira:

(i) a série converge para x = 0;

(ii) a série é absolutamente convergente para todos os valores de x;

(iii) existe um numero R > 0 tal que a série é absolutamente convergente para todos os valores
de x para os quais |x| < R e é divergente para todos os valores de x para os quais |x| > R.

O leitor pode encontrar uma demonstracdo para o teorema acima em (LIMA, 2006).

O intervalo de convergéncia de uma dada série de poténcias ¢ o conjunto de todos
os valores de x para os quais a série ¢ convergente. O niimero R da afirmacao (iii) ¢ chamado

de raio de convergéncia da série de poténcias. Na afirmacao (i) o intervalo consiste em apenas
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um Unico ponto 0, logo R = 0 . Na afirmacao (ii) o intervalo é (—oo, +0), portanto R = 0. Ja
na afirmacdo (iii), temos |x| < R, ou seja, —R < x < R. Quando x é extremidade do intervalo,
isto ¢, x = £R, a série de poténcias pode convergir em uma ou ambas as extremidades ou
divergir em ambas as extremidades. Assim na afirmagao (iii), o intervalo de convergéncia sera
um dos seguintes: (—R, +R), [-R, +R], (—R, +R] ou [-R, +R).

Suponhamos agora que f seja uma fungao representada por uma série de poténcias:
fx) = Z Cox™ = Co+ Cyx + Cox* 4+ C3x® + -+ + Cpx™ + -+, (2.8)
n=0

para |x| < R.

A partir dessa fungdo, podemos determinar os coeficientes C,, nos termos de f.
Perceba que se x = 0, obtemos f(0) = C,.

Pelo Teorema de Derivagao de Séries de Poténcias (ver Teorema 6 Apéndice A), a
funcdo ftem derivadas de todas as ordens em (—R, +R). Logo, apds sucessivas derivagdes da

fungdo em (2.8)

f'(x) =C; +2C,x +3C3x* + -+ nCpx™ 1 + - (2.8.1)
f"(x) =2C, +23C3x + -+ (n— DnCpx™ 2 + -+ (2.8.2)
£ (x) = 2.3C5 + 2.34C; .+ (n— 2)(n — D)NCpa™3 + - (2.8.3)

e assim por diante.

Sex = 0 em (2.8.1), (2.8.2) ¢ (2.8.3),

f1(0) =0y,
f"0)=2¢, © C,= %('O)
f""(0)=23C; & (3= f”:;EO)
Em geral,
(n)
c IO
n!

para todo #n inteiro positivo.
Essa formula ¢ valida para n = 0, se adotarmos as convengdes de que 0! =1 e

£© = f. Assim, dessa formula e de (2.8), a série de poténcias de fem x pode ser escrita como
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® Mo "eo Mo
y 100 © v _ toy + £ (o +f() SO PO, 29)
n! 3! n!
Em um sentido mais geral, consideremos a fun¢do f com uma série de poténcias em
X —a, isto €,
fx) = Z Colx—a)"=Co+Ci(x—a)+Cr(x—a)’+ -+ C(x—a)* + - (2.10)
n=0

para |x — a| < R. Apos sucessivas derivagdes da fungdo f em (2.10) e tomando x = a em f,
fI, fII, flll’ - f(n)’ obtemos

f"(a) f""(a)
o T3

Co=f(a) C=f"(a) C;=
e, em geral

f™(@

Cn = n!

Dessa formula e de (2.10) podemos escrever a série de poténcias de fem x — a

como

(m)
U )(x—a)"+
n!

) "
f()—zf D -0y = f@ + F @0 -0+ D a4t

Essa série ¢ chamada de série de Taylor de fem a. E a série de (2.9) € o caso especial
da série de Taylor quando a = 0, mais conhecida por série de Maclaurin.
Com o conhecimento obtido, podemos agora determinar a série de Maclaurin de
fO) =0 +x)"
onde u ndo ¢ inteiro positivo.
Aplicando sucessivas derivacdes em f'e substituindo x = 0 nas representagdes de f,
bem como nas de suas derivadas, obtemos
fO=0+x0" = [f(O)=1
f'e)=u@+x)*" =f(0)=u
ffe)=uw-1DA+x*? =f"(0) =uu-1)
") =uu—Duw—-2)A+x)*3 = f"0) =u(u—1)(u-—2)

W) =uw-1D.u-n+1DA+0)*" =2 fP0O)=uw-1)..(u—n+1)

Desse modo, a série de Maclaurin de f(x) = (1 +x)* ¢
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x3 + oo

I _ _ _
Zf '(O)x" _ 1+ux+u(u 1)x2+u(u D(u-—2)
n! 21 3!

n=0

uu—1)..(u—n+1)
+ n!

X" e (2.11)

Ela ¢ também chamada de série binomial. Para determinar o raio de convergéncia

™o ,

da série (2.11), escrevemos a,, = ——x"e aplicaremos o feste da razdo (veja no Apéndice
A),
u(u-1)...(u—n+1)(u—n) X1
. 1 . (n+1)!
lim = lim
n-o [ a, n-oo u(u—1)..(u—n+1) xn
n!
ou—n
= lim |x|
n-owoIn + 1
u
—= 1
= lim [=—|[x|
n—-oo 1 _I_ —
n
= |xl.
Portanto, a série de (2.11) é convergente se |x| < 1 e diverge se |x| > 1.
Agora, temos conhecimento suficiente para enunciar o teorema binomial
generalizado.

Considerando £ um niimero inteiro ndo-negativo e r um numero real, definimos o

coeficiente binomial generalizado por

(£)= r(r—l)...k(!r—k+1),k216 (r)

Por exemplo,

= 1. (2.12)

(—34> _ (—4)(;!5)(—6) _

3\ (1 1 3
. (3/2) _ RE () _3
4 4! 128
Até o momento o coeficiente binomial generalizado se trata somente de uma fungao

e sem nenhuma relagao com o Teorema Binomial. Porém, podemos verificar que os coeficientes

binomiais generalizados possuem propriedades semelhantes aos coeficientes binomiais.
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Proposicao 2.1 Sejam k um inteiro ndo-negativo, n um numero real ndo-negativo e r um real

qualquer, temos

@ ()= ()= ()

@) =)+ ()

Demonstracdo. No caso (a), podemos aplicar a defini¢do (2.12) do coeficiente binomial

generalizado logo,

(—kn) _ (—n)(—n — 1)k..!. (—n—-k+1)

e, em seguida, colocando (-1) em evidéncia obtemos

— 1) .. k—1 k—1).. 2 1
(kn)=(—1)kn(n+ ) k(!n+ )2(_1)k(n+ ) I(:+ Y(n+ 1n
n+k—1 n+k—1

:(_1)k( k )z(_l)k< n—1 )

Ja no caso (b), desenvolvendo os segundo membro, temos,

(r—1>+<r—1>:(r—l)(r—Z)...(r—k+1)+(r—1)(r—2)...(r—k)

k—1 k (k — 1)! k!
_(r—l)(r—Z)...(r—k+1) r—k
= k-1 <1+ k )
o -Dr-2).(r—k+1D r
B (k = 1)! k

rr—1D)r—-2)..r—k+1)
k!
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Teorema 2.4 (Teorema Binomial para expoentes inteiros negativos). Dado n inteiro positivo e
|x| < 1, temos que

[oe)

(1+x)™= Z (—kn) xk,

k=0

Demonstracio. Faremos uma prova por indugao.

Paran = 1, pelo caso (a) da Proposigao 2.1, temos que

() cor( A7) oy -cor
Por outro lado, temos

(o] (o]

1 -1
(1+x)‘1=m=1—x+x2—x3+---=2(—1)"xk=Z(k)x".

k=0 k=0

Agora, suponha que seja valido paran = N, provaremos que também ¢ valido paran = N + 1.
Com efeito,

A+x)" VD=1 +x)11+x)N

_ ;) <_p1) X7 ;) <_qN) % (2.13)
= ; Cx5.

Justificativa: O produto em (2.13) corresponde a um produto de duas séries de poténcias

denominada de produto de Cauchy, que ¢ definida por uma convolucao discreta onde
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Dai, obtemos que

=S (e ()
S (Y

= (1 [(1;:1) * (N]X 1) * (xii) ot <N1;ijs>]

- ()

(1)

Pelo caso (a) da Proposigdo 2.1, obtemos,

(—(N + 1))
Cs = .
S

Assim,
(1 + x)—(N+1) — Z (_(N + 1)>x5.
s=0 §
Portanto,
-n
-n _— S
1+x) —Z( < )x .
s=0

O Teorema Binomial para coeficientes negativos ndo depende da teoria das séries
de fungdes ¢ sua demonstragdo ¢ acessivel a ementa de Matematica do Ensino Médio. O
Teorema a seguir apresenta a extensao do Teorema Binomial para expoentes reais e sua

demonstragdo utiliza a teoria de séries de fungoes.

Teorema 2.5 (Teorema Binomial Generalizado). Seja r real, entdo se umas das hipoteses for
verdadeira

(a)Se r é inteiro ndo negativo,

(b)Se |x| <1,

entdo
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Demonstracio. O caso (a) ¢ o Teorema Binomial Classico ja demonstrado anteriormente. No

caso (b), seja

g(x):1+rx+r(r—_1)x2+T(T—1)(‘r—2)x3+”. T(T—l) (T—Tl-}-l)

2! 3! n!
com |x| < 1. Podemos expressar g como,
A r(r—1) . (r—n+1
gx) =1+ z ( ) n(' )x", x| < 1. (2.14)
n=1 '

Queremos mostrar que g(x) = (1 + x)", onde |x| < 1. Temos que

, oor(r—l)...(r—n+1) 1
g'(x) = z — X1 x| < 1. (2.15)
n=1
Ou seja,
rr—1)..(r—m+1)
g(x)—r+z =D X" (2.16)
Multiplicando ambos os membros de (2.15) por x, obtemos,
, oor(r—l)...(r—n+1)
xg'(x) = Z — X |x| < 1. (2.17)
n=

Reescrevendo (2.16) com o extremo inferior subtraido de 1 e n substituido por n + 1, obtemos,

rr—1).r—n+1)
n! x

g@=r+) -
n=1
Multiplicando o numerador e o denominador de (2.17) por n, temos

%' () = z nr(r -1.(r—n+ 1)x"

n!

n=1
As séries g'(x) e xg'(x) sdo absolutamente convergentes para |x| < 1. Logo, elas podem ser
somadas termo a termo, ¢ a série resultante continuara absolutamente convergente, para |x| <

1. Portanto, da adicdo resulta,

g' () +xg'(x) =

- rr—1)..r—n+1) ] [ rr—1).. (r—n+1)
r+ ) (r—n) x
2, X

n!

< (1+x)g’(x)=T+7'zr(r_1)“.(r_n+1)xn

n=1

n!
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von oor(r—l)...(r—n+1) n
= A1+x)g9'(x)=r 1+; . x™|.
De (2.14),
s g'x) r
1+x)g'(x) =rg(x) & 900 1t x

O primeiro membro da equag¢do acima é D, [In g(x)], assim,

dl _r
a[ng(x)]——lﬂ-

d
r =
e [In(1 + x)7] s

Como Ing(x) e In(1 + x)" t€ém a mesma derivada, logo o que difere entre eles é a constante.
Assim,

Ing(x) =In(1+x)" +C.
De (2.14), g(0) = 1, segue que C = 0. Portanto, g(x) = (1 + x)", com |x| < 1.
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3 FUNCOES GERADORAS

As fungdes geradoras possuem inumeras aplicacdes em diversas areas da
matematica, tais como: combinatoria, teoria da probabilidade, estatistica e teoria dos nimeros.
Na combinatdria, quanto mais um problema de contagem impde restrigdes, mais complexa se
torna a sua resolucdo, logo, estudaremos aqui essa ferramenta que ¢ bastante eficiente na
resolucdo de problemas que envolvem equagdes lineares como no Problema 2.1, mostrado no
inicio do Capitulo 2. Definiremos aqui a funcdo geradora ordinaria, bem como as suas

propriedades.

Defini¢ao 3.1 Uma fun¢do geradora (ordindria) de uma sequéncia {ay, a4, a,, ... } € uma série

de poténcias formal

[ee]
F(x) = z apx™ = ag + a;x + ax? + -+

n=0
Se {a,} for uma sequéncia finita, entdo a sua fun¢do geradora é um polindmio de uma variavel.

O coeficiente de x™ serd denotado por [x™]F (x).

A defini¢do acima ndo ¢ a Uinica maneira de uma fungdo geradora. No entanto, as
fungdes geradoras ordindrias sdo o tipo mais comumente usados. Portanto, deste ponto em
diante, serao mencionados simplesmente como fung¢des geradoras. Uma funcao geradora € uma
série de poténcia formal que nos permite ignorar problemas de convergéncia e manipular do
mesmo modo como fazemos com polindomios.

Ao longo deste capitulo, indicaremos a correspondéncia entre uma sequéncia e sua

respectiva fun¢do geradora com uma seta dupla da seguinte maneira:

{fO'flifZJ---} A f0+f1X+f2x2+---.
Exemplo 3.1 A sequéncia finita {(g), (71‘), (72‘), . (z)} tem a fun¢io geradora
F(x) = (n) + (n)x + (n)x2 + et (Z)x" =(1+x)"

0 1 2

Exemplo 3.2 A sequéncia infinita {1,1, 1,1, ... } tem a fungdo geradora



28

1
1—x

Gx)=14+x+x>+x3+--=

Observagao 3.1 Em algumas situagdes ¢ conveniente ter uma expressao fechada para a funcgao

geradora. No exemplo 3.2, a série formal em questao é uma série geométrica que, quando |x| <

1, converge para i se n — oo, Assim, G(x) = i Nem sempre € facil encontrar a funcao
geradora de uma sequéncia como no exemplo anterior. Nesse caso, podemos manipular as
sequéncias ja conhecidas para que se obtenha a funcdo geradora desejada. De maneira
semelhante, também ¢ possivel manipular as fungdes geradoras de uma sequéncia para que se

tenha a sequéncia desejada.

Exemplo 3.3 Vamos determinar a sequéncia gerada pela fungio F(x) = e

Observe que

=14+x4+x2+x3+-- 3.1
e X+x°+x (3.1

Substituindo x por 3x, obtemos,
F(x) =1+4+3x+9x2% +27x3 + ---.

Logo, a fungdo gera a sequéncia {1, 3,9, 27, ... }.

De maneira geral, podemos usar a expressao (3.1) para obter uma forma fechada

para as fungdes geradoras de diversas sequéncias:

1
1,-1,1,-1,.. 1 xdx?—x3 4o =
{ } e x+x%—x T
1
{1,k k?Kk3 ..} o 1+kx+k*x?+k3x3+--=
1—kx
1
{1,0,1,0,..} < 1+x2+x*+x°+--=
1 — x2

3.1 Propriedades das fun¢des geradoras

3.1.1 Escalonamento (Dimensionamento)

A multiplicagdo de uma fungao geradora por uma constante escala todos os termos

na sequéncia associada pela mesma constante. Por exemplo,
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1
{1,0,1,0,..} < 1+x2+x*+x°+--= :
1 — x2

Multiplicando a fungdo geradora por 2 obtemos

1_x2=2+2x2+2x4+2x6+---

que gera a sequéncia {2,0, 2,0, ... }.

Regra 3.1.1 (Regra de Dimensionamento). Se

{fo. fv.for 3 o F(x),

entdo

{kfo, kfi, kf2, ..} & k.F(x).

De forma mais detalhada, a ideia dessa regra ¢ que
{kfo kfi kfo 3 kfo+ kfix +kfpx? + -
=k.(fo+ fix + fox* + )
= k.F(x).

3.1.2 Adigdo

A adigdo de fungdes geradoras corresponde a adicdo das duas sequéncias, termo a

termo. Por exemplo,

1
LLLL.) o lhrtx?+aide= —
FL-L1-1.) o l-xtx—xd o= —
L 1+ x
1 1
2,0,2,0,..
¢ J < 1—x+1+x

Observe que temos duas expressoes distintas que geram a mesma sequéncia. Na
verdade, se efetuarmos a soma, obtemos exatamente a expressao fechada da sequéncia
{2,0,2,0,..},

1 1 (A+x)+(1-x) 2
1—x+1+x_ 1-x1+x) 1-—x%
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Regra 3.1.2 (Regra da Adic¢ao). Se

o fufor -} © F(x)e
{g0'g1'g2' } A G(x)r

entdo

fotgofitgufatgs} < F(x) + G(x).

De forma mais detalhada, a ideia dessa regra ¢

fotg0fitgnfatga..} < Z(fn+gn)xn
n=0
= (Z fnxn) + (Z gnxn)
n=0 n=0
=F(x) + G(x).
3.1.3 Deslocamento a Direita

Considere a sequéncia e a sua funcdo geradora

1
{1,1,1,1,..} < 1+x+x2+x3+---=1_x.

Agora, vamos deslocar a direita acrescentando k zeros a esquerda na sequéncia:

{o, 0,..,0,1,1,1, } —  04+0x+0x2+ -+ 0xk 1 4 xk 4 xk+1 4 xkt2 k43 4
——

k zeros

= xk 4 Xkt 4 xk+2 4 xkH3

=xk (1+x+x>+x3+-)
C1-x

Logo, acrescentar k zeros a sequéncia corresponde a multiplicagdo da funcdo geradora por. x

k

Isso ¢ valido em geral.

Regra 3.1.3 (Regra do Deslocamento a Direita). Se
{fO'flleI"'} A F(x)r

entdo

{0,0,..,0,fo, fi, for .}  —  xF.F(x).

k zeros
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De uma forma mais detalhada, a ideia da regra ¢

{0,0,...,0,fo, f1, for o} > 04 0x+0x2+ -+ 0x* 1+ foxk + fixktt + fookt2 4 ...

k zeros

=f0xk +f1xk+1 +f2xk+2 + e
= xk. (fo + fix +f2x2 + )
= x*.F(x).

3.1.4 Diferenciagao

Vamos derivar a fungdo geradora da sequéncia {1,1,1,1, ...}

1
1+x+x24+x3+ = :
1—x
d 5 3 . d 1
= a(1+x+x +x +---)—a<1_x)
= 1+2x+3x2+---=;
(1—-x)?
1
= {1,2,3,} — m

Em geral, diferenciando uma funcao geradora tem dois efeitos sobre a sequéncia
correspondente: cada termo ¢ multiplicado pelo seu indice e toda a sequéncia ¢ deslocada a

esquerda em um termo.

Regra 3.1.4 (Regra da Diferenciacao). Se
{fO'flleI"'} A F(x)r

entdo

{f1,2f2,3f3 .} < F'(x).
De maneira mais precisa, a regra é
{fu2f23f5,.3 o fit 2fox+ 3fsx® + -
d
= a(fo + fix + fox? + fax® + )

—a (X)
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Exemplo 3.1.4 Encontrar uma funcdo geradora para a sequéncia dos quadrados

{0,1,4,9,16, ...}.

Para isso, usaremos a sequéncia{1,1,1, 1, ... } e sua respectiva fungéo geradora.

1
1—x

1,1,1,1,..} o

Aplicando a regra da diferenciagao e em seguida, a regra do deslocamento a direita na expressao

acima por duas vezes, obtemos

Regra de derivacio: {1,2,3,4,..} o % (1 ix) = a —1x)2
Regra do deslocamento a direita: {0,1,2,3,..} & X. 1 = ad
1-x)? (1-x)?
Regra de derivacio: {1,4,9,..} & i( X ) = 1+x
dx \(1 — x)? (1—x)3

1+x  x(1+4+x)
*a-0? T a-»?

Regra do deslocamento a direita: {0,1,4,9,..} &

Portanto, a fungdo geradora dos quadrados ¢

x(1 4+ x)
(1-x)%

3.1.5 Produto

Regra 3.1.5 (Regra do Produto). Se
{ag,aq,ay, ...} > A(x) e {bo, by, by, ... } > B(x),
entdo
{co,C1,C0, . } > A(x).B(x),

onde

n

Cn = aob, + a1bp_1 + -+ ayby = Z Axbn_i-
k=0

Podemos mostrar o produto A(x).B(x) através da tabela abaixo para identificar

todos os termos:
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box° byx! b,x? bsx3
aox’ agbox agbix agb,x agbs x>
a;x! a,boxt a; by x? a,b,x3
a,x? a,byx? a,b;x3
asx3 asbyx®

Observe que os termos que envolvem a mesma variavel x estdo na diagonal. Logo,
reunindo esses termos, obtemos o coeficiente de x™ no produto ¢ a soma de todos os termos

(n+1)é-sima diagonal. Assim,

Co = aoby
Cl S albo + aobl

CZ = azbo + a1b1 + aobz

CTl = aobn + albn_l + -+ anbo
A sequéncia {cy, ¢y, C5, ... } € chamada de convolugdo das sequéncias {ay, a,, a,, ... }

e {by, by, b5, ... }.
3.1.6 Soma

Para mostrar essa propriedade, faremos o uso de uma aplicac¢ao da regra do produto,

estudada em 3.1.5. Considerem

{ag,a,a,, ...} > A(x) e Bx)= ﬁ
Entdo, by = b; = b, = -+ = 1 ¢ 0 n-ésimo coeficiente de A(x)B(x) é
n
apg.1+a.1+a,.1+--+a,.1 =Zai.
i=0
Em outras palavras, dada qualquer sequéncia {a,, a;, a,, ... }, podemos calcular
n
Sp = a;

i=0

1 . A 1
para todo n apenas multiplicando a funcao geradora da sequéncia por P~
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Regra 3.1.6 (Regra da Soma). Se

{aOl alfaZf } « A(x)r
entdo
A(x)
{S0, 51,52, ..} T
onde

n

Sp = z a; paratodon = 0.

i=0
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4 APLICACOES

Este capitulo tem por objetivo mostrar algumas aplicagdes das fungdes geradoras.
Comecgaremos por recorréncias lineares homogéneas e nao-homogéneas, em seguida
mostraremos sua aplicacdo na sequéncia de Fibonacci e na Torre de Hanoi. E por fim,

mostraremos o seu uso na resolucao de alguns problemas de contagem.
4.1 Recorréncias lineares

Muitas sequéncias sdo definidas recursivamente, isto €, por recorréncia. Nessa
perspectiva, consiste em se determinar uma regra que permite calcular qualquer termo em
funcdo do antecessor imediato, como € o caso das recorréncias de primeira ordem, ou dos
termos dos dois termos antecessores imediatos, como ¢ o caso das recorréncias de segunda
ordem. As recorréncias podem ser ainda lineares ou nao, ou seja, podem ser na forma de uma

func¢do do primeiro grau ou ndo, respectivamente.

Exemplo 4.1.1(Recorréncia Homogénea). Encontre a,, explicitamente, onde
a, —3a,_, —2a,_3 =0, paran = 3

ea, =12,a; =5,a, = 5.

Solucio. Considere a fungdo geradora da sequéncia {a,}

A(x) = Z a,x" =ag+ a;x + ayx* + azx3 + .
n=0

Reescrevendo a recorréncia do problema temos,

a, = 30y, + 2a,_3, n = 3. (4.1)
Multiplicando ambos os lados da equag@o 4.1 por x™ e somando os termos para n > 3,
a, x" = Z 3a,_,x™ + z 2a,_3x" (4.2)
n=3 n=3 n=3

Logo,

A(x) = ag + ayx + ax? + Z ap X"
n=3

o8] [o9]

=ay + a;x + a,x? + Z 3a,_,x™ + Z 2a,_3x™

n=3 n=3



o8] o8]

= ay + a;x + a,x? + 3x? Z Ap_px™ 2 + 2x3 Z Ap_3x™3

n=3 n=3

=ay + a;x + a,x? + 3x%(A(x) — ay) + 2x3A(x).

Substituindo a, = 12,a; = 5,a, = 5 na equagao acima, obtemos

A(x) = 54 5x — 3x% 4+ 3x2A(x) + 2x3A(x)

_ 5+ 5x —3x?
©1—3x2—2x%
Separando a expressdo A(x) em fragdes parciais, temos
AG) = 3 N 3 1
eI T T T (142
Assim,
Ax)=31-2x)"1+30+x) 1 -1 +x)"%
Usando o Teorema Binomial para expoentes negativos,
o —1 o —1 o (=2
Alx) = 32( )(—2x)"+3z< )x" —Z( )x"
n n n
n= n=0 n=0
- 2[3. 2 4 3. (=) — (n + 1). (=D)"]x"
n=0
- Z 3.2" + (=)™ (2 — n)]x™
n=0
Portanto,

a, =3.2"+(-1)™. (2 —n).

Exemplo 4.1.2 (Recorréncia Nao-homogénea) Encontrar a expressdo geral para c,,, onde

¢, —3cp_1 = 3", comcy = 2.
Solucio. Seja
C(x) = Z Cpx™
n=0

a fungdo geradora da sequéncia {c, }. Reescrevendo a recorréncia do problema, temos,

cn = 3cp_q + 3™ (4.3)
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Multiplicando ambos os membros da equagdo 4.3 por x™ e somando os termos para n > 1,

obtemos
[ee] [ee] [ee]
Z Cpx™ = Z 3¢ 1x™ + Z 3nx™
n=1 n=1 n=1
Assim,

= ¢y + 3x z Cpogx™ 1+ Z(Sx)"
n=1

n=1

1
=c0+3xC(x)+[1_3x—1]

1 N 1
(1-3x)2 1—-3x
=(1-3x)"%2+(1-3x)".

Aplicando o Teorema Binomial para expoentes negativos na equagdo acima, obtemos

(o8] o8]

=3 (2 s 3 (e

n=0 n=0

s

[(n+1).3™ + 3™]x™

S
Il

I
s

[(n+2).3™]x™

S
I
o

Logo, ¢, = (n+ 2).3™.

4.2 A torre de hanoi

Este problema foi inventado por Edouard Lucas' em 1883. A versdo original das

Torres de Hanoi consiste em trés postes e oito discos de diferentes tamanhos, inicialmente

"Edouard Lucas, matematico que inventou o jogo, inspirado da lenda Hindu em 1883, na cidade de Hanoi, no
Vietna.
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dispostos no primeiro poste em ordem decrescente como mostra a figura 1, cujo objetivo ¢é
transferir todos os discos para outro poste, um de cada vez, ndo sendo permitido colocar um
disco maior sobre um menor. No caso de n discos, qual o nimero minimo de movimentos

necessarios para resolver este problema?

Figura 1 - A configuracao inicial das Torres de Hanoi com 8 discos

Fonte: elaborado pela autora

A relagdo de recorréncia para solugdo deste problema ¢ dada por
T, =2T,_4 +1, paran =1
com T, = 0 e 0 nosso objetivo ¢ encontrar uma expressao fechada para T,, usando as fungdes

geradoras.

Seja a funcdo geradora da sequéncia T, definida por

T(x) = z T, x™.
n=0

Como T, = 0, temos

T(x) = z T, x"
n=1

- Z(ZTn_1 +1)xm
n=1

[ee)

= z 2T 1x™ + z x"
n=1

n=1

[ee] [o¢]
= 2x z Tpo1x™ 1+ Z x"
n=1

n=1

Mas,

z Tx™ = z Tp_1x™ 1 =T(x)



Logo,
1
T(x) = 2xT(x) + [— - 1]
1—x
X
= 2xT(x) + ——
1—x
Assim,
T(x) =
Ve a2 -x
Usando as fragdes parciais, obtemos
(o) = 1 1
e T 1«

=1-2x)"1-1-x)"L

Aplicando o Teorema Binomial para expoentes negativos, segue que

(o] (o]

=3 ()= (e
= N [2™" — 1] x™.
n=0

Portanto, T,, = 2" — 1.

4.3 Numeros de fibonacci
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No ano de 1202, Fibonacci® investigou a criagdo de coelhos em circunstincias

ideais. Um casal de coelhos recém-nascidos foi deixado numa ilha para se reproduzirem,

sabendo que eles precisariam de 2 meses de idade para filhotes e, a partir dai, cada casal de

coelhos gera exatamente um outro casal por més. Apos n meses, qual seria a populagdo de

coelhos, supondo ndo haver mortes e nem migracdes?

A sequéncia resultante da situagdo descrita acima ¢ conhecida como sequéncia de

Fibonacci. Se denotarmos F, a populacao de coelhos no n-ésimo més, obtemos a recorréncia

F,=F,_ 1+ F,_,, paran = 2

onde F, = 0, F; = 1. Vamos expressar F,, em fun¢do de n usando as fungdes geradoras.

Seja a fungdo geradora para {F,} dada por

2 Fibonacci, também conhecido por Leonardo de Pisa.



F(x) = Z E,x™.
n=0

Como Fy = 0 e F; = 1, segue que

F(x) =x+Zan"
n=2

=X+ Z(Fn_l + Fn_z)xn
n=2

[ee] [ee]
=x+ Z Fp_x™+ Z Fp_ox™
n=2 n=2
[o¢] [ee]
=x+x Z Fp_yx™ 1+ x? z Fp_p,x™ 2
n=2 n=2

= x + xF(x) + x?F(x)
x

1—x—x2

Fatorando o polindmio 1 — x — x? teremos

, 1++5 1-V5\ 1++5
1—x—x—(x— > >(x— > >—(1— > x><1—

Logo,

X

(152 (1-55%)

F(x) =

Usando as fragdes parciais, obtemos

1 1 1
FO =R\ [ ToE, =,

1+\/_ . 1-v5 \

f ) ‘( e x)

Aplicando, agora, o Teorema Binomial para expoentes negativos,

g2 () LT

n=0

(L4 (5

[o e}

“F2

Portanto,

1-+/5
2

9]

)

40
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4.4 Problemas de contagem

Podemos utilizar fungdes geradoras nos problemas de contagem, em particular, o
problema de escolher itens de um conjunto sempre nos fornece varios tipos de fungdes
geradoras, onde o coeficiente de x™ representa o modo de escolher # itens desse conjunto.

Considere a sequéncia {(g), (’I), (’2‘), ) (i), 0,0,..}. Pelo capitulo anterior,

podemos associar a seguinte fun¢do geradora a esta sequéncia:

= () (e (ot (-

Podemos ver entdo que o coeficiente de x™ ¢ igual a (;‘l ) e representa a quantidade

de maneiras de escolher 7 itens distintos de um conjunto de tamanho £.

Defini¢do. Seja A(x) = X5, arx® uma funcdo geradora. O operador coeficiente [x"] atua
em A(x) exibindo o coeficiente do termo x™, assim

[x™]A(x) = a,.

Observacio. Um fato util é que [x" ™]A(x) = [x™]x™A(x). De fato,

[x*]x™A(x) = [x"]x™ Z apx® =[x"] ) apx*t" =a,_,,.

k=0 k=0

Exemplo 4.4.1 Encontrar uma expressdo para o numero de maneiras de se distribuir i objetos

indistinguiveis em j caixas distintas.

Soluc¢ao. Neste exemplo, sempre assumimos que os objetos sdao idénticos. Consideramos o
problema de encontrar o numero de distribui¢do de i objetos para j caixas sem nenhuma
restricdo usando a funcdo geradora. Isso significa que toda caixa pode ter qualquer nimero de
objetos, € claro que até i, incluindo nenhum, nesse caso a fungdo geradora para uma caixa se

torna
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+1
T4+x4+x24+-+ i:—l_xl 4.4
x+x x T (4.4)

Além disso, como existem j caixas, precisamos elevar a expressao 4.4 a j,

1— xi+1 J
(=)
Determinar o coeficiente de x! na expansdo da fungdo geradora ¢ suficiente para resolver o
problema acima.

Mas, podemos ainda resolver esse problema de outra maneira e obter o mesmo

coeficiente em questdo. Observe que a fun¢do geradora de uma caixa pode ser tomada como

1
1+x+x%4 =
1—x

sem nenhuma restri¢ao. A fungdo geradora em 4.5 apos elevarmos a j sera

(4.5)

[o0] [o9)

e @ = E e S

n=0 n=0

Se calcularmos o coeficiente de x' na expressdo acima, obteremos o mesmo resultado.

Exemplo 4.4.2 Encontrar uma expressdao para o exemplo anterior agora com a restri¢do de

que cada caixa contenha pelos menos k objetos.

Soluc¢iao. Nesse caso, cada caixa precisa conter pelo menos k objetos, logo a fungdo geradora

desse problema ¢ dado por

k
X
xfpxftt pxkt2 4=k QA+ x+ 2%+ ) = T
Levando em conta agora que sao j caixas, temos,
xk o1 ~/j+n—1
=xl ——— =k n, 4.6
<l—x> Ta-xo " Z( n )x (46)
Para resolver o problema no exemplo 4.4.2, basta considerar o coeficiente x' em 4.6, ou ainda,
x'7 em
Z (j +n— 1) o
n
n=0
que €
(j +i—kj— 1)
i—kj '
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Exemplo 4.4.3 Ainda no mesmo exemplo, encontrar uma expressdo com a restri¢do de que

cada caixa contenha pelos menos k objetos e, no maximo k+I-1 objetos.

Solucdo. Como cada caixa deve ter pelo menos k objetos e no méximo k + [ — 1 objetos, a

funcgdo geradora para a escolha ¢

1—xt
xF x4 xfr2 o L = xR (L x4+ X% e+ Y =xk<1 ) (4.7)
—x

Sendo j caixas, elevamos o polindmio em 4.7 a j,

J j
1—x! (1 —x
k — +Kj
x =x .
1—x 1—x
Mas o que queremos é o coeficiente de x!, que é o mesmo coeficiente de x' ™%/ em

A
<1 x) — (-1 =),

1—x

Os proximos exemplos ilustram o que foi mencionado acima.

Exemplo 4.4.4 De quantas maneiras podemos fazer uma salada com n frutas com as seguintes
restricoes?

* O numero de magas deve ser par,

* O numero de bananas deve ser multiplo de 5.

* Pode-se usar no maximo 4 laranjas.

* Pode-se usar no maximo 1 pera.

Solucio. A ideia aqui ¢ usar uma fung¢do geradora para cada fruta. Como o numero de magas

deve ser par, temos como opgdes 0, 2, 4, 6, ..., assim

1
M(x)=1+x*>+x*+x6+.-= :
1—x?
J4 o nimero de bananas deve ser multiplo de 5, temos como opgdes 0, 5, 10, 15, ..., assim
1
B(x)=1+x>+x10+x¥®+ ... = =
1—x

Se o numero de laranjas deve ser no maximo 4, entdo temos

1—x°

L) =1+x+x%2+x3+x*= :
1—x

E por tltimo, o numero de peras ¢ no maximo 1, logo

P(x)=1+x.
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Assim, a fun¢do geradora para o problema ¢

S(x) = M(EX)BL(X)P () = (1 _1x2) (1 _1x5) <11__9;5> (1+%)
=(1-x)?
S (e
k=0
S

Portanto, o que nos interessa € o coeficiente de x™, ou seja,

piseo = ("7 ) =ntt

Exemplo 4.4.5 Quantos dos inteiros compreendidos entre 1 e 100000 tém soma dos algarismos

iguais a 17?

Soluc¢ao. Os nimeros em questdo estao entre 0 € 99999, ja que 100000 nao possui algarismos
cuja a soma seja igual a 17. Com isso, sabemos que esses nimeros escritos na base 10 sdo da
forma
X1X3X3X4 X5
talque 0 < x; < 9,comi = 1,2, 3,4, 5.Assim, o problema consiste em encontrar o nimero de
solucdes da equagao
X1+ X, +x3+x4 +x5 =17

com a restricdo 0 <x; <9, com i =1,2,3,4,5.Agora, o nosso objetivo ¢ encontrar o

coeficiente de x17 na expansdo da fun¢io geradora que segue

10\ °
F)=1+x+x2+-+x9)5= <11__xx > =(1-x)°1-07"

Como
> 5
(1 —-x195= E (k) (—x19)% =1 — 5x10 + 10x2° — 10x3° + 5x*0 — x50,

k=0

precisamos determinar agora os coeficientes de x” e x17 em
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oS (e =51
(1-x) kzo(k =2 ()
que sdo, respectivamente,
(7 * 4) = 330 e(17 * 4) = 5985,
7 17

Portanto, [x17]F (x) = (=5).330 + 1.5985 = 4335, que é solugio do nosso problema.
4.5 Problemas relacionados

Podemos usar as fungdes geradoras em problemas aparentemente dificeis, tornando

0s mesmos mais simples. Vejamos aqui alguns exemplos.
Exemplo 4.5.1 Encontrar o coeficiente de x*® em (1 + x + x? + --- + x°)3.
Solu¢ao. Temos que a fungdo geradora

1_x10

1+x+x24-4x°= :
1—x

1— x10\?
(75)

Elevando a expressao a 3, obtemos

Logo,
1— x10\°
( % ) =(1-xY301-x3
> =3
= (1 — 3x1% + 3x20 — x39) Z ( ) (=x)"
n=0 n
= n+2
= (1 — 3x10 4 3x20 —x3°)z ( " )x"
n=0
Portanto,

X1 + x4+ x2 + - +x%)% = (220) -3 (10) = 55.

Exemplo 4.5.2 Utilizar as fungoes geradoras para mostrar que

> = ().

k=0
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Soluc¢iao. Note que, pelo Teorema Binomial Cléssico, (T)é coeficiente de x™ em (1 + x)?™.

Por outro lado,

(1+x)2"=[(1+x)"]?
n 2
= ™)
20
=[(o)+(Dx+ -+ (2 )+ ()T

O coeficiente de x™ na expressdo acima ¢

@G+ Q6D+ GGI)++() )

Pela Propriedade III vista no Capitulo 2, temos que

(Z) - (n i k)'

Logo, substituindo convenientemente, obtemos

O+ OO0+ + () =D

k=0

()

Portanto,

Exemplo 4.5.3 Determinar a formula para a soma dos n primeiros quadrados

n

i=0
Solu¢ao. Como ja visto anteriormente, a fun¢ao geradora da sequéncia dos quadrados ¢ dada
por
x(1+x)
(1-x)*
Pela regra de soma vista no Capitulo 3, para obter a fung@o geradora para {Sy, Sy, Sz, ... }, basta

multiplicar a expressdo acima por 1/(1 — x). Assim, a fungdo geradora resultante sera
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x(1+x)
(1-x)*

i% é o coeficiente de x™ em

x(1+x)
(1—-x)*
=(x+x)A-x)"

Isso significa que )i,

F(x) =

Note que, o [x™]F(x) é obtido pela soma dos coeficientes de x" 1 e x" 2 em (1 — x)~*.

Aplicando o Teorema binomial com expoentes negativos, temos

0]

a3 ()

n=0

- n+3
=2 ()
n
n=0

Assim, os coeficientes procurados sdo

(n+2) _ (n+2)(n+1)ne<n+1> _ (n+1)n(n—1).

n—1 6 n—2 6

Somando os valores obtemos

i , (+2@+Dn (+Dnn-1) @n+D{n+Dn
1“ = 6 + 3 = 6 .

i=0

Exemplo 4.5.4 (Regioes do Plano) Uma reta divide o plano em duas regioes, duas retas em
posicdo geral’ divide o plano em quatro regides, trés retas em sete regides e assim

sucessivamente. Em quantas regioes o plano é dividido usando n retas em posi¢ao geral?

Solucio. Seja P, o numero de regides que n retas em posicao geral delimita no plano. Considere
agora uma reta 1y, ¢ facil ver que o plano ¢ dividido em duas regides, ou seja, P; = 2. Quando
outra reta r, é desenhada, ela intersecta r; e o ponto de intersec¢do divide r, em duas partes,
onde cada parte divide uma das regides anteriores em duas, logo P, = 4. Por sua vez, uma reta
13 desenhada, intersecta r; € 1, em dois pontos, o que a divide em trés partes, onde cada parte

novamente dividird uma das regides anteriores em duas, dai P; = 7. Assim, obtemos

P1=2
P2=P1+2
P3=P2+3

3 Nao ha duas retas paralelas ou coincidentes.



P, =P,_1+n, paran = 1.

Expressando P, em func¢do de n usando as func¢des geradoras, teremos

P(x) = Z B,x™.
n=0
Assim,
P(x) =Py + z B,x™.
n=1
Como P, = 1, obtemos

Px)=1+ z Bx™
n=1

=1+ Z(Pn_l + n)x™
n=1

0]

[00]
=1+ z P,_ix™ + z nx™
n=1 n=1

=1 +xz Py x™ 1+ (x4 2x% +3x3 4+ )

n=1

=1+ xP(x) + —
= xP(x TESE
_ 1 N X
T 1-x (1—-x)3

1 1 1
= -~ +

1-x (1-x)?2% (1-x)3

=1-x)1T-1-072+0-x)3

Aplicando o Teorema Binomial de Expoentes Negativos, teremos,

=3 (=Y () 3 () o
Yy (e ()
=Zl1—(n+1)+(n+2)2(n+1)lx"

48



Portanto, B, = (";1) + 1.

M D

S
I
o

|

(n+ 1n

+1lx"

(7))
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5 CONSIDERACOES FINAIS

As fungdes geradoras sdo ferramentas bastante eficientes e a sua utilizagdo como
método de solucao de problemas se mostrou vantajoso e simples, principalmente nos diferentes
problemas combinatdrios, seguindo um mesmo padrao, algo que usualmente nao ocorre nesses
tipos de problemas. Além disso, o uso dessas ferramentas se mostrou poderoso para resolver
problemas de recorréncia de modo simples, sem a necessidade de avaliar a sua linearidade,
homogeneidade e ordem. Entretanto, o uso das fungdes geradoras exigiu uma maior habilidade
na manipulacdo algébrica, além de ter um bom estoque de fung¢des conhecidas.

Apesar de o Teorema Binomial Generalizado utilizado nas func¢des geradoras
necessitar de ferramentas de Andlise Real, ele pode ser acessivel para os alunos de ensino
médio. Uma prova disso ¢ caso dos expoentes negativos, que pode ser ensinado de modo a
promover um aprofundamento nos estudos.

Contudo, pode-se afirmar que o estudo das func¢des geradoras tem uma relevancia,
nao s6 como um método alternativo na resolugdo de problemas diante dos métodos tradicionais,
mas também como uma ferramenta capaz de desenvolver um método generalizado de resolucao
de problemas de Matematica Discreta.

Espera-se que este trabalho possa contribuir para futuras pesquisas e possibilitar o

uso de novos métodos para o ensino da Matematica na Educagdo Basica.
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APENDICE A — CONCEITOS COMPLEMENTARES DE CALCULO
1. DEFINICAO DE LIMITES

Sejam X € R um conjunto de numeros reais, f: X = R uma funcdo real cujo
dominio é X e a € X' um ponto de acumula¢do do conjunto X. Diz-se que o nimero real L é

limite de f quando x tende a a, e escreve-se lim f(x) = L, quando, para todo &€ > 0 dado
xX—a

arbitrariamente, pode-se obter § > O talque |f(x) — L| < esemprequex € Xe 0 < [x —a| <
6.
Simbolicamente:

limf(x) =L & Ve>036>0,x€X,0<|x—a|<d=|f(x)—L| <e.
x—a

2. DEFINICAO DE LIMITES NO INFINITO

Seja X c R ilimitado superiormente. Dada f: X — R, escreve-se

lim f(x) =1L,

X—+00

quando o numero real L satisfaz a seguinte condi¢ao:

Ve>03A>0x€eX,x>A=|f(x)-L| <e.

Define-se lim f(x) = L, quando o dominio de /¢ ilimitado inferiormente, se para
X—>—00

todo € > 0 dado, deve existir A > 0 tal que x < —A, entdo |f(x) — L| < &.

3. DERIVADAS

Sejam f: X > Rea € X N X'. A derivada da fungdo f no ponto a ¢é o limite

f(x)—f(a)_l. fla+h)—f(a)
———— = lim )
X—a h—0 h

f'(a) = lim

O limite acima pode ou ndo existir. Se existir, diz-se que f¢é derivavel no ponto a. Quando existe
aderivada f'(x) em todos os pontos x € X N X', diz-se que f'é derivdvel no conjunto X e temos

a fungdo f: X N X' » R, chamada a fun¢do derivada de f.
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Vejamos agora o seguinte teorema.

Teorema A Sejam f,g: X — R derivaveis no ponto a € X N X'. As fungées f + g, f.gef/g
(caso g(a) # 0) sdo também derivaveis no ponto a, com
fx9)'(@)=f(@xtg (@),
(f.9)' (@) = f'(a).g(a) + f(a).g'(a) e

<£)' (@ = f'(@).g9(a) - f(a).g'(a)
g g(a)? '

Demonstracio. Veja (GUIDORIZZI, 2001).

4. CONVERGENCIA ABSOLUTA DE SERIES INFINITAS

Se todos os termos de uma dada série infinita forem substituidos pelos seus valores
absolutos e a série resultante for convergente, entdo dizemos que a série dada ¢ absolutamente
convergente.

Umas das formas de testar se uma série infinita serd convergente ou nao, €

conhecido como o Teste da Razio.

Teorema B Seja Y% a,, uma série infinita dada com a,, # 0, para todo n. Entdo,

. . a . ’
(i) se lim || =L < 1, a série dada é absolutamente convergente;
n—+oo n
.. . a . a ;. o7
(ii) se lim |2 =L > 1,ouse lim || = +o0, a série dada é divergente;
n—-+oo n n-+oo | an
. a ~ \ A~ . .
(iii) se lim Z—“ = 1, nenhuma conclusdo quanto a convergéncia pode ser tirada do teste.
n-—-+oo n

Demonstracio. Veja (LEITHOLD, 1994).

5. SOMA DE SERIES INFINITAS CONVERGENTES

Teorema C Se Y12 a, e X+2 b, sdo séries infinitas convergentes com somas S e R,

respectivamente, entdo
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400
PRCETS
n=1

€ uma série convergente e sua soma é¢ S + R.

Demonstracio. Veja (LEITHOLD, 1994).

6. DERIVACAO DE SERIES DE POTENCIAS

Uma série de poténcias Y, %, a,x™ define uma funcdo cujo dominio é o intervalo

de convergéncia da série.
Teorema D Seja R o raio da convergéncia da série de poténcias Y15, anx™. A fungdo
f:(—R,R) = R, definida por f(x) = Y15 a,x™, é derivavel, com f'(x) = Yi& na,x™ e

a série de poténcias de f'(x) ainda tem raio de convergéncia R.

Demonstracao. Veja (LIMA, 2006).

7. DECOMPOSICAO EM FRACOES PARCIAIS

A decomposi¢ao em fragdes parciais € um método que permite decompor

expressoes racionais em uma soma mais simples.

Teorema E Sejam «, §, m e n reais dados, com a # [5. Entdo existem constantes A e B tais

que

] mx +n A B

i) = + :
x—a)(x—p) x—a x-p

. mx+n A B

it)

' (x—a)zzx—a+(x—a)2'

Demonstracio. Veja (GUIDORIZZI, 2001).
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Teorema F Sejam a, f,y, m, n, p reais dados com a, 3, y distintos entre si. Entdo existem

constantes A, B, C tais que

, mx?+nx+p A B C

i) = + + :
x—a)x-=BPx—-y) x—a x—-f x-y
mx’+nx+p A B C

Ve—aG—p7 x—a B G-B7
Demonstracio. Veja (GUIDORIZZI, 2001).

Teorema G Sejam m, n, p, a, b, c e a niimeros reais dados tais que A= b? — 4ac < 0. Entdo
existem constantes A, B, D tais que

mx?+nx+p A N Bx+D
(x—a)(ax2+bx+c) x—a ax2+bx+c

Demonstracio. Veja (GUIDORIZZI, 2001).
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APENDICE B —- CONCEITOS COMPLEMENTARES DE BINOMIAL
Proposicao A (Relagdo de Stifel) Para todo n e k inteiros positivos comn = k, vale
n+1 n+1 n
(k+1)_< k >+(k)'

Demonstracio. Veja (MORGADO, 2016).

Proposicao B (Teorema das Colunas) Para todo n e k inteiros positivos com n = k, vale
n n+1 n+2 n+k n+k+1
G+ )+ (o)) = (i)
n n n n n+1

Demonstracio. Veja (MORGADO, 2016).



