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RESUMO

Esta dissertacao objetiva a anélise de sequéncias e funcoes reais. O entendimento
destas através de polinémios, suas raizes, solucoes a questoes e métodos utilizados para
se obté-las serao demonstrados baseando-se em definicoes e teoremas conhecidos, estes

altimos também sendo demonstrados.

Iniciamos com uma introducao historica a respeito dos polinémios, equagoes algé-
bricas e suas solucoes, destacando a inter-relacao entre Geometria e Algebra. A seguir,
introduzimos no Capitulo [2| os conceitos de funcao e de sequéncia real, das operacoes
entre sequéncias, fornecendo um dispositivo pratico para a multiplicacao de sequéncias
quase nulas. No Capitulo [3] apresentamos o conceito de polindomio com coeficientes reais
e exploramos as propriedades dos graus dos polindmios, das operagoes entre estes e da
estrutura de anel do conjunto P dos polinomios. Nos Capitulos de [] a [} estudamos a
imersao do conjunto R dos nimeros reais em P e os polindmios na indeterminada X.
Em seguida, os Capitulos [7] e [§ sao dedicados aos contetidos de divisibilidade e divisao
de polinémios, fun¢oes polinomiais e raizes de um polinémio, incluindo a demonstracao
do Teorema do Resto. Finalizamos com o Capitulo [9 trazendo os topicos pertinentes as
Equacoes Algébricas, a saber: a decomposi¢ao de um polindémio em fatores lineares em C
decorrente do Teorema Fundamental da Algebra, a multiplicidade das raizes, as Relacoes
de Girard, raizes racionais e raizes complexas de um polinémio, aplicabilidade do Teo-
rema de Bolzano-Cauchy e o Método de Laguerre para a determinagao de um intervalo

real contendo as raizes de um polinémio.

Palavras-chave: Funcoes reais. Sequéncias reais. Polinomios.



ABSTRACT

This dissertation aims to analyze sequences and real functions. The understanding
of these through polynomials, their roots, solutions to questions and methods used to
obtain them will be proved based on known definitions and theorems, the latter will also

be proved.

We begin with a historical introduction about polynomials, algebraic equations
and their solutions, highlighting the relationship between Geometry and Algebra. Next,
we introduce in Chapter [2| the concepts of function and real sequence, operations between
sequences, providing a practical device for the multiplication of almost zero sequences.
In Chapter (3, we present the concept of polynomial with real coefficients and explore
the properties of the degrees of polynomials, the operations between them and the ring
structure of the set P of polynomials. From Chapter [ to [6] we study the immersion
of the set R of real numbers in P and the polynomials in the indeterminate X. Then,
Chapters 7] and |8 are dedicated to the contents of divisibility and division of polynomials,
polynomial functions and roots of a polynomial, including the proof of the Theorem of the
Rest. We conclude with Chapter [ bringing the pertinent topics to Algebraic Equations,
namely: the decomposition of a polynomial into linear factors in C due to the Fundamental
Theorem of Algebra, the multiplicity of roots, the Girard Relations, rational and complex
roots of a polynomial, applicability of the Theorem of Bolzano-Cauchy and the Laguerre

Method for determining a real interval containing the roots of a polynomial.

Keywords: Real functions. Real sequences. Polynomials.
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1. Introducao

Segundo Aragao [I p.11], o lugar de origem da Matematica, muito provavelmente, foi o
vale compreendido entre os rios Tigres e Eufrates, a terra dos sumérios e dos babilonios,
inventores da escrita cuneiforme. Contudo, Garbi [, p.9] indaga: existiria mateméatica
ha 500 séculos quando o homem dava forma aos barcos que o levaram & Australia? Teria
o homo habilis ha cerca, de dois mil milénios, feito matemaética ao quebrar pedras para
dar-lhes formas tuteis? Por fim, estaria o homem praticando Matemética quando dividia
a terra entre os lavradores e a producao entre as pessoas cerca de mil décadas atras?
Freudenthal [4, p.5] acredita na certeza de que a humanidade ja fazia calculos e pensava a
respeito de figuras geométricas antes de ter sido inventada a escrita. Os ntimeros surgiram

com a primeira escrita e logo depois a Matematica j& estava altamente desenvolvida.

Nos anos iniciais qualquer jovem apresentado ao mundo académico recebe a tarefa
de separar a Matematica em dois grandes grupos: Geometria e Algebra. Vale frisar que,
de acordo com Rooney [7, p.126| é impossivel separar a algebra simples da geometria.
As tabuas de argila da Babilonia no Museu Britanico incluem uma série de problemas
que atualmente seriam formulados por meio de equacoes quadraticas ou cubicas, estas
ultimas, por exemplo, encontradas em uma tabua de aproximadamente 4.000 anos de
idade, que estao relacionadas a projetos de construcao envolvendo areas e volumes, ou
seja, a Geometria cria problemas e a Algebra os soluciona. Tal afirmacdo é reforcada,
por Garbi [B, p.10], que relata a presenca no mesmo museu Britinico, de um conjunto
de 85 problemas de aritmética e geometria, incluindo todas as suas solugoes. Este antigo
documento é conhecido por papiro de Ahmes ou Rhind, datado em aproximadamente
1.650 a.C.; em especial, um destes problemas dizia: uma quantidade somada a seus 3

mais a sua metade e mais a sua sétima parte perfaz 33. Qual é essa quantidade?

A origem da palavra “dlgebra” esta intimamente ligada ao primeiro nome da obra
prima intitulada “Al-jabr Wa’l mugabalah” de autoria do matematico e astronomo Moha-
med Ibumusa al-Khowarizmi, elaborada em Bagda durante a califado de Al-mamum (809-
833), segundo Boyer [2, p.155|. Tal livro tratava sobre aritmética e &lgebra e posterior-
mente ganhou uma traduc¢ao latina. De acordo com Rooney [7, p.130] a presente obra
apresentava, por exemplo, de modo sistematico métodos de resolucao para seis tipos de
equacoes, a saber, supracitadas adiante na notacao moderna: ax? = bx, az? = ¢, bx = c,

ar’? + ¢ = bx, ar?® +br = ¢, bx + ¢ = ax®. Em seguida, usou os trabalhos de Euclides
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para proporcionar demonstracoes usando geometria, sendo assim o primeiro a adotar tal

estratégia em equagoes quadraticas.

Sendo o método dedutivo a espinha dorsal que impulsiona as verdades matematicas,
nao seria justo deixar de salientar o papel decisorio do matematico grego Tales de Mileto,
que segundo Garbi [5], p.14|, estudava Mateméatica por bel prazer e foi um dos primeiros

matematicos a defender a importancia das demonstragoes dos teoremas.

No campo dos métodos empregados para a resolugao de equagoes, temos primei-
ramente a regra da falsa posicao para equacoes de primeiro grau, utilizada pelos egipcios.
A seguir, os babilonios, completando quadrados, avancaram nas sentencas abertas em
forma de igualdade de segundo grau. Nos limiares do século XIII, de acordo com Garbi
[5, p.27] um cristao abordava Algebra pela primeira vez na obra Liber Abaci. Cerca de
trés séculos mais tarde, uma intriga ferrenha, na Italia, entre os matematicos Cardano e
Tartaglia tornou amplamente conhecido um método para determinado tipo de equacoes

do terceiro grau.

O gosto por ter respostas continuou crescendo cada vez mais e até a solugao de
sentencas de quarto grau foi alcancada por Ferrari no século XVI. Neste mesmo século,
Bombelli coloca os ntiimeros reais nas cordas bambas com o surgimento das raizes qua-

dradas de nimeros negativos.

Ja no século XVII, de acordo com Boyer [2, p.284], Sr. Issac Newton em sua obra
intitulada Arithmetica Universalis, contribui de forma inequivoca e definitiva na obtencao
das somas de todas as poténcias das raizes de um polinémio, bem como uma regra para
a majoracao das raizes positivas dos mesmos. Nao menos fantastico, Sr. Newton tam-
bém nos agraciou com um método para obtencao aproximada das raizes de uma equagao
algébrica que se baseia no Calculo Diferencial que, para Garbi [5], p.85], as calculadoras
eletronicas de bolso utilizam. Tal método é largamente conhecido no meio académico

como método de Newton e deveria ser ensinado nas séries finais do Ensino Médio.

Passados cerca de dois séculos ap6s Bombeli colocar em xeque os ntimeros reais,
Leonard Euler decreta que todo nimero complexo diferente de zero, possui exatamente n
raizes, sendo n um namero inteiro. Tamanha descoberta, de acordo com Garbi [5 p.111]
impulsiona a teoria das equagoes algébricas como por exemplo, nos casos em que A < 0

na Formula de Cardano.
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Apesar de ser um resultado a parte, fica impossivel nao mencionar os bastidores de
uma descoberta de Euler: cos(a)+isen(a) = ¢, donde fazendo o = 7, teremos e +1 = 0,

extraordinaria equacao que retiine os cinco niimeros mais notaveis da Matemaética.

Para muitos, inclusive para Boyer |2 p.345| o século XIX é conhecido como Idade
de Ouro da Matematica. Em particular, nesta época um menino prodigio, filho de um
artesao, chamou a atencao por obter, quase que instantaneamente, a soma 1 + 2 + 3 +
...+ 98 + 99 + 100. Poucos anos a seguir, o nao mais tao menino assim, Carl Fridedrich
Gauss defendia sua dissertacao de Doutorado intitulada “Nova Demonstracao do Teorema
de que toda Func¢ao Racional Inteira em uma Varidvel pode ser Decomposta em Fatores
Reais de Primeiro ou Sequndo Grau”. Em especial, tal defesa trazia em seu bojo que
independentemente do grau de uma equacao polinomial, esta terd ao menos uma raiz

complexa.

Aproximadamente na mesma época, artigos escritos por duas mentes matemaéticas
notaveis ganharam atencao e reconhecimento, tragicamente, muito tempo apo6s suas des-
cobertas. Primeiramente, segundo Garbi [5, p.153|, Niels Henrik Abel provou a conjectura
atribuida a Paolo Ruffini de que as equacoes de quinto grau, exceto em casos particula-
res, ndo podem ser resolvidas exclusivamente por meio de operagoes algébricas (adigao,
subtragao, multiplicagdo, divisdo e radicia¢do). Em segundo, ainda mais tragico, Evariste
Galois, ao apaixonar-se pela Matematica aos catorze anos, teve suas descobertas chance-
ladas, varias décadas apo6s sua morte. A saber, antes de atingir a maioridade, ja havia
escrito varios artigos, e, em especial, pesquisas a respeito das equacoes algébricas de grau
primo bem como a inigualavel e exclusiva forma de tratar as equacdes como “Grupos”’. A
Teoria dos Grupos ¢ um dos pilares da Matematica Moderna com aplicacao em diversos
campos além da Teoria das Equagoes, contudo, em relacao a esta, podemos afirmar que a
descoberta sem precedentes de Galois, permite de forma assertiva, mediante uma equacao

de grau superior a quatro, saber se a mesma pode ou nao ser resolvida algebricamente.

Por fim, replicando a afirmacao relatada no inicio desta secao: de acordo com
Rooney |7, p.126] é impossivel separar a algebra simples da geometria, ou seja, a Geometria

cria problemas e a Algebra os soluciona.

Diante desta realidade, podemos exemplificar tal afirmacao trazendo & tona um

importantissimo recorte donde a protagonista passa a ser as determinadas técnicas atri-
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buidas a Geometria Analitica, que relaciona com sintonia e maestria as possiveis intersec-
coes de retas com retas, retas com circunferéncias e circunferéncias com circunferéncias
com as solugoes de sistemas de equacoes de primeiro e segundo graus bem como operacoes

algébricas entre raizes quadradas.

Foi deste modo que se provou, segundo Garbi [5 p.139], a impossibilidade da
duplicacao do cubo, a retificacdo da circunferéncia assim como a quadratura do circulo
utilizando apenas régua e compasso. Alids, utilizando tais ferramentas, ao longo dos seus
precoces 19 anos, Gauss construiu um poligono regular de 17 lados utilizando as raizes
da equacdo z'” — 1 = 0. Denominando as dezessete raizes de Ry, Ri, Rs, ..., Rig sendo

Ry = 1 a mais 6bvia de todas.

Apobs sucessivas e interessantes manipulagoes é possivel checar que Ry + Rig =

%(—1+\/ﬁ+\/34—2\/ﬁ+\/68+12\/ﬁ—16 34 4+ 217 + 2(\v/17 — 1)V/34 — 2V/17),

ndmero notével e intrigante assim como toda a histéria da Algebra.




2. Funcoes e Sequéncias Reais

Para falar sobre polindmios e equacOes algébricas vamos primeiramente formalizar os
topicos de sequéncias e funcoes para que possamos entender o processo de construcao

passo a passo.

2.1. Definigoes e Exemplos

Definic¢ao 2.1. |3, p.2] Uma funcdo f de um conjunto A em um conjunto B é uma regra,
que a cada elemento = que pertence a A associa um elemento f(z) pertencente ao conjunto
B, cujo nome é valor de f no elemento x. O conjunto A recebe o nome de dominio de f ou
campo de definicao da funcdo f, assim como B é o contradominio. Vale frisar que o valor
da funcao em um determinado elemento é sempre univocamente determinado, bem como

f: A — B éanotacao da referida funcao cujo conjunto dominio é A e B o contradominio.

Além disso, o conjunto dos elementos y de B tais que existe pelo menos um ele-
mento = que pertence ao conjunto A tal que f(z) = y é chamado de imagem de A pela

funcao f, cuja notacdo ¢ f(A). Alguns exemplos de fungoes sdo:

o f:R—=R; f(z)=23.
o [1R—R; f(x)=ad
o [:R—-R; f(x)=sen(z?).

Definigao 2.2. [6, p.209] Uma sequéncia real é qualquer fungao cujo dominio é o conjunto
N dos nimeros naturais, ou N* = N — {0}, e a imagem ¢ o conjunto R, isto é, uma
sequéncia real é qualquer funcao f: N — R, onde z = i € N representa o dominio da

fungao e f(x) = a;, a imagem.
Sao exemplos de sequéncias reais:

e f: N — R, onde x = i representa o dominio da funcdo e f(x) = a; = 2i; a imagem é
uma sequéncia f que associa a cada natural ¢, o nimero real 2i. Assim, f determina

o conjunto {(0,0), (1,2),(2,4), (3,6),...}.

e {(0,0),(1,1),(2,8),(3,27),...} & fruto da regra f(z) = a; = >, onde f: N — R.
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Vale lembrar que, de forma abreviada, podemos representar os exemplos anteriores,

respectivamente, por (0,2,4,6,...) = (2i); e (0,1,8,27,...) = (i*);, sendo i € N.

Defini¢ao 2.3. (Igualdade) Dadas as sequéncias (a;)en € (b;)ien, dizemos que (a;)ieny =

(bi)ien se, e somente se, a; = b; para todo ¢ € N.

Isto &, as sequéncias (ag,aq,as,...) e (by, b1, be,...) sd0 iguais se, e somente se,
ag = by, a; = by, ag = by, .... Por exemplo, as sequéncias (a;); = (0,1,4,9,16,...) e

(b;); = (i?); € N sdo sequéncias iguais.

Definig¢ao 2.4. (Sequéncias quase nulas) Uma sequéncia em que, a partir de certa posigao,
todos os termos restantes sao nulos, é denominada sequéncia quase nula, ou seja, uma
sequéncia real (a;);en € dita quase nula se, e somente se, existe n € N tal que a; = 0, para

todo 7 > n.

Desse modo, a sequéncia (a;);en ¢ quase nula quando existe n € N tal que a,,41 = 0,
Gpio =0,a,13=0,...,a,:, =0, onde k € N. Temos entao, no maximo, uma quantidade
finita de termos nao nulos, incluindo uma quantidade nula de termos nao nulos, isto
é, todos os termos iguais a 0. De fato, (0,0,0,...) e (1,3,5,...,2k + 1,0,0,0,...) sdo

exemplos de sequéncias reais quase nulas.

2.2. Operacoes entre Sequéncias Reais

2.2.1. Adicao

Definicao 2.5. Dadas as sequéncias f = (a;)ien € g = (b;)ien, a adi¢do ou soma de f e

g sera a sequéncia f + g = (¢;)ien, onde ¢; = a; + b;, para todo i € N.

Notemos, por exemplo, que se f = (0,2,4,6,...) = (2i);en e g = (1,3,5,...) =
(2@ + 1)i6N7 entao f + g = (1, 5, 9, .. ) = <4Z + 1)iEN'

2.2.2. Multiplicacao

Definigao 2.6. Dadas as sequéncias f = (a;)ien € g = (bj)jen, a multiplicagdo ou o
k
produto de f e g seré a sequéncia f - g = (cx)ken, onde ¢ = Z a; - b; = Zai by,
i+j=k i=0
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Aplicando a definigao acima nas sequéncias f = (1,2,3,4,5,...)eg = (2,4,6,8,10, ...

teremos f-g=1(1-2,1-442-2,1-64+3-24+2-4,1-844-2+3-44+2-6,1-10+5-2+
2:8+4-44+3-6,...) =(2,8,20,40,70,...).

Devido ao papel protagonista que as sequéncias quase nulas possuem neste traba-

lho, mostraremos, em especial, o seguinte resultado:

Proposicao 2.1. Em relacao as operacoes entre sequéncias reais, temos:
1. A soma de sequéncias quase nulas é uma sequéncia quase nula.

2. O produto de sequéncias quase nulas é uma sequéncia quase nula.

Demonstra¢ao. 1. Sejam as sequéncias quase nulas f = (a;)ieny € g = (b;)ien. Por
definicao, existem naturais n e m tais que a; = 0 quando 7 > n e b; = 0 quando 7 > m.
Considere r = max{n,m}. Assim, se ¢; = a; + b;, para todo i € N, entao ¢; = 0 quando
i > r. Portanto f + g = (¢;);en € uma sequéncia quase nula.

2. Sejam as sequéncias quase nulas f = (a;)ien € ¢ = (b;)jen. Novamente, por definicao,
existem naturais n e m tais que a; = 0 quando ¢ > n e b; = 0 quando ¢ > m. Considere
r = n+m. Sabemos que em todo o desenvolvimento de f-g = (¢x)ren temos ¢, = > a;-b;,
com i+ j = k. Em particular, quando k > r, teremos i +j > n+m, logo i > n ou j > m,
o que implica a; = 0 ou b; = 0, fazendo com que a; - b; = 0, e consequentemente c; = 0.

Portanto f - ¢ ¢ uma sequéncia quase nula. O]

2.2.3. Dispositivo Pratico para a Multiplicacao de Sequéncias Quase Nulas

Tomando-se as sequéncias quase nulas (a;)ien € (b;)jen, podemos dispor os ele-

mentos de cada uma das sequéncias na linha e na coluna, respectivamente, como visto

abaixo:
by b, b, b, 0
ER |_apby | _aghy | _agby | by, 0
ay 0 _abr | ab, ab,, 0
da axb, azb, ... asb, 0
a, a.bs a.b; a.b; | _abs | 0
0 0 0 0 0 0
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E imediato notar, pela definicdo de multiplicacio de sequéncias (Definigao ,
que o referido produto a; - b;, com i > n e j > m, serd obtido através da soma algébrica

de todas as diagonais como esté ilustrado a seguir.

by b, b, by, 0
ap aby; | &b o 0
a |_aby | _abr | ab ab,, 0
a azby ab, asbn 0
a, anby anby amb, _aby | 0O
0 0 0 0 0 0

Aplicando esta ferramenta no exemplo: f = (3,-1,2,—1,0,0,...) e g = (1,2,4,0,0,...),

teremos:
3 -1 2 -1 0 0
2 6 -2 4 -2 0 0 -
4 12 -4 8 -4 0 0 o
0 0 0 0 0 0 0 -
0 0 0 0 0 0 0 -
0 0 0 0 0 0 0 o

Portanto f-g=(3,5,12,—1,6,—4,0,0,...).



3. Polindémios com Coeficientes Reais

Definicao 3.1. [6, p.216] Considere o conjunto P de todas as sequéncias reais quase nulas
existentes. Definimos como o conjunto dos polinémios com coeficientes reais o conjunto

P com as operacoes de adicao de multiplicagao definidas anteriormente.

3.1. Grau do Polinémio

Definicao 3.2. Seja f = (a;)iey um polinémio nao nulo. Considere n o nimero natural
tal que a, # 0 e a; = 0, para todo ¢ > n. Definimos n como o grau do polinémio f e o

representaremos pela notagao 0f = n.

Por exemplo, na sequéncia real quase nula f = (1,1,2,—4,0,0,...), notemos que
i=3¢éomax{i € N | a; # 0}, logo 0f = 3. Vale elencar que chamamos de coeficiente
dominante de f o termo da sequéncia a, tal que n = 0f. Neste exemplo, a3 = —4 serd o

termo dominante.

3.1.1. Teorema dos Graus

Teorema 3.1. (Teorema dos Graus de Polinomios) Sejam f e g dois polinémios nao

nulos de graus iguais a n e m, respectivamente. Sao vdlidas as sequintes (des)igualdades:
) O(f + g) <max{n,m}, sen=m, e
) O(f + g) = max{n,m}, se n # m, com (f + g) # 0.

I O(f - g) =n+m, com (f - g) # 0.

Demonstragao. 1) Fazendo f = (ag, a1, az, .. .,a,,0,0,...) e g = (b, b1,ba,...,b,,0,0,...),
se m = n podemos afirmar que f + g = (ag + by, a1 + by, a2 + ba, ..., a, + b,,0,0,0,...).

Neste caso, ha dois possiveis cenarios:
(1) se ap + b, =0, entdo A(f + g) < n = max{n,m}, ou
(2) se ap + b, # 0, entdo A(f + g) = n = max{n, m}.
Assim, se m = n, teremos J(f + g) < max{n,m}.

IT) Fazendo f = (ag,as,as,...,a,,0,0,...) e g = (bo,b1,b2,...,0,,0,0,...), se m # n,
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digamos m > n sem perda de generalidade, podemos afirmar que
f+g = (a0+b0,a1 +b1,a2 —i—bQ,...,an—l—bn,bn+1,bn+2,bn+3,...,bm70,0,(),...).

Neste caso, I(f + g) = m = max{n, m}.

IIT) Fazendo f = (ag,a1,...,a,,0,...) e g = (bo,b1,...,bm,0,...), sabemos que
f'g:(Co,Cl,...,Ck,...),

como definido na Subsec¢ao [2.2.2] Fazendo k > m + n é rapido inferir que ¢, = 0, apoiado
na verdade de que a sequéncia produto de sequéncias quase nulas é também quase nula.
Somado a isto, temos que ¢,,., = Ziﬂ.:m% a; - b; = a, - by, # 0, ji que para i > n
temos a; = 0 e para j > m temos b; = 0. Tal identidade chancela duas verdades, a saber:

frg=(c1,c2,¢3,. ., Cnin,0,0,...) 0 e I(f - g) =n+m. O

Exemplos: (1) Sejam f = (1,3,4,7,0,0,0,...) e g =(4,—-1,2,-7,0,0,0,...), com Of =

dg =3. Como f+g=(5,2,6,0,0,0,0,...), teremos I(f + g) = 2 < 3 = max{df,dg}.

(2) Para os polinomios f = (1,3,4,7,0,0,...) e g = (4,—1,2,0,0,...), cujos graus sao 3 e

2, respectivamente, temos que f+ g = (5,2,6,7,0,0,0,...) possui grau 3 (= max{2, 3}).

(3) Considere f = (5,2,1,0,0,...)eg = (4,1,0,0,...); sabemos que f-g = (20,13,6,1,0,0,...),
logo é valido que 2+ 1 = 3, ou seja, (f - g) = df + Jg.

3.2. Propriedades das Operacoes entre Polinomios

3.2.1. Adicao

Denotando os polindomios f = (a;)ien, 9 = (bi)ien € b = (¢;)ien, sendo Of =
n, dg = m e Oh = [, podemos afirmar que a operacao de adi¢do entre eles goza das
propriedades: associativa e comutativa, bem como da existéncia de elemento neutro e de

elemento oposto.
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Associativa

Sem perda de generalidade, facamos n = m = [, dai teremos f, g e h representados
por
(ag, @y, a9, ...,a,,0,...), (bo,by,ba, ..., b,,0,...) e (co,c1,C,...,Cn,0,...), respectivamente.

Assim,

(f+g9)+h = (ag+bo,a; +by,...,a,+0b,,0+0,...)+ (co,c1,-..,¢n,0,...)
= ((ap +bo) + co, (a1 +b1) +c1,. .., (an +by) +¢n), (0+0)+0,...)
= (ap+ (bo+co),a1+ (by+c1),...,an+ (by+¢,),0+(040),...)
= f+(g+h).

Comutativa

Sem perda de generalidade, facamos n = m. Temos f e g representados por

(ao,al,...,an,O,...) (& ([)()761,...,bn,o,...)7

respectivamente. Assim,

f+g = (ap+bo,ar+bi,...,a,+b,,0+0,...)
= (bo+a0,b1+a1,...,bn+an,0+0,...)

= g+
Elemento Neutro
Sejam f e g representados por (ag, ay,...,a,,0,0,0,...)e(0,0,0,...,0,0,0,0,...),

respectivamente. Assim,

f+9 = (a+0,a1+0,a2+0,...,a,+0,0+0,0+0,...)
- (a’07a17a27--‘,a/n,o,O,...)

= f
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Isto ¢, g é o elemento neutro.

Elemento Oposto

Sejam f e g representados por (ag, ai, ..., a,,0,0,...)e (—ap, —ay,...,—a,,—0,—0, ...

respectivamente. Assim,

f+g = (ap,a1,...,a,,0,0,...)+ (—ap,—as,...,—a,,—0,—0,...)
= (ap+ (—ap),a1 + (—a1),...,an + (—a,),0+ (=0),0+ (=0),...)
== (ag—ao,al—al,...,an—bn,O—0,0—O,...)

= (0,0,...,0,0,0,...)

Isto é, g é o elemento oposto de f.

3.2.2. Multiplicagao

Denotando os polinomios f = (a;)ien,9 = (bj)jen € h = (ck)ken, sendo Of =
n,0g = m e Oh = [, podemos afirmar que a operacao de multiplicacao entre eles goza das
propriedades: comutativa, associativa, distributividade em relacao & adi¢cao e da existéncia

do elemento neutro.

Comutativa

Sejam os polinémios de coeficientes reais f, g e h representados por (ag, ai, . . ., ay,,0,. ..
(bo, b1y b, 0,...) e (co,c1,...,0,0,...), respectivamente. Lembrando que f-g =
(dk)ren, onde dj, = Z a;bj, temos:

it+j=k

f-g9 = (aobo, agby + a1bg, apbs + arby + asby,...,0,0,0,...)

= (boa,o, bl(lo + boal, bgag + blal + boCLQ, ce ,0, 0, 0, .. )
= D by
i+j=k

= g-f = (di)gen,
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j& que a;b; = bja;, para quaisquer 7, j € N.

Associativa

Sejam f, g e h representados por (ag, a1, ag, . .., a,,0,0,...), (bo,b1,b2,...,0,0,0,...)

e (co,C1,C2,...,¢,0,0,...), respectivamente, e também f-g = (d,)pen, onde d, = Z a;b;.
i+j=p
Fazendo (f - g) - h = (€)ren, com e, = Z dyck, temos:
p+k=r

e =y (Z aibj> o=y (Z(aibj)ck)

ptk=r \it+j=p ptk=r \it+j=p

- ¥ (Z aibjck> = ) abo

ptk=r \i+j=p it+jtk=r

Da mesma forma, denotando g-h = (d,) yen, com d;, = Z bjck, e ainda f-(g-h) = (€.),en,
j+k=p
onde €, = Z a;d,,, teremos:
i+p=r

e = Y a < Z_ bick> = > (Z ai<bjck))

i+p:7" i+p:7" j—‘,—k:p

-y (Z aibjck> = ) b

i+p=r \j+k=p i+j+k=r

Distributividade da Multiplicacao em relagao a Adicao

Sem perda de generalidade, facamos m = [, donde teremos f, g e h representados
por
(ao, a1,a,...,0n, 0, 0, O, .. .)7 (bo, bl, bg, e ,bm, 07 0, O, .. ) e (Co, C1,C2,...,Cp, 0, 0, 0, .. .), res-

pectivamente. Assim,
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flg+h) = (;:o )(Zb +cj> = %(Zap(br+cr)>

j=0 \j=p+r
n+m n+m n+m

- Z <Z (apbr +apcr)> = Z ( Z apb?") T Z (Z apCT)
j=0 \j=p+r j=0 \j=p+r j=0 \j=p+r

= feg+fh

Elemento neutro

O elemento neutro da multiplicacao é tal que o produto entre dois polindémios é um
dos mesmos. Sejam f = (ag,a,as,...), '’ =(1,0,0,...) e g = (cx)r = f - 1’ polindémios

de coeficientes reais. Pela operacao de multiplicacao entre polindémios, temos:

Cozao'lzag
01:a0-0+a1-1:a1

02:a0-0+a1-0+a2-1:a2

Também, pelo dispositivo pratico demonstrado na Subsecao [2.2.3

an a1 as i///T)
a oA — e e

an 0 - 0 0 ' 0

as 0 0 0 0 - 0

a 0 0 0 0

Dessa forma, notamos que ¢, = ag, para todo k € N, portanto, f -1 =g = f.

3.3. Estrutura do Conjunto P dos Polinémios

Definigao 3.3. Um anel consiste em um conjunto A munido de duas operagoes, a adi¢ao

denotada por + e a multiplicacao denotada por -, satisfazendo os seguintes axiomas:

(A1) a adicao é associativa: a + (b+c¢) = (a +b) + ¢, para todos a, b, ¢ € A,
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(A2) a adicdo é comutativa: a + b = b+ a, para todos a,b € A;

(A3) elemento neutro da adicao: existe 0 € A tal que a + 0 = a, para todo a € A;
(A4) elemento oposto para a adigao: para cadaa € A, existe —a € A tal que a+(—a) = 0;
(A5) a multiplicagao é associativa: a - (b-c¢) = (a-b) - ¢, para todos a, b, c € A;

(A6) a multiplicacdo é distributiva em rela¢ao a adi¢do: a-(b+c¢) =a-b+a- ¢, para

todos a, b, c € A.

Além disso, se a multiplicacao é comutativa, isto €, se

a-b=b-a, Va,beA,

entao dizemos que (A, +,-) é um anel comutativo; se existe elemento neutro da multipli-

cacao, isto é, se

dJ1€eA; 1-a=a-1, Vaé€eA,

entdo dizemos que (A, +,-) é um anel com identidade ou anel com unidade.

Dessa forma, concluimos entdao que o conjunto P, munido das operacoes + e -

definidas anteriormente, é um anel comutativo com unidade.



4. Imersao de R em P

4.1. Defini¢ao da Imersao

Definicao 4.1. Considere o conjunto P, subconjunto do conjunto P de polindémios, dado

por:
P,:{f:(ai)ieNGPICLZ':O,VZ.%O}.

Isto é, P' & formado por polinémios da forma f = (a,0,0,0,...), com a € R.
Uma vez que P’ é um subconjunto de P, verificaremos a seguir as operagoes de adi¢ao e

multiplicacdo em P’.
Adigao
Sejam g = (b;); € P' e h = (¢;); € P'. Entéo:

g+h = (b,0,0,0,...)+ (c,0,0,0,...)

= (bop+¢c,04+0,0+0,040,...)

Logo g + h = (d,), € P, onde d. = b, + ¢, e d. = 0, para todo r # 0.

Assim, a adicao de dois polinémios pertencentes a P’ resulta em um terceiro po-

linémio, também pertencente a P’.

Multiplicagao

Sejam g = (b;); € P' e h = (¢;); € P'. Entdo:
g h=(by,0,0,0,...) (co,0,0,0,...).

Pelo dispositivo pratico de multiplicagao (Subsecao [2.2.3)), chegamos em:

16
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gh = (boCQ,0,0,0,...)

= (dr)rv

onde d, = Z bic;. Logo g-h = (d,), € P
i+j=r
Assim, verificamos que a multiplicacao entre dois polindémios pertencentes a P,

resulta em um terceiro polindémio também pertencente a P’'.

Provando que a adicdo e a multiplicacdo de dois polindmios pertencentes a P,
resulta em outro polindmio pertencente a P’, provamos que P’ também é um anel. Sendo
entao P’ um anel, consideremos agora o anel (R,+,-) e facamos o estudo da aplicagao
¢: R — P, definida por (k) = (k,0,0,0,...), para cada elemeto k de R. Entao ¢ esta

bem definida, uma vez que, para cada k € R, ¢(k) € P'. Exemplificando:
1) Para o elemento 1 € R, ¢(1) = (1,0,0,0,...), logo ¢(1) € P';
2) Para o elemento 13 € R, ¢(13) = (13,0,0,0,...), logo ¢(13) € P'.

Anotamos entao o seguinte:
(I) ¢: R — P’ é uma aplicagao bem definida.

Além disso, para qualquer polinémio (a,0,0,...) € P, existe a € R tal que, feita
a aplicacao, temos ©(a) = (a,0,0,0,...). Dessa forma, todo elemento de P’ é imagem de
plicagéo, p(a) = (a,0,0,0, , g

algum elemento de R. Portanto ¢ é uma aplicacao sobrejetora.

Semelhante a este estudo, considerando dois elementos distintos de R, digamos

¢,d € R, com ¢ # d. Fazendo a mesma aplicacdo ¢, teremos que:

o(c) = (¢,0,0,0,...) e o(d) = (d,0,0,0,...).

Como ¢ e d sao distintos, entao p(c) # ¢(d).
Exemplos:

1) Sejam 4 e 7 € R. Fazendo a aplicagao ¢:

o(4) = (4,0,0,0,...) e  (7)=(7,0,0,0,...),
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ou seja, p(4) # (7).

2) Considere —3 e 8 € R. Fazendo a aplicagio ¢:

©(=3) =(-3,0,0,0,...) e ©(8) = (8,0,0,0,...).

Assim, ¢(—3) # ¢(8).

Nota-se que, dados quaisquer dois elementos distintos de R, associam-se elementos

distintos em P’, ou seja, para a e b € R:

a# b= ¢(a) # ¢(b).

Portanto ¢ ¢ uma aplicacao injetora e, uma vez que provamos que ¢ também é sobrejetora,

temos:
(IT) ¢ é uma aplicacao bijetora.

Dentro dos elementos pertencentes a R, temos que a soma entre dois elementos é

também elemento de R, entao:

aebeR = a+beR
pla+0b) =(a+1,0,0,0,...) = (a,0,0,0,...)+ (5,0,0,0,...)
pla+b)=p(a) +p(b).

Provamos entao que:

(III) ¢ é compativel com as operagoes de soma em R e P’

Ainda, dados dois elementos pertencentes a R, o produto entre eles pertence a R, portanto:

c,deR = c-deR
e(a-b) =(a-b,0,0,0,...) = (a,0,0,0,...)-(b,0,0,0,...)

p(a-b) = p(a) - (b).

Provamos entao que:
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(IV) ¢ & compativel com as operagoes de produto em R e P’

Duas estruturas sao algebricamente isomorfas se existe um mapeamento bijetivo
entre elas, o qual é compativel com as operacoes estruturantes. Se dois objetos sao
isomorfos, entdo qualquer propriedade que é preservada por um isomorfismo e que é
verdade para um dos objetos, também é verdade para o outro objeto [9, p.3]. Portanto,
as observagoes feitas em (I), (II), (III) e (IV) permitem concluir que ¢ é um isomorfismo

entre os anéis R e P’ 6 p.225].

Concluido o isomorfismo entre os anéis R e P’, é possivel relacionar cada elemento
de R & sua respectiva imagem em P’. Fazendo a identificagdo k = (k,0,0,0,...), para

cada elemento k£ € R, temos R = P’. Assim, temos a imersao de R em P, uma vez que:

P cCcP
R=PF

— RCP.

Dessa forma, os elementos de R passam a ser considerados elementos de P, ou seja, os

elementos de R sao considerados polinémios.

Os polindémios de R sao ditos constantes. Podemos notar que:

0 =(0,0,0,0,...) = 0=0"(elemento neutro da adi¢ao)

1"=(1,0,0,0,...) = 1=1 (elemento neutro da multiplicacao)
3 =(-3,0,0,0,...) — -3=-3

5 =(5,0,0,0,...) = 5=5

Nota-se que o grau de um polinomio f constante e ndo-nulo é zero (0f = 0), uma vez que

ag # 0 e a; =0, para todo 7 > 0.

4.2. Produto entre um polinomio em R e outro em P

Sejam os polinémios f € Re g € P, taisque f = (a,0,...) e g = (bo, b1,b2,...,0,,0,...).

O produto entre eles, como visto anteriormente, é dado por f - g = (cx)ken, onde ¢ =



CAPITULO 4. IMERSAO DER EM P 20

g a;b;. Expandindo o somatorio, temos que:
it+j=k

Cr — aobk + albk_l + agbk_g + ...+ akbo.

Uma vez que o polinémio f é constante, seu termo de indice 0 é um valor constante, no

caso a, e todos os outros termos sao nulos, logo:

ck =a-bg, paratodo k € N = f.g = (aby,aby,abs,..., ab,,0,0,0,...).

Portanto a multiplicacao entre um polinomio constante pertencente a R e outro
polinémio pertencente a P produz um terceiro polinémio, cujos termos sao obtidos pelo
produto de cada termo do poliné6mio pertencente a P pela constante ag do poliné6mio
pertencente a R. Além disso, pelo Teorema [3.1] o polinémio resultante terd o mesmo grau

do polinémio pertencente a P. Em sintese, temos:

fER = f=1(a,0,0,0,...)
— f-9=(ck)r, k €N, onde ¢, = aby.
gGP — g:(bo,bl,bg,...7bn,0,0,...)

(4.1)

Vejamos alguns exemplos:

1) Sejam os polinomios f € Re g € P, tais que f = (4,0,0,0,...)eg=(1,3,5,0,0,0,...).
O polinémio h = f-g = (¢x)ken teréd o mesmo grau de g, portanto, o ltimo termo nao-nulo

de h sera o de indice igual a dg, portanto:

h = (co,c1,¢2,0,0,0,...) = (4-1,4-3,4-5,0,0,0,...) = (4,12,20,0,0,0,...).

2) Sejam os polinomios f € Re g € P, tais que f = (3,0,0,0,...)eg = (—6,—2,5,7,0,0,...).

O polinémio h = f-g = (¢ )ren, onde ¢, = Z a;bj, pode ser encontrado pelo dispositivo
i+j=k
pratico de multiplicagao:
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6 2 5 7 .
""'—__'—FFH_'—J
18 6 15 o 3
-—’_’_‘_,—"
18 0 0 0 0 o
65— 0o—" 0— 0 0 0
15 0 0 0 0 0
21

Portanto h = (—18, -6, 15,21,0,0,0,...).




5. Indeterminada X

Designemos por X, o que chamaremos indeterminada.

Defini¢ao 5.1. X = (a;);, com i € N, onde a; =1 e a; # 0, para todo ¢ # 1.

Ou seja, X = (0,1,0,0,0,...) e 90X = 1.

Uma vez definida o que é a indeterminada X, podemos identificar suas poténcias.

Inicialmente temos:

X% =(1,0,0,0,...)

X'=(0,1,0,0,...)

A partir das quais podemos expandir as outras poténcias, de forma que:

X?=X' X'=(0,1,0,0,...)-(0,1,0,0,...) = (0,0,1,0,...)

X

0 1 0 0 .
0 0 0
0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

X3 = X'.X2=(0,1,0,0,...)-(0,0,1,0,...) = (0,0,0,1,...)

0 1 0 0 X x&
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0o—" | 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0

22
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Temos, entao, as poténcias da indeterminada X:

X% =(1,0,0,0,...)
X' =(0,1,0,0,...) (5.1)

Xn=X"1.X.

Nota-se pelos exemplos dados, que a poténcia n-ésima da indeterminada X é
um polindmio cujo coeficiente de ordem n ¢é igual a 1 e os demais sao nulos; demonstremos

este resultado:

Teorema 5.1. (n-ésima poténcia da indeterminada X) X" = (by)g, com k € N, onde

b, =1
kaO,Vk‘%n.

Demonstracao. Pela defini¢ao [5.1) sabemos que a tese deste teorema é valida para n = 0

e n = 1. Supomos, entdo, que n > 1 e a tese do teorema é verdadeira para X" !, onde

Cp—1 = 1

CjIO,Vj#n—l.

X"'=(¢)j, comjeENe

Por (5.1), X™ = X" ' - X, onde X é dado pela Defini¢ao e X" ! satisfaz a hipotese

de inducao. Entao:

X" = (bk)keN, onde bk = Z a;Cj.

i+j=k

Para k # n,

b, = apcy, + a1Cp—1 + ...+ ap_1c1 + arco.

Pela Definicao [5.1, a; = 1 e os demais termos sao nulos, portanto:

bk:O'Ck+1'Ck_1+...+0'Cl—l—O'CQ:Ck_l.
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Uma vez que k # n, implica que k — 1 # n — 1. Pela hipotese de inducgao ¢, = 0, assim:

b, =0, Vk+#n. (5.2)

Agora, para k = n, temos:

b, = apcy, + a16p—1 + ... + Gp_1C1 + @y Co.

Pela hipotese de inducao, a; = 1 e a; = 0, para todo i # 1, o que implica em:

b,=0-¢c,+1-¢ch1+...+0-¢;+0-¢co=cp_1.

Novamente, pela hipotese de inducgao, temos que ¢,_; = 1, dessa forma:

by = 1. (5.3)
Assim, pelas equagoes (5.2) e (5.3)):
b, =1

X" = (bk)k:eNv onde
bk = O, vk 7& n.

]

Vimos anteriormente o produto de um polindomio pertencente a R e um polino-
mio qualquer pertencente a P em (4.1). Dessa forma, a multiplicagdo de um polinémio

constante pela indeterminada X leva ao teorema:

Teorema 5.2. (Produto de uma constante pela indeterminada X) a X" = (by)g, com

k € N, onde

b, = a

by =0, ¥V k #n.
Podemos também provar este teorema da seguinte forma:

Demonstracao. Pelo dispositivo pratico da multiplicacao, podemos ver que o teorema é
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verdadeiro para n = 0 e n = 1. Supondo n > 1 e que o teorema seja valido para X" !,

temos:

Ch—1 = Q

cj:O,‘v’j%n—l.

aX" ' = (ci)r, com k € N, onde

Por (5.1), X™ = X - X", onde X ¢ dado pela Defini¢ao Multiplicando os dois lados
da igualdade por uma constante a, temos que aX” = a- X - X" ! = X . aX" !, onde

aX" ! é definido pela hipotese de inducdo. Entdo:

aX" = (by)i, com k €N, onde by = Y aic.
i+j=k

Para k # n,

b, = apci, + a1Cp—1 + ...+ ax_1¢1 + arco.
Pela Defini¢do .1} a1 = 1 e os demais termos sao nulos, portanto

bp=0-¢c,+1-ch_1+...+40-¢c1+0-¢cog = cp_1.
Uma vez que k # n implica k — 1 # n — 1. Pela hipdtese de indugao, ¢;_1 = 0, assim:
b, =0, V k #n. (5.4)

Agora, para k = n, temos:

b, = apcy, + a1¢p—1 + ... + Qp_1C1 + apCo.
Pela hipotese de inducao, a; = 1 e a; = 0, para todo i # 1, o que implica

b,=0-¢c,+1-¢choo1+...40-¢c14+0-cy=cp_1.
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Novamente pela hipotese de indugao, temos que ¢,,_1 = a, dessa forma,

b, = a.

Assim, pelas equagoes (5.4) e (5.5)),

aX"™ = (by)k, com k € N, onde

b, = a

kaO,Vk#n.

26



6. Polindmios na Indeterminada X

Polinémios na indeterminada X também sao conhecidos como a forma algébrica de um
polinémio. Para defini-los, consideremos um polinémio f = (a;);en tal que seu grau é
Jf <n. Uma vez que f = (ag,as,as,...,a,,0,0,0,...), e como vimos que a estrutura de
polinémios compreende a soma entre elementos deste mesmo conjunto, podemos escrever

f como uma soma de polindomios da seguinte forma:
f=(ag-1,0,0,0,...)+ (0,a1 - 1,0,0,...) + (0,0,a2 - 1,0,...) + ...+ (0,0,0, ... ,an - 1,0,0,0,...).
Cada um dos membros da soma pode ser visto, juntamente com a Definicao como

((IZ’,O,O,O, o ) . )(z

Pelo Teorema podemos definir cada polinémio na indeterminada X como
=Y aX, (6.1)
i=0

onde f serd chamado de polindmio na indeterminada X. Pelo Teorema [5.2] o polinomio
na forma vista em (6.1) possui grau df < m, o que implica que o termo de indice n é
diferente de 0. Uma vez que polinémios na indeterminada X estao definidos no anel P,

as operacoes de soma e multlphca(;ao sao as mesmas, dessa forma, sejam f e g polin6mios

na indeterminada X, tais que f = Z ;X' eg= Z b; X,

=0 7=0

(I) Pela defini¢do de somas de polinémios,

r

f+g=> (ar+b)X",

k=0

onde, pelo Teorema r = max{df,dg}.

(IT) Pela defini¢do de produto entre polindmios,

27
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onde ¢, = E a;b;.
it+j=k

28



7. Divisibilidade entre Polin6émios

Para definir o critério de divisibilidade, facamos uma comparacao com niimeros reais: um
namero D é divisivel por d caso exista ¢ (quociente) tal que D = d - ¢ (o resto da divisao
de D por g &€ 0). Semelhante a isto, sejam f e g polindmios. Dizemos que f ¢é divisivel

por g ou que g divide f se, e somente se, existe um polinémio ¢ tal que:

f=9q

Uma vez que temos uma igualdade entre polinémios e, por um lado, temos um
produto entre polindmios, o grau de f deve ser o mesmo grau do produto g - ¢ que, pelo

Teorema [3.1] é a soma dos graus de g e g, ou seja:
Of = 0g+ 0q.

Vejamos alguns exemplos:

1) Sejam f = X? —3X +2e g= X — 1. Se g divide f, entdo existe um polinomio ¢ tal

que:

f=9-4q

Pelo Teorema [3.1, como 0f = 2 e dg = 1, sabemos que dq = 1, ou seja, g é da forma

aX +b. Entao:

f=g-q=(X—-1)-(aX +b)=aX*—aX +bX —b=aX?>—(a—b)X —b.

Pela igualdade de polinémios

X?—3X+2=aX’—(a—b)X —b,

29
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temos:

a=1
a—b=3 = a=1leb= -2
—b=2

Portanto ¢ = X — 2.

2) Considere os polinomios f = X2 +15X2+ 75X +125 e g = X +5. Caso f seja divisivel

por g, temos:

f=94q

O Teorema nos garante que dq = 2, portanto ¢ é da forma:

g=aX’+bX +ec.

O produto de g e g é dado por:

g-q=(X+5) - (aX®+bX +c).

Pela igualdade de polinémios:

X3 415X + 75X + 125 = aX® + (5a + b) X* + (5b + ¢) X + be,

temos:
(
a=1
5a+b=15
= a=1, b=10e c = 25.
50+ ¢ =75
bc = 125

Portanto ¢ = X? + 10X + 25.

3) Dados os polinomios f = 3X* + 48X? + 288X? + 768X + 768 e g = 3X? + 24X + 48,
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se f for divisivel por g, entao:

dqeP; f=g-q

Of =09+ 0q — 0q=2

q=aX?*+bX +c.

Assim:

f=g-q=3aX*+ (24a+ 3b)X® + (48a + 24b + 3¢) X2 + (48b + 24¢) X + 48¢

(

3a
24a + 3b
48a + 24b + 3¢

48b + 24c

48¢

Logo ¢ = X? + 8X + 16.

= 48
= 2880 = a=1 b=8ec=16.
= 768

= 768

4) Considere os polinomios f =2X3 —3X +4e g= X + 3. Se g divide f, entdo:

dgqeP; f=g-q

Of =09+ 09 =— 0q=2

qg=aX?+bX +c.

Portanto:

f=g-q=aX?+ (Ba+b)X*+ (3b+c)X + 3¢

a = 2 (i)
3a+b = 0 (ii)
B+c = —3 (i)

(i

3¢c = 4
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Pelas equagoes (i) e (ii),

4
Pela equagao (iv), ¢ = 3’ porém, pela equagao (iii), ¢ = 15, como nao é possivel que ¢

seja igual a dois valores diferentes, f nao é divisivel por q.

Assim como foi feito o paralelo com niimeros reais anteriormente, temos o caso mais
geral que o apresentado. Seja um nimero D, podemos escrevé-lo na forma D =d-q+r,
onde r é o resto da divisao de D por d, ou seja, para a analogia anterior, r seria igual a

0. Generalizando para polinémios, segue o teorema a seguir:

Teorema 7.1. Dados dois polinémios f e g, sendo g # 0, existe um, e somente um, par

de polinémios (q,r) tal que:

f=9-q+m
onde Or < g, se r # 0.

Demonstracao. Para provar este teorema, primeiramente vamos supor a existéncia de dois

pares (q1,71) e (g, 72). Supondo que o teorema valha, temos:
f=g-q+r1, onde Or; < dg, se r1 # 0. (7.1)
f=9g-qo+ e, onde Ory < dg, se ry # 0. (7.2)
Subtraindo de , temos:
f=f=9g-a+rn—ga-r = 0=g-(q1—q)+(r1—r). (7.3)

g9 (@ —q) = (ra—r11). (7.4)

Por um lado, a partir da igualdade na equagdo (7.4), sabemos que J[g - (1 — ¢2)] =
9[(r2 — 1)), além disso, pelas equacoes (7.1) e (7.2), pelo Teorema [3.1]e considerando que
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r1 # To, teremos que:
Ore — | < max{dry, dry}.
Por outro lado, ainda na equacao e também pelo Teorema [3.1}
g (01— @)l =09+ 01 — @) = 0Olg- (01 — ¢)] = 0y.
Assim, chegamos a um absurdo. A partir deste resultado infere-se que r; = ro, logo
g (@ —q@)=rs—r = g- (@ —q)=0,
porém, por hipo6tese, g # 0, logo
@1 —q = 1= Q2

donde concluimos que o par (¢,r) é Gnico.

Provada a unicidade do par (q,r), que chamaremos ¢ de quociente e r de resto
da divisao, agora iremos provar a existéncia deste par. Partindo da hipotese que g # 0,

digamos que f seja um polinémio identicamente nulo, entao:
f=9g-0+40 = 3T (q,r)=1(0,0).

Supondo f # 0, temos dois possiveis casos:
Caso (i): 0f < 0y.

Uma vez que, por hipotese, g # 0, a igualdade f = g - ¢ + r é satisfeita com o par
g=0er=f = 3(q¢r)=(0,f)

Caso (ii): 0f > 0g.
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Sejam f e g dois polinomios tais que:

f:ZaiXieg:ZbiXi; Of =m e dg=n =— m >n. (7.5)

=0 i=0

Por inducao, temos: se m = 0, entao n = 0, dessa forma, f e g sao polindmios constantes

da forma f = ag e g = by, entao a igualdade f = g - q + r é verdadeira para q = % e
0

r = 0. Logo:
3= (120), (7.6)

Se m # 0 e considerando o Teorema valido para todo polindmio de grau menor que

m, consideremos o polinémio:

h=f—anmb, ' X" "g. (7.7)

A partir de (7.6)):

h = (amX™+ @1 X™ 4+ .00) —anb, ' X (0, X" + by X4 10)
= (amX™+ ap 1 X 40 = (@ X™ + apb, o, XM )

= (am_1 + ambglbn_l)mel + ...

Uma vez que o teorema é valido para qualquer grau menor que m, entao 0h < m. Pela

hipotese de indugao, existe um par (q;,7) tal que:

h=g-q+r. (7.8)

Se r # 0, entao Jr < dg, substituindo a equacao ([7.8) em (7.7):

g-q+r = f—anb,' X g

[ = q-g+anb'X™"g+r

f=(q+anb,' X™ ") g +r. (7.9)
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Dessa forma, considerando ¢ = ¢; + a,,b,* X™ ™", concluimos que:
3 (q,7) = (@1 + amb, X" 1),

com a equacao (7.9)), se r # 0, entdao Or < Jdg e o Teorema tem suas condicoes

satisfeitas. n

7.1. Determinacao do Quociente e Resto

Na divisao entre polindémios onde o grau do polinomio dividendo seja maior ou igual
ao grau do polindmio divisor, podemos determinar o polinémio quociente e o polindémio

resto. Sejam os polinomios f, g, q e r, tais que, pelo Teorema [7.1]

f=g-q+r.

Para determinarmos o par de polindémios (g, ), sendo os polinémios f e g da forma:
f= f:aiXi, Of =m e g= zn:biXi, dg =n,
=0 1=0

seja um outro polindmio ¢ = a,,b,* X™ ™ tal que:

f=9g-¢+nr. (7.10)
Pela equacao , se o grau de Jr; < dg, entao o par estd determinado com:

g=aq e r=ri.

Caso 0ry > 0g, devemos continuar o procedimento como visto na prova de existéncia do
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par (q,r) para o Teorema determinando um novo par (g;, ;) para cada nova interagao:

o= g-q2+Tn

ry = g-q3+7Ts3

Th—1 = G- Qr + Tk

Tk = g Qk+1 + Tkt

Este procedimento deve ser feito até que Ory, 1 < g, se 1,11 # 0. Dessa forma, somando-

se todas as equacoes, temos:

rt+rot+rst+.. o+ = g @tre+g-q@trst... g @G+ TG Qrr1 + T4

= g (@+@a+.. F g+ @) Frotrs+ . T+ T
Simplificando-se a tltima equacao:
Attt rr=9 (Gt Gt Q) Fre s T

=g (@+g+.. . +q+ q1) + e (7.11)

Assim, substituindo a equacgao ([7.11)) na equacao ({7.10):
f=ga+g (@+a+t.. +a&+qg)+ e

f=9-(@+@+a+.. . +a+qgm)+ (7.12)

Uma vez que Org1 < dg e rp11 # 0, o par de polindmios fica determinado por:
=@ +q@+@G+...+q+ g1 € 7= Tpga,

em conformidade com o Teorema Este procedimento pode ser feito de maneira mais

pratica com o Método da Chave, ja empregado em niimeros reais:
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Fazendo sucessivas divisdes, encontraremos o par (¢, r) procurado. Considere f e g:
f= ZaiXi, of =m e g= ZbiXi, dg = n.
i=0 i=0

Pelo Método da Chave, inicialmente escrevemos os polindémios dividendo e divisor na

ordem decrescente das poténcias da indeterminada X:

-1
OmX™ +  gmoaXml +...+ag baX"+ braXm 1+ L+ hg

Determinamos um par (g, 1) tal que r; = f — g - ¢1, de forma que

am m—n
q1 = X )

bn

para que o produto entre ¢ e g produza um polinémio de mesmo grau de f (Teorema|3.1]).

Dessa forma:

-1
C‘mxm + Gm_lxm-l +...+ao bn){” + bn-lxn +...+ bD

—a, X"—a,b'b,_ X" —..—a,b b X"" a

m m—T
—X
b,
Realizando as subtracoes:
W + @mXml +...+dg BaXm+ braX™ 1+ L+ bo
—aX"—a, b'b_ X"~ —a b b X" a,

. 1 5 —1 f -1 AR ]
la,—a,b. b _,JX™ —.. +ag—la,b, by X

Assim, é determinado um resto ry:

71 = (@m — b, by )X ™ 4 ag — (amby, Tho) X
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Caso 0r; < dg, entao o par (¢,r) esta determinado por (g1, r;), caso contrario, devemos

repetir este tltimo passo determinando um novo par (gg,72), onde
rL=9-q2+T2,

e retomando o Método da Chave até encontrarmos um polinémio resto com grau menor ao
do polinémio g. Apoés isso, fazendo a soma de todos os polindémios quocientes encontrados,
determinamos o polinémio quociente resultante e o ultimo polinémio encontrado como

resto € o polindmio resto resultante, tal qual visto na equacao ([7.12)).
A seguir temos exemplos do Método da Chave para polindémios:

1) Dados os polinomios f = 4X* 4+ 3X? +6X?+2X —1e g = X?+ 2X + 1, queremos
determinar um par (g, 7) tal que f = g-q+r. Efetuando a divisdo pelo método da chave,

temos:

A+ +OX2+2X—1| X2+2X+1

4?2
determinamos um par (g1, ;) tal que:
n=f—9g-a
4X4
—AY2
q1 = F =4X

realizando o produto de ¢; por g e subsequente subtracao de f, temos:

A2+ 2X—1| X2 +2X+1
AT 8X3 - Ax?

-5XF+2X2+2X-1

Xz

Uma vez que dr; > dg, devemos determinar um segundo par (g, 72) tal que:

T =g-q2+ .
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Novamente, pelo Método da Chave:

@ = —5X

5T+ 2X2 42X -1 X2+ 2X+1

+ 5X% + 10X + 5X

12X2+7X-1

- 5X

ro = 12X24+7X — 1.

O polindmio 7y possui grau igual ao grau de g; seguimos com o Método da Chave:

ro=g¢-q3+13 € gq3=12.

,l%i(r+?}(—l X2 4+2X+1
AXRE- 24X - 12
-17X-13 12

Vemos que 0rs < dg, o que indica que este é o polindémio resto resultante. Assim, fazendo:
q=q +q2+gs,

o par de polindomio (g¢, ) fica definido por:

q=4X*>-5X+12 e r=—17X — 13.

2) Considere os polinomios f = 15X°+2X4+6X?+9X +3 e g = 3X%+ X + 3. Podemos
determinar o par de polinoémios (g, r) tal que f = g-q-+r, utilizando o Método da Chave,
como no exemplo anterior de maneira mais pratica. Uma vez que cada resto cujo grau é
maior ou igual ao grau do polinémio divisor g se torna um dividendo da proxima iteracao e
que o polinémio quociente g serd o somatorio dos polinémios quocientes parciais, podemos

fazer todos os passos em um s6 Método da Chave de forma concisa:
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15K + 2X% + 6X2 + 9X + 3 3X2+X+3
1556 -5X* + 15X° R 1
S5X3-Xi+ = X+?
ri= 3% 21X+ 9X+3 3
+3,x4'+x3+3}(2 QI+QE+Q3+Q4: q

r; = X +24X2+9X+3

Assim, o par (q,r) é determinado por:

1 71 1 62
X o X2 ax L o iy 02
1 T3ty T T3
3) Dados os polinomios f = 6X* +4X% +4X +2 e g = 2X% + X + 1, podemos seguir

o Método da Chave como visto no exemplo anterior de uma segunda maneira, também

concisa, suprimindo a indeterminada X:

.
=
[
[

g 1 1
&

3
3 -3

[l v

-3
r:l: —/3,/
e Q1+ qx+qs

.,
"
_ I
L[ She| e
+
-
=G| Fle r\.1|§ o] W s
+
[\

ol il RF S

Para desenvolver desta maneira é recomendével que se alinhe coeficientes de mesma ordem
para manter coeréncia nos calculos e evitar equivocos. Assim, o par (g,7) é determinado

por:

3 9 13 1
— 2_ = -z — S
q=3X 2X+4er 4X 1
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7.2. Outras Importantes Formas de Divisao

Na divisao de polinémios existem casos especificos que podem receber mais atencao.

Um desses casos é quando o polindmio divisor é da forma X — a. Sejam os polinomios
m

f= E a;X'eg=X—a.
i=0

Temos que, uma vez que o grau de g é igual 1 e, pelo Teorema [7.1| r # 0, o
Teorema nos garante que Jr = 0. Isto é, r ¢ um polinémio constante tal que r = k,

com k sendo um numero pertencente ao conjunto dos reais (R), entdo f = g-q+r e,

m—1
novamente, pelo Teorema dq = 0f — 1, ou seja, ¢ = Z b; X". Utilizando o método
i=0

dos coeficientes a determinar, temos:

A X™ + Ay 1 X e X Fag = (b 1 X by o XM i X b)) (X —a) Fk

= by XM+ (bm,Q — abm,l)Xm_l + ...+ (b1 — abg)XQ + (bo — abl)X +k — abg.

Pela igualdade de polindmios temos:

Ay = bm—l bm—l = am
Amp—1 = bm—Z - abm—l bm—? = Qpm-1+ abm—l
= (51)
a, = bo — &bl bo = a1+ ab1
L ag = k— abo L k = ag + abo

O sistema (.S7) mostra os coeficientes do polinémio ¢ e que a constante k, que corresponde

ao polinémio resto, vale ag + abg.

A partir do sistema foi criado um método de resolucao de divisoes quando o polino-
mio divisor ¢ da forma X — a, conhecido como Dispositivo Prdtico de Briott- Ruffini,
desenvolvido por Charles Auguste Briott e Paolo Ruffini. Este dispositivo é semelhante
ao Método da Chave com a indeterminada X suprimida. Inicialmente, temos na coluna

em separado o termo independente do polinémio divisor, em seguida, na mesma linha,
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apos o separador da esquerda, temos os coeficientes do polinomio dividendo.

a I am-1 -z ay g

Devemos repetir na segunda linha o primeiro termo do polinémio dividendo:

a mn Im—1 -3 a ag

Ty

Multiplica-se a,, pelo termo independente a e somamos com a,,_1:

“a Iy n-1 m-2 e 01 Iy

m -1 + a0y

Assim, o termo atual encontrado é a,, 1 + aa,,. Pelo sistema (S;) temos que b,, 1 = a,,

entao podemos fazer a substituicao no dispositivo:

a Oy Q-1 M-z iy g

A M-y + abni—l

Ainda pelo sistema (S7), vemos que b, 5 = a,,,_1+ab,,_1, note que o primeiro e o segundo

passo encontram, respectivamente, o primeiro e o segundo termos do polindémio quociente:
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a Ay Am-1 Om-2 iy g

Am -y +aby_y

bm -1 bm—z

Os passos seguintes seguem multiplicando o termo atual pelo termo independente de g e

somando com o proximo termo do polinémio dividendo até chegar ao dltimo termo:

+

a m -1 LT =y iy

O Ay + abyoy G-z +aby,_;

b]’ﬂ 1 brn -2 ‘

a Ay -1 Tyn-2 a g

@ Aoyt abygoy G-z +abm_2 e y+ab;, Qp+aby

bl?l ol |[J:Irl =2 I"'m -3 " lt"l‘l ‘ k

Dessa forma, podemos usar o Dispositivo Prdtico de Briott-Ruffini em qualquer
divisao de polindmios cujo divisor for da forma X — a. Seguem exemplos do uso do

dispositivo:

1) Sejam os polinomios f = 5X% —6X3 +2X2+7X —4 e g = X — 1, pelo Dispositivo
Prdtico de Briott-Ruffini:
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1 -6 2 7 4
5-6 -1+2
-1

1 -6 2 7 -4
5-6 -1+2 1+7
-1 1

1 -6 2 7 -4
5-6 -1+2 1+7 8-4
1 1 8

ou, simplesmente,
1‘ 6 2 7 -4

Assim, o par (q,r) determinado na divisao de f por g é:

¢q=5X>-X’+X+8 e r=4.

2) Considere os polinomios f = 2X°+3X*+5X3+40X?-9X +80 e g = X +3. Uma vez

que o dispositivo leva em conta que o polinémio é da forma X — a, entdo, g = X — (—3),

portanto:
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Dessa forma, o par (¢,r) determinado na divisdo de f por g é:

g=2X*"—3X34+14X% 12X 427 e r=—1.

3) Dados os polinémios f = 6X* —3X%2 -5 e g = X + 1, para encontrar o par (q,r) de
polindémios pelo Dispositivo de Briott-Ruffini, além de notar que o polinémio dividendo
deve ser visto como g = X —(—1), observamos que as poténcias impares da indeterminada
X nao aparecem no polindémio dividendo. Isso significa que seus coeficientes sao nulos,

portanto:

Logo, o par (g,r) é determinado por:

g=6X>—-6X*4+3X -3 e r=-2.

Outro caso especifico na divisao de polinomios que podemos nos firmar é quando
o polinémio divisor é da forma g = bX — a. Podemos aproximar este caso com o caso

. T a
anterior, escrevendo o polinémio divisor g = b (X — E) Neste caso ressalva-se que:

a
f=0X—-a)-q+r = f=b<X—g) g+
ou seja, utilizando o Dispositivo de Briott-Ruffini, o quociente encontrado deverd ser
dividido por b para chegar ao quociente correto; ja o polinomio resto estara determinado

diretamente.

4) Sejam os polinomios f = 12X% +5X° +4X* +3X3 + X2 —2X —1le g = 3X + 2.
2
Reescrevendo o polinémio divisor como g = 3 (X + §) e utilizando o Dispositivo de

Briott- Ruffini:
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4 3 1 -2 -1

Wk

|12 5
1 11| 5
|12 -3 6 -1-2 -3 5

Dividindo o polindémio quociente encontrado por 3, temos que o par (g,r) de polinémios

da divisdao de f por g é determinado por:

1 1 11 5
=4X° - X*4+92X3 - X2 X - — = —.
4 * 3 9" o7 ¢ T T o7

5) Dados os polinomios f = X3+ X —1e g =2X — 1, temos:

1 1

(=
b | =
|

1
oo W

Assim, dividindo por 2 o polindémio quociente encontrado, determinamos o par (¢, 7):

1 1. 5 3
= X’ 4+-X+ = ==,
(=g Aty er=-g

Um terceiro caso a ser analisado é quando o polindémio divisor ¢ da forma g =

(X —a)(X —b). Se quisermos determinar um par de polindomios (g, r) tal que:

F=(X—a)(X —b)-q+r.

Dividindo-se f por (X — a), temos os passos seguidos no Dispositivo de Briott-Ruffini

visto anteriormente e determinamos um par de polindémios (qq,7;) tais que:

f=X=—-a)-q¢¢+r1 = r; =ky, com k; sendo constante. (7.13)
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Fazendo a divisdo de ¢; por (X — b):

=X —=0b)-q+ry = 1ry=ky, com kg sendo constante. (7.14)

Sabendo que ¢, ¢ da mesma forma utilizada no Dispositivo de Briott- Ruffini, podemos

utiliza-lo novamente. Substituindo a equagao ([7.14)) na equacao (|7.13)):

f = (X=a) - [(X=0) g+ ko] +k

f = X=X =0 @+ (X —a) ky+ k.

Portanto, quando o polinoémio divisor for da forma g = (X — a)(X —b), utilizamos
o Dispositivo de Briott-Ruffini duas vezes consecutivas e o par (¢,7) é determinado por
(g2, (X — a) - ko + k1), ou seja, o polindomio quociente procurado é o tltimo polinémio
encontrado na utilizacao sucessiva do dispositivo e o polinémio resto procurado ¢ o produto
da segunda constante resultante no dispositivo com o primeiro polinéomio utilizado no

dispositivo, somado a constante anterior.

Expandindo o raciocinio anterior, para cada novo polindémio da forma X — a que

exista multiplicando no polindémio divisor, encontraremos uma nova constante k,. Assim:

f=(X—-a)(X=b) ... (X—w)(X—y)(X—2)-qg+T
q = Qn
r=k,(X—a)(X=0)..X—-w)(X—-y)+(X—-a)(X=0)...(X —w)+... + k(X —a)+ k.
Vejamos alguns exemplos:

1) Sejam f = X*+ X3 -3X?2+ X —2¢ g= (X —1)(X +2). Dividindo o polinémio f
por (X — 1), temos:

Desta forma, ¢ = X? +2X% — X e k; = —2, entao:
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-1 ‘ 1 2 =1 | 0
1 1 -2 ‘ 2
ou simplesmente

1 1 1 -3 1 -2
~1 1 2 =1 0| -2 =k

1 1 -2 | 2=k,

— ——
q

Como ky =2 e ¢ = X? + X — 2, entdo o par (q,r) procurado é:
r=ky(X —1)+k=2X-1)-2=2X -4 e ¢g=X"+X -2

2) Sejam f = 3X04+2XP+4X* + X3 - X?46X e g = (X+2)(X+1)(X—1). Como visto no

final do exemplo anterior, fazendo a divisao com apenas um Dispositivo de Briott- Ruffini:

-2 13 2 4 1 =1 6 0
-1[3 -4 12 —-23 45 —84 |168

-2 |3 2 4 1 -1 6 0

-13 -4 12 -23 45 -84 168
13 -7 19 -—-42 87 |-1?1
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3 2 4 1 -1 6 0
3 —4 12 —23 45 —84 [168
13 -7 19 -42 87 [-171
3 -4 15 -27 |60

3 2 4 1 -1 6 0

-1[3 -4 12 -23 45 -84 [168= k
13 -7 19 -42 87 [-171= k;

3 —4 15 -—27 IﬁD=k3

-

q
Assim, o par de polindomios (g, ) é determinado por:

r=60(X +2)(X +1)—171(X +2) + 168 = 60X* +9X — 54 e ¢=3X> —4X*+ 15X — 27.



8. Funcao Polinomial em R

Vimos que uma fun¢ao f de um conjunto A em um conjunto B é uma regra que, a cada

elemento x que pertence a A, associa um elemento f(x) pertencente ao conjunto B, cujo

m

nome ¢é valor de f no elemento x [3]. Seja um polinémio qualquer f = ZaiXi; iremos
i=0

definir uma funcao f, chamada funcao polinomial associada ao polinomio f, tal que:

f: R — R

m
r — Yy = E a;x’.
i=0

A imagem de x pela funcdo f sera representada por f(z). Dessa forma temos um
simbolo para uma sequéncia real, representada por f, e outro para nimeros reais obtidos
através do polinomio f e de x, representado por f(z). Dizemos que o nimero real f(x)
& o valor da funcdo polinomial f ao receber o valor x; ou o valor de f em x. Vejamos

alguns exemplos:

1) Considere o polinémio f = X3 +5X? — 12X. A funcao polinomial associada a ele é

dada por:

f: R — R

r — y=2a°+52%— 12x.

Isso significa que, para todo x € R, f(z) = 2 + 52 — 12x. Dessa forma, podemos definir

valores para f(z) substituindo valores em x:

r=0 = f(0)=0"+5-02—12-0=0
r=3 = f(3)=3"45-32-12-3=27+45—36=236

r=5 = f(5)=5"+5-52—12-5 =125+ 125 — 60 = 190.

2) Considere o polinomio f = 7X° 4+ 5X* — 7X3 + X? — X +4. A fungdo polinomial

20
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associada a ele é dada por:

f: R — R

r — y=72+52* -7+ 2% —x+4.

Conforme visto no exemplo anterior:

x | f(x)
-2 | —T78
0 4
1 9
2 | 254

8.1. Principio da Identidade

Para uma funcao ser identicamente nula, isto é f = 0, é necessario e suficiente que

todos seus coeficientes sejam nulos:

f(z) =0, VxeR.

m
Isso ¢ facilmente verificavel: seja f = g a; X"; se todos seus coeficientes sao nulos, entao:
i=0

F=Y 0X"=0X"+0X""+.  +0X+0
=0
f=0

fi R — R

o y=) 02’ =02"+0z""" 4. +0x+0=0
=0

flz)=0,VzeR.

Reciprocamente, se uma funcao polinomial é identicamente nula, entao o polindémio asso-
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ciado a esta func¢ao é o polinomio nulo. Para verificar esta afirmacao, temos: se

f(z)=0, VzxeR,

entao:

Isso implica que:

f@1) = f(22) = ... = f(@n-1) = f(za) =0

(
~1
0=anz"+ ap2]" " + ... +a171 + ao

0= am@y + @m12) 1+ ..+ a1z + ag
(S2)

~1
0=anx) +anaz, | +...+ 012,71+ ag

| 0= anz} + U1 ™+ 4 aym, + ag

O sistema linear (S2) possui o numero de n equagoes. Note que, cada z é distinto dos

demais, entao:

e 1 m, 0

g :L’Q”’l R 1 1 0
m m—1

P A R R | ay 0

L . | ao 0

Neste caso, temos uma matriz de Vandermonde, pois cada coluna é uma poténcia da
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proxima. Entao o determinante dessa matriz é dado por

H (z; — i)

1<i<j<n

e, como cada z é distinto, esse determinante ¢ ndo-nulo. Portanto o sistema (S2) admite

apenas a solucao trivial. Assim,

Logo, temos a reciprocidade provada:

flz)=0,VzeR <« f=0.

8.2. Funcgoes Polinomiais Idénticas

Vimos anteriormente que a igualdade entre polinémios determina que todos seus

termos de mesmo indice serao iguais:

Definicao 8.1. Dados f,g € P,

f:g — ai:bi,ViGN.

Considerando as respectivas fun¢oes polinomiais,

fr R — R g R — R
T — y:Zasz T — y:Zb,xZ
=0 =0

f=9 = flz)=glz), VzeR.

Considere duas funcoes polinomiais f e g associadas aos polindémios f e g, respec-
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tivamente. Se f(x) = g(x), para todo = € R, entao:

f= zm:a,-Xi — f(x) = zm:aixi e g= ibiXi = g(x) = ibi:pi
i=0 i=0 i=0 i=0

flz)=g(zx), Ve eR = Zaixi:Zbixi, VzeR

i=0 i=0
m m

— Zaixl—Zbixz =0,VzeR
i=0 i=0

= Y (i —b)r'=0,VreR (i)
=0

Vemos em (2) uma fun¢do polinomial identicamente nula; como visto na Definicao , 0

polindmio associado a ela é o polindbmio nulo, ou seja:

Z(ai—bi)xizo,VxE]R — f—-9g=0 = f=g. (i1

1=0

Assim, pela Definicao e (i1), o Principio da Identidade de Funcoes Polinomiais fica
definido:

Definicao 8.2. f = g se, e somente se, f(z) = g(z), para todo = € R.

8.3. Raizes de um Polinémio

Vimos que cada polindémio possui uma funcao polinomial associada a ele. Seja f
um polinémio e f(z) sua fungio associada. Dizemos que todo nimero real z que leva a

funcao polinomial a ser nula é raiz deste polinomio, ou seja:

Definigao 8.3. x € R é raiz de f se, e somente se, f(z) = 0.

Exemplos. 1) Considere o polinémio e sua fungio associada a seguir: f = 2X2—10X +12

e

fi R — R

r — y=2r%—10x + 12.

Uma vez que o grau de do polinémio é 0f = 2, sabemos que o mesmo possui duas raizes.
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Para encontra-las, temos:

222 — 10z +12 =0
2z — 62 +5)=0
2 —2)(x —3)=0 (i)

Para que a equagao (2¢%) seja verdadeira, basta que z = 2 ou x = 3. Portanto 2 e 3 sdo

raizes de f.

2) Considere o polinémio e sua fungao associada a seguir: f = X? +5X? +2X —8 e
fi R — R
r — y=z°+52%+ 2z 8.

Uma vez que o grau de do polinémio é 0f = 3, sabemos que o mesmo possui trés raizes.

Para encontréa-las, temos:

23+ 5224+ 20 -8 =10
w3422 —2r+ 42 +4r -8 =0
v +z—2)+4(2*+2-2)=0
(z+4)(x*+2—-2)=0
(z+4)(2*+2x—2—-2)=0
(x+4)(z—1)(x+2)=0 (iv)
Para que a equagdo (iv) seja verdadeira, basta que z = —4 ou x = —2 ou x = 1. Portanto

-4, -2 e 1 sao raizes de f.

8.4. Teorema do Resto

Na divisao de polinémios vimos que, dados dois polindémios f e g, com g # 0,

existem polindmios g e r, tais que

f=9-q+r
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Além disto, f,g,q e r possuem funcgoes polinomiais associadas a eles. Se g for da forma

X — a, pela Definicao a serd sua raiz. Entao:

f=X—-a)-q+r

R — R

|

r — y=(r—a) q(x)+r()
f(x) = (v —a)-q(z) +r(z).

Fazendo x = a:

Dessa forma,

Teorema 8.1. (Teorema do resto) Dados um polinomio f e um nidmero real a, f(a) é

wqual ao resto da divisao de f pelo polinomio X — a.

O Teorema [8.I] em conjunto com a Defini¢ao nos levam a conclusao de que,
dividindo-se um polinémio f por um polindmio da forma X — a, essa divisao seré exata

se, e somente se, a for raiz de f.



9. Equacoes Algébricas

Definimos equac¢ao polinomial ou equacao algébrica todo polindbmio redutivel a forma

an" + an_ 12"+t ar +ax+ag =0,

onde a; € R en € N. Assim como visto na Defini¢ao [8.3] resolver esta equagao equi-
vale a encontrar as raizes do polindmio associado a essa equacao. Neste caso, queremos

determinar as raizes complexas de um polinomio f = (ag, a1, as,...,a,_1,0,,0,0,...).

A determinacao das raizes complexas de equacoes algébricas com coeficientes reais

se baseia no Teorema Fundamental da Algebra que enuncia o seguinte:

Teorema 9.1. (Teorema Fundamental da Algebra) Toda equacdo algébrica de graun > 1

admite, ao menos, uma raiz complezxa.

Ou seja,

VieP 3acC; f(a)=0. (9.1)

A demonstracao do Teorema [9.1] a qual nao sera apresentada por fugir ao escopo
deste trabalho, se baseia em fung¢oes polinomiais com dominio e imagem sendo subcon-
juntos do conjunto dos ntimeros complexos; observa-se um circulo de raio r no Plano de
Argand-Gauss correspondente ao dominio, aumenta-se esse raio e observa-se se a curva
no respectivo plano, a qual corresponde a imagem, passa pela origem.

9.1. Decomposigao de Polinémios

Podemos escrever um polinémio f de grau n como o produto de seu coeficiente
dominante a,, por n fatores de polinomios de grau 1 da forma X —«a, com a € C, ou seja,

dado um polinémio e sua fun¢ao polinomial associada,
n n
f= E a; X" e f(x)= E a;x’,
=0 i=0

temos a decomposicao:

f=a, (X —a)) (X —a)...(X —ap) e f(x)=an(r—a1)(x—a)...(x — ). (9.2)

a7
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com aq,Qo,...,q, € C.

Para a demonstracao, vamos expandir o entendimento da divisao de polindémios
quaisquer por polinomios da forma X — a e do Teorema [B.I} ambos os casos foram de-

monstrados para a € R, contudo, as definicoes continuam valendo para a € C.

Primeiramente, pelo Teorema temos

Ja; €C| f(ag) =0;

pela divisao de polindémios, temos que

f(z) é divisivel por x — oy,

assim,

fz) = (x — 1) - qu (), (9:3)

onde, pelo Teorema ¢1(x) é uma fungao polinomial de grau n — 1, cujo coeficiente
dominante é a,,, como pode ser visto pelo Dispositivo de Briott- Ruffini:
@

An Qp-1 - Q1 |G

a, - ‘

Aplicando novamente o Teorema [9.1] agora para o polindmio ¢;:

Jas € C| 1) =0 = qi(x) é divisivel por z —ay = q1(z) = (z — ag) - ¢2().

@ (7) = (x — a2) - @2(), (9.4)

onde go(z) é uma fung¢do polinomial de grau n — 2, com coeficiente dominante a,,.

O Teorema [9.1] é aplicado até que se chegue a uma funcao polinomial constante e

igual a a,, de forma que podemos montar um sistema com as fun¢ées polinomiais (9.3,
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(9.4) e as demais:

[ f@) = @) a@)
() = (x—a2)- qx)
L Gn-1(x) = (x— ) ay,.

Substituindo cada uma das fungoes de forma recursiva, da tltima até a primeira:

Podemos provar também que esta decomposicao é unica para cada polinémio:

supondo que a decomposi¢ao nao seja tnica, temos:
flx)=an(x —ay)(z —ag) ... (2 — ay), (9.5)

f(z) =an(x— B1)(x— Ba)...(x — B). (9.6)

Por (9.5), temos que cada um dos «; sdo raizes de f(x). Tomando um destes ao acaso e

substituindo em (9.6)), temos:
flaa) = anar = Br)(ea = B2) ... (a1 = Bn),
mas como f(ay) = 0,
an(on — f1) (a1 — Ba) ... (a1 — Bn) = 0. (9.7)

Sabemos que (9.7) sera nula se algum f; = aj, pois a, # 0. Digamos, sem perda de

generalidade, que 5; = 4. Repetindo o passo anterior, tomando outro «;, temos:

f(Oéz) = an(CVQ - 51)(042 - 52) S (042 - ﬁn) S f(OéQ) =0,
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isto é,

an(ag — f1)(ag — B2) ... (e — B,) = 0. (9.8)

Semelhante a (9.6), em (9.7) teremos algum S, = as, que podemos dizer, por simplicidade,
B2 = an.

Dessa forma, teremos igualdades estabelecidas de modo que
3 B; | o = Bi,

o que nos leva a conclusao de que na verdade (9.4)) e (9.5)) sdo decomposicoes iguais.
Portanto, a decomposicdo de polindmios em fatores do 1° grau é tinica para cada

polinémio.

9.2. Multiplicidade de Raizes

Vimos que todo polindémio pode ser decomposto de forma tinica em fatores do 1°

grau:

cada um dos «; podem ser distintos entre si ou podemos ter um nimero de raizes iguais,
uma vez que os polinémios f,qi,qs,...,q,—1 podem ter raizes iguais. Digamos que um

dos nimeros complexos « se repita p vezes:

flo) =aplx—a)(x —a) .(x —a)(x —ay) .. (x — a,)

-

pvezes

desta forma, podemos reescrever a decomposicao de maneira suprimida
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O nimero complexo que aparece apenas uma vez possui multiplicidade 1 e é

chamado de raiz simples. Vejamos alguns exemplos:

1) Considere a equagao algébrica z* — 32 — 3 + 11z — 6 = 0. Seu polindomio associado é

dado por

f=X*—3X>-3X2+11X —6.

Uma vez que a soma de seus coeficientes é nula, temos que 1 é uma das quatro raizes desta

funcao, o que significa que esta é divisivel por X — 1. Pelo Dispositivo de Briott-Ruffini:

1 1 -3 -3 11| -6

1|11 -2 —-5|6| 0

1 -1 -6 |0

Caso fizéssemos a divisao mais uma vez, encontrariamos um resto diferente de 0. Portanto,
1 é raiz de multiplicidade 2. Os coeficientes do tltimo polinémio divisor sdao vistos na

ultima linha, entao podemos reescrever a equagcao inicial:

[ = (X—l)‘ﬁh
g = (X—l)'CI2
Q2 = X?2—-X—6

f= (X=-17 q

Dessa forma, a funcao polinomial associada é

fr)=(@x—-1)* (2> —2—-6)=(x—1)* - (2 +2)- (z —3).

Assim, as raizes da equacao algébrica sao 1, -2 e 3, sendo que 1 é de multiplicidade 2, -2

e 3 sao raizes simples.

2) Seja a equagao algébrica x® — 1022 + 292 — 20 = 0. Seu polinémio associado é

f=X?—-10X?+29X — 20,
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assim:

X3 —10X2% + 29X — 20

X3 —5X%-5X? 4+ 25X +4X —20
X2(X —5) —5X(X —5)+4(X —5)
(X2 —5X +4)(X —5)

(X% — X —4X +4)(X —5)

(X(X —1) —4(X — 1))(X = 5)

(X —1)(X —4)(X —5).
Portanto, a equacao algébrica pode ser decomposta em

(x —=1)(z —4)(x—5)=0.

Logo, as raizes da equagao algébrica sao 1, 4 e 5, sendo que todas sao raizes simples.

3) Dada a equagao algébrica 323+ 922 + 9x + 3 = 0, sabendo que seu polindémio associado
& f=3X34+9X%+9X + 3, temos:

3X?+9X?+9X +3

3(XP+3X?2+3X +1)

X3P+ X2 +2X?2+2X + X +1)

JXAX + D) +2X(X +1)+ X +1)

(X2 4+2X +1)(X +1)

X2+ X+ X +1)(X+1)

XX+ +X+1)(X+1)

3X+D(X+1)(X+1)

3(X +1)%
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Portanto, a equacao algébrica pode ser reescrita como

3(x+1)°=0.

Assim, —1 é raiz de multiplicidade 3.

4) Considere a equagao algébrica 23 — 1222 + 36X = 0. Seu polinémio associado é dado

por

f=X%—12X?+36X.

Podemos reescrevé-lo:

X(X?— 12X + 36)
X(X2—2X-6+62)

X(X — 6)2

Desta forma, x(x — 6)? = 0. Teremos que 0 é raiz simples e 6 é raiz de multiplicidade 2.

Vimos anteriormente que todo polindémio, e por consequéncia toda equacao algeé-
brica, possui um nimero de raizes igual ao grau do polinémio e vimos que as raizes tém

multiplicidade; assim, podemos chegar a seguinte proposigao:

Proposicao 9.1. Toda equacgao algébrica de grau n admite, no mdrimo, n raizes distintas.

9.3. Relacao entre os Coeficientes e as Raizes de uma Equacao Algébrica

Sabemos que toda equacao algébrica pode ser escrita de duas formas:

A + Q12" P+t ar+ap=0

an(r —ay)(r —ao)(x —a3) ... (x —a,) = 0.
Assim, temos a identidade:

"+ ap 2" bt ag = an(r — )z — )z —a3)... (z—a,).  (9.9)
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E possivel estabelecermos uma relacao entre os coeficientes da equacao e suas raizes.

Se efetuarmos os produtos do segundo membro da identidade (9.9)), teremos:

2

an (2 — aor — 1 x + aje)(r — az) - - (x — )

an (2 — (a1 + an)r + arae) (. — az) -+ (7 — )
an (23 — azz? — (a1 + a2)x? + (a1 + ag)azz + ajasr — ajasas) -+ (T — ay,)

anl2® — (aq + ag + a3)2? + (g + araz + asasz)r — ajasas] -+ - (x — ay),
isto é,

an(x— )z —ag)(x —az) - (v —ay) =

ap [x” — (Z Oéi) a4 (Z aiaj> A ( Z aiozjak) "B+ (D) (.. ap)

i<j i<j<k

Substituindo na identidade , uma vez que para duas equagoes serem iguais seus

coeficientes de termos de mesma poténcia devem ser iguais, temos as seguintes igualdades:

an, = Qap

n
apn—1 = —0pn E Q;

=0
Ap—o2 = an(g Oéﬂ)(j)

1<j

| a0 = an(—1)"(maz. .. ap)

Chegamos entao as seguintes relacoes:
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z ap—1
>ai = -
X (07%
1=0
Z P — Ap—2
1=ty T a,

1<j

(

Qi -y, = (_1)71 [—

As relagoes acima sao conhecidas como Relagoes de Girard. Vejamos algumas aplica-

coes:

1) Considere a equagao algébrica 2 — 11x + 30 = 0. Uma vez que o grau da equagao é

2, sabemos que temos duas raizes complexas, distintas ou nao. Pelas Relacoes de Girard,

temos:
— —11
Oél+052:_a 1:——:11
an 1
Qo 30
=(-1)" - — =(-1)%- —= = 30.
arap = (—1) a, (—1) 1

Queremos dois numeros tais que a soma entre eles dé 11 e seu produto seja 30, dessa

forma, as raizes da equacao sao:

051:5 e 042:6.

2) Dada a equagao z® + 5z? — 17x — 21 = 0, sabendo que —1 e 3 sdo raizes simples,

encontre a terceira raiz da equacao. Pelas relagoes vistas, temos:

5)
~1+3+ay = —7 = -5
17
(-1)-3+ (-1 -az+3-a5 = — = I
21
(-1)-3-a3 = ——— = 21.
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Podemos utilizar qualquer uma das trés equagoes para encontrar a raiz que falta, assim:

3 = —7.

3) Sabendo que —2, 4 e 5 sdo raizes de uma equagao, sendo que —2 possui multiplicidade
2, encontre duas das possiveis equagoes. Como temos trés ntimeros, sendo um deles com

multiplicidade 2, sabemos que a possivel equagao possui grau 4. Entao:

(r+2)*(x —4)(x —5)=0
(2?2 + 4z +4)(z —4)(x —5) =0
(2% — 122 — 16)(z —5) = 0

xt — 523 — 1222 + 442 + 80 = 0.
Assim, duas possiveis equacgoes sao:

2t =52 — 1222 + 442 +80 =0 e 2z* — 102> — 2422 + 88z + 160 = 0.

Podemos resolver esse tipo de questao com as relagoes: para as = 1:

—2—2—|—4+5:—CL3 — CL3:—5
(=2) - (=2)+(-2) 44+ (=2)-5+(=2)-4+(-2)-54+4-5=ay = ay=—12
(=2) - (=2) -4+ (=2) - (=2) -5+ (=2) - 4-54+(=2)-4-5=—a;, — a; =44

(—2)(—2)4520,0 = ag = 80,
entao,

2t — 5x® — 1222 + 442 + 80 = 0.
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Para a4 = 2:

—2—2+4+5:—% — a5 = —10

(—2).(—2)+(—2)-4+(—2)-5+(—2)-4+(—2)-5+4-5:% — a4y =24
(—2)~(—2).4+(—2)~(—2)~5+(—2).4-5+(—2)~4-5:—% — a, =88

(=2)-(=2)-4-5=2 — a5 =160,

2z — 1023 — 2422 + 88z + 160 = 0.

4) Determine as raizes da equagio z° — z* — 2923 + 4522 + 216z — 432 = 0, sabendo que

uma das raizes tem multiplicidade 3 e outra tem multiplicidade 2.

A equagao possui grau 5, portanto sabemos que sao cinco raizes. Contudo, uma

das raizes tem multiplicidade 3 e a outra 2. Definimos entao:

E salutar montarmos as relacoes da seguinte formas:

;

31 + 204 =1

302 4+ 6oy + af = —29
ad + 6a3ay + 3aqai = —45
2050, + a2aj = 216

ajai = 432.

A quinta relacdo pode ser utilizada fatorando o termo da esquerda:

adai = 213% = 3742,
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Essa igualdade nos leva a duas possiveis solugoes:

ar =3, a4=4 ou a1 =3, a4 = —4.

Uma vez que temos certeza do valor de «y, podemos utilizar a primeira relagao para

definirmos a solucao:

3:-3+204=1 = oay4=—-4.

Logo, as raizes da equacao sao:

Oé1:3 e CY4:—4.

9.4. Raizes nao Reais

Vimos alguns casos de raizes complexas inteiras e nulas. No caso de raizes nao
reais, temos que as mesmas terao a forma a + bi, em que a é a parte real e b a parte
imaginaria. No caso em que tivermos raizes desta forma, o seu conjugado a — b também

serd raiz da equacao algébrica. Enunciamos e provamos este resultado a seguir:

Teorema 9.2. (Teorema das raizes nao reais) Toda equagao algébrica com coeficientes
reais que admite como raiz um numero nao real a + b, também admite seu conjugado

a — bi como raiz.

Demonstragao. Considere uma equagao algébrica f(x) = 0 e suponha que o namero
complexo a + bi, com b # 0, seja raiz desta equacao. Queremos verificar que o complexo
conjugado a — bi também é raiz da equagao. Caso seja, dizemos que f(z) é divisivel por

x — (a — bi). Faremos a divisao de f(x) por [ — (a + bi)][z — (a — bi)], entdo:

fz) = [z = (a + bi)l[z = (a = bi)] - g(x) + r(2),

e, por hipotese, temos que f(a + bi) = 0; isto implica, pelo Teorema que:

r(a+bi) =0.
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Uma vez que a equagio do divisor por [x — (a + bi)|[x — (a — bi)] tem grau 2, o grau de

r(z) tem grau menor que 2, portanto:

r(z) =cr+d
r(a+bi)=cla+bi)+d=0
ca+chi+d=0

ca +d—+ cbi = 0.

Pela igualdade de ntimeros complexos, a parte real deve ser nula e a parte imaginaria

também:

ca+d=0

chb=0.
Novamente, por hipotese, temos que b # 0, dessa forma:

=000 = ¢=0

ca+d=0,c=0 = 0+d=0 = d=0.
Assim,

r(z) =cr+d=0x+0=0.

Logo, f(z) ¢ divisivel por [z — (a+ bi)][z — (a — bi)], por consequéncia, também ¢é divisivel

por [z — (a — bi)]. 0

Imediatamente decorre que:

O ntmero de raizes nao reais de uma equagao algébrica de coefici-

entes reais é par.

Caso uma equagao algébrica de coeficientes reais tenha grau impar,

a mesma admite a0 menos uma raiz real.

Outra forma de provar este teorema pode ser feita usando conhecimentos em nimeros
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complexos, como a seguir:

Demonstracao. Novamente, temos por hipotese que o niimero Z = a+0bi é raiz da equacao

algébrica a,2" + ap_ 12" 4+ ...+ asx? + a1z + ag = 0, isto é:

f(Z)=anZ"+ ap1 2" + . 4 anZ? + a1 Z + ag = 0. (9.10)

Queremos provar que o conjugado de Z, denotado por Z = a — bi, também é raiz da

equagao. Aplicando o conjugado dos dois lados da equagao (9.10)), temos:

a2+ an 1 2"+ aZ? 4+ e Z + ag = 0.

A propriedade de soma de conjugado de ntiimeros complexos nos diz que Z; + Zo = Z1+Zs,

entao:

AnZ" + Q1 2" L+ ayZ? + a2 +ag = 0.
Agora aplicamos a propriedade do produto de conjugados: Z; - Zy = Z - Z,, portanto:
TGl" + g 2" 4+ ..+ @22+ a2 +ay = 0.

Niameros reais sao aqueles cuja parte imaginaria é nula, portanto, o conjugado de um

numero real é ele mesmo. Como os coeficientes sao todos reais, temos:
—n —n—1 2 -1
anZ + an_ 124 + ...+ aZd +a1Z +ay=0.
Assim, f(Z) = 0. ]

9.5. Pesquisa de Raizes Racionais

Um caso em particular para a pesquisa de raizes de uma equagao polinomial diz

respeito as equacoes com coeficientes inteiros. Considere uma equacao algébrica de coefi-
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clentes inteiros:

ant” 4+ ap 12" 4. Fagx? + a4 ag = 0.
Partindo da hipétese que b seja uma fragao irredutivel e que seja raiz da equacao, entao:
q
i)+ an Bt a®)? v al 40 =0,
q q q q

Multiplicando esta equacao por ¢", temos:

np" + Q1P g+ . ap? ¢ 4+ arpg™ T 4+ apg” =0, (9.11)

logo,
n n—1 2 n—2 n—1 __ n
anp” +apnap q+...+ap q T+ apg T = —apq,

o que implica:
planp" '+ an1p" g+ o+ aepd" P 4 a1q™ ) = —aoq” (9.12)

Uma vez que os coeficientes da equacao sao numeros inteiros e p e ¢ também sao
inteiros, o membro da esquerda na equacgao é divisivel por p, pois o mesmo esta
multiplicado por este fator. Analogamente, o membro da direita também é divisivel por
p, isto é, agq™ é divisivel por p. Porém, por hipotese, g é uma fragao irredutivel, ou seja,

p e ¢ sao primos entre si. Dessa forma, concluimos que ag é miltiplo de p.

Por outro lado, voltando & equagao (9.11), podemos seguir outro caminho:

2 n—2

Q1" g+ P’ 4 aipg" T+ aog” = —anp”,

donde:
Glan—1p" 4+ P+ aipg" T+ ag" ) = —anp™. (9.13)

Novamente, como os coeficientes da equacao sao niimeros inteiros e p e ¢ também
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sao inteiros, o membro da esquerda na equacao é divisivel por ¢, pois 0 mesmo esta
multiplicado por este fator. Analogamente, o membro da direita também é divisivel por ¢,
isto é, a,p" é divisivel por ¢q. Porém, por hipotese, S ¢ uma fracao irredutivel. Chegamos
a conclusao de que a,, ¢ miltiplo de q.

Portanto, fica provado, pela discussaao acima, o Teorema das Raizes Racio-

nais:

. . . p . . . . ,
Teorema 9.3. (Teorema das raizes racionais) Se = € um nimero racional irredutivel e
q

raiz de uma equacao algébrica com coeficientes inteiros:

an" + ap_ 12"+t ax +ax+ag =0,

entao p € divisor de ag e q € dwvisor de a,.

Vale ressaltar que este teorema nao garante que a equacao polinomial possui raiz
racional e nem que encontraremos alguma raiz por este método, mas, caso exista, podemos

identifica-las. Decorre, também deste teorema, que:

Se o termo dominante (a,) for igual a 1, entdo as raizes racionais

da equacao, caso existam, sao nimeros inteiros.

Toda raiz inteira de uma equacao algébrica de coeficientes inteiros

é divisor de ayg.

Seguem alguns exemplos:

1) Determinar as raizes da equagio 3z°® + 222 — 7o 4+ 2 = 0. Pelo Teorema como a
- . . . . p . . qe -
equacao possui somente coeficientes inteiros, se = for uma raiz, p seré divisor de ag = 2 e

q sera divisor do termo dominante a3 = 3. Entao:

divisores de 2 = {—2,—1,1,2} — possiveis valores de p,

divisores de 3 = {—3,—1,1,3} — possiveis valores de g.
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. ~ D S .
Agora montamos as comblnagoes — para testarmos quals Sao ralzes:
q

Verifiquemos qual ou quais desses valores sao raizes: se x = —2, entao

3(—2P3+2- (=22 —7-(=2)+2=0.
Portanto —2 é raiz. Se r = —1, entao

3-(=1)P4+2-(-1)*—=7-(=1)+2=8#0.

2
Portanto —1 nao é raiz. Se x = —3 entao
2\° 2\? 2 20
31 —< 2-|—=) =7-|—= 2=—#£0.
(55) = (5) 7 (5) -5
Portanto ——= nao ¢ raiz. Se r = ——, entao

1 1
Portanto -3 nao é raiz. Se x = 3 entao

) e ) ()

1 2
Portanto 3 é raiz. Se x = 3’ entao

2\ * 2\ 2 2 8
3-(5) +2-(§> —7-(§)+2:—§7é0.
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2
Portanto 3 nao é raiz. Se x = 1, entao
3-(1)+2-(1)*=7-(1)+2=0.

Portanto 1 é raiz.

Uma vez que a equagao é de grau 3, a mesma possui trés raizes e nao ¢ necessario

o teste com o valor z = 2. Portanto, as raizes da equagao sao: {—2, 3 1}.

2) Considere a equagao = — 8x? + 21z — 20 = 0, determine as raizes desta equagao. Pelo

Teorema 0.3t

divisores de 20 = {£20,+10,£5,+4,+2,+1} — possiveis valores de p,

divisores de 1 = {£1} — possiveis valores de g¢.

Entao:
b_ {£20,4+10, £5,+4, £2,+1}.
q

Verificacao das possiveis raizes: se x = —20, entao

(—20)* — 8- (—20)% 4+ 21 - (—20) — 20 = —11640 # 0.

Portanto, —20 nao é raiz. Se x = 20, entao

(20)* — 8- (20)* + 21 - (20) — 20 = 4821 # 0.

Portanto, 20 nao é raiz. Se x = —10, entao

(=10)3 = 8- (=10)% + 21 - (—10) — 20 = —2030 # 0.

Portanto, —10 nao é raiz. Se x = —5, entao

(=5)% — 8- (=5)? +21 - (=5) — 20 = —450 # 0.
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Portanto, —5 nao é raiz. Se x = 5, entao

(5)> = 8- (5)*+21-(5) —20 = 10 # 0.

Portanto, 5 nao é raiz. Se x = —4, entao

(—4)* — 8- (—4)? +21-(—4) — 20 = —296 # 0.

Portanto, —4 nao é raiz. Se x = 4, entao

(4% —8-(4)*+21-(4) —20=0.

Portanto, 4 é raiz. Se x = —1, entao

(=1)* =8 (=1)2 + 21 - (1) — 20 = =50 # 0.

Portanto, —1 nao é raiz. Se x = 1, entao

(1 =8-(1)2+21-(1) =20 = —6 # 0.

Portanto, 1 nao é raiz.

Podemos utilizar o Dispositivo de Briott-Ruffini para diminuir o grau da equacao.
Como a equagao resultante serd de grau 2, as duas raizes desta tltima serao raizes da

equagao original:

Dessa forma, as raizes que faltam serao raizes da equagao 22 — 4z +5 = 0:

C4+V16-20  4+V42  4£2i

=2+
2 2 2

T

Assim, as raizes da equacao sao {4,2 41,2 —i}.
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3) Sabendo que 2 e 3 + 2i sao raizes de uma equagdo de grau 4, encontre as outras duas
raizes sabendo que uma das raizes é inteira e seu termo dominante e termo independente

sao, respectivamente, 1 e 8.

Pelo Teorema [9.2] se 3 + 2i é raiz da equagao, seu conjugado também ¢, portanto,
3 — 21 é uma das raizes. Para determinar a tltima raiz, podemos escrever a equacao na

forma fatorada e expandi-la:

1z —2)[z — (34 20)][x — (3 — 20)](x — 24) = 0

2t — (8 4+ x4) 3 + (25 + 8x4)2? — (26 + 2534)x + 2624 = 0.
Uma vez que o termo independente é 8, entao:

4
26ry =8 — x4:§.

Logo, as raizes da equacao sao {%, 2,3+ 2i,3 — 2i}.

9.6. Pesquisa de Raizes Reais

Sabemos que se um nimero complexo é raiz de uma equacao algébrica constituida
de coeficientes reais, o conjugado desse niimero também serd raiz, e vimos também um
método para indicar possiveis raizes racionais utilizando o termo dominante e o termo
independente. Vale ressaltar que este ultimo método, apesar de nao garantir que haja

rafzes racionais, fornece uma ferramenta que permite encontra-las, caso existam.

Nao é possivel a determinacao de raizes irracionais de maneira precisa; em geral,
usamos aprorimacoes que podem ou nao auxiliar em sua busca. Um dos métodos de
aproximacao ¢ o Método da Bisse¢cao. Este método consiste em escolher um intervalo
[a, b] do dominio da funcdo algébrica, de forma que a fungao nos limites do intervalo tenha
sinais opostos. Fsta escolha se deve ao fato de que, por terem sinais opostos, o gréfico
da funcao passa pelo eixo das abscissas, ou seja, existe pelo menos uma raiz real neste

intervalo, como vemos nos graficos das Figuras [0.1] e

9.7. Teorema de Bolzano-Cauchy

O Método da Bissegdo nos leva ao Teorema de Bolzano-Cauchy:
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AR

=y

- - - -

~

Figura 9.1: Intervalo |a,b[ com f(a) e f(b) de sinais opostos e uma raiz real

oY

Figura 9.2: Intervalo Ja,b[ com f(a) e f(b) de sinais opostos e trés raizes reais

Teorema 9.4. (Teorema de Bolzano-Cauchy) Seja f: R — R uma fun¢io continua no

intervalo [a,b] tal que f(a)- f(b) < 0. Entdo existe ¢ € |a, b| tal que f(c) = 0.

Note que a condicao de f(a) e f(b) terem sinais opostos é suficiente para a existéncia
de uma raiz no intervalo |a, b, mas nao é necessaria, uma vez que se a fungao tiver valores
com mesmo sinal em um intervalo, ainda poderemos ter uma ou mais raizes neste mesmo

intervalo, como visto nos graficos das Figuras [9.3)e [0.4]

Uma vez que se define o intervalo ]a, b[, com f(a) e f(b) de sinais opostos, esco-
lhemos um valor d; pertencente ao intervalo para teste da raiz. Podemos dizer que o
limite inferior a é uma aproximacao por falta e o limite superior b é uma aproximacao por
excesso da raiz ¢, portanto, o erro € de tais aproximagoes ¢ menor do que a amplitude do
intervalo, isto é, € < |b — a|. Dessa forma, a melhor aproximagao para a escolha de d; é o

ponto médio entre a e b.

Sendo assim, se f(d;) = 0, entao uma das raizes foi encontrada e ¢ = d;. Caso
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AR

a b

s

Figura 9.3: Intervalo |a,b[ com f(a) e f(b) de sinais iguais e duas raizes reais

o
"1
=5

DY

S

Y

Figura 9.4: Intervalo ]a,b[ com f(a) e f(b) de sinais iguais e uma raiz real

f(dy) tenha mesmo sinal que um dos limites do intervalo, d; passa a ser o novo limite.
Usando a Figura como exemplo: se f(d;) > 0, entdo o novo intervalo a ser testado

serd |dy, b[, caso contrario, o novo intervalo seré |a, d;|.

d1+a
2

O processo ¢é repetido; testamos o ponto médio do novo intervalo (d2 = ou

b+ dy
)

sempre é obtida facilmente ou pode nem existir, como nos casos em que a raiz possui

do

> e fazemos o mesmo estudo. Note que a determinacao dos intervalos nem

multiplicidade par (exemplo visto na Figura[9.4).

A maneira mais facil de determinar o intervalo |a,b| é observando o grafico da
funcao, porém, para obter o grafico de uma funcgao polinomial é necesséario calcular as
raizes de algumas equagoes. Uma alternativa é obter um intervalo que contenha todas as
raizes reais e depois dividi-lo em intervalos menores, para separar e determinar as raizes

ou, a0 menos, encontrar um valor aproximado com pequeno erro.
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9.8. Método de Laguerre

O Método de Laguerre ¢ ideal para se obter um intervalo que contenha todas

as raizes reais. Inicialmente iremos introduzir o conceito de limites.

Definigao 9.2. [8, p.115] Seja f: A — R uma fung¢ao com valores reais, definida em
um subconjunto A C R. Neste caso, f é uma funcao real de variavel real. Dizemos que o

ntmero real L é o limite de f quando x se aproxima de um valor xo € R, e escrevemos

lim f(z) =L,

Tr—xTQ

se para todo £ > 0, ha um namero correspondente § > 0 tal que |f(z) — L| < £ sempre

que 0 < |z — zo| < 0.

Partimos inicialmente de que

lim f(z) = +o0,

r—+o0

dependendo do sinal do termo dominante a, de f. Supondo que a, > 0 (caso nao seja,

multiplica-se ambos os membros da igualdade por —1), entao

lim f(z) = 400,

T—+00

e, da definicao de limite,

VM>0 3SeR | f(x)>M Va>5.

Seja, entdo, um namero real positivo S tal que f(z) > 0, para todo x > S. Isto

equivale a dizer que

hz>S; fx)=0,

ou seja, nao ha raiz real do polindomio que seja maior que S. Dizemos assim que S é cota
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superior das raizes reais do polinémio. Se dada equagao:

f(l') :anxn+an—l$n_l +---+CL1£E+CLQ =0

é tal que a; > 0, para todo i, nao pode existir x > 0 tal que f(z) = 0. Logo, se todos
os coeficientes da equacao forem positivos ou nulos, 0 é uma cota superior de suas raizes

reais.

Dividindo o polinémio por (z — S), teremos

f(x) = (x = 95) - g(z) +r(x),

onde dg = n — 1 e Or < 1. Por hipotese, temos que f(x) > 0, para todo x > S, o que

também ¢ valido para o segundo membro da igualdade:

(x—=29)-g(x)+r(x) >0, V>S5

Contudo,

r>8 — x-—-52>0,

e, portanto, certamente

(z = 5)-g(x) +r(z) >0,

se g(x) > 0er(x)>0.

Podemos dizer que tal afirmagao é vélida se todos os coeficientes de g(x) sao po-
sitivos ou nulos e r(z) é nimero real positivo. Entao, para encontrar S, basta efetuar as
divisdes sucessivas de f(z) por (x — 1), (x — 2),..., até que se encontre um valor a tal
que todos os coeficientes da divisdo por (z — a) sejam positivos; este valor a serd a cota

superior S procurada.

Para encontrar a cota inferior s (um niumero real tal que todas as raizes reais da

equagao sejam maiores que s), observa-se que a equac¢ao f(—z) = 0 admite como raizes
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os opostos das raizes de f(z) = 0 e, portanto, se um nimero S’ supera todas as raizes de

f(=z) =0, seu oposto s = —S’ & inferior a todas as raizes reais de f(z) = 0.

Portanto, obtemos um intervalo |s, S| que contém todas as raizes reais da equacdo
algébrica e podemos dispor de todas as ferramentas utilizadas até aqui para definir as

raizes. Vejamos alguns exemplos:

1) Considere a equacao algébrica 2° + 2% — 923 — 2% + 202 — 12 = 0. Para determinar suas

raizes vimos que, uma vez que os coeficientes sao inteiros, temos como possiveis raizes:

P19 — [41,42, 43, +4,46, +12).

q

Podemos fazer os testes como visto anteriormente na se¢ao sobre raizes racionais, mas

utilizando o Método de Laguerre para aprimorar a busca, temos:

11 1 -9 —1 20|-12
12 -7 -8 12| 0

21 1 —9 —1 20 |—12
1.3 -3 -7 6| 0

3/1 1 -9 —1 20]|-12
|1 4 3 8 44 120

Sendo assim, teremos as raizes reais 1 e 2, e na divisdo por (z — 3) encontraremos um
polinémio com os coeficientes positivos, entao 3 é cota superior. Seguindo, escrevendo a

equagdo f(—x) =0, temos:
f(=z) = —a® + 2% +92° — 2 — 200 — 12 = 0.
Multiplicando por —1:
2° — 2t —92% + 2% + 200 + 12 = 0.

Em seguida, encontrando a cota superior desta tltima equacao, poderemos localizar a

cota inferior da equacao original:
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1 \ 1 -1 -9 1 20 | 12
1 0 -9 -8 12| 24

2|1 -1 -9 1 20 |12
| 1 1 -7 —13 —6 0

Uma vez que os coeficientes deste ultimo polinémio quociente sao todos positivos, entao
—4 ¢ cota inferior. Portanto, as raizes reais da equacao z° + 2* — 923 — 22 + 202 — 12 =0

pertencem ao intervalo | — 4, 3].

Dessa forma, dispensamos os testes com os valores {+6,+12}, bem como com
os valores —4 e 3, j& que nas cotas o polindmio assume um valor negativo ou positivo,

portanto nao nulo; temos:

f(=1) = (=1 + (=1)*=9(=1)3 = (=1)> +20(—1) — 12 = —24

f(=2) = (=2)° + (=2)* = 9(-2)3 — (=2)2 +20(-2) —12=0

f(=3) = (=3)° + (=3)* = 9(=3)3 — (=3)2 +20(-3) — 12 = 0.
Note que encontramos —2 e —3 como raizes, o que ficou constatado no Dispositivo de
Briott-Ruffini e, como todas as raizes reais estao no intervalo | —4, 3|, encontramos quatro

raizes racionais. A quinta e ultima raiz pode ser encontrada escrevendo a equagao em sua

forma fatorada, expandindo e igualando a equagao original:

(x+2)(x+3)(x —1)(x —2)(x —z5) = 2° + 2* — 92% — 2% + 200 — 12

25+ (2 — w5)zt — (7 + 2x5)2® — (8 — Tws)w? + (12 + 8xs)x — 1225 = 2° + 2t — 923 — 22 + 202 — 12

donde obtemos x5 = 1.
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Determinamos 1 com multiplicidade 2, assim, as raizes da equagao sao {—3, -2, 1, 2}.

2) Determinar as raizes da equagao 10z* — 7723 + 1402? — 77x + 130 = 0. Sendo os

coeficientes todos inteiros, podemos formar o conjunto de candidatos a raizes:

11 2 1 1 1 2 1

j:—,i—,i—,i—,jzl,j:—g,i2,ié,i—3,i5,i—6,i—S,i@,ilo,i13,j:26,i65,j:130 .
100 5 5 2 10 2" 5 5 2 2

Como sao trinta e seis candidatos, podemos usar o Método de Laguerre para definir um

intervalo. Podemos usar os proprios coeficientes da equacao para fazer um teste inicial

em vez de efetuar divisoes sucessivas por 1,2,.... Sendo a5 = 10 e a4 = —77, podemos

iniciar testando a divisao por (x — 8):

g8 |10 —77 140 —77 | 130
\ 10 3 264 2035‘1641{]

Obtivemos um polinémio quociente com todos os coeficientes positivos, portanto, 8 é cota
superior do intervalo. Escrevendo a equagao f(r) = 10z* + 772% + 14022 + 77z + 130,
vemos que para x = 0 teremos um polinémio quociente apenas com coeficientes positivos,

assim, 0 ¢é cota inferior. Reduzimos assim consideravelmente para treze possiveis raizes:

Fazendo testes no intervalo |0, 8[, temos:

F(1) =130, f(2) =80, f(3) = —110, f(4) = —306,

f(5) = —130, f(6) =1036, f(7) = 4050.

Assim, pelo Teorema[9.4] como f(2)- f(3) < 0e f(5)- f(6) < 0, existem uma raiz real no

intervalo |2, 3[ e outra raiz real no intervalo |5, 6[. Logo, os candidatos sdo:

25

5 13
f (5) =0 e f (g) — —20176.

5 13
e No intervalo |2,3[: { }



2
e No intervalo |5,6[: f (;) = 0.

5 26 . . Lo ) .
Temos que — e — sao raizes. Para determinar as duas ultimas raizes, podemos utilizar o

Dispositivo de Briott-Ruffini com as raizes encontradas e reduzir o grau do polindomio ao

grau 2:

10 —-77 140 77 130

10 —52 10 —52 0
10 0 10 0

b
“"|m B | LA

O polinémio foi reduzido a 1022 + 10, assim, as duas raizes que faltam sao 4i. Portanto,

) - 5 26 .
as raizes da equagao sao 35 —1,1 .



10. Consideracoes Finais

Neste referido trabalho tentei de forma cristalina e certeira selar a minha crenca de
que para ensinar Matematica é preciso estabelecer conexoes entre assuntos e temas que
acabam muitas vezes sendo trabalhados isoladamente, a saber, a Geometria e a Algebra,

por exemplo.

Nao obstante, também promulguei a importancia das demonstragoes: quando o
aluno descobre o porqué de um teorema e/ou um corolario dificilmente esquecera quando,
como e onde deve aplica-lo. Além disto, a apresentacdo de um contexto Historico pode

instigar a capacidade imaginativa fortalecendo assim o processo cognitivo.

Esta obra almejou esforcadamente relatar uma realidade, a meu ver, apaixonante:
sempre que acharmos necessario podemos trilhar caminhos alternativos na busca as de-
monstragoes e solucoes, isto é, na Matematica nunca existe apenas uma maneira de che-

garmos a solucao, ao sucesso.

Enfim, acredito ser de grande valia para professores apossarem-se e utilizarem
dos métodos citados nesta proposta, podendo tornar o ensino de polindomios e equacoes

algébricas mais atrativo, completo e seguro.
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