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RESUMO

D’ AGOSTIN, Izabele. Aplicacoes de Algebra Linear. 102 f. Dissertacdo - Programa de
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica
Federal do Parana. Curitiba, 2020.

O presente trabalho apresenta vérias aplicacdes envolvendo Algebra Linear. Entre elas, vale
destacar o jogo Lights Out, aplica¢do que pode ser utilizada no Ensino Superior como uma forma
de contextualizar alguns assuntos. Para isso, abordamos e analisamos os principais conceitos
associados a matrizes, determinantes, sistemas lineares, congruéncias e espagos vetoriais. Finali-
zamos o trabalho, propondo uma atividade voltada para o Ensino Médio, que envolve resolucdo
de sistemas lineares e multiplicagdo de matrizes, cuja metodologia utilizada € a modelagem

matematica.

Palavras-chave: Algebra Linear; Aplicaces; Jogo Lights Out; Matrizes; Sistemas lineares.



ABSTRACT

D’ AGOSTIN, Izabele. Applications of Linear Algebra. 102 pg. Dissertation - Programa de
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica
Federal do Parana. Curitiba, 2020.

This work presents several applications involving Linear Algebra. Among them, the Lights Out
game which can be used as a way to provide a context of some issues in higher education. In
order to accomplish this, we intruduce and analyze the main concepts associated with matrices,
determinants, linear systems, congruencies and vector spaces. Finally, we propose an activity
focused on high school students that involves the use of mathematical modelling to arrive at the

resolution of linear systems and matrix multiplication.

Keywords: Linear Algebra; Applications; Lights Out Game; Matrices; Linear Systems.
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1 INTRODUCAO

A Algebra Linear é um campo da Matematica muito importante, que é abordado desde o
Ensino Médio até o Ensino Superior. Quando nos referimos ao Ensino Superior, ndo estamos
pensando somente na Graduagdo em Matematica, pois sabemos que esse assunto € tratado
em varios outros cursos, tais como: Engenharia Civil, Engenharia Elétrica, Engenharia de

Bioprocessos e Biotecnologia, Ciéncia da Computacao, Quimica, entre outros.

E essencial que o estudante aproprie-se dos conhecimentos inerentes a essa parte da
Matemitica, para que estabeleca conexdes com outras dreas do conhecimento ainda no Ensino
Médio e também para que esses conhecimentos prévios relacionados a Algebra Linear sirvam
de alicerce para estudos posteriores. Sendo assim, para facilitar a compreensdo dos conceitos e
para que o aprendizado seja significativo, € importante que os conteidos sejam abordados de
forma contextualizada e ndo isoladamente. Neste sentido, as Diretrizes Curriculares da Educacao

Basica de Matematica do Parand reforcam:

O conceito de dlgebra é muito abrangente e possui uma linguagem permeada
por convengdes diversas de modo que o conhecimento algébrico nao pode ser
concebido pela simples manipulacdo dos contetidos abordados isoladamente.
Defende-se uma abordagem pedagdgica que os articule, na qual os conceitos
se complementem e tragam significado aos contetidos abordados.(PARANA,
2008)

Considerando o exposto acima, o objetivo deste trabalho € apresentar aplicagdes envol-
vendo Algebra Linear, dentro e fora da Matemadtica, para o nivel médio e superior, bem como,
fornecer atividades contextualizadas para o Ensino Médio. Para tanto, o trabalho foi estruturado

em 7 capitulos.

No primeiro capitulo, apontamos dados histdricos sobre alguns tépicos de Algebra Linear,
que serao citados e utilizados nos demais capitulos. Nos capitulos dois, trés, quatro e cinco
indicamos os principais conceitos, defini¢des e resultados relacionados a matrizes, determinantes,

sistemas lineares, congruéncias e espago vetorial.

Ja no capitulo seis, apresentamos sete aplicacdes: a impossibilidade de cobrir uma esfera
apenas com hexdgonos, que articula conceitos geométricos e algébricos; o balanceamento de
uma reagao quimica, onde se faz necessario o uso de sistemas lineares; a criptografia, que utiliza
matriz inversa para decifrar mensagens; o problema da compra de materiais escolares, que
envolve operacdes com matrizes; a matriz que denominamos de especial, por possuir algumas
regularidades; a troca de informacdes entre individuos, que também utiliza operagdes com

matrizes e o jogo Lights Out, que é um exemplo de modelagem matemaética.

Por fim, no capitulo sete sugerimos uma proposta de modelagem matemdtica que pode

ser aplicada no Ensino Médio, envolvendo sistemas lineares e multiplicacdo com matrizes.
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2 DADOS HISTORICOS SOBRE A ALGEBRA LINEAR

Neste capitulo vamos fazer um breve histdrico sobre alguns elementos importantes da
Algebra Linear. Grande parte dos dados foram obtidos dos seguintes livros e artigos: A history
of abstract algebra (2007), Algebra linear com aplicagdes (2012), Matrices and determinants
(1996) e A Brief History of Linear Algebra (2012).

Resolver um sistema de equacdes lineares € um problema bastante antigo. Segundo
Kleiner (2007), ha aproximadamente 4000 anos atrds, o povo babilOnico ja resolvia sistemas de
duas equacdes lineares com duas incégnitas. J& por volta de 200 a.C. os chineses resolveram
sistemas de trés equacdes lineares com trés incdgnitas. Relatos apontam que os chineses chegaram

mais proximo dos métodos matriciais do que os babildnios.

Girolano Cardano (1501-1576), em sua obra intitulada Ars magna de 1545, expds uma
regra para resolver sistemas de duas equacdes lineares. Tal método, utilizado para resolver
sistemas de duas equagdes lineares com duas incognitas, veio a ser conhecido mais tarde por

regra de Cramer, ressaltam O’ Connor e Robertson (1996).

Ainda de acordo com O’ Connor e Robertson (1996), a primeira ideia de determinante
surgiu no Japao e depois na Europa. Em 1683, o matematico japonés Seki Takakazu (1642-1708)
escreveu Method of solving the dissimulated problems de 1683 e nele apresentou métodos
matriciais escritos em forma de tabelas. Embora néo tivesse fornecido o nome "determinante",
Seki introduziu esse assunto e deu métodos gerais para calculd-lo. Usando seus métodos, ele
encontrou determinantes de matrizes quadradas de ordem 2, 3, 4 e 5, e os aplicou na resolucao

de equacdes, porém, nio em sistemas de equagdes lineares.

Dez anos depois, em 1693 na Europa, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) chegou a
nocdo de determinante ao estudar os coeficientes de um sistema de equacdes lineares. Segundo
O’ Connor e Robertson (1996), Leibniz demonstrou varios resultados importantes, um deles foi
a regra de Cramer. Ele também percebeu que um determinante poderia ser expandido usando

qualquer coluna (mais tarde esse resultado ficaria conhecido como expansdo de Laplace).

Em 1730, o matematico escocés, Colin Maclaurin (1698-1746) publicou os primeiros
resultados sobre determinantes que provam a regra de Cramer para sistemas da forma 2 x 2 e

3 x 3 e também sugeriu como funcionaria o caso 4 x 4.

Ja por volta de 1750, Gabriel Cramer (1704- 1752) apresentou suas ideias para a resolucio
de sistemas de equagOes lineares baseadas em determinantes, mas ndo forneceu prova alguma

para obter a solu¢ao de um sistema n x n, afirma Christensen (2012).

Etienne Bézout (1730-1783) e Alexandre Thedphile Vandermonde (1735-1796), mate-

maticos franceses, obtiveram métodos para calcular determinantes, respectivamente nos anos de



14

1764 e 1771. De acordo com O’ Connor e Robertson (1996), em 1772 Pierre Simon Laplace
(1749-1827) declarou que os métodos introduzidos por Cramer e Bézout eram inviaveis e, além
disso, em um artigo onde estudou as Orbitas dos planetas internos, discutiu a soluc¢ao de sistemas

de equacdes lineares usando determinantes, mas ndo efetuou nenhum célculo.

Conforme O’ Connor e Robertson (1996), em 1801 Johann Carl Friedrich Gauss (1777-
1855) escreveu "Disquisitiones arithmeticae", e nela abordou o tema formas quadraticas e isso o
levou a introduzir o termo "determinante". Entretanto, o conceito apresentado por Gauss ndo era

o mesmo utilizado atualmente.

Em meados do século XVIII, Gauss introduziu um procedimento denominando elimina-
¢do gaussiana, a fim de resolver sistemas de equagdes lineares, mas nao utilizou notacdo matricial.
Trabalhou com vdrios casos, mas especialmente com aqueles em que o nimero de equacoes e
incdgnitas eram diferentes. Em seus estudos, Gauss abordou formas quadréticas bindrias, e além
disso, definiu de forma implicita a multiplicacdo de matrizes quadradas de ordem 2 e 3.

Ja a eficicia da eliminagdo gaussiana s6 foi reconhecida quando o matemético Gauss o
utilizou para calcular a 6rbita do asteroide Ceres.

O que aconteceu foi isso: em 1° de janeiro de 1801, o astrdbnomo siciliano
Giuseppe Piazzi (1746- 1826) observou um pequeno objeto celeste que ele
acreditou que pudesse ser um "planeta que faltava". Ele designou o objeto
por Ceres e fez um nimero limitado de medi¢Ges sobre sua posi¢do antes de
perdé-lo de vista, dada sua proximidade ao Sol. Gauss tomou a si a tarefa de
calcular a 6rbita a partir dos dados muito limitados com o procedimento que
agora denominamos eliminag@o gaussiana. O trabalho de Gauss causou uma
sensacdo quando Ceres reapareceu, um ano depois, na constelacdo Virgem,
praticamente na posicao exata predita por Gauss! (ANTON; RORRES, 2012)

Foi somente por volta de 1812, que Augustin Louis Cauchy (1789-1857) utilizou o termo
"determinante" com o sentido atual. Para O’ Connor e Robertson (1996), o trabalho de Cauchy
foi considerado o mais completo envolvendo determinantes. Nele, Cauchy provou o teorema da

multiplicacao para determinantes de matrizes quadradas de mesmo tamanho.

J4 o primeiro uso de matrizes aumentadas, surgiu entre 200 e 100 a.C, num manuscrito
chinés denominando Nove capitulos de Arte Matemdtica. Conforme Anton e Rorres (2012),
diferente de hoje, naquela época os coeficientes eram arranjados em colunas e assim os sistemas

eram resolvidos usando uma série de operagdes com as colunas.

Segundo Christensen (2012), o primeiro a usar o termo matriz, foi James Joseph Sylvester
(1814-1897) em 1850. No entanto, antes disso, em 1844 Gotthold Eisenstein (1823-1852)
introduziu o conceito de multiplicagdo matricial, com a finalidade de facilitar o processo de
substituicdes em sistemas lineares. Posteriormente, Arthur Cayley (1821-1895) formalizou e

difundiu a ideia.

Ele definiu a soma e produto de matrizes para pares adequados de matrizes
retangulares, e o produto de uma matriz por um escalar, um nimero real ou
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complexo. Ele também introduziu a matriz identidade e o inverso de uma matriz
quadrada, e mostrou como o tltimo pode ser usado na resolug@o de sistemas
lineares n x n sob certas condigdes.(KLEINER, 2007)

Em 1858, Cayley demonstrou que uma matriz quadrada € raiz do seu polindmio ca-
racteristico, isto €, provou o famoso teorema de Cayley-Hamilton (William Rowan Hamilton
(1805-1865) provou um caso especial do teorema, o caso 4 x 4). Mostrou que se duas matrizes
sdo semelhantes, elas necessariamente possuem a mesma equagdo caracteristica. No contexto de
formas quadrdticas, ele provou que toda matriz simétrica (real) € diagonalizavel. Ele também,
utilizou matrizes para resolver um problema importantissimo, denominado Cayley-Hermite.
Além disso, utilizou apenas uma letra para representar uma matriz, essa sem duvida foi uma
contribuicdo significativa no campo da algebra matricial simbdlica. No entanto, seu trabalho teve

pouco reconhecimento fora da Inglaterra até 1880.

Entre os anos de 1820 e 1870, Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851), Marie Ennemond
Camille Jordan (1838-1922), Karl Wilhelm Theodor Weierstrass (1815-1897) entre outros,
trabalharam com a classificacdo das matrizes em tipos, e também com a forma canonica das

matrizes (forma canonica de Jordan).

Em seu artigo: "On linear substitutions and bilinear forms", publicado em 1878, Ferdi-
nand Georg Frobenius (1849-1917) definiu matrizes ortogonais e provou resultados importantes
em matrizes candnicas como representantes de classes de equivaléncia de matrizes, afirmam O’
Connor e Robertson (1996).

Segundo Kleiner (2007), varios resultados essenciais relacionados a Algebra Linear
foram determinados em 1880, entretanto ndo faziam parte de uma teoria. Exemplo disso, era a
noc¢ao de espaco vetorial, que veio a ser introduzida por Giuseppe Peano (1858-1932) em 1880.
De fato, a no¢do inicial de vetores provém da fisica, onde representava, por exemplo, forcas. No
final do século XVIII e inicio do século XIX, foi apresentada a nocao matemaética de vetor, por
meio da representacdo geométrica de nimeros complexos. A partir dai, Hamilton construiu uma
algebra de vetores envolvendo o espago tridimensional, e posteriormente houve a extensao de

espagos tridimensionais para espacos de dimensdes maiores.

De acordo com Anton e Rorres (2012), em 1907 Maxime Bdcher (1867-1918) introduziu
os termos linearmente dependentes e linearmente independentes, em seu livro "Introduction
to Higher Algebra". Ja o termo combinacgdo linear foi utilizado num artigo cientifico sobre

movimento planetario em 1900, pelo matemaético norte-americado chamado George William Hill
(1838-1914).

Em seguida, Hermann Giinther Grassmann (1809-1877) desenvolveu uma dlgebra sem
utilizar coordenadas do espago n-dimensional. Em seu trabalho intitulado "Doctrine of Leinar
Extension"”, haviam nog¢des de subespaco, base, dimensio, transformagdes lineares, entre outros.

Ainda nesse trabalho, demonstrou a seguinte relacdo envolvendo subespacos vetoriais: dimV +
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dimW = dim(V + W) + dim(V N W). A principio o trabalho de Grassmann foi deixado
de lado, pela dificil compreensdo, porém mais tarde inspirou Peano, que deu uma defini¢ao
axiomadtica de um espaco vetorial sobre os reais. Ele postulou as propriedades de fechamento,
associatividade e distributividade, definiu dimensao e transformacdes lineares e, além disso,
mostrou que qualquer conjunto de vetores lineares independentes em um espaco, desde que o
numero de elementos do conjunto seja igual a dimensdo do espago, constitui uma base, ressalta
Kleiner(2007).

Ja durante a Segunda Guerra Mundial (1939-1945), Olga Taussky-Todd (1906-1995)
percebeu que autovalores de uma certa matriz 6 X 6 complexa poderiam ser usados para responder

questdes relacionadas ao problema das vibracdes em aeronaves supersonicas.

Atualmente, alguns tépicos da Algebra Linear estdo sendo utilizados no campo de

reconhecimento facial computadorizado.

Os pesquisadores da area estdo trabalhando com a ideia que toda face humana
num certo grupo racial € uma combinagdo de umas poucas dizias de formatos
primdrios.(ANTON; RORRES, 2012)

Pesquisadores da Universidade de Rockefeller, apds analisarem imagens tridimensionais
escaneadas de vdrias faces forneceram um formato facial médio do grupo caucdsico (face média)
e também um conjunto de variagcdes padronizadas (autofaces). Segundo Anton e Rorres (2012),
essas formas s@o chamadas assim por serem autovetores de uma matriz que conserva a informagao

facial digitalizada. Assim, os formatos faciais sdo combinagdes lineares das autofaces.

Figura 1 — Face média e autofaces

(ANTON; RORRES, 2012)

Analisando a figura 1 exibida acima, temos que a face média € a primeira figura da

primeira linha, enquanto que as demais figuras sdo chamadas de autofaces. Nesse método de
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reconhecimento facial que fornece a face média e as autofaces, conhecido como Eigenfaces,
¢ analisado e utilizado todos os tracos faciais na busca de identificar um pequeno conjunto
de caracteristicas importantes para diferenciar uma face de outras. Além disso, o conjunto de
caracteristicas procuradas independe das formas geométricas da face, tais como olhos, nariz,
etc, ressalta Bissi (2018). Este foi um dos exemplos, mas existem muitas outras aplicagdes de

Algebra Linear sendo utilizadas na atualidade como em cédigos, qualidade das imagens, jogos,
etc.

Vamos abordar nos proximos capitulos os principais conceitos relacionados a alguns
topicos de Algebra Linear.
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3 MATRIZES E DETERMINANTES

Neste capitulo, abordamos os principais conceitos sobre matrizes e determinantes. As
defini¢des, proposicdes, teoremas e demonstracdes contidas neste capitulo, foram retiradas das
seguintes referéncias: Algebra Linear e aplicacées (1990), Algebra linear (1980), Algebra linear
com aplicacoes (2012), Introducdo a Algebra Linear (2016), Um curso de dlgebra linear (2013),
Fundamentos de matemdtica elementar (1977). Alguns resultados ndo foram demonstrados,

mas podem ser encontrados nas referéncias citadas acima.

3.1 MATRIZES

Definicao 3.1. Uma matriz m x n real (m > 1 en > 1, nimeros inteiros) é uma sequéncia

finita de niimeros reais, distribuidos em m linhas e n colunas, do seguinte modo:

a11 a2 Q1n

Q21 Q22 - Q2n
A=

am1 Am2 e Amn

A matriz acima pode ser escrita com uma notacdo mais compacta, da seguinte forma:

[aij}mxn ou Amxn .

3.2 TIPOS DE MATRIZES

A seguir definiremos alguns tipos de matrizes que sdo especiais.
Definicao 3.2. Matriz quadrada é aquela cujo o niimero de linhas é igual ao niimero de colunas.

Exemplo 3.3. Temos como exemplo de matrizes quadradas as seguintes matrizes:

4 6 0
A=1|1 3 -5 eB:[s}m.
9 7 2

3x3

Defini¢ao 3.4. Matriz nula é aquela em que a;; = 0, para todo i e j.

Exemplo 3.5. Como exemplos de matrizes nulas temos:

0 0 . 0 0 0
e = .

0 0 2 0 0 0
2%2 2%x3

Definiciio 3.6. Matriz identidade quadrada de orden n, denotada por I, = [aij]nxn, € aquela

Oy =

em que a; = 1 e a;; = 0parai # j.
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Exemplo 3.7. Dois exemplos simples de Matriz Identidade sdo:

1 0 0
I 0 I 0 1 0
= e [a =
2 0 1 3
2x2 0O 0 1
3x3

Definicao 3.8. Matriz diagonal é uma matriz quadrada onde a;; = 0 para i # j, ou seja, os

elementos que estdo fora da diagonal, sdo nulos.

Exemplo 3.9. Segue como exemplo de matrizes diagonais as matrizes:

-4 0 0 0
> 00 0 3 0 0
A=10 5 0 e B =
0O 0 2 0
0 0 5
3x3 0o 0 0 9

4x4
Defini¢ao 3.10. Matriz triangular superior é uma matriz quadrada onde a;; = 0 para i > j, ou

seja, todos os elementos abaixo da diagonal sdo nulos.

Exemplo 3.11. Dois exemplos de matrizes triangular superior sdo:

1 3 7 o &
A=10 4 1 eB= ) .
0 8
003 2X2

3x3

Defini¢ao 3.12. Matriz triangular inferior é uma matriz quadrada onde a;; = 0 para i < j.

Exemplo 3.13. Dois casos de matrizes triangular inferior sdo:

6 0 0 sy
A=13 7 0 eB=| ]
3 3
118 2X2

3x3

Definicao 3.14. Matriz linha é toda matriz do tipo 1 X n, ou seja, que possui apenas uma linha.

Exemplo 3.15. Vejamos dois exemplos de matrizes linhas:

A=[1 0 4 lx3eB:[9 7

1x2

Definicao 3.16. Matriz coluna é toda matriz do tipo m X 1, ou seja, que possui apenas uma

coluna.

Exemplo 3.17. Exemplifiqguemos o que sdo matrizes colunas:

-1
12
A=1 9 e B = .
10
7 2x1
3x1
Definicao 3.18. Matriz oposta de A = [aj|mxn € definida como —A = [—a;j]mxn.-
3 9 0 3 -9 0
Exemplo 3.19. Dado A = , a sua matriz oposta é —A = .
-5]723 5-]-72X3
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3.3 OPERACOES COM MATRIZES

Nesta se¢do definiremos as operagdes com matrizes e as propriedades da adicao e da

multiplicacdo de matrizes.

Definicao 3.20. Duas matrizes A,,xn € Brxs sdo iguais, A = B, se elas tém o mesmo niimero

de linhas (m = r) e colunas (n = s), e todos os seus elementos correspondentes sdo iguais
(aij = bij).

Definiciio 3.21. Se A = [a;j|mxn € B = [bij]mxn, entdo a soma A+ B é a matriz C' = [¢ij]mxn,

tal que, para cada par (i, j), temos ¢;; = a;; + b;j, isto €,

a11 a2 Q1n b1 big - b1y,
O = Q21 Q22 - Q2n n bay by --- ban, _
Am1 Am2 e Amn bml bm2 e bmn
app +bnn - ay, +biy
agi +bar oo agy + bay
am1 + bml e Amn + bmn
5 2 -1 1 4 3
Exemplo 3.22. Se A=| -2 4 |eB=| 6 3 |,entioA+B= |4 7
3 0 0 5 3 5

A seguir apresentamos as propriedades da soma de matrizes.

Proposicao 3.23. Dadas as matrizes A, B e C de mesma ordem m X n, temos :
i) A+ B = B+ A (comutativa);
ii)A+ (B + C) = (A+ B) + C (associativa);
iii)A+0 = A, onde 0 denota a matriz nula m x n (elemento neutro);

iv) Dada uma matriz A, existe uma matriz (—A), também m x n, tal que A+ (—A) =0

(existe a oposta de qualquer matriz).

Definicdo 3.24. Seja A = [aij|mxn € & um niimero real, entdo definimos o produto de o por A
como sendo a matriz B = [b;;]mxn, tal que, para cada par (i, j), temos [bijlmxn = [0Qij]mxn-

De outra forma,

a11 a2 A1n a1 (0705 I (070579

21 Q22 Q2p, Qa2 (07107 I Qo

m1  Am2 - Amn Al AGmo - Almn
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Exemplo 3.25. Seaa =2e¢ A =

S S N
S N KA
Co A N

1
2 |, entdo A =
4

S O ~
S ~ N

Proposicao 3.26. Dadas as matrizes A, B e C de mesma ordem m X n, e os niimeros reais o e

B, temos:
i) (A + B) = aA + aB;
ii)(a + B)A = aA + BA;
iii)(aB)A = a(BA);
iv) 1A = A;

v) 0A =0, ou seja, se multiplicarmos o niimero zero por qualquer matriz, obteremos a

matriz nula.

Demonstracdo. Na demonstracdo que se segue, usamos as propriedades de nimeros reais.

i) Sejam A = [a;|mxn. B = [bijlmxn € @ um nimero real, entdo:

a(A+B) = alaij + bijlmxn
= [a(ai; + bij)lmxn
= [aa; + abijlmxn
= [aaijlmxn + [@bij]mxn
= afaijlmxn + fbijlmxn

= aA+aB.
ii) Sejam A = [a;;]mxn, v € § nlimeros reais, entao:

(a+B)A = (a+ B)[aijlmxn
[(a + B)ais]mxn
= [aaij + Baijlmxn
[Q@ij]mxn + [Bis]mxn
= alaijlmxn + Blailmxn

= aA+ pBA.
iii) Seja A = [a;;|mxn, v € § nlimeros reais, entao:

(aB)A = (af)|ai]mxn
= [(@B)aijlmxn
= |a(Baij)lmxn
= a(Blag]mxn)

(BA).

=
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iv) Seja A = [@;j]mxn € 1 um nimero real, entdo:

1A = 1[aij]m><n
= [1aij]m><n

= [aij]mxn

= A
v) Seja A = [aij]mxn € 0 um nimero real, entao:

OA = O[Gij]mxn

]

Definiciio 3.27. Sejam A = [aij]mxn € B = [bij]nxp, €m que o niimero de coluna de A é igual

ao niimero de linhas de B. Definimos o produto de A por B como sendo a matriz C' = [Cij]mxp,

talquecij:Zailblj,pami:1,...,m,ej:1,...,p,0uentdo,
=1
by .- b
4w - au by - blp l:Zlau 1 lzzlau lp
A'B: =
Um1 =7t Amn bt o by Dm0 Y by
L =1 =1 .
2 1 ;o]
Exemplo 3.28. Sejam A= | 4 2 e B = entdo
5 3 0 4-2><2
3x2
2-1+1-0 2-1+1-4 2 6
A-B=|4-1+2-0 4-1+2-4 =14 12
5-1+3-0 5-1+3-4 3o 5 17 o

Em geral, o produto de matrizes ndo € comutativo, observe:

1 0 1 2 1 2
Exemplo 3.29. Sejam A = e B = entdo A- B = eB-A=
1 1 4 0 5 2
3
P .Logo, A-B+# B-A.

Proposicao 3.30. Sejam A, B e C matrizes reais m X n, n X p e p X q, respectivamente. Entdo
A(BC) =(AB)C (associatividade).
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Demonstragdo. Sejam A = [a;j|mxn, B = [bjkJnxp € C = [Ckr|pxq- Entdo para qualquer par
(7,7) vemos que
p

D n
[ (BC Z CLZJ BC Z Qg5 Z bjkcm Z Zawb]k Clr = Z(AB)'chkr =
Jj=1 =

j=1 k=1 j=1 k=1
onde 1 <i<mel<r < q.Agora pela igualdade de matrizes, concluimos que A(BC') =

(AB)C. 0

Proposicao 3.31. Sejam A, B e C matrizes reais m X n, n X p e n X p, respectivamente. Entdo
A(B + C) = AB + AC (distributividade a esquerda da multiplicacdo, em relacdo a adi¢do).

Proposicao 3.32. Se A e B sdo matrizes m x ne C én X p, entdo (A + B)C = AC + BC

(distributividade a direita da multiplicacdo, em relacdo a soma).

Proposicao 3.33. Sejam A uma matrizm X n, I, e I,,,, entdo Al, = Ae I,,A = A.

Demonstracdo. Na demonstracdo, usamos a defini¢ao de produto de matrizes e as propriedades

da adi¢do e da multiplicacao de ndmeros reais.

Sejam A = [@;j]mxn € Iy = [tij]nxn, €ntdo:

AL, = | ag-uy
k=1
= [ail'L1j+ai2'l’2j+”'+a’ij'ij+"'+ain'bnj]
= [ail‘0‘|‘ai2‘O+""|‘aij'1+"‘+ain'0]
[ai;] = A.

Logo, A, = A,paratodo 1 <i<mel <j<n.

De modo andlogo prova-se que /,,A = A. O

Defini¢io 3.34. Seja A uma matriz m x n qualquer; entdo a transposta de A, denotada por A', é
definida como a matriz n X m que resulta da troca das linhas com as colunas de A, isto é, se

A = [ai;]mxn, entdo At = [d;

ﬂ-]nxm, em que a;i = a;j, paratodos 1 <1 <mel<j<n.

2 -3
2 4 6
Exemplo 3.35. Se A= | 4 7 , entdo At = } )
0 37 0],

3%x2

Proposicao 3.36. Se A é uma matriz m X n e « um niimero real, entdo (0 A)' = aA'.



Demonstragdo. Sejam A = [a;;]mxn, A" = [@;;]nxm € o um niimero real, entdo:

(QA)t = (aaz]]mxn)

[
= [(O‘aji) Jnxm

= [O‘a;i]nxm
= O‘[a;z‘]nxm

= aAl

Proposi¢iio 3.37. Se A e B sdo matrizes m X n, entdo (A + B)' = A + B".

Demonstragdo. Sejam A = [a;j|mxns B = [bijlmxn, A' = [al;]

(A+B)" = ([aiy =+ bijlmxn)’
[(aﬂ + bﬂ) Jnxm
= [CL + b/ ]nxm
[ jz]nXm + [bgz]nXm
= A'+ B

Proposicao 3.38. Se A é uma matriz m X n, entdo (A')" = A.

Demonstragdo. Sejam A = [a;j]mxn € A® = [a);]nxm , entdo:

(At)t = (a;i]nxm)t

Proposicao 3.39. Sejam A e B matrizes m X n e n X p, respectivamente, entdo (AB)

Definicao 3.40. Uma matriz quadrada A é denominada simétrica se A

Al = —A
9 6 -1 7
6 3 5 0
Exemplo 3.41. Sejam as matrizes A = e B
-1 5 2 4
7 0 -4 8

4x4
temos que A é uma matriz simétrica e B é uma matriz antissimétrica.

t
nxm € B =

24

[0;i]nxm» entdo:

]

t_ BtAt

= A e antissimétrica se
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3.4 FORMA ESCALONADA DE UMA MATRIZ

Apresentamos a seguir, as condi¢des para que uma matriz esteja na forma escalonada

reduzida.

Definicao 3.42. Uma matriz m X n estd na forma escalonada reduzida, se:
(i) o primeiro elemento ndo nulo de cada linha ndo nula é 1;

(ii) cada coluna que contém o primeiro elemento ndo nulo de alguma linha tem todos os

seus outros elementos iguais a zero;
(iii) toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas ndo nulas;

(iv) se L, ..., L, sdo as linhas ndo nulas, e se o primeiro elemento ndo nulo da linha

L; ocorre na coluna k;, entdo k1 < ko < --- < k,.

Observacao 3.43. Uma matriz A estd na forma escalonada se satisfaz as condigoes (iii) e (iv),

mas ndo necessariamente (i) e (ii).

Exemplo 3.44. A matriz A estd na forma escalonada reduzida, pois satisfaz todas as condigoes,

01 -3 0 2
A=10 0 0 1 2
0 0 0 0 0

Exemplo 3.45. A matriz B ndo estd na forma escalonada reduzida, pois ndo satisfaz a primeira

e a terceira condicoes,

oy

Il
S © O
S O ~
S S &
_ S O
N S~

A seguir iremos definir as operagdes elementares com as linhas de uma matriz, pois
utilizaremos essas operacdes no algoritmo, denominado escalonamento, que reduz por linhas

uma matriz dada em uma matriz na forma escalonada.

Definicao 3.46. Seja A uma matriz m X n. Para cada 1 < i < m, denotamos por L; a i-ésima
linha de A. Definimos operacoes elementares com as linhas de A, como uma das seguintes

operagoes:
(1) Permutar duas linhas L; e L; de A, indicada por L; <+ Lj;

(I1) Multiplicar uma linha L; de A por um niimero real c diferente de zero, indicada por

Li — CLZ',’

(Il1) Somar a uma linha L; de A uma outra linha L; de A multiplicada por um niimero

real c, indicada por L; — L; + cLj;.
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Exemplo 3.47. Permutar a linha 1 com a linha 2:

1 2 3 0 8 5
—
0 8 5 1 2 3
L+ Ly
4 3 9 4 39
Exemplo 3.48. Multiplicar a linha 3 pelo niimero —2:
1 2 3 1 2 3
—
0 8 5 o 8 5
L3—)<—2)L3
4 3 9 -8 -6 -18

Exemplo 3.49. Multiplicar a linha 1 pelo niimero —1 e somar com a linha 2:

3 1 2 3
—

5 -1

9 Ly — (—1)L1 + Lo

W Co BN

1
0
4 3 9

Definicao 3.50. Sejam A e B matrizes de ordem m X n, dizemos que a matriz A é equivalente

por linhas a matriz B, e representamos por A ~ B, se B for obtida de A pela aplicacdo sucessiva

de um niimero finito de transformacoes elementares sobre as linhas.

1 0 1 0
Exemplo 3.51. A matriz A= | 3 1 | éequivalente amatrizB= | 0 1 |, pois:
-3 4 0 0
1 0 1 0 1 0
— —
I L (=3)L1+ L 01 L 3L+ L 01
— (= —
3 2 1 2 3 4 3 1 3 o 4
1 0
—
L (=4)Ly + L 01
_) J—
3 2 510 o

Teorema 3.52. Toda matriz é equivalente a uma matriz na forma escalonada reduzida.

1 2 -3 0
Exemplo 3.53. AmatrizA= | 0 0 4 2 | étransformada numa matriz na forma escalo-
0 0 0 %
nada reduzida pela seguinte sequéncia de transformagoes sobre suas linhas:
1 2 -3 0 1 2 -3 0 1 2 -3 0
e e
0 0 4 2 ) 0 0 1 % 0 0 1 %
1 Lo — ZLQ 1 Lg — 2L3
0 0 0 3 0 0 0 3 0 0 0 1
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1 2 0 % — 1 2 0 0
—
0 0 1 % L1—>L1—%L3 0 0 1 0
Ly — Li+ 3L, 1
0 0 0 1 Ly — Ly —5L3 0 0 0 1
1 2 0 0
Sendo B=| 0 0 1 0 | amatrizescalonada reduzida, temos que A é equivalente a B,
0 0 0 1
istoé, A ~ B.

3.5 MATRIZ INVERTIVEL

A seguir vamos definir matriz invertivel e fornecer propriedades que envolvem a inversa

de uma matriz.

Definicao 3.54. Uma matriz A de ordem n X n é invertivel se, e somente se, existe uma matriz
B, também de ordem n, de modo que: AB = BA = I,,. A matriz B chama-se inversa de A e

denota-se por AL,

2 -5
Exemplo 3.55. Sejam A = ;3 eB= ] entdo:
2 -5 3 5 1 0
A-B= : = =1
-1 3 1 2 0 1
3 5 2 -5 1 0
1 2 -1 3 0 1

Portanto, A e B sdo invertiveis e uma € inversa da outra.

Proposicao 3.56. Se uma matriz A quadrada de ordem n é invertivel, entdo a sua inversa é

unica.

Demonstracdo. Suponhamos que existem matrizes B e C tais que AB = BA = [, e AC' =
CA = I,. Logo,
B = BI, = B(AC) = (BA)C = I,C = C.

]

Proposicao 3.57. Se A e B sdo matrizes invertiveis de mesmo tamanho, entdo AB é invertivel e

(AB)~' = B—1A",

Demonstragdo. Vamos provar que os produtos (AB)(B™'A™!), (B~'A71)(AB) so iguais a
matriz identidade, ou seja, (AB)(B™1A™1) = (B71A71)(AB) = I. De fato, temos que :

(AB)(B™'A™) = A(BB YA ' = AIA™ = AA = 1.
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Analogamente, (B~'A™')(AB) = B"'{(A"'A)B=B'IB=B'B=1. O

Proposi¢iio 3.58. Se A é uma matriz invertivel, entdo A~" é invertivel e (A™1)"1 = A.

Demonstracdo. Uma matriz B € a inversa de A~!, se A~!B = BA™! = I. Como A~ é a

inversa de A, entdo: A~'A = AA~! = I . Como a inversa é tnica, entdo B = A é a inversa de
A~ ouseja, (A7H) 71 = A. O

Proposicao 3.59. Se A é uma matriz invertivel, entdo A' é invertivel e (A')™! = (A71)%

Demonstragdo. Vamos mostrar a igualdade A*(A~1)t = (A~1)!A* = [. Utilizando a proposi¢do
3.39 e como [' = I, temos que: A'(A™1)! = (A7'A)* = I' = [.Analogamente, (A7) A" =
(AA Y =Tt = 1. O

3.6 MATRIZES ELEMENTARES

Na sequéncia vamos definir matriz elementar e algumas propriedades. Além disso, ao

fim apresentaremos um algoritmo de inversdo de matrizes que utiliza operagdes elementares.

Definicao 3.60. Uma matriz elementar de ordem n X n é uma matriz E obtida da matriz

identidade I, por meio de uma iinica operagdo elementar.

Exemplo 3.61. Multiplicando por 2 a segunda linha de 13 obtemos

I

S O ~
S N O
~ o O

Proposicao 3.62. Seja E uma matriz elementar de ordem n. Se aplicarmos, entdo, em uma
matriz A, também de ordem n, a mesma operagdo elementar que transformou I,, em E, obteremos

a matriz EA.

Demonstracdo. Faremos a demonstracdo apenas para operacao elementar (I), ou seja, a per-
mutacdo das linhas r e s. Denotaremos por ¢;;, o elemento na linha 7 e coluna j da matriz
E.

As linhas da matriz E sdo da seguinte forma:
I) Para ¢ # r e i # s (linhas diferentes de r e s), temos que e;; = 1 € e;; = 0 quando ¢ # j.
IT) Para a linha r , temos que e,; = 1 e e,; = 0, quando j # s.
III) Para a linha s, temos que e;, = 1 e e5; = 0, quando j # 7.

Vamos mostrar que C' = E'A corresponde a matriz A com as linhas 7 e s trocadas.

Os elementos das linhas i = 1,2,...,n,com ¢ # r e # s, de C sdo da forma: ¢;; =
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n
Z €ikQLj = €i;0ij = Q;;, Visto que, para k = i temos e; = 1 e para k # 4 temos e;; = 0, ou
k=1
seja, as demais parcelas do somatério se anulam. Logo, as linhas diferentes de r ¢ s em E'A, sdo

iguais as linhas correspondentes da matriz A.
n
Os elementos da linha r de C, sdo da forma: ¢,; = Z erklij = €rslsj = Ogj, VISLO que,
k=1
para k = s temos e, = 1 e para k # s temos e, = 0, isto é, as demais parcelas do somatdrio se

anulam. Com isso, a linha r da matriz C' € igual a linha s da matriz A.
n
Os elementos da linha s de C, sdo da forma: c,; = Z €skkj = €orlrj = Qrj, VISLO qUE,
k=1
para k = r temos ez, = 1 e para k # r temos ez, = 0, isto é, as demais parcelas do somatdrio se

anulam. Desta forma, a linha s da matriz C' € igual a linha r da matriz A.

Portanto, a matriz C' = E'A corresponde a matriz A com as linhas 7 e s trocadas. ]
Proposicao 3.63. Toda matriz elementar E é invertivel.

Teorema 3.64. Uma matriz A € invertivel se, e somente se, I, ~ A. Neste caso, a mesma

sucessdo de operagées elementares que transformam A em I,,, transformam I,, em A"

Observacao 3.65. Algoritmo da inversdo: Para encontrar a inversa de uma matriz invertivel A,
encontre uma sequéncia de operacoes elementares com linhas, que reduza A a matriz identidade

e depois efetue essa mesma sequéncia de operagées em I, para obter A=,

1 2 3
Exemplo 3.66. Vejamos como encontrar a inversa da matriz A= | 2 5 3
1 0 8

Procuramos reduzir a matriz A a matriz identidade por operacoes elementares por
linhas e, simultaneamente, aplicar essas operagées a I para produzir A=, Para isso, juntamos
a matriz identidade a direita de A, assim teremos uma matriz da forma: [A|l]. Em seguida,
efetuamos operagoes com as linhas dessa matriz até que o lado esquerdo esteja reduzido a I.

Essas operagdes converterdo o lado direito a A™, de modo que a matriz final terd a forma:

[7]A-1].

123|100 — 1 2 3|1 00
Al=12 5 3|0 1 0| Ly—(=2)Li+Ly, |0 1 -3|-2 1 0
1 0 8[0 0 1| Ly—(-1)Li+Ls |0 2 5[-1 0 1
12 31 00 12 3|1 0 o
o o

~
1
w
1
[\
~

Ly — (2)Ly + L 0 Ls — (—1)L R
— — (=
s T 0 0 aals 200 K 1o o0 1|5 2 -1
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— 1 2 0|-14 6 3
Li—(=3)Lsy+Ly |0 1 0|13 -5 -3
0 0 1

L2 — (3)[/3 + L2 5 -2 -1
1 0 0|-40 16 9
0 1 0|13 -5 -3 |=[|4A"1
0 0 1|5 -2 -1
40 16 9
Logo, A1 = | 13 -5 -3
5 -2 -1

3.7 DETERMINANTES

Nesta secao vamos definir determinante de uma matriz e apresentar métodos para calcular

determinantes.

Definicdo 3.67. Seja n > 1 um niimero natural. Considerando o conjunto N,, = {1,--- ,n},

toda aplicacdo bijetora o : N, — N,, chama-se permuta¢cdo do conjunto N,,.

Notagdo: indicaremos abreviadamente uma permutagdo o de N,, por:
1 2 - n
o= .
o(l) o(2) --- a(n)
Exemplo 3.68. Existem 6 permutagcdes de N3 = {1,2,3}. Sdo elas:
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
) 5 5 € .
2 1 3 2 3 1 1 3 2 3 1 2 3 2 1

Definicao 3.69. Consideremos uma permutagdo

1 2 3
1 2 3|

de N,. Seja r o nimero de pares ordenados (i,7) com 1 < i < j < n tais que o(i) > o(j).

Chama-se de sinal da permuta¢do o o niimero inteiro representado por sgn(o), que é:

1 se r épar

sgn(o) =
—1  se r éimpar
_ 1 2 3 - . , N
Exemplo 3.70. Seja o = 51 2 Os pares (i,j) com1 < i< j<3eoc(i) > o(j)sdo

(1,2) e (1,3), logor =2e sgn(o) = 1.
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Observacio 3.71. Seja [a;;] uma matriz real de ordem n. Consideremos um produto da forma:

A15(1) " A25(2) * « - - * Apo(n)

onde o é uma permutacdo do conjunto N,,. Nesse produto aparece apenas um elemento de cada
linha de A (pois os primeiros indices ndo se repetem) e apenas um elemento de cada coluna
de A (pois os segundos indices também ndo se repetem, jd que o € bijetora). Vamos multiplicar

pelo sinal de o que é 1 ou —1:
sgn(0)a15(1) - A20(2) * - - - * Ano(n)-

Somando todos os niimeros assim obtidos, de maneira que o percorra o conjunto de

todas as permutagoes de N, teremos n! parcelas na somatoria:

> 5gn(0)ais(1) - A2e(2) - - - Gno(n)-

g

Definicao 3.72. Chama-se determinante da matriz A de ordem n o niimero real

det(A) = Z $gn(0)a1o(1) * A20(2) * - - - * Ano(n)-

g

Em seguida, apresentamos um método para calcular determinante de matrizes quadradas

de ordem n. Normalmente, esse método € utilizado nas matrizes de ordem igual ou superior a 4.

Teorema 3.73. (Laplace) Se A for uma matriz de tamanho n x n, entdo o niimero obtido
multiplicando as entradas de uma linha ou coluna qualquer de A pelos cofatores correspondentes

e somando os produtos assim obtidos é o determinante de A.

Se escolher a j-ésima coluna da matriz A:

det(A) = a1j01j + a2j02j + -+ ananj‘

Se escolher a i-ésima linha da matriz A:

det(A) = anCit + aipCia + - - - + i Cin.

Em que o cofator do elemento a;; de uma matriz é o escalar C;j, definido por C;; =
(—1)"det(A;;) em que A;; representa a matriz que se obtém da matriz original pela eliminagdo

da i-ésima linha e da j-ésima coluna.

Teorema 3.74. Uma matriz quadrada A é invertivel se, e so se, det(A) # 0.
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4 SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Neste capitulo, abordamos alguns conceitos basicos de sistemas lineares. Esses conceitos,
sdo fundamentais para a compreensdo dos capitulos que se seguem. As defini¢des, proposicoes e
demonstracdes contidas neste capitulo, foram retiradas das seguintes referéncias: Algebra Linear
e aplicagoes (1990), Algebra linear (1980), Algebra linear com aplicacées (2012), Introducdo
a Algebra Linear (2016) e Um curso de dlgebra linear (2013).

4.1 SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Definicio 4.1. Uma equagdo linear nas incdgnitas x1, s, . .., x, (n > 1), é da forma:
a1y + asxy + -+ apx, =0

onde a,as, . ..,ay,,bsdo constantes reais.

Uma solugdo da equagdo linear acima é um conjunto de n niimeros reais (ndo necessari-

amente distintos entre si), indicado por (cy,co, . .., ¢y), tal que
aycy + ascy + -+ apc, =b
é uma senteca verdadeira.

Definicio 4.2. Um sistema de m equagées lineares com n incégnitas (m,n > 1), é um conjunto
de equagoes do tipo:
a11xry + a2 + ...+ ATy = bl

a1 T1 + AT + ... + ATy = by

Am1T1 + QmaTo + . .. + QGynTyn = bm

com a;j, 1 < i < m,1 < j < n, niimeros reais. Uma solugdo do sistema acima é a n-upla

(x1, 9,23, ...,T,) de niimeros reais que satisfaz simultaneamente as m equagaes.

Observacao 4.3. Usando a Algebra matricial podemos escrever o sistema de equagoes lineares

da seguinte forma:

anxy + aprs + ...+ a,r, = by ay;  Qia ... Qin 1 by

9171 + G992 + ... + A9p Ty = by Qo1 Q22 ... Q2q 4 by

A1 T1 + Q2o + . ..+ ATy, = by A1 Ama - G Ty b,



a11T1 + a12T2 +

o~ . . A21T1 + Q22T +
Definicao 4.4. Um sistema linear
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...—|—CL1nIn:b1

...—FCLQniL'n:bQ .
pode ser escrito na

Am1T1 + Qa2 + ..+ ATy = bm
forma de uma matriz ampliada:
a11 a2 ain b
21 Q22 agn by
Am1 () Amn bm

Teorema 4.5. (Regra de Cramer) Se AX = B for um sistema de n equagoes lineares em n

incdgnitas tal que det(A) # 0, entdo o sistema tem uma tinica solucdo. Essa solugdo é:

det(Ay) det(As) det(Ay)
P det(A) T det(A) T T det(A)
em que A; é a matriz obtida substituindo as entradas da j-ésima coluna de A pelas entradas da
b
by
matrizb = |
bn

A demonstracio do Teorema 4.5 pode ser encontrada em Algebra linear com aplicacées
(2012).

Definicao 4.6. Um sistema linear de equagoes lineares é dito homogéneo se os termos constantes

sdo todos iguais a zero.
a11T1 + a19T9 + ... + a1y, = 0
(911 + Q929 + ... 4+ Qopx, = 0

=0

Am1T1 + AmaTs + ... + Ay Th,

Cada sistema de equacdes lineares homogéneo possui solu¢do, uma vez que todos esses
sistemas tém x; = 0,29 = 0, ..., 2z, = 0 como uma solugdo. Essa por sua vez € denominada

solucdo trivial; quaisquer outras, se as houver, sdo chamadas de solu¢des nao triviais.

Teorema 4.7. Se X, é uma solugdo particular do sistema AX = B, entdo toda solugdo Y do
sistema AX = B pode ser escrita como Y = X, + X, onde X, é uma solugdo do sistema

homogéneo associado, AX = (.

Demonstragdo. Seja X, uma solugdo particular de AX = B e Y uma solu¢do qualquer de
AX = B.Como Y = X, + (Y — X,,), vamos mostrar que X, = Y — X, é solucdo de AX = 0.

A(Y —X,) =AY —AX,=B—-B=0
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Logo, Xo =Y — X, é solucdo de AX = 0. [

4.2 SISTEMAS EQUIVALENTES

Definicao 4.8. Dado um sistema linear S de m equagoes e n incégnitas, uma qualquer das
modificagoes listadas abaixo, que se faca com esse sistema recebe o nome de operagdo elementar

com S:
(I) Permutar (trocar) duas equacoes de um sistema linear;
(11) Multiplicar uma equacdo inteira de um sistema linear, por um niimero real ndo nulo;

(I11) Somar a uma das equacgoes do sistema uma outra equacdo desse mesmo sistema

multiplicada por um niimero real.

Definicao 4.9. Se um sistema linear S, foi obtido de um sistema linear S através de um niimero
finito de operacoes elementares, dizemos que S, € equivalente a S (S, ~ S), ou seja , toda
solugdo de qualquer um dos sistemas também é solugdo do outro. Para a relagdo (~) valem as

seguintes propriedades:
(a) S ~ S (reflexiva);
(b) S ~ S = S ~ Sy (simétrica) ;
(c)S1~SeS~Sy=— 5 ~ S, (transitiva).
r+ y+ z2=6
Exemplo 4.10. Considere o sistema: { v+ 2y + 2z =11.
v +2y+ 2=10

Vamos aplicar uma série de operagoes elementares neste sistema, com o objetivo de
encontar um sistema equivalente ao inicial, porém, com os coeficientes ay; = az; = azs = 0.
Sendo assim, se multiplicarmos por —1 a primeira equacdo e somarmos o resultado com a

segunda equagdo; e se multiplicarmos por —3 a primeira equacdo e somarmos o resultado com

r+y+ z2=06
a terceira equagdo, iremos obter o seguinte sistema y+ z2=295
—y—2z= -8
r+y+z2==06
Agora, se somarmos a segunda equagdo com a terceira, teremos: y+z=95
—z=-3
r+ y+ 2=6 r+y+z2==06
Logo, § x4+ 2y+2z=11~ Yy+z2=>5

3r+2y+ 2=10 —z=-3
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4.3 CLASSIFICACAO DE SISTEMAS LINEARES

Definicao 4.11. Dizemos que um sistema linear é incompativel se nao admite nenhuma solucdo.
Um sistema linear que admite uma tinica solucdo é chamado compativel determinado. Se
um sistema linear admitir mais do que uma solucdo entdo ele recebe o nome de compativel

indeterminado.

Exemplo 4.12. O sistema

1121 + A12T2 + ... + ATy = bl

Am1T1 + Q2T + ... + ATy = bm

é necessariamente incompativel se b; é diferente de zero.

T = b
. ) =by , .
Exemplo 4.13. O sistema é compativel determinado e (by, by, ..., b,)
Tp = bn

€ a unica solugdo.

2r— y—z=1
Exemplo 4.14. O sistema é compativel indeterminado pois, existem infinitas

xr + 3y =95

solugdes deste sistema, tais como as ternas: (2,1,2) e (5,0,9).

4.4 RESOLUCAO DE UM SISTEMA LINEAR

Definicao 4.15. Um sistema linear de m equacoes e n incognitas é chamado de escalonado se

PpOSSuir o seguinte aspecto:

A1pry Try + A1ry Loy + o + ATy = bl

A2y Ty oo + Aopxy = by

Qkyy Tyy, + - oo F QT = by,

Ox,, = bk+1

emque aypy, # 0, agy F0,.. . a5, 0,7 >1ecoml <1y <1y <r3<--- <71 <N

A tltima equagdo pode ser eliminada do sistema se b1 = 0.

Proposicao 4.16. Todo sistema linear é equivalente a um sistema escalonado .
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Demonstragcdo. Seja S um sistema linear:

X1+ Q199 + ...+ a1pTy = b1

911 + Q999 + ... + AonTy = bQ

Am1T1 + QpmaXo + ... + Gy = b

Para cada a;; # 0(i = 2,3,...,m) multipliquemos por (—a;;) a primeira equagio e
somemos o resultado a equacdo i-ésima. Fazendo algumas permutacdes convenientes de equacdes

(se for o caso) obteremos um sistema S; do seguinte tipo:

1+ .o+ a1, T+ 1T, = by
Yor Trq + . YTy = b,2

Sl . . s
VYmryTry + oo VmnTn = b;n

em que v,,, # 0er; > 2, que é equivalente a S (pela defini¢do 4.9). Dividindo a segunda
equacgdo de S; por 7,,, obtemos um sistema S5, ainda equivalente a S;, com o qual repetimos
o raciocinio feito anteriormente, porém a partir da sua segunda equacao. De fato, depois de
aplicar um certo nimero finito de vezes esse raciocinio chegaremos a um sistema escalonado

equivalente a S. 0

Observacao 4.17. O escalonamento, também conhecido como eliminacdo de Gauss-Jordan, é
um método para resolver sistemas lineares. Este método consiste em manipular o sistema por
meio de determinadas operacoes elementares, transformando o sistema linear inicial em um

sistema escalonado.

Exemplo 4.18. Resolva por escalonamento o seguinte sistema:
T— y+22=2
S=¢z+ y+ z=1.
r+6y+32=3

Aplicando as operacoes elementares necessdrias em S, obtemos :

T— y+2z2=2 T— y+2z2=2 T— y+2z2=2
T+ y+ z2=1 4~ — 2+ z=1 <X —2y+ z=1.
T+ 6y+32=3 y+ z=1 92=9

x Multiplicamos por —1 a segunda equacdo e somamos o resultado com a primeira
equagdo; multiplicamos por —1 a primeira equagdo e somamos o resultado com a terceira

equacdo.
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xx Multiplicamos a segunda equacdo por 7 e multiplicamos a terceira equagdo por 2,

por fim somamos os resultados.
T— y+2z2=2
Temos que, o sistema S é equivalente ao seguinte sistema escalonado: —2y+ z=1.
92 =9

Sendo assim, basta encontrar a solugcdo desse sistema:

92=9 —2y+z2=1 rT—y+22=2
9
z:§ —2y+1=1 r—0+2=2

Como este iiltimo sistema é compativel, o0 mesmo acontece com o sistema S. Portanto, a

terna (0,0, 1) é solugdo de S.
Definicao 4.19. Seja S um sistema ao qual escalonado e, retiradas as equacdes do tipo 0 = 0,
restam p equagbes com n incognitas. Sendo assim:

(i) Se a ultima das equagoes restantes possuir a seguinte forma: 0xy + - - - + 0z, = 3,

(Bp # 0), entdo dizemos que o sistema é incompativel.
Do contrdrio, sobram duas alternativas:
(ii) Se p = n o sistema é compativel e determinado.

(iii) Se p < n, entdo o sistema é compativel indeterminado.

Observacao 4.20. Escalonar um sistema de equagoes lineares é equivalente a escalonar a

matriz ampliada associada a esse sistema.

Exemplo 4.21. Resolva por escalonamento o seguinte sistema:
T— Yy+2z2=2
S=qx+ y+ z=1.
r+6y+32=3

Escrevendo a matriz ampliada associada ao sistema e aplicando as operacoes elementares com

as linhas da matriz:

1 -1 2 2 1 -1 2 2
— —
I T L+ (1)L O (=1)Ly + L
e — < (—
1 6 3 2 11 6 3 3] 7 P



Logo, o sistema S é equivalente a

r— y+2z2=2
—2y+ z=1¢(0,0,1) é solucdo de S.
92=9

38
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5 CONGRUENCIAS

Neste capitulo apresentamos conceitos relacionados a aritmética dos restos da divisao
euclidiana, bem como conceitos envolvendo a estrutura algébrica corpo. As proposicoes e
defini¢des contidas neste capitulo, sdo fundamentadas nas referéncias que se seguem: Aritmética
(2016), Algebra linear (2014) e Algebra I (2007). As proposicdes que nio foram demonstradas

neste capitulo, podem ser encontradas nas referéncias citadas acima.

5.1 CONGRUENCIA

Definicao 5.1. Dois niimeros inteiros a e b sd@o congruentes moédulo m se os restos de sua divisdo

euclidiana por m sdo iguais. Quando os inteiros a e b sdo congruentes modulo m, escrevemos:

a=b modm.

Quando a relagdo a = b mod m for falsa, diremos que a e b ndo sdo congruentes

moédulo m. E neste caso, escreveremos a # b mod m.

Exemplo 5.2. Observe que 25 = 13 mod 2, pois os restos da divisdo de 25 e de 13 por 2 sdo

iguais a 1.

Exemplo 5.3. Como os restos da divisdo de 90 e de 35 por 5 sdo iguais a 0, dizemos que 90 = 35
mod 5.

Proposicao 5.4. Suponha que a,b,m € Z, comm > 1. Tem-se que a = b mod m se, e somente

se m|b — a.

5.2 CLASSES RESIDUAIS

Definicdo 5.5. Denominamos classe residual médulo m do elemento a € Z, denotada por [al,

como sendo o subconjunto

lal| ={z €Z; x=a mod m}.

Sendo assim, o conjunto de todas as classes residuais médulo m serd denotado por Z,,, €

representado da seguinte forma:

Exemplo 5.6. Para m = 2 temos:

0] ={z €Z;x=0 mod 2},e
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M={x€Z;x=1 mod 2}.
Portanto, [a] = [0] se, e somente se, a é par e [a] = [1] se, e somente se, a é impar.

Definicio 5.7. Dado [a] € Z,,, um inteiro x tal que [x] = [a] serd chamado um representante de

[a].
Observacio 5.8. Existe uma infinidade de representantes da classe |a] € Z,,.

Exemplo 5.9. Se m = 2, entdo qualquer inteiro par é representante da classe residual [0] e
qualquer inteiro impar € representante da classe residual [1]. Sendo assim, 0,2,4,6, —2, —4, —6
sdo alguns representantes da classe residual |0], enquanto que 1,3,5, —1,—3, —5 sdo alguns

representantes da classe residual [1].

5.3 OPERACOES COM CLASSES RESIDUAIS
A seguir vamos definir adi¢ao e multiplicagcdo de classes residuais, e também vamos
apresentar as propriedades da adi¢do e da multiplicagdo.

Definimos adi¢do e multiplicac¢do de classes residuais médulo m por:
[a] + [b] = [a + 0]
[a] - [b] = [a - b].

As operagdes acima mencionadas estdo bem definidas, entretanto nao faremos a demon-

tracdo desse fato, pois foge ao escopo do trabalho.

Proposicio 5.10. Para todos [a), [b], [c] € Z., temos as propriedades da adicdo:
i) ([a] + [b]) + [] = [a] + ([b] + [c]) (associativa);
ii) [a] 4 [b] = [b] + [a] (comutativa);
iii) [a] + [0] = [a], para todo [a] € Z,, (existéncia de zero);
iv) [a] + [—a] = [0] (existéncia de simétrico).
Proposicéo 5.11. Para todos [a], [b], [c] € Zy,, temos as propriedades da multiplica¢do:
i) (la] - [b]) - [e] = [a] - ([b] - []) (associativa);
ii) [a] - [b] = [b] - [a] (comutativa);
iii) [a] - [1] = [a] (existéncia de unidade);

) [a] - ([b] + [c]) = [a] - [b] + [a] - [¢] (distributiva).



41

54 CORPO

Nesta sec@o vamos tratar da estrutura algébrica denominada corpo.

Definicao 5.12. Um corpo é um conjunto F' no qual estdo definidas duas operacoes, adigcdo e

multiplicacdo, satisfazendo os seguintes axiomas:
(i) a + b= b+ a, para todo a,b € F' (comutativa da adicdo).
(ii) (a+b) + c = a+ (b+ ¢), para todo a,b,c € F (associativa da adigdo).
(iii) Existe 0 € F, tal que a + 0 = a, para todo a € F' (elemento neutro da adigdo).
(iv) Dado a € F, existe (—a) € F tal que a + (—a) = 0 (existéncia do oposto).
(v) (ab)c = a(be), para todo a,b, c € F (associativa da multiplicagdo).
(vi) ab = ba, para todo a,b € F (comutativa da multiplicacdo).
(vii) Existe 1 € F', tal que a-1 = a, para todo a € F (elemento neutro da multiplicacdo).

(viii) Todo a # 0 € F corresponde um tinico a™' € F tal que a - a=' = 1 (existéncia do

inverso).

(ix) a(b+ ¢) = ab + ac, para todo a,b, ¢ € F (distributiva da multiplicacdo em relacdo

a adigdo).

Exemplo 5.13. O conjunto dos niimeros reais R, com as operagoes usuais de adi¢do e multipli-

cagdo é um corpo.

Exemplo 5.14. O conjunto dos niimeros inteiros 7, com as opera¢des usuais de adi¢cdo e
multiplicagdo ndo é corpo, pois ndo satisfaz o axioma (viii). De fato, 2 € 7 e ndo existe a=* € Z

de tal forma que 2 - a=* = 1.

Exemplo 5.15. Sendo p um niimero primo, temos que 7.,, com as operagoes jd definidas de

adi¢do e multiplicagdo modulo p é corpo. Em particular, Z é corpo.

Acabamos de ver que o conjunto dos numeros reais, assim como o conjunto dos inteiros
modulo 2 sdo corpos. Muitos resultados relacionados a determinante, sistema de equagdes
lineares e matrizes permanecem véalidos se os escalares ficarem restritos a algum corpo. Por
exemplo, o método de eliminagdo de Gauss pode ser usado para resolver sistema de equacdes
lineares com coeficientes no corpo, o algoritmo de inversao de matrizes funciona da mesma
forma, entre outros. Isso se dd, porque um corpo possui todas as propriedades usadas nas

demonstragdes desses resultados.

Observacao 5.16. Se A é uma matriz quadrada com entradas em um corpo F, entdo A é
invertivel se, e somente se, det(A) é invertivel em F. Em Z,,, com m > 1, uma matriz A é
invertivel se, e somente se, mdc(det(A),m) = 1. No caso particular m = 2, temos que se

det(A) = 1 médulo 2, entdo a matriz A € invertivel em Zs, jd que mdc(1,2) = 1.
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Como foi citado acima, alguns resultados obtidos com matrizes sobre o corpo dos
numeros reais sao validos para matrizes cujos elementos estdo em Zs. Nos exemplos a seguir,

por abuso de notacdo, ndo representamos os elementos de Z, na forma [« e sim por a.

Exemplo 5.17. A matriz A =

1 0
;o ] em Moayo(Zs) € invertivel, pois det(A) = 1.

Utilizando o algortimo da inversdo (observagdo 3.65) e a (iii) operacdo elementar com

as linhas da matriz A, obtemos a inversa:

1 0
0 1

1 0
1 1

—
L2—>L1+L2

MR

Observacao 5.18. Em Z,, as operagoes elementares se reduzem a duas: permutar duas linhas

1 0
1 1

1 0

A1) = .

]_um4y

1
Note que, A = A~! =

0
; ] frisando que

quaisquer e somar duas linhas quaisquer, jd que o tnico escalar ndo nulo em Z é a classe de 1

mdodulo 2.
Exemplo 5.19. Vamos resolver o seguinte sistema de equacoes lineares em Z,.
rT+2y+z2=28
20 — y+2=3
I+ y—z2=2
Do exemplo 5.9, temos que 2 e 8 sdo representantes da classe residual [0], pois 2 = 0

mod 2 e 8 = 0 mod 2. Por outro lado, —1,1 e 3 sdo representantes da classe residual [1].

Posto isto, vamos escrever o sistema acima com coeficientes em Zs :

x +2=0
y+z=1.
r+y+z2=0
1 0 1
Sendo A = | 0 1 1 | amatrizdos coeficientes, percebemos que o det(A) = —1,
1 1 1

no entanto, como —1 =1 mod 2, temos que det(A) = 1. Logo, utilizando a Regra de Cramer

(que também é vdlida para qualquer corpo), chegamos a:

T det(A) T 1

T det(4) 1



43

det(Ag) —1
T det(A) T 1

Portanto, a solugdo do sistema é S = (1,0, 1), ressaltando que —1 =1 mod 2, ou seja,

z=1.
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6 ESPACO VETORIAL

Neste capitulo vamos trabalhar com a no¢ao de espago vetorial e com conceitos rela-
cionados a esse tema. Para isso, vamos utilizar como referéncia os livros: Algebra Linear e
aplicagoes (1990), Algebm linear com aplicacoes (2012), Introdugdo a Algebra Linear (2016),
Algebra Linear (1977) e Algebra linear (2006). Os teoremas que nao foram demonstrados neste

capitulo, podem ser encontrados nas referéncias mencionadas acima.

6.1 ESPACO VETORIAL

Definicao 6.1. Um espaco vetorial constitui-se do seguinte:
(1) um corpo F de escalares;
(2) um conjunto V, ndo vazio, cujos elementos sdo denominados vetores;

(3) uma operagdo, chamada adigdo, que associa a cada par de vetores o, f em V um
vetor denotado por o + 3 e denominado de soma de o e 3, de tal maneira que:
a) Para todos os o, 3 € V, a + 8 = [ + « (comutativa);
b) Para todos os o, 3,7 € V, a+ (B + ) = (a + B) + 7y (associativa);
c) Para todo oo em V, existe um uinico vetor 0 em V, denominado vetor nulo, tal que oo + 0 = «
(elemento neutro);
d) Para todo vetor o em V, existe um tinico vetor —a em V tal que o + (—a) = 0 (existéncia do

oposto);

(4) uma operagdo, dita multiplicacdo por escalar, que associa a cada escalar cem F e a
cada vetor c em V um vetor cac em 'V, denominado o produto de c por o de maneira que:
e) Para todo oo em V, lao = « (elemento neutro),
f) Paratodo o« € V e ¢1,¢c5 € F, (c1¢0)ar = ¢1(cav) (associativa);
g) Paratodo o, € Vec € F, c(a+ ) = ca + cf (distributiva);
h) Para todo o € V e ¢c1,¢o € F, (¢1 + co)a = cia + cox (distributiva).

Exemplo 6.2. Seja IF um corpo. O conjunto F" = {v = (z1,x9,...,2,);x; € F}, paran € N

com as operagoes de adi¢cdo definida por:
u+v=(21,....,%0) + (Y1, Yn) = (X1 + Y1, ..., Tn, + Yn)
e a multiplicagdo por um escalar o € F definida por:
au = (axy,...,qr,)

é um espago vetorial sobre .
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Exemplo 6.3. O conjunto de todas as matrizes M, «,(R) de ordem m x n, com a operagdo de

adigdo entre matrizes e multiplicagdo por escalar usuais, é um espago vetorial sobre R.

Exemplo 6.4. 7, é um espaco vetorial sobre Zs, com a seguinte defini¢do de adicdo e multipli-
cagdo por escalar:
[a] + [b] = [a + 0]

[] - [a] = [a- a].

6.2 SUBESPACO VETORIAL

Nesta secdo vamos trabalhar com certos subconjuntos de um espago vetorial.

Definicao 6.5. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo F'. Um subespaco de V' é um subcon-
junto W # () de V' que é um espago vetorial sobre F' com as operagoes de adigdo de vetores e

multiplicacdo por escalar definidas em V.

Teorema 6.6. Um subconjunto ndo vazio W de um espago vetorial V é um subespago vetorial

de 'V se, e somente se, satisfaz as condigoes:
(i) O elemento neutro O de V' estd em W ;
(ii) A operagdo de adicdo definida em V' é fechada em W, ou seja, u+v € W,Yu,v € W;

(iii) A operacdo de multiplicacdo por escalar de V é fechada em W, ou seja, au € W,

para todo u € W e para todo o € F.

Exemplo 6.7. Se V' é um espaco vetorial arbitrdrio, V' é um subespago vetorial de V; o

subconjunto constituido somente pelo vetor nulo é um subespago de V', denominado subespaco
nulo de V.

Exemplo 6.8. Sejam aq,as,...,a, nimeros reais. O conjunto W de todos os vetores v =

(21,29, ...,2,) € R" tais que a1x1 + asxsy + - - - + a,x, = 0 é um subespaco vetorial de R™.
Exemplo 6.9. O conjunto das matrizes simétricas é um subespaco vetorial de M, (R).

Exemplo 6.10. A intersecdo de subespacos é um subespaco. Em geral, a unido de subespacos

ndo é um subespaco.

A seguir, vamos definir complemento ortogonal. O produto apresentado aqui, sera

abordado com mais detalhes no final deste capitulo.

Definicao 6.11. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo F. Seja W C V' um subespaco

vetorial de V. O complemento ortogonal de W, denotado por W+, é o conjunto:

WH={veVv-w=0,Yw e W}.
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6.3 COMBINACAO LINEAR

Nesta etapa vamos tratar das combinacdes lineares no contexto de um espago vetorial

sobre um corpo.

Definicao 6.12. Um vetor uwem V é dito uma combinagdo linear dos vetores vy, vs, . .., v, em
V' se existem escalares cy,ca, . .., c, em F tais que u = c1vy + coUy + 303 + - - - + CpU,.
Exemplo 6.13. O vetor v = (2,6) € R? é combinacdo linear dos vetores v; = (1,0) e

vg = (0,1) em R, pois u = (2,6) = 2(1,0) + 6(0,1) = 2v; + 6uvs.

1 2
Exemplo 6.14. A matriz A = ; € Myyuo(R) é combinagdo linear das matrizes
1 1 2 0 1 0 1 2
= C = D = € My o(R), pois A = =
5 22 2-1] {3-2 2x2(R), p 31}

1 1 2 0 1 0
2 +1 -3 =2B+1C - 3D.
5 -2 2 -1 3 -2

Definicao 6.15. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo F, e seja S um subconjunto de V.

Define-se o subespago gerado por S como sendo a interse¢do |S| de todos os subespagos de V

que contém S. Neste caso, diz-se que S gera [S| ou ainda, que S é um conjunto gerador de [S)|.

Teorema 6.16. O subespaco gerado por um subconjunto S, ndo vazio, de um espaco vetorial V

é o conjunto de todas as combinagoes lineares (finitas) de elementos de S, isto é,

[S] == {ZCZ'UZ‘; V; € S,Ci S F}

i=1
Exemplo 6.17. Os vetores e; = (1,0,0,...,0),e; = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,0,0,...,1)
constituem um conjunto de geradores do espaco R™. De fato, dado v = («ay,...,a,) € R",

tem-se que v = r1€1 + i€ + -+ - + ey,

6.4 DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAR

A seguir vamos diferenciar um conjunto linearmente dependente de um conjunto linear-

mente independente.

Definicao 6.18. Seja V' um espago vetorial sobre F. Um subconjunto S de V' é dito linearmente
dependente se existem vetores distintos vy, vo, . .., v, em S e escalares cy, ¢, ..., c, em F, ndo
todos nulos, tais que c1v1+covo+- - -+cpv, = 0. Um conjunto que ndo é linearmente dependente
é dito linearmente independente, isto é, para quaisquer vetores distintos vy, vs, ..., v, em S,

c1v1 + covg + - - + cpv, = 0, implica que ¢y = co = - - = ¢, = 0.

Exemplo 6.19. Os vetores v; = (1,2,3),v2 = (4,5,6),v3 = (7,8,9) € R3 sdo linearmente

dependentes, pois vy — 2vs +v3 = 0, onde c; = 1,co = —2,c3 = 1 sdo escalares em R.
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Observacdo 6.20. Quando um conjunto S = {vy, vy, ...,v,} € linearmente dependente, isto

ndo significa que qualquer um dos elementos de S seja combinagdo linear dos demais.

Exemplo 6.21. Seja V = R3 o espago vetorial sobre R. O conjunto {(0,0,0), (1,0,0), (0, 1,0),
(0,0,1)} € linearmente dependente, mas nenhum elemento, exceto o (0,0,0), é combinagdo

linear dos demais.

Exemplo 6.22. O conjunto S = {v; = (1,1,0,0);v, = (0,2,1,0);v3 = (0,0,0,3)} € R*
é linearmente independente, pois: c¢1(1,1,0,0) + ¢2(0,2,1,0) + ¢3(0,0,0,3) = (0,0,0,0).

Escrevendo na forma de sistema:

Logo, c; = co = c3 = 0.

6.5 BASE E DIMENSAO DE UM ESPACO VETORIAL

Na sequéncia, vamos utilizar o conceito de base de um espaco vetorial para definir

algebricamente dimensao de um espago vetorial.

Definicao 6.23. Seja V' um espaco vetorial sobre F'. Uma base de V' é um conjunto linearmente
independente de vetores em V' que gera o espaco V. O espago vetorial V' é de dimensdo finita se

ele possui uma base finita.

Exemplo 6.24. Seja ' um corpo, 1 € F aunidade de F e seja S o subconjunto de F™ constituido

dos vetores:
er = (1,0,0,...,0)

62:(0,1,0,...,0)

e, = (0,0,0,...,1).

Note que, o conjunto S ¢é linearmente independente e que os vetores de S geram F".
Portanto, o conjunto S = {ey, ey, ..., e,} é uma base de F", também conhecida como base

candnica.
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Exemplo 6.25. Seja R o conjunto dos niimeros reais e considere S o seguinte subconjunto de

Mopsen(R):
1 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
S == ) ) 9
0 0 0 0 0 0 0 0 1

Como o conjunto S é linearmente independente e gera M ,,..,(R), temos que S é uma base para

o espaco vetorial das matrizes reais m X n.

Teorema 6.26. Seja V' um espaco vetorial gerado por um conjunto finito de vetores vy, vo, . . ., Up,.

Entdo, todo conjunto independente de vetores em V' ¢ finito e contém no mdximo n elementos.

Corolario 6.27. Se V' é um espaco vetorial de dimensdo finita, entdo duas quaisquer bases de

V' tém o mesmo niimero (finito) de elementos.

Definicao 6.28. Seja V' um espaco vetorial sobre F' de dimensao finita. Denomina-se dimensdo

de V o niimero de elementos numa base de V.

Notagdo: dimp V.

Exemplo 6.29. Se F' é um corpo, a dimensdo de F™ é n, pois a base canonica de ™ contém n

vetores.

Exemplo 6.30. O espaco vetorial M ,,,(R), das matrizes m x n, tem dimensdo finita e igual a
m - n, pois como jd foi visto anteriormente, uma base para M ,,.,(R) € o conjunto S que possui

m - n matrizes.

6.6 ESPACO LINHA, ESPACO COLUNA E ESPACO NULO

A seguir vamos definir trés subespagos vetoriais de um espaco vetorial sobre um corpo

I associados a uma matriz A de ordem m X n com entradas em F.

Definicio 6.31. Seja ' um corpo e seja A uma matriz em My, (F) :

a1 a19 e Q1n

a921 a9 “e QAon

am1 Am2 ... Qmn
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Os vetores,

Uy = [CLH a12 e aln]
Uy = [a21 929 N a2n]
Up = |Gm1 Gm2 o Gmn)

em F™ formados pelas linhas de A sdo denominados vetores linhas, e os vetores

a1 12 A1n

a1 a22 Aon
U1 = , Vg = . 5 y Un =

am1 Am?2 Amn

em F™ formadas pelas colunas de A sdo denominados vetores coluna de A.

Definicio 6.32. Se A for uma matriz em M, (F), entdo o subespago de F" gerado pelos
vetores linha de A é denominado espaco linha de A, e o subespaco de F'™ gerado pelos vetores

coluna de A, é denominado espago coluna de A, denotado por Col(A).

Definicio 6.33. Se A for uma matriz em M, «,(F), entdo o espago solugdo do sistema homo-
géneo de equacoes AX = 0, que é um subespaco de F", é denominado espaco nulo de A e
denotado por Null(A).

Denotando os vetores coluna de A, por vy, v, . . ., v,, podemos expressar o produto AX

como combinacao linear desses vetores com coeficientes de X, isto &,

AX = 2101 + 29Uy + -+ - + XUy

Dessa forma, um sistema linear AX = B de m equagdes e n incégnitas pode ser escrito
como:

U1 + Tovg + - - + xR0, = B.

Teorema 6.34. Um sistema AX = B de equacdes lineares é compativel se, e so se, b estd no

subespaco coluna de A, ou seja, se b for expresso como combinacdo linear dos vetores coluna

de A.
Exemplo 6.35. Seja AX = B o sistema linear:

-1 3 2 1 1
1 2 3 ||z |=1|-9
2 1 -2 Z3 -3
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Resolvendo o sistema, obtemos como solugdo: x1 = 2, xv9 = —1, x3 = 3. Agora, vamos

expressar B como combinagdo linear dos vetores coluna de A:

-1 3 2 1
201 | =12 |+3|-3|=|-9
2 1 -2 -3

Logo, B estd no espaco coluna de A.
Teorema 6.36. As operacoes elementares com linhas ndo alteram o espaco nulo de uma matriz.

Teorema 6.37. As operacoes elementares com as linhas ndo alteram o espaco linha de uma
matriz.
1 1 1 1
Exemplo 6.38. Encontre uma base para o espaco nulo damatriz A= | 2 1 4 3
3 4 1 2
Inicialmente vamos encontrar uma matriz equivalente na forma escalonada. Para isso,
vamos multiplicar a linha 1 por 2, a linha 2 por —1 e somar, dessa forma obtemos a nova linha

dois, isto é,

1 1 1 1 1 1 1 1
—
2 1 4 3 0o 1 -2 -1
L2 — 2L1 — L2
3 4 1 2 3 4 1 2

Em seguida, vamos multiplicar a primeira linha por 3 e a terceira linha por —1. Somando-as

encontramos uma nova linha niimero 3, ou seja,

1 1 1 1 1 1 1 1
—
o 1 -2 -1 o 1 -2 -1
Ly — 3Ly — Lg
3 4 1 2 o -1 2 1

Somando a primeira linha com a terceira linha chegamos a nova linha niimero um:

1 1 1 1 /1 0 3 2
—
01-2-1LL+L01-2-1
%
0 -1 2 1 LSt I R B R

Por fim, adicionando a segunda linha com a terceira linha, obtemos a nova linha 3:

/1 0 3 2 ] 0 3 2
e
0 1 2 |, ol 0 1 -2 -I
_>
0 -1 2 1 BT 0 0 0 0

Agora, precisamos encontrar o conjunto das solucoes do sistema de equagcoes abaixo:

X1

1 0 3 2 0
X2

0o 1 -2 -1 =10
€3

0O 0 0 O 0

Xyq
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As solugdes sdao dadas em funcdo das varidveis livres x3 e x4: S = {(—3x3 — 224, 223 +

Ty, T3, T4); 3,24 € R}. Além disso, podemos escrever:

I -3 -2
T2 2 1
= T3 + T4

T3 1
Ty 1

-3 -2

2 1
B = ,

1 0

0 1

Em seguida, vamos verificar a relagdo existente entre o espacgo coluna e o espaco nulo,

quando temos uma matriz simétrica.

Se A é uma matriz simétrica em M,,,,(Z2), temos que o espago coluna de A, Col(A),

¢ igual ao complemento ortogonal do espago nulo de A, Null(A), no seguinte sentido:

Seja -1 Z3 x 2§ — 75 definida por:
VW = (v1,v2,...,0) - (Wi, wa, ..., w,) = (Viwy + vawsy - - - + vwy).

Observacao 6.39. O produto - é uma forma bilinear e tem a mesma forma do produto escalar,

mas ndo podemos falar de produto escalar, pois 75 ndo é um corpo ordenado.

O produto - tem a seguinte propriedade:

Proposicao 6.40. Sejam V. W € 7. Se V - W = 0 para todo W, entdo V = 0.

Demonstra¢do. Como V - W = 0 para todo W, em particular para W; = (1,0,0,...,0),
Wy =(0,1,0,...,0),..., W, =(0,0,0,...,1), temos que:

0=V -Wi=v1+v0+----+2v,0=1

OZV'WQ:U10+U21+"‘+Un0:1)2

0=V -W,=v0+v0+---4+v,1 =v,,
emque V = (v1,vs,...,0,).

Logo, V = (0,0,0,...,0). O
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Agora, mostraremos que Null(A) = (Col(A))* = (ImA)*, em que

ImA = {Av; v € Z3},

(ImA)*: ={v € Zy; v-w =0 para todo w € ImA}.

Al - v
. Ay v P . .
Primeiro mostremos que Av - w = v - Aw, em que A - v= ' , A; é alinha 7 da matriz
A, v

= (v1,09,...,0,) ew = (W1, W, . ..,w,).

n n
(Zau% Zam‘% SR Z%ﬂh‘) : (wl,w% cee 7wn>
i=1

Note que, usamos o fato da matriz A ser simétrica na quarta igualdade.

Observacio 6.41. E claro que v - 0 = 0 para todo v € 73.

Por fim, mostremos que Null(A) = (ImA)*t. Sejaw € Null(A), Av-w = v - Aw =
v-0 =0, paratodo v € Z5. Dai, w € (ImA)~*. Logo Null(A) C (ImA)*.

Agora, sejav € (ImA)*, v- Aw = 0 para todo w. Assim , 0 = v - Aw = Av - w para

todo w. Usando a proposi¢io 6.40, temos que Av = 0. Portanto, v € Null(A). Por conseguinte,

(ImA)* C Null(A).
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7 EXEMPLOS DE APLICACOES.

Os tépicos de Algebra Linear sdo utilizados em vérias ciéncias. Neste capitulo, serd for-
necido alguns exemplos de aplicacdo dentro da Matematica e na Quimica. Dentro da Matemadtica,

veremos que a Algebra Linear pode ser trabalhada de maneira ludica através do jogo Lights Out.

7.1 COBRINDO A ESFERA COM POLIGONOS

Neste primeiro exemplo, utilizamos sistema linear para mostrar que é impossivel revestir
uma esfera apenas com hexdgonos, isto €, que é impossivel construir um poliedro usando apenas

hexagonos regulares.

Vamos demonstrar inicialmente, que € possivel cobrir uma esfera somente com pen-
tdgonos e hexdgonos. Sabemos de antemao que o dodecaedro € um poliedro formado por 12
pentdgonos. Sendo assim, podemos ligar cada pentdgono com 5 hexdgonos, de tal forma que
justapomos dois poligonos ao longo de uma aresta comum e trés poligonos (dois hexdgonos e 1

pentdgono) com um mesmo vértice, como se segue:

Figura 2 — Juncdo dos poligonos

Fonte: a autora

A partir dessa jun¢do de poligonos e denominando por: x 0 nimero de pentdgonos, y

o numero de hexagonos, a o nimero de arestas, f o nimero de faces e v o nimero de vértices,
podemos escrever o seguinte sistema de equacdes, composto por quatro equacdes € cinco
variaveis:

r+y=f

br 4+ 6y = 2a

br + 6y = v

ftv=a+2

A primeira equagdo, f = x+ v, indica que o nimero de faces € igual a soma do niimeros

de pentdgonos e hexdgonos. Como cada pentdgono tem cinco arestas, e cada hexdgono tem seis,
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a expressdo bx + 6y conta duas vezes o nimero de arestas, sendo assim, podemos escrever que:
5z + 6y = 2a. Além disso, como cada vértice é contado trés vezes, obtemos : bx + 6y = 3.
Dai, segue que 2a = 3v. A tltima equagdo, f + v = a + 2, € a Relac@o de Euler, que relaciona o

numero de vértices, arestas e faces de um poliedro convexo.

Reescrevendo o sistema acima:

f —xz— y= 0 Oa+1f+0v—1x—1y= 0

2a —b5xr—6y= 0 2a +0f +0v—bx—6y= 0
ou ainda :

3v—br—6y= 0 Oa+0f+3v—5x—6y= 0

a—f— v = -2 la—1f—1v+ 0z 4+ 0y = -2

Escrevendo a matriz ampliada associada ao sistema e aplicando as operagdes elementares

com as linhas da matriz:

01 0 -1 -1 0 1 -1 -1 0 0 -2

20 0 5 -6 0 — 20 0 -5 -6 0

00 3 56 0| LieLly |00 3 56 0

1 -1 -1 0 0 -2 0 1 1 -1 0

(1 a1 -1 0 0 2] (1 -1 -1 0 0 -2]

20 0 5 -6 0 s 0 1 1 -1 0

00 3 56 0| LyesLy |0 0 3 -5 6 0

(001 0 -1 -1 0| (2 0 5 6 0 |

1 -1 -1 0 0 =2 1 -1 -1 0 0 =2

0 0 -1 -1 0 — 01 0 -1 -1 0

0 0 3 5 -6 01| LyesLy |2 0 5 6 0

2 0 5 6 0 00 3 5 -6 0
(1 -1 -1 0 0 2] (1 -1 -1 0 0 2]
01 0 -1 -1 0 — 01 0 -1 -1 0
2 0 5 6 0| Ly< (=2)L,+L; | 0 2 5 6 4
00 3 5 -6 0 00 3 -5 -6 0

1 -1 -1 0 0 =2 1 -1 -1 0 0 =2
01 0 -1 -1 0 — 01 0 -1 -1 0
0 2 5 6 4 | Ly (—=2)Ly+Ls | 0 0 3 4 4
00 3 56 0 00 3 56 0
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I -1 -1 0 0 -2 I -1 -1 0 0 -2
0 0 -1 -1 0 — 0o 1 0 -1 -1 O
0 O 3 4 4 L3 < (%)Lg 0 o0 —% 202
0 0 3 -5 -6 0 0O 0 3 -5 -6 0
1 -1 -1 0 0 -2 I -1 -1 0 0 -2
0o 1 0 -1 -1 O — 0o 1 0 -1 -1 O
0 0 1 -2 2 2| Ly (=3)Ly+Ly |0 0O 1 -3 -2 2
0O 0 3 -5 -6 0 0 0 O —% 0 -6
Logo, o sistema inicial é equivalente a :
a—f—v = -2
f —x— y= 0
v — %x —2y= 2 '
— %x =—6
Da ultima equagdo, temos que —%x = —0, isto é, x = 12 . Apesar do sistema ser

compativel e indeterminado, o nimero de pentdgonos € fixo e € igual a 12.

Uma solugdo algébrica pode ser obtida quando chamamos y = ¢, onde ¢ € um parametro

(t > 0). Assim, podemos escrever as demais incognitas em fungdo desse parametro: v = 20 + 2¢,
f=12+tea =30+ 3t.

Como mencionamos acima, quando substituimos y = 0 (sem hexdgonos), chegamos aos
seguintes valores para as incégnitas: x = 12, v = 20, f = 12 e a = 30, e o poliedro em questao
¢ o dodecaedro.

Figura 3 — Dodecaedro

Fonte: a autora

Outra solugdo possivel € obtida, fazendo y = 20, z = 12, v =60, f = 32e a = 90, um

icosaedro truncado. O poliedro assim obtido, possui 60 vértices representando a posi¢des dos
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atomos de carbono no buckminsterfullerene Cgy. Segundo Santos (2010), buckminsterfullerene,

também conhecido como fuleiro Cgy € 0 mais expressivo dos fulerenos (classe de nanomoléculas
constituidas por d&tomos de carbono).

Figura 4 — Buckminsterfullerene

Z

LI
LY

(SANTOS et al., 2010)

Agora, vamos demonstrar que € impossivel obter um poliedro usando apenas hexdgonos.

Inicialmente, vamos supor que existe tal poliedro. Sendo assim, o seguinte sistema de equacdes
deve ser satisfeito:

y=1r
6y = 2a
6y = 3v
ftv=a+2

Organizando o sistema:
Oa+1f+0v—1y= 0

2a +0f+0v—6y= 0
0Oa+0f+3v—6y= 0
la—1f — 1o+ 0y = -2

Na sequéncia, vamos procurar a solugdo deste sistema. Para isso, escrevemos a matriz

ampliada associada ao sistema e aplicamos as operacdes elementares:

0O 1 0 -1 O I -1 -1 0 -2

2 0 0 -6 O — 2 0 0 -6 O —

0 0 3 -6 0 Ly<Ls, |0 0 3 -6 O Ls < Ly
I -1 -1 0 -2 0O 1 0 -1 O
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I -1 -1 0 -2 I -1 -1 0 -2
2 0 0 -6 O — 0O 2 2 -6 4 —
0 1 0O -1 O L2 <~ (—2)L1 + LQ 0 -1 0 L2 < L3
0O 0 3 -6 O 0O 0 3 6 O
I -1 -1 0 -2 I -1 -1 0 -2
0O 1 0 -1 O — 0O 1 0 -1 O —
0 2 2 -6 4 Ly« (=2)Ly+Ls | 0 O -4 4 L3 < (%)Lg
0 0 3 6 O 0 0 3 6 O
1 -1 -1 0 -2 1 -1 -1 0 -2
0O 1 0 -1 O — 0O 1 0 -1 O
0O 0o 1 -2 2 Ly+ (-3)Ls+Ly | O O 1 -2 2
0 0 3 -6 O 0 0 0 0 -6
Logo, o sistema anterior € equivalente a :
a—f—v = -2
o —wy=20
v—2y= 2
Oy = —6
De fato, o sistema acima € incompativel, visto que chegamos a um absurdo, 0 = —6. Portanto, é

impossivel construir um poliedro utilizando apenas hexdgonos.

7.2  BALANCEAMENTO DE REACAO QUIMICA

Segundo Rosenberg, Epsotein e Krieger (2013), uma equagdo quimica representa a
relacdo existente entre reagentes e produtos por meio de uma relacdo numérica expressa pelos
coeficientes ligados a cada um dos seus elementos. Os coeficientes, neste caso, podem representar
o nimero de moléculas ou mols das substancias envolvidas. Em outras palavras, equagdo quimica

¢ a forma de representar e descrever uma reagdo quimica.

Observe a reacdo da composi¢do da agua:

H2+02 _>H20 (71)

Do lado esquerdo da equac@o estéo os reagentes: o géas hidrogénio (H») e o géds oxigénio

(O2).Ja do lado direito, obtemos o produto, que corresponde a dgua (H20) .
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Na equacao (7.1), todos os coeficientes (nimeros que estido antes dos elementos quimi-
cos), também conhecidos por coeficientes estequiométricos, sdo iguais a 1 (1Hy + 10y —
Observe que existem nessa reagdo quimica, dois dtomos de oxigénio no reagente, en-
quanto que no produto existe apenas um dtomo. Segundo a Lei de Conservagdo das Massas ou Lei
de Lavoisier, a soma das massas/atomos dos reagentes deve ser igual a soma das massas/atomos
do produto da reacdo. Sendo assim, dizemos que a equagdo (7.1) ndo esta balanceada, ou seja, a

quantidade de 4tomos nos reagentes e no produto nio é a mesma.

Para balancear a equacdo (7.1), vamos colocar o nimero 2 na frente do H5 e o nimero 2
na frente da /1,0, em outras palavras, a equacdo deve conter duas moléculas de Hs, que apos

reagir com a molécula de O, , formam duas moléculas de H5O:

2Hy + Oy — 2H,0. (7.2)

De fato, a equacdo (7.2) estd balanceada, pois hé quatro d&tomos de hidrogénio no reagente

e quatro 4tomos no produto, e dois dtomos de oxigénio em ambos os lados da equacdo.

Agora, vamos utilizar um método 4lgebrico para balancear uma reacdo quimica. Para

1sso, vamos recorrer ao exemplo usado por Robert (2007):

NH3+02+H2 —>HQO+N2.

Como queremos balancear a equagdo acima, precisamos encontrar os coeficientes es-
tequiométricos, que neste caso, denominamos por: z, vy, z, w € v. Entdo nossa equagao fica da

forma:
{L'NHg + yOQ +zHy — ngO + vN,.

Como o objetivo € equilibrar o nimero de dtomos dos reagentes e do produto, e ob-
servando que o produto da reagdo quimica t€m dois dtomos de nitrogénio, enquanto que o
regente possui apenas um, podemos escrever: * = 2v. Ainda nesse sentido, note que os reagentes
possuem cinco dtomos de hidrogénio e o produto possui dois, logo 3x + 2z = 2w. Por fim,

podemos escrever 2y = w, visto que, o produto possui um dtomo de oxigénio e o reagente dois.
Adotando a seguinte ordem (x, y, z, w, v), obtemos o sistema homogéneo que se segue:
lr4+0y+0z24+0w—-2v=0
3r+0y+2z—2w+0v=0.
Oz +2y+0z—1w+0v=0

Escrevendo a matriz associada ao sistema e utilizando as operacdes elementares com as

linhas da matriz:
1 0 0 0 -2 0O 0 -2
—

1 0
302 2 0 Lo (=8I 1 L 002 2 6
020 -1 0 2 Tl 2 0 -1 0

—
L2HL3
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1 00 0 -2
02 0 -1 0
0 0 2 -2 6

Dado que o sistema € homogéneo com trés equacdes e cinco incégnitas, segue que €

compativel e indeterminado. Chamando w = a e v = b, com a, b > 0, representamos o conjunto

solugdo:
x =2b
_a
Y73
z=a—3b
w=a
v=>

Se escolhermos, w = 2 e v = 0, encontramos uma rea¢do sem amonia, cujo produto € a
agua:
OQ + 2H2 — 2HQO

Agora se optarmos por fazer, w = 6 e v = 2, obtemos uma reacao, que segundo Robert
(2007) interessava a Lord Rayleigh (matematico e fisico inglés, conhecido por suas pesquisas

sobre a densidade dos gases mais importantes), pois nao apresentava risco de explosao:

4NH3 + 302 — 6H20 + 2N,

7.3 CRIPTOGRAFIA

A comunicacdo de forma sigilosa € uma necessidade muito antiga. Nas guerras, por
exemplo, o envio e recebimento de informagdes secretas era essencial na busca de estratégias
de ataque e até mesmo de defesa. Assim, uma das formas de manter essa comunicagio secreta
e segura foi através da criptografia (do grego kryptds, que significa secreto, e grdphein, que

significa escrita).

A criptografia € um conjunto de técnicas que possibilita a escrita de uma mensagem em
codigos. Nesse sentido, alguém escreve uma mensagem, a codifica e envia. A pessoa, na qual a

mensagem € destinada, decodifica a mensagem para compreender o que estd escrito.

Com o surgimento da internet, a necessidade de proteger as informacdes trocadas, como
por exemplo em transacdes bancdrias, redes sociais, por e-mails e nas pdginas da internet,
se tornou fundamental. Interessados no assunto, matemdticos elaboraram varias técnicas que
codificam e decodificam mensagens. Entre elas, vamos destacar e descrever aqui uma que utiliza

matrizes.

Em geral, o remetente escreve uma mensagem e a organiza em forma de matriz, chamada

de matriz decodificada, em seguida, usa uma matriz quadrada qualquer que possua inversa para
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codificar a mensagem, chamada de matriz codificadora. O produto dessas matrizes gera uma

matriz codificada. Esquematizando:
[Matriz codificadora],, «,, - [Matriz decodificada],, «,=[Matriz codificada],, .

Ao receber a mensagem codificada, o destinatério precisa decifra-la, para isso, multiplica
a matriz recebida por uma matriz decodificadora, que € inversa da matriz codificadora, obtendo a

matriz da mensagem decodificada.
[Matriz decodificadoral,, ., - [Matriz codificadal,,,«,=[Matriz decodificada],, «,.

Para facilitar o entendimento, exemplificamos o processo de codificacdo e de decodifica-

¢ao da mesma mensagem usando matrizes decodificadas de ordens diferentes.

Inicialmente criamos um quadro que associa cada letra do alfabeto ou simbolo a um

namero inteiro:

Quadro 1 — Quadro alfanumérico para o envio e recebimento de mensagens codificadas

B C D E | F| G H|I|J| K L MN| O
311017 (211830 |13 |14 (25| 7 |29 9 |16 |26
Q/R|S|T| U V| W X |Y|Z | #|?2]! .
4 15 | 11120(123] 6 (1219271522 ]24|28 ]| 8

Fonte: a autora

—| | ro|

Em seguida, escolhemos uma frase que seré criptografada: BOA SORTE! (o simbolo #,
representa o espaco entre as palavras), e substituimos cada elemento da escrita pelo respectivo

numero a ele associado:
Quadro 2 — Frase decodificada

BOA SORTE!
13[26]2]22[11[26]5]20[21]28]

Fonte: a autora

O préximo passo € escrever uma matriz qualquer decodificada M, «,, que contenha, em
ordem, os nimeros obtidos na substitui¢do. Em geral, héd a necessidade de adequar a ordem dessa
matriz com a matriz invertivel codificadora, de tal forma que seja possivel efetuar o produto

entre elas.
Neste primeiro exemplo, optamos por escrever uma matriz Mo 5:

326 2 22 11

26 5 20 21 28
2x5
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Agora, escolhemos a matriz codificadora A, que neste caso, precisa ter duas colunas,

pois nossa matriz decodificada M possui duas linhas, e também sua inversa A~

1 -

A:{3 ] e A‘lzll 1] :
2 1 2 3

2x2 2x2

Em seguida, para obter a matriz B com a mensagem codificada, efetuamos a multiplica-

¢do da matriz M, pela matriz invertivel A, também chamada de matriz codificadora.

1 26 2 22 11 26 87
B:A'M:F ][3 6 ]:[35 83 26 8 65}

2 1 26 5 20 21 28 32 57 24 65 50

Ap6s receber a matriz da mensagem codificada e para descobrir a mensagem original, o
destinatdrio realiza o produto da matriz A~!, que é inversa da matriz codificadora, pela matriz da
mensagem codificada B,ouseja, A1 - B=A"1- (A-M)=(A"1- A - M=1-M=M.

I -1
23

Por fim, com o auxilio do quadro, o destindtario converte os nimeros da matriz em

M=A"1.B=

35 83 26 87 65
32 57 24 65 50

3 26 2 22 11
26 5 20 21 28 |

letras/simbolos. A leitura da mensagem € feita colocando em uma unica linha os elementos da
primeira linha da matriz, seguidos dos elementos da segunda linha e assim sucessivamente. Feito
isso, desvendamos a frase original: BOA # SORTE!.

Agora, vamos mostrar uma outra maneira de escrever a mesma frase, porém, €m uma

matriz de ordem diferente da apresentada anteriormente. Seja M a matriz decodificada:

3 26 2
M=111 26 5
20 21 28

3x3

Neste segundo exemplo, adotamos a matriz codificadora A e sua inversa A~!, matriz

decodificadora, como sendo as seguintes matrizes:

1 2 3 1 2 5

A=|10 1 4 e Al'=|10 1 -4

0 0 1 0 0 1
3x3 3x3

Efetuando a multiplicacdo da matriz codificadora pela matriz decodificada, obtemos a

matriz B codificada:

1 23 3 26 2 85 141 96
B=A-M=]0 1 4/|-]11 26 5 |=1]91 110 117
0 0 1 20 21 28 20 21 28
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Finalmente para decodificar a mensagem, multiplicamos a matriz decodificadora A~ pela matriz
codificada B:

1 -2 5 85 141 96 3 26 2
M=A"B=|0 1 -4/|-|91 110 117 |=]11 26 5
0 0 1 20 21 28 20 21 28

Note que, neste exemplo, assim como no anterior a mensagem original é: BOA SORTE!,
no entanto, ndo ha espacgo (#) entre as palavras e, além disso, a ordem das matrizes decodificadas
diferem. Resumidamente, podemos escolher a ordem da matriz decodificada, assim como,
podemos escolher as matrizes codificadora e decodificadora, desde que sejam inversas e que a

multiplicacdo esteja definida.

7.4 PROBLEMA ENVOLVENDO MULTIPLICACAO DE MATRIZES

A representacdo matricial € um importante recurso utilizado na matemaética para apresen-
tar dados que estao dispostos em quadros. Na representacdo matricial, cada elemento pertence a
uma linha e a uma coluna. Sendo assim, tanto a linha quanto a coluna referem-se a caracteristicas

desse elemento.

No exemplo que se segue, vamos utilizar a representacdo matricial, assim como, a

multiplicacdo de matrizes na busca de uma solucéo para o problema.

Trés estudantes indicados por E1, E2, E3 pretendem comprar alguns materiais escolares,
tais como: caderno, lapis, caneta e borracha. Eles precisam desses materiais em quantidades
diferentes e podem compré-los em duas papelarias P1 e P2. Qual papelaria € a melhor para que

cada estudante pague o minimo possivel?

Os estudantes, os materiais, os pregos € as quantidades desejadas sdo apresentadas nos

quadros a seguir:

Quadro 3 — Quantidade de materias escolares Quadro 4 — Preco dos materiais escolares

Quantidade Preco nas papelarias

Caderno | Lapis | Caneta | Borracha Pl P2
El 3 2 3 1 Cader.no 9,65 | 10,00
E2 4 2 2 ) Lapis 2,00 | 1,30
E3 5 2 4 3 Caneta | 2,30 | 2,10

Borracha | 0,85 | 1,05

Fonte: a autora

Fonte: a autora

Inicialmente representamos com matrizes os dados contidos em ambos os quadros.
Denominamos por A a matriz que contém a quantidade de materiais que cada aluno necessita e

por B a matriz que indica os valores dos materiais, nas respectivas papelarias:
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9,65 10,00
523 2,00 1,30
A=14 2 2 2 B =
2,30 2,10
5 2 43
3x4 0,85 1,05

4x2

Como o nimero de colunas da matriz A € igual ao nimero de linhas da matriz B,

podemos efetuar o produto:

9,65 10,00
32 3 1 500 130 40,70 39,95
C=A-B=|4 2 2 2 = | 48,90 48,90
2,30 2,10
52 43 64,00 64,15
0,85 1,05

A matriz acima expressa o valor total que seria gasto com os materiais em cada papelaria.
De acordo com a matriz C, o estudante E1 gastaria R$ 40, 70 na papelaria P1 (o elemento c¢;;)
e R$ 39,95 na papelaria P2 (o elemento ¢;5). O estudante E2 gastaria R$ 48, 90 em ambas as
papelarias. Ja o estudante E3 gastaria R$ 64, 00 na papelaria P1(o elemento c3;) e R$ 64, 15 na

pelaria P2 (o elemento c3s).

Portanto, como o objetivo € pagar o menor valor, o ideal para o estudante E1 € comprar

seus materiais na papelaria P2, j para o estudante E3 a melhor opcao € a papelaria P1.

7.5 MATRIZ ESPECIAL

Denominamos por matriz especial toda matriz quadrada, cujos elementos podem ou nio
ser nimeros consecutivos, € que ao selecionarmos e somarmos uma quantidade de elementos
igual a ordem da matriz, desde que esses elementos ndo pertencam a mesma coluna e a mesma

linha, o resultado permanece constante. Segue um exemplo de matriz especial de ordem 5.

Inicialmente os nimeros de 1 a 25 sdo escritos consecutivamente em uma matriz quadrada
5 X b

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
A= 11 12 13 14 15 |. (7.3)
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25

Escolhendo ao acaso cinco nimeros dessa matriz, de forma que nenhum desses nimeros

esteja na mesma linha ou na mesma coluna, e somando-os obtemos 65.
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Por exemplo, os nimeros selecionados podem ser os destacados a seguir:

1 2 3 4 5
6 7 8 9 10
A= |11 12 13 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 25

Adicionando os elementos : a3 + ao; + ags + agq + a50 = 3+ 6 + 15+ 19 + 22 = 65. Se
escolhermos outros elementos, por exemplo : a5 + aoq + agy + ago +as3 = 5+ 9+ 11+ 17423,
o resultado se mantém igual a 65. Isso acontece, pois cada linha da matriz, a partir da segunda, é

obtida somando um valor constante a cada elemento da primeira linha. Observe:

1 2 3 4 5
541 542 543 5+4 545
A= 10+1 10+2 10+3 10+4 10+5

1541 1542 15+3 15+4 1545

20+1 2042 20+3 2044 2045

Neste caso, para obter a segunda linha da matriz, adicionamos 5 a cada elemento da
primeira linha, para obter a terceira linha, adicionamos 10 a cada elemento da primeira linha da
matriz e assim sucessivamente. Note que, isso também ocorre com as colunas da matriz A, ou
seja, a segunda coluna da matriz é formada adicionando 1 a cada elemento da primeira coluna, a
terceira coluna € formada, adicionando 2 a cada elemento da primeira e assim por diante, como

S€ segue:

I+1 142 143 1+4
6 6+1 6+2 6+3 6+4
A= 11 1141 1142 11+3 11+4
16 16+1 16+2 16+3 16+4
21 2141 2142 2143 21+4

Outro exemplo de matriz especial, também de ordem 5 € o seguinte:

201 302 504 708
202 303 505 709
203 304 506 710 |. (7.4)
205 306 508 712
207 308 510 714

Sy
I
~N N W N =

Observe que, se escolhermos cinco elementos da matriz, com a restricdo ja mencionada,
o resultado € constante e igual a 1729, conhecido como nimero "desinteressante"de Hardy. Na
verdade, esse nimero € notdvel, pois € o menor nimero que pode ser expresso de duas formas
distintas como soma de dois cubos, 1% + 122 = 1729 ¢ 93 + 103 = 1729.
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Posto isto, queremos determinar uma maneira de encontrar uma matriz especial. Inicial-
mente, vamos mostrar que as matrizes especiais &, (R) sdo um subespago das matrizes quadradas

M.,,(R). Note que esse subconjunto é diferente do vazio, pois [0],x, € E,(R).
Agora, sejam A = [a;;], B = [b;;] € &,(R) tais que:
d = ay, +agi, + -+ + api,
J =01y +bojp + -+ by,
em que iy # i € Jm F Jp » COM iy, if, jm,Jp € {1,2,3,---,n}. Sendo assim: A + B =
[aig] + [bis] = laij + biy] = [ey]-
Clky + Coky + 0+ + Cak, = (Q1gy + bigy) + (Q2k, + b2ky) + -+ + (Cnk, + buky)
= (ak, + agky + -+ ank, ) + (brgy + bogy + -+ + by,
—d+f

Logo, A+ B € &,(R).
Sejama € R, A € £,(R) e D = oA = [d;;] tais que :
b= ag, +asg, + -+ ang,
em que k; # kj, comk;, k; € {1,2,3,...,n}.
Logo,
dig, + doky + -+ + dpg, = Qa1g, + QGop, + -+ - + Ay,

= a1k, + aogy + -+ + Ang,)

= ab.

Portanto, oA € &, (R), e fica demonstrado que &, (R) é subespaco vetorial de M,,(R).

Denotando por Ly, com k = 1,2,3,4,...,n, a matriz quadrada de ordem n, na qual
todos os elementos da k-ésima linha sao iguais 1 e todas as outras linhas s@o nulas, e por Cy, a
matriz quadrada, também de ordem n, em que todos os elementos da k-ésima coluna sdo iguais a
1 e todas as demais s@o nulas. As matrizes Ly e Cy, s3o matrizes especiais, pois selecionando n
elementos, desde que dois deles ndo ocupem a mesma coluna ou a mesma linha, e adicionando-os

o resultado € constante e igual a um.

Na sequéncia, vamos mostrar que o conjunto B = {Ls, L3, ..., L,,C,Cy,Cs, ..., Cy}

forma uma base para o subespaco vetorial £, (R). Primeiramente vamos provar que 5 é LI

000 --- 0 [0 0 0 --- 0 000 --- 0
I 11 - 1 000 --- 0 000 --- 0

a0 0 0 -+ 0 |+4ag|1 1 1 -+« 1 |4da,|0 00 - 0]+




10 0 -~ 0 0 1 0 0 0 0 0
1 00 --- O 01 0 0 0 0 O
|1 00 -+ 0]+p]0 10 O|+---+8,]0 0 0 =
1.0 0 - 0] 01 0 0 0 0 O
B By Bo | [0 0 0 0]
0524-61 a2+52 Oég—i-ﬁn 0O 0 O 0
asz+ f1 az+ P az+6, | =10 0 0 0
| a1t o an+B | [0 00 0 |
Assim, ap = a3 = -+ =, = 1 = B = --- = (3, = 0. Isto implica que as matrizes
sdo linearmente independentes. O préximo passo, € mostrar que B gera o subespago vetorial
En(R). Seja D uma matriz especial qualquer, onde ay, as, - -+ , a,_1, b1, b, - - - , b, representam
numeros reais:
[y by b by, ]
a1+b1 a1+b2 (11+b3 a1+bn
D= az + by az + by ap + b3 as + by, =
_an,1+b1 an,1+b2 an,1+b3 an,1+bn_
(000 -+ 0] 0 0 0 0 ] [0 0 0 0 ]
1 0 0 O 0 0 0 O 0
a0 0 0 -+ O |4+ay| 1 1 1 I | +-4+a,_1 1 0 0 O 0|+
00 0 - 0] 0 0 O 0 |1 11 1
(1 0 0 0 ] (01 0 0 | [0 0 0 1
1 0 O 0 0 1 0 0 0 0 O 1
by| 1 0 O O+b| 0 1 O O|+---+0,10 0 O 1
10 0 - 0] 10 1.0 0 | 10 0 0 1

66

Logo, qualquer matriz especial de ordem n € uma combinagao linear de Lo, L3, Ly, . ..

LTL: 017027 037 s

, Cn.
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No caso de uma matriz quadrada com entradas 1,2,3,--- ,n? podemos escrever a

seguinte combinacao linear:

1 2 3 n
n+1 n+2 n-+3 n+n
2n+1 2n +2 2n+3 2n+n = (7.5)
| (n—=1n+1 (n—=1)n+2 (n—1)n+3 -~ (n—1L)n+n |

Além disso, podemos prever qual a soma de n elementos selecionados, com a condi¢do
que os elementos escolhidos ndo pertencam a mesma coluna e a mesma linha. Sendo assim,
podemos escolher e somar os elementos que estdo na diagonal, visto que eles satisfazem a
restricdo. Note que, os elementos da diagonal formam uma progressao artimética de razao n + 1.

Entdo, a soma dos elementos é dada por:

nd+n

L+(n+2)+@n+3)+-+(n—Dntn="y

Voltando a matriz A € &5(R) (7.3), repare que ela pode ser escrita como combinagdo
linear de B: 5Ly + 10L3 + 15L4 + 20L5 + C; + 2Cy 4+ 3C5 + 4C4 + 5C5, substituindo n = 5
3

na férmula acima, percebemos que, = 65 que € o valor constante.

Para as matrizes especiais que nao sdo da forma (7.5), como por exemplo a matriz
B € &(R) (7.4), de acordo com Sprows (2008),podem ser escritas como combinacdo linear da

base do seguinte modo:

b11 612 b13 e bln
bi1 +ba1 —biy big+bay —bin big+bay —bin oo by +ba — b1y
bi1 +bs1 — b1y big+bsy —biy big4+bsy —byy oo by, +bs —by | =
| D11+ 0 — b1 bia+ b —bin bz +bur —bin -0 b+ bpn — b1y |

(bar — b11) Lo + (bsy — b11)Ls + -+ -+ (bps — b11) L, + 011C1 + b12Cs + - - - + 01,C,. - (7.6)

Conforme Sprows (2008), para obter uma matriz especial, basta escolher os elementos da
primeira linha e da primeira coluna, porque os demais podem ser obtidos por meio da combinagao
linear (7.6).
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7.6 TROCA DE INFORMACOES ENTRE INDIVIDUOS

Chamamos de G, Go, - - - , G, um grupo de pessoas e consideramos p;; = 1 quando o
individuo G; envia alguma informagéo para o individuo G;, p;; = 0 quando o individuo G; ndo

envia informacdo para o individuo G; e p;; = 0, parai = 1,2,3,--- | n.

Considerando o exposto acima e observando a matriz quadrada

01 10
0 0 0 1
P = ,
1 1T 0 0
1 010

temos que p1; = P13 = Py = P31 = P32 = Pa1 = Pa3 = 1, isto €, que G envia alguma
informacdo para G, (G; — (), G envia informagdes para G3 (G; — G'3) e assim por diante.

Além disso, GG; e (G5 trocam informagdes, pois p13 = p31 = 1.
Efetuando o produto da matriz P por ela mesma, obtemos:

0

A=Pr=

N = OO =

1
0
1
0

— O =

1
1
1

Note que aso = 2, ou seja, ag2 = Pa1.Pi2+Pa2-Pa2+Pa3-P32+pPas-paz = 1+0+1+0 = 2.
Isso significa que G4 pode enviar mensagens para (G5 em duas etapas e de duas formas. Na
primeira forma G4 envia mensagem para G; ¢ G; envia a mensagem para G, (G4 — G1 — Gs),
pois p41.p12 = 1. Ja na segunda forma, G4 envia mensagem para G3 e G3 envia a mensagem para
Gy (G4 — G5 — Gs), pois py3.ps2 = 1. Nesse sentido, o elemento ajo = p11.p12 + P12-P22 +
P13-P32 + P14-pa2 = 0+ 0+ 1 4 0 = 1, indica que (G; envia mensagem para (G em duas etapas,
mas apenas de uma forma: (G; envia para GG3 e G5 envia para G, (G7 — G3 — G3). Além disso,
a3 = 0, o que significa que ndo ha a possibilidade de enviar informag¢des de G; para G5 em

duas etapas, no entanto, é possivel de forma direta, pois pi13 = 1.

Portanto, o elemento a;; fornece o nimero de formas na qual o individuo G; pode se
comunicar com o individuo GG; em duas etapas. Analogamente, o elemento b;; fornece o nlimero

de maneiras que o individuo G; pode se comunicar com (; em trés etapas.

B=P3=

e\ e
N =N =
p— e N
N = O =

Como byy = a41.p12 + A42.D22 + A43.P32 + A44.p2 = 1 + 04+ 1+ 0 = 2, hd duas

maneiras de enviar informagdes de G4 para G5 em trés etapas: G4 envia a mensagem para
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(3 que envia para (G; que por fim envia pra G, (G4 — G5 — Gy — G3), pois ay1.p12 =
(pa1-p11 + Pa2-P21 + Pa3-P31 + Paa-Pa1).P12 = (0+ 0+ 14 0).1 = 1 ou G4 envia a mensagem
para G; que envia para (G5 que por fim envia para G5 (G4 — G; — G3 — Gs), visto que,
a43-p32 = (Pa1-P13 + Paz-P23 + Paz-P33 + Paa-pas).pz2 = (1+0+0+0).1 = 1.

Segundo Ulrychova (2006), o niimero de maneiras que G; pode se comunicar com G
em no maximo k etapas € dado pelo elemento que ocupa a i-ésima linha e j-ésima coluna da
matriz P’ = P + P? + P3 + ... + Pk,

Neste contexto, para k = 3, podemos perceber que existem quatro formas de G4 enviar
alguma informacao para G2 em no maximo trés etapas. De forma similar, hd trés formas de G4

enviar informagdes para G; em no maximo trés etapas (uma forma em cada uma das trés etapas).

2 3 3 2

2 2 21
P =P+ P4 pP=

33 2 2

3 4 3 2

7.7  OJOGO LIGHTS OUT

Em 1995, a Tiger Electronics desenvolveu o jogo eletronico Lights Out. Esse € basica-
mente composto por 25 botdes, alguns iluminados e outros ndo. O objetivo do jogo € acionar
a menor quantidade de botdes para que todas as luzes sejam desligadas. A Tiger langou outras
versodes, como por exemplo o Mini Lights Out que possui o formato de um quadrado 4 x 4 e o
Lights Out Deluxe com 36 botdes, também no formato de um quadrado. Nesse ultimo € limitada
a quantidade de botdes que podem ser acionados. Anteriormente, por volta de 1978, foi lancado

pela Parker Brothers um jogo com regras semelhantes contendo 9 botdes, denominado Merlin.

Figura 5 — Jogo Lights Out

(DELGADO, 2007)
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Como j4 foi citado, o jogo Lights Out possui 25 botdes, que podem ser representados
pelos elementos de uma matriz 5 X 5. Cada botdo traz uma luz, que pode estar acesa ou apagada.
Sendo assim, quando um botdo € apertado, seu estado ligado/desligado € alterado, assim como,
de todos os botdes vizinhos verticais e horizontais. Entdo, dada uma configuracio inicial de

botdes acesos, o objetivo do jogo é apagar todas as luzes.

Vamos admitir que pressionar um botdo duas vezes € equivalente a ndo pressiond-lo.
Dessa forma, dada uma configuracio, vamos considerar apenas as solu¢des nas quais cada botdo
€ pressionado uma unica vez. Além disso, o estado (ligado/desligado) de um botdo depende
de quantas vezes ele e seus vizinhos foram acionados. Portanto, a ordem em que os botdes sao

acionados ndo faz diferenca.

Figura 6 — Jogo na versdo 3 x 3

LEGENDA
. Luz acesa Botdo selecionado

Fonte: autor

Como ha exatamente dois estados, ligado ou desligado, vamos representéd-los por ele-
mentos de Z, (ndmeros inteiros médulo 2). Assim, quando a luz estiver na posi¢ao ligada sera

representada pelo nimero 1, caso contrario serd representada pelo nimero 0.

Existe um jogo que foi adaptado do original Lights Out Game, criado com o software
geogebra, denominado: "Acenda e apague a luz", que consiste em reproduzir padrdes, onde no
final apenas algumas luzes devem ficar acesas, conforme o modelo que € apresentado. O jogo esta

disponivel em: <http://clubes.obmep.org.br/blog/acenda-e-apague-a-luz/comment-page-1/>.

Posto isto, vamos estabelecer uma estratégia para resolver o jogo em qualquer formato
(n3o somente na forma de um quadrado), utilizando topicos de Algebra Linear. Observamos os bo-
toes como entradas de uma matriz M = [m;;]xxn. Chamamos de C' = (mq1, M2, . . ., M, Mo,

Mo, Ma3, - .., May, .. ., Mp,) O vetor coluna que representa a configurag@o inicial (de luzes


http://clubes.obmep.org.br/blog/acenda-e-apague-a-luz/comment-page-1/
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acesas ou apagadas), C;, com j = 1,2, ..., ¢q, o vetor coluna que aponta quais luzes sdo acesas
quando o botdo j € acionado quando todas as luzes estdo apagadas inicialmente, onde ¢ denota o
nidmero de botdes que o jogo possuie z; = 0,1, com: = 1,2,...,¢q, que indica se o botdo 7 foi

acionado ou nio.

A configuragio inicial do jogo C' € um vetor contendo apenas os nimeros 0 (apagado) e
1 (aceso). Analogamente, C; com j = 1,2, ..., ¢, sdo vetores cujas coordenadas também sdo 0
ou 1, pois expressam a configuracdo de todos os botdes quando € selecionado o botdo 7. Assim,
z;C;comj=1,2,...,q, pode indicar que o botdo j foi selecionado, quando z; = 1 e, portanto,
temos a configuracdo de quais botdes foram acesos e apagados nesse processo, ou apenas o vetor
nulo se x; = 0, que indica que o botdo ndo foi selecionado. Dessa forma, precisamos determinar
os valores de zj, com j = 1,2, ..., g, para que quando adicionarmos a configurag¢ao inicial com
cadax;C}, j = 1,2,...,q, oresultado seja o vetor nulo. Em outras palavras, devemos resolver a
seguinte equagdo: C' + z1C + 220y + - - - + 2,0y = 0, mas como C' = —C' mod 2, podemos
escrever 1Cy + 22C5 + - - - + 2,C, = C. Note que, se chamamos de A a matriz formada pelas
colunas Cy,Cy, ..., C, e X a matriz coluna formada por x4, z9, . . . , ,, podemos representar a

equacdo acima da seguinte forma: A - X = C.

Estabelecida a estratégia e dada uma configuragdo inicial do jogo, serd que € possivel

apagar todas as luzes? Vamos analisar alguns casos a seguir.

Inicialmente, suponha que o jogo tenha 4 botoes:

1|2
31 4

Suponha também, que nenhuma luz esteja acesa. Se apertamos o botdo numero 1, as
luzes dos botdes 2 e 3 também se acenderio, ou seja, C; = (1,1,1,0); se apertamos o botdo
nimero 2, as luzes dos botdes 1 e 4 também se acenderdo, Cy = (1, 1,0, 1); se acionamos o
botdo 3, as luzes 1 e 4 ficardo acesas, C3 = (1,0, 1, 1) e por fim se pressionamos o botdo 4, as

luzes 2 e 3 se acenderdo, Cy = (0, 1,1, 1). Logo, esses vetores coluna formam a matriz simétrica

a seguir:
1 1 1 O
1 1 0 1
A —
1 01 1
01 1 1
Utilizando o software Maxima, encontramos det(A) = —3, e sendo —3 = 1 mod 2,

temos que det(A) = 1 médulo 2, entdo pela Observacdo 5.16 a matriz A € invertivel. Sendo

assim, dada qualquer configurac¢do inicial o problema possui uma unica solugdo.
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Entdo, seja C' = (1,0, 1,0) a configuragdo inicial, onde os botdes 1 e 3 estdo iluminados:

112
3|4

Para determinar quais botdes devem ser acionados, a fim de que todas as luzes sejam

apagadas, € necessdrio resolver o sistema a seguir:

1 110 T 1
1 1 0 1 | |0
1 01 1 | |1
01 1 1 T4 0

Escrevendo os dados na matriz ampliada e efetuando operacdes elementares com as linhas da

matriz em Zs, obtemos a matriz equivalente G

1110 1 1110 1
11010 01010
[A|C] = G =
101 11 00 1 1 1
01110 0001 1

De fato, podemos verificar que X = (0,1,0,1),onde x; = 0,25 = 1,23 =0e x4 = 1,

€ a unica solucdo do sistema que se segue:

1 110 T 1
01 0 1 N
00 1 1 | |1
00 0 1 74 1

Note que, a ordem em que os botdes sdo acionados ndo interfere na solugdo, pois o
estado final de cada botdo depende do seu acionamento ou nao e se os botdes vizinhos a ele

foram acionados:

3 || 4 || Acionaobotio2 || 3 || 4 || Acionaobotio4 || 3 || 4

12 — 142 s 1] 2

3 || 4 || Acionaobotio4 || 3 || 4 || Acionaobotio?2 |[ 3 || 4

Portanto, no caso em que o jogo é formado por 4 botdes e possui o formato de uma

matriz quadrada, qualquer configuracdo inicial de luzes pode ser apagada, pois det(A) # 0.
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Agora, vamos verificar o caso em que o jogo possui 6 botdes e tem o formato de uma

matriz 2 x 3.

2|3
41516

Neste caso, ¢ = (1,1,0,1,0,0), Cy, = (1,1,1,0,1,0), C3 = (0,1,1,0,0,1), Cy =
(1,0,0,1,1,0), C5 = (0,1,0,1,1,1) e Cs = (0,0,1,0,1, 1), formam as colunas da matriz A,
cujo determinante € igual a zero. Como o determinante € nulo, o sistema pode ter mais de uma

solu¢do ou nenhuma.

O == O OO ==

0
1
0
1
1
1

__= O = O O

—_— O O = = O

1
1
1
0
1
0

O O = O = =

Desse modo, vamos analisar a configuracao inicial C' = (1, 1,0,0, 1,0).

1213
4(S|l6

Precisamos resolver o sistema que se segue, para identificar quais botdes precisam ser

acionados para apagar todas as luzes.

T1
o)
T3
Ty

Ts

O ==k OO

0
1
0
1
1
1

—_— O O = = O
—_— = O = O O
S = O O = =

1
1
1
0
1
0

O O = OO = =

Te

Utilizando operacdes elementares na matriz ampliada do sistema acima, obtemos um novo

sistema equivalente ao anterior:

110100 7 1
01100 1 9 0
0010 1 1 w1
00010 1 x| |0
0000000 s 1
00000 0] [ 0

Da pentltima linha, temos 0 = 1, o que € um absurdo. Logo, € impossivel apagar todas as luzes

da configuracdo dada.
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No entanto, se a configuragdo for C' = (1,0, 1,1,0, 1), ou seja, se as luzes inicialmente

acesas sdo: 1, 3, 4 e 6, temos que o sistema possui solu¢cdo, como veremos a seguir.

1(2(3
41516

A configuracio acima, gera o sistema abaixo:

T
X2
Zs
Ty

X5

S == OO -

0
1
0
1
1
1

—_— O O = = O
—_— = O = O O
—_— O = = O =

1
1
1
0
1
0

S O = O =

Ze

Analogamente, realizando as operacdes elementares com as linhas da matriz ampliada,

chegamos a um sistema equivalente mais simples:

110100 7 1
01100 1 4 1
001011 zy | |1
0001 0 1 x| |0
000O0TO0O 5 0
000O0TO0O 6 0

Como a solugdo do sistema € da forma: S = (z5+x6+1, x5, v5+ 26+ 1, 26, T5, T6), €Nncontramos
somente quatro solucdes:
_0 g =0 S =(1,0,1,0,0,0) _q S xg=0 S3=(0,1,0,0,1,0)

Ts = T5 =
\ Te =1 322(0,0,0,1,0,1) \ T =1 S4:(1,1,1,1,1,1)

Observe como o objetivo € atingido em cada caso, ressaltando que a ordem em que os

botdes sdo acionados ndo interfere no resultado final, como j4 foi visto anteriormente.

S1=(1,0,1,0,0,0)

11213 — 1({{2]f3 — 1{f2]3
4 |51 6 || Acionaobotdaol [[ 4 || 5| 6 || Acionaobotiao3 || 4 || 5] 6

S, = (0,0,0,1,0,1)

41| 51| 6 || Acionaobotio4 || 4 || 5| 6 || Acionaobotao6 || 4 [[ 5 (| 6
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S5 = (0,1,0,0,1,0)

11213 —_ 1(f2]f3 —_ L([2]f3
41| 51| 6 || Acionaobotaio2 || 4 || 5| 6 || Acionaobotao5 || 4 |[ 5 || 6

Sy =(1,1,1,1,1,1)

1231 = |[|[T{23||] = (1|23 |] = [(1||2] 3
41l 5(l6] Botaiol ([ 4 ]| 5[/ 6 || Botao2 || 4 || 5|l ¢ || Botaio3 || 4 [[ 5 || 6

Botao4 || 4 ([ 5|l 6 || Botao5 || 4 || 51| ¢ || Botaio6 || 4 || 5 || 6

Repare que no esquema da solucdo Sy, ao invés de selecionar o botdo 4, poderiamos ter
selecionado o botdo nimero 2 e assim o jogo terminaria. No entanto, vamos lembrar que acionar

duas vezes o mesmo botdo é o mesmo que nao aciond-lo, e assim chegariamos a 5.

Agora, vamos trabalhar com o caso em que o jogo possui 9 botdes e tem o formato de
uma matriz quadrada 3 x 3. Primeiramente, escrevemos as configuragdes C', Cs, . . ., C9 como
colunas de uma matriz A e calculamos o determinante com o auxilio do software Maxima. Como
det(A) = —7e =7 = 1 mod 2, logo det(A) = 1 médulo 2 e com isso, sabemos que para

qualquer configuracao inicial hd uma tnica solucdo.

(1101 000 0 0]
111010000
01 1001000
1001107100
A=l0 1 01 1 1010
001011001
000100T1 10
0000T1O0T 11
(00000101 1

Sendo C' = (0,1,0,1,0,1,0,0,0) a configuragdo inicial, vamos determinar quais os

botdes devem ser pressionados.



S O O O O = O = =

S O O O = O = ==

o O O = O O = = O

S O = O = = O O =

O = O = O = O

—_ O O = = O = O O

S = = O O = O O O

—_ == O = O O O O

—_ = O = O O O O O

T
T2
x3
Xy
Ts
Te
Z7
xs

H)

S O O = O = O = O
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Realizando as operagdes elementares, encontramos o sistema a seguir, que nos fornece

como solugdo: X = (1,0,1,1,1,1,0,1,0).

S O O O O O o O =

S O O O O O o ~= O

o O O O O o —~= O O

S O O O O = O = =

S O O O = O = = =

S O O = O O = = O

S O = O = = O O =

O = O = = O = O

—_—m O = = O = O O

X
T2
xs3
Xy
Ts
Te
X7
xg

Ty

S = O O O O = O =

Para facilitar, vamos verificar como funciona o processo, por meio do esquema a seguir:

1{12] 3 1]12]|3 123 243
4561456 4564456
T8 9 7819 7819 7181 9
1{2]3 1i[2]3 L([2]3
410516 45| 6 4 (5] 6
5 6 8
7189 71819 T 819

Considerando agora, que o jogo possua o formato de um quadrado, com 16 botdes,

podemos escrever a matriz A com as configuragdes de acionamento de cada botdo.
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0 000 O0O0O0OO0OTO0ODO0OTO0ODO

1

1
0 0

0 0
1
1
1
0 0 O
1
0

1
1

1

00 00O0O0OO0OO0OO0OTO0

0 000 0 O0O0O0OTO0

1
0 0
1
1

1
1

0 0

1
1

0 000 0 0O0O0
1

0 0 O
1
1

0 0

1

0

00 00 00O

1

0 0

1
1
1

0 0
1
0 0 00O

1
0
0

0 000 00O

0 0
1
1

0 0

1

0 0 O

0 0 00O
1

1

00 00

0 0 O
1
1

1 0 00
0 0 1
1 00
1

0 0
1
1
1

1
1
1

0 0 O
1

0 0 0O
0 000 00O

0
0

1

0

1

0 0

1

0 0

1

0 0 0 0 O

0 000 0 O0O

0

1
1
1

1
1

0 00
1
0 0
1

0 000 O0O0OO0OO0OO0TO0

1

0 000 0 0O0O

0 0

1

0 000 0 O0O0O0OTO0

1
1

1

0 0

0000 O0O0OO0OO0OO0OTO0O0

Utilizando, novamente o software Maxima no célculo do determinante, chegamos a

sz

Oes possiveis j4 menciona-

0 moédulo 2. A partir dai, vamos comentar sobre duas situag

det(A)

das anteriormente. Apresentada uma configuragao inicial, o problema pode nao ter solu¢do ou

pode ter mais de uma solucao. Sendo assim, se as luzes acesas sao as equivalentes aos botdes 1,

(1,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0), teremos

4 e 10, isto é, se a configuracdo inicial for C

0 seguinte sistema :

X2

xs

T4

Ts

Ze

X7

xs

T9

Z10

Z11

x12

x13

T14

Z15

0 000 O0O0OO0OTO0ODO0OTO0ODO

1
0 0

1

0 0

0 000 O0OO0OO0OUO0OO0OTO O

1

0 0
1
1

0 0 0

0000 O0O0OO0OO 0O

1
0 0
1

1
1

00 0 0O0O0OO0O0

0 0 O
1
1

0

0 000 O0O00PO0

1

1
0 0
1
1

1
1
1
0 0

1

1

0

0 000 00O

1

0 0 0

0 0

0 0 0 00 0O

0 0

1

0
0 0 O

0 000

1

1 0 00

0 0
1

1
1

0 0 O

1

0 000 0 O0O0UO0OO0OTO0
0 000 0 O0O0O0OO0OTO0O0

1
1
1

1
1

0 0 O
0 0
1
0000 O0O0O0O 0

1

0 0 0O
0 000 0O

0
0

1

0 0 0 0 0

1

0 00 0O

0 0

1
1

0 0 0 0 0

0 000 0 0O

1

1

0 0

0000 O0O0O0O0O0O0

0 0
1

1

1

0 0
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Ap6s realizar as operacdes com as linhas da matriz ampliada formada pelo sistema acima,

1), isto é, essa configuracdo ndo pode

chegamos a um sistema que ndo possui solucio (0.z13

ser apagada completamente.

T

T2

xs3

Xy

Ts

Te

X7

xs

L9

Z10

x11

T12

Z13

X14

X15

00 00 0 O0O

1

1 00
1
1
1

0 0 O

1
1

1
1

0 0 O
1

0

1
0
0

1 000 0 0O

0 0

0 0

0 0 00O
1

0 0

1

1

1
1

0 o0

1
1

0 0
1

0 0 0 O

1

0 00O

1

0 0 0
1
1

0 0
0 0
1

1

0 0 O

0 0 O

1
1
1

0 0

1

0O 000 0 O0O0O0OO0

0
0

1

0
1
0 0 O
1
1

0 0

1

0O 0000 0OO0OOOOOOO0OO0OO0OO®O0
0O 0o0o000OO0OOOOOOO0OO0OO0OO®O
0O 00o0OOOOOOOOOO0OO0OO0OO®O0

0 0
00 00O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OTO0OTUO0OoO0

1
1

1 0O
1

0 0 00O
0 000 0O

0 0

0 000 0 O0O

0 0 O

0 000 O0O0TO0O0

1
1

0 0
1

1

0 000 O0O0O0OO0OO0TO0
0 000 0 O0O0O0OO0OTO0UO0

1
1

1

0 0

(1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1),

em que a diagonal principal de botdes estd acesa, para verificar se 0 mesmo ocorre.

Na sequéncia, vamos utilizar a configuragdo C'

T2

xs3

Xy

Ts

Te

X7

xs

T9

Z10

T11

T12

Z13

L14

T15

00 0O0O0O0OO0OTO0OO0OTO0O®O0

1

1 0O

1

000 O0O0O0OO0OTO0OO0OTO O

0 0 1
1 0 0
1

0 0 O

0 000 0 O0O0UO 0O

1

0 0

1

1

0 0 O 00 00 O0O0OTO0OO0
1

1
1

0

00 00 0 O0O

1
1
1

0 0

1
0 0 00O

1

0
0

0 000 0O

1
0 0 O
1
1

0 0

1

0 000 0 0O0O

0 0 1
1

1

1
1
1

1 00
1
0 0 O

0

0 0 0 0 00O
1

0 0

1

0 0 0O
1

0 0

1

1

0 0 O

0 0
1

1
1

1
0 00

1
1

0 0 O

0 0 0 O

0
0

0
1

1

1

0 0

0 0
1

1

0 000 0O

0 0 O
1
1

0 0

1

0 000 O0OO0OO0OTO0ODO0

0 000 0 O0O

0

1
1

0 0

1

0 000 0 O0OO0OO0OO0OTO0DO

1

0 0

0 000 O0O0O0OO0OO0TO0

0 0 1

1
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1 0001 10O01O0O0O0O0O0TO0OTGO T 0
010011 10O0T1TO0O0OO0OO0O0DO0 T 1
0o0o1001T1T1TTO0O0OT1TTO0OO0OO0O0ODO0 T3 0
0o 001001T1TO0O0O0T1TTO0QO0UO0®O0 T4 0
0 00O01O0O0O0OT1T1TO0SQO0OTTO0O0DO0 x5 0
0 00O0O0OT1O0OO0OT1T1T1TTUO0OO0OT1TO0ODO0 T 0
00000010 O0O01T1TT1TO0O0T1TF®O0 7 1
0 000 O0O0OO0OTOOTITT1TTUOUOO1 zs | | O
0 000O0OO0OO0OO0OT1O0O0O0OT1TT1TGO0OO0 e | |0
0 000O0OO0OO0OO0OO0OT1TTUO0OO0OT1TT1T1F®©O Z10 0
0 000 O00O0OO0OOO0OO0OTOOTITI1 211 0
0 000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OT1O0OO0OT1'1 T12 1
0 000O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OTO0OO0OTQO0OTO OO0 13 0
0O 0000 0O0OO0OOOO0OOTOOO0OO0OO®O0 T14 0
0 000 O0O0OO0OO0OO0OTO0ODOTO0OO0OO0OO0OO0 T15 0
0 000 O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OTO0OO0OTO0OO0OoO0 T16 0

Note que neste caso, diferente do anterior, temos um sistema que possui doze equagdes
e dezesseis incognitas. Sendo assim, o sistema possui quatro varidveis livres : x13, £14, T15 €
x16. Portanto, podemos escrever as varidveis ndo livres em fun¢do das varidveis livres e assim
chegamos a solucdo do sistema : S = (z14 + 15 + 16, 1 + 13 + T14 + T16, 1 + 213 + 715 +
T16, 13 + T14 + T15, T13 + T15, T16, T13, 1 + T14 + T16, T13 + T14, T13 + T14 + T15, T1g + T15 +

T16, L + 215 + Z16, T13, T14, T15, T16)-

Como as possibilidades para as varidveis livres sdo 0 ou 1 (desligado ou ligado), temos

4 solucdes se apenas um dos botdes estiver ligado (C} = (‘f) = 4), da mesma forma temos

4 solugdes se apenas um botdo estiver desligado, temos também 6 solucdes se dois botdes

4
2

os botdes estiverem ligados ou desligados. Portanto, hd 16 solu¢des para a configuragao dada.

estiverem ligados e dois desligados (Cj = ( ) = 6) e por fim, mais 2 solugdes caso todos

Abaixo listamos todas:

O, 1, 1, O, 0, 0, O, 1, 0, 0, O, 1, 0, 0, O, 0 quando T13 = T14 = X115 = T16 = 0.

S
S 170,0,1,071,1,1,071,1,1,1,1,1,1 quandox13:x14:x15:x16:1.
S 0,0,0,1,1,0,1,1,1,1,0,1,1,0,0,0), quando 13 = 1 e x14 = x15 = x15 = 0.

5 — 1,1,0,1,1,0,0,1,071,1,0,0,0,1,0 quando T15 = 161)313 = T14 = T16 = 0.

1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1), quando 216 = 1 € 213 = 14 = 215 = 0.

1= ( ),
> = ( ),
5= ( ),
Sy =(1,0,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,0,1,0,0), quando x14 = 1 e x13 = x15 = x16 = 0.
Ss = ( );
Se = ( )
S7 = ( ),

= 1, 1, 1,0, 1, 1,0, 1, 1,0, 1, 1,0, 1, 1, 1 quando r13 = Oe$14 = T15 = T16 — 1.
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Ss =(0,1,0,0,0,1,1,0,1,0,0,1,1,0,1,1), quando x14 = 0 e x13 = x15 = 16 = 1.
Sy =(0,0,1,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,0,1), quando z15 = 0 € 213 = x14 = 216 = 1.
S10=(0,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,1,1,0), quando z16 = 0 e x13 = z14 = x15 = 1.
1,1,0,0,1,0,1,0,0,0,1,1,1,1,0,0), quando 13 = 214 = 1 € 215 = 216 = 0.
S12=1(0,0,1,1,1,1,0,0,0,1,0,1,0,0,1,1), quando x13 = x14 = 0 e x15 = 216 = 1.
S14=1(0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,0,1), quando x13 = 215 = 0 e x14 = 16 = 1.
S15 =1(0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,1,1,0), quando 13 = x16 = 0 € 14 = 15 = 1.

)
= ( )
( )
S13=1(1,0,1,0,0,0,1,1,1,0,1,0,1,0,1,0), quando z13 = x15 = 1 e 14 = x16 = 0.
( )
( )
( ), quando z13 = 716 = 1 € 114 = 715 = 0.

Si=1(1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,0,1,0,0, 1),
Note que, a quantidade minima de botdes que devem ser acionados para solucionar o

problema € 4 e a quantidade maxima 12:

S;=(0,1,1,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0)

1 2 3 4 1 21 3 4 1 2 3 4

sllell 78 ll—=1slo6ll7lsl=1516l7]|?3s
o fl1offraffr2f 2 {|o|ltoffaaffi2] 3 || o] tof11] 12
13|14 ([ 15] 16 1314 15| 16 131415 16

121314 1ff2] 3] 4
—Isllell7ll8ll—=1I5sef 7]s

8 [of[woffraffrz] 12 { ol 1o 1t1] 12
13 14 15]f 16 13 1415 16

S3 =(0,0,0,1,1,0,1,1,1,1,0,1,1,0,0,0)

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

sefl 78| =1s56] 7Il8I|l=151|6] 7I 8
o fl1ofl11 ) 12| 4 o (10| 11 12 5 9 (10][11] 12
1314 151 16 13114 151 16 1314 | 15| 16

13 || 14 ][ 15 || 16 13 || 14 || 15 || 16 13| 14 (| 15| 16
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10 9 |[10( 11|12 12 9 |[10| 11 ][ 12| 13 9 || 10 || 11 |f 12
13|14 || 15 || 16 13|14 || 15 ]| 16 13 ][ 14 || 15 || 16

Sy =(1,0,0,1,0,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1)

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

sHHell 718!l =1l 561 718 I|l=151|¢6]| 71| 8
9o lf1ofl1n]f12] ! 9 (10|11l 12]] 4 9 |10l 11 ][ 12
131 14 || 15 || 16 1314|151 16 13141 151 16

13 ([ 14 || 15 || 16 13 (| 14 (| 15 || 16 13 ][ 14 | 15 || 16

10 9 |[10 | 11 ][ 12| I 9 |[10 | 11 ][ 12| 12 9 || 10 |[ 11 || 12
13 (| 14 || 15 || 16 13 ][ 14 || 15 || 16 13 ] 14 || 15 || 16

13 9 |10 || 11 |[ 12 || 14 9 |10 (|11 |[ 12 | 15 9 || 10| 11 || 12
13| 14 || 1S || 16 13| 14 |[ 15 || 16 13 || 14 |[ 15 || 16

1|2 3] 4
— 5|6 7| 8
16 | 9 |10 11 ][ 12
1314 || 15 || 16

Por fim, vamos analisar o jogo Lights Out, que possui o formato de uma matriz quadrada

de ordem 5 e que dispde 22° = 33554432 configuracdes iniciais, visto que cada tecla possui dois
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., Css, que representam

estados. A principio, escrevemos uma matriz cujas colunas siao: C'y, Cy, ..

., 25.

respectivamente o acionamento dos botdes 1, 2. .

0O 0 0 0 O

0O 0 0 0 O

0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O

0O 0 0 0 O

0O 0 0 0 O

0 0 0 O

0O 0 0 0 O

0O 0 0 0 O

0O 0 0 0 O

0O 0 0 0 O

0O 0 0 0 O

1

0 0 0 O

0

0

1

0 0 0 O

0O 0 0 O

1

0
0

0
0

0O 0 0 0 O

0O 0 0 0 O

0O 0 0 O

1

0

0

1

0

0 0 0 O

0

0

0

0

0O 0 0 O

1

0
0

0
0

0 0 0 O

0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O

0

0 0 O

0

0O 0 0 0 O

0

0

0

0

0

0

0

1

0O 0 0 O

0

0

1

0 0 0 O

0O 0 0 0 O
0o 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
0o 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O

1

0 0 0 O
0o 0 0 0 O

0 0 0 0 O

0 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
0 0 0 0 O
0 0 0 0 O
0o 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
0 0 0 0 O

0 O

0

0

0

0O 0 0 0 O

Segundo Anderson e Feil (1998) a matriz acima pode ser escrita de uma forma reduzida:

9

I, O O O

R

I5

O O

R I

I5

R I, O
R I

O

O 0O I

R

O O 0O I

z

triz simétrica:

em que, [5 é a matriz identidade de ordem 5, O € a matriz 5 X 5 nulae R é a ma

0 0 O

1

1

1

0 0 O

Padrao semelhante ocorreu nos casos anteriores.

Posteriormente, verificamos que o determinante da matriz quadrada de ordem 25 € igual

Exemplificaremos ambas a

s

0es possiveis.

a zero. Novamente nos deparamos com duas situag

seguir.
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Se apenas as luzes dos botdes 2 e 5 estiverem acesas no jogo, ou seja, se a configuracao
inicial de luzes for: C' = (0,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0). Obser-
vando a matriz ampliada, depois de efetuados os cdlculos com as linhas da matriz, evidenciamos

lucdo para o problema neste primeiro

aso

1). Portanto, ndo h

Itima linha um absurdo (0 =

4

na pent

exemplo.

o o0 o0 o0 o0 0 0 0 0 0 O

1
0
0

(U
0

0

0O 0 0 O

o 0 0o 0 00 0 0 0 O

1

1
0
0 0 0 O

0

0o 0 0 0 0 0 0 0 O

0 0 0 0 0 0 0 O

1
0
0

1

0o 0 0 0 0 0 O

0o 0 0 0 1 0 0 O
0 0 0 0 0 1

0O 0 0 0 0 O

1
0
0

1
0
0

0

0

0 0 0 O

1

0o 0 0 0 0O 0 O

0O 0 0 0 O

0

0O 0 0 0 0 O

0 0 0 O
1
0 0 0 O

1

1

0

0
0

0

1

0O 0 0 0 00 0 0 O

1

0 0 O

0
0

0o 0 0 0 0O 0 0 O

0

1

0

0

1

0 0 0 O 1

1

o 0 0 0 0 0 0 0 0 O
o 0 o 0o 00 0 0 0 0 O

0
0

0

1

o o0 o 0 0 o0 o0 0 0 0 0 o0 o0

1

o 0 o 0o 000 0 0 0 0 O

0
0

1

0

1

o 0o o 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 O

1

0

o o0 0o o0 o0 o0 0 0 0 O 0 0o 0 O

1

0 0 0 O

1

0

0

o 0 o 0o 0 0 0 0 0 O o0 o 0o 0 0 O

(U

o 0o o 0o 00 0 0 0 0 0 o0

0 o0

0

1

o o0 o o 0 o0 o o0 o0 0 0 o0 o o o0 0 0 O

1

1

o o0 o o o0 0 o0 o0 o0 0 o0 0 o0 o0 0 0 0 0 0 o0

1 1

1

o o0 o o o0 o0 o0 o0 o0 0 o0 0 0 O0O0OO O O0O O0O 0 0 o0

o o0 o o o o0 o0 o0 o0 0 o0 0 0 O0O0OOOO0O O0O 0 00

(0,1,1,0,1,0,1,0,0,1,1,0,0,1,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0) e reali-

zando os procedimentos necessdrios, chegamos a seguinte matriz:

Agora, sendo C
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1

o 0 o 0 0 0 O 0O 0 0 0 o0 O

1

0

0 1
0 O

0
0 0 0 O

0

o o0 o0 o0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

1

o 0o o 0 00 0 0 0 0 0 O

1
1

o 0 0 0 0 0O 0 0 0 O

1
0
0

1
0 0 0 O

1

0o 0 0 0 0 0 O

0o 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1

0O 0 0 0 00 0 0 O

1
0
0

1
0
0

0

0o 0 0 0 0 0 0 0 O

0
0

1

0
0O 0 0 0 00 0 0 O

1

0o 0 0 0 0 O

0o 0 0 0 0 0 0 O

1

1
0O 0 0 O

0

0
0

1

o 0 0 0 0 0 0 0 0 O

0O 0 0 0 0 O

0o 0 0 0 0 0 0 O

0O 0 0 0 0 O

1

1

0

0 0

0

1

o 0 0o 0 00 0 0 0 0 O

0O 0 0 0 O

1 0 0

1

0O 0 0 O

0
0

1

0

1

o o o 0 0 o0 o0 0 0 0 0 o0 O

1

0
0

o o0 0o o0 0 0 0O O 0 0 0 O

0
0

1

o o0 o0 o0 0 o0 0 0 0 O 0 0 0 O
o o0 o 0 OO0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

0 0 0 O

1

1

0 0 0 O

1

o o o 0 060 0 0 0 0 0 0 0 0 O0 0 O

1

0
0

1

0
o o o o 000 O O 0 0 0 0 0 O0O0OO0O 0 O

1

o o0 o 0 0 0 0 0 0 O 0 o0 0 0 0 O

0
0

1

0
0

1

o o o o o0 o o o o0 o o o o0 o0 o0 o0 o0 o0 o0 o0 o

o o0 o o o0 o o o0 o0 0 0 o0 o o0 0 0 0 O

0

o o0 o o0 o0 o o o0 o0 o0 o0 o0 0 0 0 0 0 0 0 O

1 1

1

o o o o 00 060 0 060 OO0 0 0 0 0 0 0 o0 o0 0 o0 o0 o0°0O
o o0 o o o0 o0 o0 o0 o0 0 0 o0 o0 0O0O0OOOO0OO0O O0O 0 0 000

o o0 o o0 o0 o0 o0 o0 o0 o0 o0 0 00O O O0O 0O O0 0 0 o0

Note que a matriz acima possui duas linhas nulas, entdo a solugdo terd duas varidveis

(a5, Toa, 1+ Tog + Tas, Toa, L+ Tos, Tog +Tas, 0, Tog + Xa5, 0, Tog + Tas, Tag, 1 +

livres, logo S

Toa, 1, Loy, Tog, Tog + Ta5,0, Tog + To5, 0, Tag + Tas, Tas, Toa, Tog + Tas, Taa, Tas).

Abaixo estdo as quatro solucdes possiveis para esse exemplo.

(0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)
(1,0,0,0,0,1,0,1,0,1,0,1,1,0,0,1,0,1,0,1,1,0,1,0, 1)

0 5
1 S

0 S X
N Tos

To4

(0,1,0,1,1,1,0,1,0,1,1,0,1,1,1,1,0,1,0,1,0,1, 1,1, 0)
(1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,1,0,1,1,1,0,0,0,0,0,1,1,0,1, 1)

0 S
1 S

N\ Tas

Repare que a solu¢do S contém a menor quantidade de botdes que devem ser acionados

1/‘ Z25

Tog =

para solucionar o problema.

Sl2|s|lS
|22 S
o ||2IR]S
~|[2E( N
oll=|l2]S
¢3

Sl2s|lS
|22 S
o283
=~ |25
oll=|l2]S
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1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
6 7 8 9 10 6 7 8 9 10
—

11 || 12 || 13 (| 14 || 15 1 11112 |1 13 || 14 || 15
16 || 17 || 18 || 19 || 20 16 || 17 || 18 [ 19 || 20
21 |1 22 |1 23 || 24 || 25 21 |1 22 |1 23 || 24 || 25

1 2 3 4 5
6 7 8 9 | 10
11 ][ 12 || 13 ([ 14 || 15
16 | 17 ]| 18 || 19 || 20
21 ([ 22 ([ 23 || 24 || 25

13

Desse modo, o jogo Lights Out pode ou ndo ter solu¢do, dependendo da configuragao

inicial apresentada.

A seguir, disponibilizamos o link: <https://www.geogebra.org/m/rbwagfqj>, que contém
as versoes do jogo Lights Out no formato: 2 x 3, 3 x 3 e 4 x 4, elaboradas com o auxilio do
software Geogebra. Ao acessar o link e escolher o formato do jogo, € necessdrio clicar no botdo
sortear para iniciar o jogo. Apo6s clicar no botdo sortear, serd fornecida uma configuragdo inicial
de luzes acesas (vermelhas) e apagadas (pretas). Depois € s6 escolher os botdes, afim de que

todas as luzes sejam apagadas.

Na sequéncia, vamos expor uma outra estratégia para verificar se uma configuragcao

inicial do jogo possui ou ndo solucdo, sem utilizar a ideia de determinante.

7.7.1 ANALISE DA CONFIGURACAO INICIAL EM ALGUNS FORMA-
TOS DO JOGO.

Inicialmente, vamos partir da equacdo A - X = C, pois sabemos que uma configuragdo
inicial possui solugdo se a equacdo acima € satisfeita. Além disso, temos pelo teorema 6.34,
que um sistema A - X = C' € compativel (possui solu¢do) se, e somente se, C' estd no espago
coluna da matriz A. Também vimos que, como A é uma matriz simétrica, o espaco coluna de
A, Col(A), é igual ao complemento ortogonal do espago nulo de A, Null(A). Entdo, uma dada
configuracdo inicial C' é vidvel (possui solugdo) se, e somente se, C' for ortogonal aos vetores

que formam uma base para o espaco nulo da matriz A.

A partir dai, vamos descrever como é possivel verificar se uma dada configuracao inicial,
possui ou ndo solugdo, sem calcular o determinante da matriz A, para o jogo no formato 2 x 3,
4x4edxd.


https://www.geogebra.org/m/rbwagfqj
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De fato, ndo faremos a andlise para os casos 2 X 2 e 3 x 3, pois a dimensao do espago

nulo nestes casos € zero, e com isso todas as configuragdes iniciais sao vidveis.

Tomando como exemplo o jogo no formato 2 x 3, precisamos encontrar 0s vetores que

formam a base para o espago nulo da matriz

1 101 00
1 11010
A:OIIOOI
1 001 10
01 01 11
001 0 11

Tendo em vista que as operacdes elementares com as linhas de uma matriz ndo alteram o

seu espacgo nulo, temos que a matriz A é equivalente a seguinte matriz:

o O = O O =

S O O O O =
S O O O = o=
S O O = = O
S O O = O O
S O = = = O

Lembrando que as operagdes estdo sendo realizadas em Z,. Sendo assim, buscamos a solugao

do sistema: ) o _ o
1 1.0 1 0O 1 0
01 1 0 0 1 To 0
001011 z | |0
00010 1 | |0
0O 0 0 0 0 O Ts 0
0 00 0 0O | Tg 0

A solucdo do sistema é dada em func¢do das varidveis livres, que neste caso sdo z5 e xg,
S = (x5 + xg, T5, x5 + T6, Tg, Ts5, T ). Escrevendo a solucdo de outra forma, identificamos os

vetores que formam uma base para o espaco nulo:

T 1
) 1
T3 1
= T5 + T

Ty 0
1

0

Ts

—_— O = = O =

Te
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Note que, os vetores v; = e Uy = sdo ortogonais, ou seja, vy - v = 0, pois

—_ O = = O =

vV =2e2=0 mod 2.

Agora, para que uma configuragdo inicial seja vidvel, € preciso que o vetor que representa
a configuragdo inicial seja ortogonal aos vetores v; € vo. A seguir, vamos analisar algumas

configuracdes iniciais que ja foram mencionadas neste trabalho.

Se a configuragio inicial for C' = (1,1,0,0,1,0), temos que vo - C' = le vy - C' = 3, no
entanto, como 3 = 1 mod 2, podemos escrever C' - v; = 1. Logo, os vetores que formam a base
para o espago nulo ndo sdo ortogonais ao vetor com a configuracdo inicial C. Sendo assim, a

configuracio nao € viavel, isto é, ndo € possivel apagar todas as luzes da configuragcdo dada.

Por outro lado, se a configuragdo inicial for C' = (1,0,1,1,0, 1), temos que v; - C' = 2, ¢
vy - C' = 4, contudo, como estamos em Zs, 4 =0 mod 2,2 =0 mod 2, e, portanto, v, - C' = 0

e vo - C' = 0. Desta forma, a configuracdo € viavel, logo € possivel apagar todas as luzes.

A seguir, vamos analisar o jogo no formato 4 x 4. Semelhante ao que foi feito no caso
anterior, vamos encontrar uma base para o espago nulo da matriz formada pelas configuragdes

de acionamento dos botdes:

S O O O O = = O O O = O O O ©
S O = O O = = = O O = O O O O O
S = O O = = = O O = O O O O O O
-0 O O = = O O = O O O O O O ©
S O = = O O O = O O O O o O©o o ©
S = = = O O = O O O O O O ©o O©o O
—_— == O O = O O O O OO O o o o o
—_ . O O = O O O O O oo o o o o <o

S O O O O O O o O o = O OO = = o=
S O O O O O O o O =, O O = = = O
S O O O O O O O = O O O = = O O
S O O O O oo O = O O = = o o o =
S O O O O O O O = = = O O = O
S O O O O = O O = = = O O = O O
S O O O O O O = = O O = O O O

S O O O O O O O O oo oo = O O = =
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Escalonando a matriz A, obtemos uma matriz equivalente :

00 00 O0O0O

1
0 0
1
1

0 0
1

1
1

00 0 1 1
1

1

0
0

0 000 0O
1
0 0 O

1
1

0 0

1

0 000 0 0O0O0

1

1
1

0 0
1
0 0
1
0 0 00O

0 0 O

0 0 00O
1

0 0

0 0

1

0

00 00
1

0 0

1

1

0 0 O
1

0 0

0 0
1
1
1

1
0 0 0
1

1
1

0 0 O
1

0 0 0 O
0 000 00O

0
0

1

0

1

0 0

1

0 0 O

0 0
1

1

0 000 O0O0OO0OO 0O

0 000 0 O0O

0

1

0 0

1

0 000 0 O0OO0OO0OO0OTO0OTD O

0 0

0000 O0O0O0OO0OO0TO0

1

0 0 1

1

0O 0o o0 0 0O0OO0OOO0OO0OOUOO0OO0O®O OO0
0O 0o 0o00O0OOOOOOTOO0OO0OO0OT®O0
0O 000 0O0O0OO0OOOOOTOOO0OTO0OT® 0
0O 000 00OO0OOO0OO0OOOOO0O®O0OO®O

Entdo, podemos substituir a matriz A, pela matriz escalonada e resolver o sistema, afim

de encontarar uma base do espago nulo.

X2

xs3

T4

Ts

Te

X7

xs

T9

Z10

T11

Z12

x13

T14

Z15

0 000 0O00DO0

1

1 00
1
1
1
0 0 0
1
0 000 00O

1
1

1
1

0 0 0
0 0

1

0 0 0O

1

0

0 000 0O

1

0 0 1
1 00
1

1 00

0
0 0 O

0 00 0O

1
0 0
1

1
|

0 0 0O
1

0 0

1

1

0 0 O
1
1
0 0 O

0 0

1

0 00 0O

0 0O

1
1
1

0 0

1

0 000 O0O0O0O0ODPO0

0
0

0
1
0 0 0 1

1

0 0

1

0 000 0 0O

0 0

0 0

1

0 000 O0O0O0O O

0 0

1

0 000 0 O0OO0O0OO0OTO0
0 000 0 0O0OO0OTO0DO

1
1

0 0 1

1

0 000 O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OTO0OO0OTO0OO0OoO0
0O 0000 0OO0OOOOOOO0OO0OO0OO®O0
0O 0000 O0OO0OOOOOUOO0OO0OO0OO0
0 000O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OTO0OO0OTQO0OO0OoO0

1

1

0 0

Observe que, o sistema possui quatro varidveis livres, entdo a solucdo dada em fungao

(14 + 215 + T16, T13 + 14 + T16, T13 + T15 + T16, L13 + T14 + T15, T13 +

das varidveis livres é S
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T15, T16, 13, L14 + T16, L13 + T14, 13 + T14 + T15, T14 + T15 + T16, T15 + T16, T13, T14, T15, £16),

ou ainda :

T
Z2
x3
Xy
Ts
Te
Z7

xrg

= 13 + T4 + x5 + Z16

Tg
T10
T11
T12
T13
T14

Z15

O O = O O = OO0 0 O =
O = O O ===k OO0 O O = O e

—_— O O O = OO = O OO = = -

O OO = OO O O e e = O

T16

Portanto, uma base para o espaco nulo é dada por:

[ e B e N = i e B s B S e I = S
—_— O O = = = OO OO OO = = em O =
—_— O OO == OO O =D O = e

O O O = OO O O == O

o
o

U1 V2 U3
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Além disso, vy, vy, v3, v4 formam uma base ortogonal, visto que vy - vo = v; - U3 =
Ul'U4:’02'113:UQ'U4:1)3'U4ZOCH'IZQ.

Analisando a configura¢do C' = (1,0,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0), percebemos que
ela ndo € vidvel, poisv, - C' =0,v5-C'=1,v3-C =1ewv,-C =1, ouseja, C ndo é ortogonal
a todos os vetores da base. Por outro lado, C' = (1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0, 1) é vidvel,
istoé,v; - C=vy-C=0v3-C=0v,-C=0.

Por fim, vamos trabalhar com o jogo no formato 5 x 5. De forma similar, escalonamos a

matriz A e obtemos a matriz equivalente G que se segue:

= eleoNolcBeololoReol ool ool e e e ool el el el el =l
O O O O O OO DO OO OO0 OO0 O —= O
= eloNol>"Nololoc ol ool el e e o oo Ro ool ==
O O O O O OO OO DD OO0 OO0 O —=0O o 0o
= eloNoloBeoloo el oN el Nele e e Ne ool ol S = =)
O O OO DD DD DO DD OO P OO0 O R, R, OO0 RO OOoOo
O O O O OO OO R OO0 ===, OO0OOoO~=,OOoOoOo oo o
= eleNol N =E-Rell i el ool el ool ool ol =)
O O O OO = OO0 = =, OO0, OO0 oo o oo
(=l el =R =Rl e lelelel el oo o oo ool =2 =)
O OO = = OO = = = 0O 00O, OO0 oo o oo
S O = = = O = = = 0000~ OO0 0O OO0 oo o oo
O O = OO = = = O 00 = O 000000 oo o oo
[= el =l e el el el e lo oo BRoBRo oo ol =2 e

O O O O O OO DD OO DO OO OO = OO0 O = =
O OO OO DD DO DD O OO OO OO RO OO -
O O O O O OO DD OO OO OO OO = OO0 O = = = 0O
O OO DO DO DD DD DO DO OO OO0, OO0 =~ OO
O O O O O OO DO DD DODDODO0OO = OO0 —==O0OO0oO0o
O O O DD DD DD DD DO OO OO O RF OO0 R, ~,OOOO
O O O O O OO DD DO O R, OO0 =M= =OO0O o —= O
O OO DD DD DD DD DO OO RF OO0 R, ~/,OOO OO
O O O O O DO DD R OO0 = mMFE=)OO0OOoO—=OoO oo
O O O O OO DD OO R, OO0 =M, OOODO=—=OOoO oo o
O O DD DD DD DD OO R, OO0 O R, P, P, OOO~,OOOoO o oo

Agora, resolvendo o sistema homogéneo GX = 0, percebemos que o sistema pos-
sui 23 equagdes e 25 incognitas, logo a solugcdo dada em funcdo das varidveis livres é: S =
(@25, Toa, Toa + Tos, Toa, Tas, Toa + o5, 0, Tog + 25, 0, Tog + Tas, Tou, Toa, 0, Tou, Tog, Tog + Ta3, 0,
Tog + Tos, 0, Tog + Tos, Tas, Tog, Tog + Tos, Tag, Tos). A partir dai, temos que uma base para o

espaco nulo da matriz A é dada por:
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oV

I
O =m0 O R m O m OO D = = O
—_ O = O = = O = O = O O O O O = O = O = = O = O =

Posto isso, e tomando as configuracdes ja citadas anteriormente, percebemos que a
configurag¢do C' = (0, 1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) ndo permite que
todos os botdes sejam apagados, independentemente da estratégia utilizada para solucionar o
problema. Isso € confirmado através dos seguintes produtos: v; - C' =1 e vy - C' = 1. Entretanto,
a configura¢do C' = (0,1,1,0,1,0,1,0,0,1,1,0,0,1,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0), possui solugdo.
Note que, neste caso v, - C' = 6e vy - C =4, porém 6 =0 mod 2e 4 = 0 mod 2, assim
v1-C=0ewvy-C=0.

De fato, como a dim(Null(A)) = 2, temos que a dim(Col(A)) = 25 — 2 = 23, isto &,
das 2% possiveis configuragdes, apenas um quarto (223) sdo viveis.

Na préxima se¢do, vamos mostrar como € possivel obter todas as solugdes de uma

configuracdo inicial vidvel.
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7.7.2 SOLUCOES DAS CONFIGURACOES INICIAIS VIAVEIS PARA AL-
GUNS FORMATOS DO JOGO.

Como j4 foi visto anteriormente, todas as configuracdes iniciais sdo vidveis quando o
jogo possui o formato 2 x 2 e 3 x 3. Além disso, para cada configuragdo inicial temos apenas
uma solugdo, para estes dois formatos de jogo.

Assim sendo, estamos interessados nos casos que apresentam mais de uma solugdo, ou
seja, nos jogos que possuem os seguintes formatos: 2 x 3, 4 x 4 e 5 X 5. Buscaremos uma
estratégia, que nos possibilite encontrar todas as solugdes para uma configuracao inicial do jogo
a partir de uma solucdo. Em outras palavras, se possuimos uma solucao para o jogo, utilizando-a

queremos obter as demais.

Vamos iniciar, analisando o jogo no formato 2 x 3. Na secdo anterior, vimos que
uma base do espaco nulo Null(A) era composta por dois vetores: v; = (1,1,1,0,1,0) e
vy = (1,0,1,1,0,1). A partir dai, podemos encontrar o subespaco gerado por v; € vs, OU seja,
Null(A) = {c1v1 + covg;¢q,¢0 € Zs}. Quando ¢; = ¢ = 0, temos Ov; + Ove = 0; quando
c1 = co = 1,temos lvy + lvg = v1 + v9; se ¢ = 1 e co = 0, obtemos vy e por fim, sec; =0 e
¢y = 1 obtemos vy. Assim, Null(A) = {0, vy, v, v1 + v2}.

Note que, se xg for uma solucdo para uma configuragao inicial vidvel C, as demais

solugdes serdo: xg + v1, Tg + V2 € Tg + v1 + V9, pelo Teorema 4.7.

Neste contexto, precisamos de uma solu¢do e dos vetores que compdem o subespago

Null(A), para obter todas as solu¢des de uma dada configuragdo inicial vidvel.
Assim, sendo C' = (1,0, 1, 1,0, 1) a configuragdo inicial vidvel do jogo no formato 2 x 3,

sabendo que xy = (1,0,1,0,0,0) é uma solucgdo do sistema AX = C e sendo Null(A) =

{0, vy, v9, v1 + v}, podemos encontrar as demais solugdes:
xo+v; = (1,0,1,0,0,0) + (1,1,1,0,1,0) = (0,1,0,0,1,0)

2o+ vs = (1,0,1,0,0,0) + (1,0,1,1,0,1) = (0,0,0,1,0,1)
2o+ v1 + v = (1,0,1,0,0,0) + (1,1,1,0,1,0) + (1,0,1,1,0,1) = (1,1,1,1,1,1).

Utilizando a mesma linha de raciocinio do caso 2 x 3, vamos analisar o jogo no formato
4x4.SejaB=1{(0,1,1,1,1,0,1,0,1,1,0,0,1,0,0,0),(1,1,0,1,0,0,0,1,1,1,1,0,0, 1,0,0),
(o (%
(1,0,1,1,1,0,0,0,0,1,1,1,0,0,1,0),(1,1,1,0,0,1,0,1,0,0,1,1,0,0,0, 1)} uma base do es-
(O V4
paco nulo da matriz A, entdo Null(A) = {0, vq, va, v3, Vg, V1 + Vo, V1 + V3, V1 + Vg, Uy + U3, Vg +

U4,U3—|—U4,U1 +U2 +U3,U1 +’U2 +U4,U2 +U3+U4,U1 +U3 +U4,Ul +U2 +U3+U4}.
De forma anéloga, se C' = (1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1) é uma configuracao
vidvel do jogo no formato 4 x 4 é xy = (0,1,1,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0) uma solugdo do

sistema, podemos determinar as demais solu¢des da seguinte forma:
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x4+ v, = (0,0,0,1,1,0,1,1,1,1,0,1,1,0,0,0)
xo + vy = (1,0,1,1,0,0,0,0,1,1,1,1,0,1,0,0)
o+ vy =(1,1,0,1,1,0,0,1,0,1,1,0,0,0,1,0)
zo + vy = (1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1)
To + V1 + Uy 1,1,0,0,1,0,1,0,0,0,1,1,1,1,0,0
To + V1 + U3 1,0,1,0,0,0,1,1,1,0,1,0,1,0,1,0
To+ U1+ U4

2o + v2 + v3 = (0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,1,1,0

( )
( )
(1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,0,1,0,0, 1)
( )
xo+ vy +v4 =(0,1,0,1,0,1,0,1,1,1,0,0,0,1,0,1)
xo+ v+ vy =(0,0,1,1,1,1,0,0,0,1,0,1,0,0,1,1
xo+ vy +v9 +v3=(0,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,1,1,0
Ty + V1 + VU2 + Uy

)

0,0,1,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,1,0,1)

To + Vo + U3 + vy )
)

(
(1,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,1
o+ v +v3+vg =(0,1,0,0,0,1,1,0,1,0,0,1,1,0,1,1
xo+ vy + vy +v3+ vy =(1,0,0,1,0,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,1).

Para finalizar, vamos identificar todas as solu¢des para uma configuragdo inicial vidvel
do jogo, no formato 5 x 5. Sabemos de antemao, que os vetores a seguir formam uma base para o
espaco nulo da matriz A: v; = (0,1,1,1,0,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1,1,0,1,0,1,0,1,1,1,0), v9 =
(1,0,1,0,1,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,1,0,1,0, 1). Com isso, temos que Null(A) =

{0, v1,v9,v1 + v2} € que cada configuragdo vidvel possui quatro solugdes: x, o + v1, T +

Vg, Lo + U1 + Va.

Dessa forma, sendo C' = (0,1,1,0,1,0,1,0,0,1,1,0,0,1,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0)
uma configuragdo inicial e zro = (0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0)

uma solu¢@o, vamos determinar as outras trés solucdes para essa configuracao:

zo+ v = (0,1,0,1,1,1,0,1,0,1,1,0,1,1,1,1,0,1,0,1,0,1,1,1,0)

2o+ vy = (1,0,0,0,0,1,0,1,0,1,0,1,1,0,0,1,0,1,0,1,1,0,1,0,1)
2o+ v + v = (1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,1,0,1,1,1,0,0,0,0,0,1,1,0,1, 1).

Essa estratégia se estende a jogos em outros formatos, desde que a configuragdo inicial

seja viavel.
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8 APLICACAO PARA O ENSINO MEDIO

Neste capitulo, sugerimos uma forma de abordar multiplicacdo com matrizes e resolucao
de sistemas lineares no ensino médio, baseada no trabalho de Rangel (2011), utilizando como

metodologia de ensino a modelagem matematica.

Segundo as Diretrizes Curriculares da Educagao Bésica:

A modelagem matemdtica tem como pressuposto a problematizacao de situ-
acdes do cotidiano. Ao mesmo tempo em que propde a valorizagdo do aluno
no contexto social, procura levantar problemas que sugerem questionamentos
sobre situacdes de vida. (PARANA, 2008)

Nesse sentido, o estudante € o ator principal no processo de construcdo de sua apren-
dizagem, visto que, o professor atua como orientador do processo, auxiliando os alunos na
organizacao das informagdes, na elaboracao de hipdteses, na busca de respostas para o problema,
afirma Costa (2016).

Pensando nisso e lendo alguns trabalhos que envolvem modelagem matematica voltada
para o Ensino Médio, optamos por trabalhar com o tema: Indice de Massa Corpérea (IMC).

Assim, dividimos o estudo desse topico em quatro etapas, que descreveremos a seguir.

Na primeira etapa, a ideia € trabalhar com o conceito e com a funcao do IMC. De fato,
queremos que o estudante compreenda que o IMC € um parametro utilizado pela Organizagao

Mundial de Satde para identificar o peso ideal de cada individuo e que esse indice € dado por
Peso(k
meio do célculo: IMC' = eso(ky) > (divide-se o peso do individuo pela sua altura elevada ao

Altura(m)
quadrado). Sendo que, os resultados sdo classificados da seguinte forma:

Figura 7 — Indice de Massa Corpérea (IMC)

Resultado Situacio
Abaixo de 17 Muito abaixo do peso
Entre 17 ¢ 18,45 Abaixo do peso
Entre 18,50 € 24,99 | Peso normal
Entre 25 e 29,99 Acima do peso
Entre 30 e 34,99 Obesidade |
Entre 35 & 39,99 Obesidade |l (severa)
Acima de 40 Obesidade Il (marbida)

(WIKIPEDIA, 2020)
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Ainda nessa etapa, cada aluno ir4 calcular seu Indice de Massa Corpérea e ird enquadrar
o resultado de acordo com a classificagdo mencionada acima. Nosso objetivo aqui, ndo é
meramente fazer o estudante calcular o IMC ou verificar se o aluno sabe realizar potenciacao e
posteriormente divisdo com nimeros racionais e sim chamar atencao para a grandeza peso, que
pode sofrer alteracdes a fim de se alcancar uma classificacdo diferente da obtida. Se por exemplo,
a classificagdo obtida for obesidade I, qual das grandezas (peso ou altura) pode ser alterada para
que o indice desejado seja o normal? Além disso, queremos mostrar que habitos alimentares

sauddveis e uma rotina de atividades fisicas contribuem para uma melhor qualidade de vida.

Ja na etapa seguinte, queremos discutir e abordar hébitos alimentares e fatores relaciona-
dos a perda e ganho de massa, com o intuito de orientar e incentivar os estudantes, principalmente
0s que estdo nas quatro ultimas situacdes (acima do peso, obesidade I, obesidade II e obesidade
III) e nas duas primeiras (muito abaixo do peso e abaixo do peso), a mudar seus habitos alimen-
tares e estimuld-los a praticar exercicios fisicos. Queremos frisar também, que se o objetivo de
qualquer pessoa € perder massa, ela necessita do acompanhamento de um nutricionista, visto que,
um profissional especializado indicard uma dieta apropriada e possivelmente alguma atividade
fisica de acordo com o condicionamento fisico do individuo. Sendo assim, nessa etapa, os alunos

irdo pesquisar e responder as perguntas que se seguem:
1) De quantas calorias vocé precisa por dia?
2) Quais nutrientes precisam ser ingeridos diariamente?

3) Qual é a quantidade, aproximadamente, de cada nutriente que deve ser ingerida

diariamente?
4) Em quais alimentos encontramos esses nutrientes?
5) Quais fatores influenciam na queima de calorias ?
6) Quantas calorias precisam ser queimadas para se perder 1 kg de gordura?
7) Voce pratica alguma atividade fisica? Quantas vezes por semana?
8) Quais os beneficios da atividade fisica para a saide?

9) Pesquise quantas calorias sdo queimadas durante a realiza¢do de alguns exercicios

fisicos (0s que vocé mais gosta e/ou os que vocé pratica).

Acessando o site:<https://www.calculator.net/calorie-calculator.html> e digitando alguns
dados tais como: idade, género, altura, peso e nivel de atividade fisica que pratica (se praticar), é
possivel obter uma estimativa de quantas calorias vocé precisa ingerir com base no seu objetivo

(engordar, manter ou emagrecer).

ApOs a pesquisa e o debate das questdes em sala, vamos para a terceira etapa. Nesta etapa,
os alunos serdo divididos em grupos com até 5 alunos. E cada grupo receberd um problema, por

meio de sorteio. Os problemas tem o mesmo objetivo, porém, envolvem situagdes diferentes. A


https://www.calculator.net/calorie-calculator.html
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seguir apresentamos dois exemplos:

Problema 1: Marcos tem 1,75 m de altura e pesa 80 kg. Determine o IMC de Marcos,
e em seguida, elabore um programa de exercicios fisicos para que ele consiga chegar ao peso
normal (com o IMC entre 18,50 e 24,99), sendo que ele pretende perder de 0,5 a 1 quilo por
semana, praticando exercicios fisicos. De acordo com o programa elaborado, depois de quanto

tempo Marcos chegard ao seu peso normal?

Problema 2: Ana tem 1,50 m de altura e pesa 69 kg. Determine o IMC de Ana, e em
seguida, elabore um programa de exercicios fisicos para que Ana consiga chegar ao peso normal
(com o IMC entre 18,50 e 24,99), sendo que ela pretende perder de 0,5 a 1 quilo por semana,
praticando exercicios fisicos. De acordo com o programa elaborado, depois de quanto tempo

Ana chegard ao seu peso normal?

Note que, inicialmente os grupos terdo que calcular o IMC de cada pessoa ficticia, e
além disso, analisar qual seria o peso ideal de acordo com as classificacdes, para saber quantos
quilos cada um precisa perder no minimo. Estamos partindo do pressuposto que as pessoas
ficticias irdo consumir a mesma quantidade de calorias diarias. Perceba também, que entre os

itens pesquisados (na etapa 2) alguns serdo uteis agora.

Vamos exemplificar o problema nimero 1. Calculando o IMC de Marcos o grupo

80
percebera que ele estd acima do peso, pois: IMC= 1752 ~ 26,12. Em seguida, como €
necessdrio saber quantos quilogramas Marcos precisa pérder para chegar ao peso normal, uma
kg

possibilidade € realizar o seguinte cdlculo: 24,99 = ~ 76, 53. Portanto, se Marcos quer

1,752
chegar a 76 quilogramas (peso normal) ele precisa perder 4 quilogramas com o programa de

atividade fisicas que serd elaborado pelo grupo.

Posto isto, o grupo precisa pensar em quais exercicios € o tempo de duracao de cada
um deles, lembrando que ao final de cada semana a pessoa ficticia do problema pode perder
no maximo um quilograma. Esta € a parte mais complicada, porque a quantidade de calorias
queimadas por exercicio depende da intensidade e duragdo dos exercicios, do peso e da idade da

pessoa. Sem contar, que em alguns casos até o género € levado em consideracao nesses cdlculos.

Neste sentido, ha um site (<https://www.yazio.com/pt/calculadora-gasto-calorico>) que
calcula o gasto caldrico de algumas atividades fisicas, a partir do preenchimento de alguns dados.
Sendo assim, optamos por fornecer um quadro atualizado para cada equipe, a partir dos dados

obtidos em cada semana. Por exemplo, para o grupo que estd com o problema 1, o quadro seria:


https://www.yazio.com/pt/calculadora-gasto-calorico
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Quadro 5 — Gasto caldrico por atividade fisica para um individuo com 80 kg

’ Peso | Atividade Fisica ‘
80kg | Corrida (1 hora) | Natagdo (1 hora) | Ciclismo (1 hora)
776 kcal 423 kcal 282 kcal

Fonte: a autora

Em posse dessas informagdes, o grupo de alunos elaboraria um quadro com o dia da

semana e o tempo de realizac@o de cada atividade, como a que se segue:

Quadro 6 — Programa de atividades fisicas da primeira semana

Dia Corrida (horas dia) | Natacdo (horas dia) | Ciclismo (horas dia)
Terca-feira 1 1 0,5
Quinta-feira 1,5 0 0,5
Sabado 1 1 1

Fonte: a autora

Nesta etapa € possivel representar/substituir os quadros por matrizes, onde cada infor-
macado do quadro corresponde a um elemento da matriz. Como ha dois quadros, iremos obter

duas matrizes. Além disso, multiplicando as matrizes, encontramos a quantidade de calorias

eliminadas em uma semana com o programa de atividades fisicas.

I 1 05 776 1340
L5 0 05 423 | = | 1305
I 1 1 282 1481

Assim, concluimos que na terca-feira ele gastou 1340 kcal, na quinta-feira 1305 kcal e

no sabado 1481 kcal. Logo, ele perdeu 4126 kcal nesta primeira semana.

Na sequéncia, € necessdrio determinar a quantidade (kg) de gordura perdida. Através da

pesquisa (etapa 2) e utilizando regra de trés simples, montamos a seguinte propor¢ao:

Gordura (kg) | Calorias (Kcal)
1 7700
X 4126

Como as grandezas sdo diretamente proporcionais, temos que, com o programa de

exercicios fisicos foi possivel perder na semana =z ~ 0, 54kg.

Na sequéncia, sera fornecida um quadro atualizado (por meio do site j4 mencionado)

com a quantidade de calorias eliminadas durante uma hora de cada exercicio, quando o peso

passa a ser aproximadamente 79,5 kg.
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Quadro 7 — Gasto caldrico por atividade fisica para um individuo com 79,5 kg

’ Peso | Atividade Fisica ‘
79,5 kg | Corrida (1 hora) | Natacao (1 hora) | Ciclismo (1 hora)
773 kcal 422 kcal 281 kcal

Fonte: a autora

Nesse sentido, o grupo pode mudar e aumentar a quantidade de dias, assim como, alterar

a quantidade de horas por dia de cada atividade:

Quadro 8 — Programa de atividades fisicas da segunda semana

Dia Corrida (horas/dia) | Natacao (horas/dia) | Ciclismo (horas/dia)
Segunda-feira 0 1 2
Quarta-feira 2 0 1
Sexta-feira 1,5 0 1,5
Sabado 0 1 1

Fonte: a autora

Entdo, a quantidade de calorias que serd eliminada na segunda semana, pode ser calculada

por meio da multiplicacdo das matrizes:

0O 1 2 984
773
2 0 1827
422 | =
5 0 1,5 1581
281
0o 1 1 703

Logo, ao final da segunda semana Marcos tera perdido 5095 kcal, ou seja, 0,66 kg. Seu
peso serd aproximadamente 78,8 kg. E a partir dai, serd construida um novo quadro com os

dados atualizados:

Quadro 9 — Gasto caldrico por atividade fisica para um individuo com 78,8 kg

’ Peso |

Atividade Fisica |

78.8kg

Corrida (1 hora)

Natacao (1 hora)

Ciclismo (1 hora)

770 kcal

420 kcal

280 kcal

Fonte: a autora

Desse modo, o grupo de alunos poderd elaborar um novo programa de exercicios para a
proéxima semana e assim sucessivamente até que o objetivo seja alcancado. Ressaltando que, as
atividades fisicas mencionadas no exemplo, bem como, o tempo de realizacdo das atividades
que foram escolhidas pelas equipes para solucionar o problema, ndo devem ser aplicadas na

vida real, pois sabemos que diante de um objetivo como esse (perda de massa) é necessario o
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acompanhamento de um nutricionista e também de um personal ou profissional de educagao

fisica especializado, para indicar e acompanhar a realizacao das atividades fisicas.

Por fim, na dltima etapa, baseado e inspirado no trabalho de Rangel (2011), vamos
trabalhar com sistemas lineares. Utilizando o programa elaborado pelo grupo e fixando a
quantidade de calorias que se pretende perder a cada dia da semana, queremos descobrir a

quantidade de calorias gastas por hora em cada modalidade (a partir de alguns dados).

Por exemplo, denominando por A a matriz que representa o programa, de B a matriz
que indica a quantidade de calorias gastas por hora em cada modalidade (onde os elementos sdo
desconhecidos e indicados por X,y e z) e de C' a matriz que contém a quantidade de calorias que

se pretende perder durante cada dia da semana, podemos escrever:

A-B=C

1 1 05 o 1260,5
15 0 05 |.]y|=] 12275
11 1 P 1393

Ou ainda, na forma de sistema:

r+y+0,52 =1260,5
1,52 4+ 0,5z = 1227,5
r+y+2z=1393

Resolvendo o sistema, chegamos a S = (730, 398, 265), isto é, a quantidade de calorias
eliminadas ao correr uma hora € 730 kcal, a quantidade perdida ao nadar uma hora € 398 kcal e a
quantidade eliminada durante uma hora de ciclismo € 265 kcal (valores correspondentes a uma

pessoa com 70 kg).

Enfim, esse tema possibilita também um trabalho interdisciplinar, dado que, os tépicos

expostos acima sao abordados em outras disciplinas tais como: educacao fisica e biologia.
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9 CONCLUSAO

Com o presente trabalho, foi possivel conhecer importantes aplicagdes envolvendo
tépicos de Algebra Linear. Entre as aplicacdes, algumas podem ser trabalhadas com os estudantes
do Ensino Médio, pois envolvem assuntos tratados nesse segmento, tais como: matrizes €
sistemas lineares. Ja outras, podem ser abordadas no Ensino Superior, uma vez que, utilizam
conceitos vistos, normalmente, na disciplina de Algebra Linear, como por exemplo: espago
vetorial, subespaco vetorial, base, dimensao, entre outros. Além disso, verificamos que é possivel
resolver problemas relacionados a outras dreas do conhecimento, neste caso a quimica, utilizando

conceitos de Algebra Linear.

Ao analisarmos as aplicacdes, uma nos chamou a atengdo, devido ao fato de estar
relacionada a um jogo conhecido como Lights Out. Buscando compreender o funcionamento
do jogo e percebendo um certo padrdo durante o acionamento dos botdes, constatamos que
era possivel representar por meio de vetores o que ocorria com o botdo que era selecionado e
com os demais botdes que faziam parte da "vizinhanga"do botao que foi acionado. Em outras
palavras, descrevemos o funcionamento do jogo utilizando linguagem matemadtica. Nesse sentido,
utilizamos tépicos de Algebra Linear para verificar se uma dada configuracio inicial do jogo,
possuia ou ndo solucdo, e para encontrar as solugdes, quando a configuracdo inicial permitia, ou
seja, era vidvel. Sem contar que, a partir de uma solugdo do jogo foi possivel obter as demais.
Além de que, trabalhamos com o jogo em outros formatos, diferentes do original que é composto

por 25 botdes.

De fato, o jogo mencionado acima € um 6timo exemplo de aplicacdo para o Ensino
Superior, pois desperta o interesse e a curiosidade dos estudantes, que buscam formas de

solucionar o jogo de forma &gil.

Tendo em vista que, problemas contextualizados e relacionados ao cotidiano do individuo
tendem a despertar um interesse maior, sugerimos neste trabalho uma atividade voltada para
os alunos do Ensino Médio, que envolve multiplicacdo de matrizes e sistemas lineares. Essa
atividade permite que os estudantes pesquisem, discutam, modelem o problema e busquem

solugdes.

Esperamos que as aplicagOes abordadas neste trabalho sirvam de exemplo e possam
ser utilizadas em sala de aula, como uma forma de contextualizar o ensino de alguns tépicos
de Algebra Linear. Esperamos também, inspirar novos trabalhos voltados para a modelagem

matematica de jogos.
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