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Resumo

A Programacao Linear deu a humanidade a capacidade de estabelecer objetivos
gerais e tracar um caminho de decisoes detalhadas a serem tomadas, a fim de alcancar
melhor seus objetivos quando confrontados com situagoes praticas possibilitando novas
maneiras de formular problemas do mundo real. O objetivo geral desse estudo foi
apresentar um estudo de caso de uma aplicacao da programacao linear usando mais
de duas variaveis. Foi realizado uma pesquisa bibliografica e um estudo de caso e os
dados foram interpretados pelo método descritivo. Concluimos que existem algumas
virtudes em relacao a programas lineares comparados com os nao-lineares serem mais
faceis de definir e formular; eles permitem trabalhar eficientemente com mais niimero
de variaveis de decisao e estao melhores adaptados ao tratamento algoritmico com
computadores, aproveitando a velocidade de célculo. Sobre a sequéncia didatica para
o Ensino Médio, ressalta-se que foi criado um passo a passo onde o aluno constréi
a resolucao do problema envolvendo duas varidveis. Observou-se que a importancia
do planejamento por meio de sequéncias didaticas implica em um desafio e em um
compromisso sustentado por uma responsabilidade significativa e pela complexidade
das resolucoes apropriadas para organizar as situacoes de ensino e favorecer os processos

de aprendizagem.

Palavras-chave

Programacao Linear. Método Simplex. Sequéncia didatica. Matematica.
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Abstract

Linear Programming has given mankind the ability to establish general objectives
and to outline a path of detailed decisions to be taken, in order to better achieve
its objectives when faced with practical situations enabling new ways of formulating
real-world problems. The general objective of this study was to present a case study
of an application of Linear Programming using more than two variables. Regarding
the methodology, a bibliographic research and a case study were carried out and the
data were interpreted by the descriptive method. It is concluded that some virtues of
linear programs compared with non-linear programs are that they are easier to define
and formulate, they allow to work efficiently with more variables of decision and better
adapted to the algorithmic treatment with computers, taking advantage in the calcu-
lation speed. Regarding the didactic sequence for high school (HS), it is emphasized
that a step by step was created where the student builds the problem resolution invol-
ving two variables. It was observed that the importance of planning through didactic
sequences implies a challenge and a commitment sustained by significant responsibility
and the complexity of the appropriate resolutions to organize teaching situations and

favor learning processes.

Keywords

Linear Programming. Simplex Method. Following teaching. Mathematics.
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Introducao

Consideramos a Programacao Linear como parte de um grande desenvolvimento revo-

lucionario que deu a humanidade a capacidade de estabelecer objetivos gerais e tracar
um caminho de decisoes detalhadas que sao tomadas, a fim de alcangar melhor seus
objetivos quando confrontados com situacoes praticas, possibilitando novas maneiras
de formular problemas do mundo real em termos mateméticos detalhados (modelos),
técnicas para resolver os modelos (algoritmos) e mecanismos para executar as etapas
dos algoritmos (computadores e softwares), segundo Hillier e Lieberman [5].

Observamos que muitos alunos possuem dificuldades na aprendizagem dos sistemas
de equacoes e no desenvolvimento do pensamento aritmético e algébrico e que entre as
causas dessa dificuldade estd a complexidade dos elementos basicos que sao utilizados
na aquisicao dos objetos de sistemas de equagoes lineares.

Anton e Rorres, em [1], relatam que a Programagao Linear é um método matemético
particular, que tem por objetivo o alcance do melhor resultado de um modelo fornecido
por uma lista de requisitos que sao representadas por relacionamentos lineares. De
acordo com essas informagoes, esta dissertagao visa a apresentacao de metodologias que
facilitem o aprendizado de objetos mateméaticos e em especial as equagoes lineares e o
seu conjunto de solugoes, juntamente com uma sequéncia de situacoes que influenciam
no uso de diferentes registros de representacao semiotica.

Logo, temos como objetivo a apresentagao de um estudo de caso em que a aplicagao
da Programacao Linear é usada com mais de duas variaveis e com objetivos especificos,
tais como: Conceituar sistemas lineares e matrizes, espaco vetorial e conjunto convexo;
descrever a Programacao Linear e peculiaridades do método geométrico, método sim-
plex e método duas fases; verificar as estratégias para a aplicagdo de uma sequéncia
didatica no Ensino Médio.

Explicaremos o passo a passo da Programacao Didatica Linear e a resolugao de
todos os tipos de problemas lineares. Dentro desse contexto, esse estudo é justificavel,
pois visa mostrar como podemos ajudar aos alunos de Ensino Médio no enfrentamento
de situagoes problematicas com a utilizacdo do conhecimento matematico que permiti
um processo de producao de conhecimento que tenha certa analogia com a tarefa
matematica.

Apresentaremos uma investigagdo sobre Programacao Linear que almeja mostrar
como a sua utilizacdo pode apresentar aos alunos um modo particular de pensar, fazer

e produzir conhecimento mateméatico. Através das seguintes problematicas: Como a
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utilizagdo da Programacao Linear podera ajudar no desenvolvimento do conhecimento
matematico no Ensino Médio e onde poderemos aplica-la?

Responderemos esse questionamento através de uma investigacao sobre a utilizagao
da Programacao Linear e a criacao de representagoes semidticas que nos ajudam na
aprendizagem e na resolugao de situacoes matemaéaticas, das quais propomos um en-
sino de qualidade que facilite o aprendizado do aluno quanto a utilizacdo de equagoes
lineares, e que tenham influéncia no comportamento matematico e cognitivo no que
diz respeito ao trabalho do aluno para a promocao do aprendizado fazendo com que o
tratamento juntamente com a passagem entre representacoes lineares, registraremos o
eixo que as atividades serao propostas.

Para o desenvolvimento dessa dissertagao, apresentaremos uma pesquisa bibliogra-
fica e um estudo de caso, cujos dados serao interpretados pelo método descritivo. Da
qual, a estrutura do trabalho encontra-se dividida da seguinte forma:

A introducdo com a apresentacao do objetivo, do problema, da justificativa e da
metodologia. No capitulo 1, apresentaremos o desenvolvimento tedrico com a apre-
sentacao de conceitos basicos, como: sistemas lineares e matrizes, espago vetorial e
conjunto convexo.

No capitulo 2, apresentaremos uma descri¢do sobre a Programacao Linear em que
mostraremos as peculiaridades do método geométrico, do método simplex e do método
duas fases. Ja no capitulo 3, descreveremos as estratégias para a aplicacdo de uma
sequéncia didatica no Ensino Médio.

E no capitulo 4 relataremos o estudo de caso feito em uma academia de ginéstica
com o objetivo de maximizar a receita anual levando em consideracao algumas res-
trigoes e exporemos uma planilha personalizada para aplicagao em situagao similar.

Finalmente no capitulo 5, apresentaremos as consideracoes finais.
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1 Conceitos Basicos

O intuito desse capitulo é trabalhar conceitos que segundo Boldrini [2], Hefez e Fer-
nandez [4] e, Lipchutz e Lipson [7] fundamentarao o desdobramento das técnicas que

serdao estudadas em Programacao Linear.

1.1 Sistemas de Equacoes Lineares e Matrizes

Definicao 1. Uma equagdo linear nas incognitas xy, xa, ..., T, € uma equagdo que pode

ser escrita na sequinte forma padrdo:
a1x1 + aoxy + azxs + ... + a,r, = b

em que aq,as,as, ..., a, € b sado constantes reais. Exprimimos que a constante a, é o
coeficiente de x e b é o termo constante da equacao. O conjunto de todas as solugdes

de uma equacao linear é chamado seu conjunto solucao ou solucao geral da equacao.

Definicao 2. Um sistema de equacoes lineares € uma lista de equagoes com as mesmas
incognitas. Em particular, um sistema linear de m equagoes Ly, Ls, ..., L, e n incognitas

X1, T, ..., T, € um conjunto de equagoes do tipo:

1171 + a19%2 + a13T3 + ... + a1,T, = by

a91T1 + 99T + 9373 + ...+ Aon Ly = bg

Am1T1 + Am2T2 + Gp3T3 + ..o + QppTy = bm

com a;;,1 << m,1 < j <n, nimeros reais.
Uma solugao desse sistema é uma n-upla de ntimeros (z1, xs, ..., £, ) que satisfacam
simultaneamente estas m equacgoes. Além disso, dois sistemas sao ditos equivalentes se,

e somente se, toda solucao de qualquer um dos sistemas também é solucao do outro.
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O sistema geral de m equagoes lineares com n incognitas é equivalente a equagao

matricial:
13 A2 - Aip X by
21 Q22 -+ Q2p X2 )
. = ou AX =B
Am1 Am2 *°° Amn Tp bm

onde, A = <aij), ¢ a matriz dos coeficientes, X = <x]> ¢ a matriz das incognitas e

B = (bz) é a matriz dos termos independentes.

Além das matrizes acima, é possivel representar o sistema usando a matriz ampli-

ada:
ayy G2 o Q| by
a1 Q@ - Qo | by
Am1 Am2 - Qmnp bm

onde cada linha dessa matriz é simplesmente uma representacao abreviada da equacgao

do sistema.

1.1.1 Operacgoes elementares com as linhas

Encontrar a solugdo de um dado sistema de equagoes lineares, consiste no uso de
trés operagoes elementares nas linhas de uma determinada matriz que nao alteram seu
conjunto solugdo e que transforma o dado sistema num sistema equivalente de solugao
mais simples. Essas operagoes sao:

e (Troca da Ordem de Linhas) Trocar de posi¢ao as linhas L; e L;, com i # j. Que
pode ser denotado por (L; — L;).

e (Multiplicacdo de Linha por Escalar) Substituir a linha L; por um multiplo nao
nulo kL; da linha L;, denotada por (L; — kL;).

e (Soma de Linhas) Substituir a linha L; pela soma de um multiplo kL; de uma

linha L; com a prépria linha L; com ¢ # j, denotado por (L; — L; + kL;).
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Ademais, se A e B sdo matrizes m x n, falamos que uma matriz A é equivalente
por linhas a uma matriz B, se B puder ser obtida a partir de A por uma sequéncia de

operagoes elementares com as linhas. Denotada por (A ~ B).

1.1.2 Matriz Escalonada

Sistemas lineares grandes requerem técnicas especiais para facilitar a resolugao. Um
procedimento é transformar uma matriz ampliada associada a um dado sistema de

equagoes lineares a forma escalonada.
Definicao 3. Uma matriz m X n € dita linha reduzida a forma escalonada se:

a) O primeiro elemento nao nulo de uma linha nao nula é igual a 1;

b) Cada coluna que contém o primeiro elemento nao nulo de alguma linha tem todos
os seus outros elementos iguais a zero;

c¢) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas nao nulas;

d) Se as linhas 1, ...,r sdo as linhas ndo nula, e o primeiro elemento nao nulo da linha

t ocorre na coluna k;, entao k1 < kg < --- < k,

Exemplo 1. A matriz 3 x5 estd na forma escalonada pois satisfaz as condicoes acima.

01 -3 0 2
00 0 1 2
00 0 00

Um teorema importante para este trabalho é o que admite que toda matriz A,,«,
é linha equivalente a uma tnica matriz linha reduzida na forma escada. Na obra de
Hillier e Lieberman, em [5], encontrar - se a demonstracao desse teorema.

Outro assunto relevante que recorre das matrizes na forma escalonada é o conceito
de posto e nulidade de uma matriz. De modo geral, estes conceitos estao associados a

existéncia de equacoes nao nulas do sistema e seu respectivo nimero de solucoes:

Definicao 4. Dada uma matriz A, xn € seja By,xn sua matriz linha equivalente redu-
zida a forma escada, o posto de A, denotado por p, € o numero de linhas ndo nulas de

B. A nulidade de A € obtida pela diferenca entre nimero n e o posto p.
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Notemos que, para encontrar o posto de uma determinada matriz, necessitamos
encontrar sua matriz linha equivalente reduzida na forma escada e depois contar a
quantidade de linhas ndo nulas que essa matriz possui. E para encontrar a sua nulidade,

basta fazer a diferenca entre o nimero de colunas e seu posto.

1.1.3 Solucao do Sistema Linear

Considere um sistema linear (1) com m equagoes e n incognitas cujos coeficientes a;;
e termos independentes b; sdo nimeros reais (ou complexos). Esse sistema podera ter:
uma unica solugao, infinitas solugoes, ou nenhuma solugao.

Se tratando de um sistema com uma tnica solu¢ao, dizemos que o sistema é possivel
(compativel) e determinado. Quando o sistema possui infinitas solugoes, dizemos que
o sistema é possivel e indeterminado e; finalmente, quando nao tem solugao, o sistema
é dito impossivel.

Para verificar em qual desses trés casos um sistema qualquer se enquadra, é neces-
saria uma comparacao entre a quantidade variaveis n, o posto da matriz aumentada e
o posto da matriz de coeficientes do sistema, segundo os critérios:

i) Um sistema de m equagoes admite solugdo se, e somente se, o posto da matriz
ampliada é igual ao posto da matriz dos coeficientes;

ii) Se as duas matrizes tém o mesmo posto p e p = n, a solugao serd Unica;

iii) Se as duas matrizes tém o mesmo posto e p < n, entdo é possivel escolher n — p
incognitas, e as outras p incognitas serao dadas em funcao destas.

Vale destacar que nesta ultima situacao o nimero n — p é chamado de grau de

liberdade do sistema.

1.2 Espaco Vetorial

O interesse desta segdo ¢é apresentar conceitos que respaldam a caracterizacao de

conjunto convexo.

Definicao 5. Um espaco vetorial real é um conjunto V', nao vazio, munido de duas
operacoes: soma V XV 5 V., e multiplicagio por escalar, R x V.5V, tais que, para

quaisquer u,v,w € V e a, B € R sao satisfeitas as propriedades:

(i) (u+v)+w=u+ (v+w)
(i) u+v=v+u
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iii) 30 eV tal que u +0=u
iv) 3—u eV tal que u+ (—u) =0

(

(

(V) a(u+v) =au+ av
(vi) (a4 B)u = au+ Pu
(
(

Exemplo 2. O conjunto V = R3 é um espaco vetorial com as operagoes de adicio e
multiplicagdo por um escalar assim definidas:
(T1,91,21) + (22,92, 22) = (21 + T2, 41 + Y2, 21 + 22) € a (1, y1,21) = (azy, Y1, az)
com o € R.
De fato, sejam u = (x1,y1,21), v = (¥2,Y2, 22) € w = (x3,3, 23) vetores de R? e
a, € R. Temos:
i) (u+v) +w=[(21,y1,21) + (22, Y2, 22)] + (23, Y3, 23)
= (@1 4+ 22), (Y1 + v2) . (21 + 22)] + (3, ¥3, 23)
= [(z1 + z2) + x3, (1 + y2) + Y3, (21 + 22) + 23]
= [z1 4 (22 +23) ,y1 + (y2 + y3) , 21 + (22 + 23)]
= (21,1, 21) [(2 + T3, Y2 + Y3, 22 + 23)]
= (1,91, 21) [(T2, Y2, 22) + (23, Y3, 23)]
=u+ (v+ w)
i) u+v = (11,y1, 21) + (T2, Y2, 22)
= (21 + 22,1 + Y2, 21 + 22)
= (2 + 1,2 + Y1, 22 + 21)
= (wq, Y2, 22) + (21, Y1, 21)
=v+u
iii) 30 =(0,0,0) € V tal que u+ 0 = (x1,y1,21) + (0,0,0)
=(x1+ 0,91+ 0,2, +0)
= (z1,91,21)
=u
w) 3 —u=(—z1,—y1,—2) €V tal que u+ (u) = (z1,y1,21) + (=71, Y1, —21)
= ($1 —T1,Y1 —Y1,%1 — 21)
(0,0,0)
0
v) a(u+v) = al(r,yr,21) + (22, Yo, 20)]
= al(r1+22), (Y1 +42) . (21 + 20)]
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= |a(x1+22),a(y1 + y2), (21 + 22)]
= () + azy, ayy + ays, azy + azg)
= (a1, a1, z1) + (@2, Y2, 02)
= a(z1,y1,21) + a (T2, Y2, 22)
= au + av

vi) (a+ B)u = (o + B) (x1, 41, 21)
= [(a+ B) z1, (a+ B) y1, (a + ) z1]
= (axy + By, ayr + Byr, azy + Bz1)
= (axy, ayr, az1) + (Bxy, By, Bz1)
= a(z1,y1,21) + B (21,91, 21)
= au + fu

vii) (afB)v = (af) (z1,y1, 21)
= [(aB) 1, (aB) y1, () 2]
= [a (Bz1), a (Byr) y1, a (Bz1)]
= a[(Bz1), (Byr), (Bz1)]
= a B (z1,91,21)]
= a(pv)

vigi) lu =1 (21,41, 21)
= (121, ly;, 121)
= (z1,91,21)
=u

que mostra que todas as propriedades sao satisfeitas.

Os elementos de um espaco vetorial podem ser escritos nas formas de linha ou de

colunas e sao chamados de vetores.

1.2.1 Subespacgos Vetoriais

Definicao 6. Um subconjunto nao vazio W de um espago vetorial V é denominado
subespaco de 'V se W for um espago vetorial por si s6 com as operacoes de adicdo e

multiplicagcdo por um escalar definidas em V.

Teorema 1. Se W for um subconjunto de um ou mais vetores num espago vetorial V.,
entao W é um subespaco de V' se, e so se, as condigcoes sequintes forem vdlidas.
(a) Se u e v forem vetores em W, entdo u+ v estd em W.

(b) Se a for um escalar qualquer e u algum vetor de W, entao au esta em W.
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Demonstragcdo. Se W for um subespaco de V', entao todas as propriedades de espago
vetorial estao satisfeitos, inclusive as condigoes (a) e (b).

Reciprocamente, suponha que W possua as condigdes (a) e (b). Como as proprie-
dades (i), (v), (vi), (vii) e (viii) valem em W pois os vetores de W pertencem a V' ,que
é o espaco vetorial, precisamos somente verificar que os elementos de W possuem as
propriedades (iii) e (iv), Tome um elemento qualquer u € W, o que é possivel pois
W nao é vazio. Por (b), au € W, para todo @ € R. Tomando o = 0, segue-se que
Ou=0¢€ W. Faga o = —1. Segue que (—1)u = —u € W. Isto mostra que (iii) e (iv)
valem em W.

L]

Exemplo 3. Dado V =R* e W = {(0, 79,73, 24) ;2; € R}. Assim, W € o conjunto
de vetores do R*, cuja primeira coordenada é nula. Verifiquemos se as condigoes (a) e
(b) sao satisfeitas:

(a) Seja u = (0,29, 23,24) € v =(0,y2,y3,y4) € W.
Entao uw+v = (0,22 + Yo, T3 + Y3, T4 + ya) pertence a W, pois a primeira coordenada
¢ nula.

(b) au = (0,29, x3,24) = (0, xe, w3, axy) € W, pois a primeira coordenada é
nula para todo o € R

Portanto, de W é um subespaco de V.

1.2.2 Combinacgao linear de vetores

Definicao 7. Sejam V um espaco vetorial real, vy,vs,...,v, € V € ay,as,...,a, € R.

Entao o vetor :
UV = Q1V1 + G2VU3 + A3V3 + ... + ApUp

é um elemento de V denominado combinacao linear entre vy, vg, ..., Uy.

Exemplo 4. Dados os vetores (1,2,3),(2,3,7) e (3,5,7) do R3. Multiplicando-os por
2,4 e 7, respectivamente, e somando esses resultado obtemos: 2(1,2,3) +4(2,3,7) +
7(3,5,7) = (2,4,6) + (8,12,28) + (21,35,47) = (31,51,81), onde o vetor resultante

(31,51,81) € R? ¢ dito um combinagio linear entre os vetores iniciais.
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1.2.3 Subespagos Geradores

Definicao 8. Dizemos que o subespago de um espaco vetorial V que é formado por todas
as combinacoes lineares possiveis de vetores de um conjunto nao vazio W é chamado
subespaco gerado por W, e dizemos que os vetores em W geram esse subespaco. Se

W = {vy,vs,...,0,.}, denotamos o conjunto gerador de W por:
W=aG {'Ul, Vo, .oy UT}

Teorema 2. Seja W = G{vy,vy,...,v,.}, onde vy, vy, ...,v,. sdGo vetores de um espago
vetorial V. Valem as sequintes afirmacoes:

(a) W é um subespago de V;

(b) W é o menor subespago de V' contendo vy, vs, ..., v, no sentido de que qualquer

subespaco de V' que contém vy, v, ..., v, também contém W.

Demonstragio. (a): Tomemos o« € R e u,v € W. Entdo existem nimeros reais

ai, Ao, ...,a, € by, by, ..., b, tais que
U = a1v1, AV3, ..., AU, € U = byvy, bavs, ..., byv,

Portanto, v + av = (a1 + aby) vy + (as + aby)ve + - -+ + (a, + ab,) v, . Assim,
u + av é uma combinagao linear de vy, v, ..., v, e consequentemente pertence a W.
Pelo Teorema 1, W é um subespago de V.

(b): Cada vetor v; é uma combinagao linear de vy, vy, ..., v, , pois podemos escrever
v; = 0vg +0vg + -+ -+ 1v; + - - - + Ov, .

Isto mostra que o subespago W contém cada um dos vetores vq, vy, ...,v,. Seja W’
um subespaco qualquer de V' contendo vy, vs, ..., v,.. Pelo Teorema 1, esse subespaco

contém todas as combinacgoes lineares destes vetores. Assim, W c W". O]

Exemplo 5. O espago gerado pelo vetor v = (2,3,1) em R® € o conjunto W =

{a(2,3,1);a € R}, jd que uma combinagdo linear de v é um maltiplo escalar de v.

1.2.4 Base de um espaco vetorial

E corretamente plausivel utilizar um nimero finito de vetores de um espaco vetorial
V' para gerar o proprio espaco vetorial V. Esse conjunto ¢ nomeado uma base de V.

Para tal:
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Definicao 9. Sejam V' um espago vetorial, vy, vs, ...,v, € V e ay,as,...,a, € R. Dize-
mos que o conjunto {vy, vy, ...,v,} € Linearmente Independente (LI), ou que os vetores

V1, Vo, ..., Up SG0 LI, se a equagao:
a1v1 + a9V + azvs + ... + AU, = 0

implica em a; = as = ... = a, = 0. Caso contrério, existindo algum a; € {ay, as, ..., a,}
tal que a; # 0, o conjunto {vy, vy, ..., v, } é expressado Linearmente Dependente (LD),
ou que os vetores vy, vo, ..., U, sao LD.

Pode-se definir uma base de um espago vetorial V' como sendo:
Defini¢ao 10. Um conjunto de vetores {vy,vs,...,v,} € V tal que:

i) {vi,vq,...,v,} é LI,
i) G{vy,va,...,v,} = V.

Exemplo 6. O conjunto {vi,vo} = {(2,1),(3,0)} € uma base de V.= R*. De fato,
o conjunto {(2,1),(3,0)} € LI, pois para qualquer a,b € R, temos (0,0) = a(2,1) +
b(3,0) = (2a+3b,a) = a = b =0 Ainda, G{(2,1),(3,0)} = V wvisto que, quando

a=yeb= %Zy temos a combinacao linear

T — 2y

(z,y) =y (2,1) +

dos vetores (2,1) e (3,0) gerando um vetor (z,y) genérico do R?.

Portanto {vy,v2} € base de R?.

(3,0)

Um assunto significativo que recorre da base de um espaco vetorial é o conceito de

dimensao desse espaco.

Definicao 11. Qualquer base de um espago vetorial V tem sempre o mesmo niumero

de elementos. Este numero é chamado de dimensao de V' e denotado por dimV .
Exemplo 7. Uma base de um espago vetorial V no é dada por
R3 {(21,0,0),(0,21,0),(0,0,21)} para todo z; € R*.

Como essa base possui trés elementos, temos que dimV = 3.
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1.3 Transformacao Linear

Definicao 12. Sejam V e W dois espagos vetorias. Uma transformacao linear é uma

funcao de V-em W, F :V — W, que satisfaz as sequintes condicoes:

i) F (u+v)=F(u)+ F(v), quaisquer que sejam u e v em V'
ii) F (aw) = aF (v), quaisquer que sejam a« € Rewv € V

Exemplo 8. Seja F : R? - R e F(x,y) = z +y uma aplicacio F. Considere os

vetores u = (u1,us) e v = (vy,v9) com u,v € R* e « € R, temos:

i) F(u+v) = F((ur,uz) + (v1,v2)) = (ug +vi,u9 +v2) = up + vy + ug + vg =
Uy 4+ ug +v1 + v = F(u) + F (v)

i) F(au) = F ((a(ug,uz)) = F (ouy, aug) = aug, aus = a (ug,up) = oF (u), com
a€eR

Como as condigoes (i) e (ii) sao satisfeitas, segue que a fungao é uma transformacao

linear.

1.4 Conjunto Convexo

Segundo Boldrini, em [2], a programagao linear é uma técnica simples aplicada a
muitos problemas do cotidiano no caso especifico em que o interesse é maximizar ou
minimizar fun¢des lineares com restricoes dadas por desigualdade lineares, que sao

regides poliedrais convexas, que serao introduzida nesta secao.

Definigao 13. Um subconjunto A ndo vazio de um espago vetorial V' é uma variedade

linear de V' se existe um subespaco W de V' e um vetor vy de V', tal que:
A={veV;v=v+wparaw € W}

cuja anotacdo A = vy + w indica, a variedade linear. E possivel observar que se vy # 0
entdo A nao é um subespaco. Além disso, por dimensao de A entendemos a dimensao
de W.

Exemplo 9. Ezxemplos de variedade linear:
1) Uma reta que passa ou nao pela origem é uma variedade linear de dimensdo 1
do R2.

2) Um ponto do plano é uma variedade linear de dimensdo zero.
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3)Todo subespago vetorial é, em particular, uma variedade linear. Para ver, basta
fazer vg = 0.
4) Em todo sistema linear compativel, o seu conjunto solug¢do é uma variedade linear

de dimensao igual ao grau liberdade do sistema. Como podemos perceber no caso do

sistema
2r+y—22+1t=0
204+ 2y —42+42t=0
cuja solucao
S={(-y+2z+ty,z21)}

possui uma base dada pelo conjunto {(—1,1,0,0),(2,0,1,0),(1,0,0,1)}. Sendo assim,
a dimensao € igual a 3 e o grau de liberdade também igual a 3, pois possui 4 incognitas
e seu posto equivale a 1. Em particular, a variedade linear associada ao sistema linear

com uma equacdo linear é chamada hiperplano.

De modo geral, um hiperplano divide o espaco vetorial em que esta contido em dois
semi-espacos.

Exemplo 10. Considere o hiperplano em R? descrito pela equacio 2x+3y+32—2 =0

que divide R® em dois semi-espacos vetoriais, como pode ser visto abaizo

Figura 1: Hiperplano descrito pela equagao 2z + 3y + 32 —2 =10
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Nesta figura, o hiperplano 2x+3y+3z—2 = 0 aparece hachurado e dividindo o espaco
R3 em dois. Para verificar qual semi-espaco satisfaz as desigualdades 2x+3y+32—2 < 0
e2x+3y+3z2—2 >0, tome um ponto qualquer pertencente a um dos semi-espacos e
verifique qual desigualdade o mesmo satisfaz. Por exemplo: escolhendo o ponto (0,0,0)
implica em 2-04+3-04+3-0—2 <0, o que satisfaz a desigualdade 2x+3y+32—2 < 0.
Logo esse é o semi-espago que contém o ponto (0,0,0) . Denominamos de semi-espaco
fechado o semi-espaco que possui o hiperplano e, semi-espago aberto é o semi-espaco

qUE NA0 0 POSSUIL.

Para equagoes com mais de trés varidveis, nao é possivel obter uma representagao
geométrica como no caso anterior. Entretanto, esses casos sao abordados de maneira

analoga. De maneira geral, o hiperplano:
H = (z1,22, - ,2,) € R"; @121 + agwy + -+ + apxy, = b

¢ uma variedade linear de dimensao n—1 que divide o R™ em dois subespagos fechados,

descritos abaixo como HT e H:
HY = (1,29, ,x,) € R"; ayx1 + gz + -+ + apx, < b
H™ = (21,29, - ,2,) € R"; ay21 + agxo + -+ + apxy, > b

Além do relatado anteriormente, conceituaremos algumas propriedades importantes

para a resolugao de problemas em programacao linear.

Definigao 14. Sejam A e B dois pontos do R™, o segmento de extremos A e B € o

conjunto AB de pontos R™, dado por:
AB={(1-t)A+1tB; 0<t<1}

Definicao 15. Um subconjunto S do R™ € chamado de convezro se para quaisquer dois

pontos de A e B de S o segmento AB estd inteiramente contido em S.
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Exemplo 11. Alguns exemplos de subconjuntos converos e nao convexos:

) G

T
1
b e
A ' . v B
1 el 7Y
1 _—
Al i
1 I
o] !
H
;'.. H
Pl ekl -
S V7 L

(a) Convexo do R? (b) Nio convexo do R? (¢) Convexo do R? (d) Nio convexo do R?

Figura 2: Figuras convexas e nao convexas

Teorema 3. Um semi-espago fechado é convexo.

Demonstragio. Demonstraremos para o caso do semi-espaco estar em R%. Os outros
casos sao feitos utilizando os mesmos argumentos. Para o R? um semi-espaco é cons-
tituido de pontos (z,y) tais que satisfagam uma equacao do tipo ax + by + ¢ < 0.
Precisamos mostrar que quaisquer dois pontos do semi-espaco em questao, o segmento
que une estes dois pontos esta contido também neste semi-espaco.

Sejam A = (x9,90) ¢ B = (z1,y;) dois pontos quaisquer de R? e seja P um ponto
de AB, existe entao t; € R, com 0 < ¢; <1 tal que:

P=(1-t)A+tB=(1—1t) (@0, %)+t (r1,0n) =
(1 —=t1) xo + tawe, (1 —t1) yo + t1yn)

E necessario verificar se:

al(l—t)zo+ iz +b[(1 —t1) yo+ tiga] + ¢ <0 (2)
que ¢ justamente a condicao para que P esteja no semi-espaco. Mas:

al(l—t)xo+tix] +0[(1 —t1) yo+ taza] + ¢ =0

=a(l—t)xo+atixy +b(1 —t1)yo+btiys + ¢ =0

= (1 —t1) [azo + byo + ] + t1 [axy + by; + ]
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e como axg + byg +¢ < 0 e axy + by, + ¢ < 0, pois A e B estdo no semi-espago e
1—t; >0et; >0, por conta de 0 < t; <1, a condigao (2) é satisfeita. Por fim, como
P esta no semi-espaco e P era arbitrario contido em AB, temos que AB esta contido

nesse semi-espaco e, portanto, ¢ convexo. ]

Definicao 16. Uma regiao poliedral conveza fechada em R™ é uma intersecao de uma

quantidade finita de semi-espacos fechados do R™.

Definigao 17. Sejam p € R™ um ponto e r > 0 um numero real. A bola aberta de
centro p e raio r € o conjunto B (p;r) dos pontos x € R" cuja distdncia ao ponto p é

menor do que r. Ezxplicitado por:
B(p;r) ={z € R", |z —p| < r}.

Definicao 18. Dados um ponto p € R™ e um numero real v > 0, a bola fechada de

centro p e raio v € o conjunto B [p;r] de pontos representado por:
Blpir] ={z € R",|z — p| < r}.

Segundo Lima [6] um conjunto A C R" ¢ dito limitado quando estd contido em
alguma bola fechada B [p;r]. Como B p;r] C B0;k], onde k = r + |p| (conforme
mostraremos a seguir), dizer que A é limitado assemelha a dizer que existe k > 0 tal
que |z| < k para todo x € A.

Para verificar que B [p;r] C B[0;r + |p|], repare que |[x —p| < r = |t —p+p| <
|z — p| + |p| <7+ |p|. Assim, z € Blp;r] = z € B[0;r + |p|].

Pela maneira que foi definida uma regiao poliedral convexa, percebemos que é obtida
por um sistema de inequagoes lineares em que cada semi- espagos que a compoem se
refere a uma inequagao do sistema. Ademais, os pontos especiais a serem detectados

na regiao poliedral fechada sao os vértices.

Definigao 19. Uma regido poliedral conveza fechada no R", definida acima, os seus
vértices sao os pontos que satisfazem um dos possiveis sistemas de n equagoes lineares

independentes, que sao obtidas substituindo-as por igualdades.

Obs.: Depois da resolugao do sistema, a fim de verificar se o ponto esta na regiao, é

necessario testar o ponto encontrado e observar se o mesmo satisfaz todas as inequagoes.
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1.4.1 Caracterizacao Geométrica do Vértices

Os vértices até aqui determinados algebricamente, referentes a uma regiao poliedral
convexa, sao os pontos extremos de uma regiao poliedral convexa, ou melhor, sao
pontos da regiao que nao estao contidos no interior de nenhum segmento contido nesta

regiao.
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2 Programacao Linear

De acordo com Boldrini, em [2], problemas em Programagio Linear de forma geral
tratam a otimizacdo (maximizar ou minimizar) de uma fung¢ao afim do tipo:
f(z1, 29, -+ ,x,) = a121 + gy + azrs + ... + apx, + b
restrita a um subconjunto A poliedral convexo de R".

Em Programagao Linear (PL), esta regiao A é denominada de regiao factivel. Na
qual serd obtida a partir de um conjunto de inequacao que comporao as restri¢des do
problema e, f é a chamada fungao objetivo (F0). Baseado em todos os tipos de regides
poliedrais convexas no R? podemos intuir os tipos de solucoes poliedrais que existem e

se possuem pontos de otimizagao:

(i) Regido ilimitada sem vértice

Figura 3: Regiao ilimitada sem vértice

E possivel perceber que a imagem a esquerda assume minimo em toda reta e nao as-

sume maximo ja a da direita nao assume maximo nem minimo.

(ii) Regiao ilimitada com vértice

Figura 4: Regiao ilimitada com vértice
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Nesse caso, a imagem a direita nao assume maximo nem minimo e a da esquerda
assume maximo e nao assume minimo. Numa regiao ilimitada com vértice é possivel

ter maximo ou minimo (mas nao ambas).

(iii) Regido limitada (com pelo menos 3 vértices)

Figura 5: Regido limitada (com pelo menos 3 vértices)
Nas regioes desse tipo é possivel obter minimo e maximo.

(iv) Casos degenerados

(a) Reta (b) Semirreta (¢) Segmaneto (d) Ponto

Figura 6: Casos degenerados

Nesses casos, tem-se que a imagem:

(a) ndo assume maximo nem minimo

(b) assume méaximo em A e nao assume minimo
(c) assume minimo em B e maximo em A
(

d) méximo = minimo = f(A)
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Abaixo seguem dois Lemas fundamentais para a resolucao de problemas de Progra-

magao Linear, que antecedem o Teorema 4.

Lema 1. Seja f (z1,x9, -+ ,2,) = a121 + asxs + a3x3 + ... + a,x, + b e seja P um
ponto interior a um segmento AB do R™ | isto é, P = A+ (1 —\) B, com 0 < X < 1.
Entio f(A) < f(P) < f(B) ou f(B) < f(P) < f(A).

Demonstragio. Como P = MA + (1 — A) B e f é uma transformagao afim, ou seja,
f(x) = L(z) + b onde L(z) = L (1,22, ,x,) = a171 + Aoy + azrs + ... + apz, é
linear, temos, f(P) = L(P)+b=L(AM+(1—-X)B)+b=AL(A)+(1—\)L(B)+b.
Supondo f(A) < f(B) implica L(A) < L(B) ecomo f(P) =AL(A)+(1— X)L (B)+b
tem-se entdao, AL (A)+(1\) L (A)+b < f(P)AL (B)+(1\) L (B)+b,de onde: L(A)+b <
f(P) < L(B) + b. Portanto, f(A) < f(P) < f(B).

Para f(B) < f(A), a prova para demonstrar que f(B) < f(P) < f(A) é anéloga

a0 caso anterior. O

Decorre do resultado anterior que os valores extremos de uma fun¢dao afim sao

assumidos nos pontos extremos dos segmentos, como segue.

Lema 2. Seja f(xy, 29, -+ ,x,) = a1xy + asxy + agxs + ... + apx, + b . Se dentre
0s valores que f assumir num segmento AB do R™ o valor mdximo, ou minimo, for

assumido num ponto P interior a este segmento, entao f serd constante nesse segmento

AB.

Demonstragio. Supondo f(A) < f(B), implica em f(A) < f(P) < f(B) pelo Lema
1. Caso f(P) seja maximo, entdo f(B) < f(P), essas duas tultimas desigualdades
segue f(P) = f(B). Em especial, para P = A, tem-se que f(P) = f(A) e como P ¢é
arbitrario, conclui-se que f ¢ constante em AB.

Caso f(P) seja minimo tem-se f(P) < f(A) e como f(A) < f(P) < f(B), logo
f(P) = f(A). Em especial para P = B, tem-se que f(P) = f(B) e como P é arbitrario,
conclui-se que f é constante em AB. Em ambos os casos, f é constante em AB. Para

o caso de f(B) < f(A), a demonstracao é analoga. O

Segundo Boldrini, em [2], com base nos Lemas 1 e 2 expostos acima e a natureza

de uma regiao poliedral convexa podemos enunciar o principal resultado de PL.

Teorema 4. (Teorema Fundamental da Programagao Linear) Seja f (x1,x2,- -+ ,x,) =

a1x1 + asxs + asxs + ... + a,x, + b definida e numa regidgo poliedral convexa A do R".
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Suponha que f assuma valor mdximo (minimo) em A. Entdo se A possui vértice(s),

esse valor mdximo (minimo) serd assumido em um dos vértice.

Demonstragcao. Demonstraremos o Teorema Fundamental da Programacao Linear para
o caso em que A C R% Visto que f assuma um valor méximo (mf{nimo) em um ponto
P de A, as possibilidades sao:

i) P é um vértice, logo o teorema esté provado;

ii) P estd em uma aresta de A, mas pelo Lema 2, todos os pontos desta aresta
assumirao o valor f(P) e como A possui vértice, esta aresta obrigatoriamente contera
um vértice V, logo f(P) = f(V);

iii) P é ponto interior de A. Nesse caso, f serd constante em toda regiao A. Para a
prova disso,seja () um outro ponto interior dessa regiao, e como A é poliedral convexa,
o segmento QP ainda est4 contido em A, podendo ainda ser prologado até um ponto

@', onde QQ’ também estara contido em A, pois P é interior & mesma, o que implica

em f(P) = f(Q). =

A prova deste Teorema para o caso em R" exigird a andlise de uma quantidade
muito maior de possibilidades para P, observar quando:

i) P é um vértice;

ii) P estd numa aresta que é resultado da solugdo de n — 1 equagoes, onde o valor
maximo (minimo) sera assumido em toda a aresta que é um subconjunto de dimensao
L;

iii) P estd em uma face que é resultado da solugao de n — 2 equagbes, onde o valor

méximo (minimo) serd assumido em toda a face que é um subconjunto de dimenséo 2;

ni) P é ponto interior onde a funcao f assumird valor constante em toda regiao A.

2.1 Método Geométrico

Com os conceitos e resultados discutidos até aqui é possivel resolver problemas de
Programacao Linear para funcao no R? ou no R? pelo método geométrico utilizando
dois passos de maneira geral:

i) Construcao da regiao factivel: regido poliedral convexa cujos pontos sdo os

que satisfazem as restri¢oes referente ao problema;
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ii) Anélise de otimalidade: Fazer a andlise de otimalidade da fungdo,ou seja,
fazer uma analise para encontrar o valor maximo ou minimo da funcdo. Em geral,
se esta regiao factivel for limitada, pelo teorema fundamental da programacao linear,
seu valor 6timo serd assumido em algum dos vértices dessa regidao. Caso nao seja uma
regiao poliedral convexa limitada, se possuir vértice e se a fungdo objetivo possuir um
valor 6timo entao, este valor é assumido em algum dos vértices. Enfim, se for uma

regiao poliedral convexa ilimitada, a fun¢ao nao assumira um valor 6timo.

Exemplo 12. Dada f (x1,22) = 2x1 + 3x9; com as sequintes restrigoes:

3r] + 19 <15
I1+$2§7
T1,r9 20

Inicialmente iremos construir a regiao factivel, isto é, construiremos a regiao (subes-
pago) definida por cada inequagao da restrigdo. Como z1, o > 0 segue que as restrigoes
estardo na parte positiva do plano cartesiano. Assim, a representacao geométrica de

cada uma das demais restrigoes é:

. m

14 14
12 12

10 10

(a) 3z1 + 29 <15 (b) &1 + 22 <7

Figura 7: Representagdo Geométrica de cada restrigao

Como todas as restri¢goes foram tracadas, temos o chamado Espago Solucao que é o
conjunto de todos os pontos candidatos a serem o ponto 6timo; ou seja, é a intersecgao
de todos os pontos que obedecem cada uma das restricbes do modelo. No grafico

abaixo, o Espago Solugao é o poligono convexo ABCD:
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Figura 8: Espago Solugao

Agora, faremos a andlise de otimalidade da funcao objetivo. Uma vez que a regiao
factivel é limitada sabemos que o valor maximo ou minimo serd assumido em algum
dos vértices dessa regiao.

Portanto, podemos calcular os valores da funcao a partir dos vértices da regiao
fativel que é o ponto em que as restas se interceptam duas a duas. Os resultados

podem ser conferidos na tabela a seguir.

Ponto Valor

A=(0,0) 0
B=(0,7) 21
C=(43) 17
D=(50) 10

Tabela 1: Valor da fungao f (x1,z2) = 2x1 + 322 nos vértices da Regido Factivel

Verificamos que o ponto B nos da o valor maximo de 21 e o ponto A assume o valor
minimo zero.
Uma possivel solucao geométrica de problemas de Programacao Linear no R3 pode

ser encontrada na dissertagao de Silva [10].
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2.2 Meétodo Simplex

Na secao anterior vimos que é possivel achar a solugao 6tima de um problema de
Programacao Linear em R? ou no R? pelo método geométrico. Porém, quando se trata
de um modelo de PL contendo mais de trés varidveis esse método se torna inviavel.
Com isso, surgiu o Método Simplex que segundo Boldrini [2] nada mais é que um
algoritmo de busca, isto é, um método que comega em um vértice da regiao factivel e
vai percorrendo os demais vértices da regiao até encontrar a solugao 6tima.

Antes de expormos o Método Simplex, seguem algumas defini¢oes bastante impor-
tantes para a resolucao de problemas em programacao linear.

Considerando, um sistema linear

a111 + 122 + a137T3 —+ ...+ 1Ly = bl

2171 + A22%2 + A23T3 + ... + A2, Ty = bo

Am1T1 + Am2Te + Ap3Ts + ... + ATy = by,

na sua forma matricial Az = b, supondo que o posto de A seja igual a m e que n > m,

para tal sistema tem-se as seguintes definig¢oes.

Definigao 20. (Solugao basica) Seja B qualquer submatriz m x m ndao singular consti-
tuida por m colunas independentes de A e seja C' a submatriz m X (n —m) constituida
pelas n — m colunas restantes de B. Assim, Ax = b pode ser reescrito da sequinte

forma:
BJZB + CZEC = b

Onde z é o vetor de m componentes constituido pelas variaveis associadas a matriz
B e x¢ é o vetor de (n —m) componentes formado pelas varidveis associadas a matriz
C. Dessa forma, se todos os componentes de x¢ forem iguais a zero, a solugdo para o
sistema Bxrpg = b é dita solucao basica de Az = b sobre a base B, no qual as variaveis

rp serao chamadas de varidveis basicas e as variaveis de ¢ de varidveis nao béasicas.

Definicao 21. (Solugdo bdsica degenerada) Se possuir uma ou mais varidveis bdsicas
que sejam iguais a zero na solugdo bdsica, esse resultado é dito solugdo basica degene-

rada.
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Defini¢ao 22. (Solugio factivel) Um vetor que satisfaz da todas as restri¢oes de um
problema de programacao linear € dito ser solugdo factivel. Ademais, uma solugdo
basica que também ¢é factivel diz-se solucao bdsica factivel e se essa solucao bdsica

factivel for degenerada, serd chamada de solugdo basica factivel degenerada.

Definigao 23. (Solug¢io Bdsica Factivel Otima} A solugdo bdsica factivel otima é a

que dentre todas as outras solucoes basicas factiveis otimiza o valor da funcao objetivo.

Exemplo 13. A sequir serd resolvido o exemplo 12 utilizando as defini¢oes que foram

expostas acima sobre os tipos de solucao de um sistema linear.

Considere o sistema das restri¢coes do exemplo 1:

3r1 + 29 < 15
I1+l’2§7

L1, T2 Z 0

Observe que este sistema é uma sistema composto por inequagdes. Assim, para
transformar o sistema de inequagoes em um sistema de equagoes adiciona-se em cada
uma das inequacoes as variaveis de folga F); e F;. Note que essas variaveis de folga
nunca serao negativas pois sao obtidas através de uma diferenca em que o primeiro
termo nunca ¢ maior que o segundo, com isso as variaveis do sistema sao nao negativas.

Desta forma temos o seguinte sistema:

31‘1—|—IE2—|—F1:15
, com x17$27F17F220

$1+$2+F2:7

Que na forma matricial Ax = b é:

T
3110 To 15
1101 F1_7
Fy

Escalonando a matriz A verificamos que possui posto 2, isto é, o nimero de linhas nao
nulas da matriz escalonada A é igual a 2. O que admite tomar como base submatrizes
2 x 2 do sistema.
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As possiveis solugoes bésicas sdo:

31
i) Assumindo como base a submatriz e reformulando o sistema na forma
11
matricial Bxg + Cxc = b temos:
3 1 T 10 F1 15
11 To 01 F, 7

Sendo assim as variaveis x; e xo serdo as variaveis basicas e F; e F, serdo as
variaveis nao basicas que também podem ser chamadas de variaveis livres dado que a
nulidade, quantidade de linhas nao nulas, da matriz dos coeficientes do sistema inicial
¢ 2. Considerando que F} e F; sejam iguais a zero, o sistema na forma matricial acima,

apresenta a formas:

3 1 1 15

11 i) 7

Que possui solugdo 7 = 4 e x5 = 3, que é uma solugao bésica do sistema inicial

3 1
referente a base . Note que o ponto (z1,z2) = (4,3) que é o ponto C' da regiao
11
factivel da solugao geométrica.
11
ii) Assumindo como base a submatriz e reformulando o sistema na forma
1 0
matricial Bxg + Cxc = b temos:
11 i) 3 0 T 15
. —+ . =
10 F 11 F, 7

Sendo assim as variaveis x, e F] serao as varidveis basicas e x; e Fy serdo as variaveis
nao basicas. Considerando que x; e F, sejam iguais a zero, o sistema na forma matricial

acima, apresenta a forma:



Que possui solucdo zo = 7 e F; = 8, que é uma solugao basica do sistema inicial

1
referente a base . Como foi considerado que x; = 0, segue que ponto (1, x2) =
10
(0,7) que é o ponto B da regiao factivel da solugdo geométrica.
10
iii) Assumindo como base a submatriz e reformulando o sistema na forma
0 1
matricial Bxg + Cze = b temos:
10 Fi 3 1 T 15
. _|_ . =
01) \R 1 1] \z 7

Sendo assim as variaveis F] e I5 serao as varidveis basicas e x1 e x5 serdo as variaveis
nao basicas. Considerando que x; e x5 sejam iguais a zero, o sistema na forma matricial

acima, apresenta a forma:

Que possui solugao F} = 15 e Fy, = 7, que é uma solugao bésica do sistema inicial

10
referente a base . Como foi considerado que z; = x5 = 0, segue que ponto
01
(x1,22) = (0,0) que é o ponto A da regido factivel da solugdo geométrica.
3 0
iv) Assumindo como base a submatriz e reformulando o sistema na forma
11
matricial Bz + Czro = b temos:
3 0 Ty 11 To 15
. _|_ . =
11 F, 10 F 7

Sendo assim as variaveis x; e F, serao as varidveis basicas e x5 e F] serdo as variaveis
nao basicas. Considerando que x5 e F sejam iguais a zero, o sistema na forma matricial

acima , apresenta a forma:



Que possui solugao 7 = 5 e Fy = 2, que é uma solugao basica do sistema inicial

30
referente a base . Como foi considerado que x5 = 0, segue que ponto (xy,s) =
11
(5,0) que é o ponto D da regiao factivel da solugdo geométrica.
3
v) Assumindo como base a submatriz e reformulando o sistema na forma
10
matricial Bxg + Cze = b temos:
31 X 10 T 15
10 Fi 11 Fy 7

Sendo assim as variaveis x; e F serao as variaveis basicas e x9 e F; serdo as variaveis
nao basicas. Considerando que x5 e F5 sejam iguais a zero, o sistema na forma matricial

acima , apresenta a forma:

31 T 15
10 F 7
Que possui solucao x1 =7 e F; = —6, que é uma solugdo bésica do sistema inicial
31
referente a base . Nesse caso F} nao satisfaz a condicao de nao negativo,
10
portanto o ponto (x1,22) = (7,0) ndo pertence ao vértice da regiao factivel.
10
vi) Assumindo como base a submatriz e reformulando o sistema na forma
11

matricial Bxg + Cxc = b temos:

10 i) 3 1 Ty 15
11 Fy 10 Fy 7

Sendo assim as variaveis x9 e F, serao as variaveis basicas e x; e F) serdo as variaveis
nao basicas. Considerando que z; e F} sejam iguais a zero, o sistema na forma matricial

acima, apresenta a forma:



Que possui solucdo o = 15 e F, = —8, que é uma solucdo basica do sistema

10
inicial referente a base . Nesse caso F; nao satisfaz a condi¢ao de nao negativo,

11
portanto o ponto (z1,zs) = (0, 15) ndo pertence ao vértice da regiao factivel.

O fato importante desse exemplo é perceber que a cada base assumida encontramos
o ponto de uma possivel solucao basica, conseguindo verificar se pertence ou nao a
regiao factivel. Se tratando de um problema com mais varidaveis o Método Simplex
percorre caminhos pelos vértice que faz com que cheguemos na solucdo 6tima sem
precisar encontrar todos os pontos extremos para depois analisar o desempenho desses
pontos na funcao objetivo tornando o procedimento menos extenso.

Este método foi desenvolvido por George B. Datzing em 1947 e logo apds o seu
desenvolvimento houve um crescimento surpreendente da Programacao linear, que até
entao era desconhecida e pouco utilizada devido seus problemas demandarem de um
grande esforco computacional. Apods esse avanco a Programacao Linear se expandiu
como area de pesquisa.

Segundo Hillier e Lieberman [5] o Método Simplex é um procedimento sistematico
para solugao que fica repetindo uma série de passos, chamadas iteracoes, até que se
chegue a um resultado desejado. Cada vez que é executada uma iteracao desloca-
se da solucao basica atual para outra adjacente até encontrar a solugao 6tima; esse
deslocamento é feito ao longo do lado da regiao factivel com maior taxa de crescimento

da funcao objetivo. Esse procedimento possui a seguinte estrutura:

/_> INICIALIZAGAO: Configurar para iniciar as iteractes
4 D

TESTE DE OTIMALIDADE: Verificar se a solucdo basica atual & otima.

@ <

Caso Negativo: Execute .
__l uma nova iteracéo Caso positivo: Pare

Figura 9: Estrutura do Método Simplex
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O Método Simplex é uma forma algébrica de resolu¢ao de problemas em Progra-
macao Linear. As descricao das etapas de solu¢ao desse método sera baseada, princi-
palmente, de acordo Hillier e Lieberman [5] .

Consideremos o problema na forma padrao para a aplicacdo do Método Simplex
Maximizar: f(xq1,29, - ,T,) = @121 + a9y + a3x3 + ... + apTy + 0

Sujeito as restrigoes:

a1 + 1929 + a13T3 —+ ...+ A1 Ty S bl

2171 + A2T2 + A23%3 + ... + A2p Ty < by

Am1T1 + Am2aTe + Q33 + ... + ATy < by,

1 2071"2 207 7xn20
Para resolver, deve seguir as seguintes etapas:
I) Inicializagao:

e Introduza a variavel folga para transformar o problema de Simplex com < em um

problema linear.

a1 + aj9x9 + a13x3 + ... + a1, + F1 = b1

a211 + A29T9 + 9313 + ...+ AonTn + F2 = bg

Am1T1 + A2l + 0p3®3 + ... + Gpp Ty + Fm = bm

Ly, T2, ananFQa"' 7Fm20

e Sclecione as varidveis basicas (VB) as variaveis de folga introduzidas e as varidveis
nao basicas (VNB) as demais vardveis (configurando-as iguais a zero); em seguida

preencha a tabela Simplex conforme modelo.
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Variavel Basica Coeficientes de Lado

Equacao
(VB) fle@e, - 2) @ oz -+ oz, B F -+ F, Direito
[y, w9, ) (0) 1 a ay - a, 0 0 - 0 0
F (1) 0 ay  aig - a;,, 10 -+ 0 by
F (2) 0 T | B P | by
Eon (3) 0 Am1 Qm2 " Qmpn 0O 0 . 1 b

Tabela 2: Tabela Simplex Inicial

IT) Teste de Otimalidade: A atual solugio bésica é 6tima se, e somente se todos os
coeficientes da linha 0 forem maiores do que ou iguais a zero. Se for verdade pare; caso

contrario, realize uma nova iteragdo mudando uma variavel basica para uma nao basica.
III) Iteracao :

Passo 1) Determine a varidvel basica que ENTRA selecionando na fungao objetivo a
variavel com o coeficiente negativo tendo o maior valor absoluto; caso haja empate
a escolha pode ser feita de modo arbitrario entre os contendores. Selecione a coluna

dessa variavel que entra e chame-a coluna pivo.

Passo 2) Determine a varidvel basica que SAI, aplicando o teste da razdo minima, da

seguinte maneira:

1. Selecione cada coeficiente da coluna pivd que seja estritamente positivo. (Se ne-
nhum coeficiente possui essa qualificacdo entao dizemos que a solugao para o respectivo
problema ¢ ilimitada.)

2. Faca o teste da razao que procede da seguinte maneira: Divida cada um dos coefi-
cientes da coluna nomeada lado direito pelos coeficientes da coluna pivd nas respectivas
linhas

3. Identifique a linha que possui a menor dessas razoes (desempate de modo arbi-
trario caso necessario) e denominei-a linha pivo.

4. A variavel basica para esta linha é a variavel basica que sai. Portanto substitua-a

pela VB que entra na coluna da VB da préxima tabela simplex.
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Denomine o coeficiente que se encontra na interseccao da coluna pivd com a linha
pivé de ntimero pivo.

Para o modelo de tabela simplex do passo 1 vamos considerar que zs seja a VB
que Entra e que F} seja a VB que Sai. Assim teremos o modelo abaixo para aplicar o

proximo passo:

Variavel Béasica Coeficientes de Lado Teste da
Equacao
(VB) fza, - ,zn) o - e x, K F, --- F, Direito Razao
f(-rlv"’axn) (O) 1 ay ag Qp 0 0 0 0
;—112 (minimo)
b
£y (2) 0 an v @, 01 oo 0 by .

F, (3) 0 am1-~- e N | b L

Tabela 3: Tabela Simplex na iteragdo 0 (encontrar o elemento pivod)

Passo 3) Encontre a nova solugao basica usando operagoes elementares em linhas in-
dicadas:

1. Divida a linha pivo pelo ntimero pivo e encontre a nova linha pivo.

2. Para as demais linhas subtraia dessa linha o produto do coeficiente da coluna

pivo respectiva a esta linha pela nova linha pivo.

Variavel Basica Coeficientes de Lado Direito
Iteracao Equagao
(VB) [ @y, @0, @) ) - e T P Py Fn b
f @z, am)  (0) 1 ay ay an 0 0 0 0
0 B @) 0 as am 0 1 0 by
(VB) Equagdo f(v1, a2, ,an) o) i) T 131 B Fn b
L gyl o — - W2 L — - Un -t O—ap- L s 00—y L L
[l @, ) (0) l—ay 35 a;—ay- gl ay —ag- gl ap—az-gt  O—ay-g- O—ag 55 0—ay-55  O0—ay-gh
! 0 1 0 0 b
P @) O—ap- g5 an—ap gl ap—an g2 o oapm—ap gt O—axn-g5 l-an-g o 0—an-g; b—an-gh
b
Fon ®) 0= o 1 = @ B gy — @ B2 g — A SR 0~y = 0= o T = by — a2

Tabela 4: Tabela Simplex (iteragdo 0 e 1)
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IV) Nova iteragao: Repita o procedimento até encontrar a solugao bésica 6tima na
iteracgao, isto é , achar uma func¢ao objetivo equivalente onde todos os coeficientes sejam
nao negativos.

Para o pleno entendimento das etapas, segue o exemplo, que pode ser seguido de
maneira analoga para a resolucao de outros problemas em PL desde que estejam na

forma padrao:

Exemplo 14. Mazimizar a func¢io f(x1,x9,x3) = bxy + 3x9 + Tx3, sujeita a :

1+ 29 + 23 < 20
3$1+l’2+$3§80
x3§10

Ty, 22,23 >0

Inicialmente é necesséario transformar o sistema de inequacgdes em um sistema de
equagoes, adicionando as variaveis folga em cada uma das inequagoes do sistema, o que
resulta em:
$1+$2+$3+F1 :20
31‘1+$2+$3+FQ =80

I3+F3:10

xlax27x37F17F2aF3 ZO

Como dito na etapa I, uma solugao basica inicial para esse sistema sao podem ser
os valores 1 = 0,29 = 0,23 = 0, F; = 20, F, = 80 e F5 = 10. A partir dessa solucao
e reescrevendo a func¢do na forma f (xq,x9,23) = by + 329 + T3 é possivel montar a

tabela Simplex, que pode ser conferida abaixo.
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Variavel Basica Coeficientes de Lado Direito

Equacao
(VB) f(x1,x0,3) ® a9 a3 Fy Fy F3 b
f (21, g, x3) (0) 1 -5 -3 =7 0 0 0 0
R (1) 0 1 1 1 1 0 0 20
By 2) 0 3 1 1 0 1 0 80
Fy (3) 0 0o 0 1 0 0 1 10

Tabela 5: Tabela Simplex inicial do exemplo 14

Com a tabela Simplex devidamente estruturada, é preciso aplicar o teste de otima-
lidade, ou seja, verificar se essa solucao inicial faz a funcao objetivo assumir seu valor
6timo. Para isso, basta verificar se na tabela, os coeficientes das variaveis nao basicas
da fungao objetivo sao todos nao negativos.

Por conta de existirem coeficientes negativos —5, —3 e —7 que estao associados as
respectivas varidveis xq, xo, 3 , essa solugao basica inicial encontrada nao é a solugao
6tima desse problema. Portanto, é necessario fazer uma iteracdo para encontrar uma
nova solucao.

Para fazer a busca por uma nova solugao ¢é preciso reescrever a tabela e determinar
a linha pivo e a coluna pivo; esse processo € conhecido como pivoteamento. Pela tabela
inicial é determinado que a varidavel x3 é a varidvel basica que entra pois dentre as
variaveis com coeficiente negativo da FO ela é a que possui o maior valor absoluto. A
fim de encontrar a variavel basica que sai foi aplicado o teste da razao e concluido que
a variavel Fj3 é a que sai dado que essa tem o menor valor positivo como pode ser visto

na tabela abaixo.

Variavel Béasica Coeficientes de Lado Direito Teste da
Iteragao Equacao
(VB) fx1,x9,m3) 1 20 @y Fy Fy F b Razao
f(ll?hl‘z,l'g) (O) 1 -5 =3 -7 0 0 0 0
F (1) 0 1 1 1 1 0 0 20 20
0
Fy (2) 0 3 1 110 1 0 80 80
F3 (3) 0 0 0 1 0 0 1 10 10

Tabela 6: Tabela Simplex do exemplo 14 (iteracao 0)
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Mediante esses resultados é possivel perceber que o niimero pivé é 1 e as novas
variaveis basicas sao F}, Fy e x3 . Para encontrar a nova linha pivo basta dividir todos
os coeficientes da linha pivo da iteracao zero pelo nimero pivo da mesma. Feito isso,
aplica-se operagoes elementares (conforme o passo 3 da etapa III) para gerar uma nova

tabela e inspecionar se ¢ a solucao 6tima.

Variavel Bésica Coeficientes de Lado Direito
Iteracao Equagao
(VB) fx1,@9,3) 1 9 F F F b
£ (21, 2, 73) (0) 1 5 3 7.0 0 0 0
F (1) 0 11 1 0 0 20
’ F (2) 0 3 1 0o 1 0 80
(VB) Equagao f(xy,29,23) x1 2 a3 Iy Fy F3 b
£ (21, 2, 73) (0) 1 5 3 0 0 0 7 70
1 F (1) 0 1 1 1 1 1 -1 10
P 2) 0 3 1 0 0 1 -1 70

Tabela 7: Tabela Simplex do exemplo 14 (iteragdes 0 e 1)

Percebe-se que apds a iteragdo nao se chegou a solugao 6tima. Realizando outra

iteracao de maneria andloga tem-se a tabela:
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Variavel Béasica Coeficientes de Lado Direito Teste da
Iteracao Equacao

(VB) fz1,20,23) 21 79 .F1 Fy F3 b Razao
f (21,29, 23) (0) 1 -5 -3 -70 0 0 0
F (1) 0 11 10 0 20 20
0
(VB) Equacao f(x,x9,x3) xo x3 F Iy Fy b
f (21,29, 23) (0) 1 -5-30 0 0 7 70
1

(VB) Equagao f(z1,29,23) x1 22 x3 F| Fy F3 b
f (@1, 32, 23) (0) 1 0 2 5 5 5 2 120

Tabela 8: Tabela Simplex do exemplo 14 (iteragoes 0, 1 e 2)

Como nessa solugao basica os coeficientes da fungao objetivo sao todos nao negati-

vos, conclui-se que essa solugao é a procurada. Cujo resultado é:

Variaveis Basica Variaveis nao Basica Valor da fungao

2['1:].0 372:0
F, =40 =0 120
1'3:10 F3:0

Tabela 9: Solugao Factivel do exemplo 14

Logo, o valor maximo desse problema ¢ 120 quando x; = 10,22 = 0 e 23 = 10.

Existem alguns problemas em programacao linear que nao se encontram na forma
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padrao,por exemplo, quando se procura a minimiza¢ado de uma solu¢ao. Uma maneira
de resolver essa situacao é converté-la a um problema de maximizacao. Para isso basta
calcular o oposto da fungao a minimizar, pois quanto menor for FO, maior sera — FO.
Portanto, a solucao que da o menor valor da fungao objetivo em toda regiao factivel
tem que dar também o maior valor do oposto da funcao objetivo nessa regiao. Valendo

a equivaléncia:

Minimizar: f (21,29, ,2,) = @121 + asxs + a3r3 + ... + a, T,

& Maximizar : - f(z1, 29, -+ ,2,) = —a101 — AoTy — A3T3 — ... — ATy,

2.2.1 Método Duas Fases

O Método Duas Fases é utilizado quando o problema de Programagao Linear nao
aparece na forma padrao, ou melhor, quando possui restri¢goes do tipo > ou =. Na
fase 1 sao introduzidos variaveis auxiliares para gerar uma solucao inicial viavel, essa
fase consiste em minimizar a soma das variaveis introduzidas visando obter o valor de
zero, pois todas as variaveis artificiais acopladas ao problema original tendem a zero e,
depois de resolver este primeiro problema e contanto que o resultado seja o esperado,
a tabela resultante é reorganizada para utilizé-la na fase 2 do problema original. Caso
contrario, o problema nao é factivel, ou seja, nao tem solucdo e nao sera necessario
continuar com a fase 2.

A insercao de varidveis quando o problema nao esta na forma padrao fornece uma
solucdo basica inicial. E feita da seguinte maneira:

a) Restricao do tipo > : a varidvel de folga (excesso) é subtraida e soma a varidvel
artificial.

b) Restri¢ao do tipo = : recebe varidvel artificial.

Para entender como este método funciona, considere-se o problema:s:
Maximizar: f(x1,z9,23) = a121 + asxs + asxs

Sujeita as restrigoes:

anzi + aipz + ajzrz < by

2171 + Q2T + G373 > by

a31%1 + Ao + assxrs = by

Ty, w2, 23 >0
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Como o problema nao estd na forma padrao deve-se inicialmente introduzir as
variaveis de folga e artificial para transformar as inequagoes da restricao em equagoes
para depois preencher a tabela simplex.

Introduzindo as varidveis tem-se o seguinte sistema:

a1 + a12T2 + Q1373 + F1 = bl
(211 + a99T9 + A923x3 — FQ + A1 = Z)Q
a3171 + a32T2 + aszxrs + Ay = by

ajlvaax37Fl7F27AlaA2 Z 0

Apébs a adequagao necessaria, pode-se aplicar o Método Duas Fases, havendo pos-
sibilidade de ocorrer as seguintes situagoes:
Fase 1: Resolva o problema abaixo, usando o método simplex, como o objetivo de

zerar as variaveis artificiais. Comece com a solugao basica factivel F;, A; e As.
Maximizar: f (x1, 22, 23) = a121 + asxe + a3xs

Sujeita as restrigoes:

a1 + a19T2 + @133 + F1 = bl
211 + A29T9 + 233 — F2 + A1 = bQ
az171 + a3y + aszr3 + Ay = bs

$l>x2ax37F17F27A17A2 Z 0

Se o valor 6timo para f (xy, 22, x3) # 0, o problema nao tem solugao factivel. Caso
contrario, passe para a fase 2.
Fase 2: Caso tenha concluido que o problema original tem solugao, elimine as colunas
correspondentes as variaveis artificiais e modifique a linha da funcao objetivo pela linha
do problema original para calcular novamente o valor 6timo. As iteragoes feitas para

alcancar o valor 6timo ¢ andloga as do Método Simplex.
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3 Sequéncia Didatica para o Ensino Médio

A Programacao Linear pode ser apresentada no Ensino Médio através do método
grafico. Visto que os conceitos geométricos utilizados possuem uma relagdo com o
curriculo de matematica do ensino médio e desta forma, sera apresentado nesta secao
uma sequéncia didatica do estudo de PL, para esta modalidade de ensino.

De acordo com Oliveira, em [8], sequéncia didatica é um procedimento simples
que compreende um conjunto de atividades conectadas entre si, e prescinde de um
planejamento para delimitagao de cada etapa e/ou atividade para trabalhar os con-
tetudos disciplinares de forma integrada para uma melhor dindmica no processo ensino
aprendizagem.

Alguns livros didéaticos abordam o tema de PL de maneira discreta e recorrente
como por exemplo o livro do Dante [3] que introduz esse assunto aplicando os conceitos
de sistemas lineares e inequagoes em problemas de economia, transporte, dietas, entre
outros.

Esta proposta didatica é apoiada em trés etapas que possui a finalidade de capacitar
os alunos para que ao final da aplicagdo de proposta, sejam capazes de resolver um
problema de Programacao Linear de duas varidaveis. Como mostra no quadro abaixo

com a sintese das etapas:

SEQUENCIA DIDATICA

Objetivo Geral: Resolver problemas em Programacao Linear com duas variaveis

pelo método geométrico

Etapas Objetivos Especifico Tempo previsto

e Tracar no plano cartesiano as regides
correspondentes a cada restrigdo do

1. Construgao da | sistema; 1 hora e
regiao factivel e Determinar no plano cartesiano o 30 minutos
conjunto solugao do sistema (regiao

factivel).
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2. Verificacao do
valor da fungao

nos vértices

e Determinar os pontos que delimitam o
conjunto solugao (ponto extremos da
regido factivel);

e Calcular o valor da fungdo objetivo para

cada um dos vértices do conjunto solucao.

20 minutos

3. Andalise de

otimalidade

e Determinar o ponto que corresponde a

otimizacao.

10 minutos

Tempo total previsto

2 horas

Tabela 10: Sintese da proposta de sequéncia didatica para o

Ensino Médio

A aplicacao dessa proposta consiste em uma encadeacao de problemas, no qual o

aluno vai construindo a solucao de forma detalhada e coerente e ao final dessa resolugao

o aluno devera em seguida, otimizar a funcao f(z,y) = 20x + 30y, que encontra-se

sujeito as restricoes:

x4y <100
r > 15
y > 25

r <60

y <50
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Problema 1: Represente geometricamente a regiao definida pela inequagao z+y < 100

Figura 10: Grafico da inequacao = + y < 100

Problema 2: Represente geometricamente a regiao definida pela inequacao z > 15

100
80
60

40

Figura 11: Grafico da inequagao x > 15



Problema 3: Represente geometricamente a regiao definida pela inequacao y > 25

Figura 12: Grafico da inequacao y > 25

Problema 4: Represente geometricamente a regiao definida pela inequacao z < 60

Figura 13: Grafico da inequagao x < 60
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Problema 5: Represente geometricamente a regiao definida pela inequacao y < 50

100
80

60

40

20

-20 0 20 40 60 80 100

-20

Figura 14: Grafico da inequacao y < 50

Problema 6: Representar geometricamente a regiao definida pela interseccdo das
regioes dos problemas anteriores, ou seja, represente o Conjunto Solugao do sistema

(3) de desigualdade linear.

100 \\

A A

) \

20 o 20 40 do 80 10\\
20

Figura 15: Gréfico do Conjunto Solugao (Regiao Factivel)
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Problema 7: Calcule o valor da fungao f(z,y) = 20x + 30y em cada um dos vértices

do conjunto solugao

Vértice Valor da Funcao: f(z,y) = 20z + 30y

A=(15,25)  f(15,25) =20-15+ 30 - 25 = 1050
B =(15,50)  f(15,50) =20 15 + 30 - 50 = 1800
C = (50,50)  £(50,50) = 2050 + 30 - 50 = 2500
D =(60,40)  f(60,40) =20 - 60 + 30 - 40 = 2400
E = (60,25) (60,25)

60, 25 £(60,25) =20 - 60 + 30 - 25 = 1950

Tabela 11: Valor da funcao f(z,y) = 20z + 30y nos vértices da Regiao Factivel

Assim sendo, o valor maximo é 2500 para x = 50 e y = 50 e no ponto (15,25)
tem-se o menor valor que corresponde a 1050.

Um contexto para essa resolucao retirado do livro do Dante [3] é: Um comerciante
vende dois tipos de artigo, A e B. Na venda do artigo A tem um lucro de 20 por
unidade, e na venda do artigo B tem um lucro de 30 por unidade. Em seu deposito s6
cabem 100 artigos e sabe-se que por compromissos ja assumidos ele vendera pelo menos
15 artigos do tipo A e 25 do tipo B. O distribuidor pode entregar ao comerciante, no
maximo, 60 artigos do tipo A e 50 artigos do tipo B. Quantos artigos de cada tipo
devera o comerciante encomendar ao distribuidor para que, supondo que venda todos,
obtenha o lucro maximo?

Diante disso, na certeza de que os alunos compreenderam as etapas da resolugao, o
professor podera expor alguns conceitos tedricos, tais como: a forma padrao de mode-
lagem desses problemas de Programacao Linear, defini¢oes e os teoremas apresentados
no Capitulo 2. Considerando que os estudos dos conceitos tedricos, sao necessarios

para entender a ferramenta utilizada, na resolu¢ao dos problemas.
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4 Estudo de Caso

Com o intuito de aplicar os conceitos trabalhados no decorrer desse trabalho, adotamos

como estratégia de pesquisa o Estudo de Caso, método que permite a andalise através
da observacao de determinado assunto como: uma organizagao social ou um grupo de
pessoas. Para Yin, em [11], o estudo de caso é uma investigagao empirica que investiga
um fendmeno contemporaneo dentro do contexto da vida real, especialmente quando
os limites entre o fendmeno e o contexto nao estao claramente definidos.

A pesquisa ocorreu em uma academia de ginastica, cujo objetivo principal é a
maximizacao da receita que, de acordo com a entrevista in loco, na qual a proprietaria
obteve informagcoes sobre os tipos de planos de aquisicao, identificando as restrigoes
presentes na organizacao da qual, é necessaria a formulagao do modelo em programacao
linear.

Os componentes escolhidos para andlise foram definidos a partir de critérios quan-
titativos, sendo os tipos de planos para aquisicao, dos quais sao: mensal, trimestral,
semestral, anual ou grupo mensal (com duas, trés ou quatro pessoas).

Durante o funcionamento da academia foram realizadas as seguintes observacoes: o
numero total de alunos possivel, a quantidade de mao-de-obra necessaria, a quantidade
de cada recurso utilizado por aluno e o periodo de aquisi¢ao de cada plano.

Como o objetivo é apresentar uma 6tima distribuicao dos recursos e ao mesmo
tempo maximizar a receita da academia, utilizamos as informacgoes colhidas no processo
de funcionamento e encontramos uma solucgao.

A academia oferece alguns tipos de planos para pagamento, que sao:

PLANO INDIVIDUAL

mensal R$ 75,00
trimestral 3 x R$ 65,00
semestral 6 x R$ 60,00

anual 12 x R$ 55,00

PLANO MENSAL PARA GRUPO

2 pessoas  R$ 60,00 por pessoa
3 pessoas  RS$ 55,00 por pessoa

4 pessoas  R$ 50,00 por pessoa

Tabela 12: Custo e oferta dos planos
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A determinacao das restri¢oes foi realizada com base nos ntimeros totais possiveis de
alunos e despesas em que é levado em consideracao a sazonalidade do fluxo de alunos.

De acordo com a proprietaria e através da sua experiéncia na qual relata que a
academia comporta 30 alunos no periodo de uma hora e funciona 17 horas por dia,
concluimos que a capacidade total é 510 alunos/dia.

Além disso, para o funcionamento do estabelecimento, algumas despesas sao neces-
sarias como: agua, luz, produtos de reposicao e limpeza da academia, aluguel, funci-
ondrios, contador, Guia da Previdéncia Social (GPS) e internet. Usando como base
as contas e gastos do ultimo ano, verificamos que o valor da energia altera conforme
a quantidade de alunos e as demais despesas sao fixas. Apds uma analise do consumo
médio mensal do ano anterior e com o nimero de alunos concluimos que o consumo
médio mensal de luz é de R$ 0,41 por aluno. As despesas fixas mensais sao de: R$
48,90 (dgua), R$ 4.380,00 (funcionérios), R$ 300,00 (produtos de reposi¢ao e limpeza
da academia), R$ 1.600,00 (aluguel), R$ 315,00 (contador), R$ 220,00 (GPS) e R$
69,90 (internet).

Por outro lado, considerando a sazonalidade verificamos o fluxo de alunos em cada
periodo dos anos anteriores e em seguida organizamos em uma tabela com a taxa dos
que permanecem em cada plano durante cada periodo de um ano. Conforme mostra a

tabela abaixo.

Taxa de permanéncia anual por plano

Mensal 66%
Trimestral 52%
Semestral 67%
Anual 100%
Grupo de 2 pessoas 50%
Grupo de 3 pessoas 63%
Grupo de 4 pessoas 60%

Tabela 13: Taxa de permanéncia anual por plano

Os dados fornecidos pela empresa foram utilizados para uma formulacao do pro-
blema. O objetivo é definir uma equagao mateméatica da qual, através da Programagcao
Linear possamos encontrar a melhor alocacao de alunos por plano e maximizar a receita

da empresa.
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4.1 Estruturacao do Caso

Para a formulacao do Caso, consideramos as variaveis de estudos que representam cada

modalidade de plano oferecida pela academia, tais:

xr1 = quantidade de alunos que adquirem o plano mensal

ro = quantidade de alunos que adquirem o plano trimestral

x3 = quantidade de alunos que adquirem o plano semestral

x4 = quantidade de alunos que adquirem o plano anual

x5 = quantidade de grupos com 2 alunos que adquirem o plano mensal
r¢ = quantidade de grupos com 3 alunos que adquirem o plano mensal

xr7 = quantidade de grupos com 4 alunos que adquirem o plano mensal

4.2 Funcao objetivo

A fungao objetivo do problema é maximizar a receita da Academia de Musculacao
através da investigacao das variaveis citadas anteriormente. Em outras palavras: o
alvo ¢ descobrir qual a melhor distribui¢do de alunos por plano que maximize a receita
da empresa.

A tabela que se segue apresenta a receita mensal por plano da Academia de Mus-

culagao.

Receita mensal por plano

Plano mensal R$ 75,00
Plano trimestral R$ 65,00
Plano semestral R$ 60,00
Plano anual R$ 55,00
Grupo de 2 pessoas R$ 120,00
Grupo de 3 pessoas R$ 165,00

Grupo de 4 pessoas R$ 200,00

Tabela 14: Receita mensal por plano

A soma dessas receitas, multiplicadas pela quantidade de alunos/grupos que adqui-
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rirem cada plano ird resultar na receita total da academia no periodo. Para isso segue

a fungao objetivo que maximiza essa receita.

Maximizar: f (z1, 2, ..., Tg, x7) = 7521 + 6529 + 6023 + 5524 + 12025 + 16526 + 20027

4.3 Restricoes da funcao

i) A primeira restrigdo estd relacionada com a quantidade maxima de alunos que a

empresa recebe durante o dia. Para isso foi elaborada a seguinte restricao:
$1+ZL‘2+$3+ZL‘4+2$5+3I’6+4{L‘7 S 510

Observe que o plano representado pela varidvel z; é composto por um grupo de
2 pessoas totalizando 2.z5 alunos que adquirem esse plano por més. O raciocinio ¢é

analogo para as variaveis xg e x7.

ii) A segunda restrigao diz respeito as despesas e ao faturamento anual. Numa empresa,
devemos ter um faturamento despesa maior do que ou igual a despesa. Caso contrario,
teremos prejuizo, que nao é o nosso objetivo.

Levando em consideracao a sazonalidade anual e a arrecadacao anual por tipo de

plano, podemos representar o faturamento anual pela expressao:

(0,66) - (75 - 12)ay + (0,52) - (65 - 12)z5 + (0,67) - (60 - 12)25 + (1) - (55 - 12)x4 + (0,5) -
(120 - 12)x5 + (0,63) - (165 - 12)a + (0, 6) - (200 - 12) 27
= 59421 + 405, 6025 + 482, 4025 + 660, 0024 4 720, 00x5 + 1.247, 4036 + 1.440, 007

Visto que as despesas fixas mensal sdao de R$ 48,90, R$ 4380,00, R$ 300,00, R$
1600,00, R$ 315,00, R$ 220,00 e R$ 69,90 e, a despesa varidvel mensal é de R$ 0,41

por aluno, a despesa anual é representada pela respectiva expressao:
48,90 - 12 + 4380 - 12 + 300 - 12 4+ 1600 - 12 + 315 - 12 + 220 - 12 4+ 69,90 - 12 + (0,41 -
12) : (.7}1 + Xo + T3+ T4+ 2$5 + 3I6 + 4$7)

= 83.205, 60 + 4, 9221 + 4, 9225 + 4, 9225 + 4,922, + 9, 845 + 14, T6x6 + 19, 6827

Assim como na segunda restri¢dao, consideramos o faturamento anual maior do que

ou igual a despesa anual, cuja expressao segue abaixo:
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594z, + 405, 60z5 + 482,40z5 + 660,00z + 720,00z5 + 1.247,40z¢ + 1.440,00z; >
83.205,6 + 4,927, + 4,9225 + 4, 9225 + 4,922, + 9, 84z + 14, T626 + 19, 6827

o que implica em

589, 0821 + 400, 6825 + 477, 4825 + 655, 0824 + 710, 16255 + 1.232, 64z + 1.420, 3227 >
83.205, 60

4.4 Representacao matematica do problema

Deste modo, o problema resulta na seguinte representacao matematica:
Maximizar: f (x1, 2, ..., Tg, x7) = 7521 + 6529 + 6023 + 5524 + 12025 + 16526 + 20027
sujeito as restrigoes:

T+ To + 3+ T4 + 225 + 326 + 427 < 510
589, 08x1 + 400, 68x2 + 477,48x3 + 655,08x4 + 710, 1625 + 1.232, 6426 + 1.420, 3227 > 83.205, 60

T1,T2,T3,T4,T5,Te, Ty = 0

4.5 Resolucao do problema

Esse problema pode ser resolvido manualmente usando o passo a passo do Método
Simplex Duas Fases descrito no Capitulo 2 (pdg. 50) ou usando a ferramenta Solver

do EXCEL, conforme sera esplanado nesta secao.

Segue abaixo a colocacdo de dados do problema no programa segundo a funcao

objetivo e suas restrigoes.
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Figura 16: Dados do problema no Microsoft Office Excel

Observando a imagem acima, tém-se nas células A2, A3, A4, A5, A6,A7 e A8 as
variaveis que representam cada tipo de plano simbolizados pelos respectivos coeficientes
X1, To, X3, Ty, T5, Tg € T7 € a0 lado seus respectivos coeficientes, que serao configurados
com valor zero inicialmente.

A célula B10 diz respeito a fungao objetivo que possui a féormula:
= T75% B2+ 65 % B3 4 60 « B4 + 55« B5 + 120 « B6 + 165 %« B7 + 200 x B8 .
Encontra-se abaixo, nas linhas 12 e 13 a primeira e a segunda restricdo. Cuja férmula:
= B2+ B3+ B4+ B5+ 2% B6+ 3% B7+ 4% B8 esta na célula B12, em C12 tem
o simbolo de menor ou igual e em D12 o valor 510, todos os resultados relacionados a
primeira restricao. Ja na célula B13 tem a féormula: = 588,05 x B2 + 399,65 * B3 +
476,45 % B4 4+ 654,05 %« B5 + 708,1 x B6 + 1.229,54 « B7 + 1.416,19 « B8, em C13 o
simbolo de maior ou igual e no campo D13 o valor R$ 83.205,60 referentes a segunda
restri¢ao.

Para usar a ferramenta Solver com o objetivo de encontrar o resultado, va na aba
Ferramentas, Suplementos e marque a opgao Solver. Depois abra a Ferramenta Solver

que esta localizada na aba Dados, onde abrird a seguinte caixa de didlogo:
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| Parimetros do Solver *

Definir Objetivo: 56510 *
] Para: (® Max. ) Min. () valor de: o

Alterando Células Varidveis:

$B52:5B58 +

Sujeito ds Restricbes:

SBS12 «= 5DS12
SBS13 == 5D%13

Adicionar

Alterar

Excluir

Redefinir Tudo

LCarregar/Salvar

Taornar Variaveis Irrestritas Nao Megativas

Selecionar um v Opcées
Método de -
Solucdo:

Método de Solugdo

Selecione o mecanismo GRG Mao Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares,
Selecione o mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares, Selecione o mecanismao
Evolutionary para problemas do Solver ndo suaves,

Figura 17: Caixa de didlogo do Solver

No campo ‘Definir Objetivo’, clique na célula B10 que contém a func¢do objetivo.
No marcador ‘Para’, marque a opcao de Max, que indica um problema de maximizagao
como € o caso. No campo ‘Alterando células varidveis’, selecione as células de B2 a B8,
que sao as variaveis da solucao. Em seguida, clique no botao adicionar, para incluir as

restrigoes, onde abrird a seguinte janela:

Adicionar Restrigdo >
Referéncia de Célula: Restricdo:
$B512 + = w | =5D512] +
oK Adicionar Cancelar

Figura 18: Adicao de restrigdes do problema
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No campo ‘Referéncia de Célula’ selecione a célula B12, depois selecione o simbolo
menor ou igual e no campo ‘restricdo” clique na célula D12. Aperte adicionar e insira a
outra restricdo. Nao é preciso inserir as variaveis individualmente com valores maiores
ou iguais a zero, pois esta ¢ uma condi¢ao para o problema em Programacao Linear
visto no Capitulo 3. Feche essa janela, no campo ‘Selecionar um método se solugao’,
marque LP Simplex depois clique em resolver. Aparecerd uma nova janela com os

resultados do Solver, dé um ‘ok’.

Resultados do Solver >

0 Solver encontrou uma sclugdco. Todas as Restriges

e condigdes de adequacdo foram satisfeitas. Relatdrios
Resposta
L @éManterénlu;ﬁndGSleerE sensibilidade
Limites

D Restaurar Valores Originais

] Retornar & Caixa de Didlogo Parédmetros do

Solver [] relatdrios de Estrutura de Tdpicos

oK Cancelar Salvar Cenario...

0 Solver encontrou uma solugdo. Todas as Restricdes e condicdes de adequacdo foram satisfeitas.

Quando o mecanismo GRG foi usado, o Solver encontrou pelo menos uma solugdo ideal local.
Quando LP Simplex & usado, significa que o Solver encontrou uma salucdo ideal glabal.

Figura 19: Janela de Resultados do Solver
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Desta forma, utilizando este recurso, obteremos os seguintes resultados:

Sshusmerto M, ) Estudo de Caso Academia = £ Pasquizer Ak RemecaPereea RP

Arguive Pigina Iniciadl Inzeric Layaut da Pigira Hirmulas w Revisdo Exikir Ajuda £ Compartilhar T Comentirics

) [P Teicsy [5 Fantes Rucente b [HCansuhaseConmbes | &1 [ b BT =H ! 1 e 1 37 T Agrgar - = Bnilive e Dardos:

:Eb% }uat.lu [ Coreties Esistentas .'-uI:i_zfr . :JJ:CI;T:W rH_u re':ll;m B = 'ri:; o,:;“ U Desagrans = P, Soibs

Dados + 5 Da Tbela/Intervelo Tada = | = SEfvaneadn | Cowas o9 * BB | Hpsessse Pevsse | B Subtotsl

Obter ¢ Transtarnar Gadas Cansutas £ Conexdes Clazsticar ¢ Fikrar Femamentas de Dados Presiadio Estrutura de Tépwas 15 Andllse ~
B10 - [= T A" BIHH0 B+ 55 "R5+] 20B6+ 165" B T+I00" B3 -
A B c (] E F G H 1 J K L ] M=

1| SOLUCAD

2 X1 510

E] X2 i}

4 X3 0

5 x4 0

6 x5 ]

7 X6 0

8 X7 0

L)

0|  ro [rs 3825000

11

12 510 <= 510

13 |RESTRICBES| 2999055 »= RS 83.205,60

14

ESTUDO DE CASO ACADEMIA | Generalizagio Planilha3 [ [ "

[ AF mn m ! | e

Figura 20: Janela do Excel com a solugao do problema

Por isso, neste caso, a otimizacao da receita maxima é de R$ 38.250,00 quando 510

alunos estiverem matriculados no plano individual.

4.6 Personalizacao do estudo de caso

Apesar do caso individual ndo permitir a generalizagao, segundo Yin, em [11]. E
possivel a personalizagao para o uso em situacoes similares. Para tanto, foi criado uma
matriz no programa Excel com a utilizagdo de formulas e tabelas para que o problema
matematico seja automatico com as mudangas de dados nas células. A otimizacao do

resultado é encontrada usando o mesmo processo do subcapitulo 4.5.
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Segue abaixo a colocagao de dados com problemas da empresa

Extusn de Ca demin - Excel dh Rebeca Pewrs . m o

e Bcbir  Ajeds ) Diga-me o quevect deeja facer I Compantiha:
= X Calien - - A T =z - Osebor T Automaticamente | Mosds - P_ # L4 E - p
| - - T =
Cor NiGE- . T = F= 5= B Mmriare Comimbizar = 7. oapma 5 % | Fowmabese Fomatercome Btk de Casfics Locsine &
- ¥ o ’ Condicond®  Tabdar  Céhlac £ emhmre Sdecion -
dewn de Tiarnlerd.. % Farks 5 Alramenta [ Kiirsra & Petien Fdiin
&i0 = o =0F*B2+D3" B3 DA™ B+ DG 55+ D6 "BE+D T BT+DEBE -
A E C ] E F G H 1 J K L M
1 | WVarigweis Salugdo Receita mensal por planc Taxa de permanéncia anual por plano Diespesa fixa mensal | Despesa Variawvel
2 X1 3R3 Plano mersal g5 75,00 Plana mensal 8,3% Agua A5 48,90 |Luz | RS 187
3 xXE o Plane trirssinal RS 65,00 Plano trimestral 16,6% Funcionariog RS 4.380,00
4 w3 127 Plane semaesiral RS BO,00 Plano semestral 75,0% Alupuel RE 1.600,00
5 X4 o Plano anussl a5 55,00 Pland anal 100% Contador A5 315,00
& e n Gruge de 7 pesscas RS 120,00 Grapo de 2 pesseas 33,3% G |G 220,00
7 W5 a Grupo de 3 pesscas B4 165,00 Grupa de 3 pessoas S0 Interme=t A% 68 90
& KT U Grupo de 4 pesscas B4 200,00 Grupd de 4 pesacas A3,3% Cilios AS 500,00
9 Total RS 113380
10 _ RS 36.348.52
n Capacidada da pesscas por horas 0
12 [ sw = 510 | M%de horas de funcionamento pordia | 17
13 uslmwesl R% 560560 2= RS 5,605,560 | Capacidade total de alunos por mes 510
14
15
16
7
18
ESTUDD DE CASD ACATEMA B Personalizicso [ [
Figura 21: Dados da empresa no Microsoft Office Excel
. . . . , .
De acordo com a imagem acima, observamos que a matriz foi construida da seguinte
forma:

e Nas colunas C e D com as linhas 1 a 8, dispoe a tabela com os valores referentes
a cada tipo de plano.

e Nas colunas F e G com as linhas 1 a 8, dispoe a tabela com a porcentagem de
permanéncia anual em cada plano.

e Nas colunas [ e J com linhas 1 a 9, contém a tabela das despesas fixas mensalmente.

e Nas colunas L e M com linhas 1 e 2, contém a tabela das despesas variaveis
mensalmente.

e Nas colunas F, G, H e I com linhas 11 a 13, inclui a quantidade de alunos.

Estas sao as informagoes necessarias para montar o problema em Programa Linear,
que sera alterada conforme os dados de cada empresa.

A matriz do problema juntamente com suas férmulas se encontram nas colunas A

e B e nas células C11, C12, D11 e D12, nas quais estao elaborada, da seguinte forma:
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a) A célula B10, dispoe a férmula geral da fungao objetivo, representada por:
= D2x%x B2+ D3 % B3+ D4 x B4+ D5 B5+ D6 % B6 + D7 % BT+ D8 x B8

b) A célula B12, dispoe da férmula do total possivel de alunos, representada por:
=DB2+B3+B4+B5+2+«B6+3%xB7+4x* B8

c) A célula D12, contém da capacidade total de alunos, representada por:

=G13

d) A célula B13, dispoe de formula com a diferenca de faturamento e da despesa
variavel anual, que esta representada por:
= (G2% D2% 12— M2 % 12) % B2+ (G3 % D3 %12 — M2 % 12) x B3 + (G4 x D4 % 12 —
M2%12) % B4+ (G5 % D5 % 12 — M2 % 12) x B5 4 (G6 % D6 % 12 — 2 x M2 % 12) x B6 +
(GT+DT7%12 =3+ M2%12) %« BT+ (G8 * D8 x 12 — 4 % M2 x 12) * B8

e) A célula D13, contém o valor total da despesa fixa anual, representada por:
=J9x12.

Foram realizadas algumas alteracdes em relagao aos dados da pesquisa na matriz
personalizada na qual é percebivel mudanca do resultado, conforme pode ser visto
na tabela a seguir; que possui solu¢do maxima de R$ 36.349,52 quando z; = 383 ¢

A B C D E F G H | J K L M
1 | Varidveis Solugdo Receita mensal por plano Taxa de permanéncia anual por plano Despesa fixa mensal | Despesa Variavel |
2 x1 383 Plano mensal RS 75,00 Plano mensal 8,3% Agua RS 48,90 [Luz [ RS$1,87|
3 X2 0 Plano trimestral RS 65,00 Plano trimestral 16,6% Funcionarios RS 4.380,00
4 X3 127 Plano semestral RS 60,00 Plano semestral 75,0% Aluguel RS 1.600,00
5 X4 0 Plano anual R$ 55,00 Plano anual 100% Contador RS 315,00
6 X5 0 Grupo de 2 pessoas RS 120,00 Grupo de 2 pessoas 33,3% GPS RS 220,00
7 X6 0 Grupo de 3 pessoas RS 165,00 Grupo de 3 pessoas 50% Internet RS 69,90
8 X7 0 Grupo de 4 pessoas RS 200,00 Grupo de 4 pessoas 83,3% Outros RS 500,00
9 Total RS 7.133,80
] o [re363452]
11 Ci idade de por horas 30
12 ‘ 510 ‘ <= ‘ 510 | N2 de horas de funcionamento por dia 17
13 | RESTRIGOES | RS 85.605,60 | = | RS 8560560 | |Capacidade total de alunos por més 510

14
15

Figura 22: Matriz com dados e resultados

69



5 Consideracoes Finais

Através da Programacao Linear, verificamos a proposta referente as formas particulares
de abordagem para problemas de negdcios e como aproveitar os atuais avancos dos
cientistas da computacao, oferecendo grande ajuda para avaliar futuras estratégias de
desenvolvimento e melhoria de uma empresa.

Para essa melhoria, apresentamos um estudo de casos com a aplicagao da Progra-
magao Linear usando mais de duas variaveis, no qual realizamos uma pesquisa com
os dados referentes a receita, a despesa e o nimero de alunos de uma academia de
ginastica, em que levamos em consideragao a sua sazonalidade. Demonstramos com o
resultado obtido uma melhor distribuicao de alunos por plano para se obter a receita
maxima, no qual proporcionou que identificassemos os custos de cada recurso.

Durante o processo criamos uma matriz personalizada no Excel, em que podemos
aplicar em qualquer situacao similar ao estudo de caso, agoes que possibilite encontrar
a otimizacao. Nessa matriz é possivel percebermos a mudanca de resultado devido a
alteragao de alguns dados.

Do ponto de vista pratico, concluimos que algumas virtudes dos programas lineares
se comparados com os nao-lineares envolvem a facilidade em trabalhar eficientemente
com mais variaveis de decisao e por estarem melhor adaptados ao tratamento algorit-
mico de computadores, aproveitando a velocidade de calculo.

Sobre a sequéncia didatica para o Ensino Médio, ressaltamos que foi criado um
passo a passo no qual o aluno constréi a resolucao do problema envolvendo duas varia-
veis. Observamos que a importancia do planejamento por meio de sequéncias didaticas
implica em um desafio e um compromisso que sustenta uma responsabilidade signifi-
cativa e pela complexidade das resolugoes apropriadas para organizarmos as situagoes
de ensino e que possa favorecer os processos de aprendizagem.

De acordo com a elaboracao de uma sequéncia didatica que é uma tarefa importante
para organizarmos situacoes de aprendizagem que serao desenvolvidas no trabalho dos
alunos. Enfatizamos que o debate didatico contemporaneo tem por objetivo através do
professor propor aos alunos, atividades sequenciadas que permitem o estabelecimento
de um clima de aprendizado, que traz o sentido da expressao atualmente em moda, no
debate didatico que é focado no aprendizado.

Analisamos que o contexto social atual e as mudangas que estao chegando e que
colocamos o desafio de passar da énfase do planejamento do ensino para uma nova

funcao de ensino, no qual implicamos com a geracao de situagoes significativas, para
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que os alunos aprendam o que eles necessitam para sua autorrealizacao e participagao
na sociedade. Dessa forma, a educagdo permanece intencional, porque tentamos pla-
nejar processos de acordo com as metas e orientagdes quanto ao desenvolvimento das
habilidades que sao exigidas pelos cidadaos de hoje.

Isso implica que, como professores, devemos estudar os grandes problemas do con-
texto, ter clareza sobre as competéncias que pretendemos contribuir para a formacao,
apropriar-se profundamente dos contetidos disciplinares e depois saber mediar com os
alunos para que aprendam e reforcem as competéncias, partindo de seus conhecimentos
prévios e aplicando estratégias didaticas pertinentes, de acordo com as competéncias,
contetdos e problemas. O aluno aprende com o que faz, com o significado da atividade
realizada, com a possibilidade de integrar novas informagcoes em concepcoes anteriores
que possui, pela capacidade que obtém verbalizando a reconstrucao de informagoes
para outras pessoas. Nao basta ouvir o professor ou fazer uma leitura para gerar esse
processo complexo e individual.

Tendo em conta o exposto, as sequéncias constituem uma organizacao das ativi-
dades de aprendizagem que serdo realizadas com os alunos e para os alunos, a fim
de criarmos situagoes que lhes permitam desenvolver uma aprendizagem significativa.
Portanto, é importante enfatizarmos que nao se pode reduzir a um formulario para
preencher os espagos em branco, este ¢ um instrumento que exige o conhecimento do
assunto, a compreensao do programa de estudos e a experiéncia e visao pedagogica do
professor, bem como suas possibilidades de desenvolver atividades para a aprendizagem

dos alunos.
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