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Resumo

Um dos objetivos do Profmat é oportunizar formagao matematica solida para o
desenvolvimento da docéncia na Educacao Basica. Assim, nesta dissertacao apresenta-
mos um resgate historico sobre contagem, sistema de numeracao, classificagao simples
de sistema de numeracao e sistemas de numeragao de alguns povos antigos, tipos dife-
rentes de algoritmo para as quatro operagoes (adicao, subtracao, multiplicacao e divi-
sao0), contexto historico sobre fragoes, historico dos algoritmos de adi¢ao para sistemas
posicionais, ressaltando o aperfeicoamento dos niumeros e calculos ao longo dos anos.
Com o objetivo de chamar a atencao dos professores sobre as dificuldades dos alunos
em entender as operagoes na base decimal, aplicamos as operagoes nas bases 5e 6 e
apresentamos discussoes sobre paridade, naumeros primos, MMC e fra¢cdes em outras
bases de numeracao. Ao final, discutimos brevemente, a necessidade dos alunos nas

series iniciais, terem o contato com outras bases de numeracao.

Palavras chave: Histéria da matematica. Numeros naturais e fracionarios. Siste-

mas de numeracao. Bases de numeracao.



Abstract

One of Profmat’s objectives is to provide solid mathematical training for the de-
velopment of teaching in Basic Education. Thus, in this dissertation, we present a
historical rescue on counting, numbering system, a simple classification of the num-
bering system and numbering systems of some ancient peoples, different types of the
algorithm for the four operations (addition, subtraction, multiplication, and division),
historical context on fractions, history of addition algorithms for positional systems,
highlighting the improvement of numbers and calculations over the years. To draw
teachers ‘attention to students’ difficulties in understanding operations on the decimal
basis, we applied the operations on bases 5 and 6 and presented discussions on pa-
rity, prime numbers, MMC, and fractions in other numbering bases. In the end, we
briefly discussed the need for students in the initial grades to have contact with other

numbering bases.

Keywords: History of mathematics. Natural and fractional numbers. Numbering
Systems. Numbering bases.
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1 Introducao

[...] é preciso apresentar a crianga obstaculos a transpor, e obstaculos
que ela queira transpor. Na falta deles, a educagdo perdera todo seu
sabor, nao sera mais do que alimento insipido e indigesto. Jean Chateau

Embora a matematica seja extremamente necessaria e presente no dia a dia, percebe-
se um grau de dificuldade de entendimento por parte de muitos alunos e, justamente
por estar tao presente na sociedade e na vida dos alunos, nao deveria ser vista como
abstrata, longe da realidade e de dificil compreensao. Praticamente pouco se faz hoje
no ramo da ciéncia sem o apoio da matematica. O seu progresso € visto como uma
ciéncia dinamica que abastece respostas para problemas sociais, explica boa parte dos
fendmenos naturais do mundo, sendo desde os primoérdios uma excelente ferramenta
para o homem que sempre a utilizou e desenvolveu para solucionar seus problemas.
Atualmente umas das ferramentas do governo para o enfrentamento da pandemia
covid-19 ! sio a utilizagdo de dados estatisticos. A matematica tem sua importancia
firmada no fato de cumprir um papel crucial, pois comporta resolu¢oes de problemas
da vida cotidiana, tendo variadas aplicacoes no mundo do trabalho e atua como ins-
trumento eficaz para a construcao de conhecimento em outras areas do conhecimento.
Semelhantemente, intervém intensamente na formacao de capacidades intelectuais, na
composi¢ao do pensamento e na agilizacao do raciocinio dedutivo do aluno.

Em nossa atuagao como professor, convivemos diariamente nas aulas de matema-
tica com os erros na aplicagao dos algoritmos das quatros operagoes, com maior énfase
na divisao com numeros relativamente nao tao grandes. Como ilustracao de erros co-
metidos, podemos relatar o seguinte: erros de posicionamento dos algarismos na adi-
cao, gerando a soma de unidade com dezena; na multiplicacao de dois nameros com
dois algarismos, os estudantes multiplicam a unidade e a dezena do segundo fator
apenas uma vez e esquecimento do transporte da dezena quando a soma ultrapassa 9
unidades; na divisao escolha do quociente menor que o indicado. Observamos que tais
problemas, em geral, acabam acompanhando o estudante ao longo da sua vida escolar.

Estas dificuldades se nao superadas, irao gerar prejuizos que possivelmente podem
nao ser recuperados nos anos posteriores. A falta de competéncia do saber calcular
causa, além do atraso no contetdo, alunos inseguros e desestimulados na tentativa das
resolugoes das questoes propostas.

Ao analisarmos com mais cuidado essas dificuldades operatérias, observamos que

ao abordar os algoritmos seria necessario uma conexao maior com o sistema de nume-

1" No momento atual, uma pandemia causada pelo virus coronavirus (COVID - 19) j& matou mais de

120.000 pessoas no brasil até o més de agosto de 2020.
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racao decimal (SND), que é abordado de forma superficial nas séries inicias do ensino
fundamental.

Considerando que a mudanga do curriculo através da Base Nacional Comun Curri-
cular (BNCC) ainda esta no seu estagio inicial e seus resultados s6 poderao ser anali-
sados mais a frente, vamos discorrer sobre o ensino do sistema de numeracao decimal
no ensino regular anterior a mudanca.

Segundo MEC (1997, p. 45) Ao explorarem as situagdes-problema, os alunos deste
ciclo precisam do apoio de recursos como materiais de contagem (fichas, palitos, re-
producao de cédulas e moedas), instrumentos de medida, calendarios, embalagens,

figuras tridimensionais e bidimensionais, etc”.

No periodo dos primeiros ciclos do Ensino Fundamental as criangas passam a dis-
tinguir, de maneira progressiva, as suas propriedades, com o propodsito de uma boa
aplicacao e assimilacao dos algoritmos, assim como da leitura e escrita dos nimeros.
Na Aprendizagem do Ciclo de Alfabetizacao do Ensino Fundamental as criancgas de-
vem ser incentivadas a procurar suas proprias solugoes para problemas do campo adi-
tivo (adicao e subtracao) e multiplicativo (multiplica¢dao e divisao), se utilizando de
recursos como material dourado, palitos de picolé, tampinhas ou representagoes como
os desenhos. No ciclo 1 ao final do 3° ano terao entendido igualmente o uso de meios
tradicionais, ou seja, os algoritmos para resolver problemas no campo aditivo, no 4°
ano terao contato com os algoritmos habituais da multiplicagao e divisao para resol-
ver os problemas propostos. Estes algoritmos deverao ser aprimorados por meio de
situacoes problemas no decorrer dos 3° e 4° ciclos do Ensino Fundamental.

“Neste ciclo, os alunos devem ser estimulados a aperfei¢oar seus pro-
cedimentos de calculo aritmético, seja ele exato ou aproximado, mental
ou escrito, desenvolvido a partir de procedimentos nao-convencionais
ou convencionais, com ou sem uso de calculadoras. Certamente, eles
ainda nao tém dominio total de algumas técnicas operatdrias, como da
multiplicacdo e da divisao envolvendo niimeros naturais, compostos de
varias ordens, ou aquelas com nimeros decimais, e isso precisa ser tra-
balhado sistematicamente”. (MEC, 1998, p. 67)

Na chegada do Ensino Médio o professor devera aprimorar o conhecimento adqui-
rido dentro de uma linguagem adequada, de modo que os educandos possam ama-
durecer matematicamente, assim como, manusear com seguranca as propriedades de
nosso SND em comparagodes, notagoes, calculos, notacao cientifica.

No entanto, a realidade nao tem correspondido aos anseios contidos nos documen-
tos oficiais, é necessario encontrar as falhas no processo de construgao do conheci-
mento, seja por parte dos responsaveis por estas vidas ou pela pouca dedicagao do
aluno.

Estes erros apresentados por alunos na aprendizagem vém sendo temas de discus-
soes na Educagao Matematica, erros esses, cometidos pelos alunos nas resolugdes das
questoes propostas em sala de aula, que, a principio, parecem proceder de dificuldades

para compreensao de certos conteudos anteriores.
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Estes contetidos citados sao de extrema importancia na formacao do cidadao, de-
vido ao seu carater elementar, constando nos curriculos escolares desde as séries ini-
ciais do Ensino Fundamental, permeando toda a matematica da educagao basica, con-
tetdos como: expressdes numeéricas, equagoes polinomiais, razao, proporgao, probabi-
lidade entre outros.

O ensino do sistema de numeracao decimal e das quatro operacoes fundamentais
podera se dar de diferentes modos, adotando-se diferentes métodos, no entanto para
esse trabalho, pretende-se propor ao professor o debate sobre as quatro operagdes com
numeros naturais e fracionarios numa base diferente do sistema decimal, retirando o
professor da sua zona de conforto, gerando nele as mesmas dificuldades que suposta-
mente o aluno possa ter no sistema de numeracao decimal, provocando nele reflexoes
sobre a sua atuagao.

Um conhecimento importante para opera¢des de nimeros naturais, consiste no en-
tendimento do sistema de numeracao decimal, e umas das caracteristica importante
deste sistema consiste entender o valor posicional dos algarismos. O nao entendimento
deste assunto gera grandes dificuldades nas quatro operagoes, e posteriormente o nao
entendimento de multiplicagao e divisao gera problemas enormes para o prossegui-
mento de fragoes, pois sao pré-requisitos para este assunto. Segundo KAMII (2001, p.
35), “compreender o valor posicional é, sem duvida, muito importante, pois a crianga
que nao o fizer tera sérias dificuldades em somar, subtrair, multiplicar e dividir”.

DIENES (1967, p. 77, 78, 81) defende que para a compreensao do valor posicional,
o aluno deveria estudar nao somente o sistema de numeracao de base 10, mas também
trabalhar com varias bases para que, assim, ele possa compreender o significado de
valor posicional no nosso sistema de numeracao, que segundo ele é o grande problema
a ser superado.

A maneira como Dienes via o aprendizado do sistema de numeracao decimal foi
adotado amplamente nas escolas do Parana nas décadas de 60, 70 e 80 do século XX.

Em seu artigo “What is a base”, ou seja, o que é uma base (DIENES, 2002) ele relata:

“Esse longo tempo aplicado as leituras e busca de vestigios de tempos
idos, em arquivos institucionais e pessoais para constituir as fontes de
pesquisa que possibilitassem auxiliar na compreensao das representa-
¢Oes do passado e responder como as concepgoes tedrico-metodoldgicas
de Zoltan Paul Dienes para a aprendizagem do sistema de numeracdo
decimal foram apropriadas pela cultura escolar paranaense, permitiu
reunir indicios que agora sao socializados com todos aqueles que bus-
cam compreender melhor essa teia de significados construidos na cul-
tura escolar paranaense, estabelecida nas décadas de 60, 70 e 80 do
século XX, tempo histérico delimitado neste estudo”. (SOARES, 2014,
p. 263).

Ao final desta dissertacao, discutimos brevemente, a necessidade dos alunos nas

series iniciais, terem o contato com outras bases de numeracao.
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Tendo como finalidade que esta dissertacao possa contribuir com a formagao inicial
e continuada de professores de Matematica do ensino basico, pois integra o contexto
de ensino das quatro operagoes e fragoes, ela esta configurada da seguinte forma:

No capitulo 2, apresentamos uma abordagem histérica de numeros, as classifica-
coes simples dos sistemas de numeracao, o sistema de numeracao decimal e outros
tipos de sistemas de numeragao de alguns povos. Capitulo 3, abordamos a evolugao
dos algoritmos das quatro operagdes com niameros naturais, enfocando diversos méto-
dos de varios povos ao longo do tempo, assim como, o resgate da origem dos sinais das
quatro operacoes. Capitulo 4, explanamos o contexto histdérico da criacao de fragoes,
demonstrando a sua importancia no contexto da época, a génese dos numeros racio-
nais, os cincos significados das fracdes e as quatro operagoes com fragoes. Capitulo 5,
argumentamos a importancia de que o professor se inteire e estude sistemas de nume-
racao posicional em outras bases, assim como a utilizagao destes nas quatro operagoes
de numeros naturais e fracionarios. Alguns exemplos de nimero decimais, fomen-
tando indagacdes, duvidas, perguntas que no sistema atual ja se encontram consoli-
dados no inconsciente do professor e finalmente aventar a possibilidade do professor

abrir discussOes sobre este assunto com os alunos. Capitulo 6 as consideragoes finais.
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2 Sistemas de numeracao

Neste capitulo apresentamos uma breve contextualizacao do surgimento dos nu-
meros e da contagem, iniciando a partir da idade da pedra, a classificagao simples dos
sistemas de numeracao, alguns exemplos de sistemas de numeragao de povos antigos
que o utilizavam para resolver seus problemas cotidianos, e finalizamos apresentando

o sistema de numeragao quinario.

2.1 Breve contextualizacao do surgimento dos nimeros e

contagem

Os nossos ancestrais nos primordios viviam da caca de animais selvagens e da co-
lheita de frutas, castanhas e raizes. Seu habitat consistia, em geral, em espacos abertos
das savanas, da Africa, sul da Europa, sul da Asia e América Central. Esses povos
eram nomades e frequentemente se locomoviam de um lugar para outro a procura de
alimento e devido as intempéries que era resultado das mudangcas climaticas. A busca
pelo alimento era uma constante na sua rotina diaria.

Tudo que se fazia era planejado para equipar-se a caca e o preparo dos alimentos, a
partir dos seus utensilios de pedra, madeira, osso e carapaga de animais.

Por volta de 30.000 a.C. o Homo sapiens (o novo homem) trocou as moradias em ca-
vernas por barracas de peles de animais com cobertura de madeira, com isso ele podia
levar consigo nas cagadas. Na mesma época deu inicio a arte de esculpir estatuetas da
fertilidade e outros icones religiosos em pedra.

O fim da idade da pedra é dificil de precisar, segundo EVES (2004, p. 23), os

historiadores subdivide a idade da Pedra em trés partes:

Durante o Paleolitico, ou Antiga Idade da Pedra (c. 5 milhoes-10.000
a.C.) o Homo sapiens envolveu de criaturas menores e mais frageis e de-
senvolveu a estrutura socioecondmica da Idade da Pedra. No periodo
Mesolitico, ou Média Idade da Pedra, (c. 10.000-7.000 a.C.) a economia
baseada no bindmio cagar/colher cristalizou-se. No periodo Neolitico
ou Nova Idade da Pedra (c. 7000-3000 a.C.) a Idade da Pedra comecou
a declinar e a dar lugar as Idades do Bronze e do Ferro, a medida que
0s povos comegaram a se afastar da forma de sociedade calcada no ca-
car/colher, para outra que envolvia modos primitivos de agricultura e
domesticacdo de animais. O Paleolitico foi uma era de transi¢cao de um
mundo de pré-humanos para uma sociedade de cagadores humanos. O
Neolitico foi também um periodo de transi¢do: de uma sociedade de
cacadores para uma de agricultores.

De acordo com EVES (2004, p. 23), “as pessoas comerciavam entre si e havia ne-

cessidade de anotar a parte de cada familia na cacada; ambas as atividades dependiam
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da ideia de contar, um preltdio do pensamento cientifico”. Na Idade da Pedra, povos
como a tribo Sioux, tinham calendarios pictograficos que anotavam varias décadas de
historia. “Todavia, afora os sistemas de contagem primitivos, tudo o mais teve de espe-
rar o desenvolvimento da agricultura, intensiva e em grande escala, que requeria uma
aritmética mais sofisticada”(EVES, 2004, p. 23). No decorrer do periodo Neolitico, no
ultimo milénio da Idade da Pedra, os povos passaram do simples ato de colher, frutas
silvestres, raizes, vegetais e castanhas, para se tornar povos agricultores.

No inicio da histéria da humanidade os homens se comunicavam por meio de si-
nais, desenhos e sons. A humanidade ao evoluir tornou-se imperativo o ato de contar
animais, objetos, pessoas e tudo mais ao seu redor.

E admissivel aceitar que a humanidade, mesmo nas épocas mais primitivas, possuia
uma nog¢ao do senso numérico, o entendimento de menos e mais quando se retiravam
ou acrescentavam alguns objetos de uma cole¢ao pequena, pois na natureza ha conhe-
cimento de que alguns animais sao dotados desse senso. Com a evolucao gradual da
sociedade, a contagens simples se tornou inevitavel.

Uma tribo necessitava de saber a quantidade de seus membros para divisao da co-
mida e tornava-se necessario a um pastor controlar a quantidade de seu rebanho de
carneiros. Supoe-se que o modo mais antigo de contar se baseasse em algum método
de registro simples, aplicando o principio da correspondéncia biunivoca. Na contagem
de carneiros, por exemplo, podia-se dobrar um dedo para cada animal. Outra maneira
seria também contar fazendo-se ranhuras no barro ou numa pedra, produzindo-se en-
talhes num pedaco de madeira ou numa corda. Entao, talvez mais tarde, desenvolveu-
se um arranjo de sons vocais para registrar verbalmente o nimero de objetos de um
grupo pequeno. E posteriormente, com o aperfeicoamento da escrita, foram apare-
cendo arranjos de simbolos com intuito de representar os nameros nas situagoes dia-
rias.

Segundo EVES (2004, p. 26) “Esse desenvolvimento hipotético encontra respaldo
em relatorios de antropdlogos que estudaram povos primitivos em nossa época”.

Com o desenvolvimento da sociedade se tornou necessario efetuar contagens mais
extensas, e assim, sucedeu uma sistematizacao no método de contar. Os nameros fo-
ram organizados em grupos basicos apropriado, no qual a ordem de grandeza desses
grupos era determinada na sua maioria pelo processo de correspondéncia empregado.
Exemplificando as ideias, o método versava em escolher certo nimero b como base e
atribuir nomes aos numeros 1,2,3, ..., b. Os nimeros maiores do que b seus nomes
eram basicamente combinagoes dos nomes dos nameros ja nomeados. Como os dedos
do homem formavam um instrumento de correlagao apropriado, o nimero 10 acabava
sendo o preferido nas escolhas da base b.

Analisemos as palavras da lingua inglesa de alguns nimeros, considerando a base

10. Temos os nomes especificos one (um), two (dois), ..., ten (dez) para os numeros
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1,2,...,10. A partir de 11 a palavra usada é eleven, que, segundo os estudiosos de
linguas, provém de ein lifon, cujo significado ¢ “um acima de dez”. Analogamente,
twelve (doze) provem de twe lif (“dois acima de dez”). Depois se tem thirteen (“trés
acima de dez”) para 13, fourteen (“quatro acima de dez”) para 14, até nineteen (“nove
acima de dez”) para 19.

Ha comprovagao de que os nameros 2, 3,4 e 5 foram usados como bases primitivas.
Segundo EVES (2004, p. 28), “Por exemplo, ha nativos de Queensland que contam
“um, dois, dois e um, dois e dois, muito”, e alguns pigmeus africanos que contam
“a,0a,ua,oa—oa,0a—oa—a e oa—oa—oa’ paral,2,3,4,5e6”. Certa tribo da Terra do Fogo
compOe seus primeiros e poucos nomes de numeros na base 3 e algumas da América do
Sul usam de maneira analoga o 4. Como seria de esperar, o sistema quinario ou sistema
de numeracao de base 5, foi o primeiro a ser usado extensivamente. Até hoje algumas
tribos da América do Sul contam com as maos: “um, dois, trés, quatro, mao, mao e um”
e assim por diante. Os Yukaghirs da Sibéria usam uma escala mista para contar “um,
dois, trés, trés e um, cinco, dois trés, um mais, dois trés e dois, dez faltando um, dez”.
Ainda no inicio do século XIX se encontravam calendarios de camponeses germanicos
baseados no sistema quinario. Outra base com algumas evidéncias, especificamente
em relacao a medidas, de ter sido utilizada em épocas pré-historicas é a base 12. Essa
base pode ter sido recomendada pelo nimero aproximado de lunagoes de um ano ou,
quem sabe o fato do nimero 12 ter muitos divisores inteiros. De qualquer forma, 12
é o numero de polegadas em um pé padrao, de pences em um shilling, as horas de um
relogio, o nimero de meses em um ano, ou quem sabe a palavra duzia.

Temos também o sistema vigesimal (base 20) amplamente utilizado pelos indios

americanos. Outro povo conhecido pelo seu uso foi o povo maia.

As palavras-nimero francesas quatre-vingt (oitenta) em vez de hui-
tante e quatre-vingt-dix (noventa) em vez de nonante sao tracos da base
20 dos celtas. Também se encontram tragos no gaélico, no dinamarqués
e no inglés. Os groenlandeses usam “um homem” para 20, “dois ho-
mens” para 40 e assim por diante. Em inglés ha a palavra score (uma
vintena), frequentemente usada. (EVES, 2004, p. 29)

Outro sistema € o sexagesimal (base 60) que foi amplamente trabalhado pelos ba-
bilénios, ainda usado na medida de angulos e do tempo.

Ja foi mencionado o uso de marcas e entalhes como maneiras primitivas de registrar
numeros. Esse recurso possivelmente representa a primeira tentativa por parte do
homem de registrar. Configura os primeiros esforcos no sentido de fazer registros
permanentes de numeros, que resultaram em varios sistemas de numeragao escritos.
Dentre os varios tipos de sistema de numeragao, podemos classifica-los em: sistema de
agrupamento simples (aditivo); sistema de agrupamentos multiplicativos; sistema de

numeracao cifrado e sistema de numeracgao posicional (EVES, 2004, p. 30-37).
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2.2 Classificacoes simples dos sistemas de humeracao

Um sistema de numeracao (ou sistema numeral) é um método usado para lidar com
o conceito de “quantos”, onde culturas diferentes, em épocas diferentes, adotaram va-
rios métodos, indo do basico “um, dois, trés, muitos” a altamente sofisticadas notagoes

de posicionamento decimal que usamos hoje dia.

2.2.1 Sistemas de agrupamento simples ou aditivo

Possivelmente o mais antigo tipo de sistema de numeracgao a se desenvolver tenha
sido o sistema de agrupamentos simples (EVES, 2004). Nesse tipo de sistema ¢é esco-
lhido um ntimero b como base e a partir dele usam-se simbolos para 1, b, b2, b3, etc. A
partir desta escolha, podemos expressar qualquer namero usando os simbolos aditiva-
mente, repetindo-se cada um deles na quantidade de vezes que seja necessaria. Neste
tipo podemos citar os sistemas dos Babilonios, Egipcios e Romanos que abordamos nas

secoes 2.3.1, 2.3.2 e 2.3.3 respectivamente.

2.2.2 Sistemas de agrupamento multiplicativos

Alguns sistemas de agrupamentos multiplicativos sao evolucao do sistema de agru-
pamentos simples (EVES, 2004). Nesse tipo de sistema, escolhe-se uma base b e sim-
bolos que representem os nameros 1,2,3,...,b—1 e um segundo conjunto de simbolos
para b,b%,b3,b%,... A construcao dos nimeros é feita fazendo composicao dos dois con-
juntos multiplicativamente de tal forma que mostre quantas unidades dos grupos de
ordem superior sdo imprescindiveis. Assim, escolhendo-se os primeiros nove nameros
pelos algarismos atuais, mas designando-se 10,100,1000 e 10000 por p,q,r e s, temos
que o numero 73485 num sistema de agrupamentos multiplicativo se escreveria da

seguinte forma:

73485 =7s53r4q8p5.

Neste tipo de sistema podemos citar o sistema de numeragao chinés-japonés tradi-
cional, consistem num sistema de agrupamentos multiplicativo de base 10, numeros
estes escritos verticalmente.

Vejamos um exemplo com o nimero 5625 na Figura 2.1. Na figura do lado es-
querdo temos os simbolos dos dois grupos basicos, o primeiro grupo compostos de 1 a
9 e 0 segundo os nameros 10, 102 e 103 e na direita a representagcdo do namero 5625,
considerando a parte superior do namero 5625, temos o primeiro e o segundo sim-
bolo representando respectivamente os niimeros 5 e 103, o terceiro e o quarto simbolo
representando respectivamente os nimeros 6 e 102, o quinto e o sexto simbolo repre-

sentando respectivamente os nimeros 2 e 10, e por fim o ultimo simbolo que fica na
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parte inferior representando a unidade 5. No SND, o nimero seria representado da

seguinte forma:

5x103+6x10%2+2x10+5.

Figura 2.1 — Numero 5625 Chinés-Japonés tradicional.

1 — 1o+ Hh
2 = 10° +
3 = 103+ AN
4 B9 =1
s ——
6 = ...'..
7 3= L

Fonte: EVES (2004, p.34).

2.2.3 Sistemas de agrupamento cifrados

No sistema de numeracgao cifrado, ap6s adotar uma base b, escolhe-se simbolos para
os nameros 1,2,3,...,b—1; b,2b,3b,...,(b—1)b; b?,2b%,30%,..., (b— l)bz, e, assim suces-
sivamente. O inconveniente deste sistema é o grande numero de simbolos necessarios
para memorizar e a vantagem consiste na representacao dos numeros de forma com-
pacta. Como exemplo, temos o sistema de numeragao grego, conhecido como jonico
ou alfabético, segundo (EVES, 2004, p. 35),

O sistema de numeragao grego, conhecido como jonico ou alfabético,
cujas origens situam-se ja por volta do ano 450 a.C., é um exemplo
desse sistema cifrado. Ele é decimal e emprega 27 caracteres — as 24
letras do alfabeto grego mais trés outras obsoletas: digamma, koppa e
sampi. (EVES, 2004, p. 35).

Veja a Tabela 2.1 uma ilustracao dos simbolos do sistema de numeracgao grego.
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Tabela 2.1 — Ilustragao dos simbolos do sistema de numeragao grego.

1 « alpha(alfa) 10 ¢ iota 100 p rho

2 B beta 20 « kappa 200 o sigma

3 vy gamma(gama) 30 A lambda 300 7 tau

4 o delta 40 pu mu 400 v upsilon
5 € epsilon 50 v nu 500 ¢ phi

6 obsoleta digamma 60 & xi 600 x chi

7 C zeta 70 o 0 700 v psi

8 1 eta 80 = pi 800 w omega
9 0 theta(teta) 90 obsoleta koppa 900 obsoleta sampi

Fonte: EVES (2004, p. 35).

Neste exemplo de sistema de numeracao grego a base escolhida é 10, as letras gregas
de Alfa a San tem valores 1, 2, 3, 4, ..., 9; 1x10, 2x10, 3x10, ..., 9%x10; 1x102, 2x
10%, 3x107%, ..., 9x10%

Por muito tempo as letras maiasculas foram utilizadas, e posteriormente substitui-

das pelas letras mintsculas, como exemplos representamos os nimeros 31 e 243:

Ada=31=3x10+1, opy =243 =2x10>+4x10+3.

2.2.4 Sistemas de agrupamento posicional

Neste tipo de sistema, apos a adocao de uma base b, escolhe-se simbolos para
0,1,2,3,...,.b—1. Assim, ha no sistema b simbolos basicos, comumente chamado de

algarismos. Cada numero N devera ser representado de maneira tnica na forma de

N=a,b"+a, 1b" '+ +a3b> +ab® + a;b' +ag

onde0<a;<bei=0,1,...,n Logo, escrevemos o nuimero N na base b pela sequéncia
de simbolos: a,a,_;---a,a;a5. Como exemplo temos o sistema de numeracao decimal
adotado pela grande maioria dos paises. Nao exemplificamos, pois na segao 2.3.4 sera

falado sobre ele.

2.3 Exemplos de sistema de numeracao

Serao expostos os sistemas de numeracao Babilonico, Egipcio, Romano e Indo-
Arabico devido a sua importancia ao longo da histéria matematica e o sistema de nu-

meracao base 5 por ser objeto de estudo.

2.3.1 Sistema de numeracao mesopotamico ou babilénio

Nao ¢é arriscado conceber que sociedades muito antigas tenham possuido uma no-

cao de quantidade. Ha um registro relacionado com contagens, que gera interpreta-
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cOes e discussOes entre os especialistas, € o 0sso, mostrado na Figura 2.2, descoberto
em Ishango, na Africa, e datado entre 20.000 e 10.000 anos a.C.

Figura 2.2 — O osso de Ishango.

Fonte: EVES (2004, p. 26).

Os primeiros registros, que podem ser considerados como um tipo de escrita data
quase do quarto milénio antes da era comum e sao originarios da Baixa Mesopotamia,
onde atualmente se localiza o Iraque. O nascimento da escrita e da Matematica nesta
regiao esta fortemente relacionado.

Nesta era, o aumento da populacao no sul do Iraque (Babilonios) deu origem ao
desenvolvimento de cidades e a necessidade de aprimoramento das técnicas de admi-
nistracao da vida comum. Esta nova conjuntura determinou o nascimento de registros
das quantidades, considerado as primeiras formas de escrita, o desenvolvimento do
conceito de numero, a despeito de ter sido estimulado por necessidades concretas,
alude em um tipo de abstragao, pois o ato de contar é concreto, no entanto quando
usamos o0 mesmo numero para expressar quantidades iguais com objetos diferentes é
um procedimento abstrato.

Apresentamos agora o sistema de numeracao babilonico e focamos apenas o sistema
de numeracao empregado pelos escribas babilonios que residiram a Mesopotamia por
volta de 2000 a 1600 a.C, durante o periodo Babilonio Antigo, ignorando os seus ante-
cedentes, que aludem a épocas bem mais antigas.

Seu sistema era aditivo e posicional. O simbolo com aparéncia de um cravoY re-
presentava o numero “um”, a partir dele representava os nameros 2, 3, 4 até o naumero

9 repetindo o nimero de vezes que era necessario. O namero 10 era representado
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por < . a representacao dos nameros utilizava o processo aditivo com a jun¢ao do
simbolo maior com o menor, prosseguindo assim dessa forma até o namero sessenta,
quando se retornava a utilizar o mesmo simbolo usado para o nimero um. Observe
na Figura 2.3 as representacdes do numero 1 até o namero 60. Prosseguindo na con-
tagem, ao atingir o nimero 60> = 3600, emprega-se novamente o mesmo simbolo, e

assim ininterruptamente.

Figura 2.3 — Simbolos do sistema de numeragao babil6nico.

Y L w 2w 30w A
w oS w6 % 7 % 8
ﬁ 9 0 Il & 12

am B @ W o 15 g 16
@ 17 «% 18 @ 19 ¢ 20

« 30 df 40 @ 0 ¢ 60

Fonte: ROQUE T.; PITOMBEIRA (2012, p. 8).

Os nameros de 60 em diante eram representados em termos dos simbolos para os
numeros de 1 a 59, usando o principio da posi¢ao para indicar maltiplos de poténcias
de 60. Os babilonios ja tinham o conceito do zero e, como esse nao era nenhuma
quantidade, indicavam-no com um espaco vazio. O sistema dos antigos babilonios usa
uma notagao posicional de base sessenta. De fato mesmo, havia uma combinagao de
base 10 e base 60, pois os simbolos até cinquenta e nove mudam de dez em dez.

Atualmente ainda usamos sistema babilonico, pois a divisao das horas, minutos e
segundos, é uma heranca dos babildnicos, é um sistema posicional sexagesimal. Assim,
1h 5min 25 s éigual a (60 x 60) + 5 x 60 + 25 = 3925s.

Eles sao responsaveis pela aquisicao do sistema numérico posicional, para enten-
demos melhor esse sistema, observe o exemplo:

O ntmero 23465 representado no sistema decimal (base 10) ficaria:

23465 = (2x10%)+(3x10%)+(4x10%)+(6x10")+(5x10%) = 20000+ 3000+ 400+ 60 +5,

ao mudar a base do sistema, automaticamente o valor do nimero 23465 também muda.

Utilizamos agora a base 6, observe o nimero 23465 = (2 x 6*) + (3 x 63) + (4 x 62) + (6 x
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6')+ (5% 6°) ou seja 2592+ 648 + 144+ 36+ 5 = 3425, ja na base babilonica sexagesimal,
ocorrera uma nova mudanca, observe: 23465 = (2x60%)+(3x603)+(4x60%)+(6x60!)+
(5x6%) =26582765.

Qual a vantagem de se utilizar a base sessenta, ou seja, um sistema sexagesimal? A
divisibilidade por inteiros pequenos é uma importante caracteristica a ser levada em
conta no momento de escolhermos a “base” para um sistema de numeragao. Note que
na atualidade a base 12 é utilizada até hoje no comércio quando usamos a duzia, pre-
cisamente pelo fato do nimero 12 ser divisivel por 2, 3 e 4, facilita o seu uso, note que
um grande vantagem do sistema sexagesimal consiste que o nimero sessenta é divisi-
vel por todos os inteiros entre 1 e 6, facilitando o calculo dos inversos multiplicativos

dos numeros expressos nesta base.

Figura 2.4 — Representacao de niumeros no sistema de numeragao babilonico.

. Leitura dos simbelos em nosso Valer
Cuneiforme . .
sistema decimal
TG 1;15 = 1x60 + 15 75
& 1,40 = 1x80 + 40 100
(W&m 1643 = 16x60 + 43 1003

& (FRE 44,2640 = 44x3600 + 26x60 + 40 |160000

1:;24,51,10 = 1x216000 + 24x3600 +

305470
T« T ¢ P

Fonte: ROQUE T.; PITOMBEIRA (2012, p. 10).

A Figura 2.4 mostra exemplos de nimeros escritos no sistema sexagesimal usado
pelos babilonios. Este sistema da margem a algumas imprecisoes na mensuragao do
numero, por exemplo, usando duas cunhas, que representam cada uma delas o nu-
mero “um”, temos o nimero 2 ou o numero 61. Na representacao do namero 2, este
problema é resolvido unindo-se bem os dois simbolos. Mas como diferenciar 1 de 60?
Neste ultimo caso, houve uma época em que se usava o simbolo de 1 com tamanho
diferente para representar 60 (ROQUE T.; PITOMBEIRA, 2012).

A partir da padronizagao dos simbolos, com intuito de facilitar os registros, a dis-
tingao entre o numero 1 e as poténcias de 60 dependia da situacao, que permitia deter-
minar a ordem de grandeza dos numeros com que se estava lidando em cada problema,

outro caso que causava ambiguidade era a escrita dos numeros 2 e 120, pois como dife-
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renciar qual namero Y ¥ estes dois simbolos representam. Novamente o contexto do
problema ajudava na distin¢ao do valor do nimero (ROQUE T.; PITOMBEIRA, 2012).

2.3.2 Sistema de numeracao egipcio

Segundo estudos, o sistema de numeragao do Egito foi desenvolvido aproximada-
mente na mesma época que dos babildnios, ou seja, por volta do ano 3000 a.C. Seu
sistema de numeragao empregava o sistema decimal, no entanto, diferentemente dos
babildnios, nao era posicional, mas sim, aditivo (ROQUE T.; PITOMBEIRA, 2012).

A barra vertical representava o nimero 1 e os numeros imediatos de 2 a 9 eram
obtidos pela soma de um numero apropriado de barras. A parti dai, os nimeros sao
multiplos de dez e, devido a isso, afirmamos que o sistema é decimal. O nimero dez é
uma al¢a; cem, uma espiral; mil, a flor de 16tus; dez mil, um dedo; cem mil, um sapo e

um milhao, um deus com as maos levantadas, veja a Figura 2.5.

Figura 2.5 — Ilustracao dos simbolos do sistema de numeracgao egipcio.

NQ [{~2&

1000 10000 100000 1000 000
Fonte: ROQUE T.; PITOMBEIRA (2012, p. 25).

I

No sistema de numeracao egipcio a forma de escrever e ler os numeros segue o
seguinte: os nimeros maiores vém escritos na frente dos menores e, se houver mais de
uma linha de nameros, devemos comecgar de cima para baixo. Como exemplo, temos o

numero 3244 representado na Figura 2.6

Figura 2.6 — Ilustragao do namero 3244.
e
> AN

Fonte: ROQUE T.; PITOMBEIRA (2012, p. 26).

Devido este sistema ser aditivo, os nimeros sao obtidos pela soma de todos os nu-

meros representados pelos simbolos, basta entao escrevermos:

3x1000+2x100+4x10+4x1=23244.
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2.3.3 Sistema de numeracao romano

O desenvolvimento do sistema de numera¢ao romana ocorreu na Roma Antiga,
sendo empregado em todo o Império Romano. A construgao do sistema se utiliza de
sete letras maitusculas do alfabeto latino: I, V, X, L, C, D e M.

Vejamos os valores inteiros na Tabela 2.2 representados por letras romanas especi-

ficas.

Tabela 2.2 — Simbolos do sistema de numeracao romano

NUMERO ROMANO [ NOME VALOR
I unus 1 (um)
4 quinque 5 (cinco)
X decem 10 (dez)
L quinquaginta | 50 (cinquenta)
C centum 100 (cem)
D quingenti 500 (quinhentos)
M mille 1000 (mil)

Pouco se pode afirmar completamente sobre a origem da matematica romana.
Segundo CAJORI (2007, p. 103)
“A pequena matematica dos romanos nao veio s6 dos gregos, mas em
parte de fontes mais antigas. Exatamente de onde e como se originou
é motivo de davida. O mais provavel é que a "notacao romana", bem
como a primitiva geometria pratica dos romanos tenha originado dos

antigos etruscos, os quais, até onde vai o nosso conhecimento, habita-
ram o distrito entre Arno e o Tiber”.

A caracteristica predominante da notagao romana é o principio aditivo, no qual XI
e VI representam respectivamente 10+ 1 e 5+ 1, assim como o principio subtrativo,
ilustrado quando se escreve IV e IX respectivamente para 5—1 e para 10—1. O método
subtrativo se tornou vastamente utilizado apds a inven¢ao da imprensa com tipografias
moveis.

Quando ha necessidade de escrever numeros maiores, utiliza-se uma barra colo-
cada sobre a letra, com isso, ela multiplica o seu valor por 1000. Exemplificando,
temos o niimero MM equivalente a 2000 x 1000.

Para melhor entendimento do sistema romano vamos pontuar as regras de repre-
sentacao dos numeros neste sistema de numeracao.

Os numeros sao escritos iniciando da letra de maior valor até a de menor valor, e

seguindo as seguintes regras:

* principio da adigao: algarismos de menor ou igual valor a direita sao somados

ao algarismo de maior valor;

* principio da subtragao: algarismos de menor valor a esquerda sao subtraidos do

algarismo de maior valor;
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* um algarismo nao pode ser repetido lado a lado por mais de trés vezes. Assim,
os nameros 10+ 3 e 10 + 4 sao representados respectivamente por XIII e XIV.
Logo, para representar 300, podemos usar CCC; para representar 400, contudo,

precisamos escrever CD;

* para cifras superiores, utiliza-se um travessao por cima da letra, que representa
sua multiplicagdo por 1000. Assim, CC corresponde ao valor 200.000 (200 x
1.000) e M corresponde ao valor 1.000.000 (1.000x 1.000). Este sistema de nume-
ragao tem como valor maximo o numero 3.999.000 que corresponde a
MMMCMXCIX.

2.3.4 Sistema de numeracao indo — arabico

O sistema numérico Hindu-arabico ou indo-arabe (também conhecido por sistema
numérico arabe ou sistema numeral Hindu), recebeu esse nome devido aos Hindus,
que o inventaram, e devido aos arabes, que foram responsaveis por sua difusao para a
Europa Ocidental.

O desenvolvimento da civilizagao Hindu ocorreu no vale do rio Indo (que atual-
mente faz parte do Paquistao). Os astronomos e matematicos Hindus inventaram ao
longo do tempo, um sistema de numera¢ao cujo documento mais antigo é um livro
publicado por volta de 1500 anos.

O sistema de numeracao arabe (ou decimal ou de base 10) é um sistema numeral
decimal posicional, por este motivo que comumente nos aludimos a ele chamando-
o de sistema de numeragao decimal. A palavra decimal origina-se da palavra latina
“decem,” que significa dez, pois, assim como varios sistemas de numeragao antigos, o
nosso sistema atual tem base dez, ou seja, os agrupamentos sao sempre feitos de dez
em dez. Conjectura-se que isso pode ter ocorrido, possivelmente devido o homem ter
dez dedos e usa as maos para contar, sao utilizados apenas 10 simbolos diferentes: os
designados algarismos arabes. Estes algarismos arabes sao representados pelos simbo-
los 0, 1,2, 3,45 6,7, 8 9. O simbolo que corresponde a um nimero qualquer
é combinado de varios algarismos dispostos, uns a seguir aos outros. Devido ser po-
sicional, os lugares destes algarismos correspondem as diferentes ordens, comecando
pela direita, e sao chamados de casas: casa das unidades, casa das dezenas, casas das
centenas, e assim sucessivamente.

Desde o século IIT a.C. sabe-se que eram empregados na india simbolos graficos no
intuito de identificar os numeros, pois foram encontradas inscricoes em pedra desse
periodo. Os Hindus utilizavam nove simbolos independentes para representar quan-
tidades de 1 a 9. Segundo IFRAH (1989, p. 267), acima do numero 9, os numeros
eram escritos por extenso, pois ainda nao havia desenvolvido o principio do valor de

posicao.
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Como nao podiam representar os nimeros grandes por algarismos, eles
tiveram desde muito cedo a ideia de exprimi-los, como se diria hoje, por
extenso. Sem o saber, eles tomavam o caminho que os levaria um dia a
descoberta do principio de posi¢ao e, consequentemente, a criagao do
zero. Apesar de oral, esta numeracao foi de excelente qualidade.

De acordo com a tabela 2.3, era conferido um nome reservado a cada um dos nove

primeiros nimeros inteiros.

Tabela 2.3 — Ilustracao dos simbolos e nomes do sistema de numerac¢ao decimal.

eka

dvi

tri | catur | panca | sat | sapta | asta | nava

1

2

3 4 5 6 7 8 9

As poténcias de 10, atribuiam nomes completamente independentes uns dos ou-

tros, conforme a tabela 2.4.

Tabela 2.4 — Simbolos e nomes do sistema de numeracao decimal.

10 Dasa
100 Sata
1000 Sahasra
10000 Ayuta

100000 Laksa
1000000 | Prayuta
10000000 | Koti

Um dos responsaveis pela exposi¢ao do sistema de numeragao indo-arabico na Eu-

ropa foi Abu Jafar Muhamed Ibn Musa AL-Khowarizmi, matematico, astronomo e geo-

grafo mugulmano do século IX. Seus trabalhos de geometria, aritmética e algebra fo-

ram traduzidos para o latim e mudaram decisivamente o ocidente. De que maneira e

quando os novos simbolos numerais entraram na Europa sao indagag¢oes ainda nao de-

cididas. Segundo EVES (2004, p. 40), possivelmente chegaram a Europa com a invasao

dos arabes na Espanha.

Esses simbolos se encontram num manuscrito espanhol do século X,
sendo possivel que tenham sido introduzidos na Espanha pelos ara-
bes que invadiram a peninsula ibérica no ano 711 d.C., onde perma-
neceram ate 1492 d.C. Mas foi uma traducéo latina do tratado de Al-
Khowarizmi, feita no século XII, seguida de alguns trabalhos europeus
sobre o assunto, o que fez com que o sistema se disseminasse mais am-
plamente.

Segundo IFRAH (1989, p. 303-304), os arabes foram amplamente favoraveis a in-

sercao deste sistema de numeracao Hindu, ja os europeus demoraram para aceitar a

mudanca. Nessa época, os calculos predominantes consistiam na utiliza¢ao dos aba-

cos, e somente uma classe privilegiada sabia manipular essas calculadoras, os restantes
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viviam a margem deste conhecimento. Ao contrario, houve forte resisténcia a aceitagao
da utilizagao dos simbolos pagaos na Europa, ela s6 foi vencida depois que a expan-
sao do comércio europeu tornou-se mais forte do que os preconceitos culturais. Deste
modo, fez-se necessario um sistema numérico mais favoravel ao calculo.
AL-Khowarizmi se mostrou extremamente importante para a matematica arabe,
por meio dele passaram a existir termos como algarismo e algoritmo, o primeiro termo
é aproveitado para nomear os simbolos do nosso atual sistema de numeragao e o se-
gundo para nomear um conjunto de regras para a resolu¢ao de um calculo numeérico.
Segundo EVES (2004, p. 40, 41), até o estabelecimento do sistema de numeragao deci-

mal como nos dias de hoje, houveram varias modificagdes na sua escrita.

Até que os simbolos dos numerais indo-arabico se estabilizassem, com a
invencdo da imprensa de tipos méveis, muitas modifica¢cdes em sua gra-
fia se verificaram. Nossa palavra zero provavelmente provem da forma
latinizada zephirum derivada de sifr que e uma tradugao para o arabe
de sunya, que em Hindu significa “vazio” ou “vacuo”. A palavra arabe
sifr foi introduzida na Alemanha, no século XIII, por Nemorarius, como
cifra*.

No inicio, o sistema de numeracao do povo Hindu nao era posicional e também nao
empregava o zero (EVES, 2004). No momento que eles aperfei¢oaram o sistema vigente
para um posicional, houve necessidade da concepc¢ao de um simbolo para representar
o nulo, ou seja, o nada existente na posi¢ao indicada. Apesar de haver um desenvolvi-
mento parcial ou limitado do conceito de zero em alguns sistemas mais antigos que o
Hindu, o mérito pela criagao foi dado a eles, o zero foi uma grande invencao dos Hin-
dus, veja essa afirmacao em EVES (2004, p. 40) "Contudo, a ideia de valor posicional e
um zero devem ter sido introduzidos na india algum tempo antes do ano 800 d.C".

Outro ponto a ser considerado é a alteragao do tracado dos simbolos numéricos,
pois os livros no século XV eram copiados manualmente antes da inven¢ao da im-
prensa. Como cada copista tinha uma grafia distinta, as letras e os simbolos que repre-
sentavam os niumeros foram recebendo intimeras alteragoes. A utilizagao pelos arabes
e europeus também contribuiram para mais modificacoes e com isto alteragoes nos

tracados. Vejamos na Figura 2.7.
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Figura 2.7 — Evoluc¢ao do tracado dos simbolos do sistema de numeragao indo-arabico.

um | dois | trés | quatro cinco seis | sete | oito | nove | zero

Século VI (indiano) A2y (AN IN|T]9],
SecdoX(ndane) | N | L | 1 | ¥ g e 4| T a|.
Século X (arabe orlental) K ¢ 3 | ¥ KRE v a4 as ]
Século X (europeu) .l |t |¥ | Y b § ) e

Século XI (drabe oriental) LI 1| |8 [ Y || A | /
Seculo XIl (europeu) L| T |hHh|R b |Db 8 | b | o

Seculo Xlil (4rabe oriental) * 0T | v | g1 rirl7T | t
Século Xl (europeu) 1 |2 (3 |% | 4 |6 |1 |8 |9 (o
SéculoXIV (rabeocidental) = ¢ | 2 3}t Ly 6 |1 ) 2 | »

Século XV(arabe oriental) firir $¢ | o A |V Al
Século XV (europeu) ! | ¢ | 3 1 ¥ § ? 8 9 ’
Hoje | 1 2 | 3 4 | 5 6 7 | 8 | 9 | 0

fonte: DANTE (2014, p. 17).

Na atualidade, representamos os dez algarismos com o tragado com os simbolos:
0,1,2 3,45,6,7, 8 e9. Com a criagao da imprensa, as modificagoes dos tracados
se mantiveram estabilizados, de modo que os algarismos atuais tém, basicamente, a
mesma aparéncia desde o século XV.

Este sistema de numeragao atualmente é o mais popular para a representagao sim-
bolica de nimeros no mundo, tem se mostrado util, pratico e eficiente, todos esses fatos
historicos relatados colaboraram para o desenvolvimento dos nimeros e dos sistemas

de numeracao.

2.3.5 Sistema de numeracao quinario

O sistema quinario é um sistema de numeragao quantica de base 5 que usa somente
os simbolos 0, 1, 2, 3 e 4. A conversao de um numero no sistema decimal para um
numero no sistema Quinario, consiste na divisao sucessiva entre 5, o nimero quinario
formado é composto pelo Gltimo quociente e todos os restos sao os algarismos, de
acordo com este método, o nimero cinco da base 10 passa a ser representado por (10)s,
o namero vinte do SND é o nimero (40)5 e o quarenta é o (130)s.

No século 20, somente poucas tribos na africa ainda utilizavam o sistema base 5.
Entretanto, a base dez (sistema de numeracao decimal) predominou na maior parte
das tribos, territdrios e paises. Como o numero cinco é um divisor de 10 e 20, conclui-
se que o sistema quinario é utilizado como uma sub-base do sistema de numeragao
decimal e também do sistema vigesimal. Podemos escrever qualquer nimero na base

5 da seguinte forma:
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N =a,5"+a, 15"+ +a35° +a,5% +a,5' +aq

onde 0 <a;<5ei=0,1,..,n Logo, escrevemos o nimero N na base 5 pela sequéncia

de simbolos: a,a,_1...aa,4a9.

2.4 Reflexao

A historia mostra que a evolugao dos sistemas de numeracao da antiguidade nao fo-
ram linear, ao contrario, sistemas de numeracao bem diferentes foram criados e usados
paralelamente, inclusive por na¢des contemporaneos e vizinhas, até que o sistema de
numeracao posicional fosse adotado. O ensino dos sistemas de numeragao da antigui-
dade é um instrumento valioso, no entanto, nao pode se tornar um objetivo em si. O
aprendizado de outros sistemas tem como objetivo principal, auxiliar a aprendizagem
do sistema posicional decimal. Cada um desses sistemas de numeracao apresentados
neste capitulo possui particularidades especificas, que causam limitagoes e beneficios
na execucao de tarefas. Os procedimentos para realizacao dos calculos se baseiam na
estrutura de cada sistema, ou seja, se o sistema é aditivo, posicional, multiplicativo, ou
outro qualquer.

O estudo do sistema babilonio possibilita ajudar a compreender o real valor do
algarismo 0, pois como relatado na segdo 2.3.1, sabemos que sua inexisténcia causa
ambiguidades na determinac¢ao do valor do simbolo que representa o numero 1 e o 60,
este problema nao ocorre no SND por causa da sua criagao. A utilizagao do algarismo 0
para representar um namero significa o consentimento da inexisténcia de quantidade
material como uma quantidade, esse é um enorme passo de abstracao com grande
significado em relagao a todos os sistemas da antiguidade.

Em relagao ao sistema egipcio, seu sistema aditivo, mas nao posicional, implica em
algoritmos mais simplificados que o SND. No registro do numero, ¢ suficiente escre-
vermos os simbolos, seguindo orientagao dada na secao 2.3.2, e a soma gera o numero
esperado. O grande salto do SND em relacao a este sistema, é ser posicional, no qual
o valor relativo do nimero depende em que casa esta localizado, diferentemente do
egipcio em que cada simbolo tem o valor absoluto e relativo iguais.

Os objetivos de ensinar os algarismos romano tem uma caracteristica peculiar e
pratica, visto que ele ainda é utilizado em algumas situagoes atuais (por exemplo, a re-
presentacao dos séculos). Sobretudo, uma finalidade importante no ensino do sistema
romano consiste em entender a estrutura do proprio sistema de numeracao decimal
posicional, por meio do estudo de diferencas e semelhangas.

O sistema posicional, em primeiro lugar, tem uma grande vantagem em relagao
aos outros, pois, um mesmo algarismo dependendo da sua posi¢ao no numeral, as-

sume infinitos valores diferentes. Isto possibilita que um conjunto finito de algarismos
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consiga representar todos os nimeros naturais - diferentemente dos sistemas nao po-
sicionais. Outro fato muito importante refere-se a facilidade para construir algoritmos
e uma quantidade enorme deles, relativamente simples e praticos, para as operagoes
elementares. Esta é um caracteristica fundamental para o estudo das quatro opera-
¢Oes no ensino basico, no qual, sera discutido em detalhes no capitulo 3. Outro ponto
relevante, os sistema posicionais possibilitam um extensao para a representagao de nu-
meros nao inteiros, como os niumeros racionais, irracionais e complexos. O sistema de

numeracao de base 5 e 6, conjuntamente com o SND, sera discutido no capitulo 5.
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3 Aritmética: Evolucao dos algoritmos

das quatro operacoes

“A Aritmética é a base de toda a Matematica, pura ou aplicada. é a
mais atil das ciéncias e provavelmente nio existe nenhum outro ramo
do conhecimento humano tao espalhado entre as massas”. (DANTZIG,
1970, p. 44)

A Aritmética é, justamente, o ramo da Matematica que lida com os nimeros e com
as operagoes possiveis entre eles, sendo considerada a ciéncia dos nameros.

Na procura das origens do invento dos numeros e das operagdes, veem-se, desde a
civilizagao grega, as citagcoes que serviram de base para a educagao do mundo ociden-
tal em grupos que foram chamados de trivium e quadrivium. O trivium abrangia a
Gramatica, a Dialética e a Retdrica, matérias que apontavam a uma preparagao para a
vida pratica. O quadrivium repartia o conhecimento considerado indispensavel para o
desenvolvimento do individuo em Aritmética, Geometria, Musica e Astronomia. Apds
o Renascimento, houve reformulag¢des nos curriculos, mas o papel de cada “mddulo”
continuou a ser o mesmo: a preparagao formal e pratica do individuo.

Enfim, tendo em vista a importancia da Aritmética (operagoes) no conjunto dos co-
nhecimentos imprescindiveis a todo cidadao, é aceitavel o interesse de se compreender
como essa “disciplina” se organizou.

Para chegar a Teoria dos Numeros, a humanidade percorreu longos caminhos. A
técnica da contagem e as regras de calcular foram acontecimentos instituidos no final
do periodo renascentista, em meados do século XVII. Nesse periodo, muitas batalhas
ocorreram: lutas por territorios ou por religiao em que os povos empunhavam sua cul-
tura ou adotavam conhecimentos de outras. As varias técnicas de quantificar, contar,
medir ou de representar foram se mesclando no transcorrer da histéria, e determina-
dos povos acabaram se impondo a outros, de modo que, hoje, as praticas quase que se
universalizaram.

A aritmética se tornou tao importante, que hoje é parte integrante dos parametros
curriculares nacionais. Segundo MEC (1997, p. 39, 40) o sistema de numeragao, com
suas operagoes, faz parte do ramo da Matematica chamado Aritmética, que se constitui
em uma das disciplinas nucleares nos curriculos dos anos iniciais da Educagao Basica.
Contar e calcular, bem como, medir e organizar o espaco e as formas (Geometria) sao

competéncias para cujo desenvolvimento o ensino de Matematica se faz fundamental.
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3.1 As operacoes e seus algoritmos

A forma como a disciplina de matematica deve ser trabalhada na escola, precisa
considerar a trajetéria que cada contetdo percorreu até chegar ao estagio atual, de

modo que nao seja vista como estatica.

“A matematica, afinal, é um produto cultural. E criada por pessoas
em um momento e lugar dados e frequentemente é afetada por esse
contexto. Saber mais sobre isso ajuda a entender como a matematica
se ajusta com outras atividades humanas” (BERLINGOFF W. P.; GOU-
VEA, 2008, p.3).

Apresentamos neste secao as quatro operagoes fundamentais da Aritmética: adicao,
subtracao, multiplicacao e a divisao, e métodos que permite calcular a soma de dois
ou mais niameros em um sistema de numeracao posicional, métodos esses que sao
denominados por algoritmo. Damos énfase no estudo dos significados das operagoes,
no desenvolvimento dos algoritmos comumente empregados na atualidade brasileira,
em alguns métodos largamente utilizados por alguns povos e mostramos como eles

estao atrelados ao sistema decimal posicional adotado.

3.1.1 Adicao

A adigao é a operagao fundamental da aritmética. Através dela podemos definir as

demais operacdes.

3.1.1.1 Interpretagdes de adicao

Todo nimero natural a tem um tUnico sucessor, representado por a + 1. Definimos
a adi¢ao de um numero natural 2 com o niimero 1 como a operagao da qual resulta o
sucessor de a.

Uma defini¢ao formal para a adi¢ao de um numero natural 4 com um ntmero na-
tural qualquer b é usando a ideia de sucessor. Assim, partindo de um ntmero 4, adici-
onando o nimero 1 obtemos a+ 1, o sucessor de a4, adicionando o nimero 1 ao nimero
a+1, obtemos a+ 2, o sucessor de a+ 1, assim, sucessivamente vamos obtendo os su-
cessores dos numeros até chegar no niamero a + b.

Como ilustracao vamos calcular a soma 8 + 4. Como definido acima, devemos cal-

cular os sucessores até obter o numero 8 + 4.

8+1= 9

8+2= 9+1=10
8+3= 10+1=11
8+4= 11+1=12

sucessor de 8)
sucessor de 9)
sucessor de 10)
sucessor de 11).

P

Portanto, 8 + 4 = 12 no sistema decimal.
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Observamos que, considerando a defini¢ao acima, para realizar a soma necessita-
mos determinar sucessivamente sucessores. Assim, ao deparamos com nimeros gran-
des, surge a necessidade de determinar algoritmos praticos para a adicao.

Para a construcao de algoritmos praticos é necessario interpretar a adi¢ao com a
ideia de juntar e contar, aproveitando deste modo, as classes e ordens dos nameros
para a construcao do algoritmo. Por exemplo, utilizando a ideia de juntar e contar,
podemos pensar na adi¢ao de 8 + 4 através do seguinte exemplo: temos numa cesta
8 paes de queijo e em outra cesta 4 paes de queijo, juntando os paes de queijo numa
unica cesta e contando temos 12 paes de queijo. Assim, através da ideia de juntar e
contar podemos afirmar que 8 + 4 = 12 e observar que a ideia de classe, que neste caso

é 0 pao de queijo, foi importante para proceder a adicao.

3.1.1.2 Algoritmos para agrupamento da adicao

Quando precisamos adicionar nimeros maiores notamos a necessidade de desen-
volver algoritmos mais eficientes e curtos para a adicao. Por exemplo, efetuar a adi¢ao
673 + 748 utilizando a ideia de sucessor é extremamente trabalhoso. Assim, usando a
idea de juntar e contar, bem como usando as classes e ordem de um numero, vamos
apresentar alguns algoritmos de adicao no sistema decimal e em outras bases, bem
como a adi¢ao nos sistemas romano e egipicio.

Inicialmente, vamos usar a ideia de juntar e contar fazendo a adicao de numeros
no sistema egipcio. Por exemplo, para calcular a adi¢ao dos nameros egipcios (tabela
2.3.2).

llfnanAn+liinnnnnne.

Juntando os simbolos iguais (de mesmo valor) temos,

nNNNNNNNNNNN

Fazendo a contagem, usando que N vale dez | e @ vale dez N, fazendo as trocas
temos,
ol

@ N
<.

Juntando os simbolos iguais, temos,

NN
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< .

Reagrupando novamente, obtemos o resultado da adi¢ao dos numeros,

eenn

Segundo PATERLINI (2017, p. 52), “A adicao no sistema romano era usualmente
implementada em abacos seguindo essa mesma técnica de ajuntamento”. A adigao

exemplificada na Tabela 3.1 poderia muito bem ter sido feita por um antigo romano.

Tabela 3.1 — Soma no sistema de numerac¢ao romano.

NUMERO ROMANO

LIX

DLII

DLLVIIIIII Soma provisoria
DLLVVI Rearranjo

DCXI Soma final

Nas Figuras 3.1, 3.2 e 3.3 mostramos no abaco os movimentos da adi¢ao de 59 com
552 cuja soma é 611.

Figura 3.1 — Parcela inicial 59.
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Figura 3.3 — Soma final 611.

A utilizacao continua da adi¢ao nas mais variadas situagoes, demandou o desen-
volvimento de algoritmos compactos e rapidos para somar niameros naturais. O abaco
era o instrumento mais facilitador para realizar as operagoes aritméticas, contudo com
a evolucao da matematica, foram sendo criados novos métodos mais eficientes que
demandavam menor tempo para efetuar os calculos. Mostramos a evolugao destes mé-
todos na base decimal e aplicamos alguns métodos em outras bases.

Iniciamos como o método atual, ressaltamos que notadamente a linguagem escrita
foi extremamente importante na efetivacao da nossa civilizacao, e se tornou o método

de representacao mais utilizado até o momento. A forma atual de calcular 673 + 748 é

673
+748
1421

O céalculo em etapas seria da seguinte forma: adicione 3 unidades com 8 unidades,
formando um dezena e uma unidade, a esta dezena formada, junte a 7 dezenas mais
4 dezenas, formando uma centena e duas dezenas, a esta centena formada junte 6
centenas mais 7 centenas, formando uma milhar e quatro centenas, no total obtemos
1421 unidades.

Comparando esta sequéncia de calculos, podemos perceber que ela repete os mo-
vimentos exercidos no abaco. No palavreado cotidiano escolar, a unidade conduzida
para a casa seguinte se fala “vai um”, algumas vezes desconsiderado pelo aluno o valor
desse um.

Ao longo da histéria da matematica, tivemos outras formas de resolver este pro-
blema até chegar ao dispositivo atual.

Além do dispositivo usual, temos um método do povo Hindu, que consegue trans-
por para a linguagem escrita o que ¢ feito no abaco. Apresentamos este dispositivo
no exemplo abaixo, no calculo de 673 +748. No primeiro movimento, somamos 3 + 8
=11, ficando 1 na unidade e aumentamos de 7 dezenas para 8 dezenas. No segundo
movimento, somamos 8 + 4 = 12, ficando 2 na dezena e aumentamos de 6 centenas
para 7 centenas. No terceiro movimento, somamos 7 + 7 = 14, ficando 4 na centena e

1 na milhar.
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673 = 681 = 721 = 1421
+748 +74 +7

Nas Figuras 3.4, 3.5, 3.6 e 3.7 mostramos no abaco os movimentos da adi¢ao acima.

Figura 3.4 — Primeira parcela 673.

Figura 3.5 — Soma parcial 681.

Figura 3.6 — Soma parcial 721.
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Figura 3.7 — Soma final 1421.

Devido o interesse historico e pedagogico, vamos apresentar alguns algoritmos usa-
dos na Europa do Século XVI (veja (PATERLINI, 2017)). Esses algoritmos sao variagdes
do método usual, que tiveram origem ou nao no abaco.

Iniciamos com o método do povo Hindu. A soma inicia pela esquerda, e os digitos
vao sendo ajustados a medida que for necessario, colocados abaixo do resultado.

Somamos 6 centenas com 7 centenas, gerando 1 milhar e 3 centenas; depois soma-
mos 7 dezenas com 4 dezenas, formando 1 centena e 1 unidade, gerando 4 centenas; e
por fim juntamos 3 unidades com 8 unidades, formando 1 dezena e 1 unidade, e assim
gerando 2 dezenas, obtendo deste modo que 673 + 748 = 1421.

673
+748
1311

42

Outro método que foi bastante utilizado é o chamado “versao longa”. Este algo-
ritmo adia o transporte para a proxima ordem. O calculo é feito da seguinte forma:
Juntamos 3 unidades com 8 unidades formando 11 unidades, que sao colocadas na
primeira linha; juntamos 7 dezenas com 4 dezenas formando 11 dezenas, que sao
posicionadas na segunda linha, considerando a posi¢ao; juntamos 6 centenas com 7
centenas formando 13 centenas, que sao colocadas na terceira linha, considerando a

posicao. Assim, as trés linhas sao somadas, obtendo que 673 + 748 = 1421.

673
+748
11
11
+13
1421
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Observei, no decorrer da minha carreira, que alguns alunos utilizam em partes este
método nas atividades de sala de aula, em vez de subir a dezena o aluno escreve todo
o resultado da soma das parcelas.

Os algoritmos de adi¢ao dos arabes tinham certa proximidade com os métodos do
povo Hindu. Vejamos dois exemplos, no primeiro a adigao ¢ feita da direita para a
esquerda. Os algarismos da operacao “vai um numero” sao colocados na tultima linha.

Este primeiro exemplo difere do método tradicional apenas nos digitos de reserva,

ao invés de serem colocados em cima da primeira parcela, coloca-se abaixo da soma.

673
+748
1421

11

No segundo exemplo, a adigao é feita da esquerda para a direita igual ao método
Hindu. O resultado 1311 colocado na primeira linha é temporario, abaixo dele sao
guardados os digitos de reserva. Em seguida sdo somados, a Gltima soma ¢é feita da
direita para a esquerda. Adiciona-se 6 centenas como 7 centenas, resultando em 13
centenas; 7 dezenas com 4 dezenas, resultando em uma centena que fica abaixo das
trés centenas e uma dezena; 3 unidade com 8 unidade gerando uma dezena que fica
abaixo de uma dezena e uma unidade; e por fim, adiciona-se 1311 com 11 dezenas,

resultando na soma 1421.

673 673 673 673
+748 = +748 = +748 = +748
13 131 1311 1311

1 +11 +11
1421

Outro método utilizado, consiste no algoritmo da decomposi¢ao. As ordens dos nu-
meros sao decompostas e depois reagrupados novamente. Exemplificando, podemos

reescrever a soma 673 + 748 como:

673 +748

(600+70+3)+(700+40+8)
(600+700)+(70+40)+ (3+8)
1300+110+11
(1300+100)+(10+10)+1
1400+20+1

= 1421.

Podemos usar este método, devido as propriedades comutativa e associativa da adi-
cao.
Outro método consiste na obtencao de um valor aproximado. Por exemplo, se um

objeto custa 673 reais e outro 748 reais, desejamos saber se 1500 reais que temos na
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carteira sao suficientes para pagar esta compra. Neste exemplo, é aconselhavel que
se arredonde para cima, pois assim, nao corre o risco do dinheiro nao ser suficiente e
passarmos constrangimentos na fila do caixa. Logo, considerando o arredondamento
na ordem da centena, podemos arredondar os valores 673 e 748 para respectivamente
700 e 800, encontrando 1500 como resultado. No curriculo nacional, o estudo é con-
siderado pertinente. “Desenvolver procedimentos de calculo — mental, escrito, exato,
aproximado — pela observacao de regularidades e de propriedades das operagodes e
pela antecipacao e verificagao de resultados” (MEC, 1997, p. 47).

Os mesmos algoritmos e métodos do sistema decimal podem ser aproveitados para
efetuar a adi¢ao em qualquer sistema posicional. Vamos dar um exemplo com o sis-
tema posicional de base seis.

Entretanto, ao realizarmos calculos de adigao no sistema decimal empregamos au-
tomaticamente os conhecimentos que temos na memoria, ou seja, a tabuada de adigao.
Portanto, para realizarmos o calculo de adigao na base seis seria mais conveniente ter-

mos em maos a tabua de adi¢ao na base seis, vejamos na Tabela 3.2.

Tabela 3.2 — Tabuada de adi¢ao da base 6

+ 1 0] 1 2134|5110
001 3145 ]10
1 1 213145 (10]11
21213451011 (12
313451011 (f12]13
4 (4|5 ]|1011f12]13] 14
515 (10]1112|13(14] 15
1011011 (1213 |14 |15| 20

Abaixo, ilustramos uma adigao no sistema de numeragao posicional de base 6.

(535)
+ (43 4),
(141 3),.

A estrutura do algoritmo é precisamente o mesmo do algoritmo usual de adicao
do sistema decimal. A diferenga acontece somente que a soma de dois algarismos
quaisquer deve ser feita na base seis.

Nesta nova base temos menos algarismos e consequentemente uma nova maneira
de contar, pois no sistema decimal contamos até 9 e o proximo niimero esta em outra
ordem, no sistema de numeragao posicional de base 6, contamos até 5 e o préximo

numero muda de ordem. Deste modo, a sequéncia numérica de 0 até (50)g na base 6 é

(0)6,(1)6,(2)6,(3)6, ()6, (5)6,(10)6, (11)6,(12)g, (13)6, (14)6, (15)6,(20)6, (21)6, (22)6, (23)6,

(24)6,(25)6,(30)6,(31)6,(32)6,(33)6,(34)6,(35)6,(40)6, (41)6, (42)6, (43)6, (44)6, (45)6, (50)s.
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Pela sequéncia acima, os sucessores de (5)g, (15)s, (25)6, (35)¢ € (45)¢ passam a
ser respectivamente (10)g, (20), (30)s, (40)g € (50)¢. A ideia de adicao permanece
inalterada, pois para calcular (5)¢ + (4)s podemos proceder usando a ideia de sucessor,
assim, o sucessor (5)g € (5)g + (1)g = (10)4, de (10)g € (10)g+ (1) = (11)g, de (11)4 €
(11)+(1)s = (12)g e de (12)6 € (12)6 + (1) = (13). Logo (5)s + (4)6 = (13)s-

3.1.2 Subtracao

A adigao esta pautada com a ideia de acrescentar e juntar, ja a subtracao com a ideia

de retirar, completar e comparar.

3.1.2.1 Interpretagodes de subtracao

Sabemos que o antecessor de um numero natural a maior do que 1, é o numero
natural cujo sucessor € 4, ou seja, o antecessor do naumero a € a — 1, e o sucessor do
numero a — 1 é a. Exemplificando, no sistema de numera¢ao decimal o antecessor de 2
¢1,de3é2 de4é3,eassim sucessivamente.

O ato de “determinar o antecessor de um nuimero natural” é inversa da acao “de-
terminar o sucessor de um numero natural”, por isto podemos considerar a subtragao
como sendo derivada da adicao.

O antecessor do nimero a é indicado por a—1 (1é-se: a menos um). Assim, o an-
tecessor de um namero é encontrado retirando (subtraindo) 1 desse numero. Deste
modo, dados dois nimeros naturais a e b, b maior do que 4, podemos subtrair a de b,
determinando os antecessores. Assim, partindo de b, subtraindo o namero 1, obtemos
b -1, o antecessor de b; subtraindo o numero 1 do numero b —1, obtemos b — 2, o an-
tecessor de b — 1. Assim, sucessivamente, vamos obtendo os antecessores dos numeros
até chegar ao numero b —a.

Como ilustragao vamos calcular a subtracao 8 — 4. Como definido acima, devemos

calcular os antecessores de 8 até obter o numero 8 — 4.

(antecessor de 8)

6 (antecessor de 7)
=5 (antecessor de 6)
4 (antecessor de 5).

Portanto, 8 — 4 = 4 no sistema decimal.

De maneira geral, o resultado de subtrair o nimero a do namero b é indicado por
b —a (1é-se: b menos a), e ¢ denominado diferenca entre b e a. Ressaltamos novamente
que a subtracado é inversa da adicao, isto equivale afirmar que se subtrairmos ade b e a
seguir, ao resultado, adicionarmos a, obtemos novamente b, ou seja: (b—a)+a =b. Da
mesma forma, se adicionarmos a a b, e da soma subtrairmos 4, o resultado é b, ou seja,
(b+a)—a=0.
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Outro interpretacao de subtracao consiste na situacao de completar. Sabendo que
em uma cesta ha 15 broas e outra com 6 broas, pretendemos saber quantas broas pre-
cisamos adicionar na segunda cesta para que a quantidade de broas fique igual a da
primeira.

O método utilizado por varias pessoas é resolvé-lo usando os dedos das maos. Para
calcular 15— 6 contam “sete” e abaixam um dedo, “o0ito” e abaixam outro dedo, “nove”
e abaixam outro dedo, e a assim sucessivamente, até atingir o quinze. Os dedos abai-
xados totalizam nove. Assim, 15—-6 = 9.

Dessa forma, dados nimeros naturais a e b tais que b tem mais unidades do que a4,
a diferenca b —a é o nimero natural que somado com a resulta b, ou seja, temos outra

vez:
a+(b-a)=0.

A terceira interpretacao de subtracao é a ideia de comparar. Neste caso ele merece
uma atencao especial. A comparacao entre duas quantidades pode ser definida de
diversas formas. Por exemplo, a comparacao entre 8 e 2 pode ser: “8 é o quadruplo de
2”7, “arazao entre 8 e 2 é 4”, e a comparacao que nos interessa neste momento é “8 tem
6 unidades a mais que do 2” ou “2 tem 6 unidades a menos do que 8”.

Ressaltamos que, da mesma forma que a adicao, para realizar a subtracao, é sufici-
ente apenas a habilidade matematica de saber contar, no entanto do mesmo modo que
a adigao, a subtragao apresenta a mesma dificuldade de resolver calculos de grandes

numeros, dai a necessidade de aprender algoritmos de subtracao.

3.1.2.2 Algoritmos para a subtracao

Segundo PATERLINI (2017, p. 59), “Os algoritmos para implementacao da subtra-
¢ao em sistemas posicionais tiveram sua génese na manipulagao do abaco”.

Para realizar a subtracao de dois nimeros naturais em um abaco é satisfatorio de-
sempenhar os movimentos opostos aqueles que sao feitos na adigao.

Qualquer método que permite calcular a diferenca de dois ou mais nameros em um
sistema de numeracao ¢ chamado de algoritmo da subtragao.

As trés interpretacoes de subtragao: retirar, completar e comparar compoe a aplica-
cao imediata da operacao de subtracao, consiste nos algoritmos mais simples a serem
usados.

Abordamos estes significados nos trés exemplos a seguir. No primeiro abordamos
a ideia de retirar.

Ganhei um pacote com 57 bombons. Eu e meus colegas comemos 23. Quantos
bombons ainda tém no pacote?

Na linguagem escrita, a solugao segue os seguintes movimentos:
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57 57 57
23 —23 —23
( retira 3 unidade de 7) 4 (retira 2 dezenas de 5) 34

A segunda interpretacao que abordamos € a ideia de completar. Uma empresa de
vendas de flores plantara flores em 42 vasos. Dezoito vasos de flores ja foram planta-
dos. Em quantos vasos ainda faltam plantar?

Neste exemplo, fazer 42—18 € mais expressivo, pois surge uma condi¢ao de emprés-
timo, ou melhor dizendo um reagrupamento de ordens. Embora 42 seja um nimero
maior do que 18, na casa da unidade ocorre o contrario.

Na linguagem escrita esses movimentos podem ser indicados por:

42 417 42
-18 -1 8 -18
4 2 4.

A ultima interpretagao é o de comparar. Ana tem 42 canetinhas em seu estojo.
Clara tem 18. Quantas canetinhas Clara tém a mais que Ana?
Uma variagao do dispositivo do segundo exemplo utiliza o expediente da compen-

sagao, ou seja, a dezena do dezoito é acrescido de uma dezena.

42 412 472
-18 -2°8 -28
4 2 4.

Notamos que as subtragoes resolvidas em uma coluna, como 12 — 8 = 4, podem ser
calculadas “contando-se nos dedos”. Segundo PATERLINI (2017, p. 60): “Esse é o
método da complementacao, as vezes também denominado método austriaco”.

Na operagao de subtracao se emprega a seguinte terminologia:

4 2 minuendo
-1 8 subtraendo
24 resto ou diferenca.

Nos dois exemplos a seguir, vamos mostrar que a subtragao, semelhante a adicao,

também pode ser resolvida da esquerda para a direita.

821 43
-385 546
546 821
43 -385

No primeiro algoritmo, tem-se os seguintes movimentos: 8-3 = 5 centenas; 12-8 = 4

dezenas (12 dezenas é formado pelo empréstimo de uma centena); 11 - 5 = 6 unidades
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(11 unidades é formado pelo empréstimo de uma dezena); e por fim faz-se 5-1 = 4
centenas e 4 - 1 = 3 dezenas, assim 821-385 = 436. No segundo algoritmo, a diferenca
é colocada por cima do minuendo, um velho costume do povo Hindu e segue o mesmo
raciocinio do primeiro.

A seguir, vamos mostrar, através de um exemplo, uma outra maneira diferente uti-
lizada pelos Hindus, onde o minuendo é escrito abaixo do subtraendo e os empréstimos

colocados acima do subtraendo.

11
-385

821

436

O método de subtragao a seguir, presente em alguns livros didaticos, evita o uso do
empréstimo. Como 4 unidades é menor que 7 unidades, acrescenta-se 3 unidades ao

64 e ao 27, assim evitando o uso de empréstimo.

64 (+3) = 67
=27 (+3) -30
37

Seguindo a mesma ideia do exemplo anterior, calculamos a diferenca de 821 por
385, ele exigiu o acréscimo de 5 unidades e 10 dezenas evitando o empréstimo de uma

dezena e uma centena aos algarismos 1 e 2 respectivamente do namero 821.

821 (+5) = 826 (+10) = 836
~385 (+5) ~390 (+10) ~400
6 436.

O préximo método era muito utilizado no comércio, atualmente os computadores
ja prové o valor do troco. Ele admite fazer subtracdes empregando apenas adigdes.
Notemos que 821 —-385 é o numero que, adicionado a 436, resultam 821. Portanto par-
tindo de 385, o método consiste em ir adicionando valores até que alcance o resultado
821, a soma destas quantidades adicionadas conforme explicado, é a diferenca entre
821 e 385.

385 + 15 =400

400 + 400 =800

800 + 21 =821
436.

Logo, 821 — 385 = 436.
Outra médtodo para calcular 821 — 385 ¢é ir retirando valores de 821 até obtermos

385, a soma dessas quantidades subtraidas é a diferenca entre 821 e 385.
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821 - 1 =820

820 - 20 =800

800 - 400 =400

400 - 15 =385
436.

Logo 821 — 385 = 436.

Assim, como fizemos em adi¢ao, podemos naturalmente fazer calculos de subtra-

¢ao em um sistema posicional em outra base com o algoritmo habitual. Por exemplo,

podemos calcular uma subtragao usando tabua de adi¢ao na base 7, vejamos na Tabela

3.3.

Tabela 3.3 — Tabuada de adi¢ao na base 7.

+ 1011 213(4]5]6]10
O[O0 1 21 3(4]5]6]10
1 1 2134 ]|5]6 10|11
2123|456 |10f11]12
313|456 ]|10]11f12]13
4 (4| 5]16 10|11 |12]13] 14
5156|1011 12|13 |14 15
6 | 6 (10111213 |14 15] 16
1011011 (12|13 |14 15| 16| 20

Abaixo, ilustramos uma subtracao no sistema de numeracao posicional de base 7.

(6 45),
—(464),
(151),.

A forma de usar a tabua de adicao, para proceder a subtracao acima, é a seguinte:

ao calcular (5); — (4);, devemos procurar na tabela o nimero da base 7 que somado

com (4); seja igual a (5)7, neste caso (1)7; ao calcular (4); — (6)7, tomando empréstimo

de uma dezena na base 7, temos que fazer o calculo (14); —(6)7, assim, procuramos na

tabela o numero da base 7 que somado com (6); seja igual a (14);, neste caso (5);; ao

calcular (5); — (4);, devemos procurar na tabela o nimero da base 7 que somado com

(4); seja igual a (5)7, neste caso (1);.

3.1.3 Multiplicagao

O procedimento egipcio talvez explique a origem da palavra multiplicar, na lingua

latina multi quer dizer varios e plicare significa dobrar. Portanto, multiplicar é dobrar

varias vezes.
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3.1.3.1 Interpretacoes de multiplicacao

Para o MEC (1997, p. 71, 72) a multiplicagao no ensino fundamental tem como én-
fase quatro tipos principais de situacgoes: adicao de parcelas iguais, arranjo retangular,
calculo de possibilidade e comparacao.

A primeira situagao, adigao de parcelas iguais, pode ser mostrado no contexto em
que Safira tem 6 caixinhas de joias, com 10 joias em cada uma. Quantas joias tem no
total?

A segunda situacao, arranjo retangular, pode ser vista no problema, onde em uma
sala de aula com 5 filas e cada fila temos 7 carteiras cada uma. Quantas carteiras ha
nessa sala de aula?

A terceira situacao, calculo de possibilidade, consiste em que Elizabeth deseja pas-
sear no parque, e precisa escolher entre 5 saias e 7 blusinhas. De quantas maneiras
diferentes Elizabeth pode vestir usando uma dessas saias e uma dessas blusinhas?

O quarto e ultimo exemplo temos a multiplicacao visto pela situagao comparacao.
Joaquim tem 5 anos de idade e seu pai é 6 vezes mais velho. Qual a idade de seu pai?

Enfocamos a primeira situagao no inicio da secao, para desenvolver inicialmente a

construgao do algoritmo tradicional.

3.1.3.2 Algoritmos para a multiplicacao

Uma das maneiras de se resolver a multiplicacao de dois niimeros consiste na adi-
cao de parcelas iguais. Por exemplo, para calcular 6 x 13, calculamos 13 + 13 + 13 +
13+ 13 + 13 = 78. A dificuldade de calcular multiplicagao de nimeros maiores, por
exemplo, 23x252, torna o calculo da multiplicagao trabalhosa e demorada. Assim, para
numeros naturais quaisquer, torna-se necessario o desenvolvimento de algoritmos que
resolva de maneira compacta e rapida o calculo da multiplicacao.

Uma forma de fazer a multiplicacao 23 x 252 sem a necessidade de somar 23 vezes
0 253 é fazer o seguinte: calculando 252 + 252 = 504, obtemos que 2x252 = 504; calcu-
lando 504+504 = 1008, obtemos que 4x252 = 1008; calculando 1008+1008 = 2016, ob-
temos que 8x252 = 2016; calculando 201642016 = 4032, obtemos que 16x252 = 4032;
usando o fato que 23 =16 + 4 + 2+1, temos que 23 x252 =16 x252+4x 252 +2x
252+1x252=4032+1008+ 504+ 252 =5796.

Os calculos ficaram mais compactos, mas ainda com a necessidade de varios calcu-
los separados. O algoritmo usa a duplicagao, método criado pelos antigos egipcios.

Ao longo da histoéria, foi observando a necessidade de implantar um método mais
eficiente para multiplicar um ntmero natural qualquer por um nimero de um digito.

Por exemplo, necessitava-se criar um método mais compacto para efetuar o calculo

252+ 252+ 252 +252+ 252+ 252.
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Primeiramente, notou-se que nao havia necessidade da repeticao do numero 252.
Basta escrevé-lo apenas uma tnica vez, e, uma forma pensada para manter a multipli-

cagao por 6 foi coloca-lo embaixo do 252, conforme ilustracao abaixo.

252
X 6

Em seguida, implementamos o calculo como se estivéssemos fazendo a soma acima,
ou seja, tomamos a unidade 2 de 252 e calculamos 6 x2 =2+2+2+2+2+2=12. Es-
crevemos 2 na primeira coluna, reservamos 1 na coluna seguinte. Repetimos o mesmo

processo com a dezena 5 e a centena 2. Logo, obtemos o produto 6 x 252 =1512.

32152
X 6
1512.

Utilizando a tabuada, podemos fazer o calculo de 23 x 252 da seguinte forma: Cal-
culamos: 3 x 2 = 6 unidades; 3 x 5 dezenas = 15 dezenas (uma centena e cinco deze-
nas) transposta a centena para a sua ordem; 3 x 2 centenas = 6 centenas, com a cen-
tena transportada obtemos 7 centenas, encontrando o nimero 756; repetimos o mesmo
processo com a dezena 2 e obtemos o numero 5040; e por adicionamos 756 com 5040,

encontrando 5796. Abaixo ilustramos este método, que é usado atualmente.

1 1

1 1 1
252 252 252 252
x23 x23 x23 x23
756 756 756
5040 +5040
5796.

Uma outra opgao para o calculo da multiplicacao é usar a propriedade distributiva

da multiplicacao em relacao a adigao.

23 x252 = (2x10+3)x252
= 2x252x10+3x252
= 5040 + 756
= 5796.

O mesmo exemplo poderia ser feita da seguinte maneira.
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252
x23
756
+504
5796.

No exemplo seguinte, o método exige- constantemente o conhecimento das ordens
do sistema de numeracao decimal. Neste método, cada produto é colocado em uma
linha respeitando a posi¢ao da ordem e fazemos os seguintes movimentos: 3 unidades
x 2 unidades = 6 unidades; 3 unidades x 5 dezenas = 15 dezenas; 3 unidades x 2
dezenas = 6 centenas; 2 dezenas x 2 unidades = 4 dezenas que ficam dispostas na
mesma posi¢ao das 15 dezenas; 2 dezenas x 5 dezenas = 10 centenas; e por fim 2
dezenas x 2 centenas = 4 milhares.

252
x23
06
15
06
04
10

4
579 6.

Vale salientar que este método ja usufrui do uso da tabuada de multiplicagao.

Apresentamos outro método muito eficiente, compacto e rapido, chamado Gelosia.
De acordo com EVES (2004, p. 323) talvez tenha surgido na India, pois aparece num
comentério sobre o Lilavatie em outros trabalhos hindus e observa que da India sua
trajetoria seguiu por trabalhos chineses, arabes e persas. O nome é devido a seme-
lhanga com as persianas venezianas. Ha uma grande semelhang¢a com o método atual.
A simplicidade de sua aplicacao poderia té-lo mantido em uso até hoje, nao fora o
imperativo de desenhar uma rede de segmentos de reta.

O método trata-se de um diagrama em rede em que os resultados das multiplica-
¢Oes sao colocados dentro de triangulos, no qual os produtos sao somados diagonal-
mente. Cada célula se divide em dois tridngulos por uma diagonal conforme a Tabela
3.4. Com isto, nao se faz necessario nenhum transporte na multiplicacao, somente na
adicao das diagonais.

Escreve-se um dos fatores logo acima da grade horizontal conforme a Tabela 3.5,
dispondo cada algarismo sobre um quadrado. Em seguida, escreve-se os algarismos do
segundo fator ao lado direito verticalmente, de modo que cada algarismo fique ao lado
de um quadrado.

O resultado desta multiplicagdao é 7452. Multiplicamos cada par de nimeros con-

forme a Tabela 3.6, escrevendo o produto em cada célula a;;, sendo cada um dos alga-
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Tabela 3.4 — Grade de Gelosia.

X

Tabela 3.5 — Grade de Gelosia.

rismos posicionados em um dos lados da diagonal, e finalmente adicionamos as diago-

nais.

Tabela 3.6 — Grade de Gelosia.

x| 3 2 4
0 0 0

0 6 4 82
0 0 1

7 9 6 23
4 5 2

Exemplificamos o método com a multiplicacao dos nimeros 252 e 23 e em seguida
456 e 425. Inicialmente, desenhamos uma grade 3 x 2, ja que os fatores em questao
possuem 3 e 2 algarismos cada, respectivamente. Dividimos cada quadrado por uma
diagonal secundaria.

Escrevemos um dos fatores logo acima da grade horizontalmente, dispondo cada
algarismo sobre um quadrado. Em seguida, escrevemos os algarismos do segundo
fator ao lado direito verticalmente, de modo que cada algarismo fique ao lado de um
quadrado. Vejam as tabelas 3.7, 3.8 e 3.9 de calculos a seguir mostrando o passo a

passo do método Gelosia.

Tabela 3.7 — Grade de Gelosia.
X | 2 5 2
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Multiplicamos cada par de numeros, escrevendo o produto em cada célula a;;,

sendo cada um dos algarismos posicionados em um dos lados da diagonal.

Tabela 3.8 — Grade de Gelosia.

x| 2 5 2

0 1 0
4 0 42

0 1 0
6 5 63

Agora, somamos todos os niumeros das diagonais comecando da direita para a es-

querda e escrevemos o resultado na parte inferior e esquerda da grade.

Tabela 3.9 — Grade de Gelosia.

X |2 5 2
0 1 0

0 4 0 42
0 1 0

> 6 5 63
7 9 6

Encontrando assim o produto: 23 x 252 = 5796
Vamos calcular 456 x 425, pois neste exemplo surge a necessidade do “vai um nu-

mero” na soma dos produtos. Veja a Tabela 3.10

Tabela 3.10 — Grade de Geldsia.

X | 4 5 6

1 1 g 2 g 2 f 4

? . 8 1 0 1 2 2

3 ’ 0 y 5 y 0 >
8 0 0

Encontramos o produto: 456 x 425 = 193800.

Cada multiplicagao corresponde a uma célula da tabela, ou seja, o0 método é ade-
quado para qualquer multiplicacdo que se queira efetuar, pois os algarismos corres-
pondentes a cada ordem ficarao em uma célula, conforme o exemplo acima.

O algoritmo de multiplicagao atual e o0 Método Geldsia usada no sistema decimal
é apropriado para qualquer sistema posicional. Vejamos dois exemplos na base cinco.
Como usamos na base decimal a tabua de multiplica¢ao, na Tabela 3.11, apresentamos

a tabua de multiplicagao na base 5.
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Tabela 3.11 — Tabuada de multiplica¢ao na base 5.

x|1]1 23] 4
1112 ]3] 4
21214 11|13
31311114122
4141322131

No primeiro exemplo utilizamos o método de multiplicacao tradicional. Calcula-
mos: (4)5 x (4)s = (31)s e transportamos (3)5 para a proxima ordem; (4)5 x (1)5 = (4)5
adicionado com (3)s5, resulta em (12)5 e tranportamos (1)s para a proxima ordem,;
(4)5 x(2)5 = (13)5 adicionado com (1)s, resulta em (14)s, tranportamos (1)5 para a pro-

xima ordem; e por fim (4)5 % (3)5 = (22)5 adicionado com (1)s, resulta em (23)s.

(131231 4);
x4
(23421);

Logo o produto de (3214)5 x 45 = (23421)5,
Agora, na Tabela 3.12 fazemos o produto (341)s5 x (23)5 pelo método Gelosia e por
questao de estética nao vamos usar a notacao (n)s para lembra da base 5, mas os na-

meros na tabela abaixo estao na base 5.

Tabela 3.12 — Grade de Geldsia.

X |3 4 |1
1 1 0

1 1 3 22
1 2 0

4 4 2 33
4 |4 3

Logo o produto de (341)5 % (23)5 = (14443)s.

3.1.4 Divisao

A divisao ¢, entre as operagoes basicas, a mais complexa e a que determina maiores
desafios para o ensino e para a aprendizagem. Segundo PATERLINI (2017, p. 73), foi

considerada, até o século XV, uma operacao de dificil uso.

3.1.4.1 Interpretacodes de divisao

A divisao de nameros naturais pode ser interpretada como repartir e comparar. A
interpretagao repartir ocorre quando conhecendo uma quantidade de objetos, alme-

jamos partilhar eles em grupos, sendo que cada grupo tenha a mesma quantidade de
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objetos. Neste caso, conhecemos o nimero de grupos e desejamos saber o nimero
maximo de objetos que poderao compor cada grupo.

Como Ilustragao da interpretagao acima apresentamos o seguinte problema: dividir
32 magas para 9 criancas de modo que todos recebam a mesma quantidade de macas
inteiras. Desse modo desejamos dividir 32 mag¢as em nove grupos, e necessitamos
saber quantas macas podera ter cada grupo, sendo essa quantidade a maior possivel.
Uma tatica basica é entregar uma maca para cada crianga. Ficamos com 32 -9 = 23
magas. Entregamos mais uma maca para cada crianga, e ficamos com 23-9 = 14 magas.
Repetimos entregando mais uma maca para cada uma, e ficamos com 14-9 = 5. Com
as cinco macgas que sobraram nao é possivel repartir mais uma vez, de modo que a
divisao termina. Dessa forma dividimos 32 em 9 grupos com 3 magas cada grupo, e
sobram 5 magas.

A interpretacao da divisao como comparagao acontece quando temos dois nimeros
e queremos saber quantas vezes, no maximo, um numero “cabe” no outro. Por exem-
plo, dado um conjunto de objetos, almejamos saber quantos grupos podemos formar
com uma mesma quantidade de objetos.

Como Ilustracao da interpretacao acima apresentamos o seguinte problema: temos
32 magas e almejamos saber quantas criancas poderao receber 3 magas cada uma. Uma
estratégia consiste em multiplicar 3 por 1, 2, 3, 4, .., até atingir o nimero maximo
de macas que nao ultrapasse 32. Contemos assim: 1 grupo, 1 x 3 = 3 magas; dois
grupos, 2x3 = 6 magas, e assim sucessivamente, prosseguimos até chegar a dez grupos,
10 x 3 = 30 macas. Cessamos, pois 32 — 30 = 2, e 2 nao é suficiente para formar outro
grupo. Portanto 3 cabe 10 vezes (inteiras) em 32, e sobra 2.

Considere a quantidade de elementos a, a > 0 um namero natural, suponhamos que
a foi dividido em q grupos com b elementos cada um, e que restaram r elementos. Essa

situacao é representada pela equacao fundamental da divisao:

a=b-q+r. (3.1)

Um caso particular ocorre quando o resto é zero. Neste caso afirmamos que a divi-

sao é exata é a equacao fundamental é dada por:

a=b-q. (3.2)

Nas relagdes (3.1) e (3.2), g ¢ denominado o quociente e r o resto da divisao de a por

Dividir um ntmero natural a pér um ntmero natural b exprime achar um quo-
ciente g tal que a = bg ou o maior quociente g e o resto r tais que a = bg + r. Neste
caso temos r < b. Em geral, consideramos que 0 < b < a, pois caso b > a temos que
q =0er =a, que no contexto de divisao de nimeros naturais é um caso sem aplicacoes

praticas.
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3.1.4.2 Algoritmos para a divisao

Através de alguns exemplos vamos mostrar como o algoritmo usual de divisao, o

qual é ensinado em nossas escolas, atingiu seu formato atual.

Iniciamos dividindo 43 por 10 por meio do método de subtragdes sucessivas, assim

obtemos:

43-10=33
33-10=23
23-10=13
13-10= 3.

Como foram feitas quatro subtragoes, temos quatro como quociente, restando treés.

Assim, 43 =10x4+ 3.

No entanto, este método de subtragdes sucessivas nao seria nada adequado para

dividir nimeros maiores. Dessa forma, necessitamos encontrar uma forma mais com-

pacta e rapida. O algoritmo a seguir, usado para dividir 43 por 10, utiliza 0 mesmo

método de subtragdes sucessivas, mas segue um formato mais apropriado. Podemos

reduzir os calculos observando que 10 x 4 = 40, para 43, sobram 3. Como 3 < 10, fi-

nalizamos o calculo. Na Tabela 3.13 apresentamos os dois métodos, um ao lado do

outro.

Tabela 3.13 — Métodos de divisao.

Método usual

Subtracoes sucessivas
43 10
-10
33 1
-10
23 |1
-10 +
13 1
-10
3 |1
4

43 10
-40
3 4

A terminologia adotada na maioria dos livros para o algoritmo da divisao é mos-

trada na Tabela 3.14 ou na equagao a =b- g +r, onde os termos sao conhecidos como:

a é o dividendo;

b é o divisor;

g é o quociente;

r é o resto.
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Tabela 3.14 — Terminologia da divisao.

T

q

A seguir, mostraremos dois métodos de divisao diferentes do modelo atual. O pri-
meiro, semelhante ao da multiplicagao, é o método da duplicacao para a divisao que
era utilizado pelos egipcios. Vamos ilustrar o método com dois exemplos, onde no pri-
meiro o resto é zero e no segundo o resto é diferente de zero. No calculo da divisao
de 184 por 8 procedemos da seguinte forma: criamos uma tabela com duas colunas,
onde na primeira linha da primeira coluna colocamos o nimero 1 e na primeira linha
da segunda coluna colocamos o divisor 8. Dobramos sucessivamente os nimeros das
duas colunas, até que a soma da segunda coluna, coluna do divisor 8, seja igual ou
mais proximo possivel do dividendo 184. Veja a Tabela 3.15.

Tabela 3.15 — Método de divisao Egipcio.

1 8
2| 16
4| 32
8| 64
16 | 128

Escolhemos, na coluna da direita, nimeros que somados resulta em 184.

128+32+16+8 =184.

Portanto, escolhendo na coluna da esquerda os valores correspondentes aos esco-
lhidos na coluna da direita, fazendo a soma destes nimeros temos que o resultado da
resultado da divisao 184 +~ 8 é 23.

16 +4+2+1=23.
Utilizando da tabela, podemos escrever o método da duplicacao da seguinte forma:

184 +8

(128+32+16+8)+8

= (128+8)+(32+8)+(16+8)+(8+8)
= 16+4+2+1

= 23.

Na Tabela 3.16, calculamos a divisao de 184 por 7, repetindo o processo de dupli-

cacao num exemplo em que o resto é diferente de zero.
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Tabela 3.16 — Método de divisao Egipcio.

7
14
28
56

112

N O = O

Escolhemos, na segunda coluna, os nimeros que somados resultam em 184 ou mais

préximo possivel que nao ultrapasse 184. Assim, temos os numeros:

112+56+14=182.

Portanto, escolhendo na coluna da esquerda os valores correspondentes aos esco-
lhidos na coluna da direita, fazendo a soma destes nameros temos que o resultado da
resultado da divisdao 184 +7 é 26 e o resto é 2, pois 184—-182 = 2.

16 +8+2=26.

Este método de calcular divisao elimina a necessidade de utilizacao de uma tabua

de multiplicacao e esteve associado ao uso do abaco.
“O processo egipcio de divisdo nao s6 elimina a necessidade de apren-
der uma tadbua de multiplica¢do, como também se amolda tanto ao

abaco que perdurou enquanto esse instrumento esteve em uso e mesmo
depois” (EVES, 2004, p. 73) .

Para a divisao de numeros grandes, a aplicagao do método egipcio torna-se muito
longa e exige habilidade para a escolha dos nameros que satisfacam a soma desejada.
Deste modo, apresentamos um segundo algoritmo chamado de “Método da Costura”,
que consiste na modificagao dos algarismos do dividendo em multiplos do divisor,
onde cada multiplo sera representado por um ou dois algarismos. Esse método é valido
para divisoes ndo exatas e exatas.

Vamos ilustrar o método com dois exemplos no sistema decimal, onde no primeiro o
resto é zero e no segundo o resto é diferente de zero e um exemplo no sistema quinario.

No primeiro exemplo, vamos dividir 3454316 por 4. Neste caso o resto é zero.

1° passo: calcule os multiplos do divisor, nesse caso o numero 4.

4x1=4,4%x2=8,4x3=12, 4x4=16,...

2° passo: separe de um em um ou de dois em dois algarismos iniciando da esquerda

para direita e faga a seguinte pergunta:

e Como o numero 3 é menor que o divisor 4, verificamos na tabuada do ntmero 4,
qual o multiplo de 4 que é igual a 34 ou é o mais proximo possivel, sem ultrapas-
sar, de 347



Capitulo 3. Aritmética: Evolugdo dos algoritmos das quatro operagdes 57

* A resposta sera 32. Coloca-o abaixo do numero 34 e o resto 2 coloca do lado do

préximo, no caso o numero 5, formando o namero 25.

» Agora, repetindo a pergunta para o 25, a resposta é o 24. Faz a devida subtracao
e coloca o resto 1 ao lado do 4, proximo numero. Repetimos o processo até que

nao temos mais numeros a serem acrescentados.

Abaixo, apresentamos a sequéncia dos passos acima.

3454316 +4 (34=4x8+2
32254316 =4 (25=4x6+1
322414316 =4

3224122316
32241220316

31=4x7+3

( )
( )
(14=4x3+2)
(23 =4x5+3)
( )
322412202836 ( )
(

322412202836 =<4

3° passo: Divida os nameros 32,24,12,20,28 e 36 pelo nimero 4 e coloque o resul-

tado abaixo de cada nimero correspondente.

32 24 12 20 28 36
8 6 3 5 7 9

Logo, 3454316 +4 = 863579.
Vamos calcular, seguindo os passos acima, a divisao 3454316 por 11. Neste caso, o

resto é diferente de zero.

3454316 +4 (34=11x3+1)
33154316 +4 (15=11x1+4)
331144316 +4 (44=11x4+0)
331144°316 +4 (03=11x0+3)
33114403316 +4 (31=11x2+9)
3311440322°% +4 (96=11x8+8)
3311440322888 +4 (restoé8)

Observamos que na ultima operagao ficou um resto 8 e nao tem mais algarismos
do namero para acompanha-lo, assim finalizamos o procedimento e o 8 € o resto da
divisao. Ao dividir os nameros 33, 11, 44, 03, 22 e 88 pelo nimero 11, temos 3, 1, 4,
0, 2 e 8, respectivamente. Logo, 3454316 +11 = 314028 + 8.

No préximo exemplo, vamos calcular a divisao (341)s5 +(2)5 pelo método da costura
no sistema quinario.

Para maior comodidade tenhamos a mao a tabua de multiplicagao nesta base, isto

é, os produtos efetuados pela multiplicagao por (2)s.
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(2)5x(1)5 = (2)s, (2)5%(2)5 = (4)s5, (2)5%(3)5 = (11)5, (2)5%(4)5 = (13)5, (2)5%(10)5 =
(20)s.

Seguindo os passos anteriores, temos o seguinte:

(341)s +(2)5 ((3)5=(2)5%x(1)5+(1)s5)
(2'41)s +(2)5 ((14)5=(2)5%(4)5+(1)5)
(214'1)s +(2)5 ((11)5=(2)5%(3)5+0)
(21411)5 =(2); (restoé0)

Portanto, (341)5 +(2)5 = (143)s.

3.2 Reflexao

Por meio dos algoritmos apresentados, podemos observar as varias maneiras que
os povos durante séculos faziam os calculos das operagdes. Os métodos apresentados
acabaram ajudando na construgao dos algoritmos que usamos atualmente.

Seria interessante proporcionar aos estudantes o conhecimento de mais de um al-
goritmo para o calculo das opera¢des com numeros naturais, proporcionando aos mes-
mos uma apropria¢ao maior do sistema posicional e do método utilizado. Segundo
KAMII (1995, p. 55-75), o uso precoce e a obrigatoriedade de um so6 tipo de algoritmo
pode atrapalhar o desenvolvimento légico da crianga e o entendimento do sistema de

numerag¢ao decimal.
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4 Fracoes ndmeros racionais

Encontramo-nos com um novo conjunto numérico — o conjunto dos na-
meros racionais, ou campo racional — que compreende o conjunto dos
numeros inteiros e mais o formado pelos numeros fracionarios; estes
sdo, de fato, os numeros novos. (CARACA, 1951, p. 36)

Apresentamos neste capitulo o surgimento das fracoes, a génese dos nimeros raci-

onais, os significados de fracoes e as operagoes com fragdes.

4.1 Breve contextualizacao do surgimento das fracoes

Partimos da Teoria Historico-Cultural, pois entendemos a escola como o local social
privilegiado para a apropriagao dos conhecimentos historicamente produzidos pela
humanidade. De acordo com esse entendimento, julgamos importante a realizagao nas
salas de aulas, resgates historicos sobre acontecimentos e conceitos matematicos para
que, possivelmente, ocorra uma melhor compreensao destes. Portanto, buscamos me-
lhor compreender e repassar o movimento historico que originou o conceito de fragao
para que pudéssemos desenvolver nossa proposta.

A necessidade de dividir quantias e nameros faz parte da vida diaria do homem. Ele
precisa medir objetos, determinar o peso, medir o tempo. Desta realidade pratica, por
meio da medida, a humanidade tirou a ideia dos nimeros racionais. O nimero natural
surgiu da necessidade da contagem, ja o naumero racional da necessidade de medir. A
representacao dessa ideia surgiu inicialmente na linguagem falada e posteriormente o
homem percebeu que era necessario documentar essas ideias.

A civilizagao egipcia em meados de 3000 a.C. era extremamente desenvolvida e, de-
vido as necessidades administrativa e comercial, compreendeu a limitacao da memoria
humana para preservar duradouramente o pensamento e a fala, além de enumeragoes
e grandes registros. A civilizacao egipcia era exclusivamente oral, de modo que dife-
rentes conhecimentos passavam de geracao a geragao por meio de mitologias, o que
estimulou o imperativo de uma expansao da memoria com a criagao da escrita e, em

seguida, uma nota¢ao numérica.

Por algumas razoes, ditadas notadamente por necessidades de ordem
administrativa e comercial, ela tomou consciéncia pouco a pouco dos
limites das possibilidades do homem-memoria e do desalento de sua
cultura exclusivamente oral. Experimentando cada vez mais a neces-
sidade de memorizar o pensamento e a fala, bem como a necessidade
de guardar duradoramente a lembranca de suas enumeragdes e inven-
tarios, compreendeu entdo que uma organizagao do trabalho inteira-
mente diversa se impunha. E como a necessidade cria o orgao, chegou
a superar a dificuldade criando um escrita e uma notagao numeérica.
(IFRAH, 1997a, p. 332)
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O conceito dos numeros racionais data de cerca de 3.000 a.C, no Antigo Egito, e
sobreveio da necessidade de retratar partes de um inteiro. Nos periodos de inundagoes
do Rio Nilo, muitas terras ficavam inundadas, recebendo nutrientes e tornando-se ex-
celentes para a agricultura. No momento que as aguas baixavam, era necessario retor-
nar a marcagao dos limites entre os terrenos de cada proprietario, de modo a propiciar
a correta arrecadagao de impostos.

Os comentarios histéricos sobre os nimeros racionais se referem ao farad Sésostris,

que, conforme o historiador Her6doto teria realizado

"Eles disseram também que este rei (Sésotris) dividiu a terra entre to-
dos os egipcios, de modo a doar a cada pessoa um quadrangulo de
mesmo tamanho, e para extrair disso dividendos pela imposi¢do de
uma taxa anual de impostos, mas cada um dos que o rio tirou algum
pedaco de terra foi até ele e notificou o que acontecia; ele entao mandou
observadores, os quais tinham que resolver o quanto ficou menor cada
parte e, assim, estipular o que cada um devia proporcionalmente ao
que sobrara das suas terras levando em conta a taxa anual estabelecida.
Deste modo, me parece, originou-se a geometria, que entao passou para
Helas”. (CAJORI, 2007, p. 34).

Os observadores referidos no texto acima se empregavam de cordas que continham
uma determinada unidade de medida, devido a reducao dos lotes com as enchentes
anuais que acontecia o antigo Egito. No entanto, por mais eficientes que tentassem cor-
rigir as percas dos agricultores, dificilmente o calculo resultava em um numero exato
de vezes na fronteira do lote. Mesmo depois de uma subdivisao entre dois nés consecu-
tivos, que salientavam medidas inteiras, existia sempre a probabilidade de subdivisoes
entre nds. Os nimeros inteiros positivos demonstravam-se precarios para expressarem
medidas de segmentos menores do que a unidade, devido o problema da divisao p + g
de ntmeros inteiros positivos, resultando em um namero nao inteiro. Para superar
este problema, os antigos egipcios organizaram o conceito de fragao de uma unidade,
apesar dos numeros inteiros positivos ndo serem suficientes para designar o numero
obtido, a criacao das fragoes se sustentaram nos niumeros proveniente da contagem, ou
seja dos nimeros naturais.

Os egipcios trabalhavam com frag¢des ditas “unitarias” ROQUE T.; PITOMBEIRA
(2012), ou seja, numerador igual ao namero 1, que formavam a base da sua operagao
aritmética para a divisao dos lotes, era colocada uma elipse sobre o numero do denomi-
nador sobre o qual se colocava. Nos primoérdios, havia lacunas a respeito da unificagao
da notacao de fracao e na preparagao de numeragdes bem organizadas, impedindo-os,
desta maneira, de construir um sistema coeso para suas unidades de medida. Suas
notacoes foram, durante muito tempo, mal definidas e ndao adequadas as aplicagoes
praticas. Inicialmente as fragdes nao eram consideradas como niimeros, nem se con-
cebia a nocao de fracao geral m + n como m vezes o inverso de n, tal como se entende

atualmente.
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Ao repartir a unidade, ou seja, estabelecer o conceito de fracao, isso proporcionou
a ampliagdo do campo dos numeros naturais ao campo dos nimeros racionais. No en-
tanto, embora a fracao esteja no principio do niumero racional, fazendo parte da com-
posicao do pensamento numérico, identificar fracdes nao significa conhecer o nimero
racional, pois esta ampliacao dos naturais para os racionais sucedeu somente séculos
mais tarde. Como dito anteriormente, os egipcios utilizam na sua grande maioria a
fragOes unitarias. Vejamos a Figura 4.1 no qual temos as representacoes hierdglifos

egipcios de algumas destas fragoes.

Figura 4.1 — Representagao de fragoes com hieroglifos egipcios.

S e o
W Tm@ S

Fonte: IFRAH (1997a, p. 349).

Na Figura 4.1 temos na sequéncia: uma parte de trés, uma parte de cinco, uma
parte de seis, uma parte de dez e uma parte de cem. O significado que os egipcios
empregavam nas fra¢coes unitarias era observada apenas como uma relacao entre a
parte e o todo, eles ainda a entendia como representacao de um numero.

Quando o algarismo que representa o denominador — havia varios hieréglifos e o
sinal da “boca” nao permanecia sobre todos eles, o excedente era inscrito na sequéncia,

como na Figura 4.2.

Figura 4.2 — Ilustragao da fracao 2}T9'

Fonte: IFRAH (1997a, p. 349).

Apesar de toda fracao unitaria possa ser representada da forma descrita anterior-

mente, as fragdes 3, % e % tinham sinais especificos, conjectura-se que provavelmente

devido a sua utilidade pratica conforme Figura 4.3.
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Figura 4.3 — Ilustragao de fragoes como hieroglifos egipcios.

Fracdo 1/2 2/3 3/4

=
= ou=x | 9“@?“”@} bt

Simbolo

Significado “metade” “as duas partes” “as trés partes”

Fonte: IFRAH (1997a).

Apesar da segunda e terceira fracdo nao serem unitarias, elas eram empregadas
pelos egipcios, como excecdes a regra. As demais fracoes eram decompostas como
soma de fragdes unitarias, observe a seguinte expressao: % = % + ﬁ + %

A transformacao ou reducao das fragoes proprias como soma de fragdes unitarias
consta no Papiro de Rhind uma tabela fornecendo a representacao da fragao % como
soma de fragoes unitarias para todos os valores impares de 1, sendo este, variando de
5a 101 (BOYER, 1974). A fracao %, onde 5 é o valor de n, é representada pela a soma
de um ter¢o com um quinze avos, isto é, % + 11—5

Infelizmente nao se sabe como os egipcios conseguiram escrever e trabalhar com as
fragdes unitarias, nenhum método foi encontrado no papiro de Rhind, apenas a tabela
de fracoes unitarias.

Vamos transformar o namero %, isto é, transforma-lo em uma soma de fragoes uni-
tarias através do método de Fibonacci que estd exposto em sua obra Liber Abaci, editado
em 1202.. Este método é exposto por ROQUE (2012, p. 59).

Necessitamos expressar % como uma soma de fracdes com numerador 1.

i - Invertendo a fracao %, obtendo %;

ii - tomamos o menor numero inteiro que seja maior do que %, o numero 3 satisfaz
a exigéncia, assim % < 3, invertendo as duas fracdes conclui-se que % < %;

iii - subtraindo % da fracao %, obtemos:

3.1 9-7 2
7 3 21 21
reescrevendo, temos:
3 1 2
—_ = — 4+ —-
7 3 21

O problema consiste em transformar a fracao % em fracOes unitarias, logo facamos
a mesma estratégia obedecendo os passos i, ii e iii com esta fragao.

Assim, segue-se:
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iv - invertendo a fracao %, obtendo % ;

v - 0 menor inteiro maior que 271 é 11, assim 2—21 < 11, invertendo as duas fracoes

conclui-se que ﬁ < %;
vi - subtraindo % da fracao ﬁ, obtemos:
2 1 22-21 1

21 11 231 21’

ou seja
2 1 1

—_— = — 4+ —,
21 11 21
como todas as fragoes se converteram em fra¢oes unitarias, temos que o resultado é

dado por:

3 1 1 1

ZERETR LT
Portanto, consegue-se representar a fracao como uma soma de fra¢oes unitarias.

Observe um exemplo pratico que trata da utilizagao de fragdes unitarias no cotidi-
ano dos egipcios. Divida 3 paes de trigo com cinco pessoas.

Primeiro, os trés paes sao divididos pela metade, encontrando seis metades. Distri-
bui cada metade para cada pessoa, sobrando um metade. Dividi esta metade em cinco
partes e encontra-se 11—0 para cada pessoa. Logo cada pessoa ficara com uma metade
mais um dez avos, ou seja, % + 11—0. Portanto, % = % + 11—0-

De acordo como IFRAH (1997a) o calculo com fragdes unitarias se manteve pre-

sente durante muitos anos, tanto no periodo grego como na Idade Média.

4.2 (Génese dos nUmeros racionais

Os numerais fracionarios é a parte resultante da divisao de uma grandeza por um
numero inteiro maior ou igual a 2. Por exemplo, meio, um ter¢o, um quarto, sete
onze avos, um milésimo. Cada um desses numerais tem seu significado preciso, como
sete onze avos, que indica que a unidade foi dividida em onze partes iguais, e foram
tomadas sete dessas partes.

Assim, foi construido, considerando os nimeros inteiros positivos, uma nova classe
de nimeros, que atualmente chamamos de nimeros racionais positivos. Dados nume-
ros inteiros positivos a e b, dividimos a unidade em b partes, e tomamos a dessas partes,
ou seja, dividimos a em b partes iguais e tomamos a partes. As formas mais dissemi-
nada de representagao dessa quantidade sao e a/b, e se denomina fragao de inteiros
ou fracao ordinaria.

Segundo PATERLINI (2012, p. 20) “Esse método de representacao deriva da forma
original construida com o aparecimento dos nimeros racionais na tela mental humana,

e é o formato préoximo da compreensao mais concreta desses naumeros”.
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Em uma fracao ordinaria %, o numero a chama-se numerador e b, denominador.
Inicialmente ; era chamada de fragao de inteiros, atualmente apenas fragao.

A forma 7 indica que estamos considerando a grandeza obtida com a divisao da
unidade em b partes iguais, e sdo tomadas a dessas partes. De maneira equivalente, o
numero 4 é dividido em b partes iguais, e é tomada uma dessas partes. Representamos

essa equivaléncia com a identidade algébrica (4.1)

a - E = E, (41)
onde a - % significa que estamos tomando a vezes a fracao %, ou seja,
1 1 1 1
a-E:E+E+---+E (a vezes). (4.2)

Exemplificamos esse conceito com uma representacao geométrica. Representamos
a unidade com um segmento de reta com extremos indicados por 0 e 1, na Figura 4.4
a esquerda, e na mesma figura, a direita, representamos i, repartindo o segmento em

quatro partes iguais e tomando uma dessas partes.

Figura 4.4 — Ilustragao geométrica da fragao %-

[lustramos agora a relacao (4.1) acima com a representacao de %, na Figura 4.5,
primeiro dividindo a unidade em quatro partes iguais e tomando duas dessas partes,
e depois dividindo 2 unidades em quatro partes iguais e tomando uma das partes.

Percebe-se que os comprimentos resultam no mesmo tamanho.

Figura 4.5 — Ilustragao geométrica da fragao %-

0 1
L] )
0 1 2 :

Utilizando a ideia geométrica o nimero 7, observamos que o mesmo valor pode

ser representado de maneiras equivalentes, por exemplo, % = %, conforme ilustrado na

Figura 4.6.

Duas fragoes 7 e 5 sao ditas fragoes equivalentes quando ; = 7. Vamos definir uma

caracterizagao algébrica que nos aponte condigdes sobre a,b,c e d de modo que ; =
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Figura 4.6 — Ilustragao geométrica das fracao % e %-
0 1
I N O
0 1
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7. Averiguando o caso em que duas fracoes com o mesmo denominador sao iguais,

percebe-se que a questao fica facilitada na comparacao. Exemplificando, % € menor

do que 2, pois estamos dividindo a unidade em cinco partes iguais, e com 2 estamos
5 5

tomando trés dessas partes, e com % estamos tomando quatro dessas partes. Logo,

observamos que na relacao (4.3)

by (4.3)
c ¢
quaisquer que sejam os inteiros positivos a, b e c.

Uma resultado imediato na comparacao de duas fragoes ; e 5 € que precisamos ini-
cialmente transforma-las em duas fragoes com mesmo denominador. Vamos observar
um caso especial de equivaléncia de fracoes. Seja uma fragao ; e um inteiro positivo
x, a fragao 17 ¢é equivalente a primeira. Com certeza ; = 17, pois estamos dividindo a
unidade em b partes iguais e tomando a dessas partes. Agora, se cada uma dessas b
partes for subdividida em x partes iguais, significa que estamos dividindo a unidade
em xb partes iguais. Por outro lado, tomar xa dessas partes menores é o mesmo que
tomar a das partes maiores. Exemplificando, temos % = % = %, generalizando temos
a seguinte relacao algébrica (4.4)

a_ax (4.4)
b bx
com inteiros positivos quaisquer a, b e x.

Considere % e %- Vamos reescrever as fracoes com o mesmo denominador, utili-

zando a mesma ideia:

a ad ¢ bc
- e E_ﬁ (45)

b bd
Utilizando a expressao (4.5), nota-se que
a c ad  bc
b_d (= ﬁ—w S ad = be
quaisquer que sejam os inteiros positivos a, b, c e d.
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Consegue-se deste modo uma caracterizagao algébrica para a equivaléncia de duas
fracoes. Além disso, conseguimos determinar que o conjunto dos nimeros racionais

positivos possa ser ordenado, e que podemos definir uma relacao de ordem em (4.6)

< 2 & ad < be (4.6)

S

quaisquer que sejam os inteiros positivos a, b, c e d. Podemos também utilizar os
simbolos >, < ou > na expressao (4.6).
Vamos fazer algumas observacoes imediatas. Se adotarmos um inteiro positivo e o

dividimos em uma Gnica parte, permanecemos com o mesmo inteiro, isto é

a —_

T =a
para todo inteiro positivo a. Desse modo, todo inteiro positivo pode ser visto como um
namero racional. De outra forma, na fracao % tem como significado, que repartirmos

a unidade em a partes iguais e tomamos essas a partes, ou seja, adotamos a unidade.

Portanto

|
Il
—_

para todo inteiro positivo a.
Ressaltamos também que nao temos como dividir um inteiro positivo a em zero
partes, ou seja, nao ha significado onde uma fracao tenha como denominador o zero.

No entanto pode-se repartir zero em c partes, do que resulta parte nenhuma. Portanto

0
-0
c

para todo inteiro positivo c.

4.3 Significados das fracoes

As fragoes tem cinco significados, ou seja, interpretacoes diferentes conforme o
contexto a que estao inseridos.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais, MEC (1998, p. 66), o ensino
de fragoes, "deve requerer atencao especial no 3° ciclo (6° e 7° ano), partindo da explo-
racao dos seus significados: relacao parte-todo, quociente, razao, medida e operador".

O PCN sinaliza que as fragoes, dependendo do contexto em que se encontram, se
apresentam como registro numérico de diversas situagoes, que precisam ser conside-
radas pelos professores no momento em que estes se propoem a ensinar.

Os educadores matematicos, baseados nos estudos realizados por KIEREN (1980,

p- 125-150), declaram a existéncia de cinco subconstrutos basicos: relacao parte/todo,
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razao, quociente, medida e operador partitivo multiplicativo, os mesmos citados no
PCN, sendo estes suficientes para esclarecer o sentido de nimero racional.
Devido essas diversas interpretacoes de fragcoes, é normal que haja davidas do con-

teudo e seu conceito.

4.3.1 Relagao parte/todo

Nesta situagao, a unidade deve ser repartida em partes iguais no qual, na represen-
tacao fracionaria, o denominador representa a quantidade de vezes em que a unidade
foi repartida e o numerador representa o numero de partes consideradas. A unidade
pode ser representada por uma pizza ou um saco de balinhas, que serao repartidos em
partes iguais. Diante disso, supondo que um todo foi divido em a partes e uma destas

5 |
partes for destacada, temos a representacao da fracao -

4.3.2 Razao entre duas partes de um mesmo todo

E Definido como razao uma relagao de comparacao entre duas quantidades ou me-
didas de mesma espécie. A razao pode ser expressa comparando uma parte de um todo

ou também a outra parte do mesmo todo, por exemplo, a razao entre o niamero b de
b

homens e o numero a de mulheres em um auditério, obtém-se a fracao o

4.3.3 Quociente entre dois nUmeros inteiros

Neste cenario, um objeto ou mais, devem ser repartidos de maneira igual a um
grupo de receptores. Exemplificando, sejam b barras de chocolate a serem repartidas
entre a pessoas em que a quantidade de barras de chocolate é representada pelo nu-
merador e o nimero de pessoas no denominador. O quociente % representa a relagao
entre a quantidade de barras de chocolate e o nimero de pessoas que sdo os receptores,

assim como o resultado da divisao das barras de chocolate para as pessoas.

4.3.4 Medida

O ato de medir significa comparar uma grandeza com uma unidade de mesma
classe. Exemplificando, quando medimos um comprimento, podemos utilizar como
referéncia o palmo, o passo, ou uma unidade bem definida como o centimetro. Se ado-
tarmos o centimetro como unidade de medida, podemos afirmar que a distancia entre
determinados dois pontos é de 200 centimetros, ou seja, a unidade centimetros cabe
200 vezes dentro da distancia dada.

Generalizando, quando aferimos certo comprimento AB = x, necessitamos adotar
como unidade um segmento CD = y determinando quantas vezes este cabe no compri-

mento dado, reescrevendo em simbolos matematicos temos AB = % CD.
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4.3.5 Operador partitivo multiplicativo

Este significado de fracao indica que, ao ser aplicado a uma grandeza, ela (a fra-
¢ao) passa a ser um valor escalar que determina o tamanho final da grandeza, ou seja,
um operador multiplicativo da grandeza indicada, de natureza discreta ou continua.
Exemplificando, como preciso encontrar 7 de ¢, devemos multiplicar § por c, resul-

tando no valor d, ou seja, % -c=d.

4.4 Operacoes com fragoes

Como ja vimos o conceito de fragoes equivalentes e o método de construi-las, deste
modo, podemos lidar com a adigao e subtracao de fragoes, que serao trabalhadas em
duas situagoes: denominadores iguais, ou seja, aqueles cuja natureza do todo é a
mesma e denominadores diferentes, aqueles cuja natureza do todo é diferente. Nosso
objetivo nesse momento é estudar e repassar a metodologia para o uso desses numeros,
incluindo a construgao das operagoes de adigao, subtracao, multiplicagao e divisao de

fracoes.

4.4.1 Adicao e Subtracao com fracoes
4.4.1.1 Adicao e Subtracao com denominadores iguais

Na adicao de fracoes com denominadores iguais, a natureza do todo é a mesma,
entao tomar 3 partes de um todo que foi repartido em 7 partes iguais e depois tomar
2 partes do mesmo todo que foi repartido nas mesmas 7 partes iguais é o mesmo que
somar o numerador que representa aquele que enumera. Em matematica para operar
é preciso que tenhamos objetos de mesma natureza, se, é claro, queremos que o resul-
tado preserve a natureza dos objetos somados, ou seja, se desejamos somar 4 mangas
com 3 abacates precisamos descobrir que natureza podemos somar, pois se formos so-
mar a natureza do nome da fruta ndo vamos conseguir, mas se pensamos que estamos
somando frutas entdo temos 7 frutas. Considerando o que foi falado, é interessante
evidenciar a importancia de que nesse momento estamos trabalhando com denomi-
nadores iguais, pois, quando iniciarmos o trabalho com denominadores diferentes,

necessitamos do conceito de fragoes equivalentes.

3

Vejamos a adigao 5 + % na Figura 4.7 com mesmo denominador.

Figura 4.7 — Soma de fragdes com denominadores iguais.
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Portanto, temos como resultado % + % = %,

essa parte aquela que completa o todo. Este calculo deve ser introduzido dentro de

é valido realcar a parte restante %, sendo

inameros contextos, possibilitando mais vivéncias para os alunos.
Observamos primeiro que é facil entender como somar ou subtrair fracao com

mesmo denominador, basta somar os numeradores e conservar o denominador,

a b a+b
— 4 - = .
c ¢ c
Para a subtragao segue a ideia analoga. Vejamos a subtracao como % - %

Na subtragao de fracdes com numeradores iguais, a natureza do todo é a mesma,
assim subtrair duas partes de um todo que foi dividido em 7 partes iguais de 5 partes
do mesmo todo que foi dividido nas mesmas 7 partes iguais é o mesmo que subtrair os
numeradores que representam aqueles que enumeram, ou seja, quantificam as partes

retiradas e conservar a qualidade do todo. Veja na Figura 4.8.

Figura 4.8 — Subtragao de fra¢oes com denominadores iguais.

l\“N
N

Segue que % - % = % representa o restante e % a parte que completa o todo. Essa si-

tuacao deve ser introduzida dentro de varias situagoes, pois os alunos vao vivenciando

e dando significado que o leva a construgao de procedimentos.

a b a-b

c ¢ c
4.4.1.2 Adicao e Subtracao com denominadores diferentes.

Usamos as fragoes equivalentes para a construcao do algoritmo da adicao e subtra-
cao de fracoes com denominadores diferentes.

A ideia de equivaléncia de fragoes é fundamental para o aluno compreender os
algoritmos das duas operagoes citadas. Tendo em vista que na maioria das vezes o
aluno aprende fragoes equivalentes apenas para simplificar fragoes, no entanto, as ve-
zes passa despercebido que encontrar fragdes equivalentes nao se reduz a somente o
ato de simplificar, ou seja, a redugao do numerador e denominador, pois dependendo

do contexto é mais interessante obter uma fracao equivalente cujo numerador e o de-
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nominador sao maltiplos, dessa forma, seguindo a mesma ideia ja usada antes, para

somar duas fragoes % e g, primeiro coloca-se no mesmo denominador, assim, tem-se:

a c_ad bc ad+bc

—_—t — = — 4+ —
b d bd bd bd
Se § > 5 tem-se ad > bc e pode-se considerar a subtracdo no conjunto dos inteiros

positivos.

b d bd bd bd
A adicao e a subtracao de racionais positivos nos da a ideia de considerar name-

a c_ad be ad—bc-

ros racionais com a qualidade de negativo. Seja uma fragao de inteiros positivos g,

desejamos uma fracdo § de modo que § + 5 = 0. Essa fracdo é naturalmente 37, pois

Assim, aumenta o conjunto dos nimeros racionais, considerando as fragoes % com
a um inteiro qualquer e b um inteiro positivo, dessa forma ja temos todos os nameros
racionais que desejamos.

Rigorosamente podemos ponderar as expressoes fracionarias ; com b negativo, de-
finindo

a_-—a

b b
para todos os inteiros a e b, com b # 0. Nao ha um aumento do conjunto dos nameros
racionais neste, no entanto nos permite mais liberdade para operar com esses nameros.

O conjunto dos numeros racionais é usualmente representado pelo simbolo Q, re-

presentado por:

Q:{gla,bez,bvzo}.

Para esse conjunto consideramos como uma caracterizacao fundamental das fragoes
de inteiros equivalentes. Assim
a ¢

E:E & ad =be.

quaisquer que sejam os inteiros a4, b # 0, c e d # 0. De outra forma, para ampliar a
definicao de ordem para todo o conjunto Q nos limitamos as fragoes de inteiros com

denominador positivo. Assim

a c
- <= & ad<bc
b d
quaisquer que sejam os inteiros a, b >0, e d > 0.
Vamos mostrar na Figura 4.9 um exemplo, com a utilizag¢ao de fracoes equivalentes,

onde temos a soma % + %-
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Figura 4.9 — Adicao de fracao com denominadores diferentes.
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Assim como as operagoes nos naturais, podemos adicionar ou subtrair duas fragoes

em outra base posicional, se utilizando dos mesmos algoritmos, vejamos o exemplo a

seguir na base 5.

4.4.2 Multiplicacao de fracoes

Como deve ser definida a multiplicagdo de nimeros racionais? Uma exigéncia é

conservar a multiplicagao de inteiros. Logo precisamos ter { . % = ab. A definicao deve

conservar o significado de nmero racional. Exemplificando, 3 - % representa a metade

de % Para conseguir essa metade podemos repartir cada quinta parte da unidade em

duas partes iguais, o que equivale a dividir a unidade em dez partes iguais, e tomar

uma parte. Portanto queremos

N =
ail| =

Podemos representar a multiplicagao através da Figura 4.10

Figura 4.10 — Multiplicagao % :

1
10

1

5

Qi
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Genericamente, se ; e 7 sdo fracdes de inteiros positivos, percebemos que o produto
de  por 7 significa que primeiro dividimos a unidade em d partes iguais, e tomamos ¢
dessas partes. Depois repartimos cada uma das d partes em b partes iguais, e tomamos
a vezes as partes antes ponderadas. Dessa maneira a unidade é repartida em bd partes

e sao tomadas ac dessas partes. Logo adotamos como definicao de multiplicagao

a C ac

b d bd
sendo esta definigao vélida para todo os nimeros racionais ; e 5-

Assim como adigao e subtracao de fracao, podemos utilizar dos mesmos algoritmos.

Segue um exemplo na base 5 com a multiplica¢ao das fragoes ((130))55 e %-

(10)s " (4)5 _ (40)5

(3)s  (3)s (14)s
Calculamos os produtos de (10)s5 por (3)s5 e (4)5 por (3)s, depois verificamos se os nua-

meros (40)5 e (14)5 sao simplificaveis.

4.4.3 Divisao de fracoes

|o

Vamos definir a divisao da seguinte forma, seja 7 + 5 aspiramos encontrar uma

fracao % tal que §=5 - %, segue-se que:

a_ ¢ x a_cx@x_ad
b d vy b dy vy bc
Assim sendo, tomamos como defini¢ao de divisao:
a c_ad
b d bc

qualquer que sejam os nimeros inteiros a, b, ce d,combed = 0.

Vejamos um exemplo dividindo a fracao % por % com o auxilio da Figura 4.11. Para

isso devemos verificar quantas vezes % cabe em %

Figura 4.11 — Multiplicacao % - <-

2

Portanto % cabe 4 vezes em £,0u seja,



Capitulo 4. Fragdes niimeros racionais 73

2 1

3"
E por fim, um exemplo de divisao na base 5.

4.5 Reflexao

Os numero racionais € um contetido importante desde o terceiro ano até os anos
finais do ensino médio, a compreensao dos diferentes significados associados a esse
tipo de nimero e também os procedimentos de calculo, inclusive os que envolvem os
racionais na forma decimal. Na transi¢ao para o estudo dos racionais ocorre rupturas
com ideias construidas para os nimeros naturais, os alunos acabam tendo de enfrentar
varios obstaculos, um deles consiste na diferenca da representacdo de um namero, no
qual ao representar um nimero racional, necessita de um numerador e denominador.
A importancia do resgate historico de fragcdes tem como um dos objetivos mostrar que
0s numeros naturais sao insuficientes para resolver determinadas situa¢des-problema
como as que envolvem a medida de uma grandeza. Pode-se discutir com os alunos, por
exemplo, que os egipcios ja usavam a fragao por volta de 2000 a.C. para operar com
seus sistemas de pesos e medidas e para exprimir resultados. Seria importante mos-
trar aos alunos do acréscimo de significados de fragoes em relagao a época egipcia. Este
assunto é de suma importancia para o estudante, pois, eles se deparam em muitos mo-
mentos na sua vida escolar e cotidiana, nao somente na disciplina de matematica, mas
também em fisica e quimica. Na abordagem dos nimeros racionais na importancia no
contexto diario, observar-se que eles aparecem muito mais na forma decimal do que
na forma fracionaria. Conquanto o contato com representagoes fracionarias seja bem
menos constante nas ocorréncias do cotidiano seu estudo também se explica, entre ou-
tras razoes, por ser essencial para o desenvolvimento de outros contetdos matematicos
(proporgoes, equagoes, calculo algébrico). Ressaltamos também a importancia do con-
ceito de equivaléncia assim como a construcao de procedimentos para a obtencao de
fragoes equivalentes que sao fundamentais para resolver problemas que envolvem a
comparagao de numeros racionais expressos sob a forma fracionaria e efetuar calculos

com esses numeros.
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5 Discussoes a respeito das bases 5e 6

Neste capitulo debatemos sobre algumas implicagoes, na utilizagdo do sistema de
numeragao posicional em outras bases e nas quatro operacoes nos naturais e fraciona-
rios, para que o professor possa sair da sua zona de conforto, provocando aprendizados
e questionamentos a respeito do ensino em matematica.

Uma vez que, DIENES (1967) entendia que a crianga teria uma compreensao maior
do sistema de numeracao de base 10 estudando outras bases, é necessario que o pro-
fessor experimente passar por este mesmo aprendizado para que, assim, ele entenda a
importancia e aplique este estudo aos alunos na séries iniciais.

Que modificacoes, dificuldades e facilidades temos nestes contetidos citados acima,
ao adotar outras bases que nao a decimal? Que ganhos no ensino aprendizagem no
SND professor e aluno teriam, ao estudar o sistema de numeragao posicional em ou-
tras bases? Fixamos nossa discussao no sistema de numeragao posicional de base 5,
e em alguns momentos citamos e usamos a base 6, por ser uma base par, o que nos
proporcionara fazer algumas discussoes.

Em relagao ao aluno, o educador hungaro, DIENES (1970) defendia que a crianga no
estudo do SND, apo6s a formacao do conceito do valor de posicao a partir de contagens,
agrupamentos e reagrupamentos em diferentes bases, o valor posicional dos algaris-
mos em um numero pode ser melhor entendido, e assim, a base dez seria melhor com-
preendida. Ele desenvolveu experiéncias de ensino em varios paises, reestruturando
o trabalho matematico em algumas salas de aula de escola primaria, usando materi-
ais proprios por ele produzidos, o mais conhecido na época era o Material Multibase,
extremamente indicado para a entendimento dos agrupamentos e reagrupamentos em
diversas bases, tidos por ele como primordial para a compreensao do valor posicional,
principio que norteia o SND.

Do ponto de vista desse educador huingaro, ao representar a “figura numérica” com
algarismos, a crianga vai concluindo, por exemplo, quando se escreve (21); mostrado
na Figura 5.1, o nimero dois nao representa dois elementos, mas dois grupos de trés
elementos. Semelhantemente, quando se escreve (21)4, 0 2 nao representa dois ele-
mentos, mas, dois grupos de 4 elementos. Desta forma, numa contagem na base dez,
que usualmente é o mais utilizado, o 2 do 21 nao representa 2, mas, dois grupos de
dez elementos, ou seja, um total de 20 unidades. Vejamos na Figura 5.1 exemplos de
contagem na base 3, observe os numeros (22)3 e (202)3, onde o primeiro representa 2

grupos de 3 unidades mais 2 e o segundo representa 2 grupos 33 unidades mais 2.
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Figura 5.1 — Contagem na bases 3.

; .2. 10 11 - 1z -
= = ==
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=_— - = -- == —> _
= —==
ii1 112 120 121
—0 D0 | =10 _
& - || = =T
izz 200 201 202

Fonte: DIENES Z. P.; GOLDING (1969, p. 61-62).

5.1 NuUmeros Naturais

De acordo com a secao 2.3.5 explicamos que a base quinaria é formada pelos al-
garismos de 0 a 4. Com a diminuicao de algarismos, mudamos a maneira de fazer
contagem, em consequéncia disso muda-se também o reagrupamento das ordens, ja
que no sistema decimal contdvamos até 9 e o proximo nimero estaria em outra ordem,
agora contamos até o algarismo 4 para que aconteca a mudanca de ordem, no caso o
préoximo numero apds o 4 € o (10)5 e nao mais o numero 5.

Uma mudancga significativa acontece no valor do nimero como dito anteriormente,
comparando a base 10 em relacao a base 5, exemplifiquemos, o valor do nimero 21
que modifica de 2 grupos de 10 mais 1 para 2 grupos de 5 mais 1.

No sistema decimal o niimero 123 é lido como cento e vinte e trés, e na base 5, como
serialido? A maneira de falar muda completamente, pois agora nao estamos falando de
dezenas, centenas, milhar, etc. Lemos da seguinte forma um-dois-trés. “Esta cole¢ao
sera identificada como contendo 1323 unidades, em que 1323 é a figura do namero na
base 4, e se lé (um-trés-dois-trés)”(DIENES, 1967, p. 91).

5.1.1 Sucessor e Antecessor

A determinacgao do sucessor e antecessor sao importantes conceitos para adigao e

subtracao, vistos nas secoes 3.1.1.1 e 3.1.2.1. Qual seria o antecessor de (100)s5 e o su-
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cessor de (444)5? Sera que teriamos uma resposta imediata, sem o devido preparo? A
resposta € negativa, pois adentramos numa nova realidade, necessitamos nos familia-
rizarmos com este novo sistema.

Ao adotar esta nova base, destacamos a importancia do leitor escrever uma certa
quantidade de nimeros para se que se adapte a esta nova contagem e possa responder
com seguranga o antecessor e sucessor dos naumeros (100)5 e (444)5 respectivamente,
da mesma maneira que o alunos nos anos iniciais sao estimulados a fazer, como isso
vamos perceber, em menor grau, a dificuldade que o aluno tem quando adentra o SND
nos anos iniciais.

Reafirmamos a importancia de professor e aluno estudarem os sistema em varias
bases, pois, Dienes tanto defendia esse caminho, que construiu um material chamado
Multibase, similar ao material dourado, contudo, o material dele consistia em blocos
de varias bases, ele defendia e aplicava a utilizacao deste material pelo aluno, vide

exemplo da base 4 na Figura 5.2.

Figura 5.2 — Blocos Multibase - Base 4.

Buse 4

7

Unidade barra ploca  bloco bloco compridg

Fonte: DIENES (1967, p. 107).

5.1.2 Paridade dos nimeros

A paridade de um numero é tema importante a ser discutido, pois implicara no
calculo da divisao e nas fracoes. Como determinar a paridade de um namero? Bastaria
que olhassemos o digito das unidades? A resposta a esta pergunta dependeria de que
base adotamos, se par ou impar. No caso da base 5, temos nimeros pares e impares
que tem como unidade os algarismos (0)s, (1)s, (2)5, (3)5 e (4)s5, ou seja, neste caso a
determinacao da paridade nao se resume a olhar a unidade, esse é um complicador
menos elementar do que determinar o sucessor ou antecessor. No caso da base 6, se
aplica a mesma regra do sistema de numeracao decimal, isto ¢, basta observar o alga-
rismo da unidade, pois nesta base nimeros pares e impares tem como possiveis digitos
(0), (2)6, (4) € (1), (3)6, (5)¢ respectivamente.
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Voltando a base 5 em relacao a paridade, observe os nameros listados de 1 até
(100)5

(1)5, (2)5, (3)s, (4)5, (10)s, (11)s5, (12)5, (13)5, (14)5, (20)s5, (21)5, (22)5, (23)s5, (24)s5,
(30)s, (31)5, (32)5, (33)5, (34)s, (40)5, (41)5, (42)5, (43)5, (44)5, (100)s.

Numa rapida olhada nesta sequéncia de nameros, verifica-se a afirmacao acima, no
qual o digito da unidade nao determina a sua paridade, exemplificando temos o (10)5
e (20)5 que tem digito 0, no qual o (10)5 é impar e o (20)5 € par, 0o mesmo se percebe
com os digitos 1, 2, 3 e 4 na unidade. Explorando mais a paridade na base 5, considere
o numero impar (12341)s5, ao permutar este namero, existe alguma possibilidade de
uma dessas permutagoes formar um numero par? A resposta é negativa, seja qual for
a permutacao, pois, bastar fazer a soma dos algarismos do namero e conferir se esta

soma é divisivel por 2, do contrario, o nimero é impar.

5.1.3 Adicao

Umas das suas regras primordiais nos algoritmos, leva em conta, que a soma correta
considera os agrupamentos de mesma ordem, ou seja, € necessario que coloquemos
unidade sobre unidade, dezena sobre dezena e assim sucessivamente, se o aluno nao
compreende que 0 nosso sistema € posicional, como entenderd o motivo pelo qual deve
seguir essa orientacao.

Outro fato, é que devido nosso sistema ser decimal e o nao entendimento do sig-
nificado desta palavra, implicara que, na resolu¢ao de uma soma de duas parcelas na
primeira ordem, e esta for maior ou igual a 10, ele ndao sabera que se deve fazer o
transporte da unidade para a dezena, ou quando muito, fara o transporte de maneira
mecanizada.

Entendemos que a matematica deve ser compreendida e nao somente memorizada,
cada algoritmo listado na secao 3.1 é completamente dependente do SND, sao métodos
excelentes, no entanto, é necessario que os alunos compreendam o que estao fazendo
quando usa-los. Segundo DIENES (1970, p. 30) a matematica “nao deve ser conside-
rada como um conjunto de técnicas, embora tais técnicas sejam claramente essenciais
para a utilizagao efetiva da Matematica. Esta deve ser vista antes como uma estrutura

de relacoes”. Em relacao ao sistema de numeracgao usual, esse autor pondera que:

Os fatores bioldgicos e culturais fizeram finalmente surgir uma notagao
de nimero que usa valor de posi¢do, com a base dez como um meio de
comunicar nimeros, e é essencial que as criangas aprendam o signifi-
cado dessa comunicagdo tao eficazmente quanto possivel. Aprender a
contar até 50 ou 100 ndo implica em nada que aprendemos a signifi-
cacdo de notagao. (...) Uma crianga pode ter aprendido o conceito de
que, para somar dois nameros, temos de ‘contar seguidamente’, do pri-
meiro nimero, com tantos niumeros intermediarios quanto indicado no
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segundo. Contudo, ela podera ficar muito longe de conceber a compli-
cada estrutura da tarefa de 27 + 35, em que se deve realizar o agrupa-
mento e reagrupamento de dez em dez, para executar economicamente
a tarefa. (DIENES, 1970, p. 48).

Vamos analisar a primeira alteragao, que consiste na adicao com transporte ou “vai
um numero” ou reagrupamento, observe o calculo a seguir: (34)s + (24); = (113)s,
aqui temos (4)s + (4)s = (13)5 e nao mais 8, a mudanca de ordem ja se faz presente,
assim, sobe (1)5 quina, dai temos (3)5 +(2)5 + (1)5 = (11)5 gerando um acréscimo de
outra ordem. No SND precisariamos de dez unidades para completar um dezena, ja
na base 5 precisamos apenas de cinco unidades, necessitamos treinar o cérebro para
esta mudancga, em sala de aula encontramos varios alunos que teve ou tem a mesma
dificuldade de entender e se habituar com a base 10.

Observamos o mesmo calculo resolvido por decomposicao, assim temos (34)s +
(34)s:

(34)s+(34)s =

Aqui fica clara a mudanga de base, temos um reagrupamento de modo que as trés
ordens ficassem bem destacadas, onde a primeira soma gerou a 3* ordem, a segunda

soma gerou a 2* ordem e o nimero 3 sendo a 1? ordem.

5.1.4 Subtracao

Na subtrac¢ao, quando o minuendo é menor que o subtraendo e ha a necessidade
do empréstimo de uma dezena, ou melhor dizendo, do reagrupamento das ordens,
como ele entendera o significado dessa agao apelidado de “empréstimo”, além disso,
nao sabera mensurar o valor deste empréstimo, como sabera se esta emprestando um
dezena, ou centena, etc.

Na subtrac¢ao, o oposto do “vai um nimero”, consiste na subtracao com recurso, ou
seja, no empréstimo de uma quina ao invés de uma dezena para possibilitar a subtragao
do minuendo pelo subtraendo. Exemplificamos com o calculo (300)5 —(33)5 = (212)s.
Este é um exemplo tipico de empréstimos sucessivos, como a base é 5, nao podemos
cometer o erro ao subtrair (0)s —(3)s5, acrescentar uma dezena ao invés de uma quina
por forca do habito, assim, temos (10)5 —(3)5 = (2)5, em seguida temos que de (10)5 foi
retirado (1)s5 sobra (4);5 e nao 9, dai (4)5 —(3)s = (1)5, nosso inconsciente ao resolver esta
subtracao nos impele a considerar o nimero 9 e colocar na resposta o nimero 6 em vez
de (1)s.

Notamos a mesma situagao ao resolver por decomposicao, dai, temos (300)5—(33)s:
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(200)5 + (100)5 —(33)5
= (200)5 + (1)5 + (44)s — (33)5
= (200)5 +(12)s
= (212)s.

Quando decompomos (100)s = (1)5+(44)5, utilizamos do conceito de antecessor do
(100)s5, que é o (44)s. Mas, o grande destaque é a mudanga de ordem apds o nimero
(44)s5, note que ha uma relativa dificuldade para se acostumar a esta base, ha uma

chance de errarmos e escrevermos o numero 99 ao invés do numero (44)s.

5.1.5 Multiplicacao

Como os algoritmos da multiplicacao e divisao se utilizam da adi¢ao e subtracao,
com acréscimo de algo mais, entendemos que as dificuldades se fazem presentes em
maior grau, no caso da divisao surge um novo complicador, no algoritmo tradicional
muda-se a ordem de resolu¢ao, a maneira de se resolver inicia-se da esquerda para
direita e as outras trés sao resolvidas na ordem contraria. Contudo, resolvendo divisao
pelo método das subtragoes sucessivas, permanecem a mesma ordem de resolucao.

Ressaltamos na multiplicagao “vai um namero” ou reagrupamento de ordens, seja
na multiplica¢ao dos fatores, assim como, na adi¢ao dos produtos quando resolvemos
as multiplicagoes.

Vejamos um exemplo onde o “vai uma quina” é bem explorado, utilizamos o mé-
todo da quintuplicagao (multiplicagao por 10) e o método longo ira explorar as duas
situacoes citadas anteriormente.

Vamos calcular o produto de (43)5 x (24)s. Utilizando o método da quintuplicacao
(multiplicagao por 5 =(10)5), obtemos:

(43)5 x (24)5

= (43)5 % [(2)5 x (10)5 + (4)5]

(2)5 % (10)5 x (43)5 + 4 x (43)s
(1410)5+(332)5

(2242)s5.

A exigéncia do dominio da base 5 é bem explorada, ao resolvé-la somos desafiados
a nao utilizar a dezena o tempo todo.

Vejamos o calculo pelo método longo:
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Pelo método longo, fica evidente o quanto é importante o entendimento de alguns
pré-requisitos que sao necessarios neste calculo: a base que foi adotada, o momento
da mudanca de ordem, assim como, a colocagao dos produtos nos seus devidos lugares
exigindo o conhecimento das ordens encontradas.

Estes, sao problemas que os professores e alunos tem enfrentado nas salas de aulas
no ensino basico, sao varios os alunos que nao compreendem o valor posicional do nu-
mero, acarretando no erro da soma de ordens diferentes, por exemplo somar unidade
com dezena, devido o fundamento do valor posicional no SND nos anos iniciais nao
foram bem compreendidos.

Entendemos que os professores devam ter total compreensao deste assunto e das
dificuldades existentes neste sistema. O debate sobre outras bases possibilita ajudar
em alguns aspectos, por exemplo, proporciona ao professor fazer questionamentos e
asseveragoes que na base atual ja estao sedimentadas para ele, além disso, ajuda a
retirar o automatismo dos métodos de algoritmo que foram solidificados no sistema

atual.

5.1.6 Divisao

Discutimos a divisao no exemplo (324)s + (24)5 utilizando o método da costura e o
algoritmo das subtragoes sucessivas.

No método costura, no primeiro passo, exige-se como pré-requisito ter a compre-
ensao do sistema adotado, o transporte da multiplicacao para a préxima ordem e co-
nhecimento da tabuada.

1° passo: vamos criar uma tabuada para o divisor, tomando cuidado por ser a base

(1)5 x(24)5 = (24)5, (2)5 % (24)5 = (103)5, (3)5 x (24)5 = (132)5, (4)5 x (24)5 = (211)5

No segundo passo temos como pré-requisito o uso da subtracao com recurso ou
reagrupamento, compreensao do sistema adotado e sua aplicagao no algoritmo.
2° passo: vamos separar o dividendo de dois em dois ou de um em um de modo

que sejam multiplos do divisor. Veja Tabela 5.1.

Tabela 5.1 — Método da costura (divisao).

(324)5 + (24)s |
(24)s | (24)5 | (10)s
(1)s | (1)s

Neste algoritmo, de (32)5 retiramos (3)5 unidades, encontramos na primeira coluna

da segunda linha o namero (24)s, e assim formando novamente o numero (34)s, repe-
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timos o processo e finalizamos com o resto (10)s. Aqui, encontramos a exigéncia de
trabalhar com o empréstimo de uma quina.
Vejamos agora, a divisao de (324)5 + (24)5 pelo método da subtragoes sucessivas,

sem a utilizacao da chave. Veja a Tabela 5.2.

Tabela 5.2 — Método das subtragoes sucessivas (divisao).

(324)5 —(24)s = (300)5
(300)5 —(24)s = (221)5
(221)5 —(24)s = (142)5
(142)5-(24)s = (113)s
(113)5—(24)s = (34)s

(34)s—(24)s = (10)s

Como tivemos (11)5 subtragoes por (24)s, portanto, o quociente é (11)5 e o resto
(10)s.

Neste método, encontramos situagdes com as seguintes exigéncias: necessidade de
subtracao com recurso sendo amplamente utilizado, contagem de (1)5 até (11)5 para
determinar o quociente e comparacoes de niumeros para determinar o resto. Cada uma

dessas exigéncias sao extremamente dependentes da base adotada nesta discussao.

5.2 Minimo Multiplo Comum

Devido a importancia do MMC para as fragoes, resolvamos o MMC (24, 33,40), nas
bases 5 e 6.

5.2.1 Baseb5

Vejamos o calculo do MMC ((24)s,(33)s,(40)5) na Tabela 5.3.

Tabela 5.3 - MMC((24)s, (33)s, (40)s).

(24) 33)5, (40)5 | (2

(12)5, (14)5, (20)s | (2)s
(12)5, (14)s, (10)s | (3)s
(12)s,  (3)s, (10)s | (3)s
(12)s, (1)s, (10)5 | (40)5
(12)s, ()5, (1)s | (12)s
(1)s, 1, 1 [(20020)
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Além das situagoes ja citadas nas quatros operagoes, deparam-se também com a ne-
cessidade do critério de divisibilidade, como nao foi construido a teoria no texto, surgi
a necessidade de testar se o numero fatorado seria divisivel pelo nimero escolhido.
Logo, o MMC((24)s,(33)s5,(40)5)5 = (20020)s5.

Considere a dificuldade de determinar se um namero é primo sem a utilizagao dos
critérios de divisibilidade conhecidos, assim como a proibi¢ao neste trabalho do uso

da conversao a base 10.

5.2.2 Baseb

Calculamos agora o MMC na base 6, vejamos na Tabela 5.4.

Tabela 5.4 - MMC((24)s,(33)¢,(40)6)-

(24)s, (33)s, (40)6 | (2)6
(12)s, (33)s, (20)6 | (2)6
(4)s,  (33)s, (10)6 | (2)s
(2)s,  (33)s,  (3)s | (2)s
(e,  (33)s,  (3)s | (3)s
De,  (Me, (M) | (1)s
De, (e, (1)6 | (1320)6

LOgO, (0} MMC((24)6, (33)6, (40)6) = (1320)6
Nesta base temos as mesmas situacoes da base 5, no entanto, tem-se uma diferenca
interessante, na base 6 por ser par, ela pode se fatorado por 2 e 3, isto facilitou o

produto de (2)g-(2)¢ - (2)g-(2)6 - (3) - (11)g, observe o calculo a seguir:

[l
—~ o~~~ —~
_— = NN

Ja a base 5 por ser um namero primo, encontramos mais dificuldades para efetuar

os calculos.

5.3 Fracoes

Prosseguindo, vamos analisar as operagdes com fragoes na base quinaria e um
exemplo associando fragao com numero decimal.

(13)s _ (11)s
Na soma de T € (30)
(11)s

de 8%;; por {552 utilizamos o MMC, contemplando os dois métodos.

usamos o método das fragoes equivalentes e na subtragao
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5.3.1 Adicao de fracoes

Calculamos neste momento as fra¢des equivalentes de 82;2 e &1);:, segue-se
(13)s _ Bl)s _ (44)s _(112)s (130)s ~ (11)s _(22)5 _ 335 _ (44)s
(14)s (33)s (102)s (121)5 (140)s5 (30)s 1105 1405 (220)5

Substituindo as duas fracoes iniciais, obtemos:

(13)5  (11)s (130)5+ (33)5 _ (213)5

(14); ' (30)s 1405 @ (140); _ (140)s

Neste exemplo, na procura das fra¢oes equivalentes necessitamos encontrar o mesmo
denominador para as duas fragoes, o nivel de exigéncia dessa tarefa faz com que pre-
cisemos da tabuada, do algoritmo de multiplicacao, e o reagrupamento de ordens ou
“vai um numero”. Posteriormente, na soma de fracoes no resultado final, necessitamos
verificar se as fracoes sao irredutiveis, e por isso, esbarramos na utilidade dos critérios

de divisibilidade, do contrario teriamos que verificar calculando a divisao um por um.

5.3.2 Subtracao de fracoes

Ao calcular o MMC de (14)5 e (30)5, obtemos o numero (140)s, assim,

(13)s (11)s 1305 (33)s _ (42)s

(14); (30)s 1405 (140)s (140)5

O nivel de conhecimento que se requer na subtracao de fracao utilizando o MMC

¢ bem maior do que o método de fragoes equivalentes, pois, para calcular o MMC de
imediato precisamos da divisao, e posteriormente, este algoritmo exige o calculo da
divisao do MMC por cada denominador e em seguida a multiplicacao deste resultado
pelo seu respectivo numerador exigindo quase sempre o reagrupamento das ordens
quando iguala ou ultrapassa o nimero 5. Na diferenca entre os numeradores, nova-
mente necessitou da subtracao com recurso, e por fim precisamos verificar se as fragoes

sao irredutiveis.

5.3.3 Multiplicacao de fracoes

(14)s
(24)5

(13)s

1) . Observemos o calculo abaixo.

Calculamos a multiplicac¢ao das fragoes

e

(13)s (14)s _ (242)s _ (121)s

(21);  (24)s  (1104)5 _ (302)s

No produto dos numeradores e denominadores saimos de nameros com dois alga-

rismos para um namero de trés algarismos, gerando a necessidade do reagrupamento

das ordens e finalmente a verificacao se as fragcoes sao irredutiveis.
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5.3.4 Divisao de fracoes

. - ~ (13
Vejamos a divisao das fragoes 732 e

(13)5 (14)5 (13)5 (24)5 (422)5

(1) (24)s 205 (14);  (344)5

No caso da divisao, basicamente é uma repeticao da multiplicagao, com excecao do
fato que a divisao é o inverso da multiplicacao.

Vejamos o valor de uma fragao em nimero decimal, utilizando o método tradicional
de divisao. Considere a fragao %, muito conhecida nos livros didaticos que no sistema
decimal tem como resultado o nimero 0,333..., que é uma dizima periodica.

Construindo a tabuada do trés temos: (3)5 x (1)5 = (3)s5, 35 x(2)5 = 115, (3)5x3 =

(14)s, observe o calculo na Tabela 5.5.

Tabela 5.5 — Divisao na base 5.

(10)s
3
(_3)5 ( )5
(20)s
0,1313)s...
(_14)5 ( )5
(10)5
(=3)s
(20)s
(=14)s
(1)s
No resultado da fracao % temos uma similaridade e uma mudanca. A similari-

dade é a continuacao da dizima periddica, no entanto, o periodo mudou do algarismo
(3)5 para o (13)s.

Neste ultimo exemplo abordamos a ideia de razao. Uma escola possui (40000)s
alunos matriculados e (1300)5 foram selecionados para participar de um concurso de
redacao. Qual é a razao que representa o total de alunos selecionados em forma de
fracao e numero decimal?

(1300)s _ (13)s _ (2)5 _ (0,02)s.
(40000)s (400)s (100)s

Este exemplo basicamente exige do leitor o conhecimento de simplificagao por meio

da divisao com ou sem o conhecimento dos critérios de divisibilidade. Encontramos
aqui uma similaridade com o sistema de numera¢ao decimal, que ao dividir (2)5 por

(100)s5, deslocamos a virgula duas casas decimais para esquerda.
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6 Consideracoes finais

O estudo do sistema de numeragao, das quatro operagoes elementares com nume-
ros naturais e fracionarios ocupa um fungao importante no ensino fundamental. Por
meio destes contetdos o aluno terd um bom alicerce para construir seu conhecimento
matematico, sendo necessario que a crianca seja bem fundamentada no sistema de nu-
meragao decimal, para que compreenda bem os algoritmos das quatro operacoes que
sao utilizados no sistema atual de ensino, assim como o conhecimento das ideias de
cada operacao e em qual usa-las. Do professor, exige-se o preparo para que aos pou-
cos, ir introduzindo os algoritmos das operacoes, de modo que a formalizagao destes
seja o mais natural possivel, e, sempre ressaltando a ligacao com o sistema de numera-
¢ao adotado.

O professor é um dos principais agentes na construcao do conhecimento do aluno,
é imperativo que ele tenha conhecimento s6lido da matematica, que conhega varias
formas de ensino, varios algoritmos das quatro operagdes, e entendimento dos varios
sistemas de numeracao existente ao longo da histoéria matematica, conhecimento estes
que lhe darao suporte para enfrentar as dificuldades inerentes aos contetdos citados.

O conhecimento da historia dos numeros é extremamente importante para o pre-
paro do professor, pois ao estuda-lo, ele vera que os povos pensavam de maneiras
diferentes na constru¢ao do niimero e nos varios algoritmos existentes. Supode-se que
as varias maneiras que os alunos pensam representa de certa forma os povos com suas
varias maneiras de pensar. Os algoritmos e o sistema de numeragao estao intimamente
ligados na maneira como foram construidos, estudando os varios tipos de algoritmos
pudemos notar que alunos do 5° e 6° anos tentam resolver as operacoes de maneiras
semelhantes aos povos antigos, quando o professor tem o conhecimento destes ina-
meros sistemas e algoritmos ele tem mais condi¢oes de ajuda-los a superar esses erros
constantes na sala de aula.

Quando o professor é provocado a trabalhar em uma outra base, de certo modo, ele
perpassa por algumas das dificuldades que os alunos passam quando da construcao
do sistema de numeracao, dificuldades estas que no caso do professor, habituado ao
sistema de numeragao decimal, ja automatizadas na sua mente, assim, existe o risco de
se perder a sensibilidade na percep¢ao dos erros cometidos pelo aluno, dificultando o
trabalho de superacao das dificuldades inerentes a este contetido.

Muito se tem falado sobre sistema de numeracao, mas, nem tanto sobre a evolu-
cao dos algoritmos para as quatro operagoes elementares, entende-se que este trabalho
pode ser de grande utilidade aos professores. A maioria do material encontrado sao
publicados em artigos, entretanto nao reiinem, em sua maior parte, as quatro opera-

¢Oes e nem um grande numero de algoritmos, pelo que notamos eles trabalham no
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maximo com duas operagoes, geralmente multiplicacao e divisao.

Nao podemos deixar de investir na busca de novos conhecimentos que proporcione
a difusao do ensino da matematica de forma consolidada. Professores firmado no sa-
ber podem gerar criangas e jovens matematicamente seguras que consigam superar as
dificuldades que a vida lhe propde de forma mais facil.

Preparar materiais que auxiliarao, tanto professores como alunos, nessa jornada,

continuara sendo nosso objetivo.
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