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“Viver é enfrentar um problema atrds do outro.
O modo como vocé o encara é que faz a diferenca.”

(Benjamin Franklin)






RESUMO

MORAIS, E. F. A Matematica e a determinacio das distancias e posicoes dos astros no Uni-
verso.. 2020. 69 p. Dissertacdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade de Sao
Paulo, Sao Carlos — SP, 2020.

A matemadtica e a Astronomia estdo intimamente ligadas desde a Antiguidade. Os gregos
interpretavam a Astronomia como uma parte da matemadtica, sendo eles os responséveis pela

criacdo de vdrios modelos geométricos que determinaram relacdes entre astros no universo.

A matematica modela a realidade e a descreve. Com sua ajuda, foi possivel descobrir, quantificar,
sistematizar padroes e até mesmo determinar posi¢oes de astros no universo por meio de suas
coordenadas. Assim, centenas de dissertacdes e teses sao defendidas todos os anos, porém,
poucas sdo relacionadas a Geometria Esférica e, em grande parte, carentes de um melhor

detalhamento.

O interesse em conhecer mais sobre fendmenos ligados a Astronomia surge por meio da cu-
riosidade dos proprios alunos. Nesse sentido, queremos, neste trabalho, reconhecer o papel
fundamental que a Matematica tem na Astronomia, por meio da determinacao do referencia-
mento dos astros, e apresentar um modelo matematico de Sistema de Coordenadas que ajude na

melhor compreensao de seus conceitos.

Palavras-chave: Matematica; Astronomia; Distancias; Universo; Coordenadas.






ABSTRACT

MORALIS, E. F. Mathematics and the determination of distances and positions of stars in
the Universe.. 2020. 69 p. Dissertagdo (Mestrado em Ciéncias — Mestrado Profissional em Ma-
temdtica em Rede Nacional) — Instituto de Ciéncias Matematicas e de Computagdo, Universidade
de Sao Paulo, Sao Carlos — SP, 2020.

Mathematics and Astronomy have been closely linked since ancient times. The Greeks interpreted
Astronomy as a part of mathematics, and they were responsible for creating various geometric

models that determined relationships between stars in the universe.

Mathematics models reality and describes it. With its help, it was possible to discover, quantity,
systematize patterns and even determine positions of stars in the universe through their coor-
dinates. Thus, hundreds of dissertations and theses are defended every year, however, few are

related to Spherical Geometry and, in great part, lack a better detail.

The interest in knowing more about phenomena related to Astronomy arises through the curiosity
of the students themselves. In this sense, we want, in this work, to recognize the fundamental
role that Mathematics has in Astronomy, by determining the referencing of the stars, and to
present a mathematical model of the Coordinate System that helps in a better understanding of

its concepts.

Keywords: Mathematics; Astronomy; Distances; Universe; Coordinates..
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CAPITULO

INTRODUCAO

A pesquisa educacional na drea da Matematica vem registrando um aumento consideravel
na ultima década. Centenas de dissertacoes e teses sdo defendidas todos os anos, porém, poucas

sao relacionadas a Geometria Esférica e em grande parte, carentes de um melhor detalhamento.

Os alunos anseiam por novidades e uma delas poderia vir de aplicacdes da matematica
na Astronomia. O interesse em conhecer mais sobre fendmenos ligados a Astronomia surge por
meio da curiosidade dos proprios alunos. Pensando nisso, a matematica aparece como ferramenta
importantissima para melhor compreensao de seus conceitos. Ha uma forte demanda para que a

Astronomia seja inserida como disciplina na grade curricular do ensino bésico.

“Os assuntos referentes a Astronomia chamam a aten¢@o das pessoas em qual-
quer faixa etdria e, além disso, estes fazem parte da matriz curricular proposta pelos
PCN dos ensinos fundamental e médio. Porém, constata-se que grande parte dos alu-
nos da rede publica de ensino deixam o ciclo basico de estudos sem conhecimento de

assuntos de Astronomia que sdo pertinentes a sua formac¢ao”. (DIAS; RITA, 2008)

Um dos métodos mais primitivos de orientacdo acontece através das observagdes dos
astros no céu. Além de servir de mapa, o céu era utilizado para a determina¢do de calendario e
relégio. Tal método de orientacdo vem perdendo o sentido com o tempo. A Matemética através
dos seus sistemas de coordenadas contribui fortemente para que as tecnologias, possam nos

fornecer dados mais precisos.

A Matematica possui fungdes transformadoras, quebra barreiras através dos nimeros e
descreve o universo em que vivemos. Pensando assim, queremos neste trabalho, reconhecer o
papel fundamental que a Matemética tem no referenciamento de astros no universo e apresentar
um modelo matematico de sistema de coordenadas que ajude a melhor compreensdo de seus

conceitos.
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O capitulo 2 inicia-se com uma breve reflexdo motivada pela ndo-demonstrabilidade
do postulado das paralelas da Geometria Plana. A supressao ou substitui¢do deste postulado,
trabalho iniciado por eminentes matematicos ainda no séc. XIX, originou o estudo de Geometrias
Nao Euclidianas cuja principal caracteristica é a curvatura intrinseca do espaco. Diversos
modelos dessas geometrias foram propostos, entre eles o da geometria eliptica, representada
atualmente pela Geometria Esférica. Neste capitulo apresentamos alguns rudimentos dessa
geometria, que embora bastante importantes, ndo necessitam do Célculo Diferencial para sua

demonstracao.

Assim sdo apresentados e desenvolvidos elementos da Trigonometria Esférica: circun-
feréncias maximas, tridngulos esféricos e seus elementos, culminando na Lei dos Cossenos e
na Lei dos Senos para tais tridngulos. Algumas nog¢des de congruéncia de tridngulos esféricos

também sdo apresentadas.

No capitulo 3 introduzimos os principais conceitos de base astronOmica relevantes
para nossas aplicacdes. Apresentamos uma formalizagdo matematica do que entendemos em
Astronomia por um “sistema de coordenadas”, e desenvolvemos, utilizando a Geometria Esférica,
uma estratégia para realizar mudancas de coordenadas entre dois sistemas. Procedemos entdo a
exposicao de alguns dos sistemas de coordenadas mais usados em Astronomia, e realizamos as

mudancas entre eles.

O Capitulo 4 € dedicado a aplicagdes, nas quais apresentamos exercicios resolvidos
para ilustrar os conceitos anteriormente apresentados. Tais exercicios também podem compor
atividades propostas em salas de aula, para turmas ou grupos de alunos que se interessem pela

tematica da Astronomia e pelos aspectos matematicos da localizag¢do dos astros.
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CAPITULO

TRIGONOMETRIA E GEOMETRIA
ESFERICAS

Na Geometria Euclidiana (Geometria Plana), o postulado das paralelas nos diz o seguinte:

“Se uma reta, ao cortar duas outras, forma angulos internos, no mesmo lado, cuja
soma € menor do que dois angulos retos, entio essas retas, se continuadas, encontrar-

se-30 no lado onde estdo esses angulos.”

Durante muito tempo, varios matematicos tentaram transformar o postulado de Euclides
em um teorema, ou seja, um resultado deduzido dos demais axiomas e postulados de Euclides

para a Geometria Plana. A figura (1) é uma representacao deste postulado.

Figura 1 — V postulado de Euclides.

Fonte: Autor (baseado no enunciado do postulado das paralelas).

Todas essas tentativas resultaram infrutiferas, pois utilizavam de uma forma ou de outra
o postulado das paralelas. Nao eram, portanto, auténticas demonstragoes do postulado. Contudo,
esse esforco desenvolvido para a demonstracdo redundou no surgimento de novas ideias a

respeito da natureza do espago e sua geometria.
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Alguns matemdticos comecaram a conceber novas formas da Geometria que dispensas-
sem o postulado das paralelas. Surgia entdo os germens da Geometria Nao Euclididana. Nomes
como Georg Friedrich Bernhard Riemann, Johann Carl Friedrich Gauss, Nicolai Ivanovich
Lobachevski e Janos Bolyai trabalharam incessantemente para desenvolver as idéias axiomadticas
dessas geometrias, que podemos agrupar em duas classes principais: as geometrias elipticas e as

hiperbdlicas.

Na Geometria Eliptica ndo existe, por um ponto fora de uma reta (geodésica), uma outra
reta que nao intercepte a primeira. J4 na Geometria Hiperbdlica pode-se mostrar que, por um

ponto fora de uma reta existem vdrias retas que ndo interceptam aquela primeira.

As geometrias ndo euclidianas constituem um vasto campo da pesquisa matemdtica, em
franca expansdo na atualidade. Nao obstante, as técnicas para o desenvolvimento pleno dessa
area situam-se frequentemente além daquelas empregadas na Geometria Plana tradicional, pois
necessitam do Clculo Diferencial e Integral, Topologia, Algebra Abstrata, entre outras técnicas

desconhecidas pelos antigos gregos.

Felizmente, o modelo de Geometria Esférica desenvolvido por Riemann, caso mais bem
estudado de Geometria Eliptica, pode ser satisfatoriamente conhecido com as técnicas usuais da
Geometria Plana e Espacial e da Algebra. Neste capitulo apresentamos os prinicipais elementos

no estudo dessa geometria.

A figura (2) € dedicada a imagem Georg Bernhard Riemann.

Figura 2 — Georg Bernhard Riemann.

Fonte: (WIKIPEDIA, 2019).

2.1 Geometria Esférica

Definicao 1. A Esfera é o lugar geométrico dos pontos do espaco cujas distdncias a um mesmo
ponto O (centro da esfera) sdo constantes. Ressaltamos que no presente trabalho a esfera € uma

superficie, e ndo um sélido maci¢o, como definido por alguns autores.
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Na Geometria Euclidiana o caminho mais curto entre dois pontos € o segmento de reta
determinado por eles. Uma idéia andloga existe nas geometrias ndo euclidianas, em geral, através
do conceito de geodésica. Uma curva geodésica ligando dois pontos de um espago é uma curva

de comprimento minimo, entre todas as curvas do espaco que ligam esses pontos.

A existéncia de geodésicas, em geral, € um fato nao trivial que demanda uso de certo
maquindrio da Geometria Diferencial para ser demonstrado. No caso da esfera, contudo, mostra-
se que as geodésicas sempre existem, € sdo precisamente os arcos de circunferéncias mdximas,

ou seja, circunferéncias cujo raio € igual ao raio da esfera. Vide figura (3).

A demonstracdo para a proxima proposi¢do pode ser encontrada em (FILHO, 2014).

Proposicao 1. A intersecido de uma esfera com um plano é ou um ponto ou uma circunferéncia
de raio menor que ou igual ao raio da esfera. A igualdade dos raios ocorre se e somente se o

plano passar pelo centro da esfera.

Definicao 2. Sejam A, B pontos da esfera S. O arco de circunferéncia maxima que liga A e B é

uma geodésica.

Figura 3 — Circunferéncia mdxima e arco de circunferéncia maxima.

S Centro da esfera

% E : ) 4_ Cireunferéncia

maxima

B A 3

Fonte: Autor.

Definicao 3. Seja S uma esfera de centro O. Chamamos de:

e Eixo: qualquer reta que passa por O.

Diametro: segmento que liga os dois pontos de intersecdo de um eixo com S.

Equador associado a um eixo: € uma circunferéncia méxima de S cujo plano € perpendicular

ao eixo.

Polos: as duas extremidades de um didmetro.

Meridiano: € um semicirculo méximo que contém os polos Norte e Sul da esfera.
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Estes elementos estdo representados na figura (4).

Figura 4 — Elementos da esfera.

Eixo da esfera

Pélo Norte

=

Equador (

Meridiano

Polo Sul

Fonte: Autor.

2.2 Trigonometria Esférica

Nesta secao definimos o tridngulo esférico como uma generalizacdo do conceito de
triangulo da Geometria Plana, e desenvolvemos algumas relacdes entre seus lados e angulos
internos que serdo essenciais no estudo da Astronomia de posi¢do. Uma representacdo de

tridngulo esférico encontra-se na figura (5).

Figura 5 — Triangulo esférico ABC.

Fonte: Adaptado de (SARAIVA, 2004).

Definicao 4. Um diedro € a regido do espaco limitada por dois semiplanos com aresta comum.
Ja um triedro, com vértice V, € uma de 8 regides do espago delimitadas por trés planos que

concorrem no ponto V. Vide figura (6).

Sejam I' e I duas circunferéncias méximas, distintas, na esfera S. Se A é um ponto na

intersecao dessas circunferéncias, vamos fazer sentido no dngulo de vértice A e lados sobre I' e
F/
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Figura 6 — Triedro.

Fonte: Adaptado de Wikipédia.

Tomamos os planos 8 e B', tais que I’ C f e I C B’. Esses planos definem 2 pares
de regides diedrais congruentes. Sejam também B e B’ pontos sobre I' e I, respectivamente,
distintos de A. Definimos o angulo diedral como sendo o dngulo da regido formada pelos
semiplanos de 3 e [3, e que contém os pontos B e B'. Este angulo possui o mesmo valor ao

angulo de vértice em A e lados AB e AB' .

Mantendo a notacao acima, pode ser mostrado que:

Definicdo 5. A medida de BAB' é igual &2 medida do 4ngulo plano formado pelas semirretas

tangentes a I' e I” em A, e contidas nos semiplanos do diedro de BAB'.

Definicao 6. Triangulo esférico € a regido da esfera limitada por trés arcos de circunferéncias
maximas menores do que uma semicircunferéncia, que se intersectam dois a dois. Os arcos sao

chamados de lados e os vértices dos trés angulos esféricos sao os vértices do triangulo esférico.

Observacao 1. Se X,Y sao pontos de uma esfera de raio r e centro O, a retificagdo do arco
méximo que liga X e Y tem comprimento .X OY, em que o dngulo é dado em radianos. Torna-se
natural nos referirmos a um comprimento ou distancia sobre a esfera como sendo um angulo
com vértice no seu centro, especialmente quando o raio € unitario. Adotaremos a convengao de

denotar os comprimentos dos lados de um tridngulo esférico como sendo tais dngulos.

A proposi¢do seguinte estabelece uma relagio natural entre os conceitos de tridngulo
esférico e triedros. Sua demonstracdo € imediata com o uso das defini¢cdes (4) e (6), e da

proposic¢ao (5).

Proposicao 2. Seja S uma esfera de centro O. Ha uma correspondéncia entre os triedros com
vértice em O e os tridngulos esféricos sobre S, e que associa a um dado triedro o tridngulo
esférico cujos lados sdo as intersecOes das faces do triedro com S. Os lados desse triangulo
correspondem aos dngulos internos das faces do triedro, e os dngulos desse tridngulo sdo os

angulos diedrais do triedro. Vide figura (7).
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Figura 7 — Representacdo de triedro em uma esfera.

Fonte: Adaptado de (FILHO, 2014).

Teorema 1 (Lei dos cossenos para lados de tridngulos esféricos). Considere um triangulo esférico

de lados a, b, c e dngulo interno & oposto ao lado a. Entdo

cos(a) = cos(b)cos(c) +sen(b)sen(c)cos() . (2.1)

Demonstracdo. Considere uma esfera S de centro O e os segmentos AD e AE tangentes a S
no ponto A. Isto implica OA | AD e OA | AE. Considere também os pontos B e C, tais que
ODNS=Be OENS = C. De acordo com a proposicao (2),

DOA—AB=c, EOA—=AC—=b ¢ DOE —=BC=a. 2.2)
Vide figura (8).

Figura 8 — Construgao utilizada na demonstragao da lei dos cossenos para tridngulos esféricos.

Fonte: Adaptado de (SARAIVA, 2004).

Como AB e AC estio contidos, respectivamente, nos planos (DAO) e (EAO), o angulo

esférico oposto ao lado a do tridngulo esférico ABC é a = DAE.
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Fazendo OA = r, nos tridngulos AOD e AOE encontramos AE = r.tan(h), OD =
r.sec(c), AD=rtan(c) e OE = r.sec(b).Portanto, em DAE temos

DE* =AD" +AE" —2.AD.AE.cos(at)
—=DE" = *.tan?(c) + r*. tan2(b) — 2.r*. tan(c). tan(b). cos(ct) (2.3)

—DE" = r*[tan?(c) + tan(b) — 2. tan(c). tan(b). cos ()]

Analogamente, fazendo DOE :BAC =aem DOE, temos que

DE*=0D" + OE" —2.0D.0E.cos(a)
—=DE" = 2. sec?(c) + 2. sec?(b) — 2.1 sec(c). sec(b). cos(a) (2.4)
—=DE" = r*[sec?(c) + sec?(b) — 2.sec(c). sec(b). cos(a)]

Igualando-se os segundos membros das ultimas equagdes em (2.3) e (2.4), obtemos:

DE* = r2[sec?(c) +sec?(b)—2.sec(c).sec(b).cos(a)]
= r?[tan®(c) + tan®(b) — 2.tan(c). tan(b). cos(a)],
(DE)?

=5 = sec?(c)+sec?(b) — 2sec(b) sec(c) cos(a) =

— tan’(c) + tan?(b) — 2tan(b) tan(c) cos(a).
Sabendo que 1 = cos?(x) + sen?(x) = sec?(x) = 1+ tan?(x), da equacio anterior resulta
1 +tan®(c) + 1 +tan?(b) — 2sec(b) sec(c) cos(a) = tan?(c) 4 tan®(b) — 2tan(b) tan(c) cos( )

= 2 —2sec(b)sec(c)cos(a) = —2tan(b)tan(c)cos(cx)

= 1 —sec(b)sec(c)cos(a) = —tan(b)tan(c) cos(a)

cos(a)  sen(b) sen(c)
= 1= cos(b).cos(c)  cos(b) cos(c) -cos(a).
Logo,
cos(b).cos(c) —cos(a)  sen(b).sen(c).cos(a)
cos(b).cos(c) ~ cos(b).cos(c)
= cos(b).cos(c) —cos(a) = —sen(b).sen(c).cos(cx)
o que implica (2.1), concluindo a demonstracgao. [

Seja I uma circunferéncia maxima na esfera S. Os polos de I" sdo as intersecdes do tnico
eixo de S ortogonal a I' com S. Pode-se mostrar que os polos satisfazem a propriedade seguinte:

P € um polo de I se e somente se PX= 90 para todo X € I'.

Para apresentarmos e demonstrarmos a Lei dos cossenos para os dngulos sera indispen-

sdvel o conceito apresentado a seguir.
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Definicao 7. Seja ABC um tridngulo esférico. O tridngulo polar de ABC € o tridngulo esférico
que tem por vértices os polos de cada circunferéncia maxima que contém um lado de ABC e que

estejam no mesmo hemisfério (relativo aquele lado) que ABC.

Denotaremos por A,B,C), o tridngulo polar de ABC, em que BC=a, AC=be AB=c,¢
A, € o polo da circunferéncia que contém o lado a, B}, € o polo da circunferéncia que contém o

lado b e C), € o polo da circunferéncia que contém no lado c. Vide figura (9).

Figura 9 — Triangulo polar A,B,C,, do tridngulo esférico ABC.

Fonte: Autor (construido a partir da defini¢do de tridngulo polar).

Teorema 2. Se A,B,C), € o tridngulo polar de ABC, entdo ABC € o tridngulo polar de A,B,C).

Demonstragdo. Tomaremos como referéncia a figura (10). Pela definicdo, o ponto A dista 90°
de B, pois B, € polo de uma circunferéncia maxima que passa por A. Similarmente, AC,= 900,
Portanto A é um dos polos da circunferéncia maxima que contém o arco B,C),. Seja A’ o outro

polo dessa mesma circunferéncia.

Figura 10 — Relagdo entre o tridngulo ABC e o seu tridngulo polar A,B,C,.

A

XN
</ M\
/o A\

i / b

/B, - 2 A\
7 N - e SR o |
; ap p

Fonte: Adaptado de (FILHO, 2014).

Devemos mostrar que desses dois polos {A4,A’}, o que estd no mesmo hemisfério de A,

€ A. Isso decorre de uma andlise das distancias. Como A, € o polo da circunferéncia maxima
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passando por B e C que estd no mesmo hemisfério de A entdo A,A< 90°. Em particular, A p estd
no mesmo hemisfério relativo ao arco B,C), que A estd, e portanto, no hemisfério oposto a A'.

Entdo o vértice do tridngulo polar de A, B,C), relativo ao lado B,C), € o ponto A.

Repetindo esse argumento com os demais lados de A ,B,C),, reobtemos os vértices B e C,

caracterizando ABC como o tridngulo polar de A,B,C),. [l

A préxima proposicao estabele uma importante relagdo entre os lados de um tridngulo

esférico e os angulos do tridngulo polar associado.

Proposicio 3. Seja ABC um tridngulo esférico, com angulos internos &, B e ¥ nos vértices A, B
e C, respectivamente. Seja A,B,C), o tridngulo polar do tridngulo ABC, e a, = B,Cp, b, = C/‘p;p
e ¢, = ApB), as medidas dos lados de A,B,C),. Entao

ota,=180°, B+b,=180" e y-+c,=180°. (2.5)

Demonstragdo. Considere a figura (11) e nela o angulo esférico no vértice A igual a o € os
lados BC=a, AC=b, AB=c e B,C, = a,.Por outro lado, considere também M e N
as intersecgdes das circunferéncias maximas que contém os lados ¢ e b com a circunferéncia

méxima que contém o lado a,. Pelo fato de B, e C,, serem polos, respectivamente, de b € c,

temos que B,N= 90" e MC, = 90°. Por outro lado, B,M + MN + NCp= a,. Portanto,

90° +90° =B,N + MC,
180° =B N + MC
N+ MEp (2.6)

= 180° =B,M + MN + NC, + MN

=180 =a, +a.
As demais relacdes sao demonstradas de forma andloga.

Figura 11 — Tringulo esférico ABC e seu tridngulo polar A,B,C),.

Fonte: Adaptado de (FILHO, 2014).

O Teorema (2) permite deduzir da proposi¢ao anterior o seguinte resultado. [
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Corolario 1. Com a mesma notac¢io da Proposi¢ao (3), e denotando a, b, c os lados de ABC e

0, Bp, 7Yy 0s Angulos internos de A,B,C,, valem as identidades:
o, +a=180° B,+b=180° e 7y, +c=180". (2.7)

Corolario 2. (Lei dos Cossenos para os dngulos) Considere «, 8 € ¥ os dngulos de um tridngulo

esférico ABC, de lado a oposto a o. Entao,

cos(ot) = —cos(f).cos(y) +sen(fB).sen(y).cos(a) .

Demonstragcdo. De posse da figura (12) e do teorema (1), temos que

cos(ap) =cos(b,).cos(cp) +sen(by).sen(cp).cos(ery). (2.8)

Figura 12 — Representacio da lei dos cossenos para angulos.

Fonte: Autor (construido para o teorema).

Em vista da Proposi¢ao (3) obtém-se de imediato

cos(180° — &) = cos(180° — B).cos(180° — y) +sen(180° — B).sen(180° — y).cos(180° — a).
= —cos(a) = —cos(f).(—cos(y)) +sen(f).sen(y).(—cos(a)).
cos(a) = —cos(f).cos(y) +sen(f).sen(y).cos(a) ,

que € o resultado do coroldrio. ]

Quando estabelecemos uma correspondéncia biunivoca entre os vértices de dois triangu-
los, estabelecemos também uma correspondéncia entre seus lados, e seus angulos. Recordamos
que na Geometria Plana dois tridangulos sdo congruentes se tal correspondéncia pode ser es-
tabelecida e os lados e angulos que se correspondem sao congruentes, isto €, t€m a mesma
medida. O fato notdvel é que, para determinarmos se dois tridngulos planos s@o congruentes
nao € necessdrio a priori que todos os elementos (entre lados e dngulos) sejam congruentes,
mas apenas alguns dentre esses. Nisso reside o contetido de todos os chamados casos (teoremas)

de congruéncia de triangulos, sendo os mais importantes: os trés lados de um tridngulo serem
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congruentes, respectivamente, aos trés lados do outro (caso LLL); dois lados e o angulo entre
eles, serem congruentes a dois lados no outro tridngulo, e o angulo entre eles (caso LAL); e
dois angulos e o lado adjacente, num tridngulo, serem congruentes a dois angulos e um lado

adjacente, no outro (caso ALA).

Pode-se mostrar que todos os casos de congruéncia de tridngulos planos ocorrem também
para triangulo esféricos. Para uma prova disso recomendamos (ADAMES et al., 2005). Mas
curiosamente, hd um caso que ocorre para os tridngulo esféricos e ndo tem andlogo na Geometria

Plana.

Teorema 3. Caso (AAA): Se os tridngulos esféricos ABC e A'B'C ttm angulos internos congru-

entes, entdo eles sdo congruentes.

Demonstragdo. Considere na figura (13) que os tridangulos esféricos ABC e A'BC possuem 0s

mesmos aAngulos internos nos vértices correspondentes A,A’, B,B' ¢ C,C’. O coroldrio (2) nos

diz que
cos(a) = cos(at) +cos(B)cos(y) cos(a’) _cos(a) +cos(B)cos(y)
~ sen(B)sen(y) ~ sen(B)sen(y)
_cos(B) +cos(a)cos(y) /. cos(fB)+cos(a)cos(y)
cos(b) = sen(c)sen(7) e cos(b) = sen(a)sen(7)
_cos(y)+cos(a)cos(B) /. cos(y)+cos(a)cos(fB)
cos(c) = sen(at)sen(B) cos(c) = sen(ct)sen(B)

Das relagdes anteriores, temos que

! ! /

cos(a) =cos(a ), cos(b)=cos(b) e cos(c)=cos(c).

, . . ! / !
Mas, como o cosseno é unicamente definido em |0, [ temos que a =a ,b = b e ¢ = ¢ . Portanto,
os tridngulos sdao congruentes.

Figura 13 — Triangulos esféricos congruentes.

Fonte: Adaptado de (ADAMES et al., 2005).
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2.3 Area

Uma das coisas que mais intriga os estudantes € a demonstracao da férmula de célculo da
area da esfera. A maioria das demonstra¢des encontradas em livros utilizam a ideia de integral.
Em (NETO, 2013) encontramos uma demonstracao que utiliza conceitos basicos de Geometria

Espacial, e fornece:
Teorema 4. A area de uma esfera E deraior >0 ¢
A(E) =4nr*. (2.9)

Definicao 8. Um fuso esférico é a regido da esfera limitada por dois meridianos com eixo

comum. Pode ser visto como a interse¢do de dois hemisférios.
Corolério 3. Em uma esfera de raio r, a drea de um fuso esférico (As) de angulo & é dada por

Ap=2ar.

Demonstragdo. Considere a figura (14). Por regra de trés simples, temos que

A o Antrio
f A r

Anr? 21 f 27 ! :

Figura 14 — Representacdo da area de um fuso esférico.

Fonte: Adaptado de (ABREU; OTTONI, 2015).

[]

Observacao 2. Para cada fuso esférico, ha um fuso esférico oposto associado no qual os arcos
sdo os prolongamentos dos arcos do fuso dado. Sendo assim, a drea do fuso esférico com a drea
do fuso oposto é

247 = dar’.

O teorema seguinte relaciona a soma dos angulos de um triangulo esférico com sua drea.
Ele servird como ferramenta para a demonstracdo do teorema (6) que relaciona a soma desses

angulos ao seu intervalo. Para isso, tomaremos como referéncia (ABREU; OTTONI, 2015).
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Teorema 5. Se «, 3 € v sdo angulos internos de um tridngulo esférico ABC, entdo
a
a+f+ty=n+—
-

em que a € a area de ABC e r o raio da esfera.

Demonstragcdo. Considere na figura (15), o tridngulo esférico ABC de angulos esféricos a, 8
e Y nos vértices A, B e C, respectivamente. Considere também os fusos esféricos gerados pelo
prolongamento dos seus lados. As interseccdes desses prolongamentos que definiremos por A,
B e C sdo extremidades dos diAmetros nos quais A, B e C pertencem. Pelo caso de congruéncia

A

de triangulos esféricos (LLL), ttm-se que ABC=ABC.

Figura 15 — Tridngulo esférico de angulos o, 3, 7.

Fonte: Adaptado de (KEPLER; SARAIVA, 2012).

E fécil de se notar que a unido dos trés fusos esféricos que mencionamos anteriormente e
2 N L. [
seus opostos cobrem toda a esfera. Porém, cada um dos tridngulos esféricos ABC e A B C foram

contados duas vezes a mais. Logo, dado a a drea dos dois tridngulos e o corolério (3), temos que
dar? + 4ﬁr2 —|—4}/r2 —4.q= 477
= 4o’ +4Br +4yr? =4nr* +4.a
=42 (0 +B+7) =4 (1 + )

a
a+ﬁ+y=n+ﬁ (2.10)

como queriamos demonstrar. [
Observacao 3. Do teorema (5) deduzimos uma relagdo direta entre a drea de um tridngulo
esférico e a soma de seus angulos internos. Esse fato, que ndo tem andlogo a Geometria Plana,
nos permite reobter a equacdo da soma dos angulos do tridngulo plano quando consideramos o
caso limite r — oo:

lima+ B+ imz+ 2 =n

im = lim - =T.

r—eo v r—oo r2

Teorema 6. Seja ¢, B e ¥ as medidas dos dngulos internos de um tridngulo esférico ABC, entdo

T<a+p+y<3m.
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Demonstragcdo. Do teorema (5) resulta que

a
a+[3+y:n+r—2:n<a+l3+y.

Convém ressaltar que todo tridngulo esférico estd contido em um dos hemisférios defini-
dos pelo circulo mdximo que contém um de seus lados. Logo, sua drea € sempre menor que a

drea do hemisfério. Designando a como a drea do tridngulo esférico e r o raio da esfera, implica

que
a 2mr?
atB+y=n+5<m+-—5 =37
r r
Portanto,
T<a+p+y<3mn, (2.11)
como queriamos demonstrar. ]

Teorema 7. Cada lado de um tridngulo esférico € menor que a soma dos outros dois lados.

Demonstragdo. Considere na figura (16), um tridngulo esférico ABC de lados a,b < c tal que
¢ —AB=AOB, b—=AC=AOC e a—BC=BOC.

Considere o triedro OABC. Sobre OA tome um ponto X qualquer, sobre OB tome um ponto Y
e sobre XY um ponto P de modo que XOP = AOC. Por iiltimo, sobre OC tome um ponto Z de
modo que OZ = OP.

Figura 16 — Desigualdade triangular em tridngulos esféricos.

Fonte: Adaptado de (ABREU; OTTONI, 2015).

Da unido de X,Y e Z obtemos o tridngulo XY Z, no qual XP = XZ , pois os tridngulos
XOZ = XOP (caso LAL). Imediatamente, da desigualdade triangular para triangulos planos,

resulta que

XZ+ZY >XP+PY =XY =ZY >PY . ZOY > POY. (2.12)
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Como na Geometria Euclidiana determinamos o maior lado do tridngulo como lado
oposto ao maior angulo, o segundo maior lado como lado oposto ao segundo maior dngulo e o

menor lado como lado oposto ao menor angulo, da desigualdade (2.12) temos que
XZ+ZY >XP+PY =XY
= X0Z+20Y > XOP + POY = XOY
= AOC +COB > AOB

Por outro lado, pela proposi¢io (2) temos que OB :AAB, AOC :A?,’ e BOC :13?] .
Logo,
AC+BC > AB,
0 que nos leva a

b+a>c

como queriamos demonstrar. [

Corolario 4. Cada lado de um tridngulo esférico € maior que o valor absoluto da diferenga dos

outros dois lados.

Demonstragdo. Isto decorre de propriedades dos nimeros reais e da fungao médulo. Se a, b, ¢

sdo nimeros positivos tais que a soma de dois sempre excede o terceiro, entao:

a+b>c = a>c—>b
= a>b—c|. (2.13)
at+c>b = a>b—c

Repetindo o argumento para b e ¢ no lugar de a, obtemos a afirmagao do corolério. [

Teorema 8. A soma dos trés lados de um triangulo esférico estd compreendida entre O e 2.

Demonstracdo. E 6bvio que a soma dos lados de um tridngulo esférico é maior do que 0.
Construindo o triedro OABC e usando a proposicao (2), mostraremos que a soma dos angulos

das suas faces € menor do que 27.

—
Considere na figura (16), OC' uma semirreta oposta a O% Por construcdo, obtemos o

triedro OABC . Pelo teorema (7), temos que

—~ ~

AOB < BOC +AoC . (2.14)
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Figura 17 — Os triedros OABC e OABC utilizados na demonstragao.

Fonte: Adaptado de (FILHO, 2014).

Observe que BOC e BOC' sido adjacentes suplementares, e 0 mesmo ocorre com AOC e
AOC'. De sorte, utilizando (2.14) em

BOC + BOC' + AOC + AOC = 2,

implica que

0 < BOC+AOC+AOB < 2. (2.15)
0

Teorema 9 (Lei dos senos para tridngulos esféricos). Seja ABC triangulo esférico com angulos
internos a, 3 € ¥ nos vértices A, B e C, e lados opostos a,b € ¢, respectivamente, a0S mesmos

vértices. Entao
sen(or)  sen(f)  sen(y)

sen(a)  sen(b) sen(c)’

(2.16)

Demonstragcdo. Considere na figura (18), a pirimide COEDF de base (OEDF ), sendo O o

centro da esfera, e vértice em C. Os pontos E € OA e F € OB e D € (OAB) sio construidos
= _

de forma que CE L OA, CF L 5§ e CD ¢ ortogonal ao plano (OAB). Note que os dngulos do

tridngulo esférico ABC ocorrem como angulos diedrais entre algumas das faces da piramide.

E imdediato que as seguintes faces da pirdmide sdo tridngulos retingulos: CEO (retangulo
em E), CED (retangulo em D), CDF (retangulo em D) e CF O (retangulo em F).
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Figura 18 — Piramide COEDF de base OEDF.

Fonte: Adaptado de (ABREU; OTTONI, 2015).

Como b € o arco que corresponde ao angulo COE e a é o arco que corresponde a COF,

segue L L
CE CF
sen(b) =— e sen(a)=—. (2.17)
co co
E como CED = a. e CED = 3, temos
CD —— cCh _——
sen(ot) = == CD=CE.sen(at) e sen(f)= == CD = CF .sen(f). (2.18)

De (2.17) e (2.18) resulta que

CE sen(a) = CF .sen(f) = CO.sen(b).sen(a) = CO.sen(a).sen(f)
N sen(or) sen(ﬁ)'

sen(a)  sen(b)

Utilizando uma pirdmide com vértice em B e repetindo o mesmo procedimento, chegamos a uma
igualdade andloga a obtida acima mas com os dngulos & e 7, e lados a e c. Dessas duas segue a

conclusio estabelecida na identidade (2.16). L]

2.4 Algumas diferencas e semelhancas entre as geome-

trias Euclidiana e a Esférica

Nesta secdo apresentamos algumas diferencgas entre a geometria Euclidiana e Esférica,
de forma que o leitor tenha uma visdao melhor do que j4 foi exposto. A figura (19) apresenta uma
tabela formada por quatro linhas e duas colunas, na qual, a coluna da esquerda apresenta imagens

referentes a Geometria Euclidiana e a da direita, imagens concernentes a Geometria Esférica.
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Figura 19 — Imagens de Geometria Euclidiana presentes na primeira coluna e de Geometria Esférica na
segunda coluna.

Algumas diferencas e igualdades entre Geometria Euclidiana e
Geometria Esférica

Espacgo Euclidiano Espacgo Esférico

j‘ P
-
L]

Na Geometria Plana, dois triangulos que Na Geometria Esférica, dois

possuem lados proporcionais e triangulos sdo semelhantes se 0s
angulos congruentes sao semelhantes. | sayslados e angulos forem
F N
'S b/ NE congruentes.
b / e i P
/ ‘\\‘ P
A . a
A
o
B Y [ Y\\.
B < C <& 13_ —

a+B+#>180°
A

a<b+c a<b+c
. b b
‘ b<a+c c b<a+c
c<a+b c

. <d+
B [ B c<a+b

Fonte: Imagens do google e da dissertacdo adaptadas para a figura.

Na primeira linha da tabela anterior, representamos o postulado das paralelas presente na
Geometria Euclidiana e um caso particular de sua negacdo presente na Geometria Esférica. Na
Geometria Esférica, ndo existe nenhuma outra geodésica que passa por este ponto e é paralela,

ou seja, ndo intersecta a geodésica inicial.

Na segunda linha da tabela representamos um par de tridngulos planos e um par de
tridngulos esféricos. Na geometria esférica, diferentemente da euclidiana, dois tridngulos sdo

semelhantes se, e somente se, forem congruentes. Tal fato foi demonstrado no presente trabalho.

Na terceira linha construimos tridngulos e seus dngulos internos nos espagos euclidiano
e esférico. Na geometria euclidiana a soma sempre € igual a 7. Por outro lado, na geometria
esférica a soma € maior que 7. Demonstramos através do teorema (6) que essa soma na geometria

esférica pertence ao intervalor |7, 37|

E para finalizar, na quarta linha colocamos algo em comum entre a geometria euclidiana

e a geometria esférica. A soma de dois lados de um tridngulo sempre € maior que o terceiro lado.
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CAPITULO

SISTEMAS ESFERICOS DE COORDENADAS
NA ASTRONOMIA

Para realizarmos as aplicacdes a Astronomia € indispensdvel termos um modelo mateméa-
tico para “representar”’ os objetos que estudamos, e seu conjunto. Nosso interesse ¢ compreender
como localizar um astro no céu, e como essa localizacao se modifica com o passar do tempo, e

com a mudanca de posicdo (observador) da qual o astro é observado.

O modelo que adotamos € essencialmente o0 mesmo usado pelos gregos ha mais de dois
mil anos: A Abéboda Celeste, que chamaremos de Esfera Celeste. Nesse modelo interpretamos
0s astros como sendo pontos em uma esfera de raio muito grande. Qualquer observador localiza-

se no centro dessa esfera.

A cada observador corresponde um plano, que idealmente passa pelo centro da Esfera
Celeste e nada mais é que o plano horizontal do local geografico da Terra onde esse observador

pisa. Cada observador percebe apenas a metade da Esfera Celeste que esta “acima” (no sentido

contra a Gravidade vista pelo observador) desse plano.

E preciso localizar cada ponto da Esfera Celeste de uma forma ndo ambigua, e que
permita que diferentes observadores em diferentes momentos possam dialogar sobre os mesmos
pontos (astros) observados. E com esse objetivo que estabeleceremos os diferentes sistemas de

coordenada esféricas.

3.1 Sistema de coordenadas esféricas

Seja N (Norte) um ponto da esfera. Existe um tnico circulo maximo e (equador), per-
pendicular ao eixo da esfera que contém N. Fixe um ponto ¥ € e, e considere a orientagdo do
equador dada pela Regra da mdo direita: com a mao no centro da esfera e apontando o dedo

polegar para o Norte os demais dedos indicam o sentido crescente do equador.
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A um ponto P na esfera, que seja distinto dos polos Norte (N) e Sul (—N), podemos
associar um tnico par de coordenadas (¢, d) da seguinte forma: baixamos a perpendicular de
P ao equador, cujo pé designamos por H. O adngulo 6 serd em mddulo o valor do arco PH, e
seu sinal serd positivo se P estiver no mesmo hemisfério que N, negativo em caso contrario. O
angulo o sera em modulo o menor dos arcos maximos entre ¥ e H, e seu sinal serd positivo se
saindo de 7y percorre-se este arco no sentido da orientacdo do equador. Caso se deva percorrer
esse arco no sentido contrério a orientacdao do equador, tomamos o sinal negativo para ¢. Vide
figura (20).

E vélido observar que esse sistema de coordenadas também estd completamente determi-
nado se apenas tivermos dois pontos, N e ¥, distando 90° um do outro, pois hd um unico circulo

maximo que passa por Y e € perpendicular ao eixo por N.

Figura 20 — Regra da mao direita como orientag¢do no equador (e).

|Eixo que liga os poélos norte e sull

N (Norte)

Fonte: Mao extraida de (ALVES, 2015) e adaptada para a figura.

Um ponto P da esfera existe independentemente de qualquer par de coordenadas que se
lhe associe. Nao diremos que P é o par (@, ), mas que as coordenadas de P, num certo sistema

de coordenadas esféricas s, sdo (o, 8). Isso serd denotado por

Pl = (@,8). G.1)

3.2 Distancia angular

Distancia angular € o angulo entre as duas direcdes que se originam no observador e
apontam para esses dois objetos. Em Astronomia esse angulo € usado para descrever a aparente

distancia entre os astros na Esfera Celeste, sem levar em conta a distiancia radial ao observador.

Teorema 10. Sejam A e B pontos na esfera, cujas coordenadas num sistema s sdo [A]; =
(a(A),8(A)) e [B]s = ((B),5(B)), a distancia angular entre esses pontos é dada por

—~

cos(AB) =sen(0(A)).sen(8(B)) +cos(0(A)).cos(8(B)).cos(ct(A) — t(B)).
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Demonstragcdo. Considere representado na figura (21), um sistema de coordenadas esférico s de

pontos A, B e N tais que N seja o P6lo Norte deste sistema. Sendo assim,
[Aly = (a(A),6(A)) e [B]s=(a(B),5(B)).

Logo,
AN=90°—8(A), BN=90°—8(B) e 1 =(a(A)—a(B)). (3.2)

Figura 21 — Distancia angular entre os pontos A e B.

N
[A]s=((l(A),5(Ap, g >\

[Bls=(auB), 3(B))

Fonte: Adaptado de (ABREU; OTTONI, 2015).

Como cos(90° — &) = sen(§) e sen(90° — §) = cos(8), de (3.2) temos que

~ —~ ~

cos(A?V) =sen(6(A)), cos(BN)=sen(6(B)), sen(AN)=-cos(6(A)), sen(BN)=cos(d(B))

e cos(n)=cos(t(A) — a(B)).
(3.3)

Cosseno é uma fungio par, ou seja, cos(n) = cos(—1n). Logo, de (1) e de (3.2) resulta

que
cos(AAB) = cos(A?V). cos(B?V) + sen(A?V).sen(B?V) cos(n) 3.4)
cos(AAB) =sen(6(A)).sen(8(B)) + cos(8(A)).cos(S(B)).cos(a(A) — o (B))

como queriamos demonstrar. [

3.3 Mudancas de coordenadas

Nesta sec¢do desenvolvemos a principal ideia relativo ao uso da trigonometria esférica na

Astronomia: como realizar a mudanga de coordenadas entre dois sistemas diferentes ?

Para situar o problema, consideramos um ponto P na esfera, e dois sistemas de coorde-
nadas definidos, respectivamente, pelos pares de pontos Ny € 71, € N> e 7. Ou seja, para cada
i =1,2, N; ¢ um polo Norte de um sistema de coordenadas e % € um ponto de referéncia no

equador desse sistema.
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O ponto P terd coordenadas no sistema 1, que serdo (@, d; ), e coordenadas (o, 5,) no
sistema 2. Qual a relacdo entre esses dois pares de coordenadas ? A resposta esta contida no
Teorema (11) abaixo. Antes de o enunciarmos, vamos apresentar um fato elementar bastante util
em seguida. Denotemos por o;(-), 6;(-), as fungdes que fornecem as coordenadas de um ponto

no sistema i, parai = 1,2.

Proposicao 4. Dados N| e N, os pélos nortes dos sistemas de coordenadas de equadores e e e

respectivamente, entao

02 (N1) = 61(N2). (3.5)

Demonstragdo. Com base na figura (22), em que Hz (N1) éa pro_]egao ortogonal de N emepe
H\(N,) é a projegdo ortogonal de N, em ey, temos N1N2 + NoH, (Nz) 90 e N2N1 + N H, (Nl)
90°. Logo,

N1N2+N2H1(N2) = N2N1-|-N1H2(N1)
= NzHl(Nz) = N1H2(N1).

Como N H|(N;) = 81(N2) e NiHa(Ny) = 82(Ny), o resultado (3.5) segue imediato. [

Teorema 11. Se PN|N,; é um tridngulo esférico, com N; e N, representando os nortes dos
sistemas 1 e 2, respectivamente. Entao

sen(02(P)) = sen(01(N2))sen (01 (P)) + cos(81(N2)) cos(81(P))cos(oy (P) — o (N2)), 3.6

cos(0p(P) — 0p(Ny)) = sen(6; (P)) sec(01(N2)) sec(8(P)) —tan(8; (N )) tan(8,(P)).

Demonstragdo. Considere na figura (22), o tridngulo esférico PN1 N, tal que N; e N, sejam
nortes dos sistemas esféricos 1 e 2, respectivamente. Considere também, H;(N;) a projecdo
ortogonal de N, no equador e, H>(N}) a projecdo ortogonal de N; no equador ey, H;(P) a
projecdo ortogonal de P no equador e; e Hy(P) a projegdo ortogonal de P no equador e;.

Figura 22 — Ponto P nos sistemas esféricos de coordenadas 1 e 2.

Fonte: Adaptado a partir de figuras encontradas em (SARAIVA, 2004).
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Definiremos aqui 1 e 12, com sendo os angulos esféricos com vértices em Nj e N,
respectivamente.
Fazendo N> H; (Nz) =0 (Nz), N1H, (Nl) = 62(N1), PH, (P) =0 (P) e PH, (P) = 52(P),

implica que os lados do triangulo PN N, sdo
NiNy=90° — §i(Ny), NiP=90°—8(P) e NoP=90"—5,(P).

Como cos(90” — 1) = sen(n) e sen(90° — 1) = cos(n), da lei dos cossenos para lados de

triangulos esféricos resulta que

—~

cos(NTP) = cos(Nr]Vz) cos(NZP) + sen(NlANz)sen(NzP) cos(1m2)

L sen(31(P) = sen(3i (V) sen(Bs(P) + cos(8 (Na)eos((P)cos(ms).
De modo anélogo,
cos(N2P) = cos(NiN2) cos(NyP) + sen(Ni Na)sen(N; P) cos(1;) 8)
= sen(8(P)) = sen(8:Ny))sen(8; (P)) +cos(8:N1) cos(8 (P)) cos(m ).
Como consequéncia de (3.7) e (3.8) implica que
cos(12) = sen(8; (P)) sec(81 (N2)) sec(8(P)) —tan(8 (Vo)) tan(&(P)). (3.9
cos(11) = sen(8y(P)) sec(&(N1)) sec(8i (P)) — tan(8(N1)) tan (8 (P)). (3.10)

Das defini¢des de diedro e de angulo esférico, podemos concluir a partir da proposi¢ao

(2) que

—~ —~

H\(N2)H|(P)=m1 e Hy(Ni)Hy(P)=na.

Logo, como a orientac¢do no equador obedecerd a regra da mao direita, temos que
m :(Xl(P)—Otl(Nz) e —nzzaz(P)—Otz(Nl). (3.11)

Assim, de (3.7), (3.8), (3.9), (3.10) e (3.11) resultam as coordenadas de P nos sistemas 1 e 2

representados por
[Pl =(a1,B1) e [Pla=(02,B).
]
Observacao 4. O triangulo PN N, utilizado no teorema anterior, assim como todo triangulo

esférico utilizado de forma que dois de seus vértices sejam nortes de sistemas distintos, € definido

em Astronomia como Tridngulo de Posi¢ao.
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Observacdo 5. Nio ¢ dificil ver que as quantidades angulares o (P) — ot (N2) € 0p(P) — aa(Ny)
tém sempre sinais opostos. Isto porque essas quantidades medem a ascencdo reta de P em
relacdo ao mesmo meridiano, ou seja, o circulo maximo que passa por N e N,. Mas enquanto
P estd no hemisfério ocidental em relagdo a um desses nortes, estard no hemisfério oriental
em relacdo ao outro, o que causa a inversao de sinal mediante as convencdes que adotamos na

definicao dos sistemas de coordenadas genéricos.

Proposicao 5. Seja PN N, um tridngulo de posicdo de angulos esféricos 11 € 1, nos vértices
N1 e N> nortes dos sistemas de coordenadas 1 e 2, respectivamente. Entao

cos(62(P)) _ cos(6;(P))
sen(1;) sen(mp)

(3.12)
Demonstragdo. A figura (23) é uma representacdo do tridngulo de posicao PN N, de angulos
M1 e 1> nos vértices Ni e N,, respectivamente. L.ogo, temos que

NiP=90°—8,(P) e NoP=90"— 8 (P).

Portanto, do teorema (9) resulta que

sen(90° — 8,(P))  sen(90° — & (P)) N cos(8,(P))  cos(6;(P))

= = (3.13)
sen(11) sen(12) sen(1;) sen(7)
de onde obtemos a identidade (3.12).
Figura 23 — Triangulo esférico N{ N, P.
N,
90° - 5(N,) 90° - 84(P)
N, P
90° - 8,3(P)
Fonte: Tridngulo esférico encontrado na figura (22).

[

3.4 Aplicacoes na Astronomia

“A Astronomia e a Matematica t€ém, desde os tempos mais remotos, uma ligacao
muito préxima. Desde o inicio da Humanidade, que se comecgou a prestar aten¢ao aos
padrdes encontrados na Natureza e, de um modo particular, no céu. Esta curiosidade
ajudou o Homem a descobrir a Matematica a medida que ia conhecendo melhor o
mundo e o espaco que o rodeava. [...].” (TEIXEIRA; SOBRINHO, 2017)
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A Geometria Esférica foi de suma importancia durante as “Grandes Navegacoes”. Apesar
de sua influéncia na Astronomia e no descobrimento de novas terras, hoje é desconhecida por

muitos professores de matematica.

O modelo que utilizamos assume duas esferas concéntricas: a esfera terrestre e a esfera
celeste. Uma semi-reta com origem no centro comum dessas esferas intercepta cada uma delas
em um ponto. Os dois pontos assim obtidos estabelecem uma correspondéncia, que se traduz
numa func¢do invertivel que associa cada ponto da esfera terrestre a um ponto da esfera celeste.
Assim temos por exemplo, o Polo Norte Celeste (associado ao Polo Norte Geogréfico) e o

Equador Celeste (associado ao Equador Terrestre).

Uma consequéncia dessa correspondéncia é que qualquer sistema de coordenadas esfé-
ricas visto em uma das esferas naturalmente se transpde para a outra. Ha porém um obstaculo
a essa transposicao: as duas esferas possuem um movimento relativo de rotacio, sendo a reta
Norte-Sul o eixo comum desse movimento. Por isso essa correspondéncia se modifica ao longo
do tempo. Torna-se conveniente trabalhar com sistemas de coordenadas diferentes em cada

esfera, mas que podem ser convertidos um no outro se acrescentarmos o parﬁmetro tempo.

Na esfera terrestre serda usado o Sistema de coordenadas geogrdficas. Na esfera celeste
utilizamos os sistemas de coordenadas: equatorial celeste, equatorial hordrio, horizontal e

ecliptico.

3.4.1 Sistema de Coordenadas Geograficas

Como pode ser visto na figura (24), neste sistema o plano fundamental € o plano que

contém o Equador Terrestre, e os representantes de e, N e 7, sdo:

B O Equador Terrestre.

B O Pdlo Norte Geografico ( intersec¢ao do eixo de rotagdo da Terra com sua superficie no

Hemisfério Norte).

B A origem Y(0,0) (Intersec¢do do Equador terrestres com o meridiano de Greenwich) no

Equador Terrestre.

Ja os representantes de o e 8, assim como a orientagdo no Equador, sdo:

B Os angulos 0 (Longitude) e ¢ (Latitude), respectivamente, em que

6 c[-180°,180] e ¢ <[—90°90.

B Orientacdo obedecendo a regra da mdo direita.
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As coordenadas geogréficas de P serdo denotadas por

[Plg=(6,0).

Figura 24 — Sistema de Coordenadas Geogréficas.

OESTE (O} LESTE L}

NORTE (N} NORTE (N)

¥y |

| |

SUL (8) SUL(S)

Moridisno de Gresnwich

B e
OESTE [0) LESTE (L)

Fonte: (VELA, 2019).

3.4.2 Sistema de Coordenadas Equatorial Celeste

O ponto Y(A) (Ponto de Aries, também conhecido como Ponto Vernal) é representado
pela posi¢ao do Sol no Equador Celeste, durante o Equinécio de Primavera no hemisfério norte
(e de Outono no Hemisfério Sul ). Este momento acontece aproximadamente no dia 21 de mar¢o

de cada ano.

Neste sistema, o plano fundamental € o plano que contém o Equador Terrestre. Como

pode ser visto na figura (25), os respectivos representantes de e, N e 7, sdo:

B O Equador Celeste (circulo maximo que representa a intersec¢io do plano fundamental

com a esfera celeste).

B O Pdlo Norte Celeste (N¢) (intersecgdo da reta que contém o eixo de rotagio da Terra com

a “superficie” da esfera celeste no Hemisfério Norte).

B A origem y(A) (ponto de Aries).
J4 os respectivos representantes de & e 0, assim como a orientacdo no Equador, sdo:

B Os ingulos o (Ascensdo Reta) e 0 (Declinagdo), respectivamente, em que

o € [0,360°[= [0h,24h] e & e [-90°,90°].

B Orientacdo obedecendo a regra da mdo direita.



3.4. Aplicagées na Astronomia 47

As coordenadas celestes de P serdo denotadas por

[Pl =(a,9).

Figura 25 — Sistema de Coordenadas Equatorial Celeste.

N¢ (P6lo Norte Celeste)

P.(Astro)

) Equador
Celeste

Circulo
maximo do

~__—astro

Fonte: Adaptado de (SANTIAGO; SALVIANO, 2005).

3.4.3 Sistema de Coordenadas Equatorial Horario

A posicdo do observador na esfera celeste € chamada de Zénite (ponto interceptado por
um eixo vertical tracado a partir da cabeca do observador (localizado na superficie terrestre) e
que se prolonga até a esfera celeste). Assim, definimos o meridiano do observador como sendo o
semi-circulo maximo que liga o norte e o sul do sistema de coordenadas utilizado e passa pelo
Zgnite.

Neste sistema, o plano fundamental também € o plano que contém o Equador Terrestre.

Como pode ser visto na figura (26), os respectivos representantes de e, N € 7, sdo:

B O Equador Celeste.
B O Pdlo Norte Celeste (N¢).

B A origem y(Ob) (intersecgdo do circulo maximo que contém o P6lo Norte Celeste, o Zénite
(observador) e o P6lo Sul Celeste com o Equador Celeste no hemisfério do observador).

Este ponto € a projecdo ortogonal do ponto do observador sobre o Equador Celeste.

J4 quanto aos representantes de « e 0, e a orienta¢do no Equador, sdo:

B Os angulos x (Angulo Horério) e 8 (Declinago), respectivamente, em que

x € [0h,24h[=[0°,360°] e & e [-90°90°].
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B Orientacdo contraria a regra da mdo direita.

As coordenadas hordrias de P serao denotadas por
[Plho = (%,9).

Figura 26 — Sistema de Coordenadas Equatorial Horério.

o Nc (Pélo Norte Celeste)
Meridiano do =

astro

Meridiano do
observador

) Equador
Celeste

Fonte: Adaptado de (SARAIVA, 2004).

Uma aplicag¢@o muito util, € a determinacao do tempo de duracio dos astros no hemisfério

observavel de uma determinada localidade.

“[...]para qualquer astro, o tempo de permanéncia acima do horizonte serd duas
vezes o angulo horério desse astro no momento do nascer ou ocaso.”(SARAIVA,
2004)

Férmula fundamental da Astronomia de Posicao

Dia solar € o intervalo de tempo entre duas passagens consecutivas do Sol pelo meridiano
local de um observador. Por outro lado, dia sideral € o intervalo de tempo entre duas passagens
consecutivas de uma estrela pelo meridiano local do observador. O dia sideral possui um intervalo
médio de 23h : 56m4s e o dia solar de 24h.

O fato de haver uma defini¢do de tempo sideral e de tempo solar, ocorre pelo fato do sol
mudar de posicao na esfera celeste de um dia para o outro, devido ao movimento da Terra em

sua Orbita ao seu redor.

Conhecida como Férmula Fundamental da Astronomia de Posi¢ao, a Hora Sideral (S)
é definida como o angulo horério, medido em horas, do ponto de Aries para determinado
observador (S = x(y(A))), ou seja,
S=x+o
em que Y € & sdo, respectivamente, o angulo horario e a ascensdo reta de um astro na esfera
celeste. Vide figura (27).
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Figura 27 — Representacdo da hora sideral.

Meridiano Local

Equador
Movimento
Diurno
Y(A)
f P(Astro)

Fonte: Adaptado de (KEPLER; SARAIVA, 2016).

A Hora Solar (M) é definida como o 4ngulo horario do Sol, medido em horas. Porém,
para fazer com que a passagem meridiana do Sol () (Sol) = Oh) corresponda ao meio-dia (12h)

e ndo a meia-noite, ¢ dado um acréscimo de 12 horas, ou seja, a Hora Solar (M) é

M = x(Sol) + 12h.

3.4.4 Sistema de Coordenadas Horizontal

Neste sistema, o plano fundamental é o plano que passa pelo centro da Esfera Celeste e €
paralelo ao plano tangente a Esfera Terrestre no ponto geografico desse observador. Para efeitos
astrondmicos, uma vez que a distancia entre esses dois planos (que € o raio da Esfera Terrestre)
¢ desprezivel comparada com o raio da Esfera Celeste, ¢ comum tomar esse plano como o plano

horizontal no ponto do observador.

Como pode ser visto na figura (28), os representantes de e, N e ¥ sdo:

B O Equador Horizontal ( intersec¢do do plano horizontal com a esfera celeste).
B O Pélo Norte Horizontal (N ) (Zénite).

B A origem y(H) (interseccdo do circulo mdximo que passa pelo Zénite, Polo norte Celeste
e Nadir (ponto diametralmente oposto ao Zénite) com o Equador Horizontal). Este ponto é

a projecdo ortogonal do Polo Norte Celeste sobre o Equador Horizontal.
Ja os representantes de o e §, assim como a orientagdo no Equador, sdo dados por:

B Os angulos u (Azimute) e o (Altura), respectivamente, em que

ue0,360°] e oe[-90°90.
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B Orientacdo: contraria a regra da mdo direita.

As coordenadas horizontais de P serdo denotadas por

[P]hz = (uv G)'

Figura 28 — Sistema de Coordenadas Horizontal.

NH(Pdlo Norte Horizontal
ou Zénite)

(Astro) P

-3
;. Equador

;1 (Terra) Horizontal

Fonte: Adaptado de (SARAIVA, 2004).

3.4.5 Sistema de Coordenadas Eclipticas

Se marcarmos sobre a Esfera Celeste a posi¢ao do Sol ao meio-dia durante um ano, ele
vai descrever uma circunferéncia maxima, inclinada 23, 59 em relacdo ao Equador Celeste. Essa

Orbita aparente do Sol na esfera celeste se chama Ecliptica.

Neste sistema, o plano fundamental € o plano que contém a Ecliptica. Como pode ser

visto na figura (29), os respectivos representantes de e, N e 7, sdo:

B O Equador Ecliptico (a prépria trajetoria do Sol, que € intersecc@o do plano da Ecliptica

com a esfera celeste).
B O Pélo Norte Ecliptico (Ng.).

B A origem y(A) (Ponto de Aries).
Ja os representantes de o e 0, assim como a orientagdo no Equador, sio:
B Os angulos A (longitude Ecliptica) e B (Latitude Ecliptica), respectivamente, em que

2 €10,360°] e B e[-90°90°.

B Orientacdo obedecendo a regra da mdo direita.
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As coordenadas eclipticas de P serdo denotadas por
[P]ec = (4,B).

Figura 29 — Sistema de Coordenadas Ecliptico.

NEg¢ (Pélo Norte Ecliptico)

Equador

Celeste ¢ - lAStI'O)

% Equador
Ecliptico

Fonte: Adaptado de (SARAIVA, 2004).

Observacao 6. Nos sistemas de coordenadas Equatorial Horério e Horizontal a posi¢dao dos
pontos de referéncia () depende da posicdo do observador. Isto é proposital, uma vez que
se deseja referenciar a posicdo dos astros em funcdo da posi¢do do observador. No sistema
Equatorial Horario o angulo horério do observador € sempre 0. Um astro cujo angulo hordrio,
num certo instante, € ¥ = 3h, esteve sobre o meridiano do observador h4 trés horas atrds, e

deslocou-se devido ao movimento de rotagdo da Esfera Terrestre (em relacdo a Celeste!).

No sistema Horizontal, o Azimute de um astro que se situa “na direcao” do Polo Norte
Geografico (como a estrela Polar) € aproximadamente zero. J4 o observador sempre serd o seu
préprio Polo Norte (Zénite). Assim como o dngulo hordrio, o Azimute também aumenta com o

passar do tempo.

O fato da Terra girar no sentido ao da regra da mao direita faz com que o meridiano
ao qual o Zénite pertence se desloque no mesmo sentido. Como os astros na esfera celeste sao
fixos por um bom periodo de tempo, a distancia do meridiano do Z€nite aumenta em relacdo ao
meridiano do astro no sentido contrario. Como tal meridiano determina as origens nos equadores

dos sistemas hordrio e horizontal, isso justifica a escolha de orienta¢do oposta para esses sistemas.

3.5 Mudancas de coordenadas astron6micas

“O triangulo de posicdo é usado para derivar as coordenadas do astro quando
conhecida a posicao geografica do lugar, ou determinar as coordenadas geograficas
do lugar quando conhecidas as coordenadas do astro. Também permite fazer as

transformacdes de um sistema de coordenadas para outro.” (SARAIVA, 2004)
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Esse tipo de tridngulo citado por Saraiva (2004), foi utilizado no teorema (11) e serd

usado nas transformacdes que veremos a seguir.

3.5.1 Transformacao de coordenadas horarias em celestes e vice-

versa

Ambos os sistemas admitem a Declinagdo (§). Assim, a transformag@o entre os dois
sistemas se resume em relacionar o angulo horério e ascensao reta do astro em func¢do da hora
sideral através da equacdo

S=x+a. (3.14)

3.5.2 Transformacao de coordenadas horizontais em horarias e vice-

versa

Tomando como base os sistemas hordrio e horizontal representados na figura (30),
considere o P6lo Norte Celeste (N¢), Polo Norte Horizontal (Ng) (Zénite) e o Astro (P) vértices
de PNHNc.

Figura 30 — Tridngulo de posicdo no hemisfério norte.

Ny (zénite)

90° G(N¢)
(Pdlo Norte
Celeste) N€

Equador
Horizontal &

R L

LES
2,

Equador
Celeste

Fonte: Adaptado a partir da figura (22).

A origem destes sistemas estd no circulo maximo que liga o P6lo Norte Celeste e o
Zénite. Convém ressaltar que a orientagdo nestes sistemas € contrdrio a regra da mao direita.

Sendo assim, temos que

xX(P)=mnc, uP)=-ny e yH)Nc=0Nc)
Da proposicao (4) e do teorema (11) resulta que

sen(o(P)) =sen(o(N¢))sen(d(P)) +cos(c(N¢))cos(8(P))cos(ne) (3.15)
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cos(ne) = sen(o(P))sec(o(N¢))sec(d(P)) —tan(o (N¢)) tan(S(P)). (3.16)
sen(8(P)) = sen(o(N¢))sen(o(P)) + cos(o(N¢))cos(o(P))cos(Nw) (3.17)
cos(ng) = sen(S8(P))sec(o(N¢))sec(o(P)) —tan(o(N¢)) tan(c (P)). (3.18)

Observacao 7. A proposi¢do (9) nos mostra uma outra alternativa para determinar 1¢ e ng. De

sorte,
sen(90° — §(P)) _ sen(90° — o (P)) N cos(0(P)) _ cos(o(P))
sen(Ny) sen(Nc) sen(nH) sen(ne)
Portanto,
cen _ cos(0(P))sen(nc) e sen _ cos(o(P))sen(Ng)
(i) = = 5io(P) Mo =—cossry - G

3.5.3 Transformacao de coordenadas celestes em eclipticas e vice-

versa

Tomando como referéncia a figura (31), considere o P6lo Norte Celeste (N¢), o Pélo
Norte Ecliptico (Ng.) e o Astro (P) vértices do tridngulo PNcNE.. Considere também S e R as
intersec¢des do circulo maximo que liga o norte celeste e o norte ecliptico com os seus equadores.

O angulo representado por RS é a obliquidade da ecliptica, ou seja, SR= € = 23,5°. Logo,

SR=NgcNe= 23,50 = 8(Ng.) = 66,5".

Figura 31 — Sistema de Coordenadas Celeste e Ecliptico.

S(NEc)

Equador
Celeste

Fonte: Adaptado a partir da figura (22).

Dado que a orientag¢do nos equadores destes sistemas obedecem a regra da mao direta e

que a origem neles é o ponto de Aries (7(A)), temos que

a(P)=nc—90° e A(P)=—ng.+90°. (3.20)
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Portanto, da proposi¢ado (4) e do teorema (11) resulta que

sen(fB(P)) = sen(S8(Ng.))sen(S(P)) + cos(8(Ne.))cos(8(P))cos(ne)

cos(nc) = sen(B(P))sec(8(Ng¢))sec(6(P)) —tan(S(Ng.)) tan(S(P)).

sen(0(P)) = sen(d(Ng.))sen(B(P)) + cos(8(Ng¢)) cos(B(P)) cos(Ngc)

cos(Ne:) = sen(0(P))sec(0(Ngc))sec(B(P)) —tan(S(Ngc)) tan(B(P)).
Observacao 8. De modo andlogo a observacao (7), temos que

cos(B(P))sen(nc) cos(d(P))sen(Nee)

sen(Nge) = cos(8(P)) sen(nc) = cos(B(P))

€ uma alternativa para se determinar 1¢ € Mg,

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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CAPITULO

A

APLICACOES

O objetivo deste capitulo € abordar a realizacdo de algumas aplicagdes concernentes ao

conteudo do trabalho demonstrando a sua importancia.

4.1 Das propriedades de um triangulo esférico

Nesta secdo colocamos em prética alguns conceitos e propriedades de Geometria Esférica

e Trigonometria Esférica aplicadas em triangulos.

Aplicacao 01: Determine a 4drea de um triangulo presente na superficie de uma esfera de raio 4

cm sabendo que seus Angulos esféricos sdo o = 84,62Y, B = 68,18 e y = 56,27°.

Resolugdo: De acordo com os dados anteriores, temos que

8462

_ 0
180007t’ B =68,18

a=284,620 =
Logo, de (2.10) temos que

a
a+f+y=n+—
r

6818 0 5627

= ISOOOE’ =56,27" = 18000% e r=4cm.
8462 - 6818 - 5627 r sl

18000 18000 18000° 42
23237:_7” a

2000 16

323 5
Q—ETC a~8,12cm”.

Aplicacao 02: Determine as medidas dos lados a, b e ¢ de um tridngulos esférico, opostos aos

angulos o = 84,62°, B = 68,18% ¢ y = 56,27°, respectivamente.
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Resolucgdo: Utilizando a lei dos cossenos para os angulos esféricos, temos que

cos(at) = —cos(f).cos(y) +sen(B).sen(7y).cos(a)
= cos(84,62°) = — cos(68, 18°) cos(56,27°) + sen(68, 18%)sen(56,27°) cos(a)
= 0,0937607909083 = —0,206393072603 + 0,7720799081756 cos(a)

0,3001538635113
0,7720799081756

= cos(a) = 0,3887601015554
= a=167,12.

= cos(a) =

Para facilitar os calculos, do teorema (2.16) referente a Lei dos senos para lados de

triangulos esféricos temos que

sen(84,62°)  sen(68,18")  sen(56,27%)
sen(67,120) — sen(b)  sen(c)

b=59,22" e ¢=50,32°

Aplicacdo 03: Dado a = 52°05'50”, b = 66°06'10” e ¢ = 68°13'00” os lados do tridngulo

esférico representado na figura (32), determine os valores de seus angulos esféricos.

Figura 32 — Tridngulo esférico ABC.

Fonte: Autor.

Resolugdo: De acordo com os dados do enunciado, temos que
a=75205'50"~52,1°, b=6606"10"~66,1° ¢ ¢=68"1300" ~ 68,2°.
Portanto, de (2.1) temos que

cos(a) = cos(b) cos(c) + sen(b)sen(c) cos(cr)
= ¢0s(52,1%) = cos(66,1%) cos(68,2°) 4 sen(66, 1)sen(68,2°) cos ()
= cos(a) =0,5464059758903
o =56,88".

Logo, de (2.16) resulta que

sen(56,90): sen(f)  sen(y)
sen(52,10) ~ sen(66,1°)  sen(68,20)

=B = e y=80,2°
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4.2 Da distancia angular

A maioria de nés alguma vez na vida ja pesquisou na internet a distancia entre duas
cidades ou ficou curioso em saber a distancia entre algumas estrelas no universo. A partir do
teorema (10), elaboramos duas aplica¢des, uma referente a distancia entre dois pontos da esfera

terrestre e outro referente a distancia entre dois pontos da esfera celeste.

Aplicacao 01: Determine a distancia entre as cidade de Sdo Carlos/SP (Brasil) e Paris (Franca).
(Considere: raio da Terra igual 6370 km, Sdo Carlos/SP (Brasil) (—47°53/28", —22°00'55") e
Paris (Franga) (02020'55”,48°51'12").

Resolugdo: Tomando como referéncia a figura (33), considere S(—48°, —22%) o ponto
que representa a cidade de Sdo Carlos e P(2°,49%) a cidade de Paris. Portanto, do teorema (10)

resulta que

—~

cos(S

=sen(8(S)).sen(S(P))+cos(8(S)).cos(6(P)).cos(a(P) — a(S))
en(—22°).sen(49°) + cos(—22°). cos(49°). cos (2° — (—48))

—~

(SP)
= cos(SP)
(SP)
(SP)

~

= cos(S en(—22%).sen(49°) 4 cos(—22°). cos(49°). cos(50°)

~

= cos(SP) = 0,1082803799802

—~

sP ~ 83,78°.

Figura 33 — Representacao da distincia entre Sao carlos/SP (Brasil) e Paris (Franca).

N (Pélo Norte Terrestre)
) 50°14'23"

Op=48°51"12"

Equador
85= - 22°00'55"

Greenwich

Fonte: Autor.

Como o raio da Terra é 6370km, da férmula do comprimento da circunferéncia resulta
que
c =27r = ¢ ~ 40024km.

Assim, por regra de trés simples temos que

40024  360° ~
= 5 =SP=9314km.
Sp 83,78
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Aplicacao 02: Esta aplicacdo foi colocada na forma de roteiro para que professores possam
utilizar o software Stellarium com os alunos em sala de aula. Siga a sequéncia abaixo para

determinar a distancia angular entre os planetas Jipiter e Saturno.
Roteiro de aplicagdo:
1) Baixe o software Stellarium através do site <https://stellarium.org/pt_BR/>;

2) Abra o software. A figura (34) mostra uma localizacdo préxima a cidade a Jacui/MG, cidade
em que foi acessado. Na parte inferior da figura aparece vdrias ferramentas do sofware. A

ferramenta circulada, quando acionada, deixa o céu claro;

Figura 34 — Visualizacdo do Stellarium a partir da localizagdo do autor.

Fonte: Software Stellarium.

3) Escureca o céu desativando a ferramenta de nimero 1;

4)Faca aparecer o formato e os nomes das constelagdes ativando as ferramentas de nimeros 2 e

3, respectivamente;

Figura 35 — Visualizacdo das constelacdes.

Fonte: Software Stellarium.


https://stellarium.org/pt_BR/
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5) Utilize o mouse ou as setas do teclado para direcionar a visualizacdo e encontrar os planetas

Jupiter e Saturno. Ao encontrar, clique sobre eles e anote as suas coordenadas celestes.
6) Para finalizar, realize as operacoes a seguir utilizando os dados anotados.

As coordenadas celestes de Jupiter e Saturno no momento em que foi utilizado o Stella-
rium estdo circuladas na figura (36).

Figura 36 — Ascensdo Reta e Declinacao de Jupiter e Saturno em determinado momento.

Rasalhague

» Fazalhague

Fonte: Software Stellarium.

Na figura anterior nota-se que Jupiter possui coordenadas J(19423m03,29s; —22030/38, 1”)
e Saturno S(19449m34,99s; —21023/04//). Utilizando regra de trés simples para transformar a

Ascenséo Reta (o) de horas para graus, temos
J(290,7%—22,5%) e 5(297,4°;—22,4%).

Ao abrir o software no seu computador, as coordenadas serdo diferentes das encontradas na

figura (36) mas o procedimento a ser realizado, devera ser 0 mesmo.

Para determinar a distancia angular entre os dois planetas, utilizamos estas coordenadas

no teorema (10) e como resultado temos que

cos(SAJ) = sen(—22,4%)sen(—22,5%) + cos(—22,4°) cos(—22,5%) cos(297,4° — 290, 7°)

—~

= cos(SJ) = 0,9941650563845 . SJ=6,19%;
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Observacao 9. Stellarium é um software livre de astronomia para visualizacdo do céu nos
moldes de um planetério. Neste exercicio, este software foi utilizado como base de coleta de

dados. Ele pode ser baixado gratuitamente em <https://stellarium.org/pt/>.

4.3 Dos sistemas de coordenadas esféricos

Ha milhares de anos, os astronomos sabem que o Sol muda sua posicao no céu ao longo
do ano. As determinagdes referentes a posicao do Sol na esfera celeste contribuiram para que a

sociedade pudesse prever as melhores épocas para plantio e colheita.

No hemisfério sul, o solsticio de Inverno (8s,; = 23,5 ) ocorre por volta de 21 de junho
e o de Verdo ( 8, = —23,59) por volta de 21 de dezembro. Por outro lado, os equindcios
de Primavera e Verdo ( 8, = 0° ) ocorrem por volta de 21 de Marco e 21 de Setembro,

respectivamente. Assim, o intervalor referente a declinagao do Sol ao longo do ano € dado por
8 =[-23,5%23,5].
Aplicacgio 01: As coordenadas celestes do Sol ao longo do ano (365,25 dias) sdo facilmente de-

terminadas através da Geometria Esférica. Para melhor visualizag¢@o desta aplicacdo, tomaremos

como referéncia a figura (37).

Figura 37 — Determinacgéo das coordenadas celestes do Sol ao longo do ano.

(Polo Norte Ecliptico) N Ec N ¢ (Polo Norte Celeste )

Equador Celeste -

Equador Ecliptico \

Fonte: Autor.

Considere § a posi¢ao do Sol no hemisfério norte da esfera celeste e H a sua projecao

ortogonal no equador. De acordo com as nossas definicdes de sistemas esféricos, temos que
HS=06(S) e y(A)H= a(S). Logo,

D
365,25

D afS) N
365,25 3600

a(S) = 360° (4.1)

em que D é o nimero de dias decorridos a partir da data que em que o Sol se encontra no ponto

Y(A).


https://stellarium.org/pt/
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A trajetdria do Sol define o equador do sistema ecliptico. Logo, no tridngulo esférico
Y(A)SH o angulo no vértice S é reto. Por outro lado, de acordo com a proposi¢ao (2), o dngulo
no vértice y(A) é o mesmo da obliquidade da Ecliptica, ou seja, 23, 59. Portanto, da proposicdo

(5), temos que

D
sen(360°.(=——=))
365,257 sen(8(S)) . B 0 .
sen(900) " sen(23,59) sin(8(S)) = sen(23,5").sen(360 '(365,25>>' 4.2)
Portanto,

[Sle = (@, 8).

Aplicacao 02: Determine aproximadamente as coordenadas celestes do Sol no dia 7 de maio de
2020.

Resolugdo: No ano de 2020, o ponto de Aries é representado pela posicdo do Sol no dia
20 de Marco. Logo, do dia 20 de mar¢o ao dia 7 de Maio, decorrem 48 dias. Assim, da equacgdo

(4.1) temos que
48

365,25

a(S) = 360°( ) = as)=47,31°
Ja da equacdo (4.2), temos que

48
365,25))

sen(8(S)) = sen(23,5°).sen(360°.(

= sen(8(S)) = 0,2930939931892

= §(5)=17,04°.
Portanto, a coordenada celeste do sol no dia 7 de maio de 2020 é

[S]. = (47,31°,17,04°).

Aplicacio 03: Dado [P, = (—115,23%;29,67°), determine as coordenadas horirias de P, sa-
bendo que o Polo Norte Celeste (N¢) possui o = 54,45 no sistema horizontal.

Resolugdo: A figura (38) foi construida para visualizar esta aplicacdo. Da equacio (3.17),

temos que

sen(0(P)) = sen(o(N¢))sen(o(P)) +cos(o(N¢))cos(o(P))cos(Ny)
= sen(8(P)) = sen(54,45°%)sen(29,67%) + cos(54,45%) cos(29,67°) cos(115,23°)
= sen(8(P)) =0,1874028218170
5(P) = 10,8°.

Logo, de (3.16) resulta que
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cos(nc) = sen(c(P))sec(c(N¢))sec(8(P)) —tan(o(N¢))tan(d(P))
= cos(n¢) = sen(29,67°) sec(54,45%) sec(10,8%) — tan(54,45%) tan(10, 8°)
= cos(nc) = 0,5997897275422 = ne = 53,15°

x(P)=53,15

Portanto,
[Plho = (53,15%,10,8%)  ou  [P]y, = (3h33m;10,8°).

Figura 38 — Sistemas de coordenadas Horario e Horizontal.

Fonte: Adaptado a partir da figura (22).

Aplicaciio 04: Dado [P]. = (10,83%;15,119), determine as coordenadas eclipticas de P, sabendo
que n¢ = 100, 83°.
Resolugdo: De acordo com o enunciado, os sistemas em questdo sao os ecliptico e celeste.

Tomando como referéncia a figura (39), temos que

A(Ne) =90°,  o(Ng.)=—-90" e B(N¢)=8(Ng.) = 66,5°.

Da equacgdo (3.23), temos que
sen(PB(P)) = sen(6(Ng.))sen(6(P)) +cos(8(Ngc))cos(8(P))cos(nce)
= sen(B(P)) = sen(66,5%)sen(15,11°) + cos(66,5°) cos(15, 11%) cos(100,83°)
= sen(B(P)) = 0, 1667199190258
= B(P)=9,6".
Logo, de (3.24) resulta que
cos(Ne.) = sen(d(P))sec(d(Ngc))sec(B(P)) —tan(8(Ng.)) tan(B(P))
= cos(Ng.) = sen(15,11%) sec(66,5%) sec(9,6°) — tan(66,5") tan(9, 6°)
= cos(Ng.) = 0,2740224884960
= Nee = 74,1°.
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De (3.20), temos que A(P) = 15,9°. Portanto,

[Plec = (15,9%;9,6°).

Figura 39 — Sistema de Coordenadas Celeste e Ecliptico.

/. Equador
Ecliptico

Equador
Celeste

Fonte: Adaptado a partir da figura (22).

Aplicacdio 05: Considere P uma estrela, tal que que [P]. = (1h10m54s;35%44'). Determine as

coordenadas eclipticas de P no momento em que 7¢ = 59, 5°.

Resolucdo: A orientagdo nos equadores Celeste e Ecliptico obedece a regra da mdo

direita. Assim sendo,

A(Nc) =490, a(Ng:)=-90° e B(Nc)=8(Ngc)=66,5".

Como 35%44' =35 .79, resulta da equagio (3.21) que

sen(fB(P)) = sen(8(Ngc))sen(8(P)) + cos(8(Nec)) cos(8(P)) cos(mc)
= sen(B(P)) = sen(66,5°%)sen(35,7°) + cos(66,5%) cos(35,7°) cos (59, 5°)
= sen(f(P)) = 0,6994921760385
= B(P) = 44,39".

Logo, de (3.24) resulta que

cos(Nec) = sen(0(P))sec(d(Ngc))sec(B(P)) —tan(0(Ngc)) tan(B(P))
= cos(Ng.) = sen(35,7%) sec(66,5°) sec(44,39%) — tan (66, 5°) tan (44, 39°)
= cos(Mge) = —0,203470634906
= Nge = 101,74,

De (3.20) resulta que A (P) = —11,74°. Portanto,

[Plec = (—11,74%;44,399).
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Aplicacao 06: Determine as coordenadas horarias da estrela Mirach (M) da constelacdo de
Andromeda sabendo que em determinado momento, na localidade de Sao Carlos, ela possui
[M]. = (1h10m54s;35°44') e hora sideral S = 0h40m16s.

Resolucdo: Nesta aplicacdo basta aplicarmos a equacao (3.14). Logo,

S=x+o
= 0h :40m16s = x + 1h : 10m54s
= X =23h:29m22s.

Portanto,

Mo = (23R : 29m225;35,7°).

A nossa referéncia para esta aplicagdes foi a figura (40) que foi construida a partir do

sofware Stellarium.

Figura 40 — Dados e visualizacdo da estrela Mirach no céu.

Mirach y
B And - 43 And - ‘HIP 5447 - SAO 54471 - HD 6860 - HR 337 - WDS J01097+3537AB

. estrela dupla A el
nitude: 2.05

Fonte: Software Stellarium.

Aplicacao 07: Determine o Azimute, o angulo horério e o tempo de durac¢do do Sol no horizonte
de Sdo Carlos/SP em 21 de Dezembro. (Dados: Sdo Carlos possui ¢ = —22° e o sol possui
8 = —23,5° nesta data.)

Resolucdo: A representacdo da posi¢ao de um observador da Terra na esfera celeste €

dado pelo Zénite (Ny). Sendo assim, considerando os sistemas horizontal e horério, temos que
¢ = 6(Nu) = o(Nc).

Considere S 0 Sol. No momento em que ele esta se pondo no horizonte, ele possui & = 0°.
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Como sen(0%) = 0, de (3.16) resulta que

cos(nc) = sen(o(S))sec(o(Nc))sec(8(S)) —tan(o(N¢))tan(S(S))
= cos(nc) = —tan(—22°) tan(—23,5°) = —0,1753
= ne = 100,1°
= x(S) = 100,1°.
Portanto,
2% = 200,2° ~ 13h20min
€ o seu tempo de duracao no horizonte de Sdo Carlos em 21 de Dezembro.

Determinaremos agora o Angulo Horério e o Azimute. Assim, dado sec(0°) =1 e
tan(0°) = 0, de (3.18) resulta que

— —0,430064724446
= ng = 115,47°.

Como u(S) = —ng e o fato da localiza¢do ser no hemisfério sul, o Azimute no ocaso é
u(S) = —115,47°,
Logo, o Azimute no nascer é
i = W(S) — w(Ne) = —115,47° = u(S) — 180°

= u(S) = —115,47°+180°

= u(S) = 64,53
Observacao 10. De acordo com o site <sunrise-and-sunset.com/pt/sun/brasil/sao-carlos/2019/
dezembro>, o Sol possui uma duracdo de 13426m no horizonte de Sdo Carlos em 21 de Dezembro.

A diferenca dos 6 minutos ocorre porque consideramos que o dia comega assim que aparece a

borda superior do Sol no horizonte e ndo o seu centro.


sunrise-and-sunset.com/pt/sun/brasil/sao-carlos/2019/dezembro
sunrise-and-sunset.com/pt/sun/brasil/sao-carlos/2019/dezembro
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

A presente pesquisa teve por objetivo apresentar aos professores, alunos e amantes da
Astronomia um modelo matematico de posicionamento dos astros no universo. E inquestionavel
o grande interesse que o mundo tem em descobrir os segredos do universo e em tentar responder

indagagdes como, onde estamos, de onde viemos ou para onde vamos.

A matematica busca descrever com exatiddo e precisdo o mundo que vivemos, possuindo
um papel fundamental e essencial na vida do ser humano, e por seu lado, a Astronomia ¢ a

ciéncia que estuda a evolucdo e a formacgdo dos corpos celestes.

Com o auxilio de cdlculos matemaéticos foi possivel quantificar as quatro estacdes, 0s
doze meses do ano e as vinte quatro horas do dia. A descoberta desta relacdo entre a Astronomia
e a Matemadtica pode fazer com que um apaixonado por Astronomia queira compreender mais a
matematica presente nela, e vice-versa ampliando a contribui¢do que esta interdisciplinaridade

pode trazer para a sociedade.

A Astronomia é uma ciéncia imensa, tdo grande quanto o Universo que € o seu objeto
de estudo.O que impossibilita que, neste momento, ela seja implantada na grade curricular
do Ensino Basico. Porém,ela pode ser trabalhada de forma interdisciplinar com as disciplinas
de Ciéncias Naturais (Fisica, Quimica e Biologia) ou em projetos com grupos especificos de
alunos, o que, despertard o interesse nestes, dada a relevancia do tema e a sua presenca no nosso
cotidiano. As ligacdes telefOnicas que fazemos, os programas que assistimos, os destinos que

pesquisamos no GPS s6 sdo possiveis pelos milhares de satélites que orbitam a Terra.

Muitas préticas em sala de aula relacionadas a presente pesquisa podem ser desenvolvidas
com os alunos entusiastas do tema, o que sé nao foi possivel em 2020, devido ao fechamento das
escolas, ocasionado pela Pandemia da Covid-19, mas que serdo realizadas a fim de dar uma maior
contribuicdo a Pesquisa e possibilitar o nascimento de novos pesquisadores e desenvolvedores de

tecnologias essenciais em nossas vidas.
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finalizar, destaco a sua importancia em minha vida. Sempre me perguntava a relagdao do
Sol a pico com o meio-dia, sobre os eclipses e os movimentos dos astros € depois deste trabalho
realizado me sinto um profissional mais realizado e capacitado para dar a minha parcela de

contribui¢do com a sociedade.
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