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RESUMO

Neste trabalho pretendemos destacar a importancia da compreensé@o dos alunos e professores
do ensino fundamental acerca da prova e da demonstragdo em Geometria Euclidiana. Para isso,
elaboramos um material didatico de apoio ao professor apresentando trés roteiros de atividades
de carater exploratorio, com e sem 0 uso de recursos computacionais, para que os alunos, nas
aulas de Geometria, possam explorar e discutir trés propriedades geométricas: angulos
formados por paralelas cortadas por uma transversal, o Teorema de Tales e 0 Teorema de
Pitagoras. Tais atividades exploratérias foram desenvolvidas de modo em que € possivel criar
e testar conjecturas com 0 objetivo de levar o aluno a verificar a veracidade/falsidade das
mesmas, sem o rigor de uma demonstracdo formal, a partir de questdes dirigidas em que 0s
educandos possam exercitar suas argumentacGes matematicas. O referencial tedrico desta
pesquisa baseia-se em trabalhos que destacam a importancia da demonstracdo em Geometria
para a Matematica e para o seu ensino, tais como: Balacheff (1987), Villiers (2001), Ferreira
(2016), Gazire (2000) e Garbi (2010). Para o design das atividades, utilizamos alguns
pressupostos de atividades investigativas e exploratdrias. Apresentamos, também, uma analise
descritiva da aplicacdo remota de uma das atividades para 31 alunos de uma turma do 8° ano
do Ensino fundamental. A coleta de dados foi realizada por um aplicativo de gerenciamento de
questionarios e conversa com os alunos em uma aula sincrona. Com o auxilio de recurso
computacionais, os alunos puderam explorar um applet do GeoGebra e foram direcionados,
através dos gquestionamentos da atividade, a desenvolver conjecturas e comprovar o Teorema
de Pitdgoras. Embora as conjecturas sejam, frequentemente, baseadas na percepcao visual,
varios alunos produziram conjecturas viaveis e alguns forneceram uma boa justificativa para
suas conclusdes. Esperamos que o material desenvolvido e a experiéncia de ensino retratada
possam servir de referéncia para professores que atuam no ensino fundamental e tenham
interesse em trabalhar as demonstragdes matematicas.

Palavras-chave: Ensino de Geometria. Demonstracdes. Atividades exploratorias.
Argumentacdo Matemaética. Educacdo Matematica.



ABSTRACT

In this paper we intend to highlight the importance of understanding students and teachers of
elementary school about the test and demonstration in Euclidean Geometry. For this, we
developed a didactic material to support the teacher, presenting three exploratory activity
scripts, with and without the use of computational resources, so that students, in Geometry
classes, can explore and discuss three geometric properties: angles formed by parallel lines cut
by a transversal, the Tales Theorem and the Pythagorean Theorem. Such exploratory activities
were developed in such a way that it is possible to create and test conjectures with the objective
of leading the student to verify their veracity / falsity, without the rigor of a formal
demonstration, based on questions directed in which the students can exercise their
mathematical arguments. The theoretical framework of this research is based on works that
highlight the importance of demonstration in Geometry for Mathematics and for its teaching,
such as: Balacheff (1987), Villiers (2001), Ferreira (2016), Gazire (2000) and Garbi (2010). For
the design of the activities, we used some assumptions of investigative and exploratory
activities. We also present a descriptive analysis of the remote application of one of the
activities for 31 students in an 8th grade class of elementary school. Data collection was carried
out by a questionnaire management application and a conversation with students in a
synchronous class. With the aid of computational resources, students were able to explore a
GeoGebra applet and were directed, through questioning the activity, to develop conjectures
and prove the Pythagorean Theorem. Although conjectures are often based on visual perception,
several students have produced viable conjectures and some have provided a good justification
for their conclusions. We hope that the material developed and the teaching experience
portrayed can serve as a reference for teachers who work in elementary school and are interested
in working on mathematical demonstrations.

Keywords: Geometry teaching. Demonstrations. Exploratory activities. Mathematical
Argumentation. Mathematics Education.
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1 INTRODUCAO

Apesar de todo 0 meu apreco pela Matematica desde as séries iniciais, nunca fiz uma
demonstracdo Matematica na escola basica. Na minha percep¢éo todo o conteldo era baseado
em manipulacdes de algoritmos a serem realizadas, padrdes graficos a serem descobertos e
outro amontoado de regras e propriedades aritméticas, algebricas e geométricas que pouco
faziam sentido, a ndo ser para a propria Mateméatica. Em rarissimos momentos da minha
trajetoria como aluno na educagdo bésica, meus professores demonstravam ou tentavam
justificar alguma dessas regras/propriedades. Para a maioria dos meus colegas essa pratica
pouco importava. Percebia que para eles, o desejo de conseguir boas notas e ser aprovado
superava algum interesse por tais justificativas. Para mim era um pouco diferente. Sempre tive
a curiosidade do porqué de algumas propriedades funcionarem e isso meu ajudou muito nos
estudos. Muitas vezes trocava a “decoreba” das formulas por inferéncias e dedugdes.

Esse meu apreco pela Matematica me levou a seguir a area. Escolhi fazer graduacdo em
Matematica Computacional e, logo que iniciei o curso, embora ndo fosse 0 seu objetivo, tive
contato com as primeiras demonstragdes formais. Foi na disciplina de Matematica Discreta que
ouvi falar pela primeira vez em “hipétese” e “tese”. Me encantava muito todas as
demonstrac@es e argumentos l6gicos que estudava.

Porém, as vezes me sentia sem rumo. O que vou fazer quando formar? Essa era uma
pergunta que passava constantemente pelos meus pensamentos. Estava naquele curso por gostar
muito de Matematica e de computadores. N&o entrei logo na graduacdo em Matematica por
influéncias familiares. Muitas vezes ouvi que eu nunca ia conseguir ser um professor por conta
do meu jeito timido e muito explosivo.

Mas o que eu queria era estar no lugar dos bons professores que eu tive e tanto admirava.
De alguma forma, tinha que conseguir superar minhas dificuldades. Aquele curso ndo me
agradava mais com tantas disciplinas voltadas para a programacgdo de computadores. Na
reopcao de curso, permitida pela universidade, encontrei a saida para um desanimo que tomava
conta de mim a cada dia.

E, ja na licenciatura, a pergunta que eu ouvia muitas vezes era: por que vocé ndo foi
para o bacharelado? A resposta era simples e direta: porque eu quero ser professor! Mas eu
percebia que era visto como o “diferentdo”, aquele aluno que escolheu a disciplina optativa de

Equacdes Diferenciais Parciais enquanto o restante da sala escolheu Educacdo Fisica. Me
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encantava com as disciplinas de Geometria Plana e Espacial - e ainda queria cursar a disciplina
de Geometria Moderna - enquanto percebia que a maior parte dos meus colegas preferiam a
disciplina de Sociologia.

Demorou mais que o previsto, mas formei!

E formado, pude fazer uma pds-graduacdo que me encantou muito por todo contetdo
matematico que pude aproveitar. Tive muita vontade de emendar logo o mestrado. Mas toda
essa trajetdria conturbada na Matematica Computacional, imagino, pesou contra meu aceite
direto naquela instituicdo. Além disso, propostas de trabalho e outros interesses particulares
pesaram contra eu me dedicar mais naquele momento a tentar ingressar em algum outro
mestrado.

Alguns anos depois, conheci 0 mestrado em Ensino de Ciéncias e Matematica da
Pontificia Universidade Catdlica de Minas Gerais (PUC Minas). Logo fiquei muito animado
com a proposta que previa muitas disciplinas especificas de Matematica e ndo so as relacionadas
a Educacdo. A instituicdo que eu trabalhava fornecia bolsa o que era uma enorme ajuda naquele
tempo. Tive a felicidade de ser aprovado e aprender muito.

Nessa mesma época, 0 PROFMAT foi criado e me chamava muita atencao pela elevada
carga horaria de disciplinas relacionadas estritamente & Matematica. Porém, o polo mais perto
estava a cerca de 100 km de distancia com aulas que ocupavam bastante do fim de semana e
coincidiam com meu horario de trabalho.

Em 2017, ja ndo trabalhava mais em uma instituicdo de ensino superior e ndo tinha
nenhuma perspectiva de retorno ja que a procura pelos cursos de Engenharia tinha diminuido
bastante. Desde 0 comeco desse ano, decidi aproveitar as horas vagas, que ndo eram muitas e
retomar alguns estudos. Cursei uma disciplina isolada no programa de doutorado em
Modelagem Matematica e Computacional do Centro Federal de Educacdo Tecnoldgica de
Minas Gerais (CEFET-MG). Mas ndo consegui conciliar os horarios para prosseguir no
segundo semestre. Foi quando fiquei sabendo que o CEFET-MG iria oferecer o PROFMAT,
com horarios que seriam possiveis de conciliar e decidi me candidatar a uma vaga, embora
tenha enfrentado alguma resisténcia no meio familiar, novamente.

Mais uma vez, a Matematica me encantava. Tentei aproveitar da melhor forma: fazer
amizades, relembrar alguns conceitos, me espelhar em alguns professores e, principalmente,
pensar em novas préaticas, uma vez que como professor, estava preocupado em como transmitir
0 conhecimento matematico para meus alunos. E as reflexdes sobre essas praticas, ocorridas

durante as aulas das disciplinas do PROFMAT, especialmente na disciplina de TCC, me
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fizeram lembrar do meu ensino basico, onde muitas vezes o programa anual ndo era cumprido
e o conteudo de Geometria ficava em segundo plano.

No contexto da minha préatica profissional, percebi, e ainda percebo, que ndo é incomum
que alguns professores de Matematica terminem o ano letivo de forma que parte da proposta
curricular tenha sido deixada para tras, seja por motivo da propria estruturacdo da grade, da
formacdo do professor, entre outros. Em geral, a parte referente a Geometria é a mais afetada.

E notdrio que o ensino de Geometria na escola bésica tem papel fundamental no
desenvolvimento do raciocinio matematico dos alunos, mas, muitas vezes, € deixado de lado
em favor do ensino da Algebra. Segundo Gazire (2000), 0 movimento da Matematica Moderna
tem sua parcela de contribui¢do no caos que se instaurou no ensino da Geometria, uma vez que
a proposta de algebrizar a Geometria ndo se manteve criando uma lacuna, principalmente, nas
praticas pedagogicas.

Além disso, na maioria das vezes em que € ofertada, a geometria escolar, baseada na
Geometria Euclidiana, é apresentada de maneira sucinta e superficial, com foco em processos
I6gico-dedutivos formais que, em geral, levam a resolucdo de problemas algébricos. Por outro
lado, muitas pesquisas retratam a importancia de promover a descoberta “Matematica” em sala
de aula por outros meios criativos, nas quais os alunos possam inferir, conjecturar, validar e
refutar, abstrair e generalizar proposicoes.

Permitir que os alunos vivenciem um momento criativo é fundamental no ensino-
aprendizagem, uma vez que aproxima o estudante da verdadeira criacdo da Matematica
enguanto ciéncia. Dessa forma, contribuimos para despertar nos alunos o seu lado questionador,
critico e investigativo.

Nesse contexto de importancia do ensino de Geometria na educacdo basica julgamos
que ferramentas tecnoldgicas possam ser grandes aliadas ao processo de ensino e aprendizagem
que tenham por finalidade facilitar experimenta¢des no ambiente de sala de aula. Destacamos,
também, o potencial para se trabalhar com préticas pedagdgicas diferenciadas e criativas, o que
permite ao aluno interagir com os conceitos matematicos, propiciando a descoberta, inferindo
resultados, levantando e testando hipoteses, permitindo verificar a veracidade (ou néo) de
determinada proposicao. Dentre varias ferramentas disponiveis, o software GeoGebra! tem se
mostrado um grande aliado, ao oferecer para o aluno um ambiente no qual ele pode vivenciar

o “fazer” Matemética.

1 O GeoGebra (aglutinacdo das palavras Geometria e Algebra) é um software livre de geometria dindmica bem
conhecido e popular na literatura. Ele combina conceitos de geometria e lgebra em interfaces que interagem entre
si. Pode ser usado em vérias plataformas e dispositivos.
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Além dessa percepgdo, todo o aprendizado e reflexBes possibilitadas durante as
disciplinas basicas do PROFMAT me fizeram buscar por alternativas para a minha pratica
pedagdgica e que poderiam ajudar os meus alunos a exercitar a argumentacdo Matematica e

compreender melhor os conceitos geométricos.

1.1 Justificativa e objetivos do trabalho

Diante do exposto na se¢éo anterior a presente dissertagdo tem por objetivo principal
trabalhar alguns contetdos especificos de Geometria Euclidiana, por meio de uma sequéncia
didatica de atividades que tenham como prerrogativa a experimentacdo e exploracdo de
propriedades geométricas, de tal forma que as atividades possam aproximar os alunos da
demonstracdo Matematica.

Para alcangar nosso objetivo, as atividades foram pensadas a partir dos seguintes
objetivos especificos:

Elaborar atividades sobre conceitos geométricos trabalhados nos 8° e 9° anos do ensino
fundamental 11.

e Desenvolver atividades que levem o aluno a formular e verificar conjecturas

recorrendo a experimentacao.

Apresentar o GeoGebra e utiliza-lo como instrumento mediador nas atividades.

Contribuir para o desenvolvimento da argumentacdo Matematica, essencial para o

processo demonstrativo.

Estimular a redacdo Matematica de argumentos e “demonstracGes”.

Apresentar as atividades desenvolvidas em forma de um produto educacional para
auxiliar outros professores de Matematica no ensino de Geometria.

Podemos dizer que esse trabalho se justifica por contribuir com possiveis praticas no
ensino de Geometria que despertem nos alunos a curiosidade, a criatividade e a vontade em
saber a natureza dos conhecimentos que Ihes sdo ensinados, j& que as atividades propostas vao
além de meras rotinas de memorizacao e repeticdo de processos.

Além disso, na minha experiéncia em escolas publicas, sempre fui um incentivador dos
alunos para participacdo na Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas
(OBMEP) e muito me chamava atencéo a dificuldade relatada por eles nas provas da 22 fase.
Vérias vezes ouvi alunos relatando que ndo conseguiram fazer questdes que envolviam

comandos como “mostre que”, “explique”, entre outros comandos gue solicitavam que o aluno

argumentasse ou justificasse a sua resposta.
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Em um levantamento que realizamos em 2019, observamos que, em 2005, primeiro ano
da OBMEP, apenas um item tinha carater argumentativo e/ou justificativo na prova da 22 fase
do nivel 2 (para alunos do 8° e 9° anos). Ja no ano seguinte, em 2006, foram trés itens dessa
natureza e, nos anos seguintes, percebemos um aumento desse tipo de questdo. Na Tabela 1, a
seguir, explicitamos o quantitativo de itens que necessitavam da elaboragcdo de argumentos nas

provas da OBMEP, realizadas entre 2005 e 2019, de todos 0s niveis.

Tabela 1 — Questdes OBMEP de carater de argumentacao
Ano Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
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2012
2013
2014
2015
2016
2017
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2018
2019
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4
Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Esses dados nos mostram um aumento na quantidade de questbes da OBMEP que
buscam a elaboracdo de argumentos. Tal aumento evidencia a importancia de se trabalhar com
exercicios que explorem a elaboracéo e redacdo de argumentos matematicos na pratica diaria

do professor, além daqueles que exploram apenas calculos numéricos e algébricos.
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Uma reflex&o sobre esses dados nos instigou a fazer um levantamento analogo no livro
didatico. Por isso, pesquisamos no livro didatico, do 8° e 9° anos, adotado? nas escolas em que
lecionava, exercicios propostos que utilizavam os termos: verifique, mostre, prove, demonstre,

justifique. Os dados obtidos estdo dispostos na Tabela 2.

Tabela 2 — Quantitativo de exercicios

Demonstre Mostre Prove Justifique Verifique
8% ano 5 0 2 1 2
9% ano 0 0 1 2 2

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Uma analise mais detalhada mostra que dos 10 exercicios com as caracteristicas citadas,
no livro do 8° ano, 4 estédo relacionados ao contelldo de Geometria. J& no livro do 9° ano, todos
esses exercicios estdo relacionados a Geometria, embora o exercicio que utiliza o comando
“Prove” solicite uma demonstracdo para a formula da area de uma regido triangular equilatera,
necessitando apenas de manipulacdes algébricas. Mais uma vez, vimos a necessidade de se
trabalhar as demonstracdes no contexto do ensino de Geometria, promovendo outras formas
para a elaboracdo de conjecturas e justificativas que ultrapassem a manipulacdo algébrica.

Na BNCC, também encontramos respaldo para a relevancia do tema desse trabalho.
Desde os anos iniciais do Ensino Fundamental, algumas habilidades propostas evidenciam a

importancia de se trabalhar a redacdo e a argumentacdo matematica como mostra a Figura 1.

2 DANTE, L. R. Matematica: Projeto Telaris. Sdo Paulo. Editora Atica, 2015



21

Figura 1 — Algumas habilidades da BNCC

(EFO1IMA10) Descrever, apos o reconhecimento e a explicitagdo de um padrdo (ou
regularidade), os elementos ausentes em sequéncias recursivas de numeros naturais,
objetos ou figuras.

(EFO5MAZ20) Concluir, por meio de investigagdes, que figuras de perimetros iguais podem
ter areas diferentes e que, também, figuras que tém a mesma area podem ter perimetros
diferentes.

(EFO8MA14) Demonstrar propriedades de quadrildteros por meio da identificagdo da
congruéncia de triangulos.

(EFO9MA10) Demonstrar relagdoes simples entre os angulos formados por retas paralelas
cortadas por uma transversal.

(EFO9MA13) Demonstrar relagoes métricas do triangulo retangulo, entre elas o teorema de
Pitagoras, utilizando, inclusive, a semelhanca de triangulos.

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Destacamos aqui que as habilidades possuem um nivel crescente de dificuldade e que,
desde o0 1° ano do Ensino Fundamental o aluno deve desenvolver habilidades que favorecem a
escrita matematica culminando com trés habilidades que utilizam diretamente o comando
“Demonstrar”.

Ademais, esse tema, além de se mostrar relevante no contexto da Educagdo Matematica,
verificamos que, no contexto do PROFMAT, poucos trabalhos foram produzidos nessa
perspectiva. Um fichamento que realizamos no repositorio desse programa, em 2019, sobre
pesquisas com enfoque semelhante ao nosso, mostrou que, até 2018, constava no repositério de
dissertagcbes do PROFMAT, 30 dissertacbes que abordavam o tema demonstracfes. Dessas
dissertagdes, 12 envolviam demonstragdes no contexto da Geometria.

Chamou nossa atencdo o fato de que das 12 dissertacdes citadas, 7 envolviam o Teorema
de Pitagoras, sendo que, apenas 4, apresentavam propostas de atividade para a demonstracao
desse famoso teorema e, apenas uma, sugeria o uso do aplicativo GeoGebra.

Tais fatores expde uma realidade na qual julgamos que nosso trabalho se mostra
relevante por suprir uma demanda de a¢Bes pedagdgicas e didaticas que contribua para o ensino
de Geometria, por meio de propostas de atividades que colocam em evidéncia a elaboracdo de
argumentos matematicos que diminuem a distancia entre a producdo das justificativas dos
alunos com a demonstracao feita pelos matematicos.

Na secdo seguinte, retratamos como essa dissertacao esta estruturada.
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1.2 Estrutura da dissertacao

Primeiramente, no capitulo 2, apresentamos uma breve revisdo bibliogréafica, com o
intuito de aprimorar nossos conhecimentos em relacdo as demonstragdes Matematicas no
contexto da Matematica e do ensino da Matematica, principalmente no ensino e aprendizagem
da Geometria Euclidiana. Nesse sentindo, algumas consideracfes sobre a utilizacdo das
experimentacdes como estratégia de ensino, da importancia da argumentacdo nas aulas de
Matematica para o desenvolvimento de habilidades de provas e de demonstracGes, e da
utilizacdo do aplicativo GeoGebra como ferramenta de ensino séo apresentadas

Apos reflexdo sobre a revisdo bibliografica realizada, no capitulo 3 apresentamos as trés
atividades elaboradas e planejadas levando em consideracédo o que foi aprendido com as leituras
do capitulo anterior. Nesse capitulo, além das atividades, o leitor encontrard a concepcao do
modelo utilizado para elaboracdo das atividades e propostas para sua aplicagédo e
desenvolvimento.

Adiantamos que as atividades elaboradas versam sobre as seguintes propriedades
geomeétricas:

e Atividade 1: Angulos entre paralelas cortadas por transversal

e Atividade 2: Teorema de Tales

e Atividade 3: Teorema de Pitagoras

O quarto capitulo trata de demonstrar formalmente as propriedades abordadas no
capitulo anterior. A intencdo desse capitulo é que ele possa servir de material de apoio para o
professor que quiser explorar as demonstragdes formais com seus alunos, alem de servir de
fonte de estudos e aprimoramento.

No capitulo 5, apresentamos uma andlise descritiva da aplicacéo, feita no ensino remoto
emergencial (ERE), de uma das atividades em uma turma de 8° ano e finalizamos com as

conclusoes da trajetoria de elaboracdo dessa dissertacdo no capitulo 6.
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2 AS DEMONSTRACOES EM GEOMETRIA: CONSIDERACOES
SOBRE SEU PAPEL NA MATEMATICA E NO ENSINO

Nesse capitulo, apresentamos um breve panorama sobre as demonstracdes Matematicas
no contexto da Geometria Euclidiana.

Consideragdes sobre a importancia das demonstracGes para a Matematica, 0s
métodos/técnicas de demonstracéo, o seu papel na Educacéo béasica e o uso de tecnologias como
suporte pedagogico para praticas demonstrativas no contexto escolar séo retratadas nas secfes

que se seguem.

2.1 Demonstracfes Matematicas: de experimentos a bases I6gicas da Geometria

Euclidiana

Podemos dizer que muito do conhecimento geométrico foi obtido por meio de inducéo
de um grande numero de observacdes e experimentos realizados por nossos antepassados. No
entanto, a medida que os fatos geométricos se acumularam ficou evidente que muitos deles
podiam ser obtidos a partir de outros fatos de raciocinio e por dedugéo, fazendo de alguns
experimentos, algo desnecessario (EVES, 1992).

Foram os gregos que insistiram que os fatos geométricos deviam ser estabelecidos por
raciocinios dedutivos o que levou a uma transformacéo de uma geometria empirica® para uma
geométrica “sistematica” ou demonstrativa (EVES, 1992).

Na geometria demonstrativa, provar que algo era verdadeiro era feito por meio da
demonstragéo.

Entdo, podemos nos perguntar: o que € uma demonstracao?

Suponha que vocé esteja tentando convencer um amigo de certa observacao que fez e
tem certeza de que ela esta correta. Cada uma das afirmacdes que vocé fez para convencer seu
amigo é um argumento. Porém, cada argumento deve ser convincente, baseado em fatos do
nosso cotidiano, propriedades dos objetos ao nosso redor ou até experiéncias ja comprovadas

por outros.

3 Na geometria empirica inducio, ensaio e erro eram instrumentos de descobertas. Ja na geometria demonstrativa
os fatos geométricos devem ser estabelecidos, ndo por procedimentos empiricos, mas por raciocinio dedutivo.
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Quando o estabelecimento dos argumentos conclusivos parte da observagcdo de
inimeros casos especificos, estamos utilizando da inducdo. Mas, quando estamos cientes de
algumas leis gerais e queremos aplicar esse conhecimento a casos especificos, este processo de
convencimento segue o que denominamos de deducéo.

Mas afinal, o que é uma demonstracdo Matemaética?

Essa resposta, longe de ser um consenso entre matematicos e educadores matematicos,
suscitou e ainda suscita varios debates sobre o seu papel na Matematica e no seu ensino. Uma
boa fonte de informagdes sobre concepgdes de demonstragdo pode ser encontrada na tese de
doutorado de Ferreira (2016), na qual a autora apresenta um panorama de pesquisas
internacionais acerca das demonstracGes Matematicas no contexto da Educacdo Matematica.

Considerando seu significado para a Matematica, uma demonstracdo pode ser vista
como um processo pelo qual, partindo exclusivamente de defini¢Ges, conceitos primitivos e
postulados, comprova-se a veracidade de uma afirmacdo por meio de uma sequéncia ldgica
vélida (GARBI, 2010).

Em uma demonstracdo Matematica, buscamos argumentos para provar alguma
proposicdo com base na experiéncia, nas observacdes, nos fatos e nas proposicdes estabelecidas
que ja foram comprovadas. Com base em resultados assim obtidos, chega-se a uma concluséo
sobre a validade, ou falsidade, da proposi¢do que esta sendo provada. E importante destacar
que essas experiéncias, observacbes e fatos ocorrem internamente no campo da prépria
Matematica enquanto ciéncia, e ndo na evidéncia fisica, como ocorre com as ciéncias empiricas.

Nesse sentido, podemos afirmar que uma demonstracdo € um tipo de discurso retérico
que visa convencer alguém (no caso, os matematicos) de que uma afirmacdo Matemaética é
verdadeira ou valida. Nesse tipo de “discurso retorico” para provar que alguma afirmagdo nova
é verdadeira é necessario relaciona-la com uma afirmacdo antiga que ja foi demonstrada
anteriormente.

Mas como essa afirmacéo foi demonstrada anteriormente?

Ora, a partir da ideia da retorica - foi necessario relaciona-la com outra afirmacéo
anterior a ela. E assim, seguindo nessa sequéncia repetidamente, chegamos nas verdades
primeiras, das quais chamamos de axiomas.

Um axioma (ou postulado) € uma afirmacdo Matematica que é considerada auto
evidente e que ndo se prova. Um axioma incorpora uma afirmacdo Matematica tdo Obvia e
plausivel para os matematicos que nenhuma prova é necessaria.

E por isso que em Matematica, antes de se estabelecer propriedades e relagdes em um

determinado campo teorico, estabelecemos as definicbes e axiomas. A partir dessas, sdo
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propostas e demonstradas as ideias que surgem sobre aquele assunto. Em particular, antes de
nos esforcarmos para obter resultados, devemos nos engajar em uma certa quantidade de
trabalho preparatorio.

A prova de uma proposicdo geométrica, por exemplo, visa estabelecer sua validade por
meio de deducdo ldgica de fatos conhecidos ou estabelecidos como verdadeiros anteriormente.

Observagdes e experiéncias podem nos convencer que uma e apenas uma linha reta
passa por quaisquer dois pontos. Uma consequéncia dessa afirmacéo € o fato que duas linhas
retas diferentes podem néo ter mais do que um ponto em comum.

Um raciocinio simples nos permite argumentar sobre essa afirmacao a fim de comprova-
la sem muitas observagOes e experiéncias. De fato, quando se assume que duas linhas retas
diferentes possuem dois pontos em comum, conclui-se que duas retas diferentes podem passar
por dois pontos, e isso contradiz a afirmacao ja conhecida anteriormente.

No percurso da humanidade, um grande nimero de propriedades geométricas que
refletem o conhecimento fora sendo estabelecidos. Com a evolugdo da ciéncia, estudos mais
cuidadosos destas propriedades mostraram que algumas delas podiam ser obtidas das anteriores
como conclusdes logicas. Isso levou a ideia de que se podia escolher dentre os fatos geométricos
um subconjunto com alguns fatos mais simples e gerais que poderiam ser aceitos sem
demonstracGes. Tais fatos, denominados axiomas (do grego aksios: digno, confidvel), seriam
entdo usados para deduzir o resto das propriedades geométricas (GARBI, 2010).

Assim, os gedmetras da Grécia antiga comecgaram a sistematizar fatos geométricos
conhecidos por eles deduzindo-os de poucas proposicdes fundamentais. E foi Euclides (c. 323
- 283 a.C.) que fez o mais completo tratado de Geometria do seu tempo, Os Elementos, que
incluiu um seleto grupo de proposic¢des que foram aceitas sem provas.

Em Os Elementos, Euclides parte de trés principios: as definicdes, os postulados e as
nogBes comuns (axiomas) — heranca da logica de Aristoteles (c. 384 — 322 a.C.). Utilizando-se
desses principios, Euclides coloca em funcionamento a “maquina dedutiva” para, a partir do
rigor 16gico, “descobrir” as verdades Matematicas, mediante as demonstracdes. E fato que as
nocBes comuns (axiomas) eram baseadas na auto-evidéncia e na experiéncia, 0 que vai de
acordo com a concepcao aristotélica de que as nogdes comuns sdo percebidas por meio da
intuicdo. “Logo, o empreendimento de Euclides ¢ um todo racional, baseado em evidéncias
empiricas” (FERREIRA, 2016, p. 46).

E importante destacar que a obra de Euclides se perpetuou por varios séculos como a
metodologia a ser seguida no “fazer” Matematica. Seu grande empreendimento de

sistematizacdo do conhecimento matematico em bases logico-dialéticas em que, partindo de
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verdades evidentes e, prosseguindo por meio de demonstragdes rigorosas (0 rigor esta associado
ao uso das inferéncias légicas), chegava-se a um conhecimento certo, objetivo e eterno, parece
ndo ter sido questionado pela comunidade Matematica, que até meados do seéculo XIX, seguia
0 método axiomatico-dedutivo de Euclides como método (FERREIRA, 2016).

2.2 Por que precisamos de uma demonstracao?

Fisica, Quimica e Biologia, por exemplo, tendem a usar experimentos, muitas vezes
controlados e em laboratdrios, para verificarem e validarem suas conjecturas. A partir dessas
experiéncias, cientistas destas areas descrevem o que descobriram e como realizaram seus
testes, comparando com resultados previamente obtidos. Todo esse processo € denominado de
empirico e a verificacdo ocorre de maneira pratica e direta, sendo os resultados mais
importantes divulgados e utilizados por toda comunidade cientifica.

Em Matematica, sdo as demonstracfes que fazem esse papel de validagdo. Qualquer
afirmacédo que ndo tenha uma prova Matematica ndo tem valor (isso é questionavel) e, portanto,
ndo seré aceita como valida. Uma vez demonstrada a afirmacéo, ela é valida em qualquer lugar
sob suas determinadas hipdteses, ndo sendo possivel contradizé-la (caso os argumentos 16gicos
estiverem corretos). Sendo assim, outros poderdo utilizar dessa afirmacdo em seus trabalhos
sem a necessidade de demonstra-la novamente.

Na Geometria Euclidiana, as demonstracdes alinham os fatos geométricos em um
sistema de conhecimento cientifico que garante as conexdes existentes entre um ultimo teorema
demonstrado e teoremas comprovados anteriormente aos axiomas considerados como
fundamentais no desenvolvimento de toda essa Geometria.

A necessidade de uma demonstragdo em Geometria Euclidiana esta atrelada ao principio
de que determinada proposic¢ao possa ser utilizada para estabelecer propriedades especiais de
determinados objetos geométricos. Utilizando-se da deducdo ldgica, ao realizar uma inferéncia
correta e baseada em proposicdes iniciais corretas, podemos ter certeza de que a proposicao que
provamos é valida. Dessa forma, por exemplo, temos certeza que o Teorema de Pitadgoras
(propriedade especial) é valido para qualquer triangulo retangulo (objeto geométrico).

Matematicos na Idade Média representavam as proposi¢es geométricas com desenhos
expressivos, mas ndo demonstravam tais proposi¢cdes usando argumentos l6gica (BOYER,
2019). Dessa maneira, as figuras tinham um papel importante para a “demonstracao” de
propriedades e relacBes que ainda ndo podiam ser comprovadas por processos logicos
dedutivos. A Figura 2, ilustrada abaixo, servia, naquela época como uma prova para o que hoje

conhecemos como Teorema de Pitagoras.
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Figura 2 — Esbo¢o do Teorema de Pitagoras

Area de Q, = 50
Q2

Qa
Area de Q=68

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Podemos observar a Figura 2, de forma que ndo ponderemos sobre seu significado
geométrico e cheguemos a mesma conclusdo de que a soma das areas dos quadrados Q1 e Qz,
representam a mesma area do quadrado Qs.

Com esse exemplo, queremos destacar o papel desempenhado pela figura na
demonstracdo de um teorema geométrico. A Figura 2 é apenas um exemplo, apenas um caso
especifico de triangulos retangulo. E claro que poderiamos nos perguntar: Seria o teorema
valido entdo para todos os triangulos desse tipo? Nesse sentido, a demonstracdo formal tem
fator determinante para nos convencermos de que, independente do tridngulo retangulo, o

Teorema de Pitagoras sera sempre valido.

2.3 Alguns métodos de demonstracéo formal

Em geral, existem varias maneiras de se demonstrar um teorema. VVamos dar destaque a
dois métodos muito utilizados em Geometria e que podem ser trabalhadas no contexto da

Educagao Basica. A “demonstragdo direta” e a “demonstragdo por absurdo”.
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2.3.1 Demonstracao Direta

A demonstracdo direta é a forma mais natural para se demonstrar. Como muitos

teoremas so apresentados da forma p — q 4, a demonstragéo direta de uma sentenca desse tipo

consiste em assumir que a hipotese p é verdadeira e, por meio de uma série de etapas, cada uma

seguinte das anteriores, chegar a conclusdo de que q é verdadeira.

Por exemplo, vamos demonstrar a seguinte Proposigéo 2.1:

Proposicdo 2.1: Se dois angulos séo opostos pelo vertice entdo eles sdo congruentes.

Nessa proposicdo, temos, por hipotese (p), dois angulos opostos pelo vértice e, a tese
(g) de que esses angulos sao congruentes.

Como relatado na secgdo anterior, as figuras podem desempenhar um papel importante
para a observagao de elementos e propriedades que acabam por auxiliar a elaboracéo de uma

demonstracdo formal, dessa forma, vamos esbocar a Figura 3 da proposi¢do dada:

Figura 3 — Angulos opostos pelo vértice

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Demonstracéao:

Nessa situacao, temos a seguinte implicacédo logica:

4 0 simbolo — é usado em Idgica proposicional para indicar uma implicagio. A sentenga p — q é lida como “se p
entdo q”. Por exemplo, a sentenca “se esta chovendo, entdo a rua estda molhada” seria indicada por “esta chovendo
— a rua estd molhada”. De acordo com (Craven 2007), o simbolo de seta — para a implicagdo l6gica foi usado
pela primeira vez em 1922 por David Hilbert.
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AVC e DVB s&0 0.p.v. = AVC = DVB

Hipotese Tese

Considerando AV de medida  , DVB de medida & e BVC de medida S , temos:

o+ B =180°

5 1800}:0::;/:A\7CED\78
y+p=

c.q.d
Essa sequéncia de implicacdes prova nossa proposic¢ao 2.1 de uma forma direta, pois ao
considerarmos a hipdtese verdadeira, chegamos na veracidade da tese.

2.3.2 Demonstracéo por absurdo

Para demonstrar uma proposicdo em que p — g, no método por absurdo, assumimos

a negacéo de q (indicado por ~q)® e mostramos que isso leva a uma contradicio de p , ou seja,
de que a hipotese é falsa, gerando um resultado absurdo. Logo, como ~g implica em um

argumento falso, conclui-se que a proposicéo ¢ verdadeira.

Por exemplo, vamos demonstrar a Proposicgao 2.2:

Proposicdo 2.2: Se duas retas coplanares distintas e uma transversal determinam

angulos colaterais internos suplementares, entdo essas duas retas sao paralelas.

Assim como na demonstracdo da Proposicdo 2.1, vamos recorrer ao auxilio de um

esboco, conforme a Figura 4 abaixo:

5> De acordo com Craven(2007) o til para negagdo foi usado por Peano em 1897 no seu trabalho “Studii di logica
matematica” e aparece em 1908 no artigo "Mathematical logic as based on the theory of types” de Bertrand Russell
sendo usado também por esse mesmo autor no primeiro volume de Principia mathematica.
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Figura 4 - Angulos colaterais internos

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Demonstracao:

Temos que, por hipdtese (p), sdo dadas duas retas coplanares distintas, a e b, e uma
transversal t formando angulos colaterais internos suplementares, « e £, e a tese (q) de que as
retas a e b sdo paralelas.

Vamos supor que a tese seja falsa (~q ).

De fato, se a e b ndo fossem paralelas, existiria um ponto P em comum. Desse modo,

teriamos as intersecbes anb={P},ant={A}ebnt={B}formando o tridngulo ABP,

conforme a Figura 5 abaixo.

Figura 5 - Retas concorrentes

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)
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Mas sabemos que a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo é igual a
180°. Isso contradiz a hipdtese (~p) que afirma que os angulos « e f sd@o suplementares.
Absurdo.

Logo, as retas a e b séo paralelas.

2.4 Demonstragdes no contexto da escola bésica

Nas secdes anteriores fizemos um relato breve sobre o papel da demonstracdo para a
Matematica, em especial, na Geometria Euclidiana. Como se opera uma demonstracdo formal,
a sua importancia no contexto de verificacdo de proposi¢cGes Matematicas/geomeétricas, além de
apresentar duas técnicas comuns de demonstracao.

Como nosso trabalho tem foco na educacao basica, objetivando disponibilizar atividades
que promovam nos alunos a elaboracao de argumentos que contribuam para a demonstracao de
propriedades geométricas, mesmo que de maneira exploratoria, nessa se¢do discutimos,

suscintamente, as demonstracfes no contexto da escola basica.

2.4.1. Algumas perspectivas

As demonstracGes Matematicas como meio de validar o conhecimento podem e devem
ser incorporadas ao ensino de acordo com cada nivel de escolaridade. Balacheff (1987) faz uma
distingdo entre “demonstragdo” ¢ “prova’” em termos de validagdo. Para o autor, podemos dizer
gue a Matematica desenvolve o primeiro, enquanto os professores de Matematica lidam apenas
com o segundo (BALACHEFF, 1987).

No ensino béasico, ndo se busca em uma prova dar uma explicacdo explicitamente
rigorosa para um fato matematico utilizando uma estrutura organizada com base em inferéncia
de argumentos dedutivos. A prova em uma sala de aula desse nivel é baseada em argumentos
que tém como principal funcdo convencer os alunos da validade de determinada proposicao.
Demonstrar ndo € um ato mecanico, mas sim um ato criativo (FOSSA, 2009).

Além disso, o declinio da Geometria Euclidiana escolar muito se deve as dificuldades
conceituais, e até mesmo cognitivas, causadas pelas argumentacdes logicas que constituem a
esséncia da Geometria Euclidiana. A maioria das dificuldades que se observam nos alunos em
sala de aula esta relacionada com a maneira de organizarem o Seu raciocinio e construirem
argumentacdes logicas (LINDQUIST; SHULTE, 1994).
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A abordagem axiomatica da Geometria Euclidiana € uma forma de decifrar as relacoes
entre diferentes fatos e exibir a sua logica estrutural, porém, numa abordagem construtiva do
pensamento geomeétrico, guiado pela intuicdo, uma verdadeira fonte da dindmica Matematica
pode trazer elementos que torna o conhecimento geométrico compardvel a musica e a arte
(COURANT; ROBBINS, 2000).

Para isso, julgamos que, em niveis fundamentais de ensino é preciso aceitar que uma
prova pode s6 explicar e convencer, independentemente dos argumentos utilizados. Em
ambientes formais de ensino, as provas Matematicas que ali ocorrem deveriam ser exploradas
como um meio para se chegar as demonstracdes formais da Matematica (ou quase). Dessa
forma, muito da Geometria Euclidiana, &rea da Matematica na qual as demonstra¢cdes sdo
comuns, teria mais sentido para os alunos e contribuiria para o desenvolvimento de um
raciocinio que transitaria para a evolucao de uma prova em uma demonstracao.

Podemos constatar as observacoes feitas acima, com os resultados encontrados em uma
pesquisa realizada por Ferreira (2016) em seu doutoramento. A autora fez um mapeamento
sobre a producdo internacional em Educacdo Matematica com o objetivo de compreender o que
estava sendo discutido sobre a tematica “Provas e Demonstragdes Matematicas”. Dentre as
varias compreensoes trazidas em seu trabalho, chamamos atencdo especial para aqueles que
tratam das provas e demonstragdes no ambito da Educacdo Basica.

Ferreira (2016) constatou, em seu levantamento, que as pesquisas voltadas para esse
nivel de escolaridade sugerem que é preciso explorar “novas possibilidades para tornar o ensino
da prova Matematica significativa e necessaria para os alunos” (FERREIRA, 2016, p. 309). E
necessario levar em conta, em situagdes de aprendizagem, que nao existem provas melhores do
que outras, apenas publicos diferentes, capazes de compreender, em determinados contextos
(comunidades), os argumentos apresentados por um expositor (CHATEUBRIAND, 2005).

Ainda, de acordo com Ferreira (2016), seu trabalho indica que ha uma necessidade de
discutir o ensino das provas Matematicas desde a Educacdo Basica, levando em conta as
diferentes fungdes que uma demonstragao exerce. “A visdo tradicional de que a Unica funcao
da prova é a verificacdo de afirmacdes Matematicas parece ignorar o real papel da
experimentacdo na Matematica” (FERREIRA, 2016, p. 309). A referéncia primaria a respeito
da funcao “verificacdo” da prova em contexto escolar, em muitas pesquisas analisadas se
apoiam nas ideias de Villiers (2001).

De acordo com Villiers (2001), a demonstragéo tem as seguintes funcionalidades, as

quais podem ser resumidas em:
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(i) verificacdo (diz respeito & verdade de uma afirmacéo); (ii) explicacdo
(fornece explicagdes do porqué certa afirmacdo ser verdadeira); (iii)
sistematizacdo (organiza os resultados/argumentos em um sistema dedutivo
de axiomas, conceitos primarios e teoremas); (iv) descoberta (evidencia a
descoberta ou invencdo de novos resultados); (v) comunicacdo (transmite o
conhecimento produzido); (vi) desafio intelectual (reflete a gratificacdo
pessoal, resultante da construcdo de uma demonstracdo) (FERREIRA, 2016,
p.310).

Para Ferreira (2016), as pesquisas que trazem alternativas para o ensino das provas na
Educacdo béasica afirmam que um trabalho significativo deve levar em consideracéo as funcoes
descritas acima, ndo apenas como caracteristicas da prova Matematica, mas também como
funcdes das provas que emergem em situacao de ensino, “promovendo, sempre que possivel,
uma relacdo entre essas formas de justificacdo, e a evolucao das a¢Oes de verificacdo empirica
para a exigéncia de uma prova rigorosa” (FERREIRA, 2016, p. 310).

Nesse sentido, 0 uso de tecnologias pode ser um forte aliado para o desenvolvimento de
praticas pedagogicas que levem em consideracdo novas formas de justificacdo de proposigoes,

estreitando argumentos elaborados em contextos de ensino com a demonstracdo Matematica.

2.4.2 O computador como ferramenta de apoio

Ferreira (2016) destaca que uma abordagem mais experimental para o ensino das
demonstragGes acaba por colocar em evidéncia as func¢des descritas por Villiers (2001), sejam
na elaboragédo de conjecturas, na verificacdo ou refutagdo de argumentos, na busca de
alternativas para entender determinadas percepcdes e, até mesmo, na tentativa de comunicar as
acdes e os resultados empreendidos em uma atividade exploratéria de prova.

Nesse sentido, julgamos que os aplicativos de Geometria Dindmica séo excelentes
suportes na medida em que permitem explorar novas formas de interagdo com objetos
matematicos com a possibilidade para fazer generalizacGes a partir de casos especificos.

As experimentacdes em aplicativos de Geometria Dindmica assumem uma posi¢ao
comprobatdria para aqueles que lidam com elas, levando a transformacdo de uma conjectura
em prova e permitindo essa comprovacdo sem a necessidade de produzir justificativas com
deducBes, como nas chamadas demonstragfes. Porém, um trabalho em sala de aula ndo deve
ignorar a demonstracdo formal de uma constatacgéo feita por meio do recurso tecnolégico. Nesse
momento, é importante que o aluno compreenda a necessidade de formalizar os seus resultados,
por meio de uma demonstracdo mais rigorosa.

Nesse contexto do uso de aplicativos, as pesquisas mapeadas por Ferreira (2016) que

focam em préticas de ensino com o uso de Softwares de Geometria Dindmica (SGD) destacam
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as possibilidades exploratorias que 0 uso desse recurso permite aos estudantes. Um dos pontos
destacados pela autora remete a contribui¢cdo dos SGD para que os alunos evoluam do nivel
empirico para o dedutivo, “ja que as argumentagdes elaboradas nesses ambientes dindmicos aos
poucos vao se revelando, insuficientes, dada a quantidade de situagdes possiveis de serem
exploradas, culminando assim, na necessidade de uma prova dedutiva para explicar as
argumentacdes elaboradas ” (FERREIRA, 2016, p. 312).

Nos chamou atencéo o fato de que, dentre as pesquisas levantadas por Ferreira (2016),
poucas se reportaram ao uso de SGD, mesmo sendo reconhecido o potencial do uso desses
recursos no ensino de Matematica. Dentre esses trabalhos, destaca-se que a utilizacdo desses
recursos pode ser um mediador na transicdo entre a argumentacdo e a prova dedutiva,
principalmente, pela utilizacdo da fungao “arrastar”.

Notamos, nos trabalhos, que a fungao “arrastar” ¢ concebida numa perspectiva que abre
novas “rotas” para o conhecimento tedrico, por meio de um ambiente concreto com muito

significado para os estudantes.

A funcdo “arrastar”, aparentemente, permite a introdugdo “infinita” de
exemplos e contraexemplos para apoiar ou refutar uma conjectura. Ademais,
os estudantes, arrastando, costumam “passar” de figuras para conceitos, bem
como de processos indutivos para dedutivos. As possibilidades exploratdrias
permitidas pela fungdo “arrastar” podem ser vistas como uma contrapartida
perceptivel para relagdes logicas e algébricas, uma vez que, ao “arrastar”, os
alunos estabelecem associagdes entre 0s objetos geométricos em niveis
perceptivel, l16gico e algébrico (FERREIRA, 2016, p. 313).

Diante o exposto, ndo ha que questionar o papel das demonstracdes para a Matematica
e para o seu ensino. Contudo, a pratica do “fazer” Matematica (enquanto ciéncia) ndo pode ser
assumida como um Unico caminho para o0 “fazer” Matematica em contexto escolar.

Sendo as demonstracdes Matematicas o caminho para se chegar a “verdade” em
Matematica, hd que se assumir, quando pensamos em ensino, que é possivel chegar nas
“verdades” por caminhos distintos. As experimentagdes podem permitir a elaboragdo de
conjecturas, a comprovacao ou refutacdo das mesmas, além de contribuir no desenvolvimento
de formas de comunicar os argumentos elaborados. Cabe o professor encontrar estratégias para
promover uma transicdo desses argumentos elaborados em sala de aula (provas) para as

demonstra¢Ges Matematica.
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3 ATIVIDADES

Nesse capitulo apresentamos as atividades de ensino elaboradas com a intencéo de levar
o0 aluno a trilhar um processo de experimentacdo que culmine na elaboracdo de argumentos
I6gico — matematicos, estreitando a relacdo dos argumentos discentes produzidos em contexto
escolar com a demonstracdo Matematica.

Infelizmente, nossa pratica mostra que nem sempre € tao facil para os alunos perceberem
padrdes matematicos simples em situacdes geomeétricas, tais como uma constatacdo Matematica
pronta e acabada, com algumas “mostracdes” confusas e sem muita possibilidade de
experimentagdo, principalmente a visual. Por isso, nessas atividades procuramos levar o
estudante a fazer experimentacGes em que possa observar relacGes/propriedades visualmente,
permitindo a elaboracdo de raciocinios dificilmente suscitados com uma proposta mais
tradicional de ensino.

N&o € nossa intencdo levar o aluno a demonstrar rigorosamente teoremas e propriedades,
mas sim, leva-lo a vivenciar experiéncias Matematicas e perceber que determinadas relacoes
sdo validas.

As demonstracdes formais das atividades propostas nesse capitulo sdo apresentadas no
capitulo 4 constituindo-se de um material de apoio e aprofundamento ao professor.

Na secdo seguinte apresentamos algumas das nossas convic¢Ges que nortearam a
elaboracdo das atividades, bem como um “esquema” generalizado dos processos envolvidos
para o desenvolvimento das atividades.

Destacamos que os conteudos abordados nas atividades sdo assuntos normalmente
trabalhados no 8° e 9° anos do ensino fundamental e contemplados na Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), documento oficial que norteia os curriculos e programas das escolas de

educacdo basica do pais.

3.1 O que pensamos sobre as atividades

As atividades que compdem esta pesquisa foram criadas com a finalidade de propor
situacBGes motivadoras em relacdo a aprendizagem de novos conteudos por meio de exploragdes
Matematicas. Por isso, antes da realizacdo dessas atividades € importante verificar alguns

conhecimentos prévios dos alunos em relagdo aos novos contetdos que serdo trabalhados para
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que os estudantes tenham condicGes de atuarem como sujeitos ativos no processo de ensino e
aprendizagem.

Como dinamica para o desenvolvimento das atividades em sala de aula, sugerimos que
os alunos sejam agrupados em duplas, caso seja possivel e viavel de acordo com as
particularidades de cada turma, para que durante a realizacdo de cada atividade os alunos
possam argumentar, conjecturar, elaborar estratégias e discutir sobre os caminhos e resultados
encontrados para resolucdo das atividades e, ainda, sanar as dificuldades que por ventura
possam ocorrer na interpretacdo dos enunciados, entre outras. Tal tipo de agrupamento é
defendido por Coll (1997) quando afirma que se deve dar énfase as relacdes que se estabelecem
entre aluno-aluno. O mesmo autor defende a utilizagdo de alunos em pares se referindo a
pesquisas que mostraram que as relagbes entre alunos incidem de formas decisivas sobre
aspectos como a socializagdo, a aquisi¢cdo de competéncias, o aumento do nivel de desempenho
e o rendimento escolar.

E importante orientar os alunos que eles devem ler as instrucdes e segui-las antes de
pedir ajuda a alguém. Permitir que os alunos facam perguntas ao professor ou a qualquer outra
pessoa sobre as instrugdes, antes de tentar compreende-las, pode comprometer o trabalho de
experimentacao. Por isso, € necessario que, antes de tirar dividas sobre os passos das atividades,
tente-se garantir que os alunos fizeram a leitura em uma tentativa de compreender o que se
solicita.

Caso as duvidas aparecam, uma estratégia utilizada pode ser a chamada “trés antes™®,
que leva o aluno a pedir ajuda a trés colegas de sala sobre um problema antes de perguntar ao
professor. Isso contribui para a mudanca de papel do professor tornando-o um mediador da
aprendizagem. Essa postura de professor-mediador ao mesmo tempo em que motiva, estimula
e ajuda os alunos a percorrerem a atividade de forma mais autbnoma, oferecendo uma
orientacdo gerencial que os levam a interpretar as informacdes, relaciona-las e contextualiza-
las.

Outra postura do professor em relagdo as duvidas dos alunos sobre as atividades, € tentar
respondé-los com outros questionamentos, inclusive pedindo que eles leiam as instrucdes, mais
uma vez, agora em voz alta. Nesse momento, o foco € leva-los a encontrar respostas para suas

proprias perguntas através das possibilidades argumentativas/experimentais oferecidas.

6 A estratégia “trés antes” ¢é utilizada frequentemente pelo autor da dissertacio como forma de aumentar a
colaboracdo entre os alunos tanto em aulas no laboratério de informatica como na sala de aula usual.
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Como as atividades tem por finalidade explorar situacbes Matematicas para
estabelecimento de relacGes/propriedades, utilizamos bastante do recurso visual. Dessa forma,
para viabilizar a visualizacdo e a experimentacdo, optamos em elaborar duas das atividades com
o0 auxilio do aplicativo GeoGebra.

Contudo, o Censo Escolar (2017) mostra que apenas 46,8% das escolas de ensino
fundamental dispem de laboratério de informatica. Por esse motivo, apresentamos também
uma alternativa as atividades sem a necessidade de recursos computacionais.

Ao final de cada atividade, é importante que os questionamentos dos alunos, as
dificuldades e entraves percebidos e quaisquer episodios relevantes decorridos durante o
desenvolvimento das atividades sejam trabalhados pelo professor durante um momento de
socializacdo no encerramento de cada atividade. Essa é uma postura importante quando
pensamos em desenvolver atividades que contemplem praticas Matematica experimentais e/ou

investigativa.

3.2 A importancia do GeoGebra nas atividades

Dado as potencialidades do GeoGebra em situagbes de ensino e de melhorias
significativas no envolvimento e entendimento dos alunos, utilizamos esse software em duas
atividades propostas. Acreditamos que a utilizacdo desse aplicativo impulsiona os alunos para
que investiguem, explorem, questionem e descubram propriedades Matematicas. Além disso, a
utilizacdo de recursos computacionais, tais como 0 GeoGebra, tem se mostrado eficiente em
melhorar o ambiente de aprendizado em uma sala de aula de Matematica na medida em que
promovem a investigacdo e o entendimento conceitual nos alunos quando usados com uma

abordagem bem administrada e centrada no discente. Ponte afirma que:

As TIC poderdo ajudar na aprendizagem de muitos contetidos, recorrendo a
técnicas sofisticadas de simula¢do e de modelacdo cognitiva baseadas na
inteligéncia artificial. No entanto, ndo me parece que seré desse modo que elas
vao marcar de forma mais forte as instituicdes educativas, mas sim pelas
possibilidades acrescidas que trazem de criacdo de espacgos de interacéo e
comunicacdo, pelas possibilidades alternativas que fornecem de expressdo
criativa, de realizagdo de projetos e de reflexdo critica. (PONTE, 2000, p. 75)

Nesse contexto, a relagdo professor-aluno toma uma dimenséo diferente daquela que
ocorre normalmente na sala de aula, pois o professor e aluno cooperam no desenvolvimento e

na constru¢cdo de novos conhecimentos. Canavarro (1994) classifica a utilizacdo dos
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computadores por professores de Matematica como elementos de motivacdo, modernizacéo,
facilitacdo e mudanca.

Devemos salientar que durante o desenvolvimento das atividades, o professor devera
considerar varios fatores dentre os quais destacamos o0 envolvimento e engajamento dos alunos.
Isto porque, os alunos podem né&o estar familiarizados com atividade de experimentacéo e,
assim, tenderem a desistir da tarefa na primeira dificuldade que encontrarem. Por isso, uma boa
organizacdo e planejamento por parte do professor sdo fundamentais, além de tenacidade para
trabalhar com dificuldades que normalmente ndo ocorrem num contexto de ensino mais
tradicional.

Destacamos, ainda, que as vantagens da utilizacdo do GeoGebra como recurso didatico
ndo reduzem a importancia do professor de Matematica. A introducdo da tecnologia em si ndo
resolve o “desengajamento” de alguns alunos. A utilizacdo desse recurso pode ser vista como
uma estratégia que busque promover o engajamento dos alunos na(s) atividade(s) e proporcione
uma maior aproximagdo entre as partes envolvidas ao apresentar novas metodologias e
estimulando a criatividade e a autonomia do estudante.

Uma dessas, especificamente com o uso do GeoGebra, € tentar propiciar alguma
experiéncia, anterior as atividades, em manipular as constru¢es permitidas com o uso do
software. Devemos considerar aqui uma atividade inicial como "hora de brincar" em que 0s
alunos possam explorar ferramentas basicas do aplicativo. Como exemplo, depois de ensinar
aos alunos como criar linhas, segmentos, perpendiculares, circulos e arcos, pode-se pedir que
eles criem figuras a vontade e explorem algumas propriedades e relages.

Por ser um software ja bem conhecido pela comunidade de educadores matematicos e
matematicos, tanto nacional como internacionalmente, acreditamos que professores de
Matematica precisam ter algum conhecimento dessa ferramenta. Um bom manual para
iniciantes pode ser encontrado na wiki’ do aplicativo, auxiliando o trabalho do professor.

Além disso, o GeoGebra apresenta uma funcionalidade muito util para promover a
interatividade e as investigacbes: a criacdo de applets e um espaco virtual para a
disponibilizacdo gratuita de tal recurso. A partir de um applet disponibilizado é possivel revisar
todo o arquivo da construcdo que o desenvolvedor tenha disponibilizado, inclusive,

promovendo modificacOes e gerando novos applets.

" Em uma plataforma wiki os utilizadores modificam colaborativamente contetido sobre determinado assunto. A
pagina mais conhecida desse tipo é a Wikipedia. Porém, o GeoGebra mantém sua prépria wiki com o manual e
tutoriais, entre outros, que pode ser acessada em https://wiki.geogebra.org/.



https://wiki.geogebra.org/

39

Para isso, o interessado deve criar a sua conta no GeoGebra Tube acessando o site

https://www.geogebra.org/ e clicando na opgdo “entrar no sistema”. A Figura 6 mostra a tela

para qual somos direcionados ao entrar no site.

Figura 6 - Entrar no GeoGebra Tube

= GeeGebra Q, #P  ENTRARNO SISTEMA

GeoGebra - Aplicativos
Matematicos

gote lIvramente civersas al

E IL

START CALCULATOR

MATERIAIS DIDATICOS

Powerful Math Apps Ready for Tests More Great Apps

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Para 0s usuarios que ainda ndo possuem um cadastro, serd necessario realizar antes de
seu primeiro acesso ou utilizar uma conta do Google ou da Microsoft. Na Figura 7, temos a tela

para a realizacé@o do cadastro.


https://www.geogebra.org/
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Figura 7 - Cadastro no GeoGebra Tube
Cadastre-se

Cadastra-se usando um login do ...

G Google l] Office 365 =. Microsoft nFacebook aTW'\Her

Cadastra-se usando o seu login GeoGebra

E-mail “Jrr endereco de e-mail valido (necessario, mas que nunca serd exibido)

Nome do usudrio | Seu nome publico
senha | Uma senha forte com pelo menos 6 caracteres
Confirmagdo da senha
Consent  Por favor, selecione apenas uma das opgdes a seguir
O I acknowledge that I am over 14 years old, [ have read the Termos de Servico and the Privacy Policy and consent to their contents

[0 On behalf of my child, I acknowledge that [ have read the Termos de Servico and the Privacy Policy and consent to their contents

Criar uma Conta |

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

A Figura 8 destaca o link pelo qual também é possivel acessar sua conta no GeoGebra

Tube pela barra de comandos dentro do proprio aplicativo GeoGebra.

Figura 8 - Acesso ao GeoGebra Tube via aplicativo

Arguvo Edtar BEodtir Opcles Femamentas Janela Ajuca Entrar
o 2 . - N 3 2| /Q .
AL I @UON L N asc) 22 | 301 Emans Gescenatone

P Janeia de Algodra = (| » Janela de Viswalzacho Ve

L

Entraca (1)

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)
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O processo de criacdo de um applet é simples, bastando escolher a opgao salvar. I1sso
permite que os professores com conhecimentos basicos de informatica possam construir seus
proprios applets exportando as constru¢Ges do GeoGebra para sua conta no GeoGebra Tube.
No menu principal, clique em “Arquivo”. A seguir, pause o mouse em “Exportar” e clique na

op¢ao “Planilha Dinamica como Pagina WEB (html) ...”. A Figura 9 mostra esse passo.

Figura 9 - Exportar arquivo do GeoGebra

‘ Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
Nova Janela CtrieN ,—, | P | ‘. | : :
a Al (| @=2
Novo *-.j. o/ |l Q| X‘\ ABCH —~— y ‘1+: 2
i Abrir Cirl+Q  anela de Visualizagdo 4
& Abrir do GeoGebraTube .. s
Abrir Arquivo Recente ’
(®] Gravar Ctrl+S 5
Gravar Como .
2+ Compartilhar 3
Exportar (= Planilha Dindmica como Pagina WEB (html) .. Cirl+Shift+W
B Janela Gé VISUSIIZaca0 como IMagem (png, eps) .. CleShimey
& Visualizar impressdo Ciri+P “ MRS, 9ps)
Janela de Visualizac3o como GIF Animado ...
L Fechar Alt+F4 | 1] Copiar para Area de Transferéncia Ctri+Shift+C

Janela de Visualizagio como PSTricks Clri+ShiftsT
Janela de Visualizacdo como PGFITIKZ ...
Janela de Visualizagdo como Asymptote

0

"

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Na janela que aparece (Figura 10), o usuario deve preencher as descri¢bes para seu
applet: no campo “Titulo”, escreve-se 0 nome do applet ¢ nos campos “texto acima da

construgdo” e “texto abaixo da constru¢ao” pode-se apresentar orientacdes de uso do applet.
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Figura 10 - Descricdo do applet
¥ Upload para GEGGEbrETubE- ﬁ

Titulo: | Titulo

Texto acima da construcio:

Texto abaixo da construcio:

o Ajuda ] ’ Upload ] ’ Cancelar

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Na janela criada € possivel escolher a op¢do de compartilhar para deixar o applet

disponivel para outros usuarios. Conforme apresentado na Figura 11.

Figura 11 - Compartilhar no GeoGebra

= GeoGebra
7 Incluir aos Favoritos
Titulo do applet o —
& Publish
B Moweto
#  Editar Atividade

|_|:| Copiar Athvidade

@ Detalhes

[ [}

Apagar

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)
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Feito isso, 0 usuério podera escolher a melhor maneira para compartilhar sua construgdo

no GeoGebra. Veja a Figura 12.

Figura 12 - Compartilhar link

Compartilhar Link

ttps//www.geogebra.ong/m/tymyaZb COPIE O LINK
@ Movo Grupo @ Existing Group
E Google Classroom COneNote

':. GeoGebra Timeline

CANCEL

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Destacamos na Figura 12 o link criado pelo préprio ambiente e que sera utilizado como
forma de compartilhar as atividades propostas a seguir. Utilizamos em nossas atividades essa
funcionalidade do GeoGebra visto que, no applet, é possivel realizar aces diversas, mas, ao
fecha-lo, esse retornara ao seu estado original, ou seja, ndo € possivel salvar modificacGes no
préprio applet. Dessa forma, cada aluno, ao acessar o link, terd disponivel sempre o estado
inicial da atividade proposta pelo professor.

3.3 Atividades

3.3.1 Atividade 1: Um corte nas paralelas

Nessa atividade vamos explorar as relacdes entre os angulos formados por retas
paralelas cortadas por uma transversal. Os padrdes que s&o determinados quando as linhas
paralelas sdo cortadas por uma transversal sdo simples de serem reconhecidos e uma exploracéo
visual nos leva a entender por que os angulos formados nessa construgdo sdo congruentes ou
complementares. Assim, ensinar aos alunos sobre transversais oferece uma grande
oportunidade de reforcar com eles a pratica de sempre procurar padrdes em Matematica.

A atividade foi planejada utilizando-se de um roteiro didatico com instrugdes para

realizacdo das tarefas propostas. Sua elaboragdo contou com o auxilio do software GeoGebra e
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as perguntas contidas no roteiro, buscam levar os alunos a utilizar argumentos, mesmo que
informais, para estabelecer relacdes/padrdes sobre os angulos criados quando as linhas paralelas
sdo cortadas por uma transversal.

No desenvolvimento da atividade o aluno devera descrever a relagao entre angulos em
linhas paralelas cortadas por uma transversal.

Essa atividade contempla a habilidade EFO7TMA23 da BNCC: Verificar relagOes entre
os angulos formados por retas paralelas cortadas por uma transversal, com e sem uso de
softwares de geometria dindmica.

Apos esta atividade, espera-se que os alunos sejam capazes de:

« Identificar &ngulos congruentes quando uma linha cruza linhas paralelas;

« Definir linhas transversais, paralelas e angulos congruentes;

« Demonstrar um entendimento das regras geométricas que se aplicam as

transversais.
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3.3.1.1 Roteiro da atividade

UM CORTE NAS PARALELAS

PRE-REQUISITOS:
Notacdes:

e AB : reta que passa por A e B.

o ABC = ABC = ZABC : angulo com vértice em B e lados BA e BC.

Definigdes:
e Angulos congruentes: angulos que possuem a mesma medida.
e Angulos opostos pelo vértice: angulos ndo adjacentes formados pelo encontro de
duas retas concorrentes.
e Angulos suplementares: dois dngulos sdo suplementares se a soma de suas medidas
é igual a 180°.
e Retas paralelas: retas que ndo possuem um ponto de interseccao.

e Reta transversal: reta que possui um Gnico ponto em comum com outra(s).

Siga cuidadosamente os passos de construgdo no GeoGebra e responda, de forma

detalhada, as questdes propostas.

Construcdes e questionamentos

1. Use 0 comando " para construir uma reta AB.

2. Sob 0 menu , selecione 0 comando de retas paralelas = e construa uma reta paralela &
reta AB. Para fazer essa construcao clique em um ponto qualquer fora da reta AB e, depois,

clique sobre a reta®. A Figura | mostra como devera ficar sua construgao.

8 O GeoGebra ja apresenta 0 comando para construcdo de paralelas. Porém, o aplicador pode substituir esse
segundo passo por uma instrugdo para o aluno construir retas paralelas utilizando estratégias usadas quando se
possui apenas régua e compasso.
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00

012‘
o

Figura |

3. Novamente, use o0 comando para construir uma terceira reta AC passando pelos pontos

A e C ja existentes.

4. Selecione a opgéo para arrastar o ponto C até que sua construcao fique parecida com a

Figura II.

Figura Il

A .
5. Com o comando marque os pontos D, E, F, G e H conforme mostrado na Figura IlI.

Figura lll
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DICA: Se sua construcao ficar muito embaralhada, vocé pode mover os objetos no seu desenho

utilizando o comando - selecione o objeto que deseja mover e arraste-o para um lugar

diferente.

6. A reta trasversal AC criada no passo 3, determina com cada uma das paralelas , quatro
angulos distintos com vértices nas intersecdes: 0 ponto A e o ponto C. Por exemplo, BAG é um
desses angulos.
Nomeie o0s outros angulos.

RESPOSTA:

7. Utilize o comando para criar e medir os oito angulos criados na sua construcdo. Para

isso, apos clicar no comando , selecione trés pontos do angulo: o vértice e um ponto em
cada semirreta. Os angulos serdo destacados como na Figura IV e as medidas dos angulos serdo

mostradas no lugar do simbolo “?”” da mesma Figura.

o LT

Figura IV
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Observacédo: No GeoGebra, os angulos sdo criados usando a orientacdo anti-
horéria. Portanto, a ordem em que 0s pontos sao selecionados é importante!
Por exemplo, se clicarmos nos pontos H, C e D nessa ordem, medimos o menor dos

angulos HCD.

Q
(]

m

Porém, se clicarmos nos pontos D, C e H nessa ordem, marcamos o suplementar

do angulo anteriormente citado.

Caso vocé queira limitar a amplitude de um angulo para o valor maximo de 180°,
pode-se clicar com o botdo direito e, na opcio “Propriedades” alterar a opgao “Angulo

Entre:” para “0°e 180°”

Basico | Cor | Estilo | Algebra | Avangado | Programagio

Nome:
Definicio: Angulo(H, C, A)

Legenda:
V| Exibir Objeto
7| Exibir Rétulo: Nome &Valor v

Definir como Objeto Auxiliar

7| Realcar Angulos Retos
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O que vocé pode perceber sobre as medidas dos angulos marcados?
RESPOSTA:

8. Use 0 comando para mover as retas criadas clicando e arrastando os pontos A, B e C.
As medidas dos angulos mudaram?
RESPOSTA:

Existem angulos congruentes?
RESPOSTA:

9. Cada angulo destacado terd uma cor diferente, conforme mostra a Figura V1. Clique com o
botdo direito sobre cada angulo e, no menu “Propriedades” altere, na aba “Cor”, a cor de cada

angulo deixando angulos congruentes com as mesmas cores.

TI

-
m

L]

Figura VI
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RESPOSTA:

10. Use o comando para mover as retas criadas.

Os angulos congruentes deixaram de ser congruentes?

RESPOSTA:

Formalizando o que foi observado

Os diferentes pares de angulos congruentes formados pelas duas paralelas e a reta

transversal possuem nomes especiais.

Para cada nome especial dado, escreva, utilizando a linguagem Matematica apropriada,

0 nome de um par de angulos congruentes da sua construgdo que Se encaixa ha mesma

descricéo.

Nome

Figura

Exemplo

CORRESPONDENTES
Estéo localizados de um mesmo
lado da transversal, e em uma
mesma posi¢ao em relacao as

retas paralelas.

/

e

>

ALTERNOS INTERNOS
Estéo localizados em lados
opostos da transversal, na regiao

entre as duas paralelas.

/

A

/
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ALTERNOS EXTERNOS /

Estao localizados em lados

opostos da transversal, na regido
exterior as duas paralelas. /

Além desses angulos congruentes, podemos destacar outros pares de angulos que
possuem um relacdo especial entre eles.

Observe a nomenclatura desses angulos e para cada nome especial dado, escreva,
utilizando a linguagem Matematica apropriada, 0 nome de um par de angulos congruentes da

sua construcao que se encaixa na mesma descrigéo

Nome Figura Exemplo

COLATERAIS

INTERNOS
Estao localizados de um /

mesmo lado da transversal,

na regido entre as duas

paralelas.

COLATERAIS /(
EXTERNOS

Estéo localizados de um
mesmo lado da transversal, /4/

na regido exterior as duas

paralelas.

Observe agora as medidas dos pares de angulos colaterais, internos e externos, na sua

construgéo.
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Qual a relacéo entre esses angulos?
RESPOSTA:

Utilizando o botéo para mover sua construcéo, a relacdo que vocé citou acima, se
modificou?
Justifigue, matematicamente, esse fato.
RESPOSTA:

3.3.1.2 Uma proposta sem o GeoGebra

Como alternativa a falta de acesso ao GeoGebra apresentamos a seguinte atividade que
pode ser utilizada na discussé@o dos resultados obtidos com a atividade em que se utilizou essa
ferramenta computacional.

Observe a Figura | abaixo em que as retas m e n sdo paralelas.

o

Figural
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Utilize o transferidor e faca o que se pede:
1. Focalizando os angulos localizados entre as retas paralelas m e n, encontre o angulo
congruente com o angulo 3. Em seguida, pinte ambos os angulos da mesma cor.
2. Focalizando os angulos localizados entre as retas paralelas m e n, encontre o angulo
congruente com o angulo 4. Use um lapis de cor diferente do usado na pergunta 1 e pinte os
dois &ngulos da mesma cor.

3. Os pares de angulos congruentes encontrados nos passos 1 e 2 tém um nome especial.

Como vocé nomearia esses angulos?
RESPOSTA:

4. Focalizando os angulos localizados na parte externa das retas paralelas m e n, encontre o
angulo congruente com o angulo 1. Em seguida, pinte ambos os angulos da mesma cor.

5. Focalizando os angulos localizados na parte externa das retas paralelas m e n, encontre o
angulo congruente com o angulo 2. Use um lapis de cor diferente e pinte os dois &ngulos da
mesma cor.

6. Os pares de angulos congruentes encontrados nos passos 4 e 5 tém um nome especial.

Como vocé nomearia esses angulos?
RESPOSTA:

3.3.2 Atividade 2: Um feixe de proporcionalidade

A BNCC (2018) de Matemética do ensino fundamental propde na habilidade
EFO9MA14 a “resolugdo e eclaboragdo de problemas de aplicacdo das relagdes de
proporcionalidade envolvendo retas paralelas cortadas por secantes” (BNCC, p 319). Nesse

contexto, encontra-se 0 Teorema de Tales, atribuido a Tales de Mileto (624 a.C. a 546 a.C.),
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cerca de 300 anos antes de Euclides, que propde tais relag6es de proporcionalidade e ainda tem
grande importancia no estudo da teoria de semelhanca de triangulos, conteldo proposto na
habilidade EFOOMA12.

Ferreira (2017) afirma que em alguns livros didaticos a demonstracdo do Teorema é
feita de maneira incompleta o que prejudica, de certa forma, a construgdo do conhecimento,
principalmente, se considerarmos demonstracdes em livros didaticos destinados para a
educacdo em nivel de escolarizacdo basica. O autor também destaca que algumas
demonstrac@es sdo realizadas utilizando propriedades de semelhanca de triangulos, porém, em
muitos casos, esse assunto é apresentado posteriormente ao Teorema de Tales.

Uma demonstragdo formal desse Teorema serd apresentada no capitulo 4. Néo
acreditamos que seja uma demonstracao de facil entendimento para alunos do 9° ano do ensino
fundamental - publico alvo das nossas propostas de atividades - visto que envolve o conceito

de comensurabilidades, assunto nem sempre trabalhado nesse ano da educacao basica.
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3.3.2.1 Roteiro da atividade

UM FEIXE DE PROPORCIONALIDADE

PRE-REQUISITOS:
Notacoes:
e AB:retaque passa por Ae B.

e AB:segmento de extremidades de Ae B

Definigdes:

Segmentos congruentes: segmentos que possuem a mesma medida.

Retas paralelas: retas que ndo possuem um ponto de intersecgao.

Feixe de retas paralelas: conjunto de 3 ou mais retas paralelas.

Reta transversal: reta que cruza um feixe de retas paralelas (s).

Apresentamos uma proposta de atividade que leva o aluno a explorar situacdes em que
feixes de retas paralelas sdo intersectadas por retas transversais verificando a
validade/veracidade do teorema. O objetivo dessa exploracdo é favorecer a compreensao do

Teorema de Tales e ndo apenas sua mera memorizagao

Passos para construcdo no GeoGebra

1. Use o comando “_J para construir umareta s = AB .

2. Sob 0 menu , selecione o comando de retas paralelas = e construa duas retas, s e t,

paralelas a reta AB.
Para fazer essa construcdo, cliqgue em um lugar qualquer fora da reta 4B e depois clique sobre

areta. Serdo criandas retas paralelas que passam pelo ponto C e pelo ponto D, respectivamente,

conforme mostra a Figura I.
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Figural

3. Novamente, use o comando para construir outras duas retas, u e v, que interserctem esse
feixe de paralelas, r, s e t. Feito isso, sua construcdo deve estar parecida com a Figura Il.

Nota: As retas u e v Sd0 concorrentes as retas r, s e t. pois estdo em um mesmo plano e possuem

um Unico ponto em comum.

o / <
Figura ll

4. Use 0 comando Eat para destacar os pontos de interseccao entre retas, nomeando-0s pontos

unr={I1}
uns={J}
unt={K}
vnr={L}
vns={M}
vnt={N}

I,J, K, L, MeN, como na Figura Ill:
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Figura Il
Em relacdo as retas u e v que vocé criou, responda:

Elas sdo concorrentes entre si?

RESPOSTA:

Podem ser paralelas?
RESPOSTA.:

Se forem paralelas, o que ocorre com a medida dos segmentos formados?

RESPOSTA:

cm

serdo mostradas na tela do aplicativo conforme o exemplo retratado abaixo.
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1K =4.25 LN =561
r D i L
1= 1.64 LM = 2.16
] C Al M
JK =261 MN = 3.4
t A K N
Figura IV

Com o auxilio de uma calculadora, calcule as seguintes razGes entre 0s segmentos e

complete o quadro.
0 £ K _
LM MN LN

Utilize o botéo para modificar sua construcdo. Novamente com o auxilio de uma

calculadora, calcule as razdes entre as novas medidas dos segmentos e complete o quadro.

E ) ®_
LN

O que vocé pdde observar em relacéo a essas razdes?

RESPOSTA:

6. Agora, utilize a caixa de entrada Enirade: ; para calcular a razdo entre

segmentos correspondentes. Por exemplo, para calcular a razao entre os segmentos 1J e LM :

s

Entrada:|lJILM o =

Os valores dessas razdes sdo mostrados na janela de algebra, como ilustrado na Figura

V abaixo:




» Janela de Algebra
a=0.63
b=0.63

FiguraV
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(=]

PSS,

A L R \ABC| .
Vocé pode exibi-los junto a sua construcdo utilizando o comando texto . Para isso,

ao selecionar esse comando, clique no lugar da tela onde deseja inserir o texto e, na caixa de

didlogo que aparece, digite o texto desejado e escolha o objeto do

como mostra a Figura VI

GeoGebra a que ele se refere,

T2 Texto (S

Editar

1J/LM = |

] Férmula LaTeX ~ | Simbolos ~ | Objetos ~

f
| om | | TextoMN  ~
— a

Visualizar b I}

AM =
c
d E
distéanciald
distancialkK [

| @ Auga distanciaJK - |Cancelar

Figura VI

Repita esse procedimento para calcular a razdo entre outros segmentos, Na Figura VIl

temos um exemplo de como ira aparecer na tela.

IJLM =0.76
JK/ALM=0.76
IK=4.25 LN =561
T D L
-0
IJ=1.64 LM=2.16
8 C J M
@
t A N
@

Figura VII
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Mova os pontos A, C e D.

Relate o0 que vocé pode perceber sobre as razdes entre os segmentos? Compare com a sua
resposta dada no item 5
RESPOSTA:

3.3.2.2 Uma proposta sem o GeoGebra

Para a realizacdo dessa atividade devemos dispor dos seguintes materiais:

e Uma folha de papel branco
e Uma folha de papel colorido
e Um pedaco de papeléo

e Cola

e Régua, compasso, esquadro.
Procedimentos:

Passo 1: Cole a folha de papel branco no papeléo,
Passo 2: Construa um segmento de reta PQ = 10 cm neste papel. Em P desenhe um segmento

de reta MP perpendicular a PQ e em Q desenhe um segmento NQ perpendicular 8 PQ, como

mostra a Figura | abaixo.
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PQ

Figural

Passo 3: Construa um segmento de reta XY paralelo a PQ, tomando os pontos X e Y a uma

distancia igual de P e Q, respectivamente, ligando-os.

M N

Figura ll

Passo 4: recorte um trapézio ABCD do papel colorido e o cole no papel branco de modo que
sua base maior (AB), seja menor que a medida do segmento XY e fique sobre ele. A Figura Il

ilustra um exemplo de como devera ficar sua construcao apds esse passo.
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Figura 111

—

Passo 5: Construa duas retas X,Y, e X,Y, ambas paralelas a reta PQ, da mesma maneira que no

passo 3, de modo que a reta m intersecta os lados AD e BC nos pontos A; e B,

—

respectivamente, e a reta X,Y, intersecta os lados AD e BC nos pontos A; e By,

respectivamente. Na Figura IV, temos uma das possiveis figuras geradas com esse

procedimento.

M N

Fy . A

2 B, | 2

E31 )

B |

1

P la

e e e e e R e e e i -

Figura IV
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Passo 6: Mega 0s comprimentos dos segmentos de reta AA ,AA,,AD,AA ,AD,BB,,

BB, , B,C, BB,, B,C e registre-os na tabela de observagéo.

Passo 7: Calcule as razdes estre os comprimentos dos segmentos correspondentes e registre 0s

valores na tabela a seguir. VVocé pode utilizar uma calculadora para efetuar as divisoes

M AD _ AD _
BB, B,C B,C
AA, _ AA, _

B,B, BB,

Relate o0 que vocé pode perceber sobre as razdes entre os segmentos?
RESPOSTA:

Por que vocé acha que isso ocorre?
RESPOSTA:

Para quaisquer retas tracadas isso ocorre? Em quais casos vocé acha que isso ocorre?
RESPOSTA:
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Seréa que se as retas nao fossem paralelas isso ocorreria? Justifique.
RESPOSTA:

Como vocé pode verificar uma proporcionalidade?
RESPOSTA:

Verifique se 0s segmentos sdo proporcionais.
RESPOSTA:

3.3.3 Atividade 3: Enquadrando Pitagoras

O Teorema de Pitagoras € um dos mais famosos teoremas da Matematica estudado no
ensino basico. S&o varias demonstracfes desse teorema embora ndo se saiba qual foi a prova
dada por Pitagoras e se foi ele mesmo que demonstrou o teorema que leva seu nome (KAHN,
2017, p.52).

Essa atividade tem por finalidade levar o aluno a desenvolver a habilidade EFOOMA13
que propde demonstrar o Teorema de Pitagoras, utilizando, inclusive, a semelhanca de
triangulos proposta na BNCC a partir de investigagdes Matematica por meio de problemas. Os
alunos terdo que mobilizar conhecimentos adquiridos anteriormente, além de estratégias de
resolucdo de problemas matematicos, para verificar/validar o Teorema proposto com a
atividade. Com tantos conceitos matematicos envolvidos, o foco é levar nossos alunos a
compreender a ideia, por meio de manipulagdes concretas, de que a soma dos quadrados das
medidas dos catetos de um triangulo retangulo ¢ igual ao quadrado da medida da hipotenusa.

O objetivo desta terceira atividade € propor uma pratica diferenciada das comumentes
utilizadas em sala de aula para apresentar o Teorema de Pitdgoras. Optamos por incluir
materiais manipulaveis e concretos para explicar/validar visualmente esse Teorema, visto que

nem sempre estdo disponiveis recursos computacionais para a utilizacdo por parte dos alunos.
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Além disso, como exposto no capitulo anterior, tal opcdo compartilha da importancia
de se trabalhar com materiais manipulaveis - concretos e com o recurso da visualizacéo,
principalmente na Educacdo de Nivel Fundamental, j& que tais praticas contribuem para

aproximar os alunos do fazer Matemaética e da elaboracdo de argumentos plausiveis.
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3.3.3.1 Roteiro da Atividade

ENQUADRANDO PITAGORAS

PRE-REQUISITOS:
Notacoes:
e AB:segmento de reta com extremidades A e B.

. ‘Hg‘ = med( AB ): medida do segmento AB .

e ABC = ABC = ZABC : angulo com vértice em B e lados BAe BC.

Definigdes:
e Angulos congruentes: angulos que possuem a mesma medida.
 Angulos opostos pelo vértice: angulos formados pelo encontro de duas retas
concorrentes.
e Angulos suplementares: dois angulos sdo suplementares se a soma de suas medidas
é igual a 180°.
¢ Retas paralelas: retas que ndo possuem um ponto de intersecgéo.

e Reta transversal: reta que possui um Gnico ponto em comum com outra(s).

Para a realizacdo dessa atividade devem ser disponibilizadas folha impressas com a duas
Figuras | e duas Figuras Il para cada dupla. Aconselhamos que essas figuras sejam impressas
de diversos tamanhos para que se possa explorar a ideia de que nédo se trata de um caso particular

para determinados triangulos.
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(1 1
L i
b b
(1 1
Figural
a—+b
e (1
+ 1
b f)
a—+b
Figura Il

A ideia dessa exploracdo € verificar, por meio de reconfiguracdes de figuras, que é
possivel formar quadrados de lados a e b que tenham juntos a mesma area que um quadrado de

lado c.

Procedimentos:
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Passo 1: Recortar quatro tridngulos de lados de medida a, b e c e responder as perguntas a

sequir.

Qual a classificacao desses triangulos quanto aos angulos? Que propriedade Mateméatica
garante sua classificacéo?
RESPOSTA:

Esses triangulos sdo congruentes? Justifique citando qual o caso de congruéncia.
RESPOSTA:

Passo 2: Sobreponha os quatro tridngulos recortados da Figura | sobre o quadrado da Figura 11

de forma que, no interior da Figura 11, eles formem um quadrado de lado ¢, como na Figura I11.

a b

(L

b

il

h
Figura Il
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Qual a area do quadrado maior?
RESPOSTA:

Qual a area do quadrado menor (verde)?
RESPOSTA:

Note que com os tridngulos colocados dessa maneira, eles formardo um quadrado menor dentro

do quadrado maior com lado c, a hipotenusa de cada triangulo.

Passo 3: Reorganize os mesmos quatro triangulos de forma que eles formem agora dois
quadrados um de lado a e outro de lado b, dentro do quadrado da Figura II.

b (1

l a

b

Figura IV
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Qual é a area de cada quadrado verde?
RESPOSTA:

As areas verdes do passo 2 e do passo 3 sdo iguais? Escreva com seus argumentos a relacéo
gue vocé estabeleceu entre elas.
RESPOSTA:

3.3.3.2 Uma proposta com o0 GeoGebra

A reciproca do teorema de Pitagoras que nos diz que se o quadrado de um lado de um
triangulo € igual a soma dos quadrados dos outros dois lados, entdo o tridngulo é um triangulo
retangulo.

Entdo, essa propriedade pode ser usada para de determinar se um tridngulo é um
triangulo retangulo. Logo, substituindo os valores das medidas dos comprimentos de cada lado
de um tridngulo a equacéo de Pitagoras e obtendo uma sentenca verdadeira, o triangulo sera um
triangulo retangulo.

Como alternativa ao uso do material concreto, apresentamos aqui uma possibilidade de

utilizacdo do GeoGebra para a explorar essa propriedade.

Roteiro — Parte 1

Acesse 0 applet disponivel em https://www.GeoGebra.org/m/vbgxgbhx e responda as questdes

propostas.

1. Existem trés quadrados construidos sobre os lados do triangulo retangulo ABC na figura.
Observe a figura e anote as areas dos trés quadrados.

Quadrado vermelho

Quadrado Azul

Quadrado Verde
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Adicione a area do quadrado azul a &rea do quadrado verde e anote o resultado abaixo

Area do quadrado azul + area do quadrado verde =

Qual a relagé@o da soma das areas encontrada com a area do quadrado vermelho?
RESPOSTA:

2. Movimente a figura, modificando o triangulo retangulo ABC. Cuidado para ndo modificar a
medida do angulo que determina que o triangulo é retangulo. Para fazer isso, clique no ponto C
e o arraste na direcdo e sentido que vocé quiser.

Nessa nova figura que vocé criou, anote as areas dos trés quadrados.

Quadrado vermelho

Quadrado Azul

Quadrado Verde

Adicione a area do quadrado azul a area do quadrado verde

Area do quadrado azul + area do quadrado verde =

Qual a relacé@o da soma das areas encontrada com a area do quadrado vermelho?
RESPOSTA.:

3. Assim como no item 2, arraste mais uma vez o ponto C criando um novo triangulo retangulo.
Agora anote as areas dos trés quadrados.

Quadrado vermelho

Quadrado Azul

Quadrado Verde

Adicione a area do quadrado azul a area do quadrado verde

Area do quadrado azul + area do quadrado verde =
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Qual a relagé@o da soma das areas encontrada com a area do quadrado vermelho?
RESPOSTA:

4. Escreva com suas proprias palavras que conclusfes podem ser tiradas tendo por base suas

construcdes, observagdes e as respostas as perguntas 1, 2 e 3.

Se achar necessario, fique a vontade para explorar mais antes de escrever suas conclusoes.
CONCLUSOES:

5. Se a area do quadrado vermelho é a2, a area do quadrado azul é b? e a area do quadrado verde

é c2, podemos concluir que a2 = b? + ¢??

6. Se a area do quadrado vermelho ¢ a2, a area do quadrado azul é b? e a area do quadrado verde

é c2, podemos concluir que b? = a% + ¢??

7. Se a area do quadrado vermelho ¢ a2, a area do quadrado azul é b? e a area do quadrado verde

é c2, podemos concluir que ¢? = a® + b2 ?

A Ge

8. O item 2 pede que vocé “movimente a figura, modificando o seu triangulo retangulo™.
O que acontece em relacdo a soma das areas dos quadrados quando o triangulo néo é
retangulo?

RESPOSTA
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Roteiro — Parte 2

Acesse 0 applet disponivel em https://www.GeoGebra.org/m/vbgxgbhx e responda as questfes

propostas.

1. Observe as medidas dos segmentos indicados e registre a seguir:
Ac| =

78 -

BC‘ =
Com o auxilio de uma calculadora, calcule:

(Use duas casas decimais)

AC| =
ABl =

BC| =

Usando a calculadora, verifique se ‘Er = ‘E‘Z +‘%‘2 .

Essa afirmacao € verdadeira?

Observe a figura e escreva a medida do angulo 2ABC.
|£ABC| =

2. Usando o mouse arraste o ponto C para uma posicao diferente da inicial.

Registre as medidas dos segmentos.

Ac| -

78 -

B -



74

Com o auxilio de uma calculadora, calcule:

(Use duas casas decimais)

2
AC| =
AB| =

BC| =

Usando a calculadora, verifique se ‘A_C‘Z = ‘Er +‘B_C‘2 .

Essa afirmacao € verdadeira?

Observe na janela do GeoGebra e escreva a medida do angulo 2ABC.
|£ABC| =

3. Repita 0 passo 2 e anote suas observacoes.

Registre as medidas dos segmentos.

Ac| -

z

B -

Com o auxilio de uma calculadora, calcule:

(Use duas casas decimais)

2

AC| =

AB| =

BC| =

Usando a calculadora, verifique se ‘Er = ‘Er +‘%‘2 .

4. De acordo com as respostas dos passos 1, 2 e 3, escreva uma conclusdo para o que foi
observado.
RESPOSTA:
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5. Usando o mouse , movimente os pontos da figura e observe se, em algum momento, a
relacdo expressa em nos itens 1, 2 e 3 é verdadeira.
Se isso ocorrer, que caracteristica vocé pode observar no triangulo?

RESPOSTA:

6. Marque a caixa Ver enunciado para revelar o Teorema de Pitagoras.
Vocé chegou a essa conclusao?
RESPOSTA.:

7. Caso nado tenha chegado a essa concluséo, o que vocé acha que pode ter acontecido?
RESPOSTA:
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4 DEMONSTRACOES

Como mencionado anteriormente, nesse capitulo iremos apresentar as demonstracdes
formais para os teoremas explorados nas atividades elaboradas.

Silva (2002) salienta que as demonstracGes ndo sdo objetos de ensino nos cursos de
licenciatura. Nesses cursos, geralmente se faz a demonstracdo diante dos alunos para que
acompanhem, copiem e repitam técnicas, levando o futuro professor a memorizacao de uma
sequéncia de procedimentos.

Balacheff (1988) ressalta que, com esse tipo de conduta, a pratica em sala de muitos
professores da Educacéo basica ndo ultrapassa as experiéncias vivenciadas na formacao durante
a universidade, visto que a reproducdo de técnicas faz com que seus alunos ndo percebam a
necessidade de demonstrar. Osério (2002) destaca que os professores da Educacdo basica
entendem que ndo se deve propor aos alunos processos que exijam recursos intelectuais
equivalentes ao de um matematico, como é o caso de uma demonstracdo formal. Muito dessa
percepcao esta apoiada no fato dos proprios professores ndo dominarem alguns processos
formais e tdo pouco, se sentirem seguros para trabalhar com as demonstragdes Matematicas
(FERREIRA, 2016).

Nesse sentindo, ndo temos a inten¢do que as demonstracdes retratadas nesse capitulo,
sejam apresentadas formalmente a todos os alunos, pois acreditamos, como ressalta Silva
(2010), que o ato de demonstrar matematicamente (estamos falando aqui da demonstragéo
formal), necessita de dominio do assunto abordado e para compreender uma demonstracao é
necessaria muita abstracao.

Apoiamos que as demonstragdes que propomos, possam ser trabalhadas em aulas
investigativas com pequenos grupos como, por exemplo, em prepara¢des para olimpiadas de
Matematica e que também, sirva como material de apoio didatico para professores que se

interessam em aprofundar seus estudos, contribuindo para sua formacéo profissional.
4.1 O Teorema das paralelas
O Teorema das paralelas afirma que “se duas retas paralelas sdo cortadas por uma

transversal, entdo os angulos internos alternados sdo congruentes” e foi proposto por Euclides

(300 a.C.) em sua obra Os Elementos: “Uma linha reta, que corta duas retas paralelas, faz os
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angulos alternos iguais entre si, 0 angulo externo igual ao interno e oposto da mesma parte, e
finalmente os internos da mesma parte iguais a dois retos” (COMANDINO, 1944, p. 29).

Ao lidar com linhas paralelas é importante ter em mente que muitos resultados séo
validos apenas para a Geometria Euclidiana, dado que invocamos muitas vezes o quinto

postulado de Euclides.

Postulado (das Paralelas) 1: Por um ponto fora de uma reta dada pode-se tragar uma Unica
reta paralela a esta reta.

4.1.1 Demonstracao

Teorema 4.1: Sejam r e s duas retas cortadas por uma transversal t. As retas r e s sdo paralelas
quando elas determinam com a reta t &ngulos correspondentes (ou angulos alternos internos) de

mesma medida.

Demonstracao:

Hipotese:
S&o dadas duas retas r e s cortadas por uma transversal t nos pontos D e E.
A Figura 13 mostra uma construcdo dessa afirmativa e nos auxilia na escrita da

demonstracéo

Figura 13 - Duas retas cortadas por uma transversal

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)



79

Tese:

Os angulos correspondentes sdo congruentes.

Em primeiro lugar, vamos demonstrar que se .« FDG = ~<BED, entdo as retas r e s sdo
paralelas. De fato, se as retas r e s ndo fossem paralelas, existiria um ponto | de interseccéo

entre elas e consequentemente teriamos um triangulo AIED, conforme Figura 14 abaixo.

Figura 14 - Retas ndo paralelas

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Nesse caso, 0 angulo ~FDG seria um angulo externo ao triangulo AIED e, portanto,
seria igual a soma dos dois angulos internos do tridngulo ndo adjacentes a ele. Porém, isso
contradiz nossa hipotese de que ~.FDG = ~BED.

c.g.d.

Vamos demonstrar agora uma reciproca da proposi¢do anterior.

Teorema 4.2: Se duas retas r e s forem paralelas entdo os angulos correspondentes sao iguais.

Hipdtese Tese

rljs, res — &=/
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Figura 15 - Teorema 4.2

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Para essa demonstracdo, considere uma reta s° passando pelo ponto P e formando com
a transversal t quatro angulos iguais aos angulos correspondentes formados pela reta r com a

mesma transversal, em particular o' = . De acordo com o teorema 4.1, r e s sdo paralelas.

Figura 16 - Retas paralelas cortada por transversal

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Como r e s sdo paralelas, por transitividade, r também ¢ paralela a s’. Mas, pelo
postulado das paralelas, existe apenas uma paralela a r passando por P. Segue que s ¢ s’ sdo
coincidentes e, portanto, '=«.

Logo os angulos correspondentes formados sdo iguais. Assim, a = 4.
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4.2 O Teorema de Tales

O Teorema de Tales apresenta-se como um dos temas centrais no estudo da Geometria
Euclidiana visto que envolve conceitos de paralelismo e proporcionalidade. Observa-se sua
presenca tanto na Geometria plana quanto na espacial como, por exemplo, no tratamento da
teoria da semelhanca, construcdes por homotetia e estudo das sec¢bes de um sélido.

Atribui-se o teorema a Tales de Mileto, por ter usado a propriedade dos segmentos
proporcionais para o célculo de distancias inatingiveis, porém a primeira demonstracdo do
Teorema de Tales foi feita por Euclides em seu livro Elementos, utilizando-se da teoria das
proporgoes.

A seguir demonstraremos que “se um feixe de retas paralelas € interceptado por duas
retas transversais entdo os segmentos determinados pelas paralelas sobre as transversais sdo
proporcionais”. Tal demonstragdo envolve o conceito de comensurabilidade e, por isso, uma
opcao para demonstrar 0 Teorema de Tales no ensino basico seria a prova incompleta dos

pitagdricos que supBe todos 0s segmentos comensuraveis.

4.2.1. Demonstragéao

Teorema 4.3 (Tales): Se um feixe de retas paralelas é interceptado por duas retas
transversais entdo os segmentos determinados pelas paralelas sobre as transversais sdo

proporcionais.

Hipotese Tese
AB e CD sio dois segmentos de uma .
- B D
1 1 1 1 ~ : — T ——
transversal,e A'B'e C'D' séo os AB CD

respectivos correspondentes da outra.

Vamos considerar ABe CD dois segmentos de uma transversale A'B'e C'D' sdo os

. AB APB
respectivos segmentos correspondentes da outra transversal. Vamos provar que — =—_—
CDh CD

para dois casos: se 0s segmentos forem comensurdveis e se 0s segmentos forem

incomensuraveis.
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1° caso: Nesse caso, vamos supor AB e CD sdo comensuraveis. Desse modo, existe

um segmento u que é submdltiplo de AB e CD.Ou seja, existem p e g inteiros tais que AB =

pue CD =qu.
Figura 17 - Divisao de segmentos comensuraveis
IA \AII
F Y
Fl ;u
i 4
A y U
H A
P v U
Pt
Pl b
s B lu B'
]C \CI
3 )
i vl
O o
N L4
‘? _____ : y
. Jp i D

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

AB p
3

AB _p

— €, consequentemente, temos que =—

Assim podemos escrever que D
Observe que podemos tracar paralelas pelos pontos de divisdo dos segmentos ABe CD

de tal forma que dividem os segmentos A'B'e C'D' em segmentos iguais.
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Figura 18 - Outra divisdo de segmentos comensuraveis

A
s X
Dt

|

De maneira andloga, temos que a razdo entre esses dois segmentos nos da que

AB ﬁ e, simplificando, obtemos que também i =£.
C 1 DI qX C 1 D 1 q

Portanto, como as razdes sdo iguais, temos a proporgéo:

onte: elaborado pelo autor (2020)

>
w2

S|l
O
S

2° Caso: No segundo caso, vamos demonstrar que a igualdade das razdes acima se

mantém quando um dos membros da mesma for um numero irracional. Isto é, ndo existe

submdltiplo comum de ABe CD.

Para isso, vamos tomar um segmento y submultiplo de CD. Assim, y cabe um certo

namero inteiro n de vezes em CD, ou seja:
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Figura 19 - Divisdo de segmentos incomensuraveis

Aﬁ.""""f’.—"
N S
.-‘1‘ yie

Segimerios J
= L4 - segmentos
-1-“""""""---:.'3_"

Fonte: elaborado pelo autor (2020)

Mas como nesse caso estamos considerando AB e CD incomensuraveis, ao marcar

sucessivamente segmentos de medida y sobre AB , teremos que

my<AB<(m+1).y, meN. (5.2)
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Figura 20 - Aproximacao de segmentos incomensuraveis

Fonte: elaborado pelo autor (2020)

Dividindo todos os termos da desigualdade (5.2) por CD =n.y obtemos:

m.y<ﬁ<(m+l).y:m+l
ny CD n.y n n

Analogamente, tracando retas do feixe pelos pontos de divisio de AB e CD obtemos

C'D'=ny' e
— (5.3)
my'<A'B'<(m+1).y'

Dividindo todos os termos da desigualdade (5.3) por C'D'=n.y" obtemos:

m.y'<A'B'<(m+1).y':m+1 .
ny' C'D' ny' n n
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Como y foi um segmento escolhido arbitrariamente, podemos escolher y tdo pequeno

quanto quisermos, o que implica que aumentamos o valor de n e, consequentemente, 1 fica
n

tdo proximo de zero quanto desejarmos. Logo,

>
@

Sl 5l
(@)
S

4.3 O Teorema de Pitagoras

O teorema de Pitadgoras é um tépico importante na Geometria Euclidiana do ensino
fundamental que relaciona as medidas dos lados de um triangulo retangulo. Esse Teorema é
utilizado para encontrar as medidas dos lados de um triangulo retangulo e também serve de
base para a defini¢do da distancia entre dois pontos.

Para enunciar essa relacdo devemos lembrar dos nomes atribuidos aos lados dos
triangulos retangulos. O maior lado desse tipo de tridngulo é chamado de hipotenusa e esta
sempre oposto ao angulo reto. Os outros dois lados, aqueles que formam o angulo reto, sdo
chamados de catetos. Assim, podemos dizer que o0 quadrado da medida da hipotenusa é igual a
soma dos quadrados das medidas dos catetos. Representando a medida da hipotenusa por a e as
medidas dos catetos por b e ¢, escrevemos a sentenca Matematica a? = b? + ¢2.

Vamos apresentar a seguir uma® das maneiras de demonstrar a veracidade do teorema
de Pitagoras. Usaremos propriedades de semelhanca de triangulos contempladas na habilidade
EF09MA12 da BNCC. Desse modo, tal demonstragéo pode ser feita em uma sala de aula de 9°

ano.

4.3.1 Demonstragao

Teorema 4.4 (Pitagoras): Em um triangulo retangulo, a soma dos quadrados das medidas

dos catetos é igual ao quadrado da medida da hipotenusa.

9 Ossite http://www.cut-the-knot.org/pythagoras/ apresenta uma colecio de 118 abordagens para provar o Teorema
de Pitdgoras, muitas das quais acompanhadas de ilustracGes interativas.



http://www.cut-the-knot.org/pythagoras/
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Hipotese Tese

AABC é um triangulo retangulo = ‘Er = ‘ﬁr +‘%r

Dado um triangulo ABC retangulo em B, como na Figura 21, queremos mostrar que

] -7

Figura 21 — Triangulo retangulo em B

C

B v A

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Primeiro, vamos tracar a altura BD relativa ao lado AC, como mostra a Figura 22. Ou

seja, 0 segmento BD que é perpendicular ao lado AC .
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Figura 22 - Altura do triangulo retangulo em B

900 D

o

Fonte: elaborado pelo autor 2020

Os triangulos ADB e ABC séo semelhantes pois possuem dois angulos congruentes, a
saber, um angulo reto e o angulo A que é comum a ambos os tridngulos. Portanto, pela
AD AB

proporcionalidade dos lados, temos que AB AC oy seja,
_2 —_— —_—
AB =ADxAC (5.4)

Além disso, os triangulos BDC e ABC também sdo semelhantes pois possuem dois

angulos congruentes: um angulo reto e o angulo B, que € comum aos triangulos. Novamente
O BC
pela proporcionalidade dos lados, temos que BC AC, Logo,

2
BC =CDxAC . (5.5)

Adicionando as equacdes (5.4) e (5.5) obtemos,

AB’ +BC =CDxAC+ADxAC .

Que é equivalente a



AB’ +BC’ =(ﬁ+ﬁ)xﬁ.
Observando que, CD+ AD = AC ficamos com
AB +BC =ACxAC.

Isto é

AB +BC =AC’.
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5 APLICACAO E ANALISE DA ATIVIDADE “ENQUADRANDO
PITAGORAS”

Nesse capitulo, iremos relatar a aplicacdo de uma das atividades proposta em nosso
trabalho — Enquadrando Pitdgoras - descrita no Capitulo 3 e apresentaremos nossas
interpretagdes com os fatos e resultados observados.

Toda metodologia empregada para a realizacdo da aplicacdo e os critérios utilizados

para a analise também estdo retratados nesse capitulo.

5.1. Aplicacédo da atividade

Como exposto no capitulo 3, as atividades por nos elaboradas foram pensadas para
serem aplicadas presencialmente, uma vez que a dindmica de interacdo entre os alunos
incorpora os principios de uma aprendizagem ativa, engajada, significativa e socialmente
interativa. Porém, devido ao isolamento social por conta da pandemia causada pelo COVID-
19, ndo foi possivel a aplicacdo nos parametros pretendidos.

Mas como era de nossa vontade vivenciar essa experiéncia com nossos alunos,
resolvemos aplicar uma das atividades remotamente, mesmo sabendo dos prejuizos que
teriamos com relacao as observagdes que seriam permitidas caso a aplicacao da atividade fosse
realizada em um laboratério de informéatica e mediada pelo do professor, presencialmente.

Além disso, sabiamos de antemao de outros prejuizos que de alguma forma poderiam
comprometer nossas observacdes do experimento e estdo relacionados as atitudes e motivacoes
dos alunos que podem ter sido diferentes daqueles vivenciadas em uma situacdo habitual de
aprendizagem® e também ao gerenciamento e controle dos alunos que participavam do
desenvolvimento da atividade por meio de uma ferramenta de aprendizagem online em suas
casas ou em outros lugares.

Em uma sala de aula ou laboratério de informética o professor é capaz de fazer um
acompanhamento mais detalhado podendo observar também o comportamento dos alunos, seus
argumentos verbais e as respostas nao-verbais, como expressdes faciais e corporais. Nessa

perspectiva, queremos chamar atencéo para o fato de que compreender o outro, no caso nosso

10 Entendemos com situagdo habitual de aprendizagem as atividades vivenciadas em sala aula ou laboratérios
durante o ensino exclusivamente presencial.
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aluno, ndo se restringe em apenas entender sua fala (oral ou escrita), mas também suas
expressdes e manifestacbes corporais. Conforme Machado e Miranda (2006), expressdes e
manifestacdes corporais sdo elementos fundamentais na comunicacao entre individuos e muito
podem dizer sobre as experiéncias vivenciadas em uma situacdo de interagdo, como proposta
para nossa atividade.

Por outro lado, com uma nova realidade de ensino remoto tomando conta do cenério
mundial, vimos uma oportunidade de criar um ambiente de aprendizagem de conceitos
geomeétricos diferente do imaginado, mas com potencialidade de evidenciar nossos alunos como
protagonistas maiores do seu conhecimento.

Para a aplicacdo da atividade, ao aliar uma plataforma de um ambiente virtual de
aprendizagem (AVA) ao uso de um software e a uma ferramenta de questionario online,
buscamos oferecer ao estudante a oportunidade de dar autonomia aos seus estudos, desafiando-
0 a buscar e construir seu conhecimento com seus proprios recursos cognitivos e orientacdes
oferecidas na atividade. A interacdo presencial com o professor foi, assim, substituida por uma
interacdo em um forum de discussdo, onde todos 0s alunos envolvidos poderiam compartilhar
suas duvidas de forma que todos pudessem aprender por meio de comentarios e ideias de outros
alunos.

Nas sec¢des que se seguem, retratamos essa experiéncia em detalhes.

5.1.1. Cenario da aplicacéo

e Sujeitos e locus

Durante 0 més de julho de 2020, a atividade “Enquadrando Pitagoras” foi aplicada
remotamente para os alunos de uma escola da regido metropolitana de Belo Horizonte, em que
o professor de Matematica é o pesquisador desse trabalho.

Os sujeitos da pesquisa foram alunos de duas turmas do 8° ano do Ensino Fundamental,
ambas com 25 estudantes. Dos 50 alunos matriculados nessas turmas, 31 realizaram a atividade
e a desenvolveram até o final. Os demais ndo acessaram a atividade por motivos que ndo foram

relatados. Vale ressaltar que tal atividade ndo tinha carater avaliativo.

e Recurso

A atividade foi disponibilizada pela plataforma Moodle, um ambiente virtual de

aprendizagem ja conhecido dos alunos e com o qual eles ja estavam bastante familiarizados,
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visto que o professor pesquisador ja utilizava deste ambiente antes mesmo do ensino remoto

emergencial. A Figura 23, abaixo, mostra a tela de acesso a atividade dentro do ambiente.

Figura 23 - Tela inicial no Moodle

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Vale destacar que todos os alunos ja haviam realizado outras atividades utilizando o
AVA citado, inclusive em anos anteriores. Isso contribuiu bastante para que ndo houvessem
duvidas quanto a navegacao dentro do ambiente. Destacamos, também, que dentre as atividades
realizadas anteriormente no presente ano, estdo atividades de exploracdo e manipulacdo do
GeoGebra que tinham como objetivo tornar o aluno familiarizado com esse aplicativo de tal
forma que em atividades posteriores ndo ocorressem muitas ddvidas quanto ao uso basico do

software. A Figura 24 a seguir, mostra um indice de algumas dessas atividades.
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Figura 24 - Indice de atividades de familiarizacdo com o GeoGebra

TL— Mediatriz

)
o

LY

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)
e Coleta de dados

Para que as respostas dos alunos durante a realizacdo da atividade pudessem ser
coletadas de forma mais dindmica, utilizamos como ferramenta de coleta de dados um
questionario elaborado no Microsoft Forms', no qual colocamos todo o roteiro da atividade,
exatamente como descrita no capitulo 3. Esse questionario pode ser acessado pelo computador
ou por um smartphone utilizando o link disponibilizado ou grcode. As Figura 25 e Figura 26

mostram a visualizacao que o aluno tinha, de acordo com o dispositivo utilizado.

Uhttps://forms.office.com/Pages/ResponsePage.aspx?id=DQSIkWdsWOyxEjajBLZtrQAAAAAAAAAAAAMA
AM7a8JZUQkxBVIpRTIBYSIZXTO5DMEVEUKo2QVkyUidu
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Figura 25 - Tela inicial do formulario no smartphone

Explorando com o

GeoGebra

Vocé pode acessar esse roteiro pelo celular utilzando o
QR Code acima.

* Obrigataria

1.NOME *

Insira sua resposta ‘

2. TURMA *

Insira sua resposta ‘

Avancar
-

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Figura 26 - Tela inicial do formulario no navegador

Explorando com o GeoGebra

Voc pode acessar esse roteiro pelo celular utifizando o QR Code acima.

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Devido as limitacdes para insercdo de textos matematicos no Microsoft Forms, alguns

textos precisaram de ser reescritos usando uma outra simbologia. Por exemplo, a igualdade
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‘Er +‘ﬁr :‘A_Cr, nas questdes 1, 2 e 3 do Roteiro 2, foi reescrita como [med(AC)J2 =

[med(AB)]? + [med(BC)]~

e Sobre a aplicacéo

Inicialmente, durante uma aula sincrona®? de 50 minutos, dois dias antes da data prevista
para a aplicacdo da atividade, o professor aplicador usou 15 minutos para orientar os alunos
sobre as caracteristicas da atividade que seria disponibilizada bem como o tempo que ela
permaneceria disponivel para realizacdo. Nesse encontro virtual, os alunos foram avisados que
deveriam tentar dar respostas “completas” para 0s questionamentos, relatando o méximo de
detalhes possiveis. Além disso, foram avisados que a atividade ficaria disponivel durante dois
dias para que pudessem realiza-la e que eles deveriam preparar o material usual de aula (caderno
para anotacdes, livro, etc.) antes de iniciar a atividade. Foram orientados a escolher um lugar e
horario em que ndo seriam interrompidos, de preferéncia, pois mesmo o questionario estando
disponivel por dois dias, o aluno sé poderia fazé-lo uma Unica vez, embora ndo existisse limite
de tempo para realizacio da atividade e quantidade de acessos™. Assim, o aluno poderia
comecar em um dia e finalizar no outro.

Destacamos que, anteriormente a data de aplicagdo das atividades, o contetdo estudado
envolvia as propriedades dos triangulos bem como suas classifica¢cdes segundo a medida dos
lados e a medida dos angulos. Portanto, as defini¢bes e os simbolos matematicos utilizados

nessa atividade ja eram conhecidos por parte dos estudantes.

e Design da Atividade

No dia determinado para a disponibilizacdo e a realizacdo da atividade assincrona,
orientagdes foram disponibilizadas no ambiente Moodle. Na Figura 27 apresentamos como

€ssas orienta(;()es estavam expressas.

12 Também chamadas de aulas online, as aulas sincronas sdo oferecidas em tempo real através de uma plataforma
virtual de videoconferéncia, como por exemplo o Google Meet ou 0 Zoom. A realizagdo de tarefas por si sO
incluindo assistir a uma video-aula ja gravada sdo chamadas de aulas assincronas e necessitam de plataformas
especificas como por exemplo o Moodle ou Google Classroom.

13 Embora o aluno s6 pudesse realizar a atividade uma Unica vez, ele poderia deixar o ambiente, desligando o
computador, por exemplo, e retornando posteriormente, dentro do periodo de disponibilizagdo da atividade, para
dar continuidade, visto que todo o progresso nas atividades e as respostas registradas ficavam gravadas.
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Figura 27 - Orientagdes para a atividade

Explorando com o Geogebra

Messa atividade vamos explorar algumas relagdes entre as medidas dos lados em trigngulos retdngulos
Vocés poderdo responder as perguntas da atividade até amanha, 23h59min.
ORIENTACOES:

Leia atentamente cada questdo e releia guantas vezes achar necessario para compreender o enunciado.

Siga cuidadosamente os passos descritos nas atividades e responda, de forma detalhada, ds questdes propaostas.
Tente resalver as questdes individualmente € em caso de dividas, entrar em contato com o professor pelo forum
especialmente criado para essa atividade.

Tente expressar o seu raciocinio de modo que a outra pessoa que ird ler possa compreender o gue vooé pensou.
Por isso, capriche na elaboracdc dos seus argumentos.

LA

uiser compartilhar com seus colegas o seus achados, figue & vontade, mas lembre-se: “E muito importante
r que vocé raciocine sobre o problema e tente saluciona-lo sozinho®. Por isso, compartilhe
estionamentos/sugestdes e ndo respostas.

vocé encantrar algum problema para acessar € usar o opplet, entre em contato com o professor pelo farum

o
=0
(=1}

[T = R |
[

(2t

pecial e expligue o que acormeu
Boa investigacdo!

Logo abaixo, nessa mesma pagin
atividade,

estd 0 applet do Geogebra e em seguida um roteiro com as guesties da

o

has caso prefira, vocé pode abrir o applet do Geogebra em uma nova janela se abrira clicando

aqui: hitps QeogeDra.orgy my mporckm.

(Messe caso, ndo feche essa janela. Delxe-a sempre disponivel para retornar ao Geogebra quando solictado,)

Fonte: elaborado pelo autor (2020)

Apos as orientagdes, no proprio AVA dos alunos, foram disponibilizados também o
applet do GeoGebra utilizado para as experimentacfes e o questionario no Microsoft Forms.
Também foi disponibilizado um link para acessar o applet'* e outro para acessar o questionario
em uma péagina fora do ambiente caso o aluno preferisse ou encontrasse algum problema
técnico.

Destacamos que, mesmo os alunos conhecendo as notagcdes Matematicas utilizadas na
atividade, conforme relatado acima, na aula online anterior & aplicacéo das atividades, os alunos

foram relembrados dessas notacdes.

14 https://www.geogebra.org/m/mpbrckm?2



https://www.geogebra.org/m/mpbrckm2
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5.2 Analise dos dados

Apos a aplicacdo da atividade foi possivel verificar as respostas dos alunos no relatério
fornecido pela plataforma do Microsoft Forms. A seguir, apresentamos o0s dados qualitativos e
quantitativos resultantes da participacdo dos alunos no desenvolvimento da atividade.

Estamos chamando aqui, de dados quantitativos, dados objetivos que incluem, por
exemplo, informacdes relacionadas ao tempo gasto para realizacdo das atividades, percentual
de acertos e erros das respostas das atividades e quantidade de alunos que deram respostas para
cada uma das quest@es da atividade.

E importante destacar que por detras de cada nimero, existe uma qualidade a ser
explorada ao olhar de um pesquisador. Assim, os dados qualitativos incluem nossas
interpretacdes elaboradas a partir dos dados objetivos, em uma tentativa de articulagdes com
nosso referencial tedrico, com o0s objetivos da atividade, além de relatos dos alunos sobre o
desenvolvimento nessa atividade.

Para garantir a confidencialidade dos dados e seus sujeitos usaremos uma numeragao
para indicar os alunos e suas respostas ao longo das analises. Essa numeracéo foi atribuida de
acordo com uma planilha elaborada pelo préprio recurso do Forms na medida em que os alunos
iam terminando a atividade. Dessa forma, o primeiro aluno que finalizou a atividade denotamos
por Aluno 1 e o ultimo aluno a terminar a atividade denotamos por Aluno 31.

Optamos em fazer a anélise separada de cada um dos dois roteiros que compdem a
atividade, uma vez que no Roteiro 1 utilizamos das areas dos quadrados para explorar o teorema
de Pitagoras e, no Roteiro 2, utilizamos da medida dos lados do triangulo ABC para provocar
nos alunos a elaboracdo de argumentos que os levassem (ou aproximassem) do Teorema de
Pitagoras.

Mesmo que as estratégias utilizadas sejam diferentes, no que tange o objeto matematico
e suas propriedades utilizados para as exploracdes durante a atividade (area de quadrado e
medida de lado do triangulo) é importante destacar que a intencdo é fazer com que os alunos
possam estabelecer relagdes entre as duas estratégias para fazer suas inferéncias.

Organizamos os dados em tabelas, quadros e graficos a fim de facilitar nossa leitura das
informacdes obtidas com as respostas dos questionarios e, assim, elaborar algumas analises.

Nas secdes que seguem, apresentamos nossas interpretacdes.
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5.2.1. Primeiros dados

Para permitir uma interacdo (mesmo que virtual) dos alunos, ja que a realizacdo da
atividade aconteceu individualmente, os alunos tiveram um forum exclusivo para
comunicarem-se com o professor caso encontrassem alguma dificuldade ao longo do
desenvolvimento da atividade.

Essa possibilidade de interacdo esta de acordo com a concepcdo de elaboracdo da
atividade moldada em preceitos de uma atividade exploratoria, em que a interacdo entre 0s
envolvidos (alunos e professores) se mostra fundamental para a elaboracdo de argumentos a
partir da socializacdo dos achados. Os argumentos expressos ao longo da atividade, sejam em
forma de ddvidas ou conjecturas, ajudam os alunos a irem refinando seus raciocinios e
elaborando novas inferéncias até que se entenda que a tarefa foi concluida. Nesse processo,
muito conhecimento é produzido, cabe ao professor enquanto mediador da atividade ir
direcionando seus alunos para a consolida¢do do conhecimento.

Infelizmente, pouca interacdo ocorreu com a aplicacdo feita remotamente. Essa
afirmacéo esta baseada no fato de que apenas um dos alunos fez uso do forum disponibilizado

pelo professor para as duvidas. Abaixo, segue a mensagem do Aluno 17

Mensagem do Aluno 17: “N&o consegui fazer a avaliagao pois quando alterava o d1 e d2

guando foi pedido a soma das areas dos quadros verde e azul ndo dava igual a medida da

area do quadrado vermelho assim como no primeiro exemplo.”

Diante desse questionamento, percebemos que o Alunol7 estava tentando alterar os
controles d1 e d2 para que a soma das medidas das areas dos quadrados verdes e azul ficasse
igual @ medida da area do quadrado vermelho. Em menos de uma hora, o professor respondeu

ao Aluno 17 no férum:

Mensagem do professor:

“Ola! O fato de a soma das areas ser igual nem sempre vai acontecer. Leia com aten¢do as
perguntas.

Detalhe: ndo se esqueca que nesse momento da atividade que vocé descreve, é pedido que
voceé crie novos triangulos retangulos. Isto é, modifique o triangulo, mas construa novos
triangulos retangulos.

Ah! E fique atento as perguntas!!! Leia e releia quantas vezes for necessario.”
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Além dessa interacdo, nenhum outro aluno relatou algum problema ou davida pelo
forum. Vale ressaltar que essas mensagens deixadas no forum ficaram visiveis para que outros
alunos pudessem consultar as duvidas dos outros.

Dos 31 alunos que responderam até o final, a média de tempo gasto para realizacéo da
atividade foi de 109 minutos com mediana 59 minutos. O aluno que gastou menos tempo
precisou de 13 minutos para finalizar a atividade. Pelas respostas apresentadas podemos inferir
que ele realizou tudo o que foi pedido, porém, talvez por se tratar de um aluno repetente e ja
conhecer o Teorema de Pitagoras, tenha realizado a atividade ja sabendo de qual assunto se
tratava.

Dois alunos (Aluno 30 e Aluno 31) gastaram 150 minutos para realizar a atividade,
tendo iniciado e terminado no mesmo horario. Destacamos que as respostas fornecidas por esses
dois alunos sdo idénticas. O tempo gasto por esses dois alunos s6 € superado pelo aluno que
gastou 1407 minutos, ou seja, quase um dia.

Das conclusdes possiveis, podemos dizer que esses dois alunos fizeram a atividade
juntos, mostrando que interagiram durante a atividade para elaboragcdo dos argumentos, ja que
gastaram um tempo razoavel para o desenvolvimento. Dizer que um copiou as conclusfes do
outro também é uma possibilidade, mas nosso conhecimento desses alunos, e pelos dados
registrados de data e tempo de realizacéo da atividade, nos faz inferir que eles desenvolveram

a tarefa discutindo cada um dos passos.

5.2.2. Anélises do desenvolvimento do Roteiro 1

Na questdo 1 (Roteiro 1) é solicitado que o aluno observe a figura do applet e anote a
area dos 3 quadrados construidos e depois efetue a soma de dois desses quadrados (Q1 e Qz)
para depois estabelecer uma relagcdo com a area do terceiro quadrado (Qs3).

Como nessa atividade os alunos usam os dados que ja se apresentam no applet (Figura
27), as respostas da grande maioria (aproximadamente 91%) para as medidas das areas e da
soma foram iguais e corretas, 0 que ja era esperado.

Apenas em trés respostas tivemos que os valores diferiam na parte decimal do que eram

apresentados inicialmente pelo applet, como mostra a Figura 28
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Quando elaboramos as atividades, configuramos o applet de tal forma que as medidas

tivessem aproximacdo de 2 casas decimais. Ndo entendemos o motivo para os achados das

respostas de 3 alunos, apresentadas na Tabela 3:

Tabela 3 — Algumas respostas para a questao 1

Aluno | Areaquadrado3 | Areaquadrado?2 | Area Quadrado 1 Soma areas 2 e 1
30 38,44 20,5209 17,9776 38,4985
31 38,44 20,5209 17,9776 38,4985
23 38.44 20.5209 17.9776 34.8697

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Talvez, problemas de configuracdes ou uso de navegadores podem ter ocasionado a

alteracdo nos dados. Mas, 0 que mais nos chamou atencao, foi o fato dos valores das areas dos

quadrados serem exatamente os mesmos, algo que ndo soubemos explicar. No caso das

respostas dos Alunos 30 e 31, sabemos que esses, conforme relatado mais acima, responderam

todas as questdes da atividade com mesmas respostas, mas o0 Aluno 23, ndo.

A soma efetuada pelo Aluno 23, nos faz inferir que o aluno cometeu um erro “bobo” na

hora de efetuar a soma, mas que compromete a sua concluséo para elaboracdo de um argumento

plausivel com a proposta da atividade.
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Ainda na questdo 1, quando solicitados para estabelecer uma relagdo entre a soma das
areas de dois dos quadrados (Q1+Q2) com a area do terceiro (Qz), 0s trés alunos que
apresentaram valores diferentes daqueles estabelecidos na Figura 27 para as areas dos
quadrados, chegaram em conclusdes diferentes da esperada.

O Aluno 30 e o Aluno 31 concluiram que o valor da soma das areas de Q1 e Q2 era
“semelhante” a0 valor da area do Qs. Esse argumento evidéncia um conflito a respeito do que
se entende por semelhanca. Ao analisar as outras respostas desses alunos, observamos que 0s
argumentos que séo elaborados na conclusdo do Roteiro 1 da atividade evidencia que os alunos
entendem semelhanga como igualdade de valores.

Isso é preocupante e destacamos dois pontos a serem considerados: primeiro se refere a
comparacao dos valores encontrado pelos alunos 38,4985 (soma das areas de Qi e Q2) e 38,44
(area de Q3) serem considerados “iguais”, mostrando que esses alunos entendem que numeros
com partes decimais proximas podem ser considerados nimeros idénticos; segundo, se refere
ao sentido sintatico de semelhanca na lingua materna (muito parecido, idéntico) e o sentido na
Matematica (proporcionalidade). Nossa interpretacdo é de que os alunos utilizaram o sentido
dado na lingua materna e, que esse, pode ter sido absorvido como o sentido dado na Matematica,
levando os alunos a cometerem, futuramente, erros em outros contetidos matematicos.

J& 0 Aluno 23 concluiu que as areas calculadas na atividade eram “quase” a mesma.
Argumento que se mostrou légico durante o desenvolvimento de toda a atividade, ja que esse
aluno em particular, ndo conseguiu observar a relacdo de Pitdgoras com os resultados que ele
encontrou nas exploragoes.

Destacamos que um dos alunos deu uma resposta que ndo se relacionava ao enunciado
da questdo “Qual a relagdo da soma das &reas encontrada com a area do quadrado vermelho? ™.

Sua resposta foi:
Aluno 28: 76.96

Fica claro que o aluno ndo entendeu o enunciado ou simplesmente fez uma leitura rapida
e se baseou na pergunta anterior que solicitava as somas das areas. Isso pode mostrar um
descomprometimento em relacdo ao desenvolvimento da atividade, o que acarreta em uma
analise prejudicada. Como dito no inicio, talvez se a atividade fosse aplicada nos parametros
pretendidos com sua elaboragdo (presencialmente), teriamos mais controle de problemas

ocorridos durante a aplicagéo.
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Na segunda parte da exploracdo (Questdes 2, 3 e 4) os alunos s&o motivados a mover
alguns segmentos criando um novo triangulo retangulo. Pelos dados obtidos podemos perceber
que apenas um aluno ndo seguiu as instrucdes e repetiu as respostas da primeira parte. Todos
0s demais apresentaram valores que indicam que exploraram e manipularam os elementos do
applet do GeoGebra, embora em 5 respostas os valores apresentados ndo correspondem as
medidas que indicam que os alunos criaram tridngulos retdngulos, mesmo que essa condigédo

estivesse expressa na pergunta. O Gréafico 1 evidencia essa informacéo:

Grafico 1 — Quantidade de tridngulos retangulos na questao 2

Quantidade de triangulos retangulos - Questao 2
30
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15

10

Sim Nado

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Ao final da questdo 2, os alunos sdo solicitados, novamente, a verificar e descrever “qual
a relacdo da soma das medidas das areas encontrada com a medida da area do quadrado
vermelho” encontrada por eles.

Como esperado, o Aluno 23 afirmou que ndo observou nenhuma relagéo, o que esta de
acordo com os valores apresentado por ele para as medidas das areas dos quadrados. Todos 0s
outros alunos relataram verificar a igualdade entre as medidas, inclusive aqueles que
encontraram valores diferentes, como € o caso dos Alunos 30 e 31, ja relatado nas observacoes
acima. O que nos chama atencao desse fato é que dos 5 alunos que ndo construiram triangulos
retangulos, conforme orientacdo da questdo, 3 alunos afirmaram que as medidas eram quase
iguais. 1sso remete, novamente, a inferir que alguns alunos ndo prestaram atenc¢do no que era

solicitado e ndo fizeram relagbes corretas com seus achados. Além da falta de atencéo, esses
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alunos podem ter utilizado somente a informacdo da primeira exploragdo, na qual todos os

alunos tinham tridngulos retangulos nas suas construcées.

No Quadro 1, apresentamos algumas das respostas dos alunos.

Quadro 1 — Algumas respostas para a questao 2

Aluno Respostas
2 Novamente, ambos tém o mesmo valor
4 A area do vermelho e igual a area do azul +verde
A relacdo é a medida das somas das areas dos quadrados azul e verde ser a mesma
6 .
que a area do quadrado vermelho
A soma da area do quadrado verde e o quadrado azul resulta na area do quadrado
13
vermelho
14 |asomadas areas dos quadrados, azul e verde é equivalente a area quadrado vermelho
18 | Area do quadrado verde + do vermelho = area do quadrado vermelho
22 | Asoma da area dos dois catetos e igual a area quadrado vermelho
23 | nédo ha nenhuma relagéo
24 |relagdo de igualdade
A relacdo é que a medida da &rea dos 2 menores quadrados é quase igual a area do
25 .
quadrado maior.
30 | O resultado é semelhante.
31 | O resultado é semelhante.

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

A resposta de alguns dos alunos expressa no Quadro 1 chamou-nos atencéo. Os Alunos

4 ¢ 18 utilizam uma escrita em que “misturam” lingua materna e linguagem Matematica para

expressar seus argumentos. Em nossas referéncias sobre o ensino das demonstrac6es os autores

falam da importancia dos alunos apresentarem seus argumentos em linguagem natural para

depois realizarem uma transposicdo para a linguagem Matematica, de forma a tornar

compreensivel uma prova Matematica. Mesmo que de maneira simplista, a articulacdo entre

duas linguagens pelos Alunos 4 e 18, evidencia uma compreensdo entre dois campos

linguisticos distintos e como eles podem ser articulados na apresentacédo de argumentos logicos.

O Aluno 22 apresenta uma redagdo em que observamos um erro ao falar em “area de

cateto”. Destacamos que de alguma forma ele ja comegou a associar as areas dos quadrados

com a medida dos lados dos catetos do triangulo ABC, pois ndo acreditamos que ao citar a “area
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do cateto” o aluno esteja se referindo a area ocupada pelo cateto e sim a area do quadrado sobre
o0 cateto. Vale ressaltar que a observacdo realizada pelo aluno nesse sentido é necessaria para a
demonstracdo do Teorema de Pitagoras.

O Aluno 25 fala em quadrados “menores” e quadrado “maior” mesmo sem que
usdssemos esse atributo no enunciado das questdes. Isso é relevante, uma vez que no Teorema
de Pitagoras os catetos sdo lados de medidas menores do que a hipotenusa, o que garante a
condicdo para o Teorema ser verificado. De alguma forma, o aluno observa informalmente essa
condicao.

Na terceira questdo da segunda parte dessa investigagcdo, novamente um aluno limitou-
se a repetir os valores e as respostas. Os demais apresentaram dados que compravam a
exploracdo e manipulacdo das figuras do applet, embora alguns valores mostrem que 0s

triangulos construidos ndo eram triangulos retangulos.

Graéfico 2 - Quantidade de triangulos retangulos na questdo 3

Quantidade de triangulos retangulos - Questao 3
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Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

A pergunta final da terceira questdo, novamente pedia a relacdo da soma das medidas
das areas dos quadrados azul e verde encontrada no item anterior com a medida da area do
quadrado vermelho. Duas respostas se destacam por apresentarem relacGes verificadas pelos
alunos, conforme dados da Tabela 4, porém que ndo eram esperadas como objetivo dessa

atividade.



Tabela 4 — Algumas respostas para questdo 3
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Aluno | Area Quadrado3 | Area Quadrado?2 | Area Quadrado 1 Soma areas 2 e 1
5 39.08 15.08 18 33.08
23 9 9 17.9776 26.9776

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Aluno 5: a diferenca ndo passa de 7

Aluno 23: se vocé multiplicar ele por 2 dara o resultado dos dois juntos

Uma possivel interpretacdo para a afirmagdo do Aluno 23 da qual devemos multiplicar
por 2 a area do Quadrado 1 para encontrar o resultado da soma das areas dos Quadrados 2 e 3s
é a utilizacdo do numero 18 como aproximacéo para o valor 17,9776, apresentado por ele como
area do Quadrado 1. Aqui, mas uma vez, observamos a condi¢@o de “igualar” nimeros racionais
em sua forma decimal, com a parte inteira mais proxima. Ressaltamos que a instrugdo da
questdo pedia para o aluno comparar o resultado da soma das medidas de area dos Quadrados
2 e 1 com a medida de area do Quadrado 3.

Destacamos aqui 0 Aluno 22 usa novamente a expressdo “area do cateto”
equivocadamente, embora jA demonstre a associacdo que faz com as &reas dos quadrados
observados.

Os Alunos 27 e 30 utilizam os termos “proximo” e “semelhante” em suas respostas,
muito provavelmente pelo fato de terem utilizados aproximacdes que levassem aos valores
apresentados por eles., embora o resultado do Aluno 27 apresente uma diferenga maior que
duas unidades. A Tabela 5 retrata esses valores:

Tabela 5 — Valores apresentados pelos Alunos 27 e 30

Aluno | Area Quadrado3 | Area Quadrado?2 | Area Quadrado 1 Soma areas 2 e 1
27 31.36 15.76 18 33.76
30 18,0625 0,0784 17,9776 18,056

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

No Quadro 2, apresentamos algumas das respostas dos alunos para a relagdo
estabelecida entre a soma das areas do quadrados azul e verde com a area do quadrado

vermelho:
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Quadro 2 — Algumas conclusodes

Aluno Respostas
3 a area do quadrado vermelho é igual a soma do verde e do azul
4 a area do vermelho e igual a azul+verde
5 A diferenca ndo passa de 7
A relagdo é a medida da somas das areas dos quadrados azul e verde ser a mesma
6 que a area do quadrado vermelho
8 Ambos sdo iguais a 21.38.
A soma da area do quadrado verde e do quadrado azul resulta na area do quadrado
13
vermelho
14 |asoma das areas dos quadrados,azul e verde € equivalente a area quadrado vermelho
15 | arelacao do azul mais do vermelho e igual a 68
A relacdo é que a soma das areas dos quadrados (verde e azul) é a mesma do que a
16 area do quadrado vermelho
17 | as duas medidas tem o mesmo valor
18 |Area do quadrado verde+do vermelho= area do quadrado vermelho
19 | que ambas ddo o mesmo resultado
20 |Asoma da area dos dois catetos € igual a area da hipotenusa
21 |arelagao é que elas tem a mesma medida
22 | Asoma da area dos dos catetos e igual a area do quadrado vermelho
23 |se voce multiplicar ele por 2 dara o resultado dos dois juntos
A relacdo é que a soma da area dos 2 quadrados menores € igual a area do quadrado
25 :
maior.
26 | asoma da area de azul + verde € igual a area de vermelho
27 | O numero da area é proximo
29 |Asoma da area dos quadrados azul e verde é igual a area do quadrado vermelho.
30 | O resultado é semelhante.
31 | O resultado é semelhante.

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)
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Na terceira e Gltima parte do roteiro 1, pedimos que os alunos chegassem em uma
conclusdo a respeito das equacdes a®> = b? + ¢ b? = a® + ¢? e ¢? = a® + b?, sendo a area do
quadrado vermelho a2, a area do quadrado azul b? e a area do quadrado verde c? .

Uma grande porcentagem de alunos respondeu "Sim" a pergunta 5 (Se a area do
quadrado vermelho é a2, a area do quadrado azul é b? e a area do quadrado verde é c2, podemos
concluir que a? = b? + ¢??) e todos responderam “N&0” as perguntas 6 ¢ 7. O Grafico 03 abaixo

evidencia esse percentual.

Gréfico 3 — Comparacdo das respostas das questées 5, 6 e 7

100%
93,5% das pessoas 100% delas
® responderam @ responderam “NEo”
“Sim” & pergunta 5 as perguntabe?

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

O Aluno 23 afirma que sua “conclusdo ¢ que a area do quadrado verde sempre ¢ a
mesma”. Os demais alunos apresentam conclusdes esperadas para a atividade proposta, como
por exemplo, 0 Aluno 9 que descreve que “quando vocé muda o tamanho da &rea dos quadrados,
mas o angulo é mantido, a soma dos quadrados menores é igual a do maior”.

Destacamos a resposta do Aluno 24 que, mesmo nao chegando as conclusdes esperadas
nas questdes anteriores e afirmando que ndo via relacdo alguma entre a soma das areas dos
quadrados azul e verde com a area do quadrado vermelho, ele respondeu “sim” a questdo 5,
alegando que a equacio a? = b? + c2 era verdadeira.

Os Alunos 5 e 15 alegram que n3o se podia concluir que a2 = b? + ¢ No caso do aluno
5 é compreensivel sua conclusdo, uma vez que quando ele manipulou o applet para gerar outros
tridngulos retdngulos nas questdes anteriores e verificar a relacdo entre as &reas, ele fez as

observacdes em triangulos ndo-retangulos.
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J& o Aluno 15, para nossa surpresa, apesar de afirmar que a relacdo era falsa, suas
observac@es anteriores mostram que ele concluiu que a soma das areas dos triangulos azul e
verde era igual a area do triangulo vermelho. Pode ser que ao se expressar a relagdo em uma
linguagem Matematica, o aluno ndo conseguiu fazer a transposicao adequada, entendendo a
notagdo Matematica desvinculada do sentido que ele deu ao se expressar na lingua materna.

5.2.3 Anélise do desenvolvimento do Roteiro 2

No Roteiro 2 da atividade, nas questdes 1, 2 e 3, os alunos utilizaram o applet do
GeoGebra para comparar as medidas dos lados do triangulo ABC. Modificando o tridangulo,
que agora ndo precisava ser necessariamente retangulo, os alunos foram levados a verificar se
arelacdo do Teorema de Pitagoras era valida em trés momentos. Os dados coletados e expressos
na Tabela 6 mostram gque os alunos criaram, na questao 1, triangulos com diversas medidas para

o0 angulo £ABC do triangulo construido e apresentado no applet do GeoGebra.
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Tabela 6 — Dados da questédo 1

|AB|
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4.24
4,24
4,24
4,24

|AC]|
5.43
3.61
5.02
8.25
5.12
6.28
5.39
3.36
6.32
3.92
5.02
3.52
6.65
5.35
8.25
5,73
3.54
7
7.61
5.48
8.44
4.28
2.98
8,25
8.3
5.11
2.91
8.38
5,13
3,26
3,26
Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

IBC|
3.39
3.93
5.25
7.07
3.34
3.77
1.61
5.01
3.67
1.84
5.25

3.26
3.25
7.07
4,5
3.54
5.57
5.33
5.42
5.01
0.57
2.3
7,07
5.06
5.28
4.96
5.02
2,16
2,41
2,41
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£LABC
90
52.31
B=62,74
97
83.93
102,99°
127.87
41.57 graus
105.64°
67.38
62.74
43.85
124,38
12.84
18
81,87°
53.13
87.88
104.59
67.78
131.57°
111.8
45
90
125.91°
63.78
12.11
129,29
101,31°
49,76
49,76
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De todos as medidas apresentadas, apenas duas sdo, exatamente, iguais a 90°. Uma
dessas respostas foi apresentada pelo Aluno 1 que, como ja mencionamos anteriormente, nao
movimentou os comandos do applet para criar novos triangulos.

O Aluno 24, que também afirmou que a medida do angulo pedido na questdo 1 era igual
a 90°, ndo apresentou dados coerentes com o quadrado da medida dos lados o que o levou a
negar que a soma dos quadrados das medidas dos dois lados de menor comprimento era igual

ao quadrado da medida do maior lado. A Tabela 7 mostra esses valores.

Tabela 7 — Dados apresentados pelo Aluno 24 na questéo 1

Aluno |ABJ? IACP IBCP IACP =|AB[>+|ABJ

24 17,9776 68,0625 58,3275 Néo
Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Nessa segunda questdo, observamos que 4 alunos afirmaram que a relagdo pitagorica
era verdadeira. Mas nenhum dos dois alunos que citaram que a medida do angulo 2ABC era de

90° figura entre esses 4, como mostra a Tabela 8.

Tabela 8 — Dados apresentados pelos Alunos 14, 18, 22 e 27 na questédo 1

Aluno Angulo |AB? |ACJ? IBC[?
14 12.84 17,97 28,62 12.25
18 87.88 17,97 49 32,49
22 111.8 17,9776 18,3184 0,3249
27 12.11 2. 1. 2,

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Com a aplicacdo da atividade de forma assincrona nao foi possivel discutir, durante a
realizacdo da atividade sobre fato desses alunos afirmarem que a relacdo era valida sem que o
tridangulo fosse retangulo. Por isso, supomos que tais alunos fizeram consultas a algum
documento, colega ou até mesmo familiares.

Na questdo 2 dessa segunda etapa desse, foi solicitado que os alunos criassem novos
triangulos, ndo necessariamente retangulos, e comparassem o quadrado das medidas dos lados
e a medida dos angulos. Pela primeira vez, o Aluno 1 apresentou medidas diferentes daquelas
mostradas inicialmente pelo applet.

Observamos aqui que trés dos quatro alunos que afirmaram ter verificado a relagdo no

primeiro momento, afirmaram novamente que a relacdo era verdadeira, embora os valores
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apresentados do quadrado das medidas dos lados e o valor da medida do angulo nédo
confirmassem a relagdo. Novamente, como ndo acompanhamos presencialmente a realizacao
da atividade, ndo podemos verificar o porqué dessas afirmacgdes. Na Tabela 9 trazemos alguns

desses dados:

Tabela 9 - Dados apresentados pelos Alunos 14, 18, 22 na questéo 2

Aluno Angulo |AB? |ACJ? IBC|?
14 19.59 17.97 68.06 49.98
18 73.39 17,97 25,50 17,72
22 26.22 17,9776 5,7121 27,8784

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Ainda nessa etapa, dois alunos afirmaram que o angulo pedido era um angulo reto, mas

que a relacdo ndo se verificava. Na Tabela 10 temos as respostas desses dois alunos:

Tabela 10 - Dados apresentados pelos Alunos 5 e 25 na questéo 2

Aluno Angulo |AB? |ACJ? IBC|?
5 90 17.97 21.34 3.38
25 90 17.9776 37.21 19,1844

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Na questdo 3 desse roteiro, foi pedido pela Gltima vez que os alunos modificassem os
tridangulos apresentados no applet. Mais uma vez, verificamos que o Aluno 1 relatou medidas
gque comprovam que ele modificou os triangulos e fez exploracdes, de acordo com o objetivo
da atividade.

Depois dessa nova alteracdo dos triangulos, nenhum aluno afirmou que a medida do
angulo ABC era de 90°. Porém, os quatro alunos que, no primeiro momento, afirmaram que a
relacdo proposta era valida, também o fizeram aqui, mesmo que os dados mostrassem o

contrario, conforme a Tabela 11
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Tabela 11 — Dados apresentados pelos Alunos 14, 18, 22 e 27 na questéo 3

Aluno Angulo |ABJ? |ACJ? IBC|?
14 12.84 17.97 28.62 10.56
18 27,47 17,97 3,88 15,84
22 123,63 17,9776 27,5625 2,3409
27 10,04 2. Ly Lo,

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

E preciso buscar entender quais motivos levaram esses mesmos alunos a inferirem que
0 Teorema de Pitagoras era verdadeiro, mesmo que os valores encontrados por eles revelem
que a identidade ndo era valida. Falta de compreensdo da linguagem Matemaética pode ser uma
delas, mas os dados também nos mostram que os alunos cometeram erros no calculo da medida
dos lados do triangulo ao serem elevados ao quadrado. Juntando isso, como as orientagdes
solicitavam que os alunos utilizassem duas casas decimais de aproximagéo, julgamos que isso
pode ter sido relevante para algumas das conclusdes obtidas.

Por altimo, os alunos foram orientados a usar o0 mouse e movimentar os pontos da figura
do applet, observando se, em algum momento, a relacdo [med(AC)]2 = [med(AB)]? +
[med(BC)]? era verdadeira. A maioria afirmou que a relagdo néo era valida, como mostra o
Grafico 4:

Grafico 4 — Concluséo sobre a validade da propriedade investigada

A relacao apresentada é sempre valida?
16
14
12
10

A~ O

N

. ] -

A relagdo ndo é valida Arelagdo so é valida Outros N3o respondeu
quando o triangulo é
retangulo

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)
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O Aluno 17 foi o tnico aluno que ndo respondeu essa questdo mas deixa uma observacao
para esse fato.

Aluno 17: néo tive concluséo pois aparentemente ndo mexi no GeoGebra corretamente.

Os Alunos 5 e 28 apresentaram respostas discrepantes dos demais:

Aluno 5: Isso raramente ocorre.

Aluno 28: O triangulo é isdsceles.

Em particular, no caso do Aluno 28, as medidas apresentadas por ele na questéo, nao
correspondem as medidas dos lados de um triangulo isdsceles. Essa incoeréncia demonstra uma
total falta de dominio do que é ser isosceles.

Em seguida, nessa ultima etapa, o enunciado do Teorema de Pitagoras é apresentado e
os alunos devem responder, com base nas suas observacdes descritas no desenvolvimento dessa
atividade, se verificaram essa afirmacdo. Embora na etapa anterior desse segundo roteiro a
maioria ter afirmado que a relacdo ndo ocorreu, nesse momento a maior parte dos alunos
respondeu afirmativamente.

Grafico 5 — Alunos que verificaram o Teorema de Pitagoras

"Em qualquer triangulo retangulo, o
guadrado do comprimento da hipotenusa &
igual a soma dos quadrados dos
comprimentos dos catetos."

® Ndo ®Sim

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)
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Acreditamos que esse percentual que observou que o Teorema de Pitagoras é valido,
teve como referéncia os achados com o Roteiro 1 e suas relacbes com o desenvolvimento do
Roteiro 2.

Para os alunos que ndo conseguiram verificar a relacdo foi pedido que registrassem a

opinido sobre o que pode ter levado & ndo verificarem. No Quadro 3, destacamos essas

observagoes.
Quadro 3 — Observacoes apresentadas pelos alunos
Aluno Respostas
1 néo sei
nédo entendi a relacdo da afirmacéo de pitagoras com as minhas observacdes nesta
4 atividade
Eu acho que pode ter acontecido problemas como: meu computador, ou que a
5 afirmacado ¢é falsa

8 N&o sei 0 que pode ter acontecido.

15 ndo achei muito bem os pontos corretos

23 n&do sei 0 que pode ter acontecido porem nenhum deu isso

Fonte: Elaborado pelo autor (2020)

Chamamos atencéo para o fato de que o Aluno 4 fez uma observacdo que associa seus
achados com a conclusédo. De certa forma, os valores que ele encontrou ao realizar as
exploracdes o levaram a ndo validade do Teorema de Pitagoras, 0 que se mostrou coerente.
Infelizmente, os passos ndo foram seguidos corretamente e suas observagdes ndo contemplaram
0 que esperavamos com a atividade.

As observagdes dos outros alunos evidenciam uma falta de compreensdo sobre o que
pode ter ocorrido, mesmo que eles ndo soubessem que o Teorema fosse valido, uma vez que
eles ainda ndo tinham visto essa matéria. Mas, dentre a observacdo desses alunos, a do Aluno
15 evidencia um “mea-culpa” por nio ter chegado a conclusdo esperada, algo preocupante, ja
que se responsabiliza pelo ocorrido, mesmo que sem argumentos 16gicos.

Ainda, o Aluno 3 afirmou que conseguiu verificar a relagdo, mas escreveu uma
observacao gue nos deixou em duvida se ele conseguiu aproveitar essa atividade ou ndo redigiu

Sua ObSQI’V&QéO corretamente.

Aluno 3 Cheguei a essa conclusdo mas entendi muito bem.
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Os Alunos 28, 29, 30 e 31, que responderam afirmativamente & questdo anterior,
utilizaram o espaco para afirmarem novamente que chegaram a conclusdo. Outros alunos que

afirmaram ter observado a propriedade pitagérica também fizeram consideracoes:

Aluno 11: Eu cheguei a essa conclusdo. Na questdo em que eu escrevi que nao tinha

achado a relagéo, o triangulo ndo devia ser retangulo.

Notamos nessa fala, a observacdo de que a relacdo ndo se aplica em triangulos nédo

retdngulos, mesmo que ainda insegura.

Aluno 25: Eu acho bem estranho, porém que é tudo pura Matematica.

A fala do Aluno 25 evidencia uma relagdo com Matematica e, mais ainda com as
demonstra¢Ges Matematicas, muito presente no Ensino. Uma fala que distancia a Matemaética
do campo do “possivel” e a coloca em um lugar quase de “magia” e “mistério”, no qual as
relacdes e propriedades dos seus objetos de estudo surgem do nada ou de mentes Matematicas

brilhantes que controlam como a Matematica se cria, se faz.

5.3 Apds a aplicagao

Na aula online seguinte a realizacdo da atividade foi reservado um momento para
discusséo. Todos os alunos foram convidados a relatar suas percepgdes sobre a atividade, mas
apenas dois alunos participaram, voluntariamente.

Segue a fala desses dois alunos.

Aluno 15: Foi muito divertido usar o0 GeoGebra. Meu pai é engenheiro e sempre ougo
ele falar do Teorema de Pitagoras.
Aluno 25: N&o gostei muito de ficar fazendo a atividade no computador. Prefiro lista

de exercicios pra fazer no caderno!

O Aluno 3 foi chamado, nominalmente, para que pudesse explicar a observagédo deixada
na atividade. Nesse momento, o Aluno explicou que apesar de ter chegado a conclusao que era
0 objetivo da atividade ele ndo conseguiu entender muito bem como aquela relacdo podia ser

verdadeira e aplicavel.
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Dos 6 alunos que afirmaram ndo ter chegado a conclus&o, dois alunos (Aluno 4 e Aluno
23) ndo participaram dessa aula online. Os outros 4 alunos foram chamados a participar e
interagir, mas nao quiseram responder.

Destacamos, aqui, que alguns alunos que nao realizaram a atividade, pediram para que
fosse dada uma nova oportunidade. Como grande parte dos alunos ja tinham participado e 0s
resultados ja haviam sido coletados, foi disponibilizado um link para o applet, juntamente com
o roteiro para a atividade para que eles pudessem realiza-la sem que houvesse a coleta de dados.
Esse link também ficou disponivel para todos aqueles que fizeram e quisessem acessar
novamente atividade.

Em seguida, nessa mesma aula online, o Teorema de Pitadgoras foi apresentado
formalmente com alguns exemplos de aplicacao.

Queremos registrar que, mesmo diante das dificuldades em realizar remotamente uma
atividade com caracteristicas exploratérias, achamos a experiéncia valida e, conseguimos, em
parte, atingir os objetivos com a aplicacéo.

Colocar em evidéncia o aluno como construtor do seu conhecimento, permitindo que
ele “crie” Matematica, o ajuda a estabelecer uma relagdo melhor com as demonstracdes
Matematicas e elas passam a fazer mais sentido. Além disso, os alunos experimentam uma
sensacao de protagonismo quando elaboram argumentos que justificam relagdes e propriedades
matematicas, sentido mais seguros para inferir e conjecturar novas proposigoes.

Importante destacar que o uso do GeoGebra e outros recursos computacionais foram
fundamentais para todo o desenvolvimento e se mostraram importantes para 0 processo de
ensino e aprendizagem. Dessa forma, ndo podemos negar que 0 uso desses recursos precisam
fazer parte da atividade profissional dos professores, que podem encontrar nesses, outros meios

para ajuda-los em seu dia-a-dia escolar.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho apresentou trés atividades experimentais para 0 ensino de
propriedades geométricas no ensino basico. Ao iniciarmos essa pesquisa, com a revisdo de
literatura, procuramos analisar os objetivos norteadores desta dissertacao, em especial a cria¢do
dessas atividades, com o intuito de promover, a partir de atividades com pressupostos de
investigagdes/exploracfes Matematicas, reflexdes sobre tais propriedades geométricas e
contribuir para o exercicio da escrita de argumentos matematicos, aproximando nosso aluno da
escrita de uma demonstracéo.

A construcdo das atividades considerou a aplicacdo das mesmas em duas realidades: em
escolas que dispdem de um laboratorio de informéatica e também em escolas com menos
recursos. Por esse motivo, cada uma das trés atividades é apresentada subdividida em uma
possibilidade de aplicacdo utilizando o aplicativo GeoGebra e uma outra possibilidade, sem a
utilizacdo desse aplicativo, em que seria possivel realizar uma investigacdo sem a necessidade
de recursos didaticos mais elaborados.

Embora as duas possibilidades de cada atividade fossem diferentes entre si, a construgédo
de cada uma dessas possibilidades considerou a exploracdo de uma manipulacdo geométrica
que pudesse colocar os alunos diante de uma situacdo de verificacdo/demonstracdo da
propriedade. Além disso, a utilizacdo de atividades investigativas pretendia contribuir para a
escrita e argumentacdo Matematica.

Assim, direcionamos a construcdo dessas atividades para estimular o pensamento
argumentativo geométrico dos alunos com a criagdo e verificacdo de hipotese, mas sem a
intencdo de buscar um formalismo l6gico. Nesse sentido, as propostas buscaram oportunizar os
alunos de vivenciarem uma experiéncia Matematica explorando, experimentando,
conjecturando, refletindo e interpretando as relagdes entre 0s objetos buscando justificativas
para tais propriedades.

Destacamos novamente aqui que avaliamos como necessario o conhecimento do
docente acerca das demonstracbes formais. Gazire (2000) afirma que se um professor
sistematicamente ndo ensina geometria, o provavel serd que seu aluno (futuro professor)
também ndo o faga. Por isso, consideramos que além do ensino da Geometria, 0 professor deve
estimular o pensamento dedutivo e argumentativo em seus alunos contribuindo para a

construcdo de conceitos e propriedades geometricas. Nesse sentido, acreditamos que as
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atividades expressas nessa dissertacdo cumprem esse papel e podem muito auxiliar o trabalho
de outros professores.

Infelizmente, por conta do distanciamento social imposto em virtude da pandemia do
coronavirus, ndo foi possivel realizar a aplicacdo dessas atividades como era nossa intencéo
inicial. Em um primeiro momento, pensavamos que teriamos que abrir mao dessa aplicacéo,
pois as atividades eram baseadas na estratégia de um trabalho colaborativo entre alunos e
professor, segundo a proposta de investigacdo Matematica de Ponte (1991). Porém, como era
de nosso interesse que tal aplicagdo ocorresse, decidimos por aplicar a atividade envolvendo o
Teorema de Pitagoras utilizando dos recursos disponiveis para nossa comunicacgao online com
0s alunos.

Avaliamos quais 0s recursos computacionais (que muitas vezes também estdo presentes
nos dispositivos moveis) estavam disponiveis para os alunos e decidimos por aplicar tal
atividade englobando trés recursos: 0 ambiente virtual Moodle, a plataforma de colaboracéo do
GeoGebra e a ferramenta de criagdo de questiondrio Forms. O uso dessas ferramentas, bem
como de seus recursos, possibilitou uma aplicacdo que consideramos a ideal para 0 momento
de distanciamento social, visto que ndo limitou aos encontros sincronos 0 acesso ao conteudo
mas, em consonancia com a realidade atual da sociedade, possibilitou que o aluno escolhesse o
momento ideal para a realiza¢do da atividade dentro do prazo estabelecido.

E claro que as perdas nesse tipo de aplicacdo foram grandes. Por exemplo, nio foi
possivel garantir que os alunos nao se comunicaram com todos 0s outros da sala, ou ainda, que
ndo consultaram fontes que interfeririam negativamente no processo de investigacdo. Também
ndo podemos afirmar que os resultados apresentados comprovam (ou néo) desenvolvimento de
experiéncias Matematicas e das investigagdes propostas. Mesmo por que, em Vvarias respostas,
notamos afirmacfes ambiguas e conflitantes. O que ndo quer dizer que, em experiéncias e
investigacOes matematicas, ambiguidades e conflitos ndo ocorram, inclusive sdo situacoes
comuns nessas estratégias metodoldgicas. O que queremos dizer é que devido ao carater de
aplicacdo online da atividade, tivemos poucos instrumentos analiticos para chegar em uma
conclusdo mais legitima sobre os achados.

Embora ndo consideramos esse tipo de aplicacdo como a ideal para as atividades
propostas, foi possivel perceber que o uso dessas ferramentas se mostrou positivo, uma vez que
elas possuem interface amigével e os alunos, sujeitos da pesquisa, tém facil acesso a todas elas.
Dessa forma, entendemos que tais ferramentas podem ser aliadas ao ensino presencial
representando novas possibilidades para a pratica pedagogica como, por exemplo, em situagdes

de sala de aula invertida.
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Durante o estudo dessas ferramentas, também foi possivel verificar que os usos dessas
tecnologias podem simplificar algumas tarefas no cotidiano escolar do professor. Por exemplo,
ferramentas de criacdo de questionarios fornecem, além da correcdo automatica, possibilidades
de relatorios que podem ser estudados de modo a verificar possiveis dificuldades e defasagens.
Muito embora, 0 uso de novas ferramentas requer que o professor dispenda parte de seu tempo
atil no desenvolvimento de novas habilidades, acreditamos que, quando mescladas com outras
metodologias, tais ferramentas possam ampliar os resultados da aprendizagem.

Com esse trabalho, percebemos que € necessario cada vez mais no mundo moderno
enfatizar o uso de tecnologias digitais (mdveis ou ndo) para produtividade, comunicag&o,
colaboracdo, criatividade, anélise de dados, avaliacdo e resolucdo de problemas, sobretudo na
sala de aula.

Na anélise da atividade aplicada, foi possivel constatar que as respostas das questdes
discursivas foram apresentadas de maneira muito resumida e superficial. Como a atividade
proposta ndo era obrigatdria nem avaliativa, ndo acreditamos que as respostas dadas foram
apenas para “agradar o professor”, embora consideramos que isso possa ter acontecido.

Talvez, por se tratar da disciplina de Matematica, em que os alunos ndo tém contato com
tantas questdes discursivas, haja, por parte deles, um blogueio intrinseco quanto a dar respostas
longas em atividades dessa disciplina. Isso pode ser evidenciado em um momento da discussao
da atividade, na aula sincrona, em que um aluno relatou que “textos ‘grandes” ele s6 escreve na
aula (disciplina) de Portugués e Historia™.

Dada a especificidade da linguagem Matematica, percebemos que se faz necessario
estimular a escrita para a aquisicao de novas habilidades que contribuam para o aprimoramento
do raciocinio l6gico matematico e para a compreensdo e escrita de demonstragcdes. Carvalho
(2006) afirma que o aprendizado dirigido permite a criacdo de um ambiente escolar no qual 0s
estudantes sdo encorajados a desenvolver o conhecimento matematico por meio de
questionamentos, de duvidas, das percepcdes e sem se restringir aos formalismos matematicos
de todos os problemas advindos da comunicagdo. Por isso, a autora justifica que é necessario
incluir a elaboracao de discussao em que 0s alunos experienciem a construcdo e a comunicagao
de argumentos matematicos solidos, na defesa de ideias Matematicas, constituindo assim uma
pratica cultural que pode encontrar em si mesma os contetdos e mecanismos para a construcdo
de significados.

Nesse sentido Klusener (2000) destaca que
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Temos ensinado Matematica de maneira a ndo privilegiar linguagem em suas
diferentes expressdes — oral, escrita, visual — mas enfatizando
fundamentalmente os codigos escritos. Esse procedimento pode ser creditado
a metodologia utilizada no ensino e que ndo tem possibilitado, via de regra,
nem o desenvolvimento da linguagem em todos 0s seus aspectos, nem a
formacdo de conceitos, ja que vem se utilizando um vocabulario bésico
limitado, restritivo e especifico. Esta tem sido, quem sabe, uma das causas
para implementar-se a distancia entre a Matematica ensinada na escola e a
realidade Matematica vivenciada pelo nosso aluno (KLUSENER, 2000,
p.179).

Algumas questdes complementam e ficam em aberto para futuras pesquisas:

o Como trabalhar as habilidades relativas & argumentacao e escrita em outros campos
da Matematica de forma a contribuir para o aprimoramento do pensamento 6gico
dedutivo?

e Quais ferramentas tecnoldgicas podem contribuir na melhoria das préaticas

pedagdgicas em um cenario pos pandemia?

Entendemos que essa pesquisa ndo possui um fim em si mesma. A partir dessas novas
questdes e em busca de outros esclarecimentos que, porventura, venham a ser necessarios,
torna-se importante a ampliacdo dos conhecimentos discutidos nesta pesquisa, procurando

examinar novas possibilidades, propor novas hipdteses e gerar novas conclusdes.
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