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Resumo

O presente trabalho mostra o estudo das sequéncias numéricas e das recorréncias lineares.
Serd feita uma abordagem em especial as progressées aritmética PA, progressdoes geométrica
PG e recorréncias lineares de primeira, segunda e terceira ordem, e ainda, algumas atividades
relacionadas ao cotidiano do estudante do ensino médio. E a seguir apresentamos suas
aplicacbes na geometria euclidiana, sequéncia de Fibonacci, pizza de Steiner, torre de Handi,
desintegracdo de elementos quimicos, eliminacdo de uma droga do organismo e col6nia de
bactérias.

Palavras-chave. Sequéncias. Recorréncias lineares. Aplicacdes.



Abstract

The present work shows the study of numerical sequences and linear recurrences. An
approach will be made in particular to PA arithmetic progressions, PG geometric progressions
and first order linear recurrences, as well as some activities related to high school studest’s
daily life. And then we present applications to Euclidean geometry, Fibonacci sequence,
Steiner’s pizza, Hanoi tower, disintegration of chemical elements and elimination of a drug
from the body an colony of bacteria.

Key words. Sequences. Linear recurrences. Applications.
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1. Introducao

O presente trabalho tem a finalidade de conclusdo do Mestrado Profissional em
Matematica. Nele faremos uma abordagem no estudo das sequéncias numéricas e
recorréncias lineares, contetdo este do ensino de matematica, presente nos planos de cursos
do ensino médio de professores e dos livros didaticos de matematica, em todo o Brasil.

(Bassanezi, 2018) A ciéncia é uma atividade essencialmente desenvolvida pelo ser
humano que procura entender a natureza por meio de teorias adequadas; ainda que a
natureza continue existindo e funcionando independente das teorias cientificas, 0 homem
utiliza tais teorias para avancar seus conhecimentos que possibilitam num futuro tomar
decisGes e agir corretamente.

Segundo, (Aaboe, 2013) nos diz que “a permanéncia e a universalidade da matematica,
sua independéncia do tempo e do contexto cultural, sdo conseqiiéncias diretas de sua propria
natureza”, devemos mencionar que a matemadtica é acumulativa, ou seja, nunca perde
territdrio, e suas fronteiras estdo sempre se expandindo. Isto é em parte conseqliéncia de seus
padrées absolutos.

Atualmente vivemos na sociedade da informacdo, globalizada, e é de fundamental
importancia que se desenvolva nos alunos do Ensino Médio a capacidade de: comunicar-se em
varias linguagens; investigar, resolver e elaborar problemas; tomar decis6es, fazer conjecturas,
hipéteses e inferéncias; criar estratégia e procedimentos; adquirir e aperfeigoar
conhecimentos e valores; e esta sempre aprendendo.

“A educacdo existe por toda parte e, muito mais do que
a escola, é oresultado da agdo de todo meio sociocul-
tural sobre os seus participantes. E o exercicio de viver
e conviver o que educa. A escola de qualquer tipo é
apenas um lugar e um momento provisério onde isto

pode acontecer”

C. Brandao

Sera apresentado no item dois, como fundamentacgéao tedrica, o estudo das sequéncias
numeéricas e recorréncias de primeira ordem homogéneas e ndo homogéneas, em particular as
progressdes aritméticas PA e as progressGes geométricas PG, veremos também, PA de
segunda ordem, progressoes aritmético-geométricas AG, o somatério, o teorema fundamental

da somacao, fatorial, o produtdrio e principio da indugdo finita, estudo das recorréncias de



segunda e terceira ordem, e ainda uma generalizacdo para recorréncias lineares de k-ésima
ordem.

Veremos no item trés como aplicagbes: atividades de sequéncias numéricas,
recorréncias geométricas euclidiana, sequéncia numérica de Fibonacci, pizza de Steiner, Torre
de Handi, desintegracdo de elementos quimicos, eliminacdo de uma droga do organismo e
colbnia de bactérias, seguido das consideragdes finais.

Um fato histdrico interessante na aplicacdo das progressdes aritméticas e geométricas:
o economista, professor e demdgrafo inglés, Thomas Robert Malthus, fundador do
malthusianismo, teoria segundo a qual o crescimento populacional (que, segundo ele, ocorre
em progressdo geométrica) é sempre superior a producdo de alimentos (por sua vez, ocorre
em progressado aritmética), gerando a necessidade de se fazer controle de natalidade a fim de
evitar fome e miséria. Ainda segundo essa teoria, a natureza se encarrega de corrigir essa
desproporcao por meio de epidemias e guerras. Sua teoria, considerada bastante cruel,
pregava a ndo-assisténcia por parte dos governos na forma de hospitais e asilos e a abstinéncia
sexual, motivos que o fizeram ser bastante criticado. Na segunda edicdo de sua obra, em 1803,
atenuou alguns aspectos radicais de sua teoria. No entanto, na segunda metade do século XX a
agricultura intensiva mostrou-se capaz de aumentar a producdo de géneros de subsisténcia,
contrariando suas previsGes. Atualmente, na primeira metade do século XXI, podemos
corroborar a negacdo dessa teoria, tendo em vista uma proporcionalidade na producdo de
alimentos e o crescimento populacional, além do controle aparente, por parte dos
governantes, da epidemia mundial da covid-19.

A aprendizagem, no setor educacional, realizada por meio (em particular) das
recorréncias lineares (modelagem), facilita a combinag¢do dos aspectos lidicos da matematica
com seu potencial de aplica¢des, fazendo assim o elo entre o empirico e tedrico. Isto é, a
modelagem matematica, em seus varios aspectos, € um processo que alia teoria e pratica,
motiva seu usuario na procura do entendimento da realidade que o cerca e na busca de meios
de agir sobre ela e transforma-la. Nesse sentido, é também um método cientifico que ajuda a
preparar o individuo para assumir seu papel de cidadao: A educacdo inspirada nos principios
da liberdade e da solidariedade humana tem por fim o preparo do individuo e da sociedade
para o dominio dos recursos cientificos e tecnoldgicos que lhe permitam utilizar as

possibilidades e vencer as dificuldades do meio. (Lei 4024 —20/12/61)



2. Fundamentacao Teorica

2.1 Sequéncias Numéricas e Recorréncias Lineares Aplicadas no Ensino
Médio

Neste item, faremos: definicbes acerca de sequéncias numeéricas, progressoes
aritméticas e progressdes geomeétricas; um estudo sobre recorréncias lineares de primeira,
segunda e terceira ordem. Veremos que uma sequéncia numérica é uma aplicacdo dos
numeros naturais nos numeros reais, € uma sequéncia é dita recorrente quando a partir de um
certo termo, todos os termos sdao dados em funcao dos termos anteriores, e serdo classificadas
de acordo com a sua ordem, homogeneidade e lineariedade. E principalmente, veremos como
encontrar uma férmula que generaliza essa recorréncia, chamada de férmula fechada. E
importante observarmos que uma mesma relacgdo de recorréncia pode gerar infinitas
sequéncias distintas. Logo, para que uma sequéncia seja descrita numericamente, a partir da
relacdo de recorréncia, é necessario que sejam informados os primeiros termos a partir dos
quais os demais elementos serdo obtidos. O capitulo encerra com uma generalizacdo de

recorréncias lineares de ordem K .

2.2 Sequéncias Numéricas (IEZZI, 1977)
Defini¢do 1. Chama-se sequéncia finita ( ou infinita ) toda aplicagdo f do conjunto
N={1, 2, 3, 4,..} em R,
definida por uma lei de formagdo. Assim, em toda sequéncia finita ( ou infinita ), a cada

numero natural i estd associado um nimero real &, e escrevemos

f={(La)a)3a)..(@a).}ou

f=(@) = (a1'a27a3~--’an1---)'

Que selé “sequéncia f dostermos @, onde o conjunto dos indices é | .
Exemplos.

a) (8)s,=(2,4,6,...,2i,...)

b) (0)., =(13,5,..,2i-1..)

Observemos no exemplo (a) uma sequéncia infinita dos multiplos inteiros positivos de 2,

onde

a1:2, a2:4' a3=6, a4:8,...



e no exemplo (b) uma sequéncia infinita dos multiplos inteiros positivos impares, onde
b,=1 b,=3 b,=5 b,=7,..
Lei de formag¢ao de uma sequéncia
As sequéncias em que os termos se sucedem obedecendo a certa regra, isto é
aquelas que tém uma lei de formacdo, podem ser representada de trés maneiras:
i) por férmula de recorréncia;
ii) expressando cada termo em func¢do de sua posicao;

iii) por propriedade dos termos.

Observemos a lei de formagao de cada tipo.

i) Uma sequéncia definida por recorréncia, consiste em especificar um ou mais

termos iniciais da sequéncia (a1 A, ,a, ,...), € também uma férmula para calcular certo

termo (a,) a partir do antecedente (a, ;) -
Exemplo 1. Consideremos a sequéncia (&, ),., definida recursivamente por
a=2 e a, =>5a,-1, com nx>1.
Fazendo n=1, n=2 e n=3, narelacdo acima, obtemos:
a, =2

n=1= a,=a,=5a-1=5-2-1=9 .. a,=9

n=2 = a;=4a,,=5a,-1=5-9-1=44 - a,=44

n=3 = a,=a,,=5a-1=5-44-1=219 .. a, =219
Portanto, (a,,@,,8;,...,a,,...)= (2,9,44,219,...,5-n-1,...).

Exemplo 2. Uma recorréncia do tipo

F

n+2

=F.,+F, comF=F=1
dada pela sequéncia infinita
(1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, ...)
é chamada de sequéncia de Fibonacci (HEFEZ, 2016).
Podemos determinar cada nimero de Fibonacci, fazendo recursivamente:
n=1,n=2,n=3,n=4,..., naequacdo (1.1). Isto é:
n=1 = K=F,=F,+F=FK+F=1+1=2 .. =2
n=2 = F,=F,=F,+F =K +F=2+1=3 . F,=3

n=3 = F =F,,=F,,+F, =F, +F,=3+2=5 . F,=5

(1.1)



n-4 = F,=F,,=F,,+F, =F, +F,=5+3=8 . F,=8

Podemos com a lei de formacao Fn determinar posicionalmente cada nimero de

Fibonacci.

"Bl 2 N

Observacdo. A expressdo (1.2) sera objeto de estudo no capitulo 2, e assim, serd mostrada

. Zi(1+\/§Jn_i(l—\/§Jn 12}

uma técnica para solucionar problemas relacionados a essa formula.

Exemplo 3. Define-se o fatorial de um nimero inteiro N >0, denotado por n!, como:

{0!:11:1 e
(1.3)

(n+D!'=nk(n+1), se n>1.

ii) Para determinar a posi¢do de cada termo, é dada uma férmula que expressa @, em

funcdo de n.

Exemplo 4. Escrever os cinco termos iniciais da sequéncia infinita g, cujos termos

obedecem alei :

a,=2"+1
Solucdo
n=1= a=2"+1=3 . a =3
n=2= a,=2°+1=5 .. a,=>5
n=3= a,=2+1=9 .. a,=9
n=4 - a,=2"+1=17 .. a,=17
n=5= a =2"+1=33 .. a, =33
Portanto

g=(35917,33,...)
iii) Escrever uma sequéncia pela propriedade dos termos.
Exemplo 5. Escrever a sequéncia finita f de seis termos em que cada termo é igual ao
numero de divisores inteiros dos respectivos indices.
Solugao

D(1)={1,-1} = a =2



D(2)={1,-1,2,-2} = a, =4
D(3)={1,-1,3,-3} = a,=4
D(4)={1,-1,2,-2,4,-4} = a,=6
D(5)={1,-1,5,-5} = a;,=4
D(6)={1,-1,2,-2,3,-3,6,-6} = a,=8

Portanto f =(2,4,4,6,4,8)

2.3 Progressoes Aritméticas PA (IEZZI, 1977)

Definigdao 2. Chama-se progressao aritmética ( PA ) uma sequéncia dada pela seguinte férmula

de recorréncia:

a,,=4a,+r, vneN,nx>1

{al -4 (1.4)

onde a € I sdao numeros reais dados.
Podemos caracterizar recursivamente uma PA pela equagao

a,.,+a,=2a,,, vn=1. (1.5)

n+l?

Prova. Pela defini¢do de PA, temos, a,,, —a, =TI . Isto é:

- =—-ad, =, - =...=a,,—q,=q,,,—d ;=T
= Ay &, = Ay, ~ 8y,
= a,,+a,=2a,,
O termo geral de uma PA (a,) é dado pela féormula:
a,=a,+(n-1)-r (1.6)

Prova. Pela soma telescdpica, temos:

a,=a +r
a;=a,+r
a,=a,+r
a,=a,,+r

a,+a;+a,+.+a,=a,+a,+a; +..+a,, +(r+r+r..r)

Somando as equacgdes acima membro a membro, e simplificando cada parcela repetida nos 12

e 22 membros, obtemos o resultado desejado. Isto é:

a,=a+(n-1)-r

6



Observemos que a soma das parcelas dos I'’s , se obtém subtraindo os indices da primeira

com a ultima parcela de cada membro e adicionando 1. Isto é, para a expressao

a,+a,+a, +...+a,, temos:
(n=2)+1=n-1 r’s, (ou N—1 parcelas).

Asoma S, das N parcelas de uma PA, é dada pela formula:

S, _@ra)n +2a")'n (1.7)

Prova. Fazendo S, +S, =25, , segue que:

S,=a,+a,+a,+...+a,,+a,, +a,
S,=a,+a,,+a,,+..+ta;+a, +a

2S, =(a,+a,)+(a,+a,,)+(@;+a,,)+..+(a,+a,,)+(a,+a,,)+(a +a,)

Propriedade: em uma PA, a soma de dois termos a, ea, equidistantes dos extremos
a, € a,,respectivamente, sdo iguais. Isto é:

a,+a,=a,+a,.

Prova.
a,=a,,+r = a,,=a,—-r
q,=q,,+tr = a,,=4a,,—Tr
q,,=q, 3+l = aq,;=a,,—r
Entao:

a2+an—1:(a1+r)+(an_r):a1+an
aCi-i_z-""n—Z :(az+r)+(an—l_r):a2+an—l:a1+an

Dai resulta que:

2S, =(a,+a,)+(a,+a,,)+(@;+a,,)+..+(@,+a,,)+(@,+a,,)+(a +a,)

= 25, =(a,+a,)+(a,+a,)+(a, +a,)+...+(a,+a,)+(a, +a,)+(a, +a,)

(a1+an).n

= §, =2
2



2.4 Progressao harmonica PH (NOBILI, 2014)
Defini¢ao 3. Seja (a,) uma sequéncia de termos ndo nulos, dizemos que: a sequéncia
(a,,a,,8;,...,8,,...) €uma PH se, e somente se, a sequéncia
1 1 1 1 ,
—,—,—,.ec;— ... | €uma PA. (1.8)
a1 a2 a3 an

Exemplo 6. A sequéncia (a;,a,,8a;,8,,...)= (%,%,%,%1,...) é um PH, pois: a sequéncia
L L L L . 1=(57911..) é uma PA de primeiro termo 5, e razio 2. Observemos
(% ARSEA ) ( ) b

gue, para cada trés termos consecutivos em uma PH, o termo central é a média harmonica dos
outros dois, isto é:
2 2a,a, 2 2a,a,
1 1 € &= 1~ ’
1 a+a, a,+a,

Assim, no exemplo 6, temos uma PH onde:

.11 . 1.1
a Lt ,__59 2 1 . 711 _2_1
s 11 147 7 1.1 18 9
5 9 7 11

2.5 Progressao Aritmética de Segunda Ordem (MORGADO, 2015)
Definigdo 4.  Dizemos que uma sequéncia (8,),,; € uma PA de segunda ordem se a
sequéncia (b, ),.,, dadapara k>1 por:

by =aki+1—-ak , (1.9)
for uma PA ndo constante.

Para exemplo, vamos considerar uma PAcom b, =3 e r=2,isto é: (b,),., =(3,5,7,9,...).
Para construir uma PA (@), de segunda ordem, escolhemos, por exemplo: & =4 e, a
partir dai, calculamos a,, a,, a,,... a partir da relagdo b, =a,,, —a, . Isto é:

b=a,-a = 3=a,-4 = a,=7

b,=a,-a, = 5=a,-7 = a;=12

b,=a,-a, = 7=a,-12 = a,=19

Obtemos assim, uma PA, (,),., = (4, 7, 12, 19,...) de segunda ordem.



Exemplo 7.
Obter asoma S, dos N termos iniciais da sequéncia dos nimeros impares positivos.

Soluc3o. A sequéncia é dada por (1, 3,5, ..., 2n—1), entdo:

[L+(@n-D]-n _2n-n _ 2
2 2

S, =1+3+5+...+(2n-1) =

Portanto: 1+3+5+...+(2n—1) = n?

2.6 Somatorio (NETO, 2014)

Para indicar a soma dos n primeiros termos de uma sequéncia, utilizamos a notacao:
n
Daj=a,+a, +a; ..+, ,+a,, +a, (1.10)
i=1
que se 1&: “somatériode @, de 1a N”, paran>2.
Por definicdo, se K € n sado dois inteiros positivos com K < n, entdo:

n
zai = ak + ak+1 + a‘k+2 + ak+3 +..t a‘n—l + a‘n
i=k

3
Exemplo 8. Determine: Z (2n-1).
i1

3
Soluggo. M (2n-1) =(2-1-1)+(2:2-1)+(2-3-1) =1+3+5=9.
i=1

Observemos neste exemplo que: &, =2Nn—1, é o termo geral da sequéncia:

(1,3,5,....,2n-1,...).

Exemplo 9. Determine uma férmula paraasoma: 7+ 10+ 13 +...+ (3N + 4).
Solugdo. Observemos que a sequéncia ( 7, 10, 13,...,3N+ 4) é uma PA, onde: o primeiro termo

é7 (a,=7)eon-ésimotermo é 3n+4(a,=3n+4). Aplicando a férmula para a soma dos

N termos de uma PA, obtemos:

g _@+a)n_ [7+@n+4)]-n_ @Bn+1Dn
n— 2 - 2 = 2




~(Bn+1D)n

Portanto, 7+ 10+ 13 +..+ (3N+4) = . E dizemos que é uma expressao

Bn+1D)n
2

fechada para esta soma.

Propriedades:

i) Zn:a:(n—k+l)-a
i=k

iii) _Zn:(aﬁrbi):zn:aﬁzn:bi

5
Exemplo 10. Calcular: Z (3i* +2).

i=2
5 5 5 5
Solugso. Z:(3i2 +2) = ZBiZ +22 :?)-Z:i2 +(5-2+1)-2=
i=2 i=2 i=2 i=2
:3~(22 +3% + 4% +52)+4-2=3-54+8=170.
5
Portanto, Z:(l%i2 +2) =170.
)
Faremos uma prova da propriedade (ii).

n
Prova. ) M-a =mM-a, +M-a,, +M-a,,+...+M-a,_, +M-a, =
i=k

n
=M () + 8y, +, .8 +a)=M-D a
i=k

2.7 Teorema Fundamental da Somag¢ao (MORGADO, 2015)

Defini¢do 5.  Definimos para sequéncias o operador A (letra maiuscula do alfabeto grego,

|é-se: delta), chamado de operador diferenga, por:

Aa, =a,,—a,.

n

10



Observemos que uma sequéncia (a,) é uma PA se, e somente se, Aa, =a,,—a, €

constante.

n
O teorema fundamental da somagao é dado por: z Aa, =a,,, —a,.
k=1

n
Prova. ZAak =Aa, +Aa, +Aa, +...+Aa, ; + Aa,. Aplicando o operador diferenga,
k=L

Aa, =a,,; —a, em cada parcela do 22 membro desta Ultima equagdo, obtemos:
n
ZAan = (az _a1)+(a3 _a2)+(a4 _a3)+---+ (an _an—l) + (an+1 _an)
k=1
n
Apos as simplificagdes, resulta ZAak =a,,—a .

k=1

Podemos deduzir a férmula para o termo geral de uma PA, utilizando o teorema

fundamental da somacdo, dada por:
a,=a, +(n-Yr

Prova.

n-1

_l[(ak +r)-a]=>r=n-Dr

n

n-1 n-1
(i) ZAak = Z(akﬂ _ak) =
k=1 k=1

k

n-1

= Y Aa =(n-1r

k=1
n n-1
(ii) D> Aa, =a,,-a = Y Aa =a,-a
k=1 k=1
Das equacdes (i) e (ii), obtemos:

-a, = (n—l)r.

n

Portanto: a, =a, +(nN-1)r

11



n
Exemplo 11. Usar o teorema fundamental da somacgao para calcular: z K-KkT.
k=1

Solucdo. Calculo do operador diferenca A :

k-kl=[k+1)-1]-k!=(k +1)-k!—k!=(k +D)!—k!=Ak! .. Akl=k-k!

logo, Y k-k!=> Akl=(n+1)!-11=(n+1)!-1
k=1 k=1

Portanto: Z k-k! =(n+1)!-1
k=1

2.8 Progressdoes Geométricas PG (IEZZI, 1977)

Definigao 6. Chama-se Progressdo Geométrica (PG) uma sequéncia dada pela seguinte férmula

de recorréncia:

a, =a
! (1.11)

a,;=0-a,,vnx1
Podemos caracterizar recursivamente uma PG pela equacgao

a,.,-a,=a’,;, vnx1 (1.12)
Prova. Da defini¢ao de PG, temos:

q=2 -8 & _ {EZM}
al a‘2 aS an an-*—l

Férmula do termo geral da PG.

Numa PG de primeiro termo @, e razdo (|, o N —ésimo termo é dado por:
a,=a-q"" vnx1 (1.13)

Easoma S, dos N primeiros termos de uma PG é dada por:

(1.14)



Prova. S, =4a, +a,+a,+...+4a,. Dairesulta:
{Sn =a,+ag+ag’+a0’ +..+aq"" ()
aS, =aq+aq’+aq’ +ag’+..+aq" (i)
Fazendo (ii) — (i), com as devidas simplifica¢cBes, segue-se que:
an _Sn :aiqn_al
< S,(9-D=a(q"-1

-t

qg-1

Observemos o caso em que —1< (<1, com uma sequéncia de infinitos termos (N —>0) .

< S, =a

n

Nesse caso o valor de (" é zero. Isto é:

lim@")=0 (1.15)
n— o

Assim,asoma S, =S, resultaem,

S =a, - =a, - = 1.16
R WP (1.16)
a1
Portanto: S =1 , com —1<g<l e n—oo.
-q
2
Exemplo 12. Mostrar que 0,222...= s
~ 2 2 2
Solugdo. 0,222...=0,2+0,02+0,002+...= — + —+—+...
100 10° 10
Logo, a sequéncia (iii jéumaPG onde —Eeq—i
80854 10°'107 '10° " onee A= 10

a 2 2% 2
Portanto: § = L — Ao _f0_2

1-9 1-% % 9

2.9 Produtério (NETO, 2014)

Utilizamos o simbolo IT (letra mailscula do alfabeto grego, |&-se: Pl) para indicar, de

forma abreviada, o produto (P,) de N termos de uma PG. Isto é:

P=a-a-a-".-a-=][]a (1.17)
i=1

13



Exemplo 13. Seja (8, ),,;, uma PG de razdo (. Prove que, para N 21 inteiro, temos:

n n(n-1)
[[a=2 2 -a-.a=a'q 2 (1.18)

Solugdo. a, =a,q"" = a,=4a0q", a,=a0q> .. e S, =w, onde (b,),.,; € uma

PA de N termos, com primeiro termo igual a bl, e n-ésimo termo igual a bn .

[1+(n-1)}(n-1) n(n-1)
1+1+1+.. 41 n

Logo, & -& & ... & =& =a/ e q-q°-..q" =q 7 =q ?

Com: b, =1,b, =n—1e 0 nudmero de termos é dado por, [(n-1)-1]+1=n-1.

n-1

n(n-1)

n
Portanto. Ha| :a1a2 a‘3an :ain q 2

i=1

Propriedades:

Py ﬁa =a"
i=k
n n
P: []ha; =h"""[]a .
i=k i=k
n n n
Ps: [Jab =]]a-]]b
i=k i=k i=k

Mostraremos, como exemplo, a propriedade P,.

Solugido.

[ Tha; = (ha,)-(ha.,)-(ha,.,)-...-(ha, ,)-(ha,) =
i=k
=(h-h-h-.h-h)-(a, -a -, ..-a,,-a,)=h""T]a

f 3
Exemplo 14. Calcular em fungdo de n, o valor de | | (3+ 7).
i=1 I

Solugao.

(P,) (P,)
y |:+1. LSRN _p [1.G+D

3+—' 3 — |=3" ,
ljl:'x 1) ljl: \ 4 1;['x i x' H.?-lj

14



= 3".

" (i+1 3.4 . I I
]—[,1(n ) g0 2:3:4-..-(n+]) g (D g (DN gy
H':li 1-2-3-4-...-n n! n!
n 3 .
Portanto, H[3+Tj =3"(n+1).
i1 I

De forma analoga a soma telescépica, que simplifica uma soma, podemos utilizar
produtos telescépicos, para este fim. Isto é, se (8,),,; € uma sequéncia de reais ndo nulos,

entao:

n

a‘i+l a‘i+1
Gia _ G (1.19)
e

Prova. Aplicando a definicdo do produtdrio e feitas as simplificacGes, obtemos

i1 4 a a, dq, a,, a, 4

L 3 Lli+1
Voltando ao exemplo 14, para calcular o valor deH[3+T] =3" H(—j, aplicando o
|

i=1

produto telescdpico, obtemos

3" 1‘1[('T—1J=3 -(”—Il)zsn(nu).

Onde, a,, =n+1 e a =1.

n 3
Portanto, obtemos assim o resultado H[3 + Tj =3"(n+1).
|

i=1

2.10 Recorréncias Lineares de Primeira Ordem (MORGADO, 2015)

Definigao 7. Uma recorréncia é dita de 12 ordem quando cada termo definido pela equagao de
recorréncia depende do termo imediatamente inferior a ele.
Observemos, inicialmente, que as sequéncias elementares como: progressdes aritméticas (PA)

e progressGes geométricas (PG) sdo casos de recorréncias lineares de primeira ordem.

Exemplo 15. E dada a recorréncia de 12 ordem: X,,, =(n+1)X,+n, com X, =1. Determinar
os valores de X,, X3, X4, ....

Solugdo. Fazendo, N=1, n=2, n=3,..., com X, =1, teremos:

15



X, =Xy =(@+Dx, +1=2-1+1=3
Xg =X, =(2+1)X,+2=3-3+2=11
X, = X3 =(B+1)X, +3=4-11+3=47

Portanto, a sequéncia de recorréncia, Xp+1 = (N+1)X, +N, X; =1, é dada por:
(1,3,11,47,..)
Observemos que, numa recorréncia de ordem um (ou 12 ordem), X, ., é expresso em fun¢do

de X,,eainda, a recorréncia é dita linear se, e somente se, for do 12 grau.

Uma forma geral para recorréncias lineares de 12 ordem, é dada pela equacao:
X1 = 9(n)x, +h(n), com g(n) 0. (1.20)

Que sera dita homogénea, se h(n) =0, e ndo-homogénea, se h(n) =0.
Observemos os exemplos abaixo:

a) X, =5X,;

b) X, =5x,+3";

c) X, =5x.
A recorréncia (a) é de 12 ordem, linear e homogénea. E a recorréncia (b) é de 12 ordem, linear

e ndo-homogénea. J3, a recorréncia (c) ndo é linear. E importante observarmos que em nosso

estudo de recorréncias, nos interessam apenas as lineares.

Resolvendo Recorréncias Lineares de 12 Ordem homogéneas.
Resolver uma recorréncia é encontrar uma expressdao X, (fechada) em fungdo de n.
Exemplo 16. Resolver a recorréncia: (a) X,,, =9X,.

Solugdo. Da recorréncia dada, obtemos recursivamente:

X,=5-x
X;=5-x,
X, =5-2;
‘I‘-:' = 5 i Y.-?—l

XX, =5-5.5- 5. -0

Tl
Il
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Apds multiplicarmos todos os termos de cada equagdo acima, e feita as devidas simplifica¢Ges,

obtemos

X, =9:9:5-...-5-X].
Contamos os 5’s subtraindo os indices, o maior do menor, das equagdes do 12 membro (ou
do 22 membro) e somamos 1 no resultado, o que nos da: (N—2)+1=n-1. Isto é, obtemos
n—1 cincos.
Portanto. X, =X -5"".
Importante. Como ndo foi pré estabelecido um valor para X;, ha uma infinidade de solugdes

para a recorréncia, istoé X, =C -5”’1, onde C é uma constante arbitraria.

Resolvendo recorréncias lineares de 12 ordem da forma:
Xp =X, + F(N). (1.21)

Solugdo. Pela soma telescépica, temos:

X, =%+ f(2)
X; =X, + F(2)
X, =%+ f(3)

X, =X,,+ f(n-1)

X, =X +[f@Q)+f(@2)+f@)+...+ f(n-1)]

Somando todos os termos de cada equacgao, e fazendo as devidas simplificagdes, obtemos:

n-1
X, =X + z f (k)
k=1

Exemplo 17. Resolver a recorréncia: X, = X, +3", com X, =1.

Solugdo. A recorréncia é daforma X,,, = X, + f(n). Logo, sua solugdo é dada por:

n-1 n-1 n-1
X, = Xl+z f(k),com x =1,e Z f(k) = Z(Sk).
k=1 k=1 k=1

Podemos aplicar o teorema fundamental da somacgdo, para encontrar o valor da soma

LN

n—

k s
(3%) . Devemos lembrar, inicialmente, que:
1

=~
Il

17



A(ak) =, —q, €
ZA(ak) =a,,—q
k=1

n-1 n-1
Assim, A(34) =35 —3% = Y A3 = Y (341 -3¢)=
k=1 =1

k

-SE3)-SE)-35 @)1 3 6)-=25 )
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n-1 n-1 n-1 1 n-1
Logo:ZA(Bk):Z (3") = 2(3"):_.ZA(3‘<):
k=1 k=1 k=1 2 k=1

L (g gL g0 _
=5-(3< l”—31)_2 (3" -3).

n-1 1 n-1
Dai, (3k): E-(B”—3l). Voltando a recorréncia X, =X1+Z(3k), com X =1, e
k=1 k=1

fazendo as devidas substituicdes, encontramos:

31
2

1 .,
X :1+5-(3 -3')

n

3"-1
7

Portanto, X, =

Importante. Poderiamos ter resolvido a recorréncia, X,,, =X, + f(n) sem o auxilio do

teorema fundamental da somacao, aplicando diretamente a soma telescdpica.

Resolvendo recorréncias lineares de 12 ordem da forma:
X, = 9(n)x, +h(n), com g(n) 0.
Para resolvermos recorréncias da forma (1.20), inicialmente, mostraremos no teorema a seguir

gue podemos transformar qualquer recorréncia linear de 12 ordem em outra da forma (1.21).

Teorema 2.1 (MORGADO, 2015).

Se &, é uma solugdo ndo nula da recorréncia z,, =g(n)z,, g(n)#0, VneN,

entdo a substituicdo X, = &,Y, transforma a recorréncia X,,, = g(n)x, +h(n) em

h(n)

-3 (1.22)

yn+l = yn +

18



Demonstragao.
Por hipétese, a,, é solugdo da recorréncia z,,, =9(n)z,.Logo a,,, =g(n)a, (i
Temos que: X, =a,Y, (i) = X4 =a,,Y,, (iii)
Substituindo (i) em (iii), obtemos: X, = [g(n)an]~ Yo (iv)
Finalmente, substituindo (iv) e (ii) na equagdo X, = g(n)X, +h(n), obtemos:
9(Ma, - ¥,.. = 9()(@,y,)+h(n)
h(n)

Portanto, y,,, =Y,+———— ,com g(n)=0e a,#0

9(n)-a,

Exemplo 18. Resolver a recorréncia X, =5x,+3", X =1.

Solugdo. Do exemplo 16, temos que: a, =5t (com a ., = 5") é uma solucdo da equacgdo
Z,,, =52,. Entdo a substituicdo X, =5""y, (com X,,, =5"y, , ), transforma a recorréncia

X,,=b%X,+3" em 5".y  =5.5""y +3" Istoé:

3 n
Yo = Yn +(g]

Pela soma telescdpica, temos

) (3
H=EnT o
\5)
r3\i1
¥ =xi+ = |
- = - 5|
A% ry
o (3Y
Yi=x+ = |
'~.5/'
r +|f3\'.”_1
Vv, =¥ -
n Tt n-l H
\5)
I(B\il '(3\'5 '(3\'5 l(3-“III.':'—1
V, ="I-'1+| — | +| — | +| — | +...+| — |
\5) \5) \5) \5)

Na “troca” de varidveis, temos: X, =5 y,,com X, =1. Entdo, X, = 5t y;,nosda1l=1-y,.

0
Ou seja ylzlz(gj :

19



3 0 3 1 3 2 3 3 3 n-1 ’ ‘ '
logo, Y, =|—=| +|=| *+|=| +|=| +...+| = ,éuma PG de Ntermos, onde o primeiro
5 5 5 5 5

0
. 3 3 .
termo é a, = (g ,earazio (= g . Aplicando a férmula para a soma dos N termos de uma

PG, S, =3, -(qq __11j, obtemos:
(2) g 3)" 5 3)"
S, =1-|—F——|==- 1—(—) .Assim Y, =—- 1—(—) .
§_1 2 5 2 5
5

Como, a nossa solu¢do é dada por X, = 5t Y, - Segue-se que:

X, :5“-1-g-[l—gm=%-[1—[§H=%.(5" -3").

Portando, X, = -(5" —3”), ¥n e N . Assim, podemos escrever a sequéncia:

N

(x.)=(18,49,..).

Exemplo 19. Resolver a recorréncia X,,; = (n+1)x, +n, x, =1.

Solugdo. Resolvendo, inicialmente, a equagdo X, = (N+1)X, (homogénea), temos:
i =(14+1)-x,
=2+

._.-4.‘. (3 + ].j ./_:II_J‘;.

s
bl
I

X, =1-X%z

X, =% -2-3-4- .1 = x,=1-2-3-4. _-n=n!

“lg )

Isto é, se @, =n! é uma solugdo da equagdo homogénea, entdo a substituigdo X, =nly, (e
Xpy = (N+DLy, ., ) transforma a recorréncia X,,, =(N+1x, +n, X, =1, em

(n+Dty.., =(n+1)-nty +n.

n
Assim, Y, ., =Y, +—|. Resolvendo esta ultima equagao, temos:

(n+1)

20



= 4+ —
Y2 = % 1+1)!
Vs =Y, + 2
P72+
Yy =Yg+ 3

R CFE
y o=y "1
"M (n=1+)!
I TR R TR

Observemos que: (i) X, =1y, = 1=1.y, ..y, =1 e
(ii) n__]‘: 1 1

N (n-1! n!

Substituindo cada parcela da expressdo em Y, por (i) e (ii), encontramos,

: ! ! .ﬂJ ™
'!' —1+|l(1_ ]Y-:’:I_l_ll{ ];z’ 1-"\/'. |l{ ]!-’ rﬂ| ]- zr 1 _r}_i_z'ﬁl[—l
n | o T T N T T 7 - - = -
n L ,x:}[ )2 /3[/. ] 3 A s (;;l{,: ]_:|[ ”[;, 7l il

E finalmente voltando a nossa substituicdo X, = nly, , encontramos,

2.1
no

X =nk 2-n-1.

n

Portanto, X, =2-n-1, ¥ne N.Assim, podemos escrever a sequéncia: (x,)=(13,11,...).

2.11 Principio da Indugao Finita (HEFEZ, 2016)

O principio da inducdo finita € uma ferramenta utilizada para demonstrar a validade,
por exemplo, de formulas fechadas, desigualdades, ou ainda na aritmética, divisibilidade. A
seguir, temos as condi¢gGes minimas exigidas (proposi¢ado), para tal principio.
Proposi¢do. Dada uma propriedade P(n) do natural n, temos P(n+1) verdadeira para todo
ne N se, e somente se, as duas condi¢cdes a seguir forem satisfeitas:

(@) P(@) éverdadeira;

(b) P(n) verdadeira = P(n+1) verdadeira.

. ~ A . n _
Exemplo 20. Mostrar, por indugdo, que a recorréncia, X, =X, +3", com X, =1, tem como

-1
5,

solugdo a féormula fechada X, =

21



n

, com N natural, as

Solugdo. Devemos mostrar que, dada a propriedade P(n): X, =

condigdes (a) P(1) é verdadeira, e (b) P(n) verdadeira = P(n+1) verdadeira. Isto é

31 2
)PQA): x, = =—=1..x%x=1
i) () 1 2 2 1

i) Seja P(n) : x,, = verdadeira . Entdo P(N+1): X, = Xp +3"

3"-1 o _13"-1+2.3" 3.3 -1 3™l
2 2 2

= Xp41 =

Como P(l) é verdadeira, e P(n) = P(n+1), com N natural. Portanto a proposi¢do

n

é verdadeira para todo N natural.

Exemplo 21. Mostrar, por indugdo que: 1+3+5+7+...+(2n—-1) =n?.

Solugdo.

i) P(1): 1=17 é verdadeira.
i) Seja P(n): 1+3+5+...+(2n-1) = n? verdadeira.
Entdo P(N+1): 1+3+5+..+(2n-1) +[2(n+1) -1]=
=n?+[2(0+1)-1]=
=n? +2n+1:(n+l)2.
Como P(1) é verdadeira, e P(n) = P(n+1), com N natural. Portanto a proposigdo

1+3+5+7+...4(2n—1) =n® é verdadeira para todo N natural.
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2.12 Recorréncias Lineares de Segunda Ordem
Vimos que, uma sequéncia (a,),,; € uma PA (1.5) ou uma PG (1.12) se, e somente
se, satisfazem, respectivamente, uma recorréncia da forma
A, ta = 2ak+1
e a,-a=a, vn>1

onde o termo geral da PA é dado por:
a,=a+(n-Yr

e o termo geral da PG é dado por:

O nosso objetivo, agora, é estudar a classe mais geral das sequéncias (a,),.; que satisfazem
recorréncias do tipo:
a.,+ra,+sa =0 (1.23)

onde I' € S sdo constantes reais dadas, ndo ambas nulas.

Definicao 8 (NETO, 2014)
Uma recorréncia do tipo (1.23) é dita linear, de sequnda ordem homogénea e com
coeficientes constantes, se cada termo, a partir do terceiro, € uma combinagdo linear (isto &,

uma soma de multiplos constantes) dos dois termos imediatamente anteriores.
Para resolvermos equag¢des desse tipo, devemos encontrar a, em fun¢do de N. Veremos a

seguir um teorema que resolvem tais equag¢des. Para ilustrar tal teorema, resolveremos,
como exemplo, uma equagao em que I € S tém valores dados.

Exemplo 22.
Seja (a,),s @ sequéncia dada por & =1e a,=4, com a,,—7a,,+10a, =0para
k >1 inteiro. Calcule @, em fungdo de n.

Solugdo. Inicialmente fazemos a substituicdo de @ por «, e temos assim uma equagdo (1.23)
chamada de equag¢do caracteristica, veremos maiores detalhes desta equag¢do na sec¢do a

seguir. Dai, teremos:
a.,—73,,+10a =0 = a*-7a+10=0 = a=2o0u a=5.
Logo, &,,,—7a,,+10a, =0 = a,.,—-(2a,,+5a,,)+10a, =0
= 8, —2a,, =53, -10a,

= A, — 28, =9(a, —24).
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Fazendo b, =(a,,, —2a,), na ultima equagdo acima, teremos,
b, =(a,,-2a)=(4-2-1)=2
e a expressdo (b, ),., =(b;,b,,b;,...) se torna uma PG de primeiro termo b, =2 e razdo
q=>5.Istoé:
b,
b, =5b, =b,5"
b, =5b, =5(5b,) = b, 5

k-1
b, =b5

. h _ o Ek1 _ o gkl g
Portanto: b, =2-57 = a,,—-2a, =25 (1)
De modo anélogo, teremos: a,., —5a,,, = 2(a,,, —5a,), e fazendo ¢, =a,,, —5a,, com
c,=4a, -5 =4-5-1=-1, obtemos uma PG (C),; =(C;,C,,C;,...) de primeiro termo
C,=-1 erazio (=2, dada por C, =—1.2%". Logo, segue-se o resultado, em que:
¢ =-1.2" = a_,—5a =-1-2" (ii).
Portando, para todo K >1, temos de (i) e (ii) o sistema de equagdes

a,,, —2a, =2-5"
a,, —b5a, =-1-2"",
e, subtraindo membro a membro as relagdes acima, obtemos

2.5 4241

a, , Vk>1.
3
Onde @, ¢é o tergeral darecorréncia , com os valores inicias &, =1 € a, =4.

Portanto, podemos escrever a sequéncia (ap)n>1 = (1,4,18,86,...) .

Teorema 2.2 Seja (a,),., uma sequéncia de nimeros reais tal que, para todo K >1 inteiros,
tenhamos

a,,+ra., +sa =0,
onde I € S sdo constantes reais dadas, ndo ambas nulas. Se a equagdo X2 +r-x+s=0
tiver raizes reais @ € [, entdo existem constantes reais A e B, determinadas pelos valores
de a, € a,, tais que:

(a)se a=f3,entdo a, =Aa"" +BB"" paratodo n>1.
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(b)se a=f3,entdo a, =[A+B(n—1)]a"" paratodo n>1.
Prova. Como « € [ sdo raizes da equagdo X*+r-X+5=0, temos que:
—(a+p)=rea-f=s.
Entdo:
A,p H 13y, +538 =0 = &, —(a+ pa, +(a-pa, =0
=y — Ay — P, +H(a-Ba, =0
Desta ultima equacgdo acima, obtemos o sistema

{ak+2 ~a-a,,=p(,-a-a,)
A~ B, =a(a,—F3)

Definindo

by=a,—a-a ec =a,-53 (i),
segue da relagdo acima que (B, ),s; © (C,).; , S30 PG’s de razdes respectivamente iguais a
a e [, etermos iniciais respectivamente iguais a b1 =a,—a-q €C =a, -p- a,. Assim,
pela férmula do termo geral da PG, temos que:

{bk =b-p*" j{bk =(a,- @)

C =¢-a ¢ =(a,~f-a,) a"

(i)
Portanto, de (i) e (ii) resulta
a.,,—a-a =(@,-a-a) " (i
{ak-v-l_ﬂ'ak =(a,-f-a,)-a"" (iv)
Considerando o caso em que a # f3, e fazendo (iV) — (i), obtemos:
a-a-p-a=@,-aa)p -(a-53)a"
(a,—p-a) _(az_a'ai)ﬂk—l'

= a.k :—ak_l

a-p a-p

Denotando

A:(az_ﬂ'a1) o B:_(az_a'a1).
a—-pf a-pf

Segue se o resultado desejado para o item (a). isto é:
se a#f3,entdo a, =Aa"" +Bp"" paratodo n>1.
Caso seja « = f3, as duas relagdes (iil) e (iv) sdo iguais, de modo que n3o temos

informagdo para calcular @, . Usamos, entdo, o seguinte artificio: é imediato verificar que as
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sequéncias U, =a e V, =(k-1)a*' (o mesmo «a que antes , raiz da equagdo
X2 4+rX+s= 0) satisfazem as recorréncias

U, +ru,,+su, =0

{VM +1v,,,+sv, =0

(cf. atividade 1. Cap. 2 ); portanto, fixados A, BeC a sequéncia z, = Au, + BV, satisfaz a
recorréncia

Z,.,+rz,,+sz, =0
(cf. atividade 2. Cap. 2 ). Assim, a idéia é procurarmos nimeros reais A € B tais que, para

todo inteiro K>1, tenhamos @, =Z,. Devemos achar nimeros reais A e B tais que

& =12 e a,=1,,o0useja:

a=A _
a, =(A+B)a’

. . r
mas isso pode ser feito, uma vez que o = _E #0.

2.12.1 Equagao caracteristica.
Veremos a seguir que, para resolvermos recorréncias lineares, utilizamos na pratica

sua equagdo caracteristica.

Seja uma sequéncia (&), dada por @,, @, e para todo inteiro k>1
a,,+ra,,+sa =0

onde I € S sdo constates reais dadas, ndo ambas nulas. Se a, = a" for uma solugdo da

equagdo (1.23) com a#0.Entdo: @, =a"" e a,,, =a"”. Substituindo esses valores

na equacdo (1.23), encontramos:
a"™+ra"™+sa"=0 =a" (@’ +ra +5)=0,
como a #0, segue-se que
a’+ra +s=0 (1.24)

Isto é, temos a equagdo de segundo grau na varidvel & chamada de equagdo caracteristica.

Exemplo 23. Resolver a recorréncia a,,,—7a,,,+10a, =0, a =1e a, =4, para todo
inteiro K >1.

Solugdo. Seja o> —7a+10=0, sua equacio caracteristica. Ent3o: a=5ea,=1.
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Logo, temos que, &, = A, + Ba) . Entdo:
a, =A-5""+B-2"" (i)

Fazendo as substitui¢Ses, para &, =1 € a, =4, temos:

a,=1=A-5"'+B.2"" a,=1=A+B -
= (i)
a,=4=A.5""+B.2*" a,=4=A-5 +B-2
. . e o 2 1
Resolvendo o sistema de equagdes (ii), nas varidveis A e B, teremos A:§ e B:§.

Substituindo esses valores na equagdo (i),finalmente, encontramos

2

a =2.5m,1
3

__2n—1 .
3

n

Que é o resultado esperado. Observemos, ainda, que esta ultima formula acima (de termo

geral, @, ) nos fornece a sequéncia

Q2842 3
3 3
2.5'+2" 12
a2:—:_:4
3 3
2 2
282 s
3 3
3 3
4:25+2 :258:86
3 3

Isto é: (a,),., = (1, 4,18,86,...), para todo inteiro n>1.

Exemplo 24. Resolver a recorréncia a,,, —6a,,, +9a, =0,onde a =1 € a, =6, para todo
inteiro k>1.
Solugdo. Da equacdo caracteristica: &> —6a +9 =0 resulta o, =a,=a=3.
Logo,
a,=A-a""+B(n-Da"", com a,=1e a,=6

Fazendo as substitui¢des, para 8 =1 e a, =6, temos:

a, =1=A-3"'+B-(1-1).3" {1:A {Azl
= =
a,=6=A-3"1+B.(2-1).3*" 6=(A+B)-3 ~ |B=1

Assim, a =A-a""+B-(n-1)-a"" =a,=1-3"+1-(n-1)-3"" =n-3""
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Portanto: a_, =n-3"", nos fornece a sequéncia (a,),., = (1,6,27,108,...), para todo

n

inteiro n>1.

Se as raizes da equagio caracteristica &” +ra +S =0 , da equacdo:
n-1 n-1
a,=A-a +B-a, ,

forem complexas, as constantes arbitrarias A e B, podem ser escritas de modo a evitar

calculos complexos. Isto é:

pondo as raizes na forma trigonométrica, teremos:
a, = p(cos@ +isend), «a, = p(cosd —isend)
a; = p(cosné +isennd), a, = p(cosné —isennd)

Logo,
A +B-a) " = p"[(A+B)cosnd+i(A-B)sennd].
Fazendo A'=A+B e B'= A—B, como novas constantes, podemos escrever:

a, = p"[(A'cosné+iB'sennd].

Atividades. Recorréncias lineares de segunda ordem homogénea
1) Se a equagdo X>+rXx+S=0 tem duas raizes reais iguais a &, prove que as sequéncias

u, = a“te v, =(k —1Da*" satisfazem as relagdes de recorréncias

U, +ru,,, +su, =0
Vi, +1v,, +sv, =0

2) Se as sequéncias  (U.),.; © (V,),» satisfazem as recorréncias de segunda ordem
Up,, + MU, +SUu, =0 e V. ,+rv,,,+5v, =0 para todo k=1, prove que a sequéncia
(z,)» dada para k>1 por z, =Au, +Bv, (onde A e B sdo constantes reais) satisfaz

uma recorréncia analoga, z,,, +rz,, +sz, =0.

Resolugdo. Recorréncias lineares de segunda ordem homogénea

U, + U, +su, =0 (i)
Vi,, + 1V, +5v, =0 (ii)

Como a equacgdo caracteristica X2 +rx+s=0 de (i) tém duas raizes reais e guias a «,

podemos escrever: X’ +IX+s=(X—a)’=x’-2ax+a’ < r=-2a e s=a’.
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Assim, U, + U, , +suU, =0 = u,, —2aU,,, +a’u, =0 (i)

De, U, =" temos, U,, =a* e U, , =", substituindo estas trés Gltimas igualdades na
equacdo (i), teremos: " —2a-a* +a’-a*t =20 —2a*" =0. A prova para (ii) é
analoga a prova de (i).

2) 2,,,+r2,,+sz, =0 = (Au,,,+Bv,,,)+r(Au,,, +Bv,,,)+s(Au, +Bv,) =

A(,,, +ru,,, +su)+B(v,,,+rv.,,+sv,)=A-0+B-0=0.

Resolvendo recorréncias lineares de segunda ordem nao homogénea.
Definigdo 9 (MORGADO, 2015)

Uma recorréncia do tipo X, +r-X,,+S-X,=f(n) com f(n)=0, com res

n+2

ndo ambos nulos, e coeficientes constantes, é chamada de: recorréncia linear de segunda

ordem ndo homogénea.

Teorema 2.3 Se a, é uma solugdo da equagdo
Xy + 17X,y +5-X, = F(n) ,
entdo a substituicdo X, =a, + Y, transforma a equa¢do em

Yoo t p'yn+l+q'yn =0.
Demonstragao.

Como, X,=a,+Y,. Entdo: X, =a,,+Y,y € X,» =2a,,+Y,,,. Substituindo esses

valores na equagéo

Xpeo + 7 X +5-X, = F(n)

n+1
obtemos:
(@2 t Vo)t P (@ + Vo) +d-(@, +y,) = f(n)
S (@ TP A +0:3,)+ Yo + P Yo +4-Y,) = F(0)
< M)+ (Yoo TP Yoa +0-Y,) = f(0)
S Y2 ¥ P Yau T4y, =0.

Observemos que a solugao de uma recorréncia ndo homogénea é constituida de duas parcelas:

uma solugdo qualquer da ndo homogénea (&,) e a solugdo homogénea (Y,) .
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Ja vimos como encontrar a solucdo da homogénea, veremos, agora, como encontrar a solugdo
da ndo homogénea. Veremos, no exemplo a seguir, que esta solucdo sera encontrada por

tentativas.

Exemplo 25. Resolver a recorréncia: X,,, + X,,; —6X, =6-8n; X, =4 e X, =8.
Solugdo. A equagdo homogénea X,,, +X,,, —6X, =0, tem equagdo caracteristica
a?+a—-6=0 deraizes o, =2 € @, =-3, com @, #a,. Logo, uma solugdo da equagio
homogénea é:
h =A-2""+B-(-3)"".

Procuremos, agora, uma solugdo particular t_, darecorréncia X,,, + X,,; —6X, =6—-38n.
Observemos que, se substituirmos t, em X, , +X,,; —6X, devemos encontrar 6-8n.
Portanto, por tentativa, faremos t, =Cn+ D, e assim teremos:

t,., +t,, —6t, =6-8n

= [C(n+2)+D]+[C(n+1)+ D]-6(Cn+D)=6-8n
= —-4C-n+(3C-4D)=-8-n+6

-4C =-8 C=2
= =
3C-4D=6 D=0;
uma solugdo particular t, =2n. A solugdo da recorréncia é asomade t, com h, .
Isto é: X, =t, +h,.Segue-se que, uma solugdo geral da recorréncia é:
X, =A-2""+B-(-3)"" +2n (i)

Das condigdes iniciais, temos X1=4 e X, =8, substituindo esses valores na equacdo (i),

encontramos:

X =4=A-2""+B-(-3)"" A+B=2 A=2
= =
X,=8=A-2""+B-(-3)*" 2A-3B=4 B=0
Portanto,
X =2"+2n.

n

Dai, podemos escrever a sequéncia (ap)n>1 = (4,8,14,24,...).

2.13 Recorréncias lineares de terceira ordem homogénea
Definicao 10 (NETO, 2014)

Uma sequéncia (@,),., que satisfaz uma relagdo de recorréncia da forma
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a.,+ra,,+sa.,+t =0, (1.25)

para todo inteiro K>1,onde I, S e t sdo constantes reais dadas, ndo nulas, é chamada de

recorréncia linear de terceira ordem homogénea.
De forma analoga as recorréncias de segunda ordem, definimos a equagdo caracteristica da
equacao polinomial do terceiro grau pela equacao:

ad+ra’+sa+t=0. (1.26)

Teorema 2.4 (NETO, 2014).

Seja (@,),,; Uma sequéncia de numeros reais tal que, para todo K=>1 inteiro,
tenhamos

a5 +ra,,+sa,, +ta, =0,

onde, I, S € t sdo constantes reais dadas, ndo todas nulas. Se a equacdo caracteristica
X3 +rx?+sx+t=0 tiver raizes reais «, f € y, entdo existem constantes reais A, B e
C, determinadas pelos valores de a,, a, € a,, tais que:

(a)Se a# fB#y,entdo a,=Aa"" +BB"+Cy"", paratodo n>1.

(b)Se a=pB+#y,entdo a, =[A+B(n-D]a"" +Cy"*, paratodo n>1.

(c)Se a=pB=y,entio a, =[A+B(n-1)+C(n—-1)*]a"", paratodo n>1.
A prova desse teorema para o item (a) segue de uma generalizagdo das solugbes de

recorréncias de ordem k (cf. item 2.14). E para os itens (b) e (c) veremos os exemplos 26, 27 e

28, que ilustram esse teorema.

Exemplo 26 (LIPSCHUTZ, 2004)
Resolver a seguinte relacdo de recorréncia homogénea de terceira ordem:

a,,, =6a,,,—11a,, +6a,, com as condi¢des iniciais 8, =2,a, =3€ea, =6.

n+1

Solugdo. A recorréncia dada pode ser escrita como a,,,—6a,,,+11a ,, —6a,=0. E seu

n+2

polindmio caracteristico (ou equacdo caracteristica) é dado pela equacgao
a®—6a’+11a-6=0
Como, &® —6a”® +11a —6 = (o —1)(ax — 2)(ex — 3) . Obtemos dai, as trés raizes reais distintas
o, =la,=2ea,=3.Istoé, o, #a, ;.
Logo, a solugdo geral da relagdo de recorréncia é:

a,=C' +C,a; +Cyo3
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Obervemos que o uso da féormula acima é conveniente para os termos iniciais
a,=2,a,=3ea,=6,onde n=0,n=1en=2, respectivamente.
Usando as condigdes iniciais a,=2,8 =3€ea, =6, com n=0,n=1en=2. Obtemos o
seguinte sistema linear:
0 0 0
a,=C1+C,-2°+C,-3" =2 C,+C,+C,=2
a=C-1'+C,-2'+C,-3'=3 = :C,+2C,+3C, =3
a,=C,-1°+C,-2°+C,-3° =6 C,+4C,+9C, =6

de solugdo: Clzg,szongzé.

Logo, a,=C,y +C,a, +C,a,n=0 = a, =g-1”+0-2”+%-3”

Portanto, a solucdo Unica da relacdo de recorréncia com condi¢des iniciais dadas é:

3"+3
a, =
2

Podemos, com isso, escrever a sequéncia (a,), =(2,3,6,15,42,...).

Exemplo 27 (LIPSCHUTZ, 2004)
Resolver a seguinte relacdo de recorréncia homogénea de terceira ordem:

a,.; =11a,,, —39a,,, +45a,, com as condigdes iniciais 8, =5,a, =1lea, =25.

n+1
Solucdo. O polindmio caracteristico é a® —11a* +39a —45 = (o —3)*(a - 5).
Existem duas raizes, o, =, =3 de multiplicidade 2 e o3 =5 de multiplicidade 1.
Logo, a solugdo geral da recorréncia é:
a,=C,-3"+C,-n-3"+C,-5"= (C,+C,-n)-3"+C,-5"

Observemos novamente, que o uso da férmula acima é conveniente para os termos iniciais
a,=52a =11lea, =25,onde Nn=0,n=1en =2, respectivamente.
Assim, para N=0,n=1en =2, obtemos o seguinte sistema linear :

a,=C,+C, =5

a, =3C, +3C, +5C, =11

a, =9C, +18C, +25C, =25
De solugdes reais unicas C, =4,C, =-2eC;, =1.
Portanto, a solugdo Unica da relagdo de recorréncia com condigGes iniciais dadas é

a,=(4-2n)-3"+5".
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Exemplo 28 (LIPSCHUTZ, 2004).

Resolver a seguinte relacdo de recorréncia homogénea de terceira ordem:

a,,, =6a,,,—12a,,, +8a,, com as condigdes iniciais a, =3,a, =4ea, =12.
Solugdo. O polindmio caracteristico é: a° —6a’ +12a -8 = (a —2)°.
Existe umaraiz o, = o, = a; = 2, de multiplicidade 3. Logo, a solugdo geral da recorréncia é:
a, =(C,+C,-n+C,-n%)-2"
Resolvendo o sistema
a,=C, =5
a=2C +2C,+2C, =4
a, =4C, +8C, +16C, =12
Encontramos: C, =3,C, =-2eC, =1.

Portanto, a solugdo Unica da relacdo de recorréncia é:

a, =(3-2n+n?%)-2"

2.14 Recorréncias Lineares de Ordem k (MOREIRA, 2009)

Podemos generalizar o resultado encontrado nas recorréncias de ordem 2 e ordem 3,

para recorréncias lineares de uma ordem qualquer.

Definigao 11. Uma recorréncia linear é dita de “ordem k” quando cada termo da sequéncia
recorrente é obtido dos k termos imediatamente anteriores a ele. E escrevemos tal recorréncia

da forma:

Xn+k = alx -1 + a2 Xn+k—2 + a3xn+k—3 to.t ak Xn + f (n) (1-27)

n+k
Sendo @, # 0 constantes reais. Vimos que, se f(n) =0, a recorréncia é dita homogénea.
Podemos escrever essa equacdo da forma:
Xn+k T @1Xnsk-1+82Xnsk—2 +@3Xnsk—3 ...+ 8kXp =0,
de equacdo caracteristica,
X +axt+a,x?+..+a =0 (1.28)
Teorema 2.6 Se o, «,, Qj,..., Q,_;, Q, S3o raizes da equagdo caracteristica (1.28), entdo:
X, =C,af +C,a;, +C,a; +...4+C, (1.29)
é solucdo da recorréncia

Xn+k a4 Xnik—1 +A2Xpik—2 T A3Xn4k_3 +---+ 8k Xy =0, (1.30)
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para quaisquer valoresde C,, ie N e 1<i<Kk.

Prova. Faremos a substituicdo de x, =C,a +C,a, +C,a; +...+4C, na equagdo de
recorréncia,
Xn+k + aerH—k—l + a'2 Xn+k—2 + a3xn+k—3 +..t a'k Xn =0.

Observemos, inicialmente, que:

n+k n+k n+k

Xk =Cray " +Cha," +..+C

_ n+k-1 n+k-1 n+k-1
Xoa =Ciap " +Cha, T +..+CL

_ n+k-2 n+k-2 n+k-2
Xoo =Croy +C,a," " +..+C,
_ n n n
X, =C,a) +C,a, +...+C, 2,
Assim, fazendo as substituicGes das equagdes acima, na equacdo de recorréncia (1.30),

encontramos:

+Ca™ . 4+ Ca ) +

n-+k n+k-1

C,a™ +Coa)™ +..+C.o)™ )+ a,(C, o
a,(C,a, +C,a)"? +..4+C, )" ) +..+3,(C,af +C,a) +..+C,a]) =0
Agrupando convenientemente e fatorando cada parcela, encontramos:
ng ok k-1 k-2
Col(o +ao  +a,o “+..+a,)+
+C,a) (o +aay " +a,ai P +..+a ) +...
+C.al (af +aa ™ +a,a* +..+a8,)=0

Como @, @, ..., a, sio raizes daequagdo X*+a,x" ' +a,x?+...+a, =0, entdo:

C,'-0+C,; -0+..4+Cx,-0=0

Teorema 2.7 Se «,,a,,...,(, , sdo raizes distintas e ndo nulas da equagdo caracteristica,
X +a, X" +a,x“?+...+a, =0, entdo todas as solugdes da recorréncia
Xn+k +81Xn4+k—1 +82Xn+k—2 +83Xn+k—3 +.. +akXp =0

sdo da forma:

k
X, =C,af +Cyaj +..+Cya{ =Y Ciaf", com C; constantes, ie N e 1<i<k.
i=1

Prova. Seja X, uma solugdo qualquer da recorréncia
Xn+k + aer‘H—k—l + a2 Xn+k—2 + a3Xn-¢—k—3 +...+ ak Xn = O
Pelo teorema 2.6, para os valores de X, X,, X5,...,X, , como solu¢do da recorréncia, obtemos

o seguinte sistema de equacdes:
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X,=C,a;, +C,a, +Cya, +...+C, 0,
X,=C,af +Coa’ +Coal +..+C, &}

_ 3 3 3 3
X;=Ca; +C,a, +Cya; +...+C, )

_ k k k k
X,=Ca; +C,a, +Cia; +...+C, o,

Se o sistema acima tem raizes «,, &,, i3,...,, distintas e ndo nulas, pela matriz de

Vandermonde
a O, O ay
2 2 2 2
a o, O ay
_ 3 3 3 3| _
V=lof o o .. &= []le;-x)
1<i<j<k
K k K k
a o, ay

seu determinante é também nao nulo. Logo, o sistema tem solucdo.
. _ n n n n
Seja z, =X, —C,ay —C,a, —C,05 —...—C,, . Para provar o teorema, devemos

mostrar que z, =0.

Substituindo z, naequagdo, X,,, + & X, 4 + X T A Xz Tt X, =0

encontramos:

In+k t8Znyk-1+a2Zny4k—2 +.-tAkZp =

n+k n+k n+k n+k
& (X1 _Clalmk_l - Cza;+k_l _Csagmk_l - ...—Ckark_l) +
a, (Xn+k—2 _Clalmkiz _C2a2+k72 —C3a§”k’2 _"'_Ckali]+k72) +
a3 (X3 _C10‘1n+k73 _Cza?k% —C3a3“*k*3 —— Cka;‘*k*’) +
n n n n
ag (Xn —Craq —Coay —Cgag —.. - Cxay) =

(Aplicando a propriedade distributiva para o fator @, com i=12,3,....k, e colocando o fator
—C,-a,comi=12,3,...,k, em evidéncia, encontramos)

=(Xn+k +@1Xn+k—1 +82Xp+k—2 +--+ 3k Xn)

—Ca (af +aof t+a,af  +aaf P +...+a)

~C,a) (of +aaf ™t +a,af? +aal v+ a,)

~C,af (¥ +aaf ™ +a,of ? +a,ak P +..+a,)
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ngok k-1 k-2 k-3
-Co (e +a, +a,a, " +a,a, " +...+8,)

Observemos que o primeiro parénteses ja é igual a zero, e para os demais parénteses, temos

que: &, a,, As,...,a, 30 raizes da equagdo caracteristica X +a1Xk’l +a2Xk’2 +..+a, =0.

Portanto, z, =0
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3. Aplicacoes

3.1 Sequéncias Numéricas e Recorréncias Lineares

Serd proposto, inicialmente, no item (3.1) alguns problemas de sequéncias numéricas e
recorréncias lineares de primeira ordem, com suas respectivas resolucdes. Pois entendemos
gue aprender matematica é aprender a resolver problemas, e para resolver problemas é
preciso apropriar-se dos significados dos conceitos e procedimentos matematicos para saber
aplica-los em situagBes novas. Assim, é fundamental que tais conceitos e procedimentos sejam
trabalhados com a total compreensao de todos os significados associados a eles.

“Eu ouco e eu esquego,

Eu vejo eu lembro,

Eu fagco e eu entendo”.
Antigo provérbio chinés

O estudo das progressoes é uma ferramenta que nos ajuda a entender fenédmenos da
natureza e fatos do nosso cotidiano, desde situacées simples, como tomar um remédio, até
situacdes mais complexas, como proliferacdo de bactérias. Veremos a partir do item (3.2) que,
por meio de técnicas recursivas, podemos criar modelos (ou formulas matematicas) para
descrever padrdes. E importante observarmos que a exibicdo de um modelo, exige do
modelador o conhecimento de matematica e a capacidade de inferir por raciocinio a descricdo
destes padrbes, podendo assim fazer uso das técnicas recursivas para resolver problemas.
Veremos algumas aplicacbes na geometria, na sequéncia de Fibonacci, pizza de Steiner, torre
de Hanodi, desintegracdo de elementos quimicos, eliminacdo de uma droga do organismo e
colénia de bactérias. Segue em todas as aplicagdes uma demonstragdo por indugdo finita,
mostrando assim, a validade de cada modelo, para todo n natural.

“... quando tentamos descrever algum aspecto do mundo real percebemos ... que ele oferece
mais do que a nossa pobre e finita mente consegue alcangar. Mas se aplicarmos nossos pode-
res apropriadamente, podemos alcangar um entendimento parcial que se adapte suficiente-
mente para nos dar fidelidade as leis do universo. Para ter uma chance de sucesso, devemos
idealizar e simplificar afim de obter uma figura mental que possamos manejar. Quando Che-
garmos a uma descricdo precisa, pela sele¢do das caracteristicas que consideramos esséncias,

temos um modelo matematico”.

Rosenblom
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3.1.1 Atividades de Sequéncias Numéricas e Recorréncias Lineares
3.1.1.1 Progressoes aritméticas PA.

1) Calcular os angulos internos de um triangulo retangulo, sabendo que estdo em progressido

aritmética (PA).

2) (UNIFESP) “Numeros triangulares” sdo numeros que podem ser representados por pontos
arranjados na forma de tridngulos equildteros. E conveniente definir 1 como o primeiro

nuimero triangular. Apresentamos a seguir os primeiros numeros triangulares.

-
. . o
L] . a - e .
e . . . & a - . - .
1 3 6 10

Figura 1. MOmeros triangulares

Se T, representao N-ésimo numero triangular, entdo T, =1, T, =3, T, =6, T, =10,
e assim por diante. Dadoque T, =T, , +Nn,para N=2,3,4,..., pode-se deduzir que T,,, é

igual a
a) 5050 b) 4950 c) 2197 d) 1458 e) 729

3) (Técnico - BNDS - 2008 — CESGRANRIO) Uma sequéncia de nimeros (a,, a,, as,...) é tal que

asomados N primeiros termos é dada pela expressdo S, = 3n?+n. Ovalordo 512 termo é:

(A) 304.
(B) 303.
(C) 302.
(D) 301.
(E) 300.
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4) (MACKENZIE) Considere os naturais N, 100 <n <999, que, divididos por 9, deixam resto 2.

A soma deles é:

(A) 49700;
(B) 65450;
(C) 83870;
(D) 54650;
(E) 75550.

5) (Exame Nacional de Acesso-MESTRADO-PROFMAT 2019) A hipotenusa de um triangulo

retangulo isésceles Tl cujos catetos medem |, é o cateto de um triangulo retangulo isdsceles
T2. A hipotenusa de T2 é o cateto de triangulo retangulo isdsceles T,, cuja hipotenusa é o
cateto do triangulo retangulo isdsceles T4 e assim por diante. O valor de | que torna a medida

da hipotenusa de T,,, igual a 2°° é:

A V2 B®1 (0 % D)2 (F) 22

6) (SBM, 2013) Mostre que: se @, e a,, sao dois termos quaisquer de uma PA de razdo T,

entdo:

a,=a,+(n-m)-r.

n(n-1)
7) (SBM, 2013) Mostre que, em toda PA tem-se: S =na, + ————-r

8) (EESCUSP-66) Se numa PA a soma dos M primeiros termos é igual a soma dos N primeiros

termos, M # N, mostre que a soma dos M+ N primeiros termos é igual a zero.

9) (SBM, 2013) Seja (&,),»; uma PA de razdo n3o nulae p,q,U,V naturais dados . Prove

que

a,+a,=a,+a < pP+rg=u+v.
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10) (SBM, 2013) Seja (@ ),» uma PA tal que a, = € a,=f3, com p#(. Calcule, em

fungdode p,q,a, f,0termo A,

10" -1

11) Mostre que o nimero 111...1 (N algarismos 1) é igual a

12) Formam-se a sequéncia de inteiros positivos:

49, 4489, 444889, 44448889, ...

na qual cada termo resulta de intercalar 48 no centro do interior. Mostrar que todos os termos
desta sequéncia sdo (a) quadrados perfeitos, (b) e determinar a raiz quadrada do n-ésimo

termo.

13) Use o teorema fundamental da somagdo para mostrar que:

2234 =3" 1,
i=1

N1 n
) Zi(i+1)_m'

i=1

14) Um quadrado mdgico de ordem N é uma matriz NXxN, cujos elementos sdo os

inteiros 1,2,3,..., n? , sem repetir nenhum, tal que todas linhas, todas colunas e as diagonais

principais tenham a mesma soma. O valor dessa soma é chamada de constante magica. Por

exemplo, os quadrados

(a) (k) (c)

8 1 6 16 | 3 | 2 | 13 17 | 24 | 1 8 15
3 5 - 5 | 10| 11| 8 | s . u | 16
4 9 2 2 6 7|12 4 6 13 0 | 22
4 |15 M) 10 | 12 | 19 | 21 3

11 | 18 | 25 2 9

Figura 2. Quadrados magicos
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sdo magicos, com constantes magicas respectivamente iguais a (a) 15, (b) 34 e (c) 65.

Determine a constante magica de um quadrado magico de ordem n.

15) (SBM,2013) Se (&,),»; € uma PA de razdo r, prove que a sequéncia (b, ),., definida

por b, =a’,—a’, paratodo k>1,também é uma PA, e calcule sua razio em fungdo de r.
16) (SBM, 2013) Asequéncia (a,),., satisfaz a, =1 e a,,, =3a,—1 para k=>1.

Faca os seguintes itens:

a) se b, =a, —%,prove que b, , =3b, para k>1;

b) escreva os cinco primeiros termos de (b, ),., e obtenha, em seguida,
a formula posicionalmente correspondente;

c) obtenha uma férmula posicional para a, .
3.1.1.2 Progressoes Geométricas (PG).

17) Se (@,) é uma progressdo geométrica de termos positivos, prove que (b,) definida por

b, =log a, é uma progressdo aritmética.

18) Se (a,) é uma progressdo aritmética, prove que (b,) definida por b, =e™ é uma

progressdao geométrica.

19) O radio-26 tem meia-vida (periodo de tempo em que metade da massa inicialmente
presente se desintegre) de 1600 anos. A taxa de variacdo da massa é constante. Em quanto

tempo a terca parte da massa inicialmente presente se desintegrara?

20) Sejam a=111...1 (ndigitos iguais al) e b=1000...05 (n-1digitos iguais a0).

Prove que ab-+1 é um quadrado perfeito e determine sua raiz quadrada.

21) Asequéncia (8,),.; € uma progresséo aritmético-geométrica se, para cada inteiro K >1,
tivermos a, =b, -C,, onde as sequéncias (b,),.; e (C,),»; sdo respectivamente uma PA e

uma PG. Mostre que o valor de S em fungdo de I’l,bl,C1 e das razbes [ , (Q

n?’

respectivamente da PA e da PG, para a soma dos N primeiros termos de uma tal sequéncia

(8, )1, € dada por:
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n

L—ng"™* +(n-2)q"]
1-q)®

S, =¢,b, ~(11_ g ]+ c,rq-

22) Utilize a féormula (Sn) do exercicio (21), para mostrar que:
2-1+7-3+12-3%2 +17-3* +...+497-3% +502.3'° = %(999-3101+11)

Progressoes Aritméticas (PA)
Resolugdo:

1) Consideremos os angulos internos a—I', @ € aa+TI,em PA, onde I é arazdo dessa PA.

Pelo teorema dos angulos internos de qualquer triangulo, temos que: a soma dos angulos

internos é igual a 180°.
Logo, (@ —r)+a+(a+r)=180°=a=60°e a+r=90° = r=30°.
Portanto, os angulos internos, medem respectivamente , & — I = 60°—30° = 30° ,

a=60° e a+r=60°+30°=90°. Ver figura abaixo.

Figura 3. Triangulo retangulo

2) Solugdo. Dados que T, =T, ,+nNn,para N=2,3,4,..., e T, =1, pela soma telescépica,

temos
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E=T+2
F=T+3
TEER4

I.":l =,""'I.'::'—1 +n

T =T +(2+3+4+_+n)

Entdo: T, =T, +(2+3+4+...4+4n)=1+2+3+4+...4+n _{n+)-n

Portanto. T, = w =5050.

Resposta. Letra (a) 5050

3) Dados S, =3n*+n. Determinar a,.

Solugio. Sg; = a5, +Sg, = ag; = Sey—Sge = (3-512 +51)—(3-50% +50)

3.(512 —50% )+1
=3-(51+50)-(51-50)+1=304.
Resposta. (A) 304.

4) Um numero é divisivel por 9, quando a soma dos seus algarismos é um multiplo de 9.

Logo, os nimeros naturais N 100 <n <999 que divididos por 9 deixam resto 2, séo termos
da sequéncia (101,110,119, ...,992). Vamos determinar, agora, o nimero de termos (n)
desta sequéncia. Como: &, =101, a, =992 e a,=a,+(n-1)-r, entdo

992 =101+(n-1)-9 = n=100

a, +a
Temos que, Sn = (n—zl) -N. Entdo SlOO = (992—;101) -100 = 54650

Resposta. (D) 54650.

5) Considerando os tridngulos T,, T, € T, abaixo,temos
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d =12} d, =1-2] d, =142

a

Figura 4. Tridngulos retdngulos isdsceles

&=+ d=d+d=(L]+12] E=di+d;
d=1-(Z)  d=12=1.(/2] d =(1-2F +(1-2)
d, =2 =1[./2]
Isto &, Tl:dlzl-(\/?)l, Tz:dzzl-(\/i)z, T3:d3=I-(\/5)3,...,Tloo:dloozl-(\/i)100

00
Como, d,p, =2 e d, o, =1 (\/E)L =1.2%, entdo

[.2°0=2%° = |=1
Resposta. (B) 1.

6) Devemos mostrar, em toda PA, que @, = a,, + (n—m)r.

Da definicdo de PA, temos:

{an =a, +(n-r (i)

a, =a +(m-r (i)
Fazendo (i) — (i) , obtemos: a, —a, =a, + (N—1)r —[a, + (M -1)r]
= a,—-a,=Mn-Yr—-(m-Dr

= a,=a,+(nh-m)r

7) Devemos mostrar, em toda PA, que S, = na, +M -r
& =a
a,=a+r
a,=a +2r
a,=a +3r
a,=a+(M-Dr
S, =na, +[1+2+3+...+(n-D]r
= S, :na1+n(n2_1)-r
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8) Seja uma PA de primeiro termo @, e razdo I . Devemos mostrar que S,.., =0. Dados que
S,, =S, . Da questdo (10), segue-se que:

(m+n)(m+n—1)_r

S, . =(M+n)a, + (i)

m(m—l)_r: n(n-1)

Temosque: S, =S, = ma, + na, +T- ro(ii)

Isolando a,, por exemplo, na equagcdo (ii),obtemos

a, :_(m%n—l).r -

e, substituindo a equacdo (iii) na equacdo (i), obtemos:

s :(m+n)[_(m+2n—1).r}+(m+n)(r2n+n—1).r

= S =0

m+n

9) Seja r # 0 arazdo da PA, dada por (a,),.; - Devemos mostrar que:
a,+a,=a,+a, < p+gq=u+v

Pela atividade (9), obtemos as seguinte equacgdes:

a,=a,+(p-u)-r (i)
{aq =a,+(q—-Vv)-r (i)

Fazendo (i) + (i), resulta:
a,+a,=a,+(p-u)-r+a, +(q-v)-r <
(p—uw)-r+(g-v) - r=0 <
(p-uw)+@-v)=0 <
p+q=uU+V

10) Pelos dados do problema, e aplicando o termo geral da PA, obtemos o seguinte sistema

linear, nas varidveis a, € I':
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a=a,=a+(p-1)-r
ﬂ:aq:a1+(q_1)'r

ﬂpaq+aﬂ _oa-
p—q p-

que tem solugdo a, =

a-p
q
Segue-se que:

= +(p+q-1)r <

po—aq+a-p a—
ap+q: +(p+q_l)—ﬂ©
p-q p-q
ap —
a,,,=———
p+q p_q
Portanto, ap+q=0{p—,b’q.
p—q
11)
101—1_2_
9 9
2
10 —1:%:11
9 9
3
10 4:@:111
9 9
109_1 _999-9 1911

12) N =444..488..89=4-(111...1000...0) +8-(111...10) +9. Observemos que no

primeiro parénteses temos n uns e n zeros, e no segundo parénteses n—1 uns e um zero.

Logo, pela atividade (14), obtemos:

n_ n—l_
N :4.(109 1~10”j+8-(10 5 1-101J+9=

4-(10”)2+4-10“+1:
9
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2.10" +1Y)’
3

2.10" +1)2

a) Portanto, o valor procurado é: N :[ 3

e N 21041

13)
(a) Seja, a; = 2.3 Ent3o:

Aa =A(2-31)=2.A3")=2-(3-3"-1-3")=2-(2-3)

= % A(2-371)=2.3"
18 i-1 3 i-1
=Y A(2:31)=>23
2 i=1 i=1
=>A@") =) 23"
i=1 i=1

= Z 2 A 3i—1 — ZA(gi—l) — 3(n+1)—l _31—1 — 3n _1

i=1 i=1

(b) 8 ==t =—(.1 —1)=—A[1]
ii+1) 1 1+1 i+1 i i

n 1 n 1 1 1 n
= 2" & A(ij:‘(m‘ﬂ:m

14)
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_1_(1+32)-32 B

S, 15
3 2
2 2
g, 1) g
4 2
2 2
55—1'(1+5) 5 65
5 2
S _1 (1+n°)-n* _(@+n*)-n
" 2 2
2
Portanto, SHZW'

15) Devemos mostrar que a diferenga b, ,, —b, , é constante e ndo depende de K. Isto é:
b =B = (ak2+2 - alf+1) - (a|3+1 - alf) =
(A2 —8) @yir +84s) — (B ) (@ +8y) =
r@., +a..)—r@g +a)=r-2r= 2r?.

Portanto, (D,),.; éuma PA, esuarazioé 2r°.

1 1
16) b, =a, —E:> b.,=a,, —5 Como, a,,, =3a,—1.Entdo:

1 1
b,.,=@Ba, -1)-==3 a —=|=3b .
n+1 ( n ) 2 (n 2) n

(a) Portanto, b, , =3b

h-

1 1 1 1
b) Dad ) =1T ,bn:an——:> = ——:1——:—
(b) Dados, &, emos que > b =a 5 5=
Entdo, pelo item (a):
1 3
b,=3b=3-==—
p =30 =3-0=7
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9 27
b4_3b3:3 —:?
b, =3b, =3. 2/ - &1

2 2

Para obtermos a féormula posicional correspondente, fazemos o produto telescépico.

Isto é, multiplicamos membro a membro as equagdes abaixo,

b, =3b,
b, = 3b,
b, = 3b,
b, =3b, ,

1 ..
Ap6s as devidas simplificagdes, encontramos: b, ==-3" L

(c) Dados, a,,; =3a,—1 ( para evitarmos redundéncia, resolveremos: X,,; =3X, —1 ). Para
encontrarmos uma férmula posicional para  X,, devemos observar que temos uma

recorréncia linear de primeira ordem ndo homogénea. Invocando o teorema 2.1, teremos:

3n—1

Y..1 =3Y,, que pelo item (b), tem solugdo geral Y, = ,tomando Yy, =1. Obtemos uma

solugdo particular a, =3"". Logo, a substituicio X, =3 y, (i), transforma a recorréncia
Xp,y =3X, =1, em:

Yo =Ynt oo

1 .. .. .
Que tem solugdo geral, Yy, = E(1+ 3_n+l) (ii) . Assim, substituindo (ii) em (i), obtemos:
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Portanto, a férmula posicional é dada por: a, =

Progressoes geométricas (PG)
Resolugido:
17) Dados b, =log a,, onde (a,) é uma PG, devemos mostrar que a diferenga b, —b, é

constante. Isto é:

a
b,,—b,=loga,,—loga, =log a”—” =log q = constante, onde  é arazdoda PG (a,).

n+
n

n+l & constante.

18) Dados bn =e%* , onde (an) é uma PA, devemos mostrar que a razao
n

Isto é:

b ean+l

l;—” =——=g""" =¢'=constante, onde I éaraziodaPA (a,).
e n

19) Sejam M, a massa inicial presente, e M a massa apds um instante t. Entdo,

M=M,-q" (i), onde g éuma constante real.

Apds 1600 anos temos, M = E M, (i1). Isto é: apds 1600 anos a massa final presente é a

metade da massa inicial. Observemos que: apds 1/3 da massa inicial se desintegrar, sobram
2 .. .

2/3 da massa inicial. Logo, M = 3 M, (iii). Assim, substituindo (ii) em (i), para t =1600,

obtemos:
1 1600
E -M 0= M 0" q =

Substituindo (iv) e (iii) em (i), obtemos:
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log(2/3)
log 2

‘M, = M,(271%°f = t=-1600-

wIiN

O que nos fornece: t =936 anos, aproximadamente.

20)
a=0 e p_10745
N = ab+1= 22 ‘1-(10“+5)+1
N _(10")*+4-10" +4
9
n 2
N o 20 +2)

32

Portanto, \/— = 10 3+ 2

3.2 Encontrando Recorréncias em Poligonos Convexos

1) A soma dos angulos internos (S,) de um poligono de N lados, é dada pela recorréncia
S,..=S,+180°, n>3.Com S, =180°.

E o seu termo geral (ou uma férmula fechada), é dado por: S, =(n—2) -180°.

Prova. Pela soma telescdpica, temos:

S, =S,+180°
S, =S, +180°
S, =S, +180°
S, =S, +180°

S, =S;+(n—-4+1)180" =180" + (n—3)180°
= S, =(n-2)180°
Prova por indugdofinita :
(1) n=3; P(3) = S3 =(3-2)180° =180°, a proposi¢do é verdadeira;
(1) Supondo que, P(n); S,; = (n—2)180° seja verdadeira para n natural;
(it)) P(n+1); Sp4q =S, +180°
= S;41 =(n—-2)180°+180°
= Spi1 =(n-1)180°
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Como P(n) = P(n+1).Portanto, a proposigao é verdadeira para todo N >3 natural.

2) O numero de diagonais (D,) de um poligono convexo é dado pela recorréncia

D,,=D,+(n-1), n=3.Com D, =0.

n-(n-3
E o seu termo geral (ou uma férmula fechada), é dado por: D, = % , N2 3_
Prova. Pela soma telescépica, temos:
D,=D,+2
D,=D,+3
D,=D.+4

D,=D;+2+3+4+..+(n-2) =
)= 2+n-2)(n—-2-2+1)

=2+3+4+..+(n-2 5

n(n—3
_p, - M09
2
Prova por indugdo finita:

_3(3-3)

(i) n=3; P(3) = D3 =0, aproposi¢do é verdadeira;

n(n-23)
2

(1) supondo que, P(n) = Dy, = , seja verdadeira para n > 3, natural;
(i) P(n+1) = Dp41 =D, +(n-1)
= Dpyg = s (n-)

s Dy = (n +1)2(n—2)

Como, P(n) = P(n+1).Entdo a proposi¢do é verdadeira para todo N >3 natural.

3. O lado de um quadrado Q1 mede L. Unindo-se os pontos médios de seus lados obtém-se
um novo quadrado Qz- Unindo-se os pontos médios do novo quadrado obtém-se outro
quadrado Q,, e assim sucessivamente. A drea (A)do N—ésimo quadrado, é dada pela

recorréncia

AHl:%-A], n>1.Com A1=L2.
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1 n-1
E o seu termo geral (ou uma férmula fechada), é dado por: A = (—j L2,

Prova. Pelo produto telescdpico, temos:

1
%=§ﬂ

1
A=A

1
A4=EA3

1
AnzzAn—l

111 1 (1)

Amhgaee z‘L@

Prova por inducdo finita:

1

1-1
E) 12 = L2, aproposicao é verdadeira;

(iyn=1,PQ1 = Alz(

n-1
(ii) supondo que, P(n) = A, = [%) 'L2, seja verdadeira para n natural;

(i) P(n+1) :>Am4:(%}M

1 1n—1 )
= mac(3){z)

1\" 2
:>An+1:(5j - L

Como, P(n) = P(n+1).Entdo a proposicdo é verdadeira paratodo N>1 natural.

4. O numero de diagonais internas (Dn) de um prisma cuja base é um poligono convexo de N

lados, é dado pela recorréncia
D,,=D,+2(n-1), n>3.Com D,=0.

E o seu termo geral (ou uma férmula fechada), é dado por: D, =n(n—-3), n>3.
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D4:D3+2-2
D5=D4+2'3
D6 =D5+2-4

D, =Dy 1 +2-(n-2)

Dhp=D3+2:-(2+3+4+..+(n-2))
= Dy =2-(2+n—2)(n—;3)
= D =n(n-3)

Prova por inducdo finita:

(1) n=3; P(3) = D3 =3(3-3) =0, aproposicdo é verdadeira;
(i) supondo que, P(n) = D,, =n(n-3), sejaverdadeira paran > 3, natural;
(iiiy P(n+1) = D1 =D, +2(n-1)

= Dpi1=n(n-3)+2(n-1)

= Dy = (N+1)(n-2)

Como, P(n) = P(n+1). Entdo a proposi¢do é verdadeira para todo N >3 natural.
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3.3 Sequéncia de Fibonacci (HEFEZ, 2016)

Trata-se do seguinte problema proposto e resolvido por Leonardo de Pisa em seu livro,
Liber Abacci , de 1202.

Um casal de coelhos recém nascidos foi posto num lugar cercado. Determinar quantos
casais de coelhos ter-se-do apds um ano, supondo que, a cada més, um casal de coelho produz
outro casal e que um casal comeca a procriar depois de dois meses apds o seu nascimento.

Leonardo apresenta a seguinte solugdo.

més nimeros de casais | numero de casais Total
do més anterior recém-nascidos
1¢ 0 1 1
29 1 0 1
39 1 1 2
49 2 1 3
59 3 2 5
62 5 3 8
79 8 5 13
82 13 8 21
90 21 13 34
109 34 21 55
110 55 34 89
122 89 55 144

Tabela 1. Solu¢do de Leonardo

Portanto, o numero de casais de coelhos num determinado més é igual ao numero
total de casais de coelhos do més anterior acrescido do numero de casais nascidos no més em
curso, que é igual ao numero total de casais do més anterior ao anterior.

Denotando o numero de casais de coelhos existentes no n-ésimo més por U,
teremos uma relagao do tipo

u,=u,,+U,,, u =u,=1
Tal relagdo é definida como: uma recorréncia de segunda ordem linear homogénea, com

condiges iniciais U; =U, =1, logo a recorréncia tem solugdo Unica. Veremos, a seguir, como
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encontrar uma solugdo que determina o n-ésimo termo para essa recorréncia, e assim

encontrarmos a sequéncia numérica F, de Fibonacci. Isto é:

u =u_,+U_, < U —U_—U _,=0,temos o polindmio caracteristico > —a—1=0

1++/5 _1—\/5
> —.

de raizes reais, a; = e a,
2

Como sua solugdo geral é dada por :
_ n n
u,=Cao +C,, .

Ent3o,

u = cl(“ ‘/5] +cz[ﬂ]n .
2 2

Logo, fazendo por simplicidade U, =0 e u; =1, obtemos:

0 0
1++/5 1-5
uO:Cl( > j +C2£—2 J =0 C,+C,=0 C, =

1 1 = l+\/§ N ﬂ _ = .
Ul=Cl£1+2\/§J +C2(#] =1 C{ 2 ] CZ( 2 ] ! C2=—E

Portanto, o n-ésimo termo F, da sequéncia de Fibonacci é dado por:

e _1(1B) 1 (1-4B)
"5l 2 Jslo2 )7

Dai, finalmente, podemos escrever:
F1=1, FZ =1, F3=2, F4 =3, F5 =5, F6 =81 F7 :131
F8 = 21, Fg = 34, FlO = 55, F]_]_ = 89, FlZ =144,

Prova por indugdo finita:
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Sl

1+\/§J1_(1—\/§J1 (1+\/_J (
2 2
\/g =1eF2 \/— —
(1+\/§]n_[1—\/§]n [ J’j (1 J‘]””
2 2
G e Fhip= 5 ’

sejam verdadeirasparan > 1, inteiro;

%n+1_1_\/§n+1 1+\/§n_1_\/§n
2 2 . 2 2 B

J5 J5
1445 n+2_ 1-5 n+2
2 2

(i) n_l,n_2:>F1_(

(ii) supondo que, Fj, =

(iii) entéo, Fy o =F, 1+ F, =

J5

Como, (Fny1+Fn) = F,, 2. Entdo a proposicéo é valida para todo N =1, inteiro.

Podemos fazer uma analogia da sequéncia de Fibonacci com uma espiral logaritimca. Ver

figura 5.

iy

Figura 5. Espiral logaritmica
Curiosidade. Essa espiral, segue um padrdo encontrado com muita freqiiéncia na natureza, por
exemplo no crescimento de um embrido ou de uma planta, na forma de: uma arvore,um

furacdo, galdxias, etc...
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3.4 Pizza de Steiner (MORGADO, 2015)

Neste problema, devemos encontrar o nimero méaximo de regides em que N retas
pode dividir o plano. Como soluc3o, observemos inicialmente que: para N =0, teremos 1
(um) plano, e para N=1, teremos 2 (dois) planos. Escrevendo o nimero de planos por X,
teremos para N=0 e N =1, respectivamente, X, =1 € X, =2. Observemos agora, a figura

6, onde as N retas dividem os planos e os asteriscos (* ) representam o nimero de planos .

Xy =1 0= 2 X = 7
H H
H * H
* H
:1’:// - x_‘_\*
=10 n=1 n=73

Figura 6. Divisdo do plano por retas

Logo, podemos afirmar que: o nimero maximo de regides é determinado quando, para cada
N, a reta N+1 intercepta as N ja existentes. Nesse caso, a nova reta subdivide n+1
regides, criando assim N+1 novas regides. Portanto, o nimero maximo de regides X,
determinado por N retas, satisfaz

X,y =X, +(nN+1)

para n=0,1,2,3,..., com X,=1. Encontremos, agora, uma solugdo geral para essa

recorréncia, com valor inicial X, =1. Pela soma telescdpica, temos:

X =X, +1
X, =% +2
Xy =X, +3
Xy =X, 1 +N

X, =X +1+2+3+...4+n), (X, =1)
n(n+1)
2

Assim, para Nn=0,1,2,3,..., (N retas) teremos, respectivamente:

= X, =1+

Xo =1 X =2, X, =4, X;=7,...(planos).

Prova por inducdo finita:
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N 0(0+1)

() n=0; PO)=xp =1 =1, aproposi¢do é verdadeira;

(ii) supondo que, P(n), x,, =1+ w,seja verdadeira para n > 0, inteiro;
(ii) P(N+1),x, 1 =X, +(N+1) :1+_n(n2+1) +(n+1) :1+w2(”+2>

Como P(n) = P(n+1).Entdo a proposi¢do é valida para todo inteiro N >0.

3.5 Torre de Hanéi (HEFEZ, 2016)

A torre de Handi é um jogo que consiste de N discos de diametros distintos com um
furo no seu centro e uma base onde estdo fincadas trés hastes. Numa das hastes estdo
enfiados os discos de modo que nenhum disco esteja sobre um outro de didmetro menor (veja

figura 7, para N =3 discos)

Figura 7. Torre de Hanéi

O jogo consiste em transferir a pilha de discos para uma outra haste, deslocando um
disco de cada vez, de modo que, a cada passo, seja observado a regra de que nenhum disco

esteja acima de um de raio menor. Devemos observar, inicialmente, que o jogo tem solucdo, e

em seguida encontraremos uma férmula para determinar o numero minimo . de

movimentos para resolver o problema.

Pelo principio da indugdo, temos que o nimero minimo de movimentos para N discos
é: J,., =2],+1. Assim, temos uma progressao aritmético-geométrica j, cujo termo geral é:
j,=2"-1.
Isto é: para N = 3discos, teremos j3 =23-1=7 movimentos, e para N = 4 discos, teremos
Ja = 2% —1=15 movimentos ..., assim sucessivamente.
Prova. Seja J.,, =2],+1 uma recorréncia linear de primeira ordem ndo-homogénea de

condi¢do inicial  j, =1. Fazendo Y,, =2Y,, e resolvendo esta equagdo homogénea,

encontramos =2 , tomando, por exemplo, =1. Teremos =2"1 Isto é
n 1 1 n
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a =2"" éuma solugdo da equagdo homogénea. Fazendo a substituicdo de J, =a Yy, e

n

J

ns1 = Q.1 Yo Na equagdo ndo-homogénea, encontramos

2"y =2:2" "y 41
Resolvendo esta Ultima equagdo, obtemos y, = 2—2""" Como a solugdo geral é dada por,
J,=4a,y,,temosque J =2"".(2-2"")=2" ~1.Portanto: j =2"-1.
Prova por inducao finita:
Mn=L P =)= 2l 1= 1, aproposicao é verdadeira;
(ii) supondo que, P(n), j, =2" —1,seja verdadeirapara n>1;
(i) P(N+1), jpog =2j, +1=2(2" 1) +1=2"*1_1,

Como, P(n) = P(n+1). Entdo, a proposi¢do é verdadeira para todo inteiro N >1.

3.6 Desintegracao de Elementos Quimicos

Podemos observar, através de analise quimica, que substancias radioativas decaem
exponencialmente. E chamado de meia-vida, o tempo que metade da massa inicialmente
presente leva para se desintegrar, em uma unidade de tempo.

O mercurio metalico presente na lampada fluorescente na forma gasosa, embora ndo
seja radioativo, € uma substancia téxica aos seres humanos e ao meio ambiente.

Segundo ALMEIDA et al. (2012) apud OLIVEIRA (2014), podemos determinar a
quantidade Q, presente a cada periodo de dois meses, considerando Q, como sendo a
quantidade inicialmente presente de mercurio no ambiente de meia-vida, aproximadamente,
de dois meses. Logo, dado  Q,, a quantidade inicial @ n um ndmero par, podemos por

recorréncia escrever:

1
QzZEQo
1
Q4:EQ2
1
QGZEQ4
1
Qn EQn—Z
11 1
Qz'Q4'---‘QnZE‘E'---‘EQO'Qz‘- Qn—2

Apds as devidas simplificagdes, obtemos:
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1 n
o) e

Onde, Q, é quantidade de mercurio restante, no instante n.

Prova por indugdo finita:

0
(i) n=0, P(0) = Qg = [%} -Qp, aproposicdo é verdadeira;

n

(i) supondo que, P(n),Qp =(%j2 -Qp , seja verdadeira para n > 0, inteiro par;
n n+2

1 1(1)2 1y 5

i) P(n+2), —~.0.==.=21¢.0n =| = .

(i) P(1+2), Qnez =-Q; Z[ZJ Q (Zj %

Como, P(n) = P(n+ 2).Entdo a proposicdo é verdadeira para todo inteiro par N > 0.

3.7 Eliminagao de Uma Droga do Organismo

Segundo HALLET (2004), apud OLIVEIRA (2014), quando se administra uma medicacao
em um paciente, o remédio entra no fluxo sanguineo. Quando ele passa pelo figado e pelos
rins, € metabolizado e eliminado a uma taxa que depende da droga em questdo. Para o
antibidtico ampicilina, 40% da droga sdo eliminados por hora. Uma dose tipica de ampicilina é
de 250 mg. Suponha que Q,, onde Q, é a quantidade de ampicilina, em mg, no fluxo
sanguineo de n horas depois do remédio ter sido dado.

Em n=0 temos Q,=250. Como, em cada hora, a quantidade restante é de 60% da

guantidade anterior, temos por recorréncia, que:

Q1=016'Q0
QZZO’G'Ql
Q3:016'Q2
Qn :0'6'Qn 1

Q-Q-..-Q=06-06-..-06-Qy-Q; -...- Q4
Feitas as devidas simplificacdes, obtemos:
Q,=Q,-(0,6)" = Q, =250-(0,6)"
a solucdo da recorréncia linear de primeira ordem homogénea. Exibiremos a seguir uma tabela
(tabela 2)e um grafico (figura 8) que relacionam a quantidade de droga no organismo em

fungdo do tempo.
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Tempo (horas) Quantidade (mg)
] 250
1 150
2 S0
3 54
4 32,4
5 19,4

Tabela 2. Quantidade de droga em funcao do tempo

Oy (mg)

250

200

150

100

50

Horas(n)

1] 1 2 3 4 5
Figura 8. Grafico: quantidade de droga em fungdo do tempo
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Observemos que o Graficode Q,=250-(0,6)", é de uma fun¢do exponencial de decaimento.

Prova por inducdo finita:

(i) n=0, P(0) = Qg =250- (0,6)0 = 250, aproposicdo é verdadeira;
(i) supondo que, P(n), Q, =250- (0,6)" , seja verdadeira paran > 0, inteiro;
(ii) P(n+1), Qn,1 =0,6-Q, =0,6-250-(0,6)" = 250-(0,6)"**

Como, P(n) = P(n+1).Ent3o a proposi¢do é verdadeira para todo inteiro N> 0.

3.8 Colonia de Bactérias
Considere uma col6nia de bactérias que se reproduz assexuadamente, dividindo-se em
duas bactérias apds a duplicacdo do seu material genético. Esta divisdo se produz a cada hora.

Se a populagdo inicial é de 1000 bactérias, qual serd o numero de bactérias que terd a col6nia

qguando tenha passado 24 horas?
Solugdo. Seja P, a populagdo inicial e P, a popula¢do na hora n.Entdo uma expressao geral
gue descreve este modelo de crescimento é:

P..=2P,

Aplicando esse modelo recursivamente, obtemos:

P, =2P,
P, =2P,
P, = 2P,
P, =2P ,
P, =2"P,

Assim, a equagdo P, =2"P, nos da a populagdo de bactérias num periodo de n horas.
No nosso problema, para n igual 24 horas, teremos:
P,, =2%*-1000=16.777.216.000 bactérias na colénia.
Prova por inducdo finita:
(i) n=0, P(0) = Py =1000- 2° =1000, aproposi¢do é verdadeira;
(i) supondo que, P(n), P, =1000- 2" sejaverdadeira paran > 0, inteiro;
(i) P(n+1), Py,q =2-P, =2-1000-2" =1000- 2"*?

Como, P(n) = P(n+1).Ent3o a proposi¢do é verdadeira para todo inteiro N> 0.
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4. Consideracoes Finais

Com o objetivo de apresentar uma proposta de estudo das recorréncias lineares,
principalmente as de primeira e de segunda ordem, este trabalho discorreu os varios tipos de
sequéncias recursivas, com exemplos de aplicacdes em diversas areas da matematica no
ensino médio.

Tradicionalmente os livros didaticos, para esse nivel, apresentam as progressdes
aritméticas e as progressdes geométricas, como Unicas sequéncias recorrentes. Porém, os
métodos recursivos podem ser empregados em varios campos como Fisica, Quimica, Biologia,
Geografia e outras areas do conhecimento, pois, estas e outras aplicacées podem despertar no
aluno o interesse a pesquisa, o que ira contribuir positivamente no seu pensamento cognitivo.

Com numerosos exemplos, atividades propostas com solu¢des e algumas aplicacOes
na busca da interdisciplinariedade e cita¢des bibliografica, este trabalho pretende contribuir
de alguma forma com os professores de matemadtica do ensino médio , cujo papel é mais do
gue orientador e facilitador de aprendizagem. Cabe ao professor desenvolver a autonomia do
aluno, instigando-o a refletir, investigar e descobrir.

Encerramos esse trabalho ressaltando a importancia vital do PROFMAT na qualificacao
de alto nivel de professores no ensino bdsico em todo Brasil, oportunizando uma possivel

concretizagdo dos objetivos desta obra.
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