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Resumo

O trabalho apresenta uma proposta para calcular o volume de quaisquer sélidos de revolugao
de uma maneira compreensivel para os alunos do Ensino Médio. A proposta visa desenvolver
uma atividade baseada no Teorema de Pappus-Guldin e foi trabalhada com os graduandos de
Licenciatura em Matematica da Universidade Federal de Ouro Preto. O Teorema de Pappus-Guldin
€ apresentado abordando seus aspectos histdricos e algumas aplicagdes para calculo de volume.
Para tal, foi necessdrio realizar um estudo sobre centroide de vdrias figuras planas, usando alguns
conceitos presentes nos livros de Calculo Diferencial e Integral. O software GeoGebra foi utilizado
constituindo-se em uma ferramenta fundamental para o desenvolvimento da proposta didatica,

ilustrando a importancia de se utilizar tecnologias digitais no ensino da Matematica.

Palavras chaves: Pappus-Guldin; Centroide; GeoGebra.






Abstract

This dissertation presents a didactic proposal for the calculart of the volume of any solid of revolution
in an understandable way for high school students. The proposal aims to develop a didactic activity
baseada on the Pappus-Guldin Theorem. The proposal was applied in a class of undergraduate
students of Mathematics at Universidade Federal de Ouro Preto. The Pappus-Guldin Theorem is
presented adressing its historical aspects and some applications to volume calculation. A study
of centroid of flat figures based on books of Differential and Integral Calculus was necessary to
our purposes. The GeoGebra software was a fundamental tool for the development of the didatic

proposal, illustrating the importance of using digital technologies in mathematical teaching.

keywords: Pappus-Guldin; Centroide; GeoGebra.
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Introducao

O Teorema de Pappus-Guldin leva os nomes dos matematicos Pappus de Alexandria e de
Paul Guldin e constitui-se em uma ferramenta importante para o cdlculo de volume de s6lidos de

revolucdo.

Diversos trabalhos recentes do PROFMAT abordam este resultado, mas com uma abordagem
distinta da que propomos, como ficaré claro ao longo do texto. Citaremos alguns trabalhos como o
de (RAUTENBERG, 2013) que apresenta os Teoremas de Pappus-Guldin para calculo de 4rea de
superficie e de volume de sélido de revolugao, trabalhando com a parte do contetido da disciplina de
Calculo. Por outro lado, analisando o trabalho de (BUENO, 2018) este apresenta um estudo sobre
os dois Teoremas e sua aplicacdo no Ensino Médio, apresentando atividades para calcular a drea
da superficie e o volume dos sélidos conhecidos tais como de um cilindro, de um cone, de uma
esfera. Temos ainda a dissertacdo de (COSTA, 2017) que apresenta o0 mesmo roteiro dos outros,
diferenciando na atividade desenvolvida, sendo esta voltada para cdlculo do baricentro de figuras

planas.

O artigo (DANTAS; MATHIAS, 2017) foi a grande inspiragdo para a realizagdo deste
trabalho. Neste artigo apresentam-se propostas de atividades que podem ser desenvolvidas com os
alunos do Ensino Médio para determinar formas de revolucdo, bem como o volume das mesmas,

sem usar conceitos de Célculo Diferencial e Integral.

Nosso estudo difere dos citados ao focar no objetivo de propor uma atividade dialogada aos
futuros professores de matemdtica do Ensino Médio, apresentando o Teorema de Pappus-Guldin
como uma alternativa para calcular o volume de quaisquer sélidos de revolucdo e contribuindo com
a formacao dos graduandos. Antes de dar inicio a atividade, foi feito um estudo sobre as tecnologias
digitais em Matemdtica para mostrar sua importancia no ensino desta. Confeccionamos um material
concreto para introduzir o conceito de centroide usado na atividade. Depois, fizemos um estudo

com rigor matemdtico sobre as coordenadas do centroide e sobre o Teorema de Pappus-Guldin para
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célculo de volume de sélido de revolucdo. Este estudo foi dividido em 4 capitulos.

No primeiro capitulo, baseado no livro Fases das Tecnologias Digitais em Educacdo Ma-
tematica (BORBA; DA SILVA; GADANIDIS, 2014), foram abordadas as quatro fases do uso das
tecnologias digitais, as quais tiveram, cada uma, uma midia como o diferencial. A primeira fase
abordada no livro destacada pelo uso do software LOGO, onde o usudrio comandava um robd que
tem um formato de tartaruga. A segunda fase estava preocupada com a dinamica dos professores na
sala de aula, surgindo varios softwares. Os que mais se destacaram foram Cabri e Winplot. A terceira
fase se destaca pela grande procura dos cursos online. Ja a quarta fase ocorreu com a explosao
das midias devido a internet rapida, em destaque temos o software GeoGebra que utilizamos neste
trabalho.

No segundo capitulo, intitulado Coordenadas do Centroide, introduzimos o conceito de
centroide de um conjunto de particulas ao longo de uma linha reta e centroides de figuras planas.
As coordenadas do centroide de uma regido entre curvas e regido composta foram encontradas
usando o cdlculo de integral. Apresentamos também exemplos de coordenadas do centroide como

de tridngulos e semicirculos.

No terceiro capitulo, denotado O Teorema de Pappus-Guldin, contamos a histéria do Teorema
e da vida de Pappus de Alexandria e Paul Guldin. Demonstramos o Teorema de Pappus-Guldin para
algumas figuras planas, como triangulos retangulos, retangulos, semicirculos. Por fim, para uma
figura qualquer, foi necessario relembrar como calcular o volume de s6lido de revolu¢ao usando
dois métodos: o método anel circular que serd necessario quando a figura qualquer € rotacionada em

torno do eixo X e o método de cascas cilindricas caso a figura seja rotacionada no eixo Y.

No dltimo capitulo, intitulado Praticas com Futuros Professores de Matematica, foi descrita
a realizacdo da atividade aplicada com o sexto e o oitavo periodos de Graduacao de Licenciatura
em Matematica na Universidade Federal de Ouro Preto, com o objetivo de apresentar o Teorema de
Pappus-Guldin como uma alternativa para calcular o volume de quaisquer sélidos de revolucdo. Os
graduandos manipularam um material concreto para construir o conceito de centroide de figuras
planas. Realizamos uma atividade para apresentar a demonstragdo do Teorema de Pappus-Guldin
para regides planas e figuras especificas (tridngulos retangulos, retingulos e semicirculos). Provi-
denciaram sélidos de revolucdo para realizar as construgdes no software GeoGebra seguindo um
determinado roteiro. Em seguida, foram apresentadas aos graduandos algumas constru¢des como:
uma garrafa de refrigerante, uma vasilha de chimarrao e um toro. Diante de certa insatisfacdo com
alguns resultados do volume dos sé6lidos de revolug@o apresentados na atividade, fomos investiga-los.
Foi elaborado um questiondrio e este foi aplicado aos graduandos, e em seguida, as suas conclusdes

foram descritas.

Por fim, apresentaremos as consideracdes finais deste estudo.
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CAPITULO

Fases das Tecnologias Digitais em
Educacao Matematica

Neste capitulo, abordaremos as fases do uso de tecnologias digitais em sala de aula, em
especial no ensino de Matemdtica. Nossa principal referéncia € o livro Fases das Tecnologias
Digitais em Educacio Matematica faz parte da colecdo Tendéncias em Educagdo Matematica e foi
escrito pelos autores Prof. Dr. Marcelo de Carvalho Borba, Prof. Dr. Ricardo Scucuglia Rodrigues da
Silva e Prof. Dr. George Gadanidis (BORBA; DA SILVA; GADANIDIS, 2014), esse livro se mantem
atual propondo uma leitura multimodal através do site https://sites.google.com/site/fasestdem. A

Figura 1 apresenta a Capa do livro Fases das Tecnologias Digitais em Educacdo Matemitica.

Neste livro, os autores discutem cada uma das fases do uso das Tecnologias Digitais,
destacando que cada uma delas carrega consigo a tecnologia disponivel na época e que uma fase nao
substitui ou exclui a outra. Relatam as transformagdes ocorridas na sala de aula de matematica desde
a inclusdo das tecnologias no processo de ensino e aprendizagem enfatizando que o surgimento
de uma nova fase permite novas possibilidades de comunicagdo, pensar e de resolver problemas.
O livro ndo apresenta uma solucdo para os problemas da educacido, mas pode ser visto como uma

maneira de abrir possibilidades para inclusao digital.

Dentre as fases abordadas, a primeira alia o pensamento matematico e a uma linguagem
de programagao, destacando-se o uso do software LOGO, no qual o estudante é quem comanda o
computador. Na segunda fase com o desenvolvimento de diversos softwares educacionais produzidos
por empresas, governos e pesquisadores, surgiu a preocupagdo com as metodologias de ensino
de matematica usadas pelos professores e nela iniciam-se os cursos de formagao continuada de
professores com parcerias institucionais € governamentais. J4 na terceira fase, houve uma grande
procura por cursos online. Dentre esses cursos o livro destaca os cursos de Tendéncias em Educacdo

Matemdtica oferecidos pelo GPIMEM (Grupo de Pesquisas de Informéticas e outras Midias em
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MARCELO DE CARVALHO BORBA
RICARDO SCUCUGLIA R, DA SILVA
GEORGE GADANIDIS

Fases das
tecnologias digitais em
Educagao Matematica

Sala de aula e internet em movimento

Figura 1 — Capa do livro Fases das Tecnologias Digitais em Educagao Matematica

Fonte:https://grupoautentica.com.br/autentica/livros/fases-das-tecnologias-digitais-em-educacao-
matematica/1129-Acessado em 01 set
2019.

Educacao Matemadtica), grupo pertencente a Unesp. Na quarta fase, os autores evidenciam o uso
da internet rapida. Nessa fase foi desenvolvido o GeoGebra, programa até hoje utilizado em sala
de aula e que serd uma de nossas ferramentas tanto para a confec¢do de nosso texto quanto para a
execucdo das atividades que proporemos. A Figura 2, ilustra um diagrama com as quatro fases das
tecnologias digitais e o ano que cada uma surgiu. Esse diagrama representa que o surgimento de

uma nova fase ndo exclui a outra, e sim, elas se integram.

1.1 Primeira Fase

A primeira fase surgiu em 1985 com o software LOGO. Nesta fase ja se usavam as calcula-
doras simples e cientificas. O livro cita, nesse periodo, pesquisadores como José Armando Valente,
Janete Frant, Lulu Healy e L.éa Fagundes como o0s pioneiros a investigarem as tecnologias em
Educagdo Matemitica. Nessa fase acredita-se que o computador estimulava a mudanca pedagdgica,
surgindo alunos mais pensativos e curiosos. A proposta da linguagem LOGO era colocar o estudante

para comandar uma representacdo do robd na forma de uma tartaruga, na tela do computador.

O estudante poderia dar alguns comandos ao computador, como por exemplo: digitando “pf
40” a tartaruga se desloca 40 passos para frente, “pd 90 a tartaruga gira para direita de acordo com
eixo de simetria em um angulo 90 graus para direita, “pe 90” a tartaruga gira para esquerda de acordo
com eixo de simetria em um angulo 90 graus para esquerda,“pt 30” a tartaruga se desloca para tras
30 passos. Poderia, assim, fazer um desenho na tela do computador, tais como quadrados, tridngulos
ou outros poligonos. O objetivo da linguagem LOGO era fazer os estudantes aprenderem com prazer,

tornando-os mais criativos. A linguagem LOGO representou uma nova forma de usar o computador
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PrimeiraFase
1985

Figura 2 — Diagrama das fases do desenvolvimento tecnoldgicos em Educa¢do Matematica

Fonte: a autora

na educacio e estava claro que o computador estava pronto para apoiar o instrucionismo (repeticao
de informacdes) e o construtivismo. A Figura 3 ilustra a tela do Software LOGO, ao ser realizada
uma atividade de geometria, na qual foi construida uma casinha. Nessa atividade o estudante estava
trabalhando com lateralidade, angulo, propriedades de figuras geométricas. Destaca-se que o proprio

estudante executava todos os comandos da atividade.

Por ter possibilitado o confronto de ideias entre instrucionismo e construtivismo, a linguagem
LOGO tem uma importancia histdérica, mas hoje em dia ndo € mais usada nas salas de aula. Nessa
época a maioria dos professores ndo estava preparada para a inser¢ao de tecnologias em sala de aula e
para mudancas pedagdgicas advindas de tal insercdo. Foi ai que surgiu a ideia criarem laboratérios de
informadtica nas escolas e a formacdo tecnoldgica dos professores, que precisavam estar preparados

para fazer uso desses laboratdrios, provocando assim, uma nova metodologia de ensino.

1.2 Segunda Fase

Esta fase surgiu por volta de 1990 juntamente com o uso e a populariza¢do dos computadores
pessoais. Os primeiros cursos de formacao de professores com parcerias institucionais e governamen-

tais surgiram nessa fase. Tais cursos surgiram devido a preocupacdo com as metodologias adotadas
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Figura 3 — Construindo uma casinha usando o software LOGO

Fonte: a autora

pelos professores em sala de aula e também como suportes em usos pedagdgicos e matematicos dos

softwares na aprendizagem em Educacdo Matemtica.

Com a producdo de softwares para a educacao, varias possibilidades se abriram para o uso
pedagdgico e os professores se viram diante de um desafio: aqueles que optassem pelo uso das
novas tecnologias sairiam de suas rotinas profissionais e teriam que se adaptar. Isto exigiria do
professor uma mudanca nos métodos pedagdgicos, na sua postura em sala de aula e uma capacitagao

necessaria.

O Cabri Géométre, o Geometricks, o Graphmathica, o Maple e o Winplot foram os softwares
utilizados nessa fase. Os mais softwares populares eram o Cabri Géométre e o Winplot, pois estavam

preparados para trabalhar com os temas dos livros didaticos.

O Cabri Géométre € um software de geometria que permite construir figuras geométricas
que podem ser tragadas com o auxilio de uma régua e de um compasso, fazendo movimentos sem
perder suas propriedades. A Figura 4 ilustra a construg@o de tangentes a uma circunferéncia usando
software Cabri Géométre. Por outro lado, o software Winplot, que € um aplicativo para Windows,
permite produzir imagens de curvas e superficies, sendo uma excelente ferramenta computacional
cuja principal funcdo € tracar graficos em bidimensionais e tridimensionais de maneira bastante
simples. O software permite também efetuar algumas operagdes e trabalhar os graficos de forma
dindmica. A Figura 5 nos mostra o grafico da func¢do f(z) = —z% — 1, sendo construido com o

software Winplot. Segundo Borba, muitos professores ndo aderiram aos softwares citados por razdes



1.2. Segunda Fase 21

#% Cabri Géométre Il Plus - [Tangentes a una circunferencia desde un punto exterior. fig]
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Construgdo de tangentes a uma circunferéncia ne software Cabri-Géométre.

Figura 4 — Construgdo de tangentes a uma circunferéncia usando software Cabri Géométre

Fonte: https://www.researchgate.net/figure/Figura-1-Construcao-de-tangentes-a-uma-
circunferencia-no-software-Cabri-Geometre- Acessado em 01 set

2019.
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Figura 5 — Construindo o grafico da fungdo f(x) = —z? — 1 usando o software Winplot

Fonte: a autora

de comodismo, medo, inseguranc¢a ou até mesmo por falta de conhecimento com as midias, sendo
resistentes em usd-las como ferramenta. Muitos nunca haviam utilizado o computador durante essa
fase. Devido aos novos desafios em sala de aula surgiram alguns termos Zona de Conforto, Zona de
Risco e a Domesticagdo das Midias. O professor teria que sair do comodismo e entrar em uma zona

de risco. Com a nova ferramenta poderiam surgir novos questionamentos, inicialmente nao previstos,
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e até mesmo estar diante de uma situagc@o que ele nao estaria preparado para resolver. Sendo assim,

o professor teria que ter mais tempo para preparar suas aulas e aprender a lidar com as midias.

1.3 Terceira Fase

A terceira fase teve inicio com o aparecimento da internet por volta de 1999 e seu principal
marco consiste no aparecimento dos cursos a distancia online. Nesta época a internet comega a ser
utilizada como fonte de informac¢ao e como meio de comunicagdo entre professores e estudantes.
Surgiram os cursos para formagao continuada de professores nos quais a comunicacao ocorria por
meio de chat, via e-mail e forum de discussao. Dentre estes cursos, destacam-se os cursos de Ten-
déncias em Educagdo Matemdtica oferecidos pelo GPIMEM (Grupo de Pesquisas de Informéticas
e outras Midias em Educacdo Matemadtica), pertencente a Unesp. Com o surgimento dos cursos
online, segundo (BORBA; DA SILVA; GADANIDIS, 2014, p. 32), vérias questdes foram e ainda

sdo investigadas por muitos autores, dentre elas:

* Como organizar os cursos online?
¢ Como a matematica € transformada em ambientes virtuais?

* Qual a natureza do pensamento matemdtico em cursos online?

Pesquisas recomendam que distintas interfaces reproduzam materiais de comunicagio e
de interacdo entre estudantes e professores, surgindo, entdo, ideias para transformar a matematica
em ambientes online ou virtuais de aprendizagem. Apresentando como exemplos desses ambi-
entes temos o Teleduc e o Tidia. O Teleduc € um ambiente de educacdo a distancia (e-learning),
desenvolvido conjuntamente pelo Nucleo de Informatica Aplicada a Educagao (NIED) e pelo Insti-
tuto de computacao da Universidade Estadual de Campinas voltado para a criagdo, participacdo e

administracdo de cursos na Web.

O projeto Tidia, (Tecnologia da Informacao no Desenvolvimento da Internet Avangada),
€ um projeto de pesquisa financiado pela FAPESP (Fundagdo de Amparo a Pesquisa do Estado
de Sdo Paulo) e engloba cerca de quarenta grupos de pesquisa do estado de Sao Paulo. A Figura
6 mostra os participantes de uma aula, na qual conseguiam acompanhar o raciocinio dos demais
participantes. O autor Borba 2012 apresenta, em um curso online a distancia para professores em

formacao continuada, a atividade resolver a equagdo 2% = 5 utilizando software Winplot.

Essa atividade foi realizada através de videoconferéncia, utilizando 14pis, papel e o software

Winplot, os responséveis pela atividade davam oportunidade para quem apresentassem alguma
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Figura 6 — Captura da tela de uma videoconferéncia

Fonte: https://www.uema.br/2016/05/uemanet - Acessado em 01 set 2019.

solugdo para a questdo proposta. Os participantes do curso manipulavam o Winplot, um de cada vez.
Assim, na busca de soluc¢des, a dindmica era passar o lapis virtual para o aluno voluntario e todos
acompanhavam o seu raciocinio na busca de solu¢des para a equagdo 2* = 5, construindo assim um

pensamento coletivo.

Uma das solugdes encontrada para a equacio 2* = 5, foi usar as propriedades do logaritmo.

Resultando em

_ log5

= log2

Utilizando o Winplot com abuso de notag@o e reescrevendo a reta y = % e utilizando a tabela de
log 5

log 2

valores x e y e marcando a intersecdo da funcdo y = com eixo Y, tem o valor aproximado a

log 5
log2*

2,39193. A Figura 7 ilustra como foi construido o grafico da funcdo y =

Também foram construidos os graficos das fungdes y = 2% e y = 5, marcando o ponto de

intersecdo com uma ferramenta prépria do Winplot.

Ap6s serem feitas as representagdes dos graficos das funcdes e de bastante discussao,
chegaram a uma conclusio que para obter solu¢do da equacdo 2* = 5, bastava encontrar o ponto de
intersecdo das fungdes y = 2” e y = 5 com a ferramenta especifica do Winplot, conforme a Figura
8.

Essa atividade apresentada por Borba ilustra a maneira como os professores, utilizando o

pensamento coletivo e diversas midias, produzem a solucdo da equagdo 2* = 5 em ambiente virtual.
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tabela [y = log(S)Mlog(2]]
Arquivo  Edigdo Parametros  Secao
Ajuda  Fechar

-2.60000  2.32183
-2.40000  2.32183
-2.20000  2.32183
-2.00000  2.32193
-1.80000  2.32183
-1.60000  2.32183
-1.40000  2.32183 i
-1.20000  2.32183
_ 44 3 B ) -1.00000  2.32193 %
-0.80000  2.32183
inventario [semnemeZwp2] _5.60000  2.32183
-0.40000  2.321%

3
3

T

0.
0.40000  2.32193
0.60000  2.32193

[ A D 0.80000  2.32183 —

«
1.00000 2.32193

1.20000 2.32193

cdiar | apagar | cupl | copier | tabela | famiia L in00n 23318
gafico | equagia | nome | derivar | web | fechar 1.60000  2.32183
1.80000 2.32193

2.00000  2.32193
‘ ‘ 2.20000  2.32193 -

Figura 7 — Construindo o grafico da funcdo y = {‘;—g—g usando o software Winplot

Fonte: a autora
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Figura 8 — Ponto de intersecao dos graficos das func¢des y = 2” e y = 5 usando o software Winplot

Fonte: a autora

1.4 Quarta Fase

A quarta fase se iniciou por volta de 2004 com o grande aumento do uso das midias, sendo
favorecida com a internet rdpida e pelo maior acesso a computadores, laptops, telefones celulares,
smartphones, tablets contribuindo com a comunicagdo, interagdo, acesso aos acontecimentos e
conhecimentos. O acesso as tecnologias portéteis trouxe grandes avangos para a aprendizagem, pois,

em qualquer momento e em pouco tempo, o aluno pode ter resposta de uma divida. Nessa fase
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os autores evidenciam as bases tecnoldgicas das atividades através do YouTube, WolframAlpha,
Wikipédia, Facebook, GeoGebra, Moodle.

Uma das ferramentas de grande uso € o Moodle, um software livre, de apoio a aprendizagem,
executado num ambiente virtual. Essa plataforma € usada, por exemplo no PROFMAT- Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional e também nos cursos a distancia e presenciais de
varias universidades. J4 o GeoGebra é um software livre, integrando geometria, dlgebra, tabelas,
graficos, estatistica e calculo. Esse software permite que os alunos elaborem hipdteses e conjecturas,
além de possibilitarem a criacdo e manipulacdo de objetos bidimensionais e tridimensionais. A

Figura 9 mostra a tela do software GeoGebra, realizando uma atividade de geometria.

A LI U s || 2 . . —
Blo b dded @ N Q =
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o Y=x Algebra  Programacéo o
Nome: I:I
O bry=3x N
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y=x
diz2=0 Legenda
+
¥ Exibir Objeto
Exibir Rastro
@ Exibir Rotulo:
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@ Fixar Objeto
Definir como Objeto Auxiliar
L.
@
Q
]

Figura 9 — Construindo uma fracdo de uma esfera usando o software GeoGebra.

Fonte: a autora

Surgiu na quarta fase a Multimodalidade que significa as diferentes formas de comunicac¢io
ao mesmo tempo, e podemos citar como exemplo de multimodalidade que ocorre na sala de aula é
a fala do professor, a dindmica de trabalho em grupos, a interacdo com softwares matemaéticos, o
contato com a produg¢do e visualizagcdo de videos. Nao podemos falar de multimodalidade sem falar
de Performance Matematica Digital - PMD, que consiste em narrativas ou textos multimodais que
utilizam midias digitais para comunicar ideias matemadticas por meio das artes. Essas performances

sdo indicadas como novas dindmicas que devem ser adotadas em sala de aula.
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Segundo (BORBA; DA SILVA; GADANIDIS, 2014, p. 42)

As tecnologias estdo mudando a prépria nogio do que € ser humano. As tecnologias
digitais méveis - internet, celular, tablets - estdo modificando as normas que vivemos,
os valores associados a determinadas a¢des. Mais uma vez isso acontece em ritmo
diferente fora e dentro da escola. Assim o abismo entre praticas que os alunos e 0s
professores t€m fora da escola e dentro da mesma instituicdo aumenta.

O aluno estd plugado na internet, mas na escola ela é proibida. Os alunos s6 se
sentem solidarios enviando mensagem, mas elas sdo proibidas na escola. Isto ndo
significa que haja regras para tecnologias digitais na escola, mas vivemos uma crise,
em que o aluno universitdrio sabe que a solu¢do da maioria dos problemas dados
estdo no WolframAlpha, ao qual a consulta é “proibida”, porém é pedido que ele
saiba essa solugdo para que produza conhecimento de ponta.
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CAPITULO

Coordenadas do Centroide

Neste capitulo, vamos definir o centroide de n particulas no plano XY . Abordaremos as
coordenadas do centroide da regido entre curvas e de figuras planas compostas. Também apresen-
taremos exemplos de coordenadas do centroide de figuras planas como tridngulos, retingulos e
semicirculos. A principal referéncia usada neste capitulo foi (STEWART, 2011).

2.1 Momentos de Massa e Centroide

Dado um bastao, existe um ponto P, em que € possivel equilibrd-lo sobre um suporte.
Tal ponto é chamado de centro de massa do bastdo. Este fato conhecido por Lei da Alavanca foi
descoberto por Arquimedes em seus experimentos e serd enunciado a seguir.
Principio ou Lei da Alavanca de Arquimedes: Considere um bastdo retilineo de massa desprezivel
com duas massas my e mo em suas extremidades e um apoio entre elas. Sejam d; e dsy as distancias
entre as extremidades esquerda e direita do bastdo até o apoio, conforme ilustra a Figura 10. O

bastdo ficard em equilibrio se

m1d1 = mgdg.

Um exemplo para ilustrar a Lei da Alavanca é considerar dois individuos sendo um mais leve que o
outro. O individuo mais leve equilibra o individuo mais pesado em uma gangorra, desde que sente-se

a uma certa distancia mais proxima do centro do individuo de maior massa.

2.1.1 Centro de Massa de Particulas no Eixo X

Nesta Subsec¢do, consideraremos particulas no eixo X com coordenadas 1, 3, T3, ..., Tp,
para evitar o uso de médulo assumiremos a menos que se diga o contrdrio que r; < s < T3 < ... <

Ty
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Figura 10 — Lei da Alavanca

Fonte: a autora

Proposicao 2.1.1. Considere um bastdo de massa desprezivel, localizado no eixo X e apoiado
por um suporte, num ponto P. Suponha que este bastdo contenha duas particulas de massa m, e
mo, em suas extremidades respectivamente v, e xo. Suponhamos que tais extremidades estejam,
respectivamente, as distancias dy e dy de P. Se T3 denota a abscissa do centro de massa do bastdo,
entao

m1T1 + Mala

TQI
m1+m2

Demonstragdo. Conforme a Lei da Alavanca, o eixo ficard equilibrado se

mydy = mads. 2.1

Vamos mostrar a proposicao encontrando o centro de massa entre duas particulas. Temos
que d; € a distancia de z; até 7, e dy € a distancia de z até T, considerando a representacao

esquematica dada na Figura 11.

d1 d2
I P X9
- @ c o
e1ro T
mq moy
apoio

Figura 11 — Equilibrio no eixo X

Fonte: a autora

d1 :Tg—xledgzxg—fg.
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Assim
my(Ta — 1) = ma(xg — Ta) = M1Ty — ML) = Moy — MaTo,

0 que equivale a

(my + m2)Ty = mixy + Moo,

o que nos fornece
_ mxy + Mol
Tg= —"—"—.
my + Mo

O

Os nimeros mir; € mero sdo chamados momentos das massas m; € ms em relagido a
origem, e o centro de massa 7, das duas particulas é obtido pela soma dos momentos das massas

dividido pela massa total m = my + mo.

Proposicao 2.1.2. Considere um bastdo de massa desprezivel contendo trés particulas sobre o eixo
X, suas massas m,, mo e ms, localizadas nos pontos x1, xo e x3, com distdncias d,, ds e d3 do
ponto P, respectivamente. Se a abscissa do centro de massa é denotada por T3, entdo

My + Moy + M3

T3 = .
my + mg + Mg

Demonstracdo. Primeiramente, calcula-se a abscissa do centro de massa das duas particulas dos
pontos de x; e x5, denominada por T € consideramos 0 ponto T, com massa my = mq + Mms.

Dai, calcula-se o centro de massa de 75 e x3, usando

defg - m3d$3
(m1 + mg)(fg — Tg) = mg(l'g — fg).

Aplicando a propriedade distributiva e agrupando os termos semelhantes, obtemos

(m1 + mg)fg - (m1 + mz)TQ = M3xT3 — M3Tyz —> (m1 + mso + mg)fg = (m1 + mg)fg + Mmsxs.

Substituindo a expressao
m1T1 + MaXk2
2 = )
mi + Mo

=

obtemos
miT1 + MoX
(m1 + mo + mg)fg = (m1 + mg) . (1122) + m3xs.
mi + Mo

Dai

mixy + MaoZo + msTs
T3 = .
mi + Mo + ms
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O

Proposicao 2.1.3. Considere um bastdo de massa desprezivel contendo n particulas sobre o eixo
X, suas massas my, Mo, ..., My, localizadas nos pontos x, x, ..., x,,, com distancias d,, do, ..., d,
do ponto P. Se a abscissa do centro de massa é denotada por T,,, entdo

T + MmoZxo + ... + MuT,
ml—i—mg—i—...—i—mn

n

Demonstragdo. Usando o Principio da Inducdo Finita que a expressdo anterior nos fornece, vamos
provar que a abscissa do centro de massa de n + 1 particulas sobre o eixo X. Os casos base foram

demonstrados nas Proposicoes 2.1.1 e 2.1.2 . Devemos provar que

MmiTy + MoXo + ... + MpTy + My 1Tp 11

Tn—i—l =
my+me+ ... + My + My

De fato, admitindo que 7,, € a abscissa do centro de n particulas e sua massa é m,, = (m; + my +

-+~ +m,), basta encontrar a abscissa do centro de massa de T,, e x,,,1, denotada por T, . Temos

Mndz, = Mpi1dy,,, = (M1 +me + ... + M) (T — Tp) = Mpg1 (Tng1 — Tns),
aplicando a propriedade distributiva
(my4+ma+ ... +mp)Tpa1 — (M1 + Mo+ oo + M) T = My 18011 — My 1Ty
Aplicando a fatoracao por evidéncia
(my+mo+ .. + My + Mpi1)Tpa1 = (Mg + Mo+ oo + M) Ty + My 1T,

e substituindo a expressao
@y + Moxo + ... +MyTy
n - )

mi+ Mmoo + ... +my,

temos

mixy + ... + My,
mi+ ... +my,

(my+mg+ ... +mp + My 1)Tpr = (Mg + ... +my,) - ( ) + My 1Ty,

dai

(my +mo+ ... + My + Myi1) T = (M + Moo + .o + My ) + My 1T,
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o que nos fornece

miTy + Moko + ... + MypXpy + My p1Tni1

Tpy1 =
mp+mo + ...+ My + My

Logo, pelo Principio da Indugao Finita, estd demonstrada a Proposi¢ao.

Vamos simplificar a notacio do resultado da Proposi¢@o 2.1.3. Notamos que, em um sistema
de n particulas com massas my, ms, ..., m,, localizadas nos pontos x1, s, ..., Z,, sobre o eixo X,
considerando que M representa a soma dos momentos da massa, ou seja M = " ; m;xz;, € a soma
das massas representada por m, sendo m = > ; m,, entdo a abscissa do centro de massa denotada

por %, é dada por

2.1.2 Centro de Massa de um Conjunto de Particulas no Plano XY

Nesta Subsecao, vamos encontrar as coordenadas do centro de massa de um conjunto de
particulas no plano X'Y". Denotaremos o centro de massa em relacdo ao eixo Y por Z. E o centro de

massa em relacdo ao eixo X por 3.

Considere o plano XY contendo n particulas e massas my, ma, ..., My_1, My, NOS PONtOS

Py = (z1,y1), Po = (22,%2), Pt = (Tn-1,Yn-1)> P = (T, Yn), como ilustra a Figura 12.
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Pi(21,11)

Py(z4,y1)

Figura 12 — Centro de massa no plano XY

Fonte: a autora

Define-se 0 momento do sistema com relagdo ao eixo Y, como

e em relagdo ao eixo X, como

n
My = Z m;x;,
=1
n
i=1

Logo as coordenadas (Z, %) no plano XY sdo dadas por

n
> miti
=1

T=—p— = £,
m
>omi
i=1
n
m;y;
y_; M,
n m

> m,
=1

(2.2)

(2.3)

Exemplo 2.1.1. Dado o sistema de objetos que tém massas 2, 3 e 5 nos pontos (2,—1), (1,3) e

(—1,2), calculemos os momentos e as coordenadas do centro de massa desse sistema.

Primeiro calcula-se 0 momento em relacdo ao eixo Y. Temos

M, =2(2) +3(1) +5(—1) = 2.
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E agora, calcula-se o momento em relacdo ao eixo X. Entdo

M, = 2(—1) +3(3) + 5(2) = 17.

Logo, o momento em relagdo ao eixo Y € 2 e 0o momento em relagdo ao eixo X € 17. Para cal-
cular as coordenadas (7, 7) do centro de massa, temos que a soma das massas é m = 2+ 3+ 5 = 10,

substituindo nas féormulas (2.2) e (2.3), encontramos

9
T=—.
10

c
17
Y= 10

Portanto, as coordenadas do centro de massa sao (%, %)

2.1.3 Centroide de Figuras Planas no Plano XY

Nesta Subsecdo, vamos encontrar as coordenadas do centroide de figuras planas usando a

integral.

Vamos considerar o centro de massa de uma placa plana que tem densidade uniforme. Nesse
caso, o centro de massa é denominado centroide ou centro geométrico da placa. Inicialmente, vamos
mostrar como encontrar o centroide de uma placa retangular com densidade uniforme e para tal
usaremos o principio da simetria.

O Principio Fisico conhecido como principio da simetria diz que se uma regido R é simétrica ao

ser particionada por uma reta [, entdo seu centroide estd em /.

O exemplo abaixo ilustra a explicag¢do desse principio para um retangulo qualquer.

Exemplo 2.1.2. Dado um retangulo ABC D, como ilustra a Figura 13, considere uma reta [y,
que passa pelos pontos médios dos lados AB e C'D, esta reta divide o retdngulo em duas partes
simétricas, entdo o centroide estd sobre a reta l,. Considere uma reta ls, que passa pelos pontos
médios dos lados AD e BC, ela também divide o retdngulo em duas partes que sdo simétricas.
Entdo o centroide também tem que estar entre essas duas retas, como ponto denotado por I é o
tinico ponto de intersecdo dessas duas retas e é também o centro do retangulo, temos que o centroide

é igual o centro do retangulo.
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Figura 13 — Centroide do retangulo

Fonte: a autora

Em seguida, vamos mostrar como calcular o centroide de uma regiao delimitada por uma
curva determinada por uma fun¢do continua com o eixo X. Para tal, subdividiremos a regiao em

retangulos.

Consideremos uma placa plana com densidade uniforme constante p que ocupa uma regiao
R do plano, de modo que R esteja entre as retas x = a e x = b, localizada acima do eixo x e
abaixo do grafico de uma func¢éo y = f(z), sendo f continua. Dividimos o intervalo [a, b] em n

subintervalos com extremos xg, *1, ..., Z,, conforme a Figura 14.

Figura 14 — Regido R

Fonte: a autora

Escolhendo o ponto de amostragem x; como o ponto médio Z; do ¢-ésimo subintervalo dado

Ti—1+Z;
2

e altura f(x}). As coordenadas centroide do i-ésimo retangulo aproximador (R;) sdo dadas por

por T; = ( ), obtemos uma aproximacdo poligonal de R, através de n retdngulos de base Ax
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1
Ci <CCi7 (f%)) .
2
e sua area é dada por A = Axz(f7;). Temos entdo que sua massa é dada por m = pA ou seja
m = pAx(fT;).

O momento de R;, (ao redor do eixo Y') é o produto de sua massa pela distancia de C}, ao

eixo Y, que € 7;, entdo
My(R;) = [pf (T:) Az]z; = p7; f (T:) A

Somando esses momentos, obtemos 0 momento da aproximagao poligonal a R, e, entdo, tomando o
limite quando n tende a infinito, temos a soma de Riemann para obter o momento do préprio &t em

relagcdo ao eixo Y

n—o0 4

M, = lim S 7. (7)) A — p/b o f (2)da. 2.4)
=1 a

De maneira andloga, calcula-se 0 momento de R; em relacdo ao eixo X como o produto de sua

massa e a distancia de C;

1

ML(R:) = [pf (F)A] f(7) = Splf(F)P A

Somando os momentos e tomando o limite quando n tende a infinito, temos a soma de Riemann

para obter o momento de i em relagdo ao eixo X

plf @)PAx = <p [ [f(2)]’dz. (2.5)

M, M,
rT=—eYy=———,
m m
e que a area é dada por
b
A= | f(z)dx. (2.6)

a

Portanto, a massa m da placa (produto de sua densidade por sua area) é dada por

b
m = pA = p/ f(z)dx, (2.7)

e entdo as equacdes (2.4) e (2.7), nos fornecem
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E substituindo as equagdes (2.5) e (2.7) na formula da ordenada do centroide temos

Logo as coordenadas do centroide sdo (T,7), em que

_ 1 gb

=7/ zf(z)de. (2.8)
e

=L [ 2d 2.9

y—ﬂa[f(x)] . (2.9)

2.1.4 Coordenadas do Centroide de uma Regido entre Curvas

Nesta Subsec¢do, encontraremos as coordenadas do centroide de uma regido entre curvas.

Se uma regido ¥ estd entre as curvas y = f(x) e y = g(z), em que f e g sdo positivas, no
intervalo x4 < x < xp como ilustra a Figura 15, entdo o mesmo raciocinio para se obter as formula

(2.8) e (2.9) pode ser usado para calcular as coordenadas do centroide de ¥, dadas por (7, 7). Nesse

caso temos
7= ; /AB 2[f(z) — gla)]de. (2.10)
© 1
7=54 ) {UV@F - @)} d (2.11)

Figura 15 — Coordenadas do centroide da regido entre curvas

Fonte: a autora
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Exemplo 2.1.3. Dada uma regido delimitada R, obtida da intersecdo dos grdficos das fun¢des
f(z) = —2? + 2z e g(x) = 2* — 2x, vamos encontrar as coordenadas de seu centroide de R. A
intersecdo ocorre no intervalo [0,2] temos f(x) > g(x), isto é a curva superior é f(x) e a curva

inferior é g(x), conforme a Figura 16.

Figura 16 — Coordenadas do centroide da regidao R

Fonte: a autora

Entdo a abscissa do centroide € dada por

T = fll/ozx[ﬂx)_ A/ —2% + 22) — (2% — 22)]dx,

agrupando os termos semelhantes e aplicando a propriedade da distributiva temos

1 2
_ 2 _ 6.3 2
— / 242 4 dzldr = 7/0 [—22° + 42°]dx.

Obtendo a primitiva da fun¢ado e aplicando o Teorema Fundamental do Célculo, obtemos

1 [—22* n 423
rT=—|—— [
A 4 3

o A

2 1 [_2(?4 N 4(?2))3 B (—2(0)4 4(0)3” 1 (8)'

Por outro lado, temos que a drea é dada por

A= / (2)]dz — /02[(—332 +22) — (a2 — 22)|d — /02(—2:52 + dz)de.
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Obtendo a primitiva da funcdo e aplicando o Teorema Fundamental do Célculo, obtemos

. (%), substituindo A, temos T =

|w

Desse modo, como = = : (%) = 1, e logo conclui-se que a

1
A
abscissaéx = 1.

Por outro lado, a ordenada do centroide é dada por

7= [ AU@P - lg@P}dr = o [ [ + 20 — (02 207

Desenvolvendo os quadrados e adicionamos os termos semelhantes, temos
1 r2
Y= —/ [(m4 — 423 + 4a?) — (2t — 427 + 4:162)] dx =0
2A Jo

Entdo, conclui-se que as coordenadas do centroide da regido ¥ formada entres as curvas f(z) e g(x)
sdo (7,9) = (1,0).

2.1.5 Coordenadas do Centroide de uma Figura Plana Composta

Nesta Subse¢do, vamos obter as coordenadas do centroide de uma regido plana composta,
denotada por R e dada por & = £, URy, naqual Ry = {(x,y) : x4 <z < zp,h(x) <y < f(z)}
ey ={(z,y) :xa <z <ap,g9(x) <y < h(x)}

Proposicao 2.1.4. Considere as fungdes continuas, f, g e h, sendo g(x) < h(x) < f(x), para todo
x tal que T4 < v < xp. Sejam Ay, a drea entre as curvas f(x) e h(x) e as coordenadas do seu
centroide denotadas por (T1,7,) , Az a drea entre as curvas g(x) e h(x) e as coordenadas do seu
centroide denotadas por (To,7s,). A soma de Ay + Ay = A, como ilustra a Figura 17. Seja A a drea

da regido entre as curvas f(x) e g(x), delimitada pelo intervalo [x o, x ). Entdo

_ AT+ Ay

T = — 1 (2.12)
e

y _ Algl Z AQ@Q ) (2.13)
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f(z)
h(zx)

I.(1(-’1/')

1
TA rp

Figura 17 — Coordenadas do centroide de uma figura composta

Fonte: a autora

Demonstragdo. A abscissa do Centroide da regido de area A é dada por

1[5

v=7 ) i@ —glw)de.

Subtraindo e adicionando h(x) na expressdo acima, temos

v = [ alf(@) = hw) + h(o) - g(a))d,

reorganizando e separando as integrais, encontramos

T = il {/:B x[f(x) — h(z)]dx + /;B xz[h(x) — g(x)]dx} :

A

Multiplicando A; no numerador e no denominador na primeira integral e multiplicando A, no

numerador e no denominador na segunda integral, obtemos a expressao

LA [T alf @ - h@ldr Ao [ alh(e) - gla)lds
A A " A,

T =

Usando a férmula (2.10), sabendo que 7, T5 sdo respectivamente as abscissas dos centroides das
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areas A;, As, obtemos

AT + Ao
— a1
Por outro lado, para encontrar a ordenada do centroide da regido total, temos que

T =

1 (=5

7=z ) AU@F =@} dr

subtraindo e adicionando [h(z)]? na expressdo, temos

1 (=8

7= 57 ) U@ = @) + k@] - o)} do

Reorganizando e separando as integrais, encontramos

[ @) = (@)l + [0 = (g(a)) e}

_ 1 {
Y724 Uy
Multiplicando 2A; no numerador e no denominador na primeira integral ¢ multiplicando 245 no

numerador e no denominador na segunda integral, obtemos a expressao

o [ [0 - h@)?de 24s [T (h()? - (9())?de
7oA 24, " 24, ’

colocando o nimero 2 do numerador em evidéncia, encontramos

oy [N TI0@ - () As [ () - (o(a)
Y794 24, - 24,

Usando a férmula (2.11), sabendo que 7, ¥, sdo respectivamente as ordenadas dos centroides

das 4reas Ay, A,, obtemos
Aly1 + AQyQ
Yy = - 1
L]

De modo anélogo ao feito anteriormente, conseguimos obter as coordenadas do centroide de

uma figura composta por n regides. A abscissa do centroide de uma figura composta de n regides €
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dada por

. AT + Aoy + Agfg + ..+ AT, 7 AT+ ATy + Agfg + ..+ AT,
T = =T = . (2.14)
A+ A+ A3 +...+ A, A

A ordenada do centroide de uma figura composta de n regides é dada por

Ay + Aoy + A3z + ... + AT, A1y + Aoy + Asyz + ... + AT,

= 2.15
A+ Ay+ As+ .+ A, Y A (2.15)

g:

2.2 Exemplos

Nesta Se¢do, vamos encontrar as coordenadas do centroide de algumas figuras planas

conhecidas.

2.2.1 Tridangulo Retangulo

A estratégia para encontrar as coordenadas do centroide de um tridngulo retangulo serd a
seguinte: primeiro serd estudado o caso em que seus catetos sdo paralelos aos eixos coordenados.
Em seguida, estudaremos o caso em que o vértice correspondente ao angulo reto coincide com a
origem do plano cartesiano. A mudanga de coordenadas: translacdo e rotagdo resolve para qualquer

triangulo.

Proposicao 2.2.1. Considere um tridngulo retdngulo de vértices A, B e C, como ilustra a Figura
18. Temos que A = (x4,y4), B = (xp,yp) e C = (xp,ya) como coordenadas dos vértices. Entdo

as coordenadas do centroide sdo dadas por

o TA+2rB 2ya+ysB
(I.? y) - 3 M 3 .

Demonstracdo. Considerando-se o tridngulo dado, temos que uma das fungdes da integral € a

f(z) = K,eag(x) é afuncdo cujo grafico é a reta B é dada por

g(x) =map(x — x4) + ya. (2.16)

Sabe-se que T = Lo x[f(x) — g(z)] dx.
Az,

zp
Vamos calcular primeiramente a integral / x [K — g(x)] dzx, temos y 4 igual K, temos
zA

/:B e {K — [map(x — v4) + K]} dv = —map /xB z(x — x4)dr,

A TA
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\4(3:_4, va) Clap,ya)  fla)=K

B(wp.yp)

Figura 18 — Coordenadas do centroide do tridngulo retangulo

Fonte: a autora

aplicando a propriedade distributiva e resolvendo a integral, obtemos

3 2 T x
—MAp /“ (x® —zxp)dr = —map (3 - xA2> e —— (2:1: — 3z ax ) .
Substituindo os limites de integragdo, resulta em
_nap (2x?]9 — 3rah — 227 + 31:?4) - (2:1c3jB — w75 + xi) .
6 6

Logo, concluimos que

B m

/ z K —g(x)]de = — ng (23:3}3 — 3w2% + :U?A) : (2.17)
TA

Por outro lado, calculando a 4rea do tridngulo e usando o fato que y4 = K, temos
rB B B

A= / (K — g(2)) dz = / (K — [map(z — v4) + ya]} do = —mAB/ (¢ — z4)dz,

xA TA

TA

resolvendo a integral, obtemos

T 2 B B
—mAB/ B(x—xA)dx:—mAB x——xAx — _Map (xQ—QxAx)
TA 2 TA 2 TA
Substituindo os limites de integracdo, a area é dada por
A= —m;B (2% — 2wazp — 2% + 22%) = —m;B (43 — 22425 +2%). (2.18)
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Substituindo na equacgdo (2.10), as equagdes (2.18) e (2.17), temos

1

S
Il

MAB
: [—6 <2x% — 3w + xi’l)

map
2

(% — 2z 41 + 17)

Simplificando o numerador e o denominador por (—2map) e dividindo (2% — 3z 42% + %) por

(2% — 2z 425 + 77), encontramos

Ta+ 2xp
—5

T =

Logo, a abscissa do centroide do tridngulo retingulo € T = %(x A+ 2zp).

Passemos ao célculo da ordenada do centroide. Pela equagdo (2.9), temos

5=55 [ @ - lg@)?} do

. Vamos calcular primeiramente a integral
rB B
| @ - lg@)P}de = [ {K2 = man(e = 24) + K)} da.
A A
Desenvolvendo o quadrado da soma de dois termos e notando que y4 = K, temos

/a:B {K2 _ [maB(l’ — :L‘A)2 + 2yAmAB(1' _ 33A) + Kz”da:.

A
Reorganizando e somando os termos semelhantes, obtemos
B 2 2 B 2 2
/ [—mag(® —xa)” — 2yamap(z — x4)|dr = / [—mag(ra —2)° + 2yamap(xs — x)]dx.
T A TA
Separando as integrais e desenvolvendo o quadrado da soma de dois termos, temos
2 [TP, 2 2 B
—mAB/ (% — 2xa2 4+ )d:v+2yAmAB/ (x4 — x)]dx.
xA A

Resolvendo as integrais, obtemos

B B

..'12'2
5 3 + 2yamap <$A$ - 2))

2 3
¢
2 2
—Myp (xAx—ZxA + )

TA TA

Substituindo pelos limites de integragdo, temos

3 3 x2 T3
2 2 B 3 3 B 2
—MyB xAxB—xAxBJr—g —xA+a:A——3 + 2yamap mAxB——Q —mAJr—Q .
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Reduzindo ao mesmo denominador o primeiro e o segundo paréntese encontramos

1
—gmiB(SxixB — w47 + 2% — 3% + 3%, — %) + yamap(2razp — 1% — 225 + 27),

reduzindo ao mesmo denominador e adicionando os termos semelhantes, encontramos

1 3
—gmi3(3$,241’3 — 3zarh + 7Y — %) + gyAmAB(2xA$B — % —17%).

Colocando —% em evidéncia, resulta em

1
_g [m23(3$?4;p3 — 31‘,49323 + x?j’g — xi) + 3yAmAB(—2[EAZL‘B + ZE2B + sz)} ..

Logo, aplicando o cubo da diferenca de dois termos e o quadrado da diferenca de dois termos, temos

1

—3 [miB(xB—xA)3+3yAmAB(3:B—xA)2} ) (2.19)

Como m p € o coeficiente angular da reta Ag, segue-se que

map = 22— YA (2.20)
B —TA
Substituindo (2.20) em (2.19) e simplificando (zp — x 4), resulta em
1 2
—3 [(yB —ya) (xp —x4) +3yalys — ya)(zp — DSA)} :
Colocando em evidéncia (yg — ya)(zp — x4), temos
1 1
—g(ys —ya)(@p —2a)[yp — ya + 3ya] = _g(yB —ya)(rp — ra)[yp + 2yal. (2.21)
Substituindo a férmula (2.20) na férmula (2.18), obtemos
m 1
A=— AB(:BB—:UA)2:—i(yB—yA)(a:B—xA). (2.22)

Desta forma, substituindo as férmulas (2.22) e (2.21) na férmula (2.11), temos

2

Simplificando o numerador e o denominador por —2(yp — y4)(xp — z4), obtemos a ordenada do

= ; | {(yB - yA;(ZIB — T4) . _;’(yB ~yalen = alls + 2a

centroide
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Portanto, conclui-se que as coordenadas do centroide de um tridngulo retangulo sdo

2y 2
(Z,7) = (“ +2Tp 2yat yB) . (2.23)

-\ 3 7 3
O

Note que € possivel calcular as coordenadas do centroide de um tridngulo retangulo no plano
cartesiano que possua os catetos paralelos aos eixos coordenados, basta adaptar a demonstracdo da
Proposicao 2.2.1 para os casos desejados. Passaremos agora ao célculo das coordenadas do centroide
de triangulo retangulo cujo vértice correspondente ao angulo reto coincide com a origem. Para

atingir o objetivo, vamos fazer uma mudanca de coordenadas.

Considere os Planos Cartesianos XOY e X'OY”, conforme mostra a Figura 19, de tal modo
X'OY’ é obtido de XOY através da sua rotacdo no sentido anti-horario por um angulo «. Se um
ponto P em X'OY” tem coordenadas (', 3’) e esse mesmo ponto em X OY tem coordenadas (z, y),

entao temos que

xr = cos ax’ — senay/, (2.24)

e
y = senax’ + cos oy’ (2.25)
2’ = cos ax + senay, (2.26)

e
Yy = —senax + cos ay. (2.27)

Ou ainda, podemos relacionar as coordenadas de P em XOY e em X'OY’, usando a matriz de
T cosa —sena\ (2
Y sena  Cos « Y
T cosa  sena T
= . (2.29)
Y —sena cosa ) \y

Proposicao 2.2.2. Seja ABC um tridngulo retdngulo em C. Se C' coincidir com a origem do plano

rotacdo

cartesiano, entdo as coordenadas do centroide desse triangulo sdo

1
(T,9) = 3 (a4 +2B,ya+yB)
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1%

Figura 19 — Rotac¢do de um angulo o

Fonte: a autora

Demonstragdo. Para simplificar nossa exposi¢ao, considere os vértices A e B no primeiro e segundo
quadrantes respectivamente. A Figura 20 ilustra um tridngulo retdngulo com o vértice C' localizado

na origem.

Figura 20 — Triangulo retangulo qualquer com o vértice C' localizado na origem

Fonte: a autora
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Seja o 0 Angulo, medido no sentido anti-horério, formado pelo lado AC e o eixo X. Consi-
dere um novo sistema de coordenadas X’'O’Y” em que o eixo z’ estd suportado pela reta C'A e 3/ por
Cﬁ (veja Figura 20). Se (2/,’) s@o as coordenadas do centroide do tridngulo retdngulo no sistema

X'0’Y’, entdo, pela Proposicdo 2.2.1, temos

o) 2L (2.30)
y) 3 \yp

Por outro lado, usando a matriz de rotacdo (2.28) de dngulo «, temos

T\ ([cosa —senar) (2’
7 sena  cosa v/

Substituindo (2.30) na expressao acima, encontramos

T\ 1 [cosa —sena) [
U 3 \sena  cosa v

Substituindo (2.26) e (2.27) na expressao acima, temos

T 1 {cosa —sena COS T 4 + senay 4
] 3 \senaw cosa —senaxp + CoS ayp
A expressdo acima nos fornece

(a;) 1 (cos? ax 4 + cosasenayy + sen’axp — sena cos ayp
=3 .

cos aisenar 4 + senayy — cos asenax g + cos? ayp

Conforme a Figura 20, temos que o Tridngulo AC'D é semelhante ao tridngulo C'B E. Analisando o

triangulo AC'D, temos

Ya
tga = — = senaxr g4 = COSY4.
TA

Por outro lado, analisando o Tridngulo C'BE, temos

tgox = —— = —senayp = COSQTR.
YB
Logo
T = (Cos2 ax 4 + cosasenay + sen’ax B — Senq cos ay3>

Wl W, W~

(0032 ax 4 + senasenax 4 + sen%sz -+ Cos & cos ax3>

(x4 + xp)
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Para encontrar a ordenada do baricentro do tridngulo retdngulo, basta substituir (senax4) por

(cosaya) e (cosaxp) por (—senayp) na equagao

1
Yy = —(cosasenary + sen’oy 4 — cosasenaxrg + cos? o B
3

1
g(cos a cos aya + sen’ay, + senasenayp + cos® ayp)

_ 1 2 2 2 2
= g(cos aya + sen“ay, + sen“ayp + cos” ayp)
Colocando (y4) e (yp) em evidéncia e substituindo na férmula fundamental da trigonometria
encontramos
1
Yy=3 (ya +yn) .
Os demais casos, quando os vértices A e B ocupam outros quadrantes, sdo andlogos. [

Iremos agora combinar as Proposi¢des 2.2.1 e 2.2.2 para obter as coordenadas do centroide

de um tridngulo retangulo qualquer.

Proposicao 2.2.3. As coordenadas do centroide de um tridngulo retdngulo ABC, de vértices

(za,ya), (T,yB), (xc,yc) sdo dadas por

_ _\__(ZTa+xp+Tc Ya+Yst+Yc
(-T,y)— 3 ) 3 .

A Figura 21 ilustra um tridngulo retangulo qualquer no plano XOY'.

0] x

Figura 21 — Triangulo retangulo qualquer no plano XOY

Fonte: a autora
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Demonstracdo. Considere um novo sistema de coordenadas X’O"Y” de tal modo que a origem O’
coincida com o ponto C e os eixos X’ e Y’ sejam paralelos aos eixos X e Y respectivamente. Pela

Proposi¢do 2.2.2, temos que as coordenadas do centroide do tridngulo ABC no sistema X'O’Y” sao

1
(@,9) = 5 (@ + v + ).

A Figura 22 ilustra o tridngulo retingulo no plano X'O’Y”. Por outro lado, podemos relacionar as

9] e ;]“-r

Figura 22 — Tridngulo retdngulo qualquer no plano X'O'Y”’

Fonte: a autora

coordenadas do sistema X OY com as coordenadas do sistema X'O’Y" através das igualdades

¥ =x— 20 (2.31)

v =y—yc. (2.32)
Como a abscissa do centroide do tridngulo retangulo no sistema X'O"Y” é dada por
= g(:ﬁ’A + 2'p).
Pela féormula (2.31), temos
_ 1
T—xc= g(xA—chpr—xc%

dai

1
g(ﬁEA — o+ 1B —To) + 20

sl
I

g(l‘A —2£Ec+l’B) —|—(L’C

1
= §(xA + B+ x0).
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1
De forma anédloga, obtemos ij = §<yA +yp + yo)- =

2.2.2 Triangulo Qualquer
Nesta Subse¢do, vamos determinar as coordenadas do centroide de um tridngulo qualquer.

Considere um tridngulo ABC, de vértices A = (z4,y4), B = (zp,yp) e C = (¢, yc),
com lados AB, AC' e BC, de area A e as coordenadas do centroide sao (7,%). Sem perda de

generalidade, suponhamos que BC seja o maior lado do tridngulo ABC. Tragando o segmento
AH, perpendicular ao lado BC, com H = (zy,yn), o segmento AH (contido no interior do
tridangulo) divide ABC' em dois tridngulos retdngulos menores, sendo o tridngulo AH B de area
A; e as coordenadas do centroide sdo (71, 7,) e o tridngulo AHC de drea A, e as coordenadas do

centroide sdo (T2, ¥, ), como ilustra a Figura 23.

G((r.‘r:a '_{j(.‘:l

B(xp,yn)

Figura 23 — Triangulo ABC

Fonte: a autora

Para obter as coordenadas do centroide de um tridngulo qualquer, vamos precisar trabalhar
com vetores, entdo vamos apresentar a defini¢do produto escalar entre vetores e uma proposi¢ao que

versa sobre projecao ortogonal de vetores. Tal resultado pode ser encontrado em (SANTOS, 2000).

—
Definicao 2.2.1. Seja 0 o dngulo entre os vetores ndo nulos BA e B? Definimos produto escalar

entre eles da seguinte maneira

BA-BC = |BA| - | BC|| - cosé. 2.33)
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— —
Proposicao 2.2.4. Seja o vetor BA e o vetor ndo nulo B? A a projecdo ortogonal de BA em B?
é dada por
—
. BA.BC 56
ProjgaBA = 7— - BC.
I1BC?

Lema 2.2.1. Seja ABC' um tridgngulo como na Figura 23, entdo a abscissa do ponto H serd dada

(2.34)

por
TH= T pa + B (2.35)

—
Demonstragcdo. Observando a Figura 24, temos os vetores BA, B ﬁ, @, e o angulo formado pelos
—
vetores BAe B ﬁ , € representado por 6.

C((J’.'(:f '_{,'(.‘:l

H{xy, IJH)

Alza,ya)

—
Figura 24 — Projecao ortogonal do vetor B A na dire¢do do vetor B?

Fonte: a autora

o

O vetor L?Ij[} € a projecdo ortogonal do vetor BA na dire¢do do vetor B? . Temos que

ﬁ[ = (ry — zp,yy — yp) € as coordenadas de ﬁ = (z¢ — xB,yc — yp) € substituindo na
férmula (2.34).

BA-BC
($H—$B,?JH—?JB)= ||B ||2 (mC—xB7yC_yB)'

Para encontrar x5, vamos igualar apenas as abscissas
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BA-BC BA.BC

TH —Tp = (xc —zp) = g =2xp+ (xc — ).
|BC? IBC?2

Colocando —4— em evidéncia, resulta em
IBC|2

e B

Aplicando a férmula (2.33), encontramos

—
2| BCI> + | BA| - | BE| cos b(xe — z5)] -

TH —

IBCJ? |

Analisando a Figura 24, podemos verificar que o cos § € a razdo entre cateto oposto e hipotenusa,

B .
segue-se que o cos ) = ||||B IIII . Dai

1 — B?
v = —— |apl B + |BAY - 1BE) - 20 o — )]
B B

—
simplificando || BA|| e ||B? ||, resulta em

v = ”Bl - [rall BN+ 1B R =)

Usando o fato que BC' = BH + C'H e aplicando a propriedade distributiva, resulta em

v = ”T%ﬁ (esl|CHI + | BHY)

LOgO, encontramos

B rp(CH) xc(BH)
Ty = BC -+ 5O (2.36)
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De modo andlogo ao feito anteriormente, conseguimos obter

_yp(CH) | yc(BH)
BC BC

Proposicao 2.2.5. Seja ABC um tridngulo como exibido na Figura 23, entdo as coordenadas de seu

centroide sdo dadas por (T,7), em que

__TpatTptITc _  Yatys+tyc
T=—%5  €y=""—"73

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, considere o tridngulo ABC, como ilustra a Figura 23.

AH(BH+CH)
2

Temos que o o segmento AH divide este tridngulo de drea A = e de coordenadas do

centroide (7, 7) em dois tridngulos retdngulos menores: AHB e AHC.

O triangulo AH B possui area A; = %(AH - BH) e pela Proposigdo 2.2.3 temos que coorde-
nadas do centroide (Z1,7;) = {%(xA +xp+2n),5(ya+ys + yH)} O tridngulo AH C possui 4rea
Ay = 1(AH-CH) e de coordenadas do centroide (T», ;) = {%(xA +xc+xn), 5(Ya +yo + yH)]
Dessa forma temos que o tridngulo ABC' € uma figura composta e podemos usar a equagao (2.14),

com n = 2. Para encontrar a abscissa do seu centroide, basta substituir em

o All'l + AQQ?Q
r=
dai encontramos

5(AHBH) - 5 (xa+xp+xg) + 5(AH.CH) - 3 (x4 + 2c + 2n)
TAH(BH + CH) |

T =

Sabendo-se BC = BH + CH, colocando AH em evidéncia e dividindo o numerador € o denomi-

nador por 2AH, temos

3BC

T =

Sabendo-se que BC' = (BH + C'H) e simplificando cada parcela por BC, temos

1 BH CH
T2 xA+xB< )B+CIC( )—i-xH .
Adicionando e subtraindo mBé%H ) e zcg%H ) obtemos
1 zp(BH) + 2o (CH r5(CH zg(CH zo(BH ro(BH
[, en(B+ee(CH) | an(CH) ep(CH) | wo(BH) se(BH)

3 BC BC BC BC BC |’
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Reorganizando e colocando x5 € x~ em evidéncia, resulta em

73 [“”H+ BC BC BC

3

Como ja sabemos que BC = BH + C'H, encontramos

rp(CH) mC(BH)] |

x:le+xH+xB+xc— B B

3

Colocando —1 em evidéncia obtemos a seguinte expressao

1
$:3{ZEA+QZH+[EB+ZBC—

BC BC '
Pelo Lema 2.2.1 temos

T:§(xA+xH+xB+xc—xH).

O que resulta na coordenada da abscissa do centroide

= W (2.37)

A ordenada do centroide de um tridngulo qualquer também ¢ calculada de maneira anédloga a da
abscissa do centroide, dada na férmula (2.13), basta substituir as expressoes referentes as abscissas

pelas equivalentes as ordenadas, resultando em

Yya +ys + Yo

5 (2.38)

y:

]

Ao integrar uma fung@o par em um intervalo simétrico [—a, al, basta determinar o valor da
integral da func¢do f em [0, a] e dobrar o resultado. Por outro lado, ao integrar uma fung¢éo fmpar no

intervalo simétrico [—a, a], o valor da integral ser4 zero.

Lema 2.2.2. Suponha que [ seja uma fungdo continua no intervalo de [—a, al.
a. Se f forpar [f(—x) = f(z)], entdo | f(x)dx = 2/ f(z)dz.
—a 0

b. Se f for impar [f(—x) = — f(x)], entdo _a f(z)dx = 0.
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Demonstragdo. Notamos que

_aa f(z)dx = /0 f(x)dx + /Oa f(z)dx = — 0_a f(z)dx + /Oa f(z)dx. (2.39)

—a

Na primeira integral da ultima igualdade, faremos a substituicdo u = —x. Entdo, du = —dx, e

quando x = —a, u = a. Portanto

[ e = = [ p-u)du) = [ f(-u)d

e a equacdo (2.39) se torna

/_aa f(z)de = /Oa f(—u)du + /Oa f(z)dx. (2.40)
(a) Se f for par [f(—u) = f(u)]. Logo da equagdo (2.40) segue-se que
/w f(x)dx :/o f(u)du—l—/o flz)dx = 2/0 f(z)dz; (2.41)
(b) Se f for impar [f(—u) = — f(u)], e a equagdo (2.40) resulta em
| aa flz)de = — /O " ) du + /O " fa)de = 0. (2.42)
O]

2.2.3 Semicirculo

Nesta Subsecdo, iremos encontrar as coordenadas do centroide de um semicirculo. Como os
semicirculos possuem uma simetria em relacio ao eixo, usaremos o Lema 2.2.2, retirado do Livro
(STEWART, 2011), que facilitard os célculos das integrais.

A equagio de uma circunferéncia é dada por (z — a)? + (y — b)? = r?, sendo a e b as
coordenadas do centro € > 0 o raio da circunferéncia. Se ¢ = b = 0, temos uma circunferéncia

centrada na origem, representada por
v+ =12 (2.43)
Na Proposi¢do 2.2.6, vamos representar o caso de uma semicircunferéncia centrada na origem.

Proposicao 2.2.6. Considere uma regido semicircular denotada por R, delimitada pelas fungcoes
f(z) = V12— 22 e g(x) = 0, como nos mostra a Figura 25. Entdo as coordenadas do centroide

sao
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A(=r,0) 0 B(r,0)

Figura 25 — Coordenadas do centroide do semicirculo

Fonte: a autora

~ o~ . . . . [ . 2
Demonstragdo. A regido do semicirculo ¥, com centro na origem e raio r, possui area igual a ( %)
Para calcular a coordenada do centroide 7, basta substituir na equagao (2.10). Visto que a funcao de

T
integracdo é dada por T = -2, xVr? — x?dx, € impar em relagdo ao eixo Y, segue-se do Lema
-r

2

2.2.2,doitem (a) que T = 0.
Por outro lado, para calcular a ordenada do centroide, basta substituir na equacgdo (2.11) e

observar que a funcao de integracao, € dada por ij = 27% / ) [V/r2 — 22]%dz, é par em relagio ao

eixo X. Logo pelo Lema 2.2.2, do item (b) basta calcular

=2 {2(73712)/(:[\/@]2611;} |

Resolvendo a integral e substituindo os limites, resulta em

_ 2 | 5 e 2 | 5 3
3/2[7“96—31 IQlTT—S .

mr? o T
Reduzindo ao mesmo denominador, encontramos

2 [37“3 7"3] 2 [27‘31_47"

L — 3 3 2| 3| 371

7 3w

Logo, conclui-se que as coordenadas do centroide do semicirculo sdo (0 ﬁ) . [
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CAPITULO

O Teorema Pappus-Guldin

Neste capitulo vamos apresentar brevemente a Histéria do Teorema de Pappus-Guldin, bem
como uma pequena biografia de Pappus de Alexandria e Paul Guldin. Vamos apresentar algumas
aplicacdes do teorema para figuras planas como tridngulos retangulos, retangulos e semicirculos,
e, por fim enunciar e demonstrar o Teorema de Pappus-Guldin para uma figura plana qualquer. As
principais referéncias usadas neste Capitulo sdo: (EBERSON; ANDREIA, 2012), (EVES, 2011) e
(STEWART, 2011).

3.1 Um pouco da Histéria do Teorema de Pappus-Guldin

O Teorema Pappus-Guldin refere-se a dois teoremas para cédlculo de areas e volume de
solidos de revolugdo. Esses teoremas teriam sido estabelecidos por Pappus de Alexandria, que viveu
em torno do ano 300 d.C.. Como nio sido encontradas provas formais dos teoremas indicados a
Pappus, esses teoremas foram reassumidos pelo matemético sui¢co Paul Guldin, por volta de 1600,

por isso hoje o referenciamos como de Teorema Pappus-Guldin.

Nesta Sec¢do, resumiremos um pouco da biografia de Pappus de Alexandria e de Paul Guldin.

3.1.1 Histéria de Pappus de Alexandria

Pappus de Alexandria nasceu na Grécia no ano 290 d.C', fez parte da segunda fase da
Escola de Alexandria e € considerado por muitos como um dos tltimos grandes matematicos gregos.
Foi sucessor de grandes nomes que fizeram parte da primeira fase da Escola de Alexandria como

Ptolomeu, Apoldnio, Euclides e Arquimedes.

No ano 320 d.C'., escreveu sua principal obra, chamada Colecdo Matemdtica, composta por

oito livros nos quais haviam comentarios e proposi¢des. Esta obra foi considerada o ultimo tratado
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matemadtico antigo importante. Dos oito livros perderam-se o primeiro e parte do segundo, tratavam

ao que tudo indica de temas ligados a Aritmética.

O autor (EVES, 2011, p.210) relata que o livro V' dedica-se amplamente a discussao da
Isoperimetria, ou comparagdo de dreas de figuras que sio limitadas por perimetros iguais e de
volumes de sélidos que sdo limitados por dreas iguais. H4, nesse livro, também uma passagem
interessante sobre as abelhas prova-se de que diferentes maneiras as abelhas se preparavam para

fabricar os seus favos.

Por outro lado no livro V11, cujo o titulo é Tesouro de Andlise, Pappus fez duas afirmacdes
sobre areas de superficies e volume de solidos de revolugdo. Trata-se de afirmagdes, pois o livro ndo

apresenta provas sobre elas.

Suas afirmacdes para calculo de area de superficies e volume de sélidos de revolugdo sdao
encontrados em livros de Calculo, como no livro do autor (STEWART, 2011), em forma de teoremas,
nomeado de teorema de Pappus-Guldin. Tal nome se da pois, como mencionado na introducio deste

Capitulo, Pappus fez afirmac¢des, mas quem as demonstrou foi o0 matemético Paul Guldin.

Pappus de Alexandria morreu em algum lugar da Grécia aos 60 anos de idade. A Figura 26
nos mostra a pagina de rosto da obra Mathematicae Collectiones de Pappus de Alexandria que foi
impressa pela primeira vez no século X V' I, em uma traducdo latina feita pelo matematico italiano

Federico Commandino.

PAPPI

ALEXANDRINI
MATHEMATICAE
Calleft:ones.

A FEDERICO
M MANDIRKGO
VEBINATAE
T Latinum Conuerfz, & Commentarijs
PBaltraz.

[ ]

fL I L (1
VENETIIS
Apod Fancifeuende Franeifeis Senenfem,
M. D LXXXIE

e O

Figura 26 — P4gina de rosto da Obra Mathematicae Collectiones de Pappus
Fonte:https://pt.wikipedia.org/wiki/Papo-de-Alexandria-Acessado 08 set 2019
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3.1.2 Histéria de Paul Guldin

O matematico e astronomo Paul Guldin nasceu em 12 de junho de 1577 em Saint- Gall,
Suica, descendente de judeus, mas foi criado como protestante. Com a idade de vinte anos, se
converteu ao catolicismo e entrou na ordem dos jesuitas, mudando seu primeiro nome de Habacuque
para Paulo. Atuou como professor de matematica em faculdades Jesuitas de Roma e Graz. Paul
Guldin faleceu no dia 3 de novembro de 1643 em Graz, cidade da Austria aos 66 anos. A Figura 27

nos mostra imagem do matemdtico suico Paul Guldin.

12!

Junio

1
032 -
Noviembre 3 PAUL GULDIN

Matematico y Astronomo Suizo

Figura 27 — Imagem do Matematico Paul Guldin

Fonte:https://www.youtube.com/watch?v=-GLWe2C7CrY - Acessado 08 set 2019

Ao longo de sua carreira, ele estudou, enunciou e demonstrou dois teoremas que sao

conhecidos por teoremas do Centroide de Pappus, sdo eles:

Teorema 3.1.1. Dada uma figura plana rotacionada em torno de um eixo de seu plano, a drea da
superficie do solido obtido é igual ao produto do perimetro da figura plana pelo comprimento da

circunferéncia percorrido pelo centro de massa.

O teorema diz que, dada uma figura de perimetro P e d a distancia do centroide até o eixo

de rotagdo, entdo a drea da superficie .S obtida ao rotacionarmos P, é dada por

S = 2ndP.

Teorema 3.1.2. Dada uma figura plana rotacionada em torno de um eixo de seu plano, o volume
do solido obtido é igual ao produto da drea da figura plana pelo comprimento da circunferéncia

percorrido pelo centro de massa.
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O teorema diz que, dada uma figura de area A, e sendo d a distancia do centroide até o eixo

de rotagdo, entdo o volume V' do sélido obtido pela rotacdo, é dado por
V = 2ndA.

A Figura 28 ilustra o sélido resultante da rotacdo de uma figura plana em torno da reta 7.

r

r

Figura 28 — Figura plana rotacionada em torno de uma reta r

Fonte: a autora

Enunciamos os dois Teoremas de Pappus-Guldin para o caso geral e demonstraremos apenas
o Teorema 3.1.2 para o caso em que a regido € limitada entre os gréaficos das fungdes y = f(x) e
y=g(x),sendo 0 < g(z) < y < f(x), paraa < x < b, em que os eixos de rota¢do coincidem com

os eixos das coordenadas. O Teorema 3.1.1 ndo serd objeto de estudo do nosso trabalho.

3.2 Demonstracao do Teorema de Pappus-Guldin para Figu-
ras Planas

Nesta Secdo, vamos primeiramente demonstrar o Teorema de Pappus-Guldin para cdlculo de
volumes de sélidos de revolugdo. Iniciaremos abordando para figuras planas conhecidas no Ensino
Médio como triangulos, retangulos e semicirculos. Por fim, apresentaremos a demonstragdo do
Teorema para figura de regido limitada do tipo R = {(z,y) : a <z < b,0 < g(x) <y < f(z)} em
que f e g sejam fungdes continuas, e a, b € R.

3.2.1 Triangulo Retangulo

Nesta Subsecdo, vamos demonstrar o Teorema de Pappus-Guldin para o tridngulo retangulo

rotacionado no eixo X.
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Proposicao 3.2.1. Considere um tridngulo de vértices O, A e B, retdngulo em A, como ilustra a
Figura 29, e o cone obtido através da rotacdo do tridngulo O AB em torno do lado O A. Se V' denota

o volume do cone, 7 ¢ a distdancia do centroide ao eixo de rotagdo e A a drea do tridngulo, entdo

V = 2717 A. (3.1

Figura 29 — Tridngulo retangulo a ser rotacionado em O A

Fonte:a autora

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, podemos representar o tridngulo O AB em um plano
Cartesiano, de modo que O, A e B, tenham como coordenadas: O = (0,0), A = (x4,0) e
B = (x4, yg), e os lados do tridngulo O AB, sejam denotados por: OA, AB, OB, a altura (h) e 0
raio (r) da base do cone obtido sdo respectivamente: OA e AB, entdo

V= = iy (3.2)

As coordenadas do centroide do triangulo sdo dadas

(x)_(O—l—xA—l—xB O+yA+yB>_<2xA y3>_<20A AB) (3.3)
A 3 3 “\33) U3 3 ) '
Temos também que a drea do tridngulo rotacionado € dada por
A-AB
A th_0A-AB (3.4)
2 2

Substituindo a ordenada que se encontra na férmula (3.3) e a drea que se encontra na férmula (3.4)
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na formula (3.1), obtemos

3 2
1
:§7r-yB-OA-AB

zéw-AB-OA-AB
1
= —77 -

3
=V

(AB)*-OA

A Figura 30 ilustra um tridngulo retangulo sendo rotacionado em torno do eixo X resultando em um

cone. Portanto, o Teorema de Pappus-Guldin € valido para tridngulo retangulo.

B(ra.yp)

,’1(.7'7‘.”)

Figura 30 — Cone resultante da rotagdo de um tridngulo retangulo

Fonte: a autora

3.2.2 Retangulo

Nesta Subsecdo, vamos demonstrar o Teorema de Pappus-Guldin para o retangulo rotacio-

nado no eixo X.

Proposicao 3.2.2. Considere um retdngulo de vértices O, A, B e C, representado na Figura 31, e

o cilindro obtido através da rotagdo do retdngulo OABC' em torno do lado OA. Se V denota o

volume do cilindro, sendo 7 é a distdncia do centroide ao eixo de rotacdo e A a drea do retdngulo,

entdo

V = 277A.

(3.5
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=|

Figura 31 — Retangulo a ser rotacionado em O A

Fonte: a autora

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, podemos representar o retaingulo O ABC' em um plano
Cartesiano, de modo que O, A, B, C' tenham como coordenadas: O = (0,0), A = (x4,0), B =
(xa,yB) e C = (0,yc). Os lados do retangulo O ABC, sao denotados por: OA, AB, BC, OC. A
altura (h) e o raio (r) da base do cilindro obtido sdo respectivamente OA e AB, e o volume do

cilindro € dado por:

V =mr’h = n(AB)? - OA. (3.6)

As coordenadas do centroide do retangulo sdo dadas por:

oy _ (Tota yA+yB>_(xA @/B)_(OA AB)

A éarea do retangulo rotacionado € dada por
A=0bh=0A-AB. (3.8)

Substituindo a ordenada que se encontra na férmula (3.7) e a drea que se encontra na férmula (3.8)

na férmula (3.5), obtemos

27ryA:27r-y7B-OA-AB
=m-yg-OA-AB
— 1AB-OA- AB
=7-(AB)*-0A
~ V.

A Figura 32 ilustra um retangulo sendo rotacionado em torno do eixo X resultando em um cilindro.

Portanto, o Teorema de Pappus-Guldin € valido para o retangulo. [
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C(0,30) ¢ ® 5(7.4,y5)

oL | A(x4,0)

Figura 32 — Cilindro resultante da rotacdo de um retangulo

Fonte: a autora

3.2.3 Semicirculo

Nesta Subsecdo, vamos demonstrar o Teorema de Pappus-Guldin para o semicirculo rotacio-

nado no eixo X.

Proposicao 3.2.3. Considere um semicirculo p de centro O, e didmetro AB e o raio OA = OB =
OC, representado na Figura 33. Considere também a esfera obtida através da rotacdo do semicirculo,
em torno do do diametro AB. Se V' denota o volume da esfera, 7 € a distdncia do centroide ao eixo

de rotacdo e A a drea do semicirculo, entdo

V = 277 A. (3.9)

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, podemos representar o semicirculo p em um plano
Cartesiano, de modo que O, A , B, C tenham como coordenadas: O = (0,0), A = (z4,0),
B = (zp,0) e C = (0,yc) sendo o didmetro (d) representado por AB e o raio por OC'. Entéo o

volume da esfera obtida é dado por
43

3
Conforme a Proposicao 2.2.6 as coordenadas do centroide do semicirculo sdo dadas por

V= (3.10)

(T,7) = (0, ;‘;) : (3.11)
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Figura 33 — Semicirculo a ser rotacionado em AB

Fonte: a autora

A drea do semicirculo rotacionado é dada por

7TT2

A= Eh (3.12)

Substituindo a ordenada que se encontra na férmula (3.11) e a drea que se encontra na férmula
(3.12) na féormula (3.9), obtemos

4 2
3r 2
_Ariw
3
=V.

A Figura 34 ilustra um semicirculo sendo rotacionado em torno do eixo X resultando em uma esfera.

Portanto, o Teorema de Pappus-Guldin € valido para o semicirculo. ]

3.2.4 Figura Plana Qualquer

Nesta Subsecdo, vamos demonstrar o Teorema de Pappus-Guldin para figura qualquer no
plano XY em dois casos: o primeiro caso quando a rotacdo desta figura ocorre em torno do eixo X,

e o segundo caso quando a rotacdo desta mesma figura ocorre em torno do eixo Y.

Para demonstrar o Teorema de Pappus-Guldin vamos precisar da férmula do volume do
solido de revolugao calculada pela integral. Para isso vamos apresentar o método do Anel circular e

o método de cascas cilindricas.

3.2.5 Meétodo: Anel Circular

Dividindo um sélido de revolugdo em n fatias circulares, o seu volume aproximado pode ser

calculado pela soma dos volumes das n fatias dos cilindros com espessuras arbitrarias. Vamos usar
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P
1
1
A
B(x5,0) r Alz4.0)

Figura 34 — Esfera resultante da rotagdo de um semicirculo

Fonte: a autora

esse método para calcular o volume de um sélido de revolu¢do quando a rotagdo ocorrer em torno

do eixo X. A Figura 35 nos mostra uma fatia cilindrica resultante de uma regido entre os gréficos
das fungdes y = /x e y = 0, sendo esta regido rotacionada em torno do eixo X.

Figura 35 — Fatia cilindrica

Fonte: a autora

Proposicao 3.2.4. Se uma regido delimitada pelos grdficos das funcoes f e g, na qual g é identica-

mente nula e pelas retas v = a e x = b for rotacionada em torno do eixo X, o volume do solido
obtido é dado por

V= W/Qb[f(m)]?d:v. (3.13)
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Demonstragdo. Iniciamos dividindo o sélido em n fatias cilindricas. Para uma dessas fatias temos

uma secgdo transversal do sélido de drea circular de raio f(x;) e altura Az;. Seu volume é
Vi = n[f(z:)]*Ax;.

Somando as n fatias, encontramos

VAV = Wi[f(a:i)PAxi.

i=1
Tomando-se n tendendo a infinito, pela defini¢ao de integral temos que

n

b
V= lim w Y[/ (@) A = 7r/a [f (2))de.

Considere uma regido delimitada pelos graficos das fungdes f(x) e g(z) e as pelas retas
x=aex =b,sendo f(z) > g(x) > 0.

Ao dividir o s6lido resultante da rotagdo da regido entre os graficos das funcgdes f e g em n
fatias, tais fatias terdo formato de um anel circular. Para calcular o volume de cada fatia, como esta
que apresenta um orificio, basta calcular volume gerado pelo grafico da curva f denotado por V;

subtraido do volume gerado pelo grafico da curva g denotado por V. O volume de cada anel circular

¢ dado por
V=V-V, (3.14)
V= W/b[f(x)]zdx — /b[g(x)]de. (3.15)
Ou ainda
V= w/ab {f@)] - [g())} da. (3.16)

A Figura 36 ilustra a regido R delimitada pelos gréficos das fungdes y = x e y = 22 e sélido gerado

pela rotagdo da regido em torno do eixo X e o anel circular.
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Figura 36 — Anel Circular

Fonte: a autora

Teorema 3.2.1 (Teorema de Pappus-Guldin para Figura Rotacionada em Torno do Eixo X). Dada
uma figura plana rotacionada em torno do eixo X de seu plano, entdo o volume do solido gerado
é igual ao produto da drea da figura plana pelo comprimento da circunferéncia percorrido pelo

centro de massa (centroide) da figura.

O teorema diz que, dada uma figura de drea A e 7 a distancia de seu centroide ao eixo X. O

volume V' do sélido obtido pela rotagdo de A em torno do eixo X é dado por
V =27y A.

A Figura 37 nos mostra o sélido resultante da rotacdo de uma figura plana qualquer denotada por R

em torno do eixo X.

Demonstragdo. Para calcular o volume do sélido a partir da rotagdo de uma figura qualquer no eixo
X , usaremos a férmula do volume calculado pela integral, aplicando o método do Anel Circular,
ja apresentado na Proposicao 3.2.4. A férmula € dada por

v=r ["{r@]P - o)} da.

A

Multiplicando o numerador e o denominador por 2A, encontramos

V—24.7. 2; : (@) - [g(2)?)} da.

Sabendo que a ordenada do centroide é dada pela férmula (2.11), encontramos

V = 277A.
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=]

Figura 37 — Sélido resultante da rotacdo de uma figura plana qualquer em torno do eixo X

Fonte: a autora.

Logo, podemos concluir que o volume de um sélido de revoluciao dada pela rotacao de uma figura

plana qualquer em torno do eixo X é V = 277 A. U

3.2.6 Meétodo: Cascas Cilindricas

O volume de uma casca cilindrica é equivalente ao volume de um paralelepipedo, como
ilustra a Figura 38. O volume V' de uma casca cilindrica € calculado pela subtra¢dao do volume V; do
cilindro interno do volume V5 do cilindro externo. Se a casca cilindrica tem raio externo rs, raio

interno ry, e altura h, seu volume é dado por

V=V-7
=m-r5-h—m-1r3-h
= (3 )

=m-h(ry+1r)(re — r).

Multiplicando o numerador e o denominador por 2

7”2+7’1)

V:27r-h( (rg —r1).

Temos que a altura da casca cilindrica é h = f(x), a espessura da casca é (ry — 1) = Ar e o raio

médio da casca (ngil) = x. Entdo podemos escrever o volume da casca cilindrica

V = 2mwxhAr. (3.17)
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@I

Ax

Figura 38 — Casca Cilindrica

Fonte: a autora

Proposicao 3.2.5. Seja uma regido delimitada pelos grdfico das fungées f e g, na qual g é identica-
mente nula e pelas retas x = a e x = b. Se o solido de revolucdo for obtido pela rotacdo da regido

entre as funcoes f e g em torno do eixo Y, entdo o volume do solido obtido ¢ dado por
b
V= 27T/ xf(z)dz.

Demonstracdo. Considerando um intervalo x de [a, b], dividindo o intervalo em n subintervalos
[x;_1,2;] de mesma largura Az, mesma largura e considerando z; o ponto médio do i-ésimo
subintervalo. Se o retdngulo com base [x;_1, ;] e altura f(z;) for rotacionado em torno do eixo Y,
temos a casca cilindrica com o raio médio z;, de altura f(Z;) e de espessura Ax;. Substituindo na
formula (3.17), encontramos

Vi =2z, f (z;) Ax;.

Para obter uma aproximacdo do volume do s6lido basta somar os volumes dessas cascas

V> Vi=2r) zf(z;)Ax.

i=1 =1

Usando uma aproximagdo para n tendendo a infinito
n b
V= lim QW;%JC(%)A% = 27r/a zf(x)dz.
O]

Dadas fungdes f e g continuas, com f(z) > g(x) > 0, o volume do sélido é gerado pela
rotagc@o em torno do eixo Y da regido delimitada entre as curvas f e ge pelasretasx =aex =bé

dado por .
V= 27r/ z[f(z) — g(z)| dz (3.18)
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A Figura 39 representa uma casca cilindrica tipica e a regidio entre as duas fungdes y = z e y = 22,

rotacionadas em torno do eixo Y.

y=1x raio = r

vl
altura da casca = x — x°

Figura 39 — A regido entre as curvas y = x € y = z° € a casca tipica

Fonte: a autora

Teorema 3.2.2 (Teorema de Pappus-Guldin para Figura Rotacionada em Torno do Eixo Y). Dada
uma figura plana rotacionada em torno do eixo Y de seu plano, entdo o volume do sélido gerado
é igual ao produto da drea da figura plana pelo comprimento da circunferéncia percorrido pelo

centro de massa (centroide) da figura.

O teorema diz que dada uma figura de drea A e 7 a distancia de seu centroide ao eixo X. O

volume V' do sélido obtido pela rotagdo de A em torno do eixo Y é dado por
V =27TA. (3.19)

A Figura 40 nos mostra o sélido resultante da rotacdo de uma figura plana qualquer em torno do
eixo Y .

Figura 40 — Sélido resultante da rotacdo de uma figura plana qualquer em torno do eixo Y

Fonte: a autora.
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Demonstragdo. Para calcular o volume do sélido a partir da rotacdo de uma figura qualquer no
eixo Y, usaremos a férmula do volume calculado pela integral aplicando o método do Cascas

Cilindricas, ja apresentado na Proposicdo 3.2.5. A expressio que nos permite obter esse volume é

V—or /;B o[f(z) — g(x)|d.

A

Multiplicando o numerador e o denominador por A, encontramos

B

V=2r A il 5 z[f(x) — g(x)]dz.

Sabendo que a abscissa do centroide € dado pela férmula (2.10), encontramos

V = 27T A.

Logo, podemos concluir que o volume de um sélido de revolugdo obtido pela rotagdo de uma figura

plana qualquer em torno do eixo Y é V' = 27T A. [l
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CAPITULO 4

Pratica com Futuros Professores de
Matematica

Neste capitulo, apresentamos um estudo qualitativo realizado com os graduandos de licenci-
atura em Matematica que cursavam a disciplina MTM260 - Tecnologias no Ensino de Matemaética
matriculados no sexto e oitavo periodos na Universidade Federal de Ouro Preto (UFOP). A ati-
vidade foi realizada no laboratério de matematica, do Instituto de Ci€ncias Exatas e Biologicas
(LABMAT). Teve como objetivo apresentar o Teorema de Pappus-Gudin, aplicando no célculo de
volume de sélidos de revolugdo, com o auxilio do software GeoGebra. Esperamos que os alunos de
licenciatura vejam na atividade uma alternativa de trabalho com seus futuros alunos. Os resultados
foram coletados de acordo com as impressdes dos graduandos durante a apresentagdo da atividade e

também através das respostas dadas a um questionario composto por trés questdes (veja apéndice).

4.1 Sujeitos e Contexto

Os sujeitos deste estudo foram nove alunos de uma turma de Graduagdo de Licenciatura em
Matematica da Universidade Federal de Ouro Preto (U FOP), na cidade de Ouro Preto - MG. A

Figura 41 ilustra o ambiente onde foi realizada a atividade.

A producido dos resultados foi de natureza qualitativa, fundamentada no comportamento e
na fala dos alunos durante a apresentacio da atividade ministrada em dois encontros, através de

didlogos e na utilizacdo de questionarios.
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Figura 41 — Aplicagdo da atividade no laboratério

4.2 Descricao da Atividade

Realizou-se a atividade em dois encontros, tendo como objetivo colaborar com a formagao
dos futuros professores de matematica do Ensino Médio. Para facilitar a compreensao textual do

didlogo, foram destacadas, em negrito, as perguntas direcionadas aos graduandos.

4.2.1 Primeiro Encontro

No primeiro encontro, realizou-se uma atividade através de um didlogo sobre como os
graduandos - no papel de futuros professores de matematica no Ensino Médio - iriam trabalhar o
calculo de volume dos s6lidos geométricos em sala de aula. Em seguida, foi feita uma atividade para
obter as coordenadas do centroide de figuras planas ( o estudo das coordenadas do centroide encontra-
se no Capitulo 2). Por fim, os graduandos receberam orientagdes para contornar um recipiente que

representava um sélido de revolucao.

Iniciando-se a atividade com a seguinte pergunta: Imagine que vocés estejam ministrando
uma aula sobre volume de sélidos geométricos. Com quais sélidos vocés trabalhariam com a

turma?

Os graduandos se manifestaram, com maior énfase, citando a esfera, as piramides (realgcando
que estas possuem vérios tipos de bases), o cilindro, varios prismas e o cone. Foi pedido que
eles relatassem onde esses sélidos poderiam ser encontrados no dia a dia. Associaram os prismas
com as caixas de perfumes. Lembraram que um exemplo de cone poderia ser uma casquinha de

sorvete. Ja como exemplo de esfera, uma bola de futebol; e associaram o cilindro as latas de leite
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condensado e de milho verde e as piramides aos enfeites. Entdo, foram exibidos objetos do cotidiano

que representavam alguns s6lidos geométricos, conforme mostra a Figura 42.

Figura 42 — Sélidos encontrados no dia a dia

Prosseguindo com a pergunta: Como vocés ensinariam aos seus alunos a calcular o
volume dos sélidos?

Relataram que comecariam identificando as dimensdes dos s6lidos, medindo-as, para de-
pois introduzir as férmulas de célculo de volume. Alguns disseram que apresentariam os s6lidos
encontrados no dia a dia, outros que iriam desenhar os s6lidos no quadro e depois ensinariam como
aplicar a formula do volume. Entdo, no didlogo, comecaram a compartilhar como ensinariam a
calcular o volume de um cone. Uma graduanda comentou que, para ensinar a calcular o volume do
cone, poderia usar comparagdes com objetos cujo o volume ja sdo conhecidos, ou seja, compararia o
volume do cone com o do cilindro. Os colegas ponderaram que o volume do cone é um terco do
volume do cilindro, entdo, surgiu a pergunta: “‘existem trés cones em um cilindro?” Uma outra aluna
respondeu que ndo eram trés cones em um cilindro, mas que teria um cilindro com o volume igual

ao de trés cones.

Outro aluno se manifestou dizendo que uma alternativa era levar dgua e encher o cilindro
usando um cone de mesma base e altura. Desse modo, poderia concluir que o volume do cone

equivale a um ter¢o do volume do cilindro.

Sobre as piramides e os prismas, disseram que ensinariam o volume analisando suas bases.
Apresentaram a ideia de comparar o volume de um prisma de base triangular com um prisma de
base hexagonal, sendo os dois prismas de mesma altura e com suas bases regulares, com arestas de

mesmo comprimento. Os graduandos perceberam que fazendo a decomposi¢do do prisma hexagonal



76 Capitulo 4. Prdtica com Futuros Professores de Matemdtica

em 6 prismas congruentes, cada um tendo um tridngulo equildtero na base, o volume do prisma
hexagonal € obtido através da multiplicagdo do volume do prisma triangular por 6. Por outro lado,
sobre a esfera, apareceram mais dicas: dentre elas, enché-la de 4gua com o auxilio de um recipiente

cujo o volume era conhecido como uma garrafa de um litro.
Entdo, questionou-se: Dos sélidos citados, quais sao de revolucao?
Todos participaram respondendo cilindro, esfera e cone.

E qual é a figura plana que precisamos rotacionar para obter um cilindro, um cone ou

uma esfera?

Os graduandos atenderam as expectativas respondendo que a rotagdo de um retangulo
resultava em um cilindro, enquanto a do triangulo retangulo resultava em um cone. Quanto a esfera,
alguns responderam que a figura rotacionada era o circulo. Porém, um graduando interrompeu
dizendo que ndo seria necessario rotacionar um circulo, e sim apenas um semicirculo. Por fim,
chegaram a conclusdo que se rotacionassem um circulo com seu centro localizado fora dos eixos de
rotacdo, resultaria em objetos conhecidos no dia a dia, como o bambolé e a boia. Continuando com

a pergunta:

Imagine que durante sua aula sobre volume, um aluno perguntasse: ‘“Professor, como

posso calcular o volume de uma garrafa de refrigerante?” O que vocé responderia?

Ap6s um momento de reflexdo, surgiram algumas propostas: “Podemos pegar uma vasilha
com capacidade de 1 [ e comparar com a capacidade da vasilha que queremos saber.” E também foi
questionado como poderiamos calcular o volume de outros sélidos de revolucao como da moringa,

da vasilha de chimarrdo, e frutas como pera e mac¢a. A Figura 43 ilustra alguns sélidos de revolucao.

-
L

et
- -
h ——

Figura 43 — Alguns s6lidos de revolugdo

Outra alternativa apresentada foi usar a integral para calcular o volume. Foi ai que surgiu o
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impasse: ja consideraram que pela integral seria muito dificil. Entdo, foi relatado que a atividade ali
proposta ndo era para eles, e sim para alunos do Ensino Médio que ndo conhecem e nunca tinham
visto integral. Assim, foi apresentada uma alternativa para trabalhar com alunos do Ensino Médio

através da pergunta: Vocés ja ouviram falar de centroide de uma figura?

A resposta foi que o centroide € ponto central da figura. Alguns manifestaram ndo saber o que
era. Entdo, definiu-se o centroide como ponto de equilibrio de uma figura. Para melhor compreensao
da definicdo de centroide, foi confeccionado um material concreto feito de cartolina para manuseio
dos alunos, com o objetivo de que eles tentassem equilibrar os objetos na ponta do dedo. A Figura

44 ilustra figuras planas confeccionadas com cartolina.

Figura 44 — Figuras planas confeccionadas com cartolina

Fonte: a autora

A estratégia usada foi dividir a sala em trés grupos, deixando primeiramente com cada
grupo um retangulo para eles discutirem e encontrarem seu centroide. Todos os alunos conseguiram
intuir que o centroide do retangulo fica no encontro de suas diagonais: 0 primeiro grupo tragou
as diagonais, o segundo disse que foi por tentativas e o terceiro grupo concluiu que centroide € o
ponto de encontro da metade da base com a metade da altura. A Figura 45 nos mostra os alunos

localizando o centroide de um retangulo.

Representou-se um retangulo de base h e altura r, no qual um dos vértices localizava-se
na origem do plano cartesiano no quadro. Os alunos nio encontraram dificuldades em obter as

coordenadas (%, g)

Passando para o tridngulo retangulo, todos os grupos levaram mais tempo nas discussdes
sobre o centroide e as conclusdes foram as seguintes: o primeiro grupo tentou descobrir usando
o encontro das bissetrizes, mas ndo chegou a nenhuma conclusdo. O segundo grupo também
nao chegou a um consenso, ficando em dudvida se era o encontro das alturas ou o encontro das

mediatrizes. No terceiro grupo, o debate foi maior, quando uma graduanda foi tentar equilibrar o
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Figura 45 — Alunos localizando o centroide do retangulo

tridngulo retangulo com o dedo para encontrar o ponto do centroide, disse que o ponto deveria ser
no encontro das medianas, confundindo mediana com bissetriz. Depois, resolveram fazer alguns
desenhos no papel, dizendo que poderia ser o encontro das bissetrizes devido a concentracao de
massa, concluindo que no encontro das bissetrizes o tridngulo ficaria mais equilibrado. A Figura

46 nos mostra os alunos tentando encontrar o centroide do tridngulo retangulo. A Figura 47 ilustra

Figura 46 — Encontrando o centroide do tridngulo retangulo

os desenhos de tridngulos com segmentos feitos pelo terceiro grupo na tentativa de encontrar o

centroide do triangulo retangulo.
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Figura 47 — Desenhos de triangulos na tentativa de encontrar o centroide

Fonte: Graduandos de Licenciatura em Matematica

Visando enriquecer o debate dos alunos, o didlogo foi interrompido com a apresentacdo de
algumas defini¢des como bissetriz, mediana, altura e mediatriz. Logo apds, a turma concluiu que o

centroide do tridngulo retangulo era o baricentro.

Foi representado um tridngulo no plano cartesiano de vértices (0, 0), (6,0) e (0, 6) no quadro.
A resposta foi imediata e disseram que as coordenadas seriam (2, 2). De frente ao tridngulo genérico
de vértices (z4,y4), (z5,ys) € (zc, yo) representado no quadro, relataram que teriam que tracar as
medianas para encontrar o baricentro e concluiram que o centroide de um tridngulo qualquer € o

préprio baricentro.

Para descobrir o centroide de um circulo de raio r, a turma ndo apresentou dificuldade, por
outro lado no semicirculo houve. Entao representou-se no quadro um plano cartesiano, centralizou-
se o semicirculo na sua origem. Os graduandos disseram que a abscissa do centroide seria 0 e a
ordenada seria a metade do raio, que representava a altura, mas ndo conseguiram encontrar o ponto
de equilibrio exato. Entdo, um graduando percebeu que a ordenada ndo poderia ser a metade do raio

(altura), e se manifestou dizendo:

“O centro de massa vai ser mais embaixo porque a drea do semicirculo € maior na parte
inferior. A parte superior do semicirculo tem uma drea menor ou uma massa menor, € o centro tem

que ficar mais para baixo.”

Entao, foram apresentadas as coordenadas, sendo elas (O, g—;) Quando foram obter as
coordenadas do centroide de um quarto do circulo, a turma notou que a coordenada = nao seria
mais no ponto de origem, mas nao sabiam determina-la. Com bastante didlogo, concluiram que a
ordenada seria a mesma do semicirculo e que a abscissa também seria o ponto g—;. Assim, chegaram
a conclusdo de que as coordenadas de um quarto do circulo sdo dadas por (;‘)‘—7’;, g—;) A Figura 48 nos
mostra uma aluna tentando equilibrar um quarto do circulo.
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Figura 48 — Aluna encontrando o centroide de um quarto do circulo

Como o GeoGebra possui uma ferramenta que permite localizar o centroide de um poligono
qualquer, esta foi mostrada para a turma. Para encontra-la, basta abrir o GeoGebra Classic, desenhar
um poligono qualquer na Janela de Visualizagcdo, e em seguida, ir na quinta opcdo do segundo

icone e clicar no Ponto Médio ou Centro, conforme mostra a Figura 49. Foi encerrado o primeiro
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Figura 49 — Localizando as coordenadas do centroide de um poligono qualquer

Fonte: a autora

encontro com a seguinte tarefa: os graduandos deveriam trazer no préximo encontro o desenho
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do contorno de um recipiente que fosse um sélido de revolugdao. Desse modo, foram passadas as

seguintes orientagoes:

Escolha um recipiente que seja um sélido de revolu¢do. Num papel milimetrado, trace o
eixo X e o eixo Y. Centralize o recipiente deitado no plano cartesiano de modo que a base fique no
eixo X e a altura no eixo Y. Com um l4pis perpendicular ao papel milimetrado, contorne apenas um
lado do recipiente. Em seguida, tire a foto colocando o celular paralelo a folha do desenho, recorte-o

com cautela, usando a ferramenta recortar do celular e, por fim, salve a imagem.

Para mostrar como os graduandos iriam realizar a tarefa de contornar um recipiente, foi
feito como exemplo o contorno de uma garrafa de refrigerante. A Figura 50 nos mostra a garrafa de

refrigerante sendo contornada.

Figura 50 — Contornando a garrafa de refrigerante no papel milimetrado

Fonte: a autora

4.2.2 Segundo Encontro

No segundo encontro, realizou-se uma atividade dialogada em que os graduandos teriam que
encontrar a féormula do Teorema de Pappus-Guldin. Em seguida, foram apresentados a Histéria e o
enunciado do Teorema (estudado na Secao 3.1). Foi passado o roteiro para constru¢do de qualquer
s6lido de revolucio, no qual cada grupo da turma levou e construiu seu respectivo sélido. Realizou-se

a construcao da garrafa de refrigerante, da vasilha de chimarrdo e do toro como exemplos de tais
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solidos. Por fim, apresentou-se a andlise das respostas dos graduandos ao questiondrio sobre a

atividade realizada nos dois encontros.

O segundo encontro teve como inicio a andlise a Figura 51, que representa um retangulo
rotacionado. Os alunos encontraram os valores corretamente da base, altura, drea do retangulo e, por
fim, o volume do cilindro e as coordenadas do centroide. Foi pedido aos alunos que encontrassem a
razdo entre o volume do cilindro e a drea do retangulo. Dito isso, encontraram a resposta esperada

7r. Em seguida, a turma foi questionada: A qual férmula da geometria vocés estao associando?

Uma aluna respondeu 77, que seria a féormula do comprimento da circunferéncia dividida
por 2. Entdo, foi a vez de analisar a Figura 52 que representa o tridngulo retangulo rotacionado, e foi

pedido que eles encontrassem a razdo entre o volume do cone e a drea do tridngulo retangulo.

=
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Figura 51 — Rotagdo de um retangulo

Fonte: a autora

Os graduandos souberam determinar a base, a altura, a drea e o volume do cone. Encontraram
a razdo entre o volume do cone e a drea do tridngulo retdngulo respondendo 2% Assim, realizou-se

a mesma pergunta: A qual férmula da geometria vocés estao associando?

Uma graduanda respondeu que parecia o comprimento de uma circunferéncia, mas ndo sabia
qual seria o raio. Outro aluno respondeu que o raio era 3. Percebendo ainda que ao comparar a razdo
entre o volume do cilindro com a adrea do retdngulo, a resposta seria 77 € a razao entre o volume do
cone com a drea do tridngulo retingulo seria 2 - £, mas os graduandos ndo chegaram a nenhuma
conclusdo relativa ao centroide. Um aluno comentou que a primeira razao representava a metade do

comprimento da circunferéncia e que a segunda, o comprimento da circunferéncia de raio igual a £.
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Figura 52 — Rotacdo de um triangulo retangulo

Fonte: a autora

Para melhorar a reflexao, foi apresentada a Figura 53 que mostra um semicirculo rotacionado.
Diante dela, os alunos rapidamente conseguiram retirar todos os dados necessarios para o calculo da
razdo entre o volume da esfera e a area do semicirculo encontrando o valor de %T, mas ainda nao

conseguiram relacionar os valores obtidos com o centroide. Entdo, a estratégia foi colocar no quadro
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Figura 53 — Rotacdo de um semicirculo

Fonte: a autora
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os resultados das trés razdes. Um estudante percebeu que essas razdes possuiam alguma relacao

com o comprimento da circunferéncia de raio igual a distancia do centroide ao eixo de rotacgao.

A turma comecgou a comparar as trés razodes, percebendo que se manipulasse a primeira
féormula dada por 7r, multiplicando seu numerador e denominador por 2, encontrariam o0 compri-
mento da circunferéncia, cujo raio igual a 5. A segunda férmula 27 - £ jd resultava no comprimento
da circunferéncia de raio igual 3. Ja na terceira férmula 2 - %, a manipulagdo algébrica seria mais

complicada.

Ap6s bastante reflexdo, chegaram a conclusdo de que teriam que multiplicar o numerador e

0 denominador por 7 na expressao 2 - %, resultando, assim, em um comprimento de circunferéncia

ar

igual a 27 - g—;. Perceberam também que o raio da circunferéncia era 5~

Os graduandos notaram que os volumes dos trés solidos propostos poderiam ser encontrados
pela férmula V' = 277 A, isto é, o volume do sélido seria dado pela area da figura plana rotacionada
multiplicada pelo comprimento da circunferéncia de raio igual a distancia do centroide ao eixo de

rotacao, neste caso o eixo X.

Entéo, perguntou aos graduandos se esta férmula seria vélida para o cdlculo do volume de
qualquer sélido de revolugdo. A resposta foi sim, mas alguns disseram que dependia da figura. Entdo,
foram apresentados a histdria e o enunciado do Teorema de Pappus-Guldin, conforme feito na Se¢ado
3.1.

O nosso principal objetivo da atividade era oferecer uma alternativa para calculo de volume
de s6lido de revolugdo, usando o Teorema de Pappus-Guldin e com o grande aliado o software
GeoGebra, mencionado na Secdo 1.4. E como ja foi passado, o roteiro para fazer o desenho do
recipiente no primeiro encontro pode ser encontrado na Subsecdo 4.2.1. Foi apresentado o seguinte

roteiro para constru¢do de qualquer sélido de revolugdo:

1. abrir a janela Algébrica, Janela de Visualizacdo e a Janela de Visualizacdo 3D;
2. colocar o eixo Y na vertical e retirar a visualiza¢do do plano;

3. ir a imagem, clicar no desenho do recipiente e abrir;

4. localizar os pontos A e B no eixo X, conforme o tamanho real do desenho;

5. contornar com pontos a imagem do recipiente;

6. digitar na caixa de entrada: Spline (<Lista de Pontos>)

7. digitar na caixa de entrada: Poligono (<Lista de Pontos>);
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. esconder a imagem do desenho do recipiente (clicar no desenho do recipiente e desmarque a

op¢ao Exibir Imagem);

. ir no comando Ponto Médio ou Centro;

desmarcar os rétulos e os pontos;

criar o Controle Deslizante, substituir Nome por n, Valor minimo por 1, Valor mdximo por

200 e Incremento por 1;

digitar na caixa de entrada: Sequéncia (<Expressdo >, <Varidvel >, <Valor Inicial>, < Valor
Final>);

substituir a palavra Expressdo por Girar (<Objeto>, < Angulo>, < Eixo de Rotagio>);

substituir o Objeto por Centro de Gravidade, o Angulo por (2 * 7 * %), Eixo de Rotagdo por

Eixo Y, Varidvel por 7, Valor Inicial por 1 e Valor Final por n;

digitar na caixa de entrada: Sequéncia (<Expressdao>, < Varidvel>, <Valor Inicial>, < Valor
Final>);

substituir a palavra expressio por Girar (<Objeto>, < Angulo>, < Eixo de Rotacio>);

substituir o Objeto por Poligono, o Angulo por (2 * 7 * %), Eixo de Rotagdo por Eixo Y,

Varidvel por ¢, Valor Inicial por 1, Valor Final por n.

Ap0s a apresentacdo do roteiro, vamos descrever como foi o desenvolvimento de cada grupo

na construcdo de seu recipiente. A férmula do Teorema de Pappus-Guldin para calculo de volume

dos recipientes em andlise encontra-se na Secdo 3.2. Todos os calculos desta atividade foram feitos

com o uso de calculadora, considerando duas casas decimais. A distancia do centroide ao eixo de

rotacdo e a drea do poligono rotacionado foram retirados da Janela de Algebra do GeoGebra durante

a construcdo. Apds terminarem o roteiro, os graduandos responderam as seguintes perguntas:

1.

2.

3.

Usando a formula do Teorema de Pappus-Guldin, qual é o volume do recipiente?
Qual é o volume do recipiente original?

O resultado esta correto? Justifique.

Durante a construcio dos recipientes trazidos pelos graduandos, algumas dificuldades foram

apresentadas para ajustar a figura na janela de Visualizagdo 2D do software GeoGebra. No contorno

do desenho do recipiente com pontos, mesmo orientados, alguns demonstraram bastante dificuldade,

demorando um bom tempo para terminar o roteiro. O grupo que levou a garrafa de refrigerante de
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200 ml terminou a constru¢do primeiro. Percebeu-se que o volume do liquido ndao ocupava até a
tampa, entdo os graduandos foram orientados a retirar o desenho ocupado pela tampa e refazer os

calculos do volume.
Cada grupo obteve as seguintes conclusdes:

O primeiro grupo tinha encontrado 300 m! numa garrafa de volume original de 200 ml,
mas como relatado acima, apds descontar uma parte do desenho ocupado pela tampa, encontraram
258 ml, ou seja, 29% acima do volume da garrafa original. Concluiram que as possibilidades para
o erro foi devido a espessura do ldpis ao contornar o desenho e também ndo contornaram a base
corretamente, aumentando, assim, o volume da garrafa. A Figura 54 ilustra a garrafa de refrigerante
de 200 ml.

Figura 54 — Construindo uma garrafa de 200 ml no GeoGebra

Fonte: Graduandos de Licenciatura em Matematica

O recipiente do segundo grupo era uma garrafa de 1000 m/. Os alunos encontraram 1140 ml
e concluiram que o erro era aceitdvel. Ao verificar o desenho, ndo contornaram a base corretamente,
encontrando um erro. O erro de 14%. A turma chegou a conclusdo que a garrafa de 1 [ era um sélido
de revolucado e a garrafa de primeiro grupo de 200 m! ndo era, devido a sua parte inferior. A Figura

55 ilustra a constru¢do da garrafa de 1 litro.

Conforme ilustra a Figura 56, a construcdo do recipiente do terceiro grupo ficou perfeito no
GeoGebra. Porém, ao observar o volume do frasco usando a férmula do Teorema de Pappus-Guldin,
este aproximou-se de 37 ml, o que difere muito do volume indicado no rétulo do frasco, indicado por
6 ml, e a margem de erro foi superior a 500%. Comunicamos aos graduandos que irfamos investigar

o resultado.
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Figura 55 — Construindo uma garrafa de 1 [ no GeoGebra

Fonte: Graduandos de Licenciatura em Matematica

Figura 56 — Construcdo de um frasco de remédio

Fonte: Graduandos de Licenciatura em Matematica

Prosseguindo com o segundo encontro, mostrou-se aos graduandos o passo a passo da
constru¢do de qualquer sélido de revolugdo. O roteiro da constru¢do do contorno do recipiente

encontra-se na Subsecdo 4.2.1. Usou-se como recipiente a garrafa de refrigerante para ilustrar os
passos da construgao.

Abra o GeoGebra, acesse o menu “Exibir” e clique na “Janela de Visualiza¢do 3D”. A tela
do GeoGebra apresentara as trés janelas: Janela de Algebra, Janela 2D e a Janela 3D, clique com

o botdo direito no plano da Janela de Visualizacdo 3D, retire o plano para melhor visualizacdo do
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recipiente e, em seguida, clique no eixo Y, usando também o botdo direito na Janela de Visualizacdo

3D, clique na op¢do “eixo y € vertical”.

Para Inserir a imagem do recipiente, clique no pentltimo icone da Janela 2D e escolha a
opg¢ao “Inserir Imagem”. Ao aparecer na tela a op¢ao “Escolher arquivo”, selecione a imagem do
recipiente que estd arquivada no computador, clique nela e depois clique na op¢do “Ok”. Assim, vai
aparecer a imagem com dois pontos fixados na Janela de Visualizacido 2D. Localize os pontos A e
B no eixo X, conforme o tamanho real do desenho, e observe se a altura do desenho coincide com a

altura do recipiente original, conforme a Figura 57.
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Figura 57 — Localizando os pontos A e B

Fonte: a autora

2

Coloque pontos em cima da curva do desenho do recipiente. Em seguida, digite “Spline’
na caixa de entrada e insira a lista de pontos usada no contorno do desenho do recipiente. Para
facilitar a construg@o, copie a lista de pontos usando a tecla “(ctrl + ¢)” do computador, antes de
apertar “Enter” no comando “Spline”. Depois aperte “Enter”. Assim aparecerd a curva que contorna
o desenho do recipiente na Janela 2D. Para construir o poligono, digite “Poligono” na caixa de
entrada e digite os pontos do contorno ou aperte a tecla “(crtl + v)”, em seguida aperte “Enter”.

Dessa maneira, o poligono em questio aparecerd na tela.

Para exibir o ponto que determina o centroide do poligono, basta ir ao segundo icone da

Janela 2D e clicar na op¢ao “Ponto Médio ou Centro”, conforme ilustra a Figura 49.

De acordo com a Figura 58, crie um Controle Deslizante utilizando o penultimo icone da

Janela 2D, escolha a op¢do “Controle Deslizante”, substitua “Nome” por “n”, “Valor minimo” por
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“17, “Valor maximo” por “200” e “Incremento” por “1”.
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| 200 1

a=1 Campo de Entrada

Figura 58 — Controle Deslizante

Fonte: a autora

O préximo passo consiste em construir varias copias do ponto do centroide e do poligono.
Para isso, use o comando “Sequéncia” e, dentro deste comando, use o comando “Girar”, digite
na caixa de entrada a seguinte sintaxe: “Sequéncia (<Expressdo >, <Varidvel >, <Valor Inicial>, <
Valor Final>)”, substitua a palavra “Expressdao” por “Girar”. Conforme a Figura 59, escolha a op¢ao
“(<Objeto>, < Angulo>, < Eixo de Rotacdo>)”. Em seguida, substitua: “ Objeto” por “Centro de
Gravidade”, “Angulo” por “2 *  * %”, “Eixo” por “Y”, “Variavel” por “2”, “Valor Inicial” por “1”

e “Valor Final” por “ n”.

Antes de clicar “Enter”, copie usando a tecla “(crtl+c)”. Ao clicar “Enter”, aparecerdo vdrias
copias do ponto do centroide. A quantidade de pontos € controlada pelo controle deslizante. Para
conseguir vdrias copias do poligono aperte “(crtl + v)” na caixa de entrada, e troque a representagio
do comando ““ Objeto” por “Poligono” e depois a aperte “Enter”. Assim, chega-se ao fim a construg¢ao

de qualquer sdlido de revolugao.

Desse modo, foram expostas aos graduandos as constru¢des da garrafa de refrigerante, da
vasilha de chimarrdo e do toro. Sobre a garrafa de refrigerante, obteve-se o resultado de 282, 8
ml, pelo Teorema de Pappus-Guldin, contra os 237 m! do volume original da garrafa, apresentado
no seu rétulo. A porcentagem de erro foi de 19, 32%, considerada satisfatdria pela turma. Foram
considerados a espessura da tampa e o fato da garrafa ndo ser totalmente um sélido de revolucao
devido a sua parte inferior, e que o Teorema de Pappus-Guldin € valido para determinar o volume de

s6lidos de revolugdo. A Figura 60 ilustra a garrafa de refrigerante de 237 ml.
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Figura 59 — Comando Girar dentro do comando Sequéncia

Fonte: a autora

Ap6s a construcdo da vasilha de chimarrdo, com base na férmula Teorema de Pappus-Guldin,
o volume encontrado foi de 1099 ml. J4 o da vasilha de chimarrdo, 450 ml, erro de 144, 22%. Apés
andlise, concluiram que a diferenca se deve a espessura do material de que a vasilha de chimarrao é

feita. A Figura 61 ilustra a vasilha de chimarrdo sendo construida no software GeoGebra.

Conforme mostra a Figura 62, o toro foi construido no GeoGebra a partir de um circulo de
1 em de raio distancia de 3 cm do centro do circulo ao eixo X, o qual foi rotacionado. Usando o
Teorema Pappus-Guldin, o volume aproximou-se de 60 m!. Nao houve compara¢do com nenhum
objeto que representasse tal sélido. Os graduandos acharam interessante e relataram que para
construir a boia, o centro da regido circular ndo poderia localizar-se na origem. Apontaram, com

clareza, as diferencas entre a esfera e o toro.

4.3 Comentarios Apos a Atividade

Diante de certa insatisfacdo com alguns resultados do volume dos recipientes apresentados
na atividade, resolve-se investiga-los. No decorrer das atividades, percebeu-se que a garrafa de
refrigerante ndo era totalmente um sélido de revoluc¢do. Desse modo, houve a necessidade de ir atrds

de uma solugdo para encontrar o seu volume.

Ao analisar o resultado do volume do frasco de remédio, observou-se uma situagao contra-
ditéria: o seu desenho no GeoGebra foi 0 que mais se aproximou do sélido original, porém, seu

volume apresentou a maior porcentagem de erro, superior a 500%.
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Figura 60 — Construindo uma garrafa de 237 m/ usando o software GeoGebra

Fonte: a autora

Sobre a construcao do toro, no primeiro momento esta ndo foi realizada usando como base
um objeto que o representasse. Portanto, a fim de comprovar novamente o Teorema de Pappus-Guldin
pelo mesmo método utilizado na construc¢do dos outros, houve necessidade de uso de um sélido para
comparagdo. Assim, utilizou-se um pedaco de mangueira em formato circular para comparar com a

construgao feita no GeoGebra.

4.3.1 Garrafa de Refrigerante

A garrafa foi virada de modo com que sua tampa ficasse na parte inferior. Em seguida,
percebeu-se que, nessa posi¢ao, o liquido ficou completamente comportado na parte da garrafa
correspondente ao s6lido de revolucao. Entdo, tal parte da garrafa foi construida no GeoGebra e

gerando, portanto, um novo sélido completamente de revolugdo, conforme ilustra a Figura 63.

Usou-se a féormula do volume Teorema de Pappus-Guldin dada por V' = 277 A na qual
a distancia do centroide ao eixo Y equivale a7 = 1,18 c¢m e a area (A) do poligono que foi
rotacionado corresponde a 32,22 cm?. Logo, V = 2- 3,14 - 1,18 - 32, 22. Resultando, entdo, um
volume aproximado de 238, 76 ml, contra os 237 ml do volume original indicado no rétulo. Dessa
maneira, chegou-se ao erro de 0, 74%. (explicado pela espessura da tampa), e ficou comprovado

mais uma vez a eficacia do Teorema.
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Figura 61 — Construindo uma vasilha de chimarrao usando o software GeoGebra
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Fonte: a autora

d = Segmento(D, E, poll)

O
)

— 048
-2
e = Segmento(E, F, poll)

— 044 H

Figura 62 — Construindo um toro usando o software GeoGebra

4.3.2 Frasco de Remédio

Fonte: a autora

Adquiriu-se um frasco do mesmo remédio (com o mesmo volume) para comprovar a

valida¢do do Teorema de Pappus-Guldin. Ao retirar o liquido do seu interior, constatou-se um

volume de 8 ml, diferente dos 6 ml que constam na embalagem, conforme ilustra a Figura 64.

Para a construcdo do frasco no GeoGebra, foi usado o mesmo desenho do contorno trazido pelos
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o]

Figura 63 — Garrafa de refrigerante invertida

Fonte: a autora

graduandos. Considerou-se apenas a altura de 5 cm, conforme mostra a Figura 65. Para tal altura,

Figura 64 — Volume de 8 m! contido no frasco do remédio

Fonte: a autora

verificou-se que a embalagem do remédio comporta 18 ml de dgua. Ja o Teorema de Pappus-Guldin
o volume ¢é dado por V' = 277 A, na qual a distincia até o eixo Y € T = 0,57 cm e a area (A) do
retAngulo rotacionado A = 5,3 ¢m?. Logo, V = 23,14 - 0,57 - 5, 3 mostrou que a capacidade é de
18,97 ml. A margem de erro foi de aproximadamente de 5, 38%. Desse modo, concluiu-se que a

embalagem era grande e que o liquido contido no frasco ndo chegava nem a metade.



94 Capitulo 4. Prdtica com Futuros Professores de Matemdtica
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Figura 65 — Volume de um frasco de remédio considerando 5 cm de altura

Fonte: a autora

4.3.3 Toro

Adquiriu-se um pedago de mangueira com medidas de raio interno da base de 0,9 cm,
raio externo da base de 1,0 ¢m e comprimento de 97, 3 ¢m, e, para simular um toro, juntou-se as

extremidades, formando um sélido similar a ele, como ilustra a Figura 66 construida no GeoGebra.

7 Torocom31dedidmetro - GeoGebra - I3
Ble s dded@s N Sc Q=
= EC &

j = Segmento(J, K. poll)

O
L)

— 018 ™

k = Segmento(K. L. pol1) : 18 O
~ 024

£ = Segmento(L, M, poll)

— 026 12

m = Segmento(M, N, pol1)

O
J

— 0.19

n; = Segmento(N, O, pol1) : 8

O
)

— 022

o = Segmento(O, P, pol1)

— 0.29 ! N
p = Segmento(P, Q, poll) : .3 [}
2
— 03 a o
~ q = Segmento(Q, R, poll) . a I
-2 0 2

Figura 66 — Toro representado no GeoGebra

Fonte: a autora

Assim, usou-se o Teorema de Pappus-Guldin, no qual o volume é dado por V' = 277 A4,
a distancia do centro do circulo rotacionado até o eixo X € 7 = 15,5 c¢m e a area (A) do circulo
rotacionado, equivalente a 2,54 cm?. Logo V = 2 - 3,14 - 15,5 - 2,54. O resultado obtido foi

de 247,24 ml. Para comparacdo, encheu-se a mangueira de dgua e depois a despejou no copo
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de medidas. O resultado foi de aproximadamente 250 m! indicado na Figura 67. Desse modo,

Figura 67 — Toro com o volume aproximadamente de 250 m/

Fonte: a autora

comprovou-se que os resultados convergiram. Para consolidar com as respostas, realizou-se um
terceiro experimento: considerou-se a mangueira esticada como um cilindro (utilizando apenas o
raio interno da base da mangueira, equivalente a 0, 9 ¢m) o volume do cilindro é dado pela férmula
V = m-r?. H, e o comprimento (H) da mangueira de 97,3 ¢m . Logo V' = 3,14 - 0,81 - 97, 3,

resultou-se em 247,47 ml. Analisou-se os trés resultados e percebeu que a diferenca era minima.

4.4 Analise do Questionario

Ap6s a realizacdo da atividade, foi solicitado aos graduandos que respondessem a um questi-
ondario composto por trés questoes (veja apéndice). Os graduandos foram nomeados individualmente
de GG; a Gg. As andlises das respostas nos levaram a refletir sobre as estratégias usadas em sala de
aula e sobre a contribui¢do da utilizagdo de recursos tecnolégicos para o aprendizado dos alunos.
Algumas justificativas do questiondrio foram transcritas respeitando as suas escritas, pois algumas

imagens nao estao legiveis.

A primeira questdo proposta pretendia verificar se os graduandos conheciam o Teorema de

Pappus-Guldin.

1. Vocé ja conhecia o Teorema de Pappus-Guldin?

Todos os nove graduandos responderam que nao conheciam o Teorema de Pappus-Guldin.
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G5 : “ Nao. Conheci o teorema na aula que tivemos, podemos observar que o teorema € muito
importante para encontrar o volume de um sélido de revolugdo, com ele fica mais fécil de
encontrar o volume de sélido de revolugdo”.

9

G : “ Nao. J4 havia escutado falar porém nunca aprofundei no termo para entender melhor.’

G, : “Nao; embora tenha feito o curso de engenharia, nem mesmo nesse curso tive acesso ao

teorema.”

Analisando o relato de (G4, observou-se que, curiosamente, ele nunca havia ouvido falar do
Teorema de Pappus-Guldin, mesmo tendo cursado duas graduagdes e estudado contetudos de
Célculo Diferencial e de Geometria Espacial, pois este Teorema pode ser visto, por exemplo, no
capitulo de Aplica¢des na Engenharia do livro (STEWART, 2011), que € uma das bibliografias
adotadas na UFOP.

A segunda pergunta pretendia verificar se a atividade desenvolvida era adequada para ser

aplicada aos alunos do ensino médio.

. Voceé acha que a atividade desenvolvida é adequada para ser aplicada em uma turma de ensino

médio? Justifique.

Dos nove graduandos, oito disseram sim e apenas um disse que dependia da situagcdo. As
Figuras 68, 69 e 70 nos mostram a justificativa de trés graduandos.

Figura 68 — Resposta de (G, a pergunta 2
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Figura 69 — Resposta de (G5 a pergunta 2

Figura 70 — Resposta de (G a pergunta 2

Os graduandos relataram que a atividade € adequada e que, apesar de apresentar resultados
que podem ser complexos para os alunos do Ensino Médio, teve como ferramenta o GeoGebra

que se constitui em um facilitador para a visualizacdo e compreensdo dos conceitos.

A terceira pergunta queria a opinido se a atividade havia contribuido para sua formacdo, uma

vez que sdo futuros professores de matematica.

3. Como, em sua opinido, esta atividade contribuiu para a sua formagao enquanto futuro professor

de matematica?

Os relatos de (G e G4 foram transcritos respeitando suas escritas e a Figura 71, nos mostra a

justificativa do graduando G, .

G : “Eu gostei bastante. Primeiro que o uso do geogebra encanta os alunos. Segundo, que
usamos “um célculo simples” para calcular algo complicado. Além de que, como sou curiosa,

achei interessante para ver uma aplicacdo na “vida real” de uma férmula.”
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(G4 : “Essa atividade me trouxe a compreensao de um teorema que ndo conhecia, mostrou-me
uma forma simples e clara de aplicar esse teorema, aprofundou meu conhecimento a respeito
da ferramenta geogebra e suas fungdes, e fez tudo isso de uma forma que, acredito eu, prende

a aten¢do de estudante do ensino médio.”

3) Como, em sua opinido, esta atividade contribui para a sua formaca |
enquanto futuro professor de matematica?

y

Figura 71 — Resposta de GG a pergunta 3

Os graduandos concluiram que a atividade foi contextualizada e interessante, e que o software

GeoGebra foi fundamental para sua realizag@o.

Ao analisar os nove questiondrios e os comportamentos dos graduandos durante a atividade,
observou-se que os graduandos acolheram a proposta com entusiasmo e com participac¢ao ativa nos
dois encontros. O objetivo de contribuir para compreensao e aplicacdo do Teorema de Pappus-Gudin
para célculo de volume de s6lidos de revolugdo e para formagao profissional foi alcangado. Durante
a troca de experiéncia, percebeu-se que os futuros professores de matematica tém a necessidade
de ser preparados para ministrar, futuramente, aulas mais dinidmicas e interessantes. Concluiu-se,
também, que o uso das tecnologias (como o GeoGebra) dentro da sala de aula desperta fomenta

discussdes e pode auxiliar em processo de descoberta guiados e mediados pelo professor.
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Consideracoes Finais

Neste estudo, nosso objetivo foi propor uma atividade dialogada aos futuros professores de
matemadtica do Ensino Médio, apresentando o Teorema de Pappus-Guldin como uma alternativa para

calcular o volume de quaisquer s6lidos de revolugdo e contribuindo com a formagao dos graduandos.

Os resultados fundamentados pelas falas dos graduandos e respostas dadas ao questiondrio,
mostram que esse tipo de atividade levou o graduando a ter uma nova percep¢ao de como atuar em
sala de aula. Além disso, o Teorema de Pappus-Guldin nos parece muito facil e pratico para ensinar
aos alunos do Ensino Médio a calcular o volume de quaisquer sélidos de revolucao encontrados no

dia a dia e que, através de um pensamento coletivo, pode-se chegar a um resultado desejado.

O estudo também mostrou que a forte presenca de computadores e smartphones na sociedade
faz com que haja a expectativa e até mesmo a necessidade de se utilizar tais tecnologias em sala
de aula. Para tal, os professores, precisam estar atentos as praticas pedagdgicas que as utilizem,
ndo apenas como ferramenta de cdlculo, mas como auxiliares em processos de apresentacao de
contetddos e de descobertas. Além disso, também mostrou que o software GeoGebra pode ser uma

importante ferramenta na busca pela inovagdo no ensino de matemadtica.

Durante a aplicacdo da atividade, usamos o didlogo, computadores e materiais concretos;
isso permitiu uma articulagcdo entre teoria e prética, proporcionando um aprendizado baseado na
experimentacdo e visualizacdo, o que contribuiu para a reorganizacdo do pensamento tanto na
condi¢do de estudantes que aprendiam um novo contetido, quanto na condi¢ao de futuros professores

interessados em metodologias de ensino que possam utilizar em sala de aula.

O intuito foi elaborar uma atividade que oferecesse uma alternativa para que os futuros
professores de matematica do Ensino Médio possam despertar o interesse dos alunos a querer
aprender e investigar os conteidos matematicos, mostrando que essa disciplina estd ao nosso redor e
pode ser prazerosa. A demonstracdo do Teorema do Pappus-Guldin para regides planas e a prova

para figuras especificas foram no intuito de que estas pudessem ser compreendidas por alunos do
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Ensino Médio. O objetivo de calcular o volume de quaisquer sélidos de revolucao pode fazer do
aluno um protagonista, sendo criativo e questionador no processo de aprendizagem e, de acordo
com os questiondrios respondidos por eles, observou-se que o objetivo foi alcangcado com o auxilio

do software GeoGebra.

Quanto a minha experiéncia pessoal, nunca havia tido a oportunidade de conhecer e trabalhar
com o Teorema de Pappus-Guldin. Através deste trabalho, pude conhecer, estudar e verificar que o
Teorema € simples, pratico e que pode ser trabalhado sim, em turmas do Ensino Médio. Durante a
minha jornada profissional, até entdo, ndo usava ferramentas tecnologicas em sala de aula; sempre
ensinei pelo método tradicional. Ao analisar a segunda fase do livro, apresentado na Se¢do 1.2,
percebi que este trabalho me fez sair da zona de conforto, entrar na zona de risco e ainda, aprender a
lidar com as midias. Descobri uma nova maneira de aprimorar a minha metodologia de ensino e
conclui que a tecnologia é, de fato, uma grande aliada da matematica. A oportunidade de aplicar a

atividade aos graduandos também foi fundamental para o meu crescimento profissional.
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APENDICE A

Apéndice

Questiondrio através do qual foram obtidas as percep¢des dos graduando acerca da atividade

aplicando o Teorema de Pappus-Guldin.

A
AA
A A
AAAA

PROFMAT

MESTRADO PROFISSIONAL
EM MATEMATICA EM
REDE NACIONAL

Professor Orientador: Prof. Dr. Eder Marinho Martins
Discente: Imaculada Coelho da Silva Cardoso

Questiondrio:

1. Voceé j4 conhecia o Teorema de Pappus Guldin?

2. Voceé acha que a atividade desenvolvida € adequada para ser aplicada em uma turma de Ensino
Médio? Justifique.

3. Como, em sua opinido, esta atividade contribui para a sua formagao enquanto futuro professor

de matematica?
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